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RESUMO

Neste trabalho exibimos varios teoremas de Anélise na Reta como propriedades equiva-
lentes a Propriedade do Supremo. Inicialmente, definimos a Propriedade Arquimediana
que ao longo do trabalho relacionamos com a Propriedade do Supremo. Em seguida, de-
monstramos diversas equivaléncias em um corpo ordenado arquimediano como em um
caminho fechado de dominés: Propriedade do Corte = Propriedade do Supremo —
Propriedade do Infimo = Teorema da Sequéncia Mono6tona e Limitada = Teorema
de Bolzano-Weierstrass = Cauchy-completude = Teste da Comparagao Absoluta
— Teste de Dirichlet = Teste da Série Alternada = Propriedade dos Intervalos
Encaixados = Conexidade em Espagos Topolégicos = Teorema do Anulamento
= Teorema do Valor Intermediario = Teorema do Ponto Fixo = Propriedade do
Corte. Depois, demonstramos equivaléncias que envolvem a noc¢ao de compacidade: Pro-
priedade dos Intervalos Encaixados = Teorema de Heine-Borel = Teorema do Valor
Extremo = Propriedade do Corte. Além disso, apresentamos uma prova alternativa
que permite estender o caminho fechado feito anteriormente: Teorema do Valor Extremo
—> Teorema do Anulamento. Finalmente, demonstramos que a Propriedade dos In-
tervalos Encaixados = Cauchy-completude e damos um exemplo de corpo ordenado

Cauchy-completo nao arquimediano, o corpo das séries formais de Laurent.

Palavras-chaves: corpos ordenados; topologia da ordem; séries formais da Laurent.






ABSTRACT

We show many theorems of Real Analysis are equivalent to the Least Upper Bound Prop-
erty. First, we define the Archimedean Property, which we relate to the Least Upper Bound
Property throughout the text. Next, we show many equivalences over an Archimedean
ordered field as a closed path of dominoes: Cut Property = Least Upper Bound
Property = Greatest Lower Bound Property = Bounded Monotone Sequence
Theorem = Bolzano-Weierstrass Theorem = Cauchy Completeness = Abso-
lute Comparison Test == Dirichlet Test = Alternating Series Test = Nested
Interval Property = Topological Connectedness = Intermediate Value Theorem
—> Fixed Point Theorem =— Cut Property. Then, we show equivalences related to
compactness: Nested Interval Property = Heine-Borel Theorem =— Extreme Value
Theorem = Cut Property. We also give an alternative proof that allow us to extend
the closed loop: Extreme Value Theorem =—- Intermediate Value Theorem. Finally, we
show that the Nested Interval Property = Cauchy Completeness and give an example

of a non-Archimedean Cauchy-complete ordered field, the field of formal Laurent series.

Keywords: ordered fields, order topology, formal Laurent series.
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1 INTRODUCAO
To be is to be perceived. (George Berkeley)

No inicio do século 19, principalmente com os trabalhos (independentes) de Ber-
nard Bolzano (1781-1848) e Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), adquirimos uma de-
finigao rigorosa para fungoes continuas. Sedimentando ainda mais o Célculo, em 1854,
Bernhard Riemann (1826-1866) formalizou a integral. Finalmente, em 1872, Richard De-
dekind (1831-1916) e Georg Cantor (1845-1918) nos deram as duas primeiras construgoes
formais dos ntimeros reais. (GOWERS; BARROW-GREEN; LEADER, 2010, cap. IL.5)

Juntando e organizando o que foi feito no periodo descrito acima e restringindo
0 escopo para fungoes de uma variavel real, obtemos a area da Matemética denominada
Analise na Reta. Normalmente, o primeiro topico em um curso de Analise na Reta é
justamente a formalizacao dos niimeros reais, a ultima peca do quebra-cabeca que foi a
fundamentagao do Célculo. Naturalmente, precisamos distinguir o conjunto dos niimeros
reais do conjunto dos ntimeros racionais. Para isso, podemos utilizar a Propriedade do
Supremo: todo subconjunto nao vazio e limitado superiormente admite supremo.

Supondo que no conjunto dos niimeros reais vale tal propriedade e definindo pre-
cisamente com épsilons e deltas uma funcao continua, conseguimos demonstrar rigoro-
samente os resultados esperados do Célculo. Mas a relagao entre fungoes continuas e
conjuntos limitados superiormente nao é tao imediata. Entre os dois conceitos estao de-
finigoes e teoremas a respeito de sequéncias, séries e nogoes topolodgicas. Neste trabalho,
com o objetivo de revisitar alguns teoremas de Analise na Reta, vamos exibi-los como
propriedades equivalentes & Propriedade do Supremo.

Inicialmente, no préximo capitulo, estabeleceremos as defini¢oes basicas de Algebra
e Topologia necessérias para as demonstragoes das equivaléncias. Na Secao 2.1, definiremos
anéis e corpos. Na Secao 2.2, definiremos rela¢oes de ordem e corpos ordenados. Na Secao
2.3, daremos no¢oes basicas de topologia. Em particular, definiremos a topologia da ordem.
Nas secoes 2.4, 2.5 e 2.6 definiremos, respectivamente, func¢oes continuas, sequéncias e
séries em um corpo ordenado qualquer a partir da topologia da ordem.

Depois, no capitulo principal do trabalho, demonstraremos algumas proprieda-
des equivalentes & Propriedade do Supremo. Antes de apresentarmos as equivaléncias,
definiremos, na Secao 3.1, a Propriedade Arquimediana que, ao longo do capitulo, re-
lacionaremos com a Propriedade do Supremo. Na Secao 3.2, demonstraremos diversas
equivaléncias como em um caminho fechado de pegas de dominé. Na Secao 3.3, demons-
traremos equivaléncias que envolvem compacidade e estenderemos o caminho fechado da
secao anterior. Na Secao 3.4, apresentaremos um exemplo de corpo ordenado nao arqui-
mediano Cauchy-completo, a saber, o corpo das séries formais de Laurent.

Para guiar o que esta por vir, ilustramos os caminhos das equivaléncias na Figura

1 na proxima pagina.
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Prop. do Corte

Prop. do Supremo
Prop. do Infimo
@eqm‘ancia Moném@

Y

Teorema de Bolzano-Weierstrass

Cauchy Completude Prop. Arquimediana Teorema, do Valor Limitado

Teste da Comparac¢ao Absoluta
Teste de Dirichlet

Teste da Série Alternada

Prop. dos Intervalos Encaixados

Teorema de Heine-Borel Prop. dos Intervalos Encaixados
Fracamente

Teorema do Valor Extremo

A\

Teorema do Anulamento

Teorema do Valor Intermediario

Teorema do Ponto Fixo

Figura 1 — Propriedades equivalentes em um corpo ordenado. O rétulo “+A” representa
a hipotese adicional da Propriedade Arquimediana na aresta & esquerda.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo revisaremos de forma rapida os conceitos de Algebra e Topologia ne-
cessarios para a elaboracao do trabalho. Primeiro, definiremos corpos ordenados. Depois,
daremos as defini¢oes de fungoes continuas, sequéncias e séries a partir da topologia da
ordem. Por conta da brevidade, este capitulo se assemelha mais a um formulario com va-
rios recortes para consulta do que uma introducao de fato. Para uma apresentacao digna
dos conceitos reunidos aqui, recomendamos as principais referéncias utilizadas: (GON-
CALVES, 2003) sobre Algebra e (MUNKRES, 2000) sobre Topologia. Um resumo sobre
o conteudo apresentado aqui pode ser encontrado em (GELBAUM; OLMSTED, 2003).

2.1 ANEIS E CORPOS

Antes de darmos a defini¢ao de corpo, daremos a defini¢ao de anel, uma estrutura
algébrica um pouco mais genérica. No final desta secao, definiremos corpo como um tipo

especial de anel.

Definicao 2.1.1. Sejam A um conjunto e + e - operagoes binarias bem-definidas sobre A

denominadas soma e produto. A tupla (A, +,-) é um anel se valem os seguintes axiomas:

Al. Associatividade da soma: (a +b) + ¢ = a + (b+ ¢) para todo a,b e ¢ € A.

A2. Elemento neutro da soma: existe 0 € A tal que a + 0 = 0+ a = a para todo a € A.
A3. Inverso aditivo: para todo a € A existe be A tal quea+b=0+a = 0.

A4. Comutatividade da soma: a + b = b+ a para todo a e b € A.

A5. Associatividade do produto: (a-b)-c=a- (b-c) para todo a,b e c € A.

A6. Distributividade:

a. Distributividade a esquerda: a- (b+c¢) = (a-b) + (a- ¢) para todo a,b e ¢ € A.
b. Distributividade a direita: (a +b)-c= (a-c¢) + (b- ¢) para todo a,b e c € A.

Observacao 2.1.2. Nao falamos nada sobre a diferenca nem sobre o quociente pois estas

operagcoes sao definidas a partir da soma e do produto.
Notagao 2.1.3. Denotaremos “a - b” por “ab’.

Notagao 2.1.4. Por causa dos axiomas da associatividade, podemos omitir os parenteses
e realizar a soma/produto de mais de dois elementos “ao mesmo tempo”. Por exemplo,
podemos escrever “a+b+c” em vez de “(a+b)+¢”. Quando misturarmos somas e produtos,

para evitar ambiguidades, damos precedéncia ao produto.
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Notagao 2.1.5. Quando nao houver ambiguidades, escreveremos “o anel A” em vez de
“o anel (A, +,-)".

Observagao 2.1.6. Por causa do axioma do elemento neutro, A nao pode ser vazio.

Exemplo 2.1.7. O conjunto A = {0} munido das operagoes 0 +0:=0e 0-0:=0 ¢ um

anel.

Notacgao 2.1.8. Denote o conjunto dos nimeros naturais por N, o conjunto dos niimeros
inteiros por Z, o conjunto dos niimeros racionais por Q, o conjunto dos niimeros reais por

R e o conjunto dos ntimeros complexos por C.

Exemplo 2.1.9. O conjunto N com as operagoes usuais de soma e produto nao é um

anel pois nao vale o axioma do inverso aditivo.

Exemplo 2.1.10. Os conjuntos Z,Q,R e C com as operagoes usuais de soma e produto

sao0 anéis.

Observacao 2.1.11. E importante que as operagoes de soma e produto estejam bem-
definidas. Por exemplo, poderfamos definir a soma de dois ntimeros racionais § e < como

g+ s = Zﬁ' Mas dai, a soma dependeria da representacao e teriamos absurdos como

1,1 _2 ;3 _2 1 - . N
5 +3 =% # 5 =7+ 3. Outro problema dessa defini¢ao seria a divisao por zero quando

os denominadores fossem inversos aditivos.

Notagao 2.1.12. Quando omitimos as declaracoes das operagoes, estamos trabalhando

com as operacoes usuais.

A partir da definicdo acima, podemos provar teoremas que valem para qualquer
anel. Esta é a vantagem de uma abstragao algébrica. Em outras palavras, abstraindo

algebricamente exprimimos o que é necessario para algo acontecer.

Teorema 2.1.13. Existe um wunico elemento neutro da soma.

Teorema 2.1.14. Sejam A anel e a € A. Eziste um inico inverso aditivo de a.
Notagao 2.1.15. Denotaremos o inverso aditivo de a por —a e “a + (=b)” por “a — b".
Teorema 2.1.16. Seja A um anel. Para todo a € A, 0-a = 0.

Teorema 2.1.17. Seja A um anel. Para todo a € A, —(—a) = a.

Teorema 2.1.18. Seja A um anel. Tome a,b ec € A. Sea+b=a+c, entao b= c.

Na definicao de um anel nem tudo que se espera da soma é esperado do produto.
Enquanto temos quatro axiomas que tratam exclusivamente da soma, temos apenas um
axioma que trata exclusivamente do produto. Restringindo o produto, isto é, adicionando

novos axiomas para o produto, obtemos tipos especificos de anéis.
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Definicao 2.1.19. Um anel A é um anel com unidade se vale o seguinte axioma:

A7. Elemento neutro do produto: existe 1 € A com 1 # 0 tal quea-1=1-a = a para
todo a € A.

Exemplo 2.1.20. Os anéis Z,Q, R e C possuem unidade.

Exemplo 2.1.21. O conjunto dos ntimeros pares, denotado por 27Z, com as operagoes

usuais de soma e produto, € um anel sem unidade.

Observagao 2.1.22. A exigéncia de que 1 # 0 faz com que um anel com unidade precise
ter pelo menos dois elementos. Veja que se 1 = 0 teriamos que para todo a € A, a =
l-a=0-a=0.

Teorema 2.1.23. Seja A um anel com unidade. Existe um inico elemento neutro para

o produto.
Novamente, adaptando um axioma da soma, obtemos outro tipo de anel.

Definigao 2.1.24. Um anel A é um anel comutativo se vale o seguinte axioma:

A8. Comutatividade do produto: a-b=10b-a para todo a e b € A.
Exemplo 2.1.25. Os anéis Z,Q, R e C sao comutativos.

Exemplo 2.1.26. O conjunto dos quatérnios, denotado por H, é um anel nao comutativo.

Para uma definigao de H, veja (GONCALVES, 2003, p. 38).

Agora, introduziremos uma restricao para o produto que nao faz sentido para a

soma.

Definicao 2.1.27. Uma anel A é um anel sem divisores de zero se vale o seguinte

axioma:
A9. Integridade: se a - b =0, entdao a = 0 ou b = 0 para todo a e b € A.

Observagao 2.1.28. Pelo axioma do inverso aditivo, em qualquer anel temos que 1 +

(—1) = 0. Sendo assim, o axioma da integridade nédo faz sentido para a soma.
Exemplo 2.1.29. Os conjuntos Z,Q, R e C sao anéis sem divisores de zero.

Exemplo 2.1.30. O conjunto das matrizes 2 por 2 de entradas reais, denotado por M, (R),

com as operagoes usuais de soma e produto ¢ um anel com divisores de zero.

Teorema 2.1.31. Seja A um anel com o azioma da integridade. Para todo a e b € A, se

a-a=0>b-b, entao a =0 ou a = —b.
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Definicao 2.1.32. Um dominio de integridade ¢ um anel comutativo com unidade e

sem divisores de zero.
Exemplo 2.1.33. Os anéis Z,Q,R e C sao dominios de integridade.

Exemplo 2.1.34. O conjunto das fungoes reais continuas com as operagoes usuais de
soma e produto de fun¢oes nao é um dominio de integridade pois nao vale o axioma da

integridade.

Teorema 2.1.35. Seja A um dominio de integridade. Entdo, a-a = a se, e somente se,

a=0oua=1.

Finalmente, apds juntar todas as especificidades vistas acima, estamos prontos
para definir um corpo. Fazemos isto adaptando o axioma que faltava da soma para o

produto.

Definicao 2.1.36. Um dominio de integridade A é um corpo se vale o seguinte axioma:

A10. Inverso multiplicativo: para todo a € A\ {0} existe b€ Atal quea-b=>b-a=1.

Observagao 2.1.37. Pedimos que a # 0 na defini¢ao acima pois pelo axioma do elemento

neutro da soma, 0 -b = 0 para todo b € A e, por defini¢ao, 0 # 1.
Exemplo 2.1.38. Os anéis Q, R, C sao corpos.

Exemplo 2.1.39. O anel Z é um dominio de integridade mas nao é um corpo pois nao

vale o axioma do inverso multiplicativo.

Exemplo 2.1.40. O conjunto dos restos da divisao por 5, denotado por Zs, com as
operacoes de soma e produto modulo 5 é um corpo finito. Generalizando, se p é um
nimero primo, entao o conjunto dos restos da divisao por p, denotado por Z,, ¢ um corpo
finito.

Teorema 2.1.41. Sejam A um corpo e a € A\{0}. Existe um unico inverso multiplicativo

de a.

Notacao 2.1.42. Denotaremos o inverso multiplicativo de a # 0 por a~!. Para qualquer

l=1.gt=1

b, denotaremos ba 1 or —b. Em particular, a
) )
a a

Notagao 2.1.43. Seja n um inteiro. Se a = 0 e n # 0, denotaremos 0" := 0. Se a # 0,

entao denotaremos

1 sen =0,

a"=<a-a"' sen>0,
1

= se n < 0.
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Teorema 2.1.44. Na presenca dos demais axiomas, o axioma do inverso multiplicativo

implica no axtoma da integridade.

Exemplo 2.1.45. Embora Q, R e C sejam corpos, QQ é enumeravel mas R e C nao sao.

2.2 RELACOES DE ORDEM

Uma relacao de ordem formaliza a nogao intuitiva de ordem.

Definicao 2.2.1. Uma relagao < em um conjunto X é uma relagao de ordem se valem

as seguintes propriedades:
1. Comparabilidade: se a # b, entdo a < b ou b < a para todo a e b € X.
2. Irreflexividade: se a < b, entdao a # b para todo a e b € X.
3. Transitividade: se a < b e b < ¢, entao a < ¢ para todo a,be c € X.

Definigao 2.2.2. Um conjunto ordenado é um par (X, <) em que X é um conjunto e

< é uma relagao de ordem em X.

Notagao 2.2.3. Quando nao houver ambiguidades, escreveremos “o conjunto ordenado

X" em vez de “o conjunto ordenado (X, <)”.

Exemplo 2.2.4. Os conjuntos N,Z,Q e R com as relagoes usuais de < sao conjuntos

ordenados.

Notacao 2.2.5. Quando omitimos a declaracao da relacao de ordem, estamos traba-

lhando com a relagao de ordem usual.

Exemplo 2.2.6. Podemos ordenar o conjunto C usando a ordem lexicografica da seguinte
maneira:

a+bi<c+di < (a<c)oula=ce (b<d).

Observagao 2.2.7. A comparabilidade garante que nao existem dois elementos distintos

do conjunto que nao estejam relacionados. Ou seja, a ordem ¢é total.

Notagao 2.2.8. Se a < b, também denotamos b > a. Se a < b e b < ¢, denotamos
a < b < c e assim por diante. Se a = b ou a < b, denotamos a < b. Similarmente,

denotamos a >bea <b<ec.

Teorema 2.2.9 (Tricotomia). Sejam X um conjunto ordenado e a e b € X. Exclusiva-

mente oua < b oua=>b oua>b.

Demonstracao. Pela comparabilidade, pelo menos uma das afirmagoes ocorre. Resta pro-

var que cada uma das afirmacoes implica a negacao das outras duas:
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1. Caso a = b. Suponha por absurdo que a < b. Absurdo pela irreflexividade. Similar-

mente nao temos que b < a.

2. Caso a < b. Pela irreflexividade, temos que a # b. Suponha por absurdo que a > b.

Assim pela transitividade temos que a < a. Absurdo pela irreflexividade.
3. Caso a > b. Anélogo ao caso acima. O
Para dizer que um anel é ordenado, pedimos mais duas condigoes:

Definicao 2.2.10. Um anel A em que A é ordenado é um anel ordenado se valem:

1. Se b < ¢, entao a+b < a—+ c para todo a,b e c € A.

2. Sea>0eb>0,entdao ab > 0 para todo a e b € A.
Teorema 2.2.11. Seja K um corpo ordenado. Se a < b, entao —a > —b.
Teorema 2.2.12. Seja K um corpo ordenado. Se a >0 e b >0, entao 3 > 0.
Teorema 2.2.13. Um corpo finito nao € um corpo ordenado.
Exemplo 2.2.14. Os corpos Q e R sao ordenados.

Outra forma de definir um corpo ordenado é identificando os elementos positivos

do corpo.

Teorema 2.2.15. Um corpo K em que K € ordenado € um corpo ordenado se, e somente

se, existe um conjunto K™ C K tal que:
1. sea ebe KT, entao (a +b) € KT,
2. seaebe KT, entio (a-b) € KT,
3. para todo a € K wvale exclusivamente a € Kt oua =0 ou —a € K.

Aqui a relagao < de ordem € dada por
a<b << a—-be K"

para todo a e b e K.

Demonstragao. Ida: Basta tomar K+ = {a € K |a > 0}:
1. Tomeaebe K. Assim,0 <a=a+0<a-+beportantoa+be K.
2. Tomeaebe K. Assim, ab>0¢e¢abe K.

3. Pelo Teorema 2.2.9.
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Volta: Sejam a,b e ¢ € K. Veja que valem as propriedades de uma relacao de

ordem:

1. Comparabilidade: Se a # b, temos que a —b # 0. Logo, a —b € K™ e a > b ou
b—acKteb>a.

2. Irreflexividade: Se a < b, entao b —a € K. Assim, b—a # 0 e a # b.

3. Transitividade: Se a < be b < ¢ temos que b —a € KT e c—b € K. Logo,
c—a=c—b+b—a=(c—b)+(b—a) € Kt e portanto a < c.

Além disso, valem as propriedades de um corpo ordenado:
1. Seb<c,entaioc—be K. Logoa+c—(a+b)=c—beKTea+b<a+c.
2. Sea>0eb>0, temos que abe K. ]

Definicao 2.2.16. O conjunto dos elementos positivos de um corpo ordenado K é

dado por Kt = {a € K |a > 0}. O conjunto dos elementos negativos de K ¢ dado
por K\ (KtU{0}) ={a € K|a<0}.

Teorema 2.2.17. Seja K um corpo ordenado. Para todo a € K, a* é nao negativo.
Corolario 2.2.18. Em um corpo ordenado, 1 =1-1 > 0.
Exemplo 2.2.19. O conjunto C é um corpo que nao pode ser ordenado pois i = —1 < 0.

Observagao 2.2.20. A ordem nos racionais e nos reais é tnica no sentido em que so existe

um conjunto K+ que satisfaz as condigoes do Teorema 2.2.15. Mas esse nem sempre é 0
caso. Para um contraexemplo, veja (GELBAUM; OLMSTED, 2003, p. 14).

A partir de qualquer elemento de um anel ordenado, podemos obter um valor nao

negativo.

Definigao 2.2.21. Sejam A um anel ordenado e a € A. O valor absoluto de a, denotado

por |a|,éasea>0e —asea<0.
Teorema 2.2.22. Seja A um anel ordenado. Para todo a e b € A, |ab| = |al|b].

Teorema 2.2.23 (Desigualdade Triangular). Seja A um anel ordenado. Para todo a e
be A, |la—b| <la|+ |b]. Em particular, para todo a,b e c € A,

la—bl=la—c+c—0b <|(a—c)+(c—=b)| <l|a—c|+|c—1

Observagao 2.2.24. Note que f : K — (KT U{0}) dada por f(z) = |z| ndo é ne-
cessariamente uma norma pois A nao é necessariamente um subconjunto dos reais nao

negativos.
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Além de relacionar elementos de um conjunto, uma relacao de ordem também nos

permite, em alguns casos, relacionar subconjuntos com elementos.

Definicao 2.2.25. Sejam X um conjunto ordenado e Y C X. Um elemento a € X é uma

cota superior de Y se b < a para todo b € Y.

Definicao 2.2.26. Sejam X um conjunto ordenado. Um conjunto Y C X é um conjunto

limitado superiormente se existe uma cota superior de Y em X.

Definicao 2.2.27. Sejam X um conjunto ordenado e Y C X. Uma cota superior a de
Y é um supremo de Y se a < b para toda cota superior b de Y. Se além disso, a € Y,

entdao a é o maximo de Y.

Teorema 2.2.28. Sejam X um conjunto ordenado e Y C X. Se a e b sao supremos de

Y, entao a = b.

Observagao 2.2.29. Similarmente, definimos cota inferior, conjunto limitado inferior-

mente, infimo e minimo.
Exemplo 2.2.30. O infimo do subconjunto {1 |n € N\ {0}} CR ¢ 0.

Exemplo 2.2.31. O supremo do conjunto A = {a | a® < 2} C R ¢ a raiz quadrada de 2.

O conjunto B = {a | a* < 2} C Q ndo possui supremo.
Teorema 2.2.32. Um corpo ordenado nao possui minimo nem mdximo.

Definicao 2.2.33. Um conjunto limitado é um conjunto limitado superiormente e

inferiormente.

Exemplo 2.2.34. O conjunto dos niimeros primos ¢ um subconjunto dos niimeros inteiros

que nao ¢ limitado.

Observagao 2.2.35. Existem outras defini¢des, nao equivalentes, de conjunto limitado.
Para mais detalhes, veja (MUNKRES, 2000, p. 121).

Em um conjunto ordenado ¢ interessante considerar certos tipos de subconjuntos.

Definigao 2.2.36. Seja X um conjunto ordenado. Um conjunto ¥ C X é um intervalo

se para todo a e b em Y com a < b, temos que ¢ € Y para todo ¢ € X tal que a < ¢ < b.

Exemplo 2.2.37. O conjunto vazio, um conjunto unitario e todo o conjunto sao inter-

valos.

Notagao 2.2.38. Sejam X um conjunto ordenado, a e b € X com a < b. Utilizaremos a

notacao especial para certos tipos de intervalos:

1. (a,b) ={c€ X |a < c< b} denominado aberto & esquerda e a direita,
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2. (a,b] = {c € X |a < ¢ <b} denominado aberto a esquerda e fechado a direita,
3. [a,b) = {c € X |a < ¢ < b} denominado fechado & esquerda e aberto a direita,

4. ]a,b] = {c € X | a < ¢ < b} denominado fechado a esquerda e a direita,

o

(a,+00) = {c € X |a < ¢} denominado aberto a esquerda e ilimitado a direita,
6. (—00,a) = {c € X | c < a} denominado ilimitado a esquerda e aberto a direita,
7. la,+00) = {c € X | a < ¢} denominado fechado & esquerda e ilimitado & direita,
8. (—o00,a] = {c € X | ¢ < a} denominado ilimitado & esquerda e fechado a direita,

em que a e b sao os extremos do intervalo. Denominamos um intervalo aberto (fechado)
a esquerda e a direita simplesmente como um intervalo aberto (fechado). O mesmo vale
quando um dos “extremos” é oo ou —oo. As vezes, quando estiver implicito pelo contexto,
omitiremos o “C K”. Por exemplo, escreveremos “o intervalo [a, b]” em vez de “o intervalo

[a,b] C K”. Também denotaremos X por (—oo, 00).
Exemplo 2.2.39. Em Q e R, N2>, (0,1/n) = 0.

Observacgao 2.2.40. Nem todo intervalo é de uma das formas acima. Por exemplo, o

subconjunto {a + bi |a € [-1,1] C R} C C com a ordem lexicografica ¢ um intervalo.
Agora provaremos alguns resultados técnicos.

Teorema 2.2.41. Seja X um conjunto ordenado. A intersecao de dois intervalos fechados

ou € o conjunto vazio ou € um intervalo fechado.
Demonstragao. Sejam [a, b] e [c, d] intervalos fechados de X. Temos dois casos:
1. A intersecao é vazia.

2. A intersecao nao é vazia. Logo, existe e tal que

IN
IN

a
Cc

b,
d.

IN

(&
€

IN

Assim, m := max{a,c} < min{b,d} = M e [a,b] N [c,d] = [m, M]. O

Teorema 2.2.42. Sejam K um corpo ordenado e a eb € K. Para todo e € K come > 0,

la — b <€ se, e somente se, a € (b—¢e,b+¢).
Demonstracao. Ida: Temos dois casos:

1. Caso a > b. Temos que |a — b| = a — b. Por hipotese, 0 < a — b < e. Logo,
b—e<b<a<bt+eceac(b—eb+e).
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2. Caso a < b. Temos que |a — b| = —(a — b) = b — a. Por hipétese, 0 < b —a < e.
Assim, 0 >a—b> —c. Logo,b+e>b>a>b—ceac (b—e,b+e¢).

A volta ¢ anéloga. O
Teorema 2.2.43. Sejam K um corpo ordenado e A C K. Sao equivalentes:

1. A é limitado.

2. FEzistem a e b € K tais que A C (a,b).

3. Eziste M € K com M > 0 tal que para todo c € A, |c| < M.

Demonstracao. O caso A = () é trivial. Suponha que A seja nao vazio.

(1) implica (2) | Como A ¢ limitado existem ¢; cota inferior e ¢y cota superior de
e

A tais que A C (a,b) emquea=c; —1leb=cy+ 1.

(2) implica (3)| Seja M = max{]al, |b|} > 0. Como a # b, M > 0. Tome ¢ € A.

Temos dois casos:

1. Caso ¢ < 0. Assim a < ¢ < 0. Logo —¢ < —a = |a| < M.

2. Caso c>0. Assim 0 <c<b=|b <M.

(3) implica (1) | Temos que M é cota superior de A e —M é cota inferior de A.
Portanto A ¢é limitado. O

2.3 ESPACOS TOPOLOGICOS

Um espago topologico é o contexto mais abstrato em que podemos trabalhar com
continuidade. Gradualmente abstraindo a definicao de uma funcao continua na reta ob-
temos a defini¢ao topologica que serd dada na préoxima se¢ao. Para uma descrigao deste
salto, recomendamos o artigo de divulgagao (FLORIT, 2017).

Em um curso de Espagos Métricos é visto como definir conjuntos abertos a partir
de uma métrical. Em particular, o espaco inteiro e o conjunto vazio sao abertos. Além
disso, toda uniao arbitraria de abertos resulta em um conjunto aberto e toda intersecao
finita de abertos resulta em um conjunto aberto. E dessas 3 caracteristicas que exprimimos

a definicao topologica de conjunto aberto.

Definicao 2.3.1. Uma topologia em um conjunto X é uma cole¢ao 7 de subconjuntos
de X tal que:

1" Uma métrica em X é um funcio d : X x X — R tal que d(a,a) = 0 Va, d(a,b) > 0 Va # b,
d(a,b) = d(b,a) Ya,b e d(a,b) < d(a,c) + d(c,b) Va,b,c. Um espago métrico é o par (X,d).
Um conjunto Y C X ¢é aberto em (X, d) se para todo a € Y, existe um real £ > 0 tal que
para todo b € X, d(a,b) < € implica b € Y.
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L.L0eTeXeT.
2. A uniao de elementos de uma subcolecao de T esta em T.
3. A intersecao de elementos de uma subcole¢ao finita de T estd em T.

Um conjunto pertencente a 7 é um conjunto aberto e o par (X,7) é um espago

topoloégico.

Exemplo 2.3.2. A colecao de todos os subconjuntos de X é uma topologia em X e é

denominada a topologia discreta.

Exemplo 2.3.3. A cole¢ao {), X} é uma topologia em X e é denominada a topologia

cadtica.

Notagao 2.3.4. Quando nao houver ambiguidades, escreveremos “o espago topologico

X7 em vez de “o espago topologico (X, T)”.

Definigao 2.3.5. Uma topologia 7; é mais fina que uma topologia 73 se 7o C 7Ty pro-

priamente.

Em vez de especificar cada conjunto aberto de uma topologia, podemos apenas,

de forma mais econémica, especificar uma base que gera esta topologia.

Definicao 2.3.6. Uma base em um conjunto X é uma colecao B de subconjuntos de X

tal que:
1. Para cada a em X, existe U € B tal que a € U.
2. SeacUNVemqueUeV € B, entao existe W € Btal queac W CUNV.

A topologia 7 gerada por uma base B é definida da seguinte maneira: um conjunto
U C X é aberto (isto é, U € T) se para todo a € U, existe um aberto béasico B € B tal
quea € Be BCU.

Observagao 2.3.7. Toda topologia admite base. Basta tomar B = T.

A topologia que adotaremos é justamente aquela gerada por alguns dos intervalos

que definimos anteriormente (Definigao 2.2.38).

Definicao 2.3.8. Seja X um conjunto ordenado com pelo menos dois elementos. A

topologia da ordem ¢ a topologia gerada pela base formada por:

1. Todos os conjuntos do tipo (a,b) C X.
2. Todos os conjuntos do tipo [m,b) C X em que m é (se existir) o minimo de X.

3. Todos os conjuntos do tipo (a, M] C X em que M é (se existir) o maximo de X.
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Teorema 2.3.9. Os conjuntos do tipo (a,b) formam uma base para topologia da ordem

em um corpo ordenado.
Demonstracao. Consequéncia imediata do Teorema 2.2.32. O]

Teorema 2.3.10. Seja X um corpo ordenado. Um conjunto U C X € aberto se, e somente

se, para todo a € U existe ¢ € K com e > 0 tal que (a —e,a+¢) CU.

Demonstragao. Volta: Trivial. Ida: Como U é aberto, existe um aberto basico (b, c) tal

que a € (b,c¢) CU. Faga e = min{a — b,c — a}. Assim, a € (a—¢,a+¢) C (b,c) CU. O

Observagao 2.3.11. Os espagos métricos sao menos gerais do que espagos topoldgicos.
Toda métrica induz uma topologia e nesse caso chamamos o espago topologico de um
espaco metrizavel. E de se perguntar se a topologia da ordem é metrizavel. A resposta é
nao. Um contraexemplo é o Ordered square (MUNKRES, 2000, p. 90). Além disso, nem
todo corpo ordenado munido da topologia da ordem é metrizavel (LIU; TANAKA, 2011,
DOBBS, 2000).

A partir da caracterizacao de conjuntos fechados por conjuntos abertos feita em

Espagos Métricos, definimos um conjunto fechado em um espago topoléogico.

Definicao 2.3.12. Seja X um espacgo topolégico. Um conjunto ¥ C X é um conjunto

fechado em X se seu complemento X \ Y é aberto.

Observacao 2.3.13. Poderiamos ter definido uma topologia apenas especificando os

conjuntos fechados.
Teorema 2.3.14. A intersecao arbitrdria de conjuntos fechados € um conjunto fechado.
Teorema 2.3.15. A uniao finita de conjuntos fechados € um conjunto fechado.

Teorema 2.3.16. Seja X um conjunto ordenado munido da topologia da ordem. Os

intervalos fechados de X sao conjuntos fechados em X.

Demonstragao. Pois (—o0,b] = X \ (b,00) e [a,00) = X \ (—00,a) s@o complementos de

abertos e [a,b] = (—00,b] N [a,00) é a intersegao de fechados. O

O item 2 da Defini¢ao 2.3.1 e o Teorema 2.3.14 nos garantem que existem o maior

conjunto aberto contido em um conjunto Y e o menor conjunto fechado que contém Y.

Definicao 2.3.17. Seja X um espago topologico. O interior de Y C X, denotado por

int(Y'), ¢ unido de todos os conjuntos abertos em X contidos em Y. O fecho de Y,

denotado por Y é a intersecdo de todos os conjuntos fechados de X que contém Y.
Teorema 2.3.18. Um conjunto € aberto se, e somente se, € iqual ao seu interior.

Teorema 2.3.19. Um conjunto € fechado se, e somente se, € igual ao seu fecho.
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Outra forma de definir o fecho de um conjunto é por meio dos seus pontos de

acumulagao.

Definicao 2.3.20. Seja X espaco topologico. Uma vizinhanga de um ponto a € X é

um conjunto aberto de X que contém a.

Observagao 2.3.21. Alguns autores usam outra defini¢ao para vizinhanca em que uma

vizinhanga de um ponto a é qualquer conjunto que contém a em seu interior.

Definicao 2.3.22. Seja X um espaco topologico. Um ponto de acumulacao de Y C X

¢ um ponto a € X tal que para toda vizinhanga V' de a, a interse¢do V' N (Y \ {a}) é ndo

nula.

Notacgao 2.3.23. Denotaremos o conjunto dos pontos de acumulagao de Y por Y.
Teorema 2.3.24. Y =Y UY".

Teorema 2.3.25. Y € fechado se, e somente se, Y C Y.

Definigao 2.3.26. Um ponto a € Y é um ponto isolado de Y se a € Y.

Dado um espago topologico (X,7T) e um conjunto ¥ C X, podemos obter uma

topologia para Y.

Definigao 2.3.27. Seja (X, 7)) um espago topologicoe Y C X. A topologia de subespacgo

de Y ¢ o conjunto Ty ={UNY |U € T}.
Notagao 2.3.28. Dizemos que (Y, 7Ty) é um subespago de X.

E de se perguntar se em um conjunto ordenado a topologia de subespaco concorda

com a topologia da ordem.

Exemplo 2.3.29. Seja X = R com a topologia da ordem e Y = [0,1) U {2}. O conjunto
{2} é aberto na topologia de subespago de Y, pois {2} = Y N (1, 3), mas ndo ¢ aberto na
topologia da ordem de Y (pois int({2}) = 0 # {2}).

Teorema 2.3.30. Sejam X um espaco topoldgico em que X € ordenado e Y C X. A

topologia do subespaco de'Y € mais fina do que ou igual a topologia da ordem de'Y .

Teorema 2.3.31. Sejam X um espaco topoldgico em que X € ordenado e Y C X. SeY

¢ um intervalo, entao a topologia da ordem e a topologia de subespago de'Y coincidem.

Notagao 2.3.32. Caso nao seja dito o contrario, estamos trabalhando com a topologia

de subespaco.
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2.4 FUNCOES CONTINUAS

A partir da definicao de conjuntos abertos, definiremos func¢oes continuas. Esta

defini¢ao topologica generaliza as definigdes vistas em um curso de Espagos Métricos.

Definicao 2.4.1. Seja f : X — Y uma funcao. A pré-imagem de V C Y por f,
denotada por f~*(V) ¢ o conjunto {a | f(a) € V} C X.

Definicao 2.4.2. Sejam X e Y espagos topolégicos. Uma funcao f : X — Y é uma

fungao continua se para todo aberto V em Y, a pré-imagem f~1(V) é aberto em X.

Exemplo 2.4.3. Nos reais com a topologia da ordem usual, as fun¢oes = — cos(z) e

x +— sin(x) s@o continuas.

Observacao 2.4.4. A continuidade de uma funcao nao depende somente da definicao da

funcao, mas também da topologia especificada para o seu dominio e seu contra-dominio.

Teorema 2.4.5. Sejam X e Y espagos topologicos. Uma funcgao f: X — Y € continua

se, e somente se, para todo fechado A emY , a pré-imagem f~(A) € fechada em X.

Assim como em Espagos Métricos, também podemos estar interessados na conti-

nuidade pontual de uma funcao.

Definigao 2.4.6. Uma fungao f : X — Y é continua em um ponto a € X se para

toda vizinhanga V' de f(a), existe uma vizinhanca U de a tal que f(U) C V.

Teorema 2.4.7. Uma funcao f : X — Y € continua se, e somente se, é continua em
todo a € X.

Observacao 2.4.8. Sejam Y um subespago de X, a € Y um ponto isolado de Y e f uma
fungao com dominio igual a Y. Como {a} é aberto na topologia de subespago, temos que

f é continua em a. Em particular, se Y tem a topologia discreta, f é continua.

Aproveitamos agora para enunciar alguns teoremas a respeito de fungoes continuas

que usaremos nas demonstragoes do préoximo capitulo.
Teorema 2.4.9. Toda funcao constante é continua.
Teorema 2.4.10. A funcio f: X — X dada por f(x) =z é continua.

Teorema 2.4.11. Se f : X — Y € continua e Z é um subespago de X, entao a funcao
g:Z =Y dada por g(x) = f(x) € continua. Isto €, restringir o dominio de uma fung¢ao

continua nao altera a sua continuidade.

Teorema 2.4.12. Se f: X — Y € continua e Z é um subespago de Y com f(X) C Z,
entao a funcao g : X — Z dada por g(x) = f(x) € continua.
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Teorema 2.4.13. Se f : X — Y € continua e Y € um subespaco de Z, entdao a func¢do
g : X — Z dada por g(x) = f(x) € continua. Isto é, expandir o contradominio de uma

fungao nao altera a sua continuidade.

Teorema 2.4.14 (Lema da Colagem). Sejam X um espago topoldgico, A e B conjuntos
fechados (ou abertos) em X com X = AUB, f: A—Y eg: B — Y continuas. Se
f(a) = g(a) para todo a € AN B, entdao a fun¢io h: X — Y dada por:

f(z) sexe A,
g(x) sex € B.

h(z) =

€ continua.

Demonstracao. Seja C' um conjunto fechado em Y. Por hipdtese temos que
hH(C) = fFTH(C)ug(O).

Como f e g sao continuas, f~1(C) e g7*(C) sdo fechados. Como é a uniao finita de
fechados, h=!(C) é fechado. Logo, h é continua. O

Teorema 2.4.15. Sejam X um espaco topoldgico, Y um conjunto ordenado munido da to-
pologia da ordem e f e g fungoes de X para’Y continuas. O conjunto{a € X | f(a) < g(a)}
¢ fechado.

Demonstracao. (MUNKRES, 2000, p. 111). ]

Teorema 2.4.16. Sejam A e B subespacos de um corpo ordenado K. A fun¢ao f : A — B
€ continua em a € A se, e somente se, para todo ¢ € K com ¢ > 0 existe 6 € K com

d >0 tal quebe A e |b—a|l <6 implicam |f(b) — f(a)| < e.

Demonstragao. Ida: Seja e > 0. Considere a vizinhanca V' = (f(a) — ¢, f(a) + &) N B de
f(a) em B. Como f é continua em a, existe uma vizinhanga U em A tal que f(U) C V.
Como U é abertoem A, A=W N A em que W é aberto em K. Como W é aberto, existe
e K como>0talquea€ (a—d,a+0) CW. Tomebe A com |b—a| <d. Assim, b €
[(a—d,a+6)NA] C [WNA] =U. Logo, f(b) € f(U) CV.Istoé, f(b) € (f(b)—e¢, f(b)+¢)
e () — f(a)] <=

Volta: Tome uma vizinhanga V' de f(a). Assim, V = W N B em que W é aberto
em K. Como W ¢é aberto, existe ¢ € K com € > 0 tal que (f(a) — ¢, f(a) +¢) C W.
Por hipotese, existe § € K tal que b € A e |b— a| < § implica |f(b) — f(a)| < . Faca
U=(b-04b+6)NA. Assim, f(U) C V. O

Teorema 2.4.17. Seja A um subespago de um corpo ordenado K. Se as fungoes f : A —
K eg:A— K sao continuas, entio a fungao h: A — K dada por h(z) = f(x)+ g(x) é

continua.
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Demonstracao. Tome a € A. Vamos mostrar que h é continua em a. Seja € > 0.

Defina 2 := 1+ 1. Como K é um corpo ordenado, 0 <1 <1+4+1=2e0 < ¢g/2.
Pelo Teorema 2.4.16, existem d; e do € K com d; > 0 e d > 0 tais que para todo b € A,
|b— a| < d; implica |f(b) — f(a)| < &/2 e |b— a| < b3 implica |g(b) — g(a)| < €/2. Assim,
para § = mindy, 02, temos, pelo Teorema 2.2.23, que b € A e |b — a| < § implica

I1(b) — hla)| = |/ (8) + 9(8) — (f(a) + g(a))]
< 1F () — F(@)] + 9(b) — gla)| < e/2 + /2= ¢

e portanto h é continua em a. Pelo Teorema 2.4.7, h é continua. ]

Teorema 2.4.18. Seja A um subespago de um corpo ordenado K. Se a funcio f: A — K

é continua e ¢ € K, entdo a fungio g : A — K dada por g(x) = cf(x) € continua.

Demonstracao. Se ¢ = 0, g é continua pelo Teorema 2.4.9. Tome a € A. Vamos mostrar
que g é continua em a. Seja ¢ € K com € > (. Pelo Teorema 2.4.16, existe § € K com
d > 0tal que b € Ae |b—a|l < ¢ implicam |f(b) — f(a)] < €/|c|. Logo, para b € A e
[b—al <4, [g(b)—g(a)| = [cf(b)—cf(a)] = |c(f(b) = f(a))| = |c|[f(b) = f(a)] <lcle/|c] = e

e g ¢ continua em a. Pelo Teorema 2.4.7, g é continua. 0]

Teorema 2.4.19 (Permanéncia de Sinal). Sejam A e B subespagos de um corpo ordenado
K e f: A— B uma fungao continua. Se f(a) > 0, entao existe § € K com 6 > 0 tal

queb e A e |b—a| <0 implicam f(b) > 0. O mesmo vale trocando as desigualdades para
fla) <0 e f(b) <O.

Demonstra¢ao. Como f é continua em a, existe 6 € K com § > 0 tal que b € A e
b — a| < ¢ implicam |f(a) — f(b)] < f(a)/2. Isto &, |f(b) — f(a)| < f(a)/2. Ou seja,
—f(a)/2 < f(b) — f(a). Logo, f(b) > f(a)/2 > 0, como desejado. Analogamente, para

obter o resultado com as desigualdades trocadas, basta tomar ¢ = — f(a)/2. O

2.5 SEQUENCIAS

A partir da definicao de conjuntos abertos, definiremos a convergéncia de sequén-
cias. Esta definicao topologica generaliza as defini¢des vistas em um curso de Espacos

Métricos.

Definigao 2.5.1. Seja X um conjunto. Uma sequéncia em X é uma funcao f : N\ {0} —
X.

Notagao 2.5.2. Denotamos uma sequéncia por (a,) em que a, = f(n) e denotaremos o

conjunto dos pontos da sequéncia {a, = f(n)|n € N\ {0}} simplesmente por {a,}.

Definigao 2.5.3. Sejam X um espago topolégico. Uma sequéncia (a,) ¢ uma sequéncia
convergente e converge para a € X, denotado por a,, — a, se para toda vizinhanca V'

de a existe um natural ng tal que a,, € V para todo n > ny.
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Exemplo 2.5.4. Nos reais com a topologia da ordem usual, a sequéncia a,, = 1/n con-

verge para (.
Observagao 2.5.5. Podemos trocar o “n > ny” acima por “n > n; = ng + 17

Definicao 2.5.6. Uma sequéncia divergente é uma sequéncia que nao converge para

nenhum ponto.

Exemplo 2.5.7. Nos reais com a topologia da ordem usual, a sequéncia a,, = n é diver-

gente.

Teorema 2.5.8. Sejam X um espago topologico e A C X. Se existe uma sequéncia

(an) € A com a, — a, entio a € A.

Observagao 2.5.9. A reciproca do Teorema 2.5.8 nao é verdadeira. Veja contraexemplos
em (GELBAUM; OLMSTED, 2003, p. 164).

Teorema 2.5.10. Se f: X — Y ¢ continua e (a,) € uma sequéncia em X com a, — a,

entio (f(an)) € uma sequéncia convergente em'Y com f(a,) — f(a).

Observagao 2.5.11. A reciproca do Teorema 2.5.10 nao é verdadeira. Veremos um con-

traexemplo no Exemplo 2.5.17.

Diferente do que acontece em Espagos Métricos, em Espacos Topologicos o limite de
uma sequéncia nem sempre é unico, para contraexemplos veja (GELBAUM; OLMSTED,
2003, p. 160). Porém, adicionando uma exigéncia para nosso espago topologico, podemos

garantir a unicidade do limite.

Definigao 2.5.12. Um espago topologico (X,7) ¢ um espago de Hausdorff se para

dois pontos a e b € X distintos, existem vizinhancas V, de a e V}, de b com V, NV}, = (.
Exemplo 2.5.13. Um espago com a topologia da ordem é um espaco de Hausdorff.
Teorema 2.5.14. Em um espaco de Hausdorff o limite de uma sequéncia € unico.
Corolario 2.5.15. Em um corpo ordenado o limite de uma sequéncia € unico.

Definigao 2.5.16. Uma sequéncia (a,) é eventualmente constante igual a a se existe

um natural ng tal que a,, = a para todo n > ny.

Exemplo 2.5.17. Exemplo retirado de (GELBAUM; OLMSTED, 2003, p. 161). Defina

a topologia coenumeravel nos reais como
Te ={ACR|R\ A é enumeravel } U {0}.

Temos que as sequéncias convergentes em X sao as sequéncias eventualmente constantes.

Portanto, o limite de uma sequéncia convergente em (R, 7<) é tinico. Note também que é
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0 mesmo que acontece se tivéssemos tomado a topologia discreta, ou seja duas topologias
diferentes podem induzir as mesmas sequéncias convergentes.

Veja que (R, 7¢) nao é Hausdorff e portanto nao vale a reciproca do Teorema 2.5.14:
Para todo U e V € T \ {0}, temos, pela ndo enumerabilidade de R, que U NV # ().

Veja que nao vale a reciproca do Teorema 2.5.10: Considere f : (R, 7¢) — (R, Tp)
em que 7p é a topologia discreta e f é dada por f(z) = x. Assim, para toda sequéncia
convergente a,, — a, temos que a, é eventualmente constante. Logo, f(a,) é eventualmente
constante igual a f(a) e portanto f(a,) — f(a). Suponha por absurdo que f é continua.
Como {0} € Tp, temos que f~1({0}) € To. Absurdo pois f~1({0}) = {0} e R\ {0} é ndo

enumeravel. Logo, f nao é continua.

Em um conjunto ordenado, podemos classificar sequéncias de acordo com a forma

em que os seus termos estao ordenados ou também pelo conjunto de pontos da sequéncia.

Definicao 2.5.18. Seja X um conjunto ordenado. Uma sequéncia (a,) em X ¢é néo
decrescente se a,, < a,41 para todo natural n e é nao crescente se a, > a,+1 para todo

natural n. Uma sequéncia monétona ¢ uma sequéncia nao decrescente ou nao crescente.

Definicao 2.5.19. Seja X um conjunto ordenado. Uma sequéncia (a,) em X é uma

sequéncia limitada se {a,} é um conjunto limitado.

Definicao 2.5.20. Seja (a,) uma sequéncia em um conjunto X dada pela funcdo f :
N\ {0} — X. Uma subsequéncia de (a,) ¢ uma restricdio do dominio de f para algum
subconjunto infinito de N\ {0}.

Notagao 2.5.21. Ja que de cada subconjunto infinito de N\ {0} existe uma bije¢ao mono-
tona para N\ {0}, trataremos uma subsequéncia como uma sequéncia. Isto é, “elevaremos”

a restri¢ao feita e a trataremos como uma func¢do com o dominio em N\ {0}.

Teorema 2.5.22. Seja (a,) uma sequéncia em X e (b,) uma subsequéncia de (ay,). Se

a, — a, entao b, — a.

Como nao estamos em um espago métrico nao podemos utilizar a definicao que
considera a distancia entre elementos da sequéncia para definir o que é um sequéncia de
Cauchy?. Para contornar isso, utilizaremos a definicao de sequéncia de Cauchy utilizada,

em espagos vetoriais topologicos, por exemplo em (RUDIN, 1991, p. 20).

Definigao 2.5.23. Seja K um corpo ordenado. Uma sequéncia (a,,) em K é uma sequéncia
de Cauchy se para toda vizinhanca (b, ¢) com 0 € (b, ¢), existe ng tal que a,, —a,, € (b, c)

para todo m,n > ny.

Observacao 2.5.24. Podemos trocar o “n > ng” acima por “n > n; = ng + 17.

2 Uma sequéncia (a,) em um espago métrico (X, d) é de Cauchy se para todo real € > 0, existe
um natural N tal que n,m > N = d(an, anm) < €.
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Teorema 2.5.25. Seja K um corpo ordenado. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.
Teorema 2.5.26. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao. Como (a,) é de Cauchy, existe ng tal que para todo n,m > ny,
an —am € (—1,1).

Isto é, —1 < a,, —a,, < 1. Em particular, fazendo k = ny+1, temos que —1 < a,, —ay < 1.
Assim,

ap, — 1 <a, <1+ a.

Isto é, a, € (ar — 1,a; + 1) para todo n > ng. Seja
d= maX{’al - ak’a ‘a2 - ak‘v BRI ‘ano - akla 1} + 1.
Assim, a,, € (ar — d, a; + d) para todo n e (a,) é limitada. O

Teorema 2.5.27. Se uma sequéncia de Cauchy possui uma subsequéncia convergente,

entao a Sequéncia converge.

Demonstracao. Seja (a,) uma sequéncia de Cauchy. Suponha que exista uma subsequéncia
de (a,) que converge para algum a.

Seja (b, ¢) uma vizinhanga de a. Assim, existe € > 0 tal que (a —¢,a+¢) C (b, ¢).
Logo, basta provar que existe ng tal que a, € (a — ¢, a + €) para todo n > ny.

Faga 2 := 1+ 1. Como K & um corpo ordenado, 0 <1 <1+1=2¢e0 < 5. Como

(a,) é de Cauchy, existe ny tal que para todo m,n > ny,

c —€ €
Ap — Gy —, = .
22

Como existe uma subsequéncia de (a,) que converge para a, existe ay com k > n;

tal que
€ €
ai € (a—E,a—Fi).
Note que
€
ap < a -+ 5
e portanto ay + 5 < a + €. Similarmente, a — € < a; — 5. Assim, para todo n > k, temos
que
€ €
ay € <ak—§,ak+§>.
Resumindo,

€ €
a—s<ak—§<an<ak+§<a+5.

Isto é, a, € (a —e,a + ¢) para todo n > k. Por defini¢do, (a,) é convergente. ]
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A utilizacao de um ¢ na demonstracao do Teorema 2.5.27 sugere que a defini¢ao
que utilizamos para sequéncias de Cauchy (Definigao 2.5.23) é equivalente a definigdo
utilizada em espacos métricos trocando a distancia pelo valor absoluto da diferenca e a

condic¢ao € € R por € € K. O que de fato acontece.

Teorema 2.5.28. Seja K um corpo ordenado. Uma sequéncia (a,) € de Cauchy se, e
somente se, para todo € € K com € > 0, existe um natural ng tal que para todo n,m > ny,

lan — an| < €.

Demonstracao. Ida: Seja ¢ > 0. Como a, é de Cauchy, existe um natural ng tal que
n,m > ng implica a,, — a,, € (—¢,¢) = (0 —¢,0+ ¢). Pelo Teorema 2.2.42, |a, — a,,| =
l(an —am) — 0] <e.

Volta: Seja (a,b) com 0 € (a,b). Faca ¢ = min{—a, b}. Assim, existe um natural n
tal que m,n > ng implica |a,—a,,| < €. Pelo Teorema 2.2.42, a,,—a,, € (0—¢,0+¢) C (a,b)
e a, é de Cauchy. ]

Finalizamos esta secao demonstrando que de fato a definicao topologica de con-

vergéncia de sequéncias generaliza a defini¢ao vista em um curso de Espagos Métricos.

Teorema 2.5.29. Seja K um corpo ordenado. Uma sequéncia (a,) em K converge para
a € K se, e somente se, para todo € € K com € > 0 existe um natural ng tal que para

todo n > nyg, |a, —a| < e.

Demonstracao. 1da: Seja € > 0 e considere a vizinhan¢a V = (a —¢,a+¢). Como a,, — a,
existe um natural ng tal que n > ng implica a,, € V. Pelo Teorema 2.2.42, |a — a,| < €.
Volta: Seja V' uma vizinhanca de a. Logo existe um aberto bésico € > 0 tal que
a € (a —e,a+¢) C V. Por hipotese, existe um natural ny tal que n > ny implica
la — an| < €. Pelo Teorema 2.2.42, a,, € (a —e,a+¢) C V. O

A partir de agora utilizaremos a vontade (isto é, sem mencionar) as caracterizagoes
dadas nos teoremas 2.5.28 e 2.5.29.

Teorema 2.5.30 (Teorema do Confronto). Sejam (a,) e (b,) sequéncias em um corpo

ordenado K. Se 0 < a,, <b,, para todo n e b, — 0, entao a, — 0.

Demonstracao. Seja € > 0. Como b, — 0, existe um natural n; tal que n > n; implica

b, — 0] < e. Logo, para n > ny, temos que
0 <la, —0| =lan| = an, < b, =1|bs| = |b, — 0] < e.
Isto é, a,, — O. O

Teorema 2.5.31. Sejam (a,) e (b,) sequéncias em um corpo ordenado K. Se (a,) é

limitada e b, — 0, entdo (ayb,) — 0.
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Demonstra¢ao. Como (ay,,) ¢ limitada, existe M € K com M > 0 tal que |a,| < M.
Seja e > 0. Como M > 0e b, — 0, existe N tal que n > N implica

3

b = 1b, — 0
ul = I — 0] < —

Assim, paran > N,
€
nbn — 0| = |anb,| = |an||bn] < Mb,| < M— =
|a | = lanba| = |an||bs] |bn| o€
e portanto (a,b,) — 0. O

Teorema 2.5.32. Sejam (a,) e (b,) sequéncias em um corpo ordenado K. Se a, — a e
b, — b, entdo (a, + b,) — (a+b).

Demonstracao. Seja e > 0. Como a, — a, existe um natural n; tal que |a, —a| < ¢/(1+1)
para todo natural n > n;. Similarmente, existe um natural ny tal que |b, —b| < e/(1+1)

para todo natural n > ny. Veja agora que para todo natural n > max{n;,ns}, temos que

|(an + bn) — (a+b)| = |a, —a+ b, — b
S’an_a|+|bn_b’
<e/(1+1)+e/(1+1) =

Logo (a, + b,) — (a +b). O

Teorema 2.5.33. Sejam (a,) uma sequéncia em um corpo ordenado K e b € K. Se
a, — a, entdo (ba,) — ba.

Demonstracao. O caso b = 0 é trivial. Suponha que b # 0. Seja ¢ > 0. Como a,, — a,
existe um natural N tal que |a,, — a| < £/|b| para todo natural n > N. Logo paran > N,

temos que |ba, — ba| = |b(a, — a)| = |b|la, —a| < |ble/|b] = ¢ e (ba,) — ba. O

2.6 SERIES

Quando temos a operagao de soma bem definida em um conjunto, podemos somar

os termos de qualquer sequéncia para obter uma nova sequéncia.

Definicao 2.6.1. Uma série ¢ uma sequéncia (s,) em um corpo ordenado.

Definigao 2.6.2. A sequéncia de termos da série (s,) é a sequéncia (a,) dada por

a; = 81 € Aptr1 = Spt1 — Sp-
Notacao 2.6.3. Denotaremos uma série por » .o, ay,.

Definigao 2.6.4. Uma série limitada ¢ uma série tal que sua sequéncia de termos é

limitada.
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Definigao 2.6.5. A soma parcial de indice n de uma série >~ @, ¢ a soma y .| .

Definicao 2.6.6. Uma série convergente ¢ uma série tal que sua sequéncia de somas

parciais converge.

Teorema 2.6.7. Se uma série Y, a, € convergente, entio a, converge para 0.

o0

n:l’aﬂ’

Definigao 2.6.8. Umasérie - | a,, ¢ absolutamente convergente quando a série y

¢ convergente.

Teorema 2.6.9. Em um espaco de Hausdorff a sequéncia de somas parciais de uma série

convergente converge para um unico ponto.
Demonstracao. Consequéncia imediata do Teorema 2.5.14. O

Notacao 2.6.10. Quando a sequéncia de somas parciais de Zzozl a, converge para um

tnico ponto S, escrevemos que » -, a, = S.

Exemplo 2.6.11. Nos reais com a topologia da ordem usual, as série Y~ 1/n® converge

se, e somente se, a > 1.

Exemplo 2.6.12. Nos reais com a topologia da ordem usual, a série Y>>, a™ converge

se, e somente se, —1 < a < 1. Quando ela converge, Y >° a" =a/(1l — a).
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3 EQUIVALENCIAS

Neste capitulo, demonstraremos propriedades equivalentes a Propriedade do Su-
premo. A respeito destas propriedades estd relacionada a Propriedade Arquimediana,
que definiremos na préxima secao. Feito isso, na Se¢ao 3.2, provaremos a primeira leva
de equivaléncias como em um caminho fechado de dominés. Em seguida, na Secao 3.3,
demonstraremos equivaléncias envolvendo compacidade e estenderemos ainda mais o ca-
minho fechado da se¢ao anterior. Finalmente, na Secao 3.4, daremos um exemplo para
destacar quais propriedades demonstradas anteriormente necessitam da propriedade ar-
quimediana para serem equivalentes, a saber, o do corpo das séries formais de Laurent. As
principais referéncias utilizadas foram livros de Analise na Reta (ABBOTT, 2015; LIMA,
2022) e os artigos (PROPP, 2013; TEISMANN, 2013).

3.1 PROPRIEDADE ARQUIMEDIANA

Assim como definimos 2 := 1 + 1 em algumas das demonstragoes do capitulo
anterior, podemos, em um corpo ordenado, repetir o processo e obter uma “copia’ de
cada natural. Aplicando o inverso aditivo obtemos uma copia dos inteiros e aplicando o
inverso multiplicativo obtemos uma copia de cada racional. Mais formalmente, obtemos

um subanel isomorfo aos racionais.

Definigao 3.1.1. Seja A um anel. Um conjunto B C A induz um subanel B se (B, +, ) é
um anel em que + e - a0, respectivamente, as operacoes de soma e produto de A restritas
a B.

Teorema 3.1.2. Seja A um dominio de integridade com unidade 14 e seja B um subanel

de A com unidade 1g. Entao, 14 = 1p.
Demonstracao. Consequéncia imediata do Teorema 2.1.35. O

Definigao 3.1.3. A caracteristica de um anel com unidade é o menor natural n tal que

l+14---+1=0
N————

n vezes

se existe tal n e 0 caso o contrario.
Exemplo 3.1.4. Z;5 tem caracteristica 5.

Definicao 3.1.5. Uma anel A é isomorfo a um anel B se existe uma funcao bijetiva

f A — B, denominada isomorfismo de A sobre B, tal que para todo a e b € A vale que:
L. fla+0b) = f(a) + f(b),
2. fla-b) = f(a)- f(b).
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Definicao 3.1.6. Sejam A e B anéis ordenados, f : A — B isomorfismo e a e b € A. Se
a < b, entdao f(a) < f(b). Ainda, se A e B sao corpos, entao f(AT) = BT.

Definicao 3.1.7. Seja K um anel com caracteristica 0 e unidade 1. Para cada natural

n defina ng =Y | 1x. Defina também:
Ng = {nk|n € N}.
Aplicando o inverso aditivo, defina
Zx =NgU{0}U{—a|a € Ng}.
Ainda, se K for um corpo, aplicando o inverso multiplicativo, defina

Qx={a-b""|a€ZgebeZk\{0}}.

Observacao 3.1.8. Pelo Teorema 3.1.6, as copias descritas acima preservam a ordem de
K.

Teorema 3.1.9. Seja K um anel com caracteristica 0. Zy € um subanel de K isomorfo

aos inteiros.

Teorema 3.1.10. Seja K um corpo com caracteristica 0. Qg € um subanel de K isomorfo

a0S racionais.
Corolario 3.1.11. Todo corpo ordenado possui um subanel isomorfo aos racionais.

Demonstracao. Basta mostrar que um corpo ordenado tem caracteristica 0. De fato, pela

definicao de ordem, para todo natural n,

0<1<l+1<--<ldlt -t

n vezes

Pela Tricotomia (Teorema 2.2.9),

0#A14+1+---+1.
—_———

n vezes

]

Notagao 3.1.12. Quando nao houver ambiguidades, nao faremos distin¢ao entre gx €

Qk e f(qr) € Q em que f é o isomorfismo do Teorema 3.1.10.

Agora, definiremos uma propriedade relacionada com a Propriedade do Supremo.

Exploraremos essa relagao nas proximas segoes.

Definigao 3.1.13. Um anel A ordenado com caracteristica 0 é arquimediano se N4 nao

é limitado superiormente.
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Teorema 3.1.14. Seja K um corpo ordenado. Sao equivalentes:
1. K ¢ arquimediano.
2. Para todoa eb e K coma >0 eb>0, existe ng € Ng tal que ng -a > b.

3. A sequéncia (1/ng) converge para 0.

Demonstragao. | (1) implica (2) | Como K é arquimediano, Nx néo é limitado e existe

nyx € Ng tal que ng > b/a. Isto é ng -a > b.

(2) implica (3)|Seja e € K com € > 0. Tome a = 1 e b = 1/¢. Por hipotese, existe

Nk € Nk tal que Ny = N -1 > 1/e. Assim, para n > N, temos que |1/ng — 0| =

|1/nk| =1/nk < e e (1/nk) converge para 0.

(3) implica (1) | Suponha por absurdo que K nao seja arquimediano. Logo existe

a tal que ngx < a para todo ng € Ng. Logo, 0 < 1/a < 1/ng para todo ng. Como (1/ng)
converge para 0, existe Nx € Ng tal que 1/a > [1/Ng —0| = |1/Ng| = 1/Nk o que é um

absurdo. Logo K ¢ arquimediano. ]
Exemplo 3.1.15. O anel ordenado Z é arquimediano.
Exemplo 3.1.16. Os corpos ordenados Q e R sao arquimedianos.

Observagao 3.1.17. O item (1) do Teorema 3.1.14 significa que K nao tem nenhum
elemento “muito grande” e o item (3) significa que K ndo tem nenhum elemento “muito

pequeno’.

Exemplo 3.1.18. Um exemplo de um corpo ordenado nao arquimediano adaptado de
(MARSDEN; HOFFMAN, 1993, p. 102). Seja K a uniao de duas copias distintas de Q.
Denote os elementos da primeira copia por a e os da segunda copia por f(a). Ilustramos

K na Figura 2. Defina a soma e o produto como:

a+b:=a+b,
a+ f(b) = fla+1b),
fla)+ f(b) = a+0,
ab = ab,
af(b) = f(ab),
F(a)f(b) = ab.
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Assim o elemento neutro da soma é o 0, o elemento neutro do produto é o 1 e os inversos

Sa0:

1
fla)- f (é) —1

Instaure uma ordem fazendo: a < bse a < bem Q, a < f(b) para todo a e b € Q e
fla) < f(b) se a < b em Q. Veja que K ¢é um corpo ordenado. Como os naturais sao
todos copiados para a primeira copia, temos que o conjuntos do naturais é limitado por

qualquer f(b) da segunda copia. Logo, K nao é arquimediano.

Figura 2 — Ilustracao do corpo do Exemplo 3.1.18.

3.2 PROPRIEDADE DO SUPREMO

No teorema que segue, quando dizemos que um item é equivalente a outro queremos
dizer que sob as hipoteses do teorema, em K vale uma propriedade (ou teorema) Pj se, e

s6 se, em K também vale a propriedade (ou teorema) Ps.

Teorema 3.2.1. Seja K um corpo ordenado arquimediano. Os sequintes itens, de (1) até

(14), sao equivalentes:
1. Propriedades a respeito de conjuntos:

(1) Propriedade do Corte: Sejam A e B subconjuntos ndao vazios e disjuntos com
K =AUB ea < b para quaisquer a € A eb € B. Existe um ¢ € K tal que
para todo d € K\ {c}, d < ¢ implica d € A e d > ¢ implica d € B.

(2) Propriedade do Supremo: Todo subconjunto nao vazio limitado superiormente

admite supremo.

(3) Propriedade do Infimo: Todo subconjunto nao vazio limitado inferiormente ad-

mite infimo.

2. Propriedades a respeito de sequéncias:
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(4) Teorema da Sequéncia Mondtona e Limitada: Toda sequéncia mondtona e li-

mitada converge.

(5) Teorema de Bolzano-Weierstrass: Toda sequéncia limitada possui uma sub-

sequéncia convergente.

(6) Cauchy-completude: Toda sequéncia de Cauchy converge.
3. Propriedades a respeito de séries:

(7) Teste da Comparagao Absoluta: Se >~ b, converge com b, > 0 e existem
c¢>0 em K e um natural ng tais que |a,| < cb, para n > ng, entio >~ an
converge.

(8) Teste de Dirichlet: Se >~ | a, € uma série (nao necessariamente convergente)
tal que suas somas parciais sao limitadas e by > by > --- > b, > --- >0 com

b, — 0, entao > >~ | ayb, converge.
(9) Teste da Série Alternada: Se a3 > as > -+ > a, > -+ >0 com a, — 0, entao
oo (=1)"*a, converge.
4. Propriedades a respeito de intervalos:
(10) Propriedade dos Intervalos Encaizados: Se [a1,bi] D [ag,by] 2 -+ D [an, by] 2
e (b, —a,) — 0, entdo existe ¢ € N, [an, by).
(11) Coneridade em Espagos Topoldgicos: Os tnicos subconjuntos de K que sao
abertos e fechados ao mesmo tempo sio o () e o proprio K.
5. Propriedades a respeito de fungoes continuas:
(12) Teorema do Anulamento: Se f : |a,b] — K ¢é continua tal que f(a) e f(b) tem
sinais opostos, entdao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

(13) Teorema do Valor Intermedidrio: Se f : [a,b] — K € continua e d € K estd
entre f(a) e f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

(14) Teorema do Ponto Fizo: Se f : |a,b] — [a,b] € continua, entao eziste ¢ € [a, D]
tal que f(c) = c.

Demonstrag¢ao. Provaremos as implicagoes na ordem em que foram colocadas.

(1) implica (2) | Tome C' C K um conjunto nao vazio limitado superiormente. Seja

B C K o conjunto de cotas superiores de C'. Como C' é limitado superiormente, B é nao
vazio. Faga A = K\ B. Portanto, K = AUB. Tome a € A e b € B. Suponha por absurdo
que b < a. Como b é cota superior de A, a também deve ser. Absurdo pois pela defini¢ao
de B, a € B. Logo a < b. Pela Propriedade do Corte, existe ¢ € K tal que para todo
de K\ {c},d<cimplicad € A ed > cimplica d € B. Veja que ¢ é o supremo de C:
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1. ¢ é cota superior de C': Suponha por absurdo que existe d € C' tal que ¢ < d. Como
(d+4c¢)/2 > ¢ temos que (d+c)/2 € B. Isto é (d+c¢)/2 é cota superior de C. Absurdo
pois (d+c¢)/2 <deC.

2. ¢ é a menor das cotas superiores de C: Seja d cota superior de C. Suponha por
absurdo que d < ¢. Como d < ¢, d € A. Isto é d € B. Absurdo pois pela definigao
de B, d nao é cota superior de C. Logo ¢ < d.

(2) implica (3) | Tome A C K um conjunto nao vazio limitado inferiormente. Seja

B o conjunto de cotas inferiores de A. Como A é nao vazio, existe a € A. Assim, a é cota
superior de B e portanto B é limitado superiormente. Além disso como A é limitado infe-
riormente, existe b € B. Logo, B é nao vazio e limitado superiormente. Pela Propriedade

do Supremo, B admite um supremo c. Veja que ¢ é o infimo de A:

1. ¢ é cota inferior de A: Suponha por absurdo que exista um d € A com d < c.

Absurdo pois d seria uma cota superior de B menor do que c.

2. ¢ é a maior das cotas inferiores de A: Suponha por absurdo que existe outra cota
inferior d de A com ¢ < d. Como c é cota superior de B, temos que d € B. Absurdo

pois supomos que d € B.

(3) implica (4) | Seja (a,) uma sequéncia monoétona e limitada em K. Sem perda

de generalidade, suponha que (a,) é ndo crescente (os outros casos sdo anéalogos, basta
multiplicar cada termo da sequéncia por —1 e usar o Teorema 2.5.33). Como (a,) ¢é
limitada, o conjunto {a,} ¢ limitado. Pela Propriedade do Infimo, {a,} admite infimo a.

Afirmamos que a, — a: Seja € > 0. Como a ¢é o infimo de {a,}, existe ay € {a,}
tal que a < ay < a+¢e. Como (a,) é nao crescente, para todo n > N, temos que a,, < ay.

Assim, para todo n > N,
a—e<a<a,<any <a-+te.

Isto ¢, |a, — a| < € para todo n > N. Logo, a, — a.

(4) implica (5) | Seja (a,) um sequéncia limitada em K. Observe que qualquer

subsequéncia de (a,,) é limitada. Portanto, por hipotese, basta encontrar uma subsequéncia
mondétona de (a,). Seja a, um termo qualquer de (a,). Defina a,, como um pico de (a,)

se a, > a,, para todo m > n. Temos dois casos:

1. (a,) tem uma infinidade de picos an,, Any, - ., Apys ... €M qUe Ny < Ng < - -+ < N <
-+ Assim, gy, Gpgy - - - 5 Any, - .. € UM subsequéncia mondtona nao crescente de (ay,).
2. (a,) tem k pIcos Gp,, Gny, - .-, 0y, €M que Ny < Ng < --- < ng. Seja my = ny + L.

Como a,,, nao é um pico, existe my > m, tal que a,,, > a,,,. Similarmente como
ms nao é pico, existe ms > mo tal que a,,, > a,,,. Continuando assim, obtemos um

subsequéncia G, , Gy, - - - ; A, , - - - Monodtona crescente de (ay,).
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Em ambos casos obtemos uma subsequéncia monétona e limitada. Logo, pelo Te-
orema da Sequéncia Monoétona e Limitada, a sequéncia possui uma subsequéncia conver-

gente.

(5) implica (6)| Seja (a,) uma sequéncia de Cauchy em K. Pelo Teorema 2.5.26,

(a,) € limitada. Por hipotese, (a,) tem uma subsequéncia convergente. Finalmente, pelo

Teorema 2.5.27, (a,) converge.

(6) implica (7)| Seja (s,) a sequéncia das somas parciais de >~ a, ¢ (t,) as

somas parciais de >~ | b,. Isto €,
n
Sy = E a; € t,= E b;.
=0 i=0

Mostraremos que (s,) ¢ uma sequéncia de Cauchy e portanto é convergente. Pri-

meiro, veja que, por hipotese, existem ¢ € K e um natural ng tal que para todo n, m > ny,
0 < |sm — sn| < |ty — ctin| = |e||tn — tm| = cltn — tml.

Como >, b, é convergente, temos, por defini¢do, que (¢,) é convergente. Pelo
Teorema 2.5.25, (t,,) é de Cauchy. Logo, existe um natural n; tal que n,m > n; implica
[t — tm] < €/ec.

Tomando ny = max{ng, n;}, temos que para todo n,m > ns,
£
0 < |sm — sn| < cltn —tn| <c—=c¢.
c

Isto ¢, (s,) ¢ de Cauchy e pela Cauchy-completude, é convergente.

o0

ey Anby:

(7) implica (8) | Considere a soma dos m primeiros termos de » |

&1[)1 + a2b2 + -+ CLmbm = a1(171 — bg)
+ (CL1 -+ ag)(bg — bg)
+ ((11 + as + ag)(bg — b4)

+ (a1 +asg+ -+ am—1)<bm—1 — bm)
+ (a1 +as+ -+ am)bp.

Denotando as somas parciais de indice n de >~ | a, por s,, temos que

albl + a262 +---+ ambm = [Z Snfl(bnfl - bn) + Smbm-
n=2

Primeiro trataremos a série. Como, por hipotese, (s,,) é limitada, existe M > 0 tal

que |s,| < M. Além disso, Y ,(b,—1 — by,) € uma soma telescopica igual a (by — by,). Por
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hipotese, b, — 0, assim, pelo Teorema 2.5.32, "> ,(b,—1 — by,) converge para b;. Logo
> 5 Sn—1(by—1 —by,) € uma série convergente. Agora trataremos o segundo termo. Como
(sn) € limitada e b, — 0, pelo Teorema 2.5.31, (s,b,) — 0. Finalmente, concluimos que

(a1b1 + agbg + - - - anby,) € convergente e vale o Teste de Dirichlet.

(8) implica (9) | Pois as somas parciais de > -, (—=1)""! sdo 1 ou 0 e portanto sao

limitadas. Logo, basta tomar a,, = (—1)"*! na hipotese do Teste de Dirichlet para obter

o Teste da Série Alternada.

(9) implica (10) | Sejam [ay, b1] 2 [ag,b2] D -+ D [an, by] 2 -+ com (b, —ay,) — 0.

Defina ¢g,,—1 = (b, — @) € o = (b — apy1). Considere a série Y~ (—1)"¢,. Assim,

Cop—1 — Cop = (bn - an) - (bn - an—‘rl) = Qp+1 — Qp Z 07

Con — Cop41 = (bn - an—‘rl) - (bn+1 - an+1) = (bn - bn+1) > 0.

Portanto, a sequéncia (c,) é nao crescente. Além disso, como b, > a,, 0 < (b, — a,) =
Con—1 € 0 < (by — apy1) = Cop, temos que 0 < ¢,. Logo, pelo Teste da Série Alternada

> (—=1)"*t¢, converge para algum S € K.

n=1

Denotando as somas parciais de indice n de > °7  (—1)""!¢, por s, temos que

n=1

0<s5,<s5, < - <59

— n

< <SS S <s3 <t
Somando a; a todos os termos da desigualdade acima, obtemos que

a+0<a;+s3<a;+s4 << ayp+ s, <
<a +S5
<o <apt S S v S ap+ 83 < ap + St (3.1)

Agora veja que:

a1+81:a1+(b1—a1):b1,
a1+52:a1+( )
a1+ s3=a;+ (by —ay) —

- CLQ) = asg,

(b1
(b1 - &2) (bz - a2) = by,

ay + Sap—1 = by,
ay + Sop = Ap41-

Substituindo em (3.1), obtemos que

ap <ay<az<---<a

— n

S @SS Sh << <h.

Ou seja, a; + S € N2, [an, by] e vale a Propriedade dos Intervalos Encaixados.
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(10) implica (11) | Suponha por absurdo que existe um conjunto A C K nao vazio

diferente de K tal que A é aberto e fechado. Seja B o complemento de A. Note que B
também ¢ aberto, fechado e ndo vazio. Assim, K = AUB com ANB=ANB = 0.
Tome a; € A e by € B. Sem perda de generalidade suponha que a; < b;. Seja ¢; o

ponto médio de a; e by;. Temos dois casos:
1. Caso ¢; € A. Faca ay = ¢1 e by = by.

2. Caso c; € B. Faca ay = a1 e by = ¢4.

Em ambos os casos obtemos um intervalo [ag, by] C [ag,b1] com by —ay = (by — aq)/2.
Repetindo o processo obtemos uma sequéncia de intervalos encaixados [a1, b1] D [ag, be] 2
- D |an,by) 2 -+ com (b, — a,) — 0 (ja que K ¢é arquimediano). Pela Propriedade dos
Intervalos Encaixados, temos que existe ¢ € N2 [ay, b,]. Isto &, a3 <ay < ---a, <--- <
c< - <b, <o < by < by Em particular, ¢ € [ay,b]. Como K = AUB, ¢ € A ou
c€ B.
Veja agora que b, — ¢: Sejae > 0. Como (b, —a,) — 0, existe um natural N tal que
b, — an| = |b, —a, — 0| < € para todo n > N. Assim paran > N, |b, —c| < |b, —a,| < €.
Como b,, — ¢, pelo Teorema 2.5.8, ¢ € B. Similarmente, temos que a, — ce ¢ € A.
Absurdo pois ANB = ANB = AN B = (). Logo nio existe um subconjunto A C K

aberto e fechado e vale a Conexidade em Espagos Topologicos.

(11) implica (12) | Considere os conjuntos

A={x€la,b]| f(x) <0},

B ={z €a,b]| f(x) > 0}.

Como f(a) e f(b) tem sinais opostos, temos que A e B sao nao vazios. Como f ¢ continua,
temos pelo Teorema 2.4.15 que A e B sdo fechados. Logo [a,b] = AUB = AUB = AUB.
Portanto, por hipotese, a intersecao A N B nao pode ser vazia e existe ¢ € AN B. Isto é,
existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = 0. Como f(a) # 0 e f(b) # 0, temos que ¢ € (a,b) e vale o

Teorema do Anulamento.

(12) implica (13) | Sem perda de generalidade suponha que f(a) < d < f(b).

Pelo Teorema 2.4.9 a fungao g : K — K dada por g(z) = —d é continua. Pelo
Teorema 2.4.17, a funcdo h : [a,b] — K dada por

¢ continua. Assim, h(a) = f(a) —d < 0 e h(b) = f(b) — d > 0. Logo, pelo Teorema do
Anulamento, existe ¢ € (a, b) tal que h(c) = 0. Isto é, 0 = h(c) = f(c)—d. Logo, f(c) = d.



46 Capitulo 3. FEquivaléncias

(13) implica (14) | Pelo Teorema 2.4.13, a fungao g, : [a,b] — K dada por g(z) =

f(z) & continua. Pelos teoremas 2.4.10, 2.4.18 ¢ 2.4.11, a fungao ¢» : [a,b] — K dada por
g2(z) = —x é continua. Pelo Teorema 2.4.17, a fungéo h : [a,b] — K dada por

é continua. Agora, temos dois casos:
1. Caso f(a) =
2. Caso f(a) > a. Novamente, temos dois casos:

a) Caso f(b) =
b) Caso f(b) < b. Como f(a) > a, h(a) = f(a) —a > 0. Como f(b) < b,
h(b) = f(b) — b < 0. Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € (a,c) tal
que h(c) = 0. Isto &, f(c) =

(14) implica (1) | Provaremos pela contrapositiva. Suponha que existam dois con-

juntos A e B nao vazios e disjuntos com K = AU B e
a<bparatodoac Aebe B (3.2)
tal que nao existe ¢ € K tal que
para todo d € K \ {c}, d < ¢ implica d € A e d > ¢ implica d € B. (3.3)

Afirmamos que A e B sao fechados: Primeiro mostraremos que A é fechado. Pelo
Teorema 2.3.25, basta mostrar que A" C A. De fato, tome d € A’. Suponha por absurdo
que d ¢ A. Isto é, d € B. Agora tome e € K \ {d}. Temos dois casos:

1. d < e: Suponha por absurdo que e € A. Absurdo por (3.2). Logo, e ¢ A. Como
K = AU B, temos que e € B.

2. e < d: Suponha por absurdo que e € B. Como d € A’, existe i em (e,d 4+ 1) N A.
Mas e < i. Absurdo por (3.2). Logo, e € B. Como K = AU B, temos que e € A.

Pelo visto acima, d atende (3.3). Absurdo. Logo d € A e A é fechado. Similarmente, temos
que B é fechado.
Como A e B sao nao vazios, tome a € A e b € B. Agora, considere as fungoes

f: K — K dada por f(z) =b, g: K — K dada por g(z) =a e h: K — K dada por

b sex €A,

h(z) =

a sex€D.
Pelo Teorema 2.4.9, f e ¢ sao continuas. Pelo Teorema 2.4.11, as restri¢oes de f e g,
respectivamente, aos conjuntos A e B sdo continuas. Assim, pelo Lema da Colagem (Te-
orema 2.4.14), h é continua. Logo, temos uma fun¢ao h continua em que nao vale a tese

do Teorema do Valor Fixo e a contrapositiva esta provada. O



3.2. Propriedade do Supremo 47

Definicao 3.2.2. Um conjunto ordenado K ¢é Dedekind-completo se em K vale a

Propriedade do Supremo.

Definicao 3.2.3. Um corpo ordenado K é Cauchy-completo se em K toda sequéncia

de Cauchy converge.

Exemplo 3.2.4. O anel Z é ordenado arquimediano e Dedekind-completo mas nao é um

corpo.

Exemplo 3.2.5. O corpo C é Cauchy-completo (usando a defini¢ao de sequéncia de

Cauchy de Espagos Métricos) mas nao é ordenado.

Exemplo 3.2.6. O subconjunto {a+bi|a,b € Q} C C induz um subanel que é um
corpo nao ordenado e ndo Cauchy-completo (usando a defini¢ao de sequéncia de Cauchy

de Espagos Métricos).

Exemplo 3.2.7. O corpo Q é ordenado arquimediano mas nao ¢ Dedekind-completo nem

Cauchy-completo.

Exemplo 3.2.8. O corpo do Exemplo 3.1.18 é um corpo ordenado nao arquimediano nao

Dedekind-completo e nao Cauchy-completo.

Exemplo 3.2.9. O corpo R é ordenado arquimediano Dedekind-completo e Cauchy-

completo.

Exemplo 3.2.10. Seja f : [0,1] — R dada por

sin(1/x) se x # 0,
flz) =
0 se x = 0.
Veja que f é um contraexemplo que mostra que a reciproca do Teorema do Valor Inter-

mediario nao é verdadeira.

O proximo teorema relaciona a Propriedade do Supremo com a Propriedade Ar-

quimediana.

Teorema 3.2.11. Seja K um corpo ordenado. Os itens (1), (2), (3), (4), (5), (11), (12),

(13) do Teorema 3.2.1 implicam a Propriedade Arquimediana.

Demonstracao. Na demonstracao do Teorema 3.2.1, a Propriedade Arquimediana nao é
utilizada nas implicagoes (11) = (12) = (13) = (1) = (2) = (3) =
(4) = (5). Portanto, basta mostrar que (5) implica a Propriedade Arquimediana.
Seja K um corpo ordenado em que vale a Teorema de Bolzano-Weierstrass. Supo-
nha por absurdo que K nao é arquimediano. Considere a sequéncia (a,) com a, = ng.
Como K nao é arquimediano, (a,) ¢ limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,

existe uma subsequéncia (b,) de (a,) que converge. Isto é, b, — b € K.
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Tome ¢ =1 > 0. Assim, existe um natural N tal que |b, —b| < 1 paran > N. Em
particular, [by — b| < 1 e |byyo — b| < 1. Por defini¢ao, |by — byi2| > 2x. Absurdo pois
pelo Teorema 2.2.23,

2k < |bny —bnio| < by — b +|b— byia| < 2k
Logo K ¢é arquimediano. ]
Corolario 3.2.12. Todo corpo ordenado Dedekind-completo é arquimediano.
Finalizamos esta se¢ao com algumas consequéncias da Propriedade do Supremo.

Exemplo 3.2.13. Podemos determinar a existéncia de um a € R tal que a? = 2 usando

as propriedades do Teorema 3.2.1:
1. Usando conjuntos: Considere o conjunto {a € R | a* < 2}.

2. Usando sequéncias: Considere a sequéncia a; = 2 e a,, = %an + ai
n

3. Usando fungoes: Considere a fungao f : [0,2] — R dada por f(z) = 2% — 2.
Teorema 3.2.14. O ¢ na Propriedade dos Intervalos Encaizados € tinico.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade, suponha que existem ¢; e ca em N2, [ay, by
com ¢; < ¢o. Assim,

an§01<c2§bn

para todo n. Logo, b, — a,, > ¢3 — ¢; # 0 para todo n. Absurdo pois (b, —a,) — 0. O

Teorema 3.2.15. Seja K um corpo ordenado. Se K ¢ Dedekind-completo, entao K €

isomorfo aos reais.

Demonstragao. (SPIVAK, 2008, p. 603). ]

Exemplo 3.2.16. Veja que (RT, -, 1) tal que - é o produto usual e a 1 b é dado por a®)

em que In é o logaritmo natural é um corpo ordenado (com a ordem usual) Dedekind-
completo. Logo, pelo Teorema 3.2.15, (RT,- 1) é isomorfo aos reais. De fato, um iso-
morfismo de corpos ordenados é dado por f(z) = e” em que e é o limite da sequéncia
(1+1/n)"

3.3 COMPACIDADE

Nesta secao demonstraremos a equivaléncia de propriedades que envolvem a nogao

de compacidade.

Definicao 3.3.1. Uma colecao C de subconjuntos de um espago topolégico X é uma
cobertura de X se a uniao de todos os conjuntos de C ¢é igual a X. Se todo U € C é

aberto, C é denominada uma cobertura aberta.
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Definicao 3.3.2. Um espaco topologico X é um espago compacto se toda cobertura

aberta de X contém uma subcolecao finita que também é cobertura de X.
Teorema 3.3.3. Todo corpo ordenado arquimediano K € nao compacto.

Demonstracao. Como K é arquimediano, C = {(—ng,nk) | nx € Ng} é uma cobertura

de K que nao possui subcobertura finita que cobre K. O

Teorema 3.3.4. Um subespaco Y de X € compacto se, e somente se, toda colecao C de
abertos de X tal que Y estd contido na uniao de todos os conjuntos de C possui uma
subcolecao finita Uy, Us, ..., U, tal que Y C (U; U---UU,).

Demonstragao. (MUNKRES, 2000, p. 164) ]

Teorema 3.3.5. Seja X um espago Hausdorff. Se Y C X € compacto, entao Y € fechado
em X.

Demonstragao. (MUNKRES, 2000, p. 165). ]
Teorema 3.3.6. Seja K um corpo ordenado. Se A C K € compacto, entao A € limitado.

Demonstracao. Seja A um conjunto compacto. Considere a cobertura aberta
A CUgeala—1,a+1).
Como A é compacto, existem aq,as, ..., a, tais que
AC (g —1l,a; +1)U---U(a, —1,a, +1).

Faca m = min{a; — 1,...,a, — 1} ¢ M = max{a; + 1,...,a, + 1}. Assim, A C (m, M)
e A ¢é limitado. O

Corolario 3.3.7. Seja K um corpo ordenado. Todo conjunto compacto em K € fechado

e limitado.
Teorema 3.3.8. Sejam X compacto e Y C X. Se Y ¢ fechado, entao Y ¢é compacto.
Demonstragao. (MUNKRES, 2000, p. 165). O

Teorema 3.3.9. Seja f: X — Y uma fungdo continua. Se X é compacto, entao f(X) €

compacto.
Demonstragao. (MUNKRES, 2000, p. 166). ]

Teorema 3.3.10. Sejam X um espago topologico compacto e Y um conjunto ordenado
munido da topologia da ordem. Se a fun¢ao f: X — Y € continua, entao existem a e b
em X tais que f(a) < f(c) < f(b) para todo c € X.
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Demonstra¢ao. Como f é continua e X é compacto, pelo Teorema 3.3.9, A = f(X) ¢

compacto. Suponha por absurdo que A nao admite méaximo. Logo, a cole¢ao
{(=00,¢) |c € A}

é uma cobertura aberta de A. Como A é compacto, existe existem ci,...,c, em A tais
que

ACB=((—00,c1)U---U(—00,¢,)).

Tome ¢; = max{cy,...,c,}. Absurdo pois ¢; € A C B mas ¢; ¢ B. Logo A admite
méaximo. Isto ¢, existe b € X tal que f(c) < f(b) para todo ¢ € X. Similarmente podemos

demonstrar que A admite minimo e concluir que existe a € X tal que
fla) < f(e) < f(b)
para todo ¢ € X, como desejado. O

Teorema 3.3.11. Seja K um corpo ordenado arquimediano. Os sequintes itens sao equi-

valentes:

(10) Propriedade dos Intervalos Encaizados: Se [ay,b1] 2 [ag,bo] 2 -+ D [an,by] 2 -+ €
(b, — a,) — 0, entdo existe ¢ € NS, [an, by).

(15) Teorema de Heine-Borel: Todo conjunto fechado e limitado é compacto.

(16) Teorema do Valor Extremo: Seja A C K nao vazio, fechado e limitado. Se f: A —
K ¢ continua, entdo existe a em A com f(b) < f(a) para todo b € A.

Demonstragao. | (10) implica (15) | Seja A C K fechado e limitado. Como A ¢ limitado
existem a e b € K tais que A C (a,b) C [a,b]. Pelo Teorema 3.3.8, basta mostrar que [a, b]

¢ compacto. Suponha por absurdo que [a, b] ndo é compacto. Pelo Teorema 3.3.4, existe
uma cobertura aberta C tal que nao existe uma subcolegao finita de C que é cobertura de

[a,b]. Seja ¢; o ponto médio de a; = a e by = b. Temos dois casos (nao excludentes):
1. Caso [a, ¢1] ndo seja coberto por uma subcolecao finita de C. Faga as = a; e by = ¢1.
2. Caso [c1, b1] néo seja coberto por uma subcolegao finita de C. Faga as = ¢; e by = by.

Em ambos os casos obtemos um intervalo [as,bs] que nao é coberto por uma
subcolegao finita de C com by — as = (by — ay)/2. Repetindo o processo obtemos uma
sequéncia de intervalos encaixados [aq, b1] 2 [ag,b2] D -+ D [an, by] 2 -+ - com (b, —a,) —
0 (ja que K é arquimediano). Pela Propriedade dos Intervalos Encaixados, temos que existe
c €Ny [ay, byl

Como ¢ € [a, b] e C é cobertura de [a, b], existe um aberto U € C com ¢ € U. Como
c € U e U ¢ aberto, existe € > 0 tal que (c—¢,c+¢) C U. Como (b, — a,) — 0, existe N
tal que (by —an) < e. Isto é, [an, by) C (c — &,c+ ). Absurdo pois [a,, b,] ndo pode ser
coberto por um subcolegao finita de C mas [a,, b,] C U € C que é apenas um conjunto de

C. Logo, [a,b] é compacto.
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(15) implica (16) | Pelo Teorema 3.3.10.

(16) implica (10) | Pelo Teorema 3.2.1, basta mostrar que (16) implica a Propri-

edade do Corte. Procedemos de maneira andloga a prova de que (14) implica (1) na
demonstracao do Teorema 3.2.1 e provaremos a contrapositiva. Suponha que existam dois

conjuntos A e B nao vazios e disjuntos com K = AU B e
a<bparatodoae Aebe B (3.4)
tal que nao existe ¢ € K tal que
para todo d € K \ {c}, d < ¢ implica d € A e d > ¢ implica d € B. (3.5)

Como visto anteriormente, temos que A e B sao fechados. Como A é nao vazio,

existe a € A. Agora, considere a fungao f : K — K dada por

r sex €A,
flz) =
a sex € DB.
Pelo Lema da Colagem, f é continua. Como B é nao vazio, existe b € B. Seja ¢ a restri¢ao
de f ao intervalo [a,b]. Como A & aberto (ja que B é fechado e é o complemento de A),

g nao possui maximo e a contrapositiva esta provada. ]

A seguir, apresentamos uma prova alternativa que permite estender o caminho

fechado de dominés feito na secao anterior.
Teorema 3.3.12. Seja K um corpo ordenado. Se em K wvale o:

(16) Teorema do Valor Extremo: Seja A C K nao vazio, fechado e limitado. Se f: A —
K ¢ continua, entao existe a em A com f(b) < f(a) para todo b € A.

Entao, em K wale o:

(12) Teorema do Anulamento: Se f : [a,b] — K € continua tal que f(a) e f(b) tem sinais

opostos, entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demonstragao. Seja f : [a,b] — K continua. Sem perda de generalidade suponha que

f(a) <0 < f(b). Considere o conjunto
A= [ ((=00,0) = {c € [a,8] | £(c) < O},

[lustramos o conjunto A para uma funcao real na Figura 3.

Como f é continua e (—o0,0] é fechado, temos que A é fechado em [a, b]. Como
A C [a,b], A élimitado e fechado em K. Como a € A, A é nao vazio.

Defina a funcdo g : A — K dada por g(z) = z. Pelo Teorema do Valor Extremo,
existe ¢ € A tal que g(d) < g(c) para todo d € A.
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Como c € A, f(¢) <0. Logo ¢ # b e c € |a,b). Suponha por absurdo que f(c¢) < 0.
Pela Permanéncia de Sinal (Teorema 2.4.19), existe 6 > 0 tal que ¢+ 9 € A. Absurdo pois
g(c+06) = c+d > c. Pela Tricotomia (Teorema 2.2.9), f(c) = 0.

Além disso, como f(a) < 0, temos que ¢ # a. Logo ¢ € (a,b) e vale o Teorema do

Anulamento. O

Figura 3 — Conjunto A da demonstracao do Teorema 3.3.12 em que f é a funcao real
cos(x) restrita ao intervalo [—3m, 27|. A func¢do estda em azul e os pontos do
conjunto estao em vermelho. Fonte: elaborada pelo autor.

3.4 SERIES FORMAIS DE LAURENT

Até agora vimos um exemplo de corpo ordenado nao arquimediano e nao Cauchy-
completo (Exemplo 3.1.18), um exemplo de corpo ordenado arquimediano nao Cauchy-
completo (os racionais) e um exemplo de corpo ordenado arquimediano Cauchy-completo
(os reais). Nesta segao, veremos um exemplo de corpo ordenado néo arquimediano Cauchy-

completo.

Observacao 3.4.1. Mais adiante, veremos porque mesmo utilizando os reais em vez dos

racionais no Exemplo 3.1.18 ainda obtemos um corpo nao Cauchy-completo.

Definicao 3.4.2. Uma série formal de Laurent sobre um corpo K é uma expressao

da forma
i €2 & t 4 cot? 17
---+?+---+t—2+7+00+01 + et + -t -
em que ¢, = f(n) com f:7Z — K, t é uma variavel livre e existe um inteiro N tal que

¢, = 0 para todo n < N.

Notacao 3.4.3. Denotaremos uma série formal de Laurent por ¢ = > _\ ¢,t" e denota-
remos o conjunto das séries formais de Laurent sobre K por K((t)). Além disso, dizemos

que ¢, € o coeficiente de grau n de c.
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Observe que quando a série possui pelo menos um termo nao nulo, temos um N

minimo tal que ¢, # 0.

Definigao 3.4.4. Sejaa =), _, a,t"™ uma série formal de Laurent tal que existe a,, # 0.

A ordem de a, denotada por ord(a), é o o menor inteiro n tal que a, # 0.

Podemos definir a soma e o produto de duas séries de Laurent a partir da soma e
produto de K.

Definigao 3.4.5. Sejam a =) _\ a,t" eb=_ _\ b,t" séries formais de Laurent. A

somadeaebé

at+b= Y (an+by)t".

n=min{Nq,N2}
O produtode a e b é
n=N1+Ns i+j=n

Note que a soma ) a;b; interna do produto sempre possui um ndmero finito de

i+j=n
termos nao nulos e portanto sempre esta bem definida (é por isso que exigimos que exista

um N minimo nas condig¢oes da Defini¢ao 3.4.2).
Embora seja tedioso, demonstraremos que K ((t)) é de fato um corpo ordenado.
Teorema 3.4.6. K((t)) é um corpo.

Demonstracao. Para evitar ambiguidades, denote o elemento neutro da soma de K por
Ox e o elemento neutro do produto por 1x. Nesta prova, para economizar espago em
branco, teremos algumas sucessoes de igualdades divididas por quebras de pagina.

Tome a,b e ¢ € K((t)). Assim, existem inteiros Ny, Ny e N3 tais que

a = Z ant",

n=N1

b= bat",
n=N»

c= Z cut”.
n=N3

Mostraremos que em K ((t)) vale cada um dos axiomas de corpo.

| Associatividade da soma |

(a+b)+c= > (bt |+ ) cat”

n=min{N1,N2} n=N3

= > ((an + by) 4+ c)t"

n=min{min{Ni,N2},N3}



54 Capitulo 3. FEquivaléncias

= Z ((an + by) + cp)t"

n=min{N,No,N3}

= > ((an + by) + cu)t"

n=min{N1,min{N2,N3}}

= > (an =+ (by =+ o))"

n=min{N1,min{N2,N3}}

= Z ant” + Z (bn + Cn)tn

n=N1 n=min{N2,N3}
=a+ (b+c).
| Elemento neutro| Podemos definir o elemento neutro da soma em K((t)) como
Ok (1)) = Y,y Oxt™ em que N é qualquer. Assim,
a+ OK((t)) = Z an,t" + Z Oxt"

n=N1 n=N1
n=N1

Y
n=N1

= a.

| Axioma do inverso aditivo | Defina —a := > e, (—@n)t". Assim,

a+ (—a) = Z a,t" + Z (—an)t"

nle n:Nl
= Z (an, — ap)t"
n=N1
nle
= O (1))

| Comutatividade da soma |

a+b= Z (an + bp)t"

n=min{N1,N2}

= Y (antb)t

n=min{N2,N1}

= Y (bata)t"

n=min{N,No}

=b-+a.

Associatividade do produto‘

e £ (zo)e] (o)

n=N1+ N2 i+j=n n=N3
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2.

n=(N1+N2)+N3

2

n=(N1+N2)+N3

D

n=N1+(N+N3)

D

n=Ni+(Na2+N3)

2

n=N1+(N2+N3)

D

n=N1+(N2+N3)

(%)

=a-(b-c).

‘ Distributividade a esquerda‘
e (L2
n=N1

2

n=N1 +min{N2,N3}
n=N1 +min{N2 ,Ng}

T (e

Ln=N1+N2 \i+j=n

(a-b)+ (a-c).

a-(b+c)

R

)r

n=min{N2,N3}

( Z aibj
i+j=n

_|_

95

Z Z aibj> Cl] t"
Lk+i=n \it+j=k

Z Z aibjcl> t"
Lk+l=n \it+j=k .

Z Z aibjcl> t"
Lk+i=n \it+j=k i

Z aibjcl> t"

i+j+l=n

Z ( Z aibjcl>] t"
Li+m=n \j+l=m

Z a; ( Z bjC[)] t"
Li+m=n Jj+Hl=m
L ()]

n=N2+N3 \j+l=n
(b + cp)t"
+ Cj) t"

_|_

E ( E CLZ'C]'> t"
n=Ni+min{N2,N3} \i+j=n

()

)r

2

n=N1+N3

A distributividade a direita é provada de forma analoga.

Pelo visto até agora, K((t)) é um anel.

Comutatividade do produto‘

a-b= Z

n=N1+Nz

2

n=N1+N2

< Z Clibj> t"
i+j=n
< Z bjai> t"
i+j=n
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= > (Z bjai> "

n=N2+N1 \itj=n
SN O
n=N2+N1 Jjt+i=n
=b-a.
‘Elemento neutro do produto ‘ Defina 1)) = D om0 Unt”™ em que ug = lg e u, =

O para todo n # 0. Note que O () # Li(()). Assim,

a1y = Y, (Z awj) t"

n=N14+0 \i+j=n

Pelo Teorema 2.1.44, s6 resta mostrar que vale o

‘Inverso multiplicativo | Supondo que a # 0 e denotando N7 por N (para simplificar

a notagao), temos que

a=ant™ +an t" T

Vamos definir o inverso multiplicativo de a de forma recursiva. De acordo com a unidade

Lk(@)) que obtemos acima, queremos um d € K ((t)) \ {0} tal que
ad = (ant™ + an "+ ) (dpt™ + dpr it ) =10+ 02+
em que M = ord(d). Primeiro veja que fazendo M = —N e fazendo dy = ay', obtemos

(CLNtN + CLN+1tN+1 —+ .. )(d_Nt_N) = ((thN + U,N+1tN+1 —+ . )(CL]_Vlt_N)
= anayt"t N +ayayt TN 4o

=1+4+aypay't+---.

Agora precisamos anular os outros coeficientes de ad. Para isso, precisamos determinar

d_ny1. Veja que
(ant™ +an o t" T ) (dont N +d_y itV
= (1 +aypayt+ )+ (and_y o t"t N faygd y o VTN )
- (1 + CLN_;,_lCL]_Vlt + - ) + (aNd—N—f—lt + aN+1d_N+1t2 + - )

Ou seja, precisamos que

1
anyiay +and_yi1=0.



3.4. Séries Formais de Laurent 57

Para isso, basta fazer
-1
d _ —anp1ay
N1 = .
an
Continuando dessa maneira é possivel obter todos os coeficientes de d. Para ilustrar ainda

mais, vamos determinar d_ .o Veja que

(aNtN + an VT ay otV )(d—Nt_N +d_yat N+ d—N+2t_N+2)
= (1 + CLN+16L]_V1t + a/N_i_Qa/]_\[th s )

-1
—AaN410

+ (—(IN_FICLNIZS + aAN+2 t2 + - )

an

= (1 + (lNJrlCLNlt + CLNJFQO,;VltZ s )

-1
—AN4+1QpN

+ (—ans1ay't + ano )

an
+ (CLNd—N—Mt2 + CLN+1d_N+2t3 + - )

Pelo visto acima, precisamos fazer com que

~1
—aN41G
-1 N+18 N
aN420y + anj2———— + and_yi2 = 0.
an
Isto é, fazer
—1
—aN110
—1 N+10y
d_Ni2 = — |ani2ay + aN+2a— Jan.
N

Para exemplificar as formulas obtidas acima, vamos calcular os primeiros coeficientes do

inverso de

a=1+1t+t%

Substituindo N = 0,a9 = 1,a; = 1 e as = 1, obtemos que

M=—-N=0,
do = a&l = 1,
~1
—aiag —1
dy — % _ 72
1 ao 1 )
~1
—ani1a —1-1
dy = — |an 20y’ + aNH%} Jay = [1 141 T} /1=0.
N

Isto é, d =1—t+ 0t> + ---. Note que
1+t+)(1—-t+02)=1-¢

como esperado pois —t® ¢ anulado pelos coeficientes d,, com n > 2.

Logo em K ((t)) vale o axioma do inverso multiplicativo e K((¢)) é um corpo. [
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Definigao 3.4.7. Seja K um corpo ordenado. Um elemento a € K((t)) ¢ positivo se

ae K(t)" = {a =) ant" € K((t))

n=N1

Qord(a) > OK}

Teorema 3.4.8. Seja K um corpo ordenado. K((t)) € um corpo ordenado.

Demonstragao. Tome a e b em K((t))". Assim existem inteiros Ny e Nj tais que

a= Z ant",

n:N1

b= Z b, t".

n=Ns
Pela definigdo da soma em K ((t)),
(CL + b)ord(a+b) = (CL + b)min{Nl,Ng} > OK

Portanto, (a +b) € K((t))*. Pela defini¢ao do produto em K ((t)),

(a . b)ord (a'b) — (CL + b)N1+N2 - Z a'ibj
i+j=N1+N2

= aNle2 > Og.

Portanto, (a-b) € K((t))*.
Agora tome ¢ € K. Temos exclusivamente que ¢ = Og(y) OU Coraey > Ox ou
Cord(e) < Ok Isto &, ou ¢ = Ok ()) ou ¢ € K((t))* ouc & (K((t))" U{0}). O

Finalmente, verificaremos quais das propriedades das se¢oOes anteriores valem em
K((1)).
Teorema 3.4.9. Seja K um corpo ordenado. K((t)) nao é arquimediano.

Demonstragao. Pela definigdo da unidade em K((t)), um natural m é mapeado para

Y nez Cnl™ em que ¢, = 0 para todo n # 1 e ¢y = m. Pela ordem estabelecida, temos que
1
- —m>0.
t

Istoé, m < % para todo m € N. Logo, N () € limitado por % e K((t)) nao é arquimediano.
(]

Exemplo 3.4.10. Em K(()) temos que

—1 -1 -1
<< < <=2 <1
tn 12 t
<0
" 9 1 1 1 1
< ettt <<t <t<1<2<---<n<---<z<t—2< -<t—n<

em que n € natural.
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Teorema 3.4.11. Seja K um corpo ordenado. Os sequintes itens sao equivalentes:

(6)
(7)

(8)

(9)

(10)

Cauchy-completude: Toda sequéncia de Cauchy converge.

Teste da Compara¢do Absoluta: Se Y~ | b, converge com b, > 0 e existem ¢ > 0

em K e um natural ng tais que |a,| < b, para n > ng, entao ., a, converge.

Teste de Dirichlet: Se >~ | a, € uma série (nao necessariamente convergente) tal
que suas somas parciais sao limitadas e by > by > --- > b, > --- >0 com b, — 0,

entao > " apb, converge.

Teste da Série Alternada: Se a; > ay > --+ > a, > --- > 0 com a, — 0, entao

oo (=1)"*a, converge.

Propriedade dos Intervalos Encaizados: Se [a1,bi] D [ag,by] D -+ D [an,by] D --- e

(b, — a,) — 0, entao existe ¢ € NS4 [ay, by].

Demonstracao. Temos dois casos excludentes: ou em K existe uma sequéncia de elementos

positivos que converge para 0 ou nao. No segundo caso veja que, pelos teoremas 2.5.22

e 2.5.33, todas as sequéncias que convergem para zero sao as sequéncias eventualmente

constantes iguais a zero. Note que, pelo Teorema 3.1.14, K nao ¢ arquimediano. Veja que

no segundo caso todas as propriedades do teorema valem:

1.

(6) vale: Seja (b,,) uma sequéncia de Cauchy. Veja que (b, —b,+1]) — 0. De fato, tome
e > 0. Assim existe N; tal que n,m > Nj implica |b, — b,,| < . Em particular,
|b, — bpy1| < € para n > Nj. Logo (|b, — bys1|) — 0. Portanto, (|b, — by11]) €
eventualmente constante igual a zero. Isto é, existe Ny tal que n > Ny implica |b, —

bnt1| = 0. Logo, (b,,) também ¢é eventualmente constante e portanto convergente.

. (7) vale: Pelo Teorema 2.6.7, temos que b, — 0. Portanto (b,) ¢ eventualmente

constante igual a zero. Pelo Teorema 2.5.30, |a,| também é. Logo a,, ¢ eventualmente
constante e também igual a zero. Ou seja Y -, a, ¢ uma soma finita e portanto

convergente.

(8) vale: Como b,, — 0, temos que (b,,) é eventualmente constante igual a zero. Logo

(anb,) também é. Ou seja, Y | a,b, ¢ uma soma finita e portanto convergente.

(9) vale: Como a,, — 0, temos que (a,,) ¢ eventualmente constante igual a zero. Logo

o0

> (=1)"*"a, é uma soma finita e

a sequéncia ((—1)""'a,) também é. Ou seja, Y.

portanto convergente.

(10) vale: Como (b, — a,) — 0, temos que (b, — a,) é eventualmente constante
igual a zero. Assim, existe N tal que n > N implica a, = b,,. Portanto, ay = by €
N0 [, bn).
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Pelo visto acima, no segundo caso todas as propriedades sao equivalentes. Agora

vamos tratar o primeiro caso. Isto é, no caso em que existe uma sequéncia em K de ele-

mentos positivos que converge para 0. Observe que na demonstra¢ao do Teorema (3.2.1),

fizemos as implicagoes (6) = (7) = (8) = (9) == (10) sem usar a hipotese de

K ser arquimediano. Portanto, resta apenas demonstrar que:

(10) implica (6)

Como descrito no paragrafo anterior, podemos assumir que existe

uma sequéncia (a,) em K de elementos positivos que converge para 0. Seja (b,) uma

sequéncia de Cauchy. Como (b,) ¢ de Cauchy, para cada natural p, existe n, tal que

n,m > n, implica |b, —

crescente. Defina

b| < a,. Sem perda de generalidade, podemos supor que (n,) é

Cp = by,
I =[c1 —ar,e1 + aq,

Ip1 = [Cpi1 = Qpi1; Cpar + Apia] N .

Pela defini¢cao acima,

Iy = [cp1 — Apir, Cpr1 + appa] N [ep — ay, ¢p + ay)]

ﬂ---ﬁ[cg—a2,02+ag]ﬂ[cl—al,cl—i—al].

Como (n,) ¢ uma sequéncia crescente, temos por defini¢do que

lcpr1 — 1] < ay,

lepr1 — 2| < ag,

|Cp1 — | < ap.

Ou seja, ¢pi1 € ([t N--- N 1,). Como cpi1 € [Cpi1 — Api1; Cpi1 + Apia], temos que

Cpr1 € Ipy1. Isto é, I,11 # . Logo, pelo Teorema 2.2.41, I,.1 é um intervalo fechado.
Denote I, = [d,, e,]. Por defini¢ao, I,+; C I,.
Agora veja que, 0 < (e, — dp) < [¢, +a, — (¢, — ap)] = (ap + ap). Como a, — 0,

temos pelo Teorema 2.5.32 que (a, + a,) — 0. Pelo Teorema 2.5.30, (e, — d,,) — 0.

Pelo visto acima, [d,, e,] ¢ um sequéncia de intervalos encaixados com (e,—d,) — 0.

Logo, pela Propriedade dos Intervalos Encaixados, existe ¢ € N0, [d,, e,)].

Afirmamos que b, — ¢: Seja € > 0. Como a, — 0 e a,, > 0, existe um natural p

tal que n > p implica |a,, — 0| < £/2x. Em particular, €/2x > |a, — 0| = |a,| = a,. Tome

n > n,. Pelo Teorema 2.2.23,

|bn = | < lbn = | + |ep — .
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Por definigao, ¢, = b,,. Portanto,

b = | < [bn — bn, | + |cp —
<a,+a,
S 8/2K+6/2K =£.

Logo, por definigao, b, — c e (b,) é convergente, como desejado. O

Observagao 3.4.12. A primeira vista, poderiamos tentar obter um corpo ordenado nao
arquimediano porém Cauchy-completo fazendo duas copias dos reais em vez dos racionais
no Exemplo 3.1.18. Mas ainda assim terfamos um corpo nao Cauchy-completo. Para ver o
porque, considere os intervalos encaixados: [n, f(—n)] com n > 1. Ilustramos os intervalos

na Figura 4.

Figura 4 — Intervalos da Observacao 3.4.12. Fonte: elaborada pelo autor.

Exemplo 3.4.13. Em K((t)), a sequéncia (") converge para 0: Seja ¢ > 0. Denote
€= _yent" em que N = ord(e) que estd bem definido pois € # 0. Assim, para todo
n > N +1, temos que € — t" = enty +--- > 0. Isto &, [t" — 0] = [¢"| = " < € para todo
n>N+1le(t") —0.

Teorema 3.4.14. Seja K um corpo ordenado. K((t)) é Cauchy-completo.

Demonstracao. Basta demonstrar que vale uma das propriedades do Teorema 3.4.11. De-
monstraremos que em K ((¢)) vale a Propriedade dos Intervalos Encaixados. Esta prova ¢
adaptada de (EFIMOV, 1980, p. 212). Para evitar ambiguidades entre os indices dos limi-
tes dos intervalos e os indices dos coeficientes das séries, denotaremos os limites do inter-
valo de indice m como a'™ e b™ . Sejam [a™M,b{V] D [a®, 6] D -+ D [al™ bi™] D ...
com (b<m> — a<m>) — 0. Denote

em que A,, = ord (a<m>) quando a'™ #£ 0, A,, = 0 quando ™ = 0 e B,, é

definido de forma similar. Temos dois casos:
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1. A sequéncia (A,,) nao é limitada inferiormente. Assim, existem p e ¢ tais que

Ay <A, < By
com p < q. Como (a<m>) ¢ uma sequéncia nao decrescente, temos que
0<al? — g = (aﬁ;?j _ a%) Ao

Como A, < A, temos que aifz =0 e assim aifi = afi — aifz > 0.

Como A, < By, temos que bgj = 0 e portanto

a0 — ph) — affthq +--->0.

Logo, b < al?. Como [atV, 6] D [a'?,b{7], temos também que a'? < b,

Assim, [a!? 5@ = [b{V b1)] e vale a Propriedade dos Intervalos Encaixados.

. A sequéncia (A,,) é limitada inferiormente.

Novamente temos dois casos:

a) A sequéncia (B,,) nao é limitada inferiormente. Anéalogo ao caso em que (A,,)

nao é limitada inferiormente.

b) A sequéncia (B,,) é limitada inferiormente.
Como (4A,,) e (By,) sao limitadas inferiormente, temos que existe um inteiro
N tal que N < A,, e N < B,, para todo m. Assim, sem perda de generalidade

podemos escrever

am = Z almen,
n=N
pimh =y " bt
n=N
Suponha por absurdo que
B — ) > 0
para todo m. Assim, tomando ¢ = t'*!, temos que
b<m> _ a(m) _ <b§\rfﬂ> _ CL;\T>> tN NS N+ o

para todo m. Absurdo pois (b<m> — a<m>) — 0.

Logo existe mg tal que b;\cnw — a%nw < 0. Como a‘™) < pimo) temos que
b%nw - ag’m) = 0. Assim, a0 = (™) Faca cy = a%%) = bx,n@.

Repetindo o processo obtemos {¢y i1, Cnyo,- .. }. Faga
c=cntN +enptN T+

Por construcao ¢ € [a<m>,b<m>} para todo m. Logo, vale a Propriedade dos

Intervalos Encaixados. ]
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Observacao 3.4.15. Pelos teoremas 3.4.11 e 3.4.14, nenhuma das propriedades a respeito
de séries apresentadas no trabalho implicam a Propriedade Arquimediana. Mas isso s0
aconteceu porque escolhemos estas propriedades para ficarem entre a Cauchy-completude
e a Propriedade do Intervalos Encaixados e ambas nao implicam a Propriedade Arqui-
mediana. Como contraexemplo, mencionamos que o Teste da Razao é uma propriedade
a respeito de séries que é equivalente a Propriedade do Supremo e portanto implica a
Propriedade Arquimediana. Para mais detalhes, veja (PROPP, 2013).

Finalizamos esta secao apresentando versoes mais fracas de algumas das proprie-

dades vistas anteriormente.

Teorema 3.4.16. Seja K um corpo ordenado arquimediano. Os sequintes itens sao equi-

valentes:

(10) Propriedade dos Intervalos Encaizados: Se [ay,b1] 2 [ag,bs] D -+ D [an,by] 2 -+ e

(b, — an) — 0, entao existe ¢ € N2 [an, by).

(17) Propriedade dos Intervalos Encaizados Fracamente: Se [a1,bi] D [ag,by] D -+ D

[an, by) D -+, entdo existe ¢ € N [an, by).

Demonstragao. Ida: Como K é arquimediano, podemos fatiar os intervalos [a,,, b,] e obter
intervalos [A,, B,| com [A,, B,] C [a,,b,] e (4, — B,) — 0 para aplicar a Propriedade

dos Intervalos Encaixados. A volta é 6bvia. O]

Exemplo 3.4.17. No corpo das séries formais de Laurent sobre os ntimeros reais, nao
vale a Propriedade dos Intervalos Encaixados Fracamente. De fato, considere os intervalos
[n,1/(nt)]. Veja que 1/(nt)—n > 0 e portanto[n, 1/(nt)] é um intervalo. Como (n+1)—n =
1>0el/n—1/(n+1) > 0, temos que [n,1/(nt)] atende as hipoteses da Propriedade
dos Intervalos Encaixados Fracamente.

Veja agora que a interse¢ao N9 [n, 1/(nt)] é vazia: Suponha por absurdo que existe
a € MyZy[n,1/(nt)]. Denote a = " \ a,t™. Como a € [1,1/t], a > 1 > 0 e portanto

ayn, > 0. Temos 4 casos:
1. Caso N; < —1. Absurdo pois para todo n terfamos que 1/(nt) —a < 0.

2. Caso N; = —1. Assim para todo n teriamos que 1/n —a_; > 0. Isto é, 1/n > a_;.

Absurdo pois teriamos para todo n que 1/n > a_; >0 com a_; € R.

3. Caso N; = 0. Absurdo pois, como R é arquimediano, para algum n teriamos que

a—n<0.
4. Caso Ny > 0. Absurdo pois para todo n teriamos que a —n < 0.

Em todos os casos obtemos um absurdo, logo a interse¢ao N [n, 1/(nt)] é vazia.
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Teorema 3.4.18. Seja K um corpo ordenado arquimediano. Os sequintes itens sao equi-

valentes:

(4) Teorema de Bolzano-Weierstrass: Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia

convergente.

(18) Teorema do Valor Limitado: Seja A C K nao vazio, fechado e limitado. Se f : A —

K ¢é continua, entao f € limitada.

Demonstragao. |(4) implica (18)| Suponha que f nao é limitada. Para cada natural n,

escolha a, € K tal que f(a,) > ng. Como A ¢é limitado, (a,) é limitada. Pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass, (a,) tem uma subsequéncia convergente (a,, ) com a,, — a. Pelo
Teorema 2.5.10, (f(an,)) — f(a). Absurdo pois (f(an,)) nao ¢ limitada. Logo, f ¢ limitada

e vale o Teorema do Valor Limitado.

(18) implica (4) | Vamos provar pela contrapositiva. Isto é, vamos supor que nao

vale o Teorema de Bolzano-Weierstrass e mostrar que nao vale o Teorema do Valor Limi-
tado.

Suponha que existe uma sequéncia (a,) limitada em K tal que toda subsequéncia
de (a,) € divergente.

Como (a,) é limitada, existem a e b € K tais que a,, € (a,b) para todo natural n.
Ainda, a, € (a,b) C [a,b].

Note que como {a,} ndo tem nenhuma subsequéncia convergente, {a, } ndo admite
pontos de acumulacao e é um conjunto fechado.

Seja A = {a,}. Considere agora a funcéo f : A — K dada por

f(an) = Nk-

Como a topologia de A é a topologia discreta, pela Observacao 2.4.8, f é conti-
nua. Finalmente, como K é arquimediano, f ¢é ilimitada e nao vale o Teorema do Valor
Limitado. [

Teorema 3.4.19. Seja K um corpo ordenado. O conjunto Ng so contém pontos isolados.

Demonstragao. Tome ny € Ng. Assim, (ng — 1,ng + 1) N Ng = {nk} e ngx é um ponto
isolado de Ng. O

Teorema 3.4.20. O conjunto Ny € fechado e limitado.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.4.9, Ng()) C [0,1/t] e portanto é limitado. Vamos mostrar
agora que N’R((t)) = () e que assim, pelos teoremas 3.4.19 e 2.3.25, Ng(()) é fechado. Tome

a € R((¢)). Vamos dividir o argumento em casos e mostrar que em cada caso a & N

1. Se a ¢ [0,1/t], temos dois casos:
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a) Caso a € (—00,0). Como (—00,0) N Ng(sy) = 0, a & Ny ;).
b) Caso a € (1/t,00). Como (1/t,00) N Ng(p)) =0, a & Nr(s)

2. Se a =0, como (—1,1) N (Ng(y) \ {0}) = 0, temos que a ¢ Ng((

3. Se a = 1/t, como (1<9w 10t) N Nr(@) = 0, temos que a ¢ N’R((t)).

4. Se a € (0,1/t). Como a > 0, podemos denotar
a= Z ant"
n=N

em que ay > 0. Suponha por absurdo que N < —1. Absurdo pois terfamos que
1/t < a. Suponha por absurdo que N > 0. Absurdo pois a < 1. Resta apenas dois

Caso0os:

a) Caso N = —1. Temos que a = ay/t+---. Como 0 < 1 < a < 1/t, ay € (0,1).

Assim,

e portanto a & NR((t))

b) Caso N = 0. Temos que a = ax + ---. Pelo Teorema 3.4.19, podemos supor
que a & Ng()). Assim, ay € (b,b+ 1) para algum b € Ng()). Como (b,b+1)N

Exemplo 3.4.21. No corpo das séries formais de Laurent sobre os ntimeros reais, nao
vale o Teorema do Valor Limitado. De fato, considere a funcao f : Ng(y) — R((t)) dada
por

f(ng)=1/t"

Pelo Teorema 3.4.19, a topologia de Ng(«)) ¢ a topologia discreta. Logo, pela Ob-
servacao 2.4.8, f ¢ continua. Note que f ¢ ilimitado com Ng(()) fechado e limitado (pelo
Teorema 3.4.20) e portanto nao vale o Teorema do Valor Limitado. Note que f também
serve como contraexemplo para o Teorema do Valor Extremo (o que ja era esperado pois

R(()) nao é arquimediano).

Para ver exemplos de corpos ordenados em que valem as propriedades apresentadas
nos teoremas 3.4.16 e 3.4.18, consulte (PROPP, 2013). Com estes teoremas, finalizamos

todos os caminhos da Figura 1.
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