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RESUMO

A matematica tem um papel fundamental na representagao de fenémenos da natureza,
como na engenharia, na fisica, na economia etc. Esses fenomenos sao comumente modelados
por meio de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP’s). Essas equagoes por vezes possuem solugoes
analiticas altamente complexas e dificeis ou impossiveis de serem encontradas. Neste trabalho
abordaremos um problema fisico classico que é representado por uma EDP: a equagao de
difusao. Esta equagao pode, por exemplo, modelar o fluxo de calor em uma superficie, o fluxo
de fluidos em uma tubulacao, a difusao de particulas e o fluxo de cargas elétricas em um
semicondutor, de onde ja podemos imaginar a importancia de estudé-la.

O objetivo sera apresentar uma forma de contornar a dificuldade de obtencao de uma so-
lugao analitica, fazendo uso de um método numérico, que na pratica fornecera uma solugao
aproximada em relacao a solucao exata do problema. O método, o qual estudaremos teoria
e implementacao, é chamado de Galerkin Descontinuo. Trabalharemos com uma EDP linear
de segunda ordem, com difusividade constante no tempo e dominio em um retangulo no R?.
Propositalmente adotamos uma equacao que sob certas hipdteses possuira solucao exata co-
nhecida com o intuito de validar o método numérico utilizado e analisar os resultados obtidos.
Faremos uso do software MATLAB para executar os c6digos necessarios ao calculo da solu-
¢ao, apresentando alguns experimentos numéricos para os problemas de difusao estacionarios
e nao estacionarios, que ilustram a qualidade das solucoes obtidas e comprovam a taxa de
convergéncia tebrica do método de Galerkin Descontinuo.

Palavras-chave: Método de Galerkin Descontinuo, Equagoes Diferenciais Parciais, Equacao
de Difusao.
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

Ha diversas formas de resolver os enigmas e desafios que surgem na experiéncia humana.
Sejam nas ciéncias bioldgicas, econémicas, fisicas ou matematicas, problemas tanto de ordem
tedrica quanto pratica demandam solugoes a fim de que o progresso cientifico possa suceder-se,
e melhorias sociais e tecnoldgicas possam advir. Essas solu¢oes podem atender ao desenvolvi-
mento cientifico na construcao de novas teorias como atender a demandas de utilidade prética
da sociedade, visando otimizar processos industriais e econémicos, desenvolver modelos de pre-
visao de pandemias, modelar eventos climaticos para previsao do tempo, encontrar modelos que
descrevam a difusao de calor na fuselagem de um aviao, o escoamento de fluidos em determinada
estrutura etc.

De forma geral, a Matematica apresenta duas abordagens classicas para solucionar esses
problemas desafiadores:

i) analitica, quando a solugao é expressa por uma formula matematica bem definida, fornecendo
uma solucao exata;

ii) numeérica, quando a solugdo é uma aproximagao da resposta do problema, obtida através
de uma sucessao de calculos (com uso de computadores) efetuados com premissas previamente
definidas, permitindo controlar o erro obtido nesta aproximagao.

Uma solucao analitica, por definicao, pode parecer em um primeiro momento muito mais
atraente que uma solucao numérica devido a sua perfeicao e exatidao. Entretanto, assim como
na natureza, ouro e o diamante sao preciosidades escassas e dispendiosas, na natureza da
matematica as solucoes analiticas podem apresentar duas caracteristicas analogas:

i) inexisténcia de uma solugao analitica para um determinado modelo matematico;
ii) ainda que exista uma solucao analitica, ela pode nao ser facilmente computada.

Nesses casos, que sao muito comuns por sinal, utilizar um método numérico pode ser uma
alternativa muito apropriada. Uma miriade de problemas matematicos podem ser resolvidos
por métodos numéricos entre os quais: i) a solugao de sistemas de equagoes; ii) a interpolagao de
fungoes; iii) o célculo de derivadas e integrais; iv) a resolucao de equagoes diferenciais parciais
(EDP), entre outros.

Pensemos no seguinte fenémeno fisico: se uma gota de tinta é colocada no fundo de uma
garrafa cheia de dgua, sem mexer, a tinta vai vagarosamente espalhar-se pela garrafa e dar cor
a agua, até que apos algum tempo a mistura estarda homogeneizada. O processo responsavel
pelo movimento de mistura é chamado de difusao e é causado pelo movimento Browniano de

atomos e moléculas. Este fenomeno pode ser modelado por uma EDP, que é basicamente uma

BACHARELADO EM MATEMATICA



INTRODUGAO 2

equacao onde existem termos envolvendo derivadas parciais.
Neste trabalho nos dedicaremos a equacao de difusao, uma equagao diferencial parcial pa-
rabolica presente na modelagem de muitos problemas fisicos e quimicos, da eletrodinamica a

mecanica de fluidos por exemplo. A equacao de difusao é assim escrita:

ou(r,t)
ot

=V - [D(u,r)Vu(r,t)] (1.1)

onde u(r,t) é a densidade do material difusor no ponto r e instante de tempo ¢; D(u,r) é o
coeficiente de difusao coletivo para densidade u no ponto r e; V é o vetor gradiente (operador
diferencial). Iremos abordar a forma linear dessa equagao, que é o caso onde o coeficiente de
difusdo D nao depende da densidade u, ou seja, D = D(r).

Como ¢ usualmente dificil escrever férmulas explicitas para solugoes de equagoes diferenciais
parciais, vamos langar mao de uma ferramenta muito til para encontrar solugoes aproximadas
da equacao (1.1): o método de Galerkin Descontinuo (GD). Essa classe de métodos numéricos
combina caracteristicas do Método de Elementos Finitos (MEF) [4] e o Método de Volumes
Finitos (MVF) [23], e tem sido muito bem sucedida na resolugao de equagoes diferenciais
hiperbolicas, elipticas e parabolicas [6], [2].

O método de Galerkin Descontinuo foi proposto e analisado no inicio dos anos 1970. Em
1973 Reed e Hill [19] introduziram o GD na resolugao de uma equacao hiperbolica de transporte
de néutrons

ou+V - (au) = f (1.2)

onde ¢ é um nimero real e @ um vetor constante.

Entre as vantagens que nos incentivam a estudar esse método podemos citar o paralelismo
de dados (execugao paralela de tarefas pelo computador), aplica¢do a problemas onde o dominio
apresenta geometrias irregulares, adaptabilidade a discretizacao arbitraria de malhas e a alta
ordem de aproximagao polinomial.

Este trabalho de conclusao de curso foi elaborado através de uma pesquisa descritiva, base-
ada essencialmente em livros, artigos e sites referenciados na bibliografia. O objetivo principal
é estudar a implementacao e teoria do Método de Galerkin Descontinuo, aplicando-o & equacao
de difusao (1.1) com dominio em R? e sujeita a condigoes iniciais e de fronteira, obtendo as-
sim uma solucao numérica aproximada da solugao exata do problema. Com o uso do software
matematico MATLAB (versao R2017b) foi implementado um ajuste no cédigo disponibilizado
no artigo de Frank, Reuter, Azinger e Knabner [11]|, adaptando-o as necessidades do problema
proposto.

Este trabalho est4 assim estruturado:

e No Capitulo 2, Equagoes Diferenciais Parciais e Processos de Difusao, apresentam-se
defini¢oes elementares sobre EDP’s e conceitos fisicos e matematicos imprescindiveis para

compreensao e contextualizacao do problema de difusao.

e No Capitulo 3, Métodos de Aproximacao, sao introduzidos os espacos de Lesbesgue e de
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INTRODUGAO 3

fungoes polinomiais por partes utilizados para discretizacao espacial do método de Galer-

kin Descontinuo, assim como o método de Euler utilizado para discretizacao temporal.

e No Capitulo 4, Método de Galerkin Descontinuo, o método é propriamente deduzido,
apresentando-se defini¢oes e aspectos teodricos. Sao apresentados o problema modelo, a
formulacao fraca do problema, detalhes de discretizacao das dimensoes espacial e tempo-

ral, além do detalhamento das matrizes que compoe o sistema de equagoes a ser resolvido.

e No Capitulo 5, Implementagao Numérica, sao fornecidos detalhes importantes para exe-
cugao do método numérico, tais como integracao numeérica e quadraturas utilizadas, além
da funcgao de transformagao dos elementos triangulares da malha discretizada para um

triangulo de referéncia etc.

e No Capitulo 6, Resultados Numéricos, sao apresentadas as solugdoes numéricas obtidas
com o método de Galerkin Descontinuo, onde sao analisadas e comparadas com a solucao

exata do problema por meio de gréaficos e tabelas a fim de validar o método e o cédigo.

e No Capitulo 7, Conclusoes, sao apresentadas as consideragoes finais.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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2. EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS E
PROCESSOS DE DIFUSAO

Neste capitulo faremos uma breve abordagem a respeito de Equacoes Diferenciais Parciais
com definicoes elementares, classificacoes e alguns exemplos. Também deduziremos a 1% ¢ 2%

Lei de Fick, leis que nos introduzirao o problema da equacao de difusao.

2.1 EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

2.1.1 DEFINICOES BASIiCcAS E EXEMPLOS

Seja u : 2 — R, onde Q C R". Dado u = u(xy, z9,x3,...,2,) € R, uma fun¢ao de varias

variaveis, denotaremos sua derivada parcial com respeito a x; como

_ Ou

Uy, (2.1)

Abreviadamente podemos escrever o operador parcial % como 0,,. Dada esta notagao, po-
k2

demos escrever as derivadas parciais de maior ordem de uw. Por exemplo, se u = u(zx,y, z), a

derivada parcial de segunda ordem de u com respeito a x e y é escrita como

0%u

Ugy = m = 8y8$u = Dngu. (22)

Podemos entao definir uma equagao diferencial parcial (EDP). Segundo Iério [14], uma EDP
¢ uma equagao envolvendo duas ou mais variaveis independentes x1, xs, T3, ..., x, € derivadas

parciais de uma fungao u = u(xy, z9, 3, ..., x,). Uma EDP é uma equacdo da forma

ou ou 0*u  O*u oFu

8[E1 T al’n7 8I127 8x18x2 T 8x1k) =0 (23)

F(z1, ...,z u,

onde = = (x1, 9, T3, ..., T,) € 2, & um dominio em R™ (aberto conexo), F' é uma fungao dada
e u(z) € a solucdo da equacgao diferencial. A equagao (2.3) pode ainda apresentar-se de forma

bastante distinta como por exemplo

ePritin = (. (2.4)

Podemos classificar as EDP “s de acordo com suas caracteristicas como lineariedade, homo-

BACHARELADO EM MATEMATICA
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geneidade, ordem etc.
A ordem de uma equacao é dada pela derivada parcial de ordem mais alta. A ordem de
(2.3) ¢k, caso exista evidentemente a derivada k-ésima.

Exemplo 1.

e u; = u, (Equacdo do Transporte, primeira ordem)

e u; = kuy, (Equagao do Calor, segunda ordem)

o uy = c*u,, (Equacgao do Onda, segunda ordem)

e u,, + u,, =0 (Equacdo de Laplace, segunda ordem)

Quanto a linearidade, caracterizamos uma EDP como linear caso seja linear em u(z) e em
todas suas derivadas parciais, do contrario é dita nao-linear.

A forma de uma EDP linear de 12 ordem é
Z a;j(z)Dju+ b(x)u+ c(x) =0 (2.5)
j=1

tal que algum a; nao ¢ identicamente nulo.

A forma de uma EDP linear de 22 ordem é

n

Z a;;(z)D; Dju + Z bj(x)Dju+ c(x)u+d(z) =0 (2.6)

1,7=1 J=1

tal que algum a;; nao ¢ identicamente nulo.

Vamos chamar uma EDP linear de homogénea se o termo que nao contém a variavel de-
pendente é identicamente nulo. A equagao (2.5) é homogénea se ¢(z) = 0 e (2.6) é homogénea
se d(x) = 0. Caso estas condi¢bes nao sejam satisfeitas, chamamos estas equagoes de nao-
homogéneas. Veja exemplos a seguir.

Exemplo 2.

e u; = u, (homogénea, linear)

® U, + uy,, = x* + y* (ndo-homogeénea, linear)
® U+ Upyy + uu, = 0 (homogénea, nao-linear)
e u,, + uy, =0 (homogénea, linear)

Estas equagoes sao muito importantes pois permitem modelar matematicamente um pro-
blema advindo de outros campos de estudo da natureza, em nosso caso particular, a equacao

de difusdo.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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2.1.2 CONDIGOES DE CONTORNO E CONDIGOES INICIAIS

No intuito de solucionar uma EDP, podemos nos deparar com o fato de nao haver solugoes
[24] ou mesmo haver muitas solugdes [12]. Mesmo no caso linear, a solugao geral envolvera
fungoes arbitrarias das variaveis independentes, existindo um grau de generalidade grande.
Dado um espago R" de variaveis independentes, iremos em busca de solu¢ées em um conjunto
aberto ) C R".

Em uma EDP as condi¢oes de contorno sao aquelas que especificam os valores que a solugao
e suas derivadas tomam no contorno do dominio, ou mais especificamente, na fronteira 0€2 da
regiao ). Problemas deste tipo sao chamados de problemas de valores de contorno e surgem
comumente na descrigdo de problemas fisicos estacionérios (independentes do tempo). Uma
condicao de contorno que especifica o valor da fungao u € 2 em 0¢2 é chamada de condi¢cao de
Dirichlet. Ja uma condigao de contorno que especifica o valor da derivada normal du/0n da
fungao u € Q2 em 0N é chamada de condi¢ao de Neumann.

Vejamos a equacao a seguir

au(z) + u _ flz), =z € 0. (2.7)
on
Representamos matematicamente estas condi¢oes da seguinte forma: dados o e [ constantes,
e f uma func¢ao dada na fronteira 02, se @ = 0 temos uma condi¢ao de Neumann; se B = 0
temos uma condi¢ao de Dirichlet.

Nas EDP “s temos varias variaveis independentes, como por exemplo z e t, entao comumente
fixa-se uma das variaveis, fazendo ¢ = 0, por exemplo, e impde-se o valor da solucao e de suas
derivadas parciais em relacao a variavel fixa como fungao das variaveis restantes, obtendo algo
do tipo

u(z,0) = f(z) e ulx,0) = g(x) (2.8)

onde f(z) e g(x) sao fungoes dadas.

No caso em que x € R e t € R, implica definir o valor da solugao e das derivadas normais
ao longo da curva ¢t = 0; no caso em que x € R? e t € R, teremos o valor da solucao e das
derivadas normais ao longo de uma superficie ¢ = 0. O problema decorrente deste tipo de
condi¢ao chama-se: Problema de Cauchy ou Problema de valor inicial.

Ainda de acordo com Iorio [14], fenémenos oscilatérios e o de difusdo, tema deste trabalho,
comumente sao dependentes do tempo e é portanto conveniente separar a variavel temporal ¢
das demais varidveis independentes z, vy, z. Nesses casos ocorre com frequéncia que o valor da
solugao e das derivadas em relagao ao tempo até a ordem k — 1 (supondo uma EDP de ordem k
em t) sao descritos no instante ¢ = 0 em fungao de z, y, z (condi¢ao inicial), e concomitantemente
sao impostas as condigoes de contorno Vi > 0 em relagao as variaveis espaciais z,y, z. Neste

caso temos os chamados problemas mistos.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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2.2 DIFUSAO

Difusao, segundo Mehrer [17], é o deslocamento ou transporte de matéria ou energia de um
ponto para outro, por meio da agitagao térmica de atomos ou moléculas. A depender do sistema
fisico em que ocorre, a velocidade da difusao pode variar, sendo relativamente rapida em gases,
lenta em liquidos e muito lenta nos sélidos. A difusdo modela uma variedade de fenémenos
fisicos tais como a mistura de gases e liquidos, a passagem de oxigénio por membranas celulares,
a dissolucao de cha em uma xicara de dgua, a difusao de calor em uma chapa metalica etc. As

equagoes responsaveis por governar processos de difusao sao conhecidas como as Leis de Fick.

2.2.1 PRIMEIRA LEI DE FIcK

Considere o fluxo de difusdo de particulas (4tomos, ions, moléculas) em uma dimensao (na
dire¢ao de x). A 1% Lei de Fick é escrita como
Jp = —Dg—i. (2.9)
O termo J, é o fluxo de particulas (fluxo de difuséo), ou a quantidade de material ou energia que
atravessa uma unidade de area por unidade de tempo, e C' é a concentragao dada em quantidade
de certa substancia por unidade de volume (Figura 2.1). A constante de proporcionalidade
D, chamada de coeficiente de difusao ou difusividade, é uma propriedade fisica do sistema.
A equagdo (2.9) nos d& uma informacgao interessante: o fluxo de difusao é proporcional e
tem diregao oposta ao gradiente de concentracao, isto ¢, uma substancia tende a se mover de
uma regiao de alta concentracao para uma regiao de baixa concentracao até que haja uma

equalizacao.

J,=- DAC/IAx

Concentragao C

Distancia x

Figura 2.1: Fluxo de Difusao.
Fonte: Mehrer, 2007, p.28

Em duas ou mais dimensoes usamos o operador gradiente, que generaliza a primeira deri-
vada, obtendo
J=-DVC(C. (2.10)

BACHARELADO EM MATEMATICA
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O operador gradiente V age no campo escalar da concentragdo C(x,y, z,t) no caso 3D e
gera um campo gradiente da concentracao. O gradiente de concentracao VC', em um ponto
arbitrario, aponta na direcdo na qual o campo escalar sofre o aumento mais rapido e sua
magnitude ¢é igual a taxa maxima de crescimento neste ponto.

A primeira Lei de Fick descreve o processo de difusao em um regime estacionério, que ocorre
quando o fluxo de difusao é constante no tempo, isto é, a massa do componente em difusao que
entra numa dada regiao ¢ a mesma que sai, nao havendo acumulagao ou perda liquida.

As leis de Fick podem representar as equacgoes de difusao do transporte de particulas, da

equagao de calor de Fourier (2.11) e da Lei de Ohm de transporte de cargas elétricas (2.12).
J, = —kVT (2.11)
onde J; ¢ o fluxo de calor, T é o campo de temperatura e x ¢ a condutividade térmica.

J, = —oVV (2.12)

onde J, é a densidade de corrente elétrica, V é o potencial eletrostatico e o é a condutividade

elétrica.

2.2.2 EQUACGAO DE CONTINUIDADE

Na Fisica Classica, a Lei de Conservagao determina que uma certa propriedade fisica (quan-
titativamente mensuravel) ndo muda com o decorrer do tempo dentro de um sistema fisico
isolado, como ¢é o caso da energia, momento angular, massa, carga elétrica, dentre outras. Leis
que governam o transporte dessas quantidades que se conservam sao particularmente tteis para
descrever uma variedades de fendmenos. Estas leis sao chamadas de Fquagoes de Continuidade
ou Equacoes de Transporte.

De acordo com Mehrer [17], como os processos de difusao em geral obedecem a Lei de Con-
servacao, o numero de particulas em difusao é conservado, logo podemos definir uma equa¢ao
de transporte para estas particulas. Para deduzi-la vamos considerar um ponto P arbitrario de
coordenadas (z,y,z) e um volume de teste ou volume de controle (Figura 2.2), de lados A,
Ay e Az. O fluxo de difusao J e suas componentes J,, J,, J, variam pelo volume de controle.
Se a soma de fluxos entrando e saindo do volume nao se iguala, ha uma acumulacao ou perda
liquida. O balanc¢o material pode ser expresso como

Entrada - Saida = Taxa de acumulacao ou perda.

Logo, considerando os componentes do fluxo nesta férmula obtemos

[Jo(P) — J.(P + Ax)|AyAz+
[Jy(P) — Jy(P + Ay)|AzAz+ (2.13)
[J.(P) — J.(P+ Az)|AzAy =

Taxa de acumulagao ou perda.

BACHARELADO EM MATEMATICA



EQUAGOES DIFERENCIAIS PARCIAIS E PROCESSOS DE DIFUSAO 9

Ay
Az
S = C|:>Jy(y+Ay)
P AX
/ y

X

Figura 2.2: Volume de teste infinitesimal.
Fonte: Mehrer, 2007, p.30

Realizando a expansao de Taylor da componente J, do fluxo em torno de (P + Ax) até seus

termos lineares temos

J.(P) = JAP—i—Am)%—W(P—(P—FAm))—FG
1.(P) = Jgfu+Axy+§iﬂéi§éf&Am)+e
@wynup+mw::@%%géﬁ@@+a

Fazendo Ax — oo o erro de aproximagao ¢ — 0. Efetuando o mesmo célculo analogamente

para J, e J,, e substituindo em (2.13) obtemos

aJ, 0J, 0J ac

- 2l AzAyAz = —AzAyA
8x+ay+az raYes gt —oYeS
oC
-V - = —. 2.14
v-J > (2.14)

A equagao (2.14) ¢ denominada Equagao de Continuidade.

2.2.3 SEGUNDA LEI DE FIicK - A EQUACAO DE DIFUSAO

Combinando 1? lei de Fick (2.10) e a Equagao de Continuidade (2.14) obtemos a chamada
2% Lei de Fick ou também chamada Equacao da Difusao
aa—f =V - (DVC). (2.15)
Essa ¢ uma EDP de 22 ordem, linear se D nao depende da concentracao, ou nao-linear se
D depende da concentagao. Se a difusividade D é independente da concentracao C, a equacao

(2.15) é reduzida a

oC
— = DA 2.1

onde A denota o Operador de Laplace. Esta forma da 2% Lei de Fick é frequentemente chamada
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de equacao de difusao linear.

A segunda Lei de Fick descreve o processo de difusdao em um regime nao estacionério, que
ocorre quando o fluxo de difusao e o gradiente de concentracgao variam no tempo em determinada
regiao, gerando acumulacao ou perda liquida do componente em difusao.

A titulo de exemplo, na fisica e na quimica, a Lei de Conservacao de Energia determina
que a energia total de um sistema isolado permanece constante ao longo do tempo, portanto
pode-se deduzir uma equacao de continuidade para o fluxo de calor. Combinando-a com a lei

de Fourier, assumindo uma constante de condutividade térmica x, obter-se-a

oT K

— = —AT 2.1

onde T'(x,y, z,t) € um campo escalar de temperatura, p é a densidade de massa e Cy o calor
especifico para volume constante. Esta equagao para conducao de calor que depende do tempo

é matematicamente idéntica & equacao de difusao linear.
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3. METODOS DE APROXIMACAO

Aproximar fungbes é algo muito interessante pois nos permite encontrar solugbes aproxima-
das quando as exatas (analiticas) sao dificeis de serem encontradas. Neste capitulo apresen-
taremos contetudos referentes & aproximagao polinomial de fungoes, aos espagos vetoriais e aos
métodos de Euler e Taylor, necessarios a boa compreensao do método numérico de Galerkin

Descontinuo que abordaremos posteriormente.

3.1 APROXIMACAO DE FUNCOES

Diferentes abordagens podem ser utilizadas para encontrar solugoes de equagoes algébricas e
diferenciais. Essas solu¢oes podem ser tanto escalares ou vetores no primeiro caso como fungoes
escalares ou fungoes vetoriais no segundo caso. A aproximagao por polinémios, especialmente
falando, é bastante comum e consiste basicamente em: dada uma fung¢ao qualquer, encontrar
uma combinagdo linear de um conjunto finito de polinémios (base do espago polinomial) que
melhor aproxime a fun¢ao dada. Dessas fungoes de base sao geralmente esperadas caracteristicas
interessantes como ortogonalidade, diferenciabilidade e continuidade, pois facilitam e otimizam
os calculos necessarios para obtencao das solu¢oes por métodos numéricos. Introduziremos o
espaco de fungoes polinomiais por partes, que é definido pelo conjunto de nés de uma malha
de um dominio. Este espago é de suma importancia para a dedugao no método numérico em
estudo.

Esta secao tomou como referéncia as notas de aula do curso "Methods in Scientific Com-
puting (DD2363), 7.5hp, Spring 2017" do KTH Royal Institute of Technology disponivel em
[22].

3.1.1 ESPACO DE LEBESGUE L?

Dado um intervalo I = [a,b] C R, definimos o Espago de Lebesgue L*(I) como a classe de

todas as fungoes quadrado integraveis f : I — R,

A1) = f :/ | (2)[2dz < 0.
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Definiremos o produto interno em L? por

(.9) = (F9)n = [ @)ooy

assim como a norma L? associada por

T fféz(/ fa \dx),

para a qual a desigualdade de Cauchy-Schwarz ¢é satisfeita,

(£l < (£ gl

Este espaco de fungoes é fechado sob as operacgoes de adi¢gao e multiplicagao por escalar por

meio da desigualdade
(a+0b)* < 2(a® +b%),Va,b > 0,

que é consequéncia do Teorema 1 (Desigualdade de Young).

Teorema 1 (Desigualdade de Young). Dado a,b>0 eec >0,

1
ab < —a®+ = b2
2e

Prova. 0 < (a — eb)? = a® + £2b* — 2abe. O

APROXIMAGAO DE FUNGOES NO ESPACO DE LEBESGUE L2

Dado um espaco vetorial V' (de dimensao infinita) e uma fungao f € V, iremos aproximar
f por uma funcao f, € S, onde S C V é um subespaco finito de dimensao n. Seja {¢; 7 um
conjunto de elementos linearmente independentes que geram o subespaco S. Definimos este

subespaco como
S={fn€V:f.=) a;¢;(x), a; €R} (3.1)
j=1

onde observamos que f, é uma combinacao linear das fungoes {¢;}” Note também que o

=1
conjunto { ¢, }’j“:1 é uma base do subespaco vetorial S, portanto a aproximacao de f no subespaco

S é dada por

f@) = falw) = 3 asos(a)
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PROJECAO L?

Seja f € V, onde V = L?(I). A projegao L? de f no subespago S C V = L?(I), denotada

por Pf, é a projecao ortogonal de f em S, ou seja,
(f—=Pf,s)=0,VseS. (3.2)

Encontrar Pf que satisfaga (3.2) é equivalente a resolver o sistema de equagdes
Zaj(¢j, le) = (f, ¢z) = 0, VZ = 1, 2, o, . (33)
j=1

Para isto observe que podemos reescrever (3.2) como

(f,s) —(Pf,s)=0,Vs€S
(Pf.s)=(fs), Vs€S. (3.4)

Para provar que (3.2) = (3.3), basta observar que se (3.4) vale Vs € S entao vale particu-

larmente para qualquer funcao de base ¢;

Para provar a reciproca (3.3) = (3.2), basta recorrer a lineridade do produto interno e

n
lembrar que qualquer s € S pode ser escrita como s = Zﬁi@-(x), com 3; €R, i=1,2,...,n.
i=1
Resolvendo o sistema de equagcoes (3.3) em sua forma matricial Az = b, onde a;; = (¢;, ¢;),

r; = o , e by = (f, ¢;), obtemos as constantes «; necessarias para obter a projecao de Pf no
subespaco S.

E interessante observar que se {#;}7-, € uma base ortonormal, entdo a matriz A ¢ uma
matriz identidade e o; = (f, ¢;). Se ¢;(x) possui suporte local, ou seja, se ¢;(z) # 0 somente
em um subintervalo de I, entao A serd uma matriz esparsa.

Destaca-se que podem ser feitas projegoes de um espago vetorial L*(R") em qualquer su-
bespaco S C L?(R"), seguindo raciocinio semelhante ao aqui apresentado. Neste trabalho em
particular, faremos a projecio ortogonal do espago vetorial L?(€2), com € C R, no subespaco

vetorial P,(J,) das funcoes polinomiais por partes a ser definido na secao 4.2.

3.1.2 EspPACOs DE POLINOMIOS

Vamos denotar por P,(I) o espago das fungdes polinomiais de grau menor ou igual a p em

I C R, definido pelo conjunto de polindémios

p
q(z) = Zcia:i, x€el,
i=0
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com funcoes de base x* e escalares ¢, além das operacoes de soma e multiplicacao por escalar

(g +7)(z) =q(z) +r(x), (ag)(z)=aq(z),

para ¢,r € P,(I) e « € R. Exemplos de bases para P,(I) sao o conjunto de monomios {x'}!_;

e o conjunto {(z — ¢)'}_,, onde ¢ € I, que fornece as séries de poténcia

EsPACOs DE POLINOMIOS POR PARTES

Dada uma partigao de I = [a,b] C R,
a=20< 21 < ...<Zyp=>

denotamos por 7, = {I;} a malha, onde I; = (x;_1, ;) tem comprimento h; = z; — x;_;. Para
o Método de Galerkin Descontinuo é util definirmos espacos de fungoes polinomiais por partes
que sao continuas em cada subintervalo, mas sao descontinuas globalmemte. Para func¢oes com
dominio em R definimos este espago por P,(7,) := {v : v|;, € P,(L;), i = 1,...,m}. Na secao 4.2
apresentaremos com mais detalhes o espago das fungoes polinomiais por partes com dominio em
R2, essencial para obtermos a solucao aproximada da Equacao Diferencial Parcial que iremos

resolver.

3.2 METODOS DE APROXIMAGAO DE EULER E TAYLOR

Estes métodos serao utilizados para realizar a discretiza¢ao temporal do sistema (4.10).

Como base para descrevé-los enunciamos o importante Teorema de Taylor.

Teorema 2 (Teorema de Taylor). Suponha f € C"[a,b], tal que fOV exista em [a,b], e

xg € [a,b]. Para todo x € |a,b|, existe um nimero {(x) entre o e x com

f(x) = Pu(x) + R()

onde
" (250 , (n) (4
Pa(a) = flao)+ Flao)a —x0) + L0 @ g o T
n ) (g
— > k(' )<$—$0)k
(n+1) (¢ (
R,(z) = M(m — o)™+

(n+1)!
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Denotamos P,(x) o Polinomio de Taylor de ordem n da funcao f centrada em xg, e R, (z)

o erro de truncamento de P,(x). Quando n — oo em P,(x) temos a famosa Série de Taylor.

METoDO DE EULER EXPLIiCITO

O Método de Euler Explicito [5] € um método de primeira ordem usado para obter solugoes
numéricas de Equagoes Diferenciais Ordinarias sujeitas a uma condi¢ao inicial. O método
obtém aproximagoes para um problema

dy

T =Jty), a<t<b ya)=a (3.6)

Aproximagoes da solucao y(t) serdo obtidas em vérios pontos do dominio no intervalo [a, b],
também podendo ser chamados de pontos de malha ou nés. Em seguida ¢ obtida uma aproxi-
magao da solugao no restante do intervalo por meio de uma interpolacao.

Para deduzir o método supomos incialmente que os pontos da malha estao igualmente

espagados no intervalo [a, b], escolhendo um inteiro positivo N de forma que
ti=a+1th, i=0,1,2,...,N,

onde a distancia h = (b — a)/N = t;y1 — t; é chamada de tamanho de passo.

Através das Séries de Taylor, podemos escrever uma fungao g € C*la, b] como

n

©_ (g
o) = LD gy

Dada a equagio (3.6) suponha que y(t) € C%. Logo, para cada i = 0,1,2,..., N, temos pelo
Teorema 2 (Teorema de Taylor) uma aproximagao de y(t). Truncando y(¢) a partir do termo

contendo a segunda derivada em sua Expansao de Taylor, obtendo a seguinte aproximagao

y(tiv1) = y(t) + hy'(t:)
y(tiv) = y(t) +hf(ti,yt)).

O erro de truncamento local deste método é O(h) como veremos adiante.

METoDO DE EULER IMPLiCcITO

O Método de Euler Implicito é obtido da mesma equacao inicial do Método de Euler Expli-
cito, entretanto é centrado em t;.1. Geometricamente, em vez de usar a reta tangente ao ponto

(t;,y(t;)) o método implicito usa a tangente do proximo ponto (t;41,y(t;11)), aumentando a
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estabilidade. Podemos deriva-lo integrando (3.6) em ambos lados, de ;1 a t;,

tit1

y(tivr) —y(ti) = f(t,y(t))dt

ti

e aproximando a integral pelo método do retangulo pelo lado direito obtemos

y(tiv1) —y(ts) = hf(tir, y(tiv))
y(t:) + hf(tiv, y(tiva))
y(ti) + hy'(tiv1)

2

I

onde h = tiJr]_ — tz
O erro de truncamento local deste método é similar em magnitude ao erro de truncamento
local do Método de Euler Explicito e a ordem de convergéncia também ¢ similar (ver [3], p.51).

As duas maiores diferencas entre os métodos sao:

e O Método de Euler Implicito é mais custoso computacionalmente em cada passo, pois
o termo y(t;;1) aparece dos dois lados da equagdo, sendo que em EDO ’s nao lineares,

torna-se necessaria a resolucao de uma equagao nao linear em cada passo no tempo.

e Para uma dada Equagao Stiff (de maneira geral, uma Equagao Stiff ¢ uma equagao di-
ferencial na qual certos métodos numéricos sdo numericamente instaveis), o Método de
Euler Explicito necessitara de tamanhos de passos bastante reduzidos para mitigar os
erros de aproximacao, o que resulta numa discretizacao mais refinada e, portanto, num
substancial nimero de passos. Ja o Método de Euler Implicito é mais estavel e requer

bem menos passos que o método explicito.

METODO DE TAYLOR DE ORDEM N

O Método de Taylor nada mais é que uma generalizagao do Método de Euler para diferentes
valores de n, ou seja, o Método de Euler € o caso particular do Método de Taylor quando n = 1.

A seguir apresentamos um importante resultado do erro obtido nestes métodos.

Teorema 3. Se o Método de Taylor de ordem n é usado para aproximar a solu¢do de

y(t)=f(tyt), a<t<b, yla)=a,
com tamanho de passo h e se y € C""{a,b], entdo o erro de truncamento local é O(h™).

O erro de truncamento local fornece um paradmetro importante para comparar a eficiéncia
de diferentes métodos numéricos. Em um passo especifico ele mede a diferenca entre a solucao

exata da equacao diferencial e a solugao aproximada. Considere o problema de valor inicial

v = f(t,y), a<t<b, yla)=c
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O método das diferencas

Wyg =

Wiyl = W;+ thS(t“wZ), para cada 1= 0, ]_, N — 1,

tem erro de truncamento local dado por

_ Y — Wi+ ho(ti ) v —yi

Tz‘+1(h) h h

(i, yi),

para cada i =0,1,..., N—1, onde y; e ;1 denotam a solugao em ¢; e t;,1 respectivamente. Este
erro ¢ um erro local porque mede a precisao do método em um passo especifico, assumindo que
o método é exato no passo anterior. Como tal, depende da equacao diferencial e do tamanho
do passo dado na aproximagao. Pelo Teorema de Taylor deduzimos que o Método de Euler tem

erro de truncamento local
h
Tiy1(h) = E?J”(é}'), para algum & € (t;,ti11).
Quando y"(t) ¢ limitado por uma constante M em [a, b], isto implica

[Tipa(h)] < 5 M,

| =

portanto o erro de truncamento local do Método de Euler ¢ O(h).

Entre os métodos numéricos para resolver equacoes diferenciais ordinarias escolhe-se comu-
mente aquele que tenha a maior ordem do erro de truncamento local O(h?), ou seja o maior
valor de p possivel, desde que se mantenha o niimero e a complexidade dos calculos dentro de
um limite razoavel.

Neste trabalho iremos empregar o método de Euler implicito para discretizacao temporal.
Também podemos fazer uso dos métodos de Taylor de ordem n ou de Runge-Kutta de ordem
mais alta para a discretizagao temporal, entretanto tais discretizacoes necessitam do uso de
limitadores para manter a estabilidade do método numérico ([7], [8]) e demandaria um estudo
mais aprofundado em tais técnicas. Ademais, os métodos de aproximacao de 1% ordem na
discretizacao temporal utilizados apresentam aproximagoes suficientemente satisfatorias para o
proposito deste trabalho.

Maiores detalhes sobre o método de Runge-Kutta e os algoritmos de implementagao podem
ser obtidos em [5] e [7].
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4. METODO DE GALERKIN DESCONTI-
NUO

Neste capitulo deduziremos o método numérico de Galerkin Descontinuo para uma equagao
de difusao em R2, detalharemos o processo de discretizacao do dominimo espacial e temporal,
e realizaremos manipulacoes apropriadas no problema inicial para apresenté-lo em sua forma
fraca (variacional). Na sequéncia, com a discretiza¢ao do problema, apresentaremos o sistema
de equacoes a ser solucionado computacionalmente para obtencao da solucao aproximada da
EDP. Atencao especial serda dada a descrigdo e montagem das matrizes e vetores que compoem
o sistema de equagoes.

Este capitulo, com algumas adaptagoes e inclusoes referenciadas no texto, tem como refe-

réncia fundamental o artigo de Frank, Reuter, Azinger e Knabner [11].

4.1 PROBLEMA MODELO

Seja J := (0,1 ina) um intervalo de tempo finito e 2 C R? um dominio poligonal limitado
com fronteira 0f) subdividida em partes 0{2p e OS2y sobre as quais as condi¢oes de Dirichlet e

Neumann sao respectivamente impostas. Consideremos a equacao de difusao

dc(t, )

T V- [d(t,z)Ve(t,z)] = f(t,z) em J x £, (4.1)

sendo ¢ : J x 2 — R a concentracao, com coeficientes d : J x Q — R* e fonte f: J x Q2 — R
conhecidas.

Considere ainda as seguintes condigoes iniciais e de fronteira:

c=cp em Jx JQp (4.2a)
—Ve-v=gn em JXx0Qyn (4.2b)
c=c" em {0} x (4.2¢)

com as condi¢oes iniciais ¢” : Q — R e de fronteira cp : J X 9Qp — R, gy : J x 00y — R, onde
v denota o vetor normal exterior ao contorno 0f2.
Iremos aplicar o método de Galerkin Descontinuo na discretizacao espacial do problema

modelo (4.1)-(4.2) através de uma partigao/malha formada por triangulos do dominio 2. Para
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discretizacao temporal em J iremos empregar o método de Euler implicito. Mais detalhes
podem ser encontrados em [9], [11] e [21].

Porém, também podem ser utilizadas outras discretizagoes que separam tempo e espaco,
onde discretiza-se a variavel espacial usando elementos finitos ou diferencas finitas resultando
num problema semi-discreto, tendo um sistema linear de EDQO’s a solucionar, e um outro método

para discretizar a variavel temporal serd necessario.

4.2 DISCRETIZACAO PELO METODO DE ELEMENTOS FI-

NITOS: DEFINICAO E NOTAGCOES

Para compreender o Método de Galerkin Descontinuo e fazer sua aplicagao em um dominio
) C R?, é necessario construir um espaco de dimensao finita ou espaco de elementos finitos.
Segundo Johnson [15], para determinar um espago de elementos finitos V}, é preciso especi-

ficar:

e uma triangulacao 7, do dominio Q C R?;
e a natureza das funcoes v € V}, em cada elemento 7, € T;

e 0s parametros usados para descrever as funcoes.

TRIANGULAGAO

Uma triangulagao 7, do dominio  C R? (discretizacao da malha em tridngulos) é uma
particao deste dominio em K triangulos fechados. Formalmente podemos defini-la como 7,
={mn € Q| k=12,..,KeK € N}, onde cada 7, ¢ chamado de elemento desta particao.
Geometricamente, podemos visualizar os elementos como intervalos quando €2 C R, triangulos
quando € C R? ou tetraedros quando € C R®. Definimos também &g o conjunto de arestas
interiores, 8y 0 conjunto de arestas de fronteira e § := Eq U Eyq = { '} o conjunto de todas as

arestas (Figura 4.1). Dividimos ainda as arestas de fronteira em Dirichlet &, e Neumann &y .

Figura 4.1: Triangulacao de um poligono Q C R2.
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_ K

Em um dominio € poligonal temos que @ = [J 7. Além disso Vi # j, ;, N7, = E (a
i=1

intersecao de elementos é uma aresta) ou 7; N 7; = p (a intersecdo de elementos é um vértice p

em comum).

Para cada 7, € 9, definimos:
e h, := diametro de 73, ou scja, ¢ o lado de maior comprimento de 7y;

e h:= max hs.. A quantidade h ¢ a medida de quao refinada é a particao.
TkEIn

Denotaremos por v, o vetor unitario normal externo ao elemento 75, em sua fronteira 07y.
Para uma aresta interior E € g compartilhada por triangulos T~ e T e x € E, iremos definir

os valores laterais de uma fungao escalar w = w(x) por

w(x) = lim w(x —evp-) e wh(x):= lim w(x — evp+).
e—0t e—0*
Para uma aresta na borda E € 8y, somente w™ (x) faz sentido. Os valores laterais de uma

fungao vetorial y sao definidos analogamente. A média e o salto de w em E sao dados por
{lwl}:=w +w)/2 e [[W]=wvr-+wvp =(w —w")vp-.

NATUREZA E PARAMETRO DAS FUNGOES

A natureza das fungoes usadas para aproximar a solu¢ao do problema (4.1) pode ser linear,
quadréatica, cibica etc, e reflete, por exemplo, no grau de precisao da solu¢ao numérica obtida e
no custo computacional do método. Neste trabalho o espacgo de elementos finitos seré o espago
das fungoes polinomiais por partes, neste caso, polinomiais quando restritas aos triangulos da
triangulagao J,. Para construir este espago, primeiramente denotaremos por P,(7;), o espago
das fungoes polinomiais de grau menor ou igual a p em um triangulo 7, € J,. Em seguida,
denotamos o espaco das fungoes polinomiais por partes na triangulacao 7, por P,(7,) := {wy, :

Q = R | V7, € Ty whr, € Po(me)}-

4.3 FORMULAGAO MISTA

O método de Galerkin Descontinuo local é resolvido para duas variaveis: a solucao e o seu
gradiente. Assim temos o que chamamos de uma formulacao mista, pois introduziremos uma
variavel vetorial z := —V¢ ao problema inicial que acrescentara uma segunda equacgao a ser

resolvida. Reescreveremos também (4.1) e (4.2) com as mudangas necessarias nas condigoes de
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fronteira:

z=-Vec em J x Jp (4.3a)
Owc+V-(dz)=f em J x Jp (4.3b)
c=cp em J xJ8p (4.3¢)
Z-V=gn em J x 0y (4.3d)
c=c" em {0} x (4.3e)

4.4 FORMULACAO FRACA OU VARIACIONAL

E possivel transformar os problemas que possuem um operador diferencial em um outro
formato, chamado de forma fraca do operador, que nada mais é que a representagao do problema
através de integrais as quais ja englobam as condigoes de contorno.

Para fazer isto utilizaremos o processo de integracao por partes no R™ mostrado a seguir.

INTEGRAGAO POR PARTES EM R"

A fim de deduzir este processo de integracao, enunciaremos primeiramente o Teorema do

Divergente, cuja demonstragao pode ser encontrada em [1].

Teorema 4 (Teorema do Divergente). Seja 2 C R™ um conjunto aberto e limitado com fronteira
C'. Seu é uma funcio de classe C' em uma vizinhanca aberta O de €, isto €, u € C*(O),

entio para cada i € {1,2,...,n}

/ UpdV = | wmidS,
Q [2)9]

onde 1v : 02 — R™ € o vetor unitdrio normal exterior a fronteira 02. Equivalentemente,

/V~udV:/ u - ndS.
Q o9

Apresentado este teorema, suponha 2 C R" um subconjunto limitado com fronteira suave
por partes I' = 9, uma funcdo escalar u : Q2 — R e um funcdo vetorial (campo vetorial)

F : Q — R", ambas funcoes de classe C' em . A regra do produto do divergente setencia
V- (uF)=uV-F+Yu-F.

Integrando sobre €2 com respeito a forma de volume padrao de Riemann em R"™, aqui deno-

tada por df2, e aplicando o Teorema 4 (Teorema do Divergente) obtemos

/uF-ﬁsz/V-(uF)dQ:/uV-FdQ+/Vu-FdQ
I Q Q

Q
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onde m é o vetor unitario normal exterior a fronteira I', integrado com respeito a forma de
volume padrao de Riemann em R"™!, aqui denotada por dr.

Rearranjando os termos obtemos a férmula de integracao por partes em R"
/ uV - FdS) = /uF -ndl’ — / Vu - Fdf). (4.4)
Q r Q

DEDUCAO DA FORMULAGAO FRACA OU VARIACIONAL

Para construir a forma fraca, multiplicamos a forma forte, composta pelas equacoes originais
do problema (4.3a) e (4.3b), pelas fungoes teste suavesy : T — R? ew : T — R respectivamente.
Para (4.3a) obtemos

z+Ve=0
y-z(t)+y-Ve=0.

Em seguida, integra-se a equagao em um triangulo arbitrario T'

/Ty-z(t)dA+/T(y-Vc)dA:0

e pela equagdo (4.4), deduzida através do Teorema 4 (Teorema do Divergente), obtemos

/T(y - 2(t))dA — /T(C(t)v -y)dA + / (c(t)y - vr)dS =0.

or

Analogamente para (4.3b) obtemos

woe(t) + wV - (dz) =wf
/T wihe(t)dA + /T WV - (dz)dA = / wfdA

T

e assim da equagdo (4.4) obtemos

/T whe(t)dA — /T (d(1)2(t) - Vaw)dA + /

oT

(wd(t)2(t) - vr)dS /T wf(t)dA.

A partir desta secao, os elementos de integral de area dA e integral de linha dS serao

omitidos a fim de nao sobrecarregar a notagao.

4.5 TFORMULAGAO SEMI-DISCRETA

Por vezes ¢ ttil realizar o processo de discretizagao em dois estagios. No primeiro discretiza-
se a equagao somente no espaco, deixando o problema continuo no tempo. Isto levard a um
sistema de EDO’s no tempo chamado de "equagoes semi-discretas". No segundo estagio o tempo

¢ discretizado e o sistema ¢ resolvido através de um método numeérico para EDO’s (conforme
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segao 4.10 adiante).

Neste primeiro estégio, de discretizacao da dimensao espacial, preocupamo-nos com a tri-
angulacao 7, do dominio 2 C R? e com a construcao do espaco das funcdes polinomiais por
partes P,(7,) := {wp, : @ = R | V73, € T, wp|r, € Pp(m)}-

Na formulagao semi-discreta aproximaremos as fungoes coeficiente d(t), f(t) e ¢® (dado t € J
fixado) por fungoes polinomiais por partes, ou seja, di(t), fa(t) e ¢ € P,(7,) (mais detalhes
serao apresentados na se¢ao 5.3). Como estas aproximagoes sao feitas usando a projegao or-
togonal do espago vetorial L?(€)) no subespaco vetorial P,(7},), a precisdo aumenta de acordo
com a ordem polinomial p. Na se¢dao 3.1.1 descrevemos a projegao ortogonal de L*(I) em um
subespago vetorial S. A projecio ortogonal de L?(Q) em P,(7,) segue a mesma ideia.

Incorporando as condigoes de fronteira (4.3c) e (4.3d) e adicionando os termos de penalidade
para os saltos nas variaveis primarias, a formulacao semi-discreta nos leva ao seguinte problema:

Encontrar (z4(t), cu(t)) € [Pp(Tn)]* x P,(T5) tal que as equagoes seguintes sejam satisfeitas
para t € J e VI~ € Ty, Yyn € [Pp(Tn))?, Ywy, € Pp(Ty):

{lcn(t) [} em &g
/71 yh-Zh(t) —/ Ch(t)v.yh—i_/aT Y, V- CD<t) em &p =0 (4.5&)

c, () em &y
({20 [} vr + ()] vr- om 6o |
-

/whatch(t)—/ dh(t)zh(t)-th+/ wy, R d-()z(t) v + —(c; (t) —ep(t))  em &p
_ _ o

hT—

Hk

\ di:(t)gN@) em gN )

_ / wnfull), (4.5b)

** 520 chamados de termos de penalidade, > 0 é chamado de coeficiente de penalidade

onde * e
e hy_ é o diametro do elemento T~ (neste caso o comprimento da maior aresta do tridngulo).
Os termos de penalidade hi_[[ch(t)]] ‘Vr- e #(C; (t)—cp(t)) em (4.5b) garantem uma matriz
de posto completo no sistema de equagoes a ser resolvido, na auséncia de derivadas do tempo.
Esse resultado é dado no Teorema 5 a seguir, que garante a existéncia e unicidade da solugao
para o esquema de equacoes apresentado. Uma prova deste teorema pode ser encontrada em

[|20], Lema 2.15]].

Teorema 5. Suponha 6; = hi > 0. Logo existe uma tnica solucao para o esquema de

equagoes (4.5a)-(4.5b).

4.6 REPRESENTACAO DAS BASES LOCAIS

A fim de representar as bases locais iniciemos com a definicao de suporte de uma funcao.

Seja f : X — V uma func¢ao definida em um espago topologico arbitrario X com imagem num
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espaco vetorial V. O suporte de uma funcao é definido como

supp(f) ={z € X : f(z) # 0},

ou seja, ¢ o menor subconjunto fechado de X onde a funcao é diferente de 0.

Ao contrario dos métodos finitos tradicionais que usam func¢oes de base continuas globais,
o Método do Galerkin Descontinuo nao possui exigéncia de continuidade nas fronteiras dos
elementos (triangulos), portanto o suporte de uma fungdo base ¢; : @ — R é o triangulo
T € Ty, ou seja, ¢p; = 0 em Q \ 7x. Essas fung¢oes podem ser definidas arbitrariamente, desde

que gerem o espago P,(7y), ou seja,

Vkel,2,.., K, Py(r) = span {¢pi}icf1,2,.,n}, onde N := w = (p;?)
é N é o numero de graus de liberdade locais e KN o ntimero de graus de liberdade globais (para
mais detalhes ver [13]). Os graus de liberdade no método de Galerkin Discontinuo representam
nada mais que a dimensao do espago vetorial P,(7;). O ntmero de graus de liberdade N em
cada triangulo pode variar de triangulo para triangulo, a depender da ordem de aproximacao
polinomial p adotada em cada um, porém neste trabalho N sera igual para todo tridngulo da
malha. As fung¢oes de base polinomiais até ordem 2 empregadas no triangulo de referéncia T,

definido na se¢ao 5.1, e aplicadas na implementacao, sao as seguintes:

¢A51(i”) = \/57
)

d4(2) = V6((102" — 8)&! + 1),
d5(2) = V3((52" — ) + (—1522 + 12)4? — 1),
d6() = 3VB((32! + 822 — 4)&! + (322 — 4)22 + 1),

onde Py(T) = Span{qgl} P.(T) = span{y, ¢, ds} e Po(T) = span{dy, ba, 3, b, @5, b6}, ou
seja, de forma geral P, (T ) = span{gbl, ¢2, o qZ;N} e as fungoes base sao ortonormais em relagao
ao produto escalar em L? sobre T (ver segao 3.1.1), propriedade que fornece boas vantagens
computacionais como seréd observado posteriormente. Essas fungoes nao fornecem propriedades
de interpolagao nos nés da malha como as fungoes de base de Lagrange que sao frequentemente
usadas nos métodos de Elementos Finitos continuos.

Solugoes locais para ¢;, e z,(t) podem ser representadas em termos das fungoes de base:

en(t, )|z, = Z% (t)rj(x (4.6)

di(x)] =
0 ]+Z(t)[¢k] ]) Z

Jj=1

N

altalin =3 ( 240

Jj=1

Zy; () prj ()
Z;(8) d) i(@)

] L)
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Representamos os coeficientes associados as variaveis bidimensionais ¢j; como vetores
I S A 204\ . 72 S
C(t) == Cyj, Z'(t) == Zy; e Z*(t) = Zj;. De forma similar expressa-se localmente (em

cada Tj) as fungoes coeficiente como vetores [C°]; para ¢, [D];, para dj, e [F];. para fj.

4.7 SISTEMA DE EQUACOES

Na segao 4.5 deduzimos as equagoes discretizadas (4.5a) e (4.5b). Testando a equagao (4.5a)
com y = [¢r;,0]" e y = [0,¢1]"; a equacdo (4.5b) com wy, = ¢y, para i € {1,2,..., N}; e uti-
lizando as solugoes ¢y, (4.6) e zj (4.7) representadas em termos das fungoes de base, obtém-se

um sistema de equagoes dependente do tempo

N N
3 <Z Cr-j()r-5 + > Ci; (t)¢k+j) em &g

N N j=1 j=1
Z Z}Z;(t) / OriPrj — Z Ch;(t) Om QriOrj + dr-iVi- . cp(t) em &p ;=0
j=1 T j=1 Ty, oy, N
I 11 Z Cr5(t) o1 em &y
j=1

II1

param € {1,2},
2

N N N
> 0Cy;(t) / Gridng — Y Du(t) > Y Zii(t) / Opm OkiOri Prj
j=1 Tk =1 Tk

= j=1m=1
v v
2 N N N N
: Z L (Z Dy—1(t) b1 Z Zi () e + Z D+ 1(t) Pri Z Z (t)¢k+j>
m=1 =1 =1 =1 =1
N N
o (Z Crj (D5 — > Ck*j(t)dﬁcw) em &g
+ Pr-i 2 ];1 N = N
or
' Z 78 Z Dy-1()pr-1 ) 23 () -5 + # (Z Cri () pr—j — cD(t)> em &p
m=1 1=1 =1 = \j=1
N
gn(t) Z Dy-1(t)or-1 em &y
=1

VI

N
= Fult) [ dridwm,
=1 T

VII
onde vy, = vy, = [}, v2]" e Ty ¢ identificado como T),- nas integrais de fronteira. Escre-

vendo o sistema de equagoes acima em sua forma matricial temos

0 M 0 -H'+Q"+QN\| |2} -J3
0 |+ 0 M ~H?>+Q*+Q%| |2?| = —J3 (4.9)
Mo,C -G'+R'+ R, -G?+ R?>+ R} n(S + Sp) C nKp — Ky + L
= A(t)

com representacao pelos vetores

Zm(t) = [25(t) - ZINE) e Z() - ZRN(1)]T param € {1,2},
C(t) = [Cu(t) tee ClN(t) tee CKl(t) s CKN(t)]T.
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Notamos que a dimensao do sistema de equagoes (4.9) é dada por 3K N. As matrizes em

bloco e o lado direito deste sistema de equagoes sao detalhados nas se¢oes a seguir.

4.8 DETALHAMENTO DAS MATRIZES DE AREA DO SIS-
TEMA DISCRETO

As matrizes descritas nesta se¢ao sao aquelas que agrupam os termos com integrais de area
ka. Essas matrizes possuem estrutura em bloco esparsa (preenchidas com zeros nas entradas
fora dos blocos).

RKNXKN

A matriz massa M € em [ e IV é definida em termos de componente como

[M] (e 1)N+i,(k—1)N+j = [ Ori®rj-
Ty

Dado que as fungoes de base ¢; tém suporte apenas em cada triangulo Tj,, M tem uma

estrutura de blocos diagonal

M, Or1®r1 .. PrOrN
M = sendo My, = : . :

Tk

Mo, OuNPEL - OENOEN

Como ¢ possivel observar, a matriz M consiste de K matrizes de massa locais My, € RV*V

e
daqui por diante sera escrita com a notacao M = diag(Mr,, ..., My, ), assim como serdo outras
matrizes diagonais que surgirem.

As matrizes em bloco H™ € RENXEN "y e 11,2} em II sdo dadas por
[H™| (k- 1) N-tiy(k—1)N+j = / Oy i O -
Ty,

De forma similar a M, as matrizes H™ = diag(Hf., ..., Hﬂ) sao blocadas e diagonais com

matrizes locais

OumPr1Pk1 . Ouwm@Pr1Prn
H}”k = : : :
Ty,

em QN Pr1 - Oum QpN QLN

De fato, todas as matrizes blocadas de integrais de volume (integral da fungao sobre a éarea
de um triangulo T}) tém estrutura diagonal blocada devido ao suporte local dos integrandos.

As matrizes blocadas G™ € REN*EN "y € {12} em V

(G™](k=1)Nti,(k—1)N+j = ZDkl )/ Opm Pri Qi1 O
Ty
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possuem tanto termos dependentes do tempo quanto nao dependentes. As matrizes G™ =

diag(G', ..., GI. ) tém matrizes locais
N Opm Pr1 Oi P - Opm O PriPrn
=Y Dult) I :
_ T
= O SN Oridrs - Oam Orn Pr1dkN

O vetor L(t) resultante de VII é obtido pela multiplicagdo do vetor representante de fj,(¢)

pela matriz massa global M':

L(t) = M[F,,(t) - Fin@t) - Falt) - Fen()]".

4.9 DETALHAMENTO DAS MATRIZES DE FRONTEIRA DO
SISTEMA DISCRETO

Nesta secao estao detalhadas as matrizes que agrupam termos com integrais sobre a fronteira
Jom,
ARESTAS INTERIORES &g

Nesta secao, consideramos um triangulo fixo T = T)- com aresta interior Ey—,,- € 9T)- N
&Eq = IT),- N 0T},+ compartilhada entre um tridngulo adjacente T+ e associada com indices de
aresta local n=,nt € {1,2,3} (Figura 4.2).

Ti+

Figura 4.2: Triangulos 7, adjacentes com aresta em comum FEj—,,-.

Primeiro, consideraremos o termo III. Para um i € {1,2,..., N} fixo, ha a contribuicao de
¢r-; em cada matriz blocada Q™, m € {1,2},

1 N
S > Cestt) [
j=1 Ei

N
1
Or—i®r-j + §V;€n—n— Z Ci+j(t) / Pr=iPr+j-
=1

k—n—

n

c RKNXKN

As entradas nos blocos da diagonal de Q™ sao dadas em termos de componentes
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por

m 1 m
Q ](k—l)N-l-i,(k:—l)N-l—j 325 Z / Pri®rj = Z VinSE g

Er,€0TrNEq EkneaTkmég

onde a matriz local Sg, € R¥*Y corresponde a aresta interior Ey, de T, n € {1,2,3}:

SEk:n = /
Ekn

As entradas fora das diagonais blocadas em Q™ sao nao nulas para os pares de triangulos

¢k1¢k1 s ¢k1¢kN

OkNPR1L - PENPEN

Tx-,Tx+ com OTk- N OTx+ # (). Elas consistem de termos mistos contendo funcoes de base

de ambos os triangulos adjacentes e sao dadas por

1
[Qm](k‘—l)NJrL(k*—l)Nﬂ = 51/;2””/]5 Or—iPr+j
kE—n—
Observe que o indice de aresta local n~ ¢ dado implicitamente uma vez que 0Tx- N ITx+ #
consiste de exatamente uma aresta Er—,,- = Er+,+.
A seguir, consideremos o item VI contendo os temos de média e salto que produzem con-

tribuicoes as multiplas matrizes blocadas por ¢,

N N N
2’/1?1—71—;1)#1(75);2?—]‘(04 Or—iPr— 1Pk + Vk ZDkﬂ ZZI?}FJ‘@)/E Ok i P+ 1Pkt

n j=1 k™n

N N
/. E Ui
h pu /E ¢kz*i¢k*j - th__ ;Ckﬁ’j(t)/ ¢k*i¢k+j-

- k—n— k—n—

As primeiras integrais sao responséveis pelas entradas nos blocos da diagonal e fora da

c RKNXKN

diagonal da matriz blocada R™ que terminam na tdltima linha do sistema (4.10).

Entradas nos blocos diagonais sao dadas em termos de componentes como

N
O e o> Dkl(t)/ OriPrdrj = 5 > vilRe, )i

Ern€0TuNE =1 Epn, Ern€dTpNE:
com
N Or1PuiPr1 - Pr1OROKN
REkn = Z Dkl<t) . . .
=1 Ekn

¢I~cN¢kl¢k1 s ¢kN¢kl¢kN
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Mais uma vez, entradas em blocos fora da diagonal nao nulos consistem de termos mistos:

N
[R™] k= —1)Ni,(kt —1) N+ = %ViTn Z Dkﬂ(t)/ Pr—iPrt1Pr+j-
=1 k~n~
Todos os blocos fora da diagonal correspondentes aos pares de triangulos que nao comparti-
lham uma aresta sao nulos. A segunda integral do termo VI resulta em uma matriz blocada
S € RENXEN gimilar & Q™. Suas entradas diferem somente no coeficiente e na inexisténcia
da normal. O termo hr, da definicdo do termo de penalidade em (4.5b) é substituido aqui
pelo comprimento da aresta local |Ej,| para garantir unicidade do fluxo sobre a aresta que é
necessario para garantir a conservagao da massa local. Nos blocos diagonais, pode-se utilizar

novamente a matriz Sg,, previamente definida e obter

1 1
[S](k—1)Nti(k—1)N+j = Z = PkiPrj = Z =7 S B i

B, €0TiNEq | Exnl /b, By, €0TeNE | Een|

enquanto as entradas em blocos fora da diagonal sao dadas por

1
[S] (k= —1)Ni (bt —1)N4j = ——/ Or—iPr+j-
|Ek—n—’ E

k—n—

ARESTAS DE DIRICHLET &p

Considere a fronteira de Dirichlet 0€2p. A contribui¢ao do termo III consiste somente de
dados ¢p(t) prescritos e consequentemente entram no lado direito do sistema (4.9) como um

vetor J € REN 'm € {1,2} com

T v = > v Pricp(t).

Eyn,€0TiNEP Ekn

O termo VI contém dependéncias de zp(t), cp(t), e dos dados prescritos cp(t), assim produz

trés contribuicdes ao sistema (4.9): os blocos do lado esquerdo R%, Sp € RENXEN "yy € 11 2}
[Rg] (k_l)N+i7(k_1)N+j = ZEkn€8Tkm€D V]?:L [REkn]ZJ’
1

[SD](kfl)N+i7(k71)N+j = ZEknEaTkﬂ(gD m[SEkn]Zy]’

e o vetor do lado direito K € REN

(KDl k—1)N+i i= Z ! oricp(t).

Epn€0TNED | Eknl /b,
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ARESTAS DE NEUMANN &y

Considere a fronteira de Neumann 0€2y. O termo III substitui a média da variavel primaria

sobre a aresta pelo valor interior, resultando na matriz blocada diagonal Q% € REN*EN com

QW) k-vNrie-nN+s = Y. Vin[Sg i

By, €0TNEN

O termo VI contribui com o lado direito do sistema (4.9) uma vez que contém somente

dados ja fornecidos. O vetor correspondente Ky € REYN ¢ lido

(KN (k-1)N4i = Z ZDkz(t)/E DriPrign ().

Eyn€0T N8N I=1

4.10 DISCRETIZAGCAO DO TEMPO

O sistema (4.9) é equivalente a
WoY (t)+ At)Y (t) = V (¢) (4.10)

onde A(t) esta definido em (4.9), a solucio Y (t) € RN o vetor do lado direito V () € R3EN

e a matriz W € R3EN>*3KN ¢34 definidos como
Z\(t —J3(t) 00 O
Y(t):= |Z2t)|, V() := —J3(t) , W:==10 0 0
C(t) nKp(t) — Kn(t) + L(t) 0 0 M

O sistema (4.10) é discretizado usando o Método de Euler Implicito (ver se¢do 3.2). Para
discretizagoes do tempo com maior ordem de aproximacgao polinomial sao necesséarios outros
métodos, tais como os métodos de Runge-Kutta tipo TVB (total variation bounded) [7], a fim
de fazer uso eficiente de discretizagoes do espaco através de métodos de Galerkin Descontinuo
de ordem mais alta. Porém, para obter tais métodos torna-se necessério o uso de limitadores,
tema de estudo nao abordado neste trabalho.

Dada uma discretizacao do intervalo de tempo J em pontos nao necessariamente equidis-
tantes 0 = t' < t? < ... < tina, definimos o tamanho do passo At" := t"*! — ¢". Logo pelo
Método de Euler Implicito

[Y (") = Y (t")]/At" = 9,Y (t"*1)
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entao

W@tY”H 4 An—i—lyn—i—l — Vn+1
W[Y”‘H _ Yn]/Atn + An+lyn+1 — Vn+1
W[yn+1 . Yn] + AtnAn+1Yn+1 — Atnanrl

obtendo, portanto, a seguinte formula para um passo no tempo
(W + A" A" YY" = WY™ + A"V

onde abreviamos A" := A(t"),Y" :=Y (t") e V" := V(t").

BACHARELADO EM MATEMATICA



IMPLEMENTAGAO NUMERICA 32

5. IMPLEMENTACAO NUMERICA

Neste capitulo abordaremos alguns detalhes importantes e inerentes ao processo de imple-
mentacao do codigo numérico. Mais especificamente, definiremos a transformagao afim neces-
séria para realizar a integragao numeérica a partir de um triangulo de referéncia T, forneceremos
detalhes das quadraturas utilizadas nos elementos triangulares da discretizacao, apresentaremos
o célculo do erro de discretizacao e como foram feitas as aproximacoes das fungoes coeficiente

d(t), f(t) e das condigoes iniciais °.

5.1 TRANSFORMAGAO AO TRIANGULO DE REFERENCIA

A geometria das malhas discretizadas e a triangulacao feita comumente geram elementos
que estao distribuidos de forma irregular, ou seja, nao estao alinhados aos eixos cartesianos.
Isto pode trazer dificuldades para o calculo de integrais e dos pontos de quadratura numérica
dos elementos da malha. Desta forma, o célculo das integrais sobre os triangulos e as arestas
do sistema de equacoes discretizado apresentado na segao 4.7 pode se tornar custoso.

Para contornar este problema é interessante buscar uma forma de padronizar as contas e
otimizar o tempo computacional do método para obter a solugao aproximada. Com tal objetivo
transformaremos as integrais sobre os triangulos 7} em integrais sobre o triangulo de referéncia

T (Fig. 5.1) e entdo calcularemos as integrais por quadratura numérica ou analiticamente. Para

tal, de acordo com o artigo [11], definimos uma fungao afim injetiva
Fk:TBi"—>x€Tk,

de forma que qualquer funcao w : T, — R pode ser definida como w : T'— R com w = w o Fy,
ou seja, w(x) = w(x). Desta forma, usando a regra da cadeia, podemos reescrever o gradiente

CO1moO:

A a$1w(r)a§;1F]€1(li‘) + 3$2w(r)a§;1Fk2(i‘)

VOE) =VwoFl®) = | 0)0mFL () + Ot E2(a) |~ L TR Vel

onde V = [9;1,0;2]T, F, = [F}, F2|T. Abreviadamente, V = (VF,) TV em Tj. A funcio afim

F}, pode ser definida em termos dos vértices ayi, ago, arsz de Ty por

F,: T Sx > Byxr+a,; €1, com Bj:= [akg — ak1|ak3 — akl] € R2x2,
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Figura 5.1: Funcao afim Fj.

Observemos que VEF, = B. A funcao inversa para F}, é dada por:

A

F,;l T, > x — B,;l(x —ap) €T

Dado que os triangulos T}, tém a mesma orientacao do tridngulo de referéncia (Fig. 5.1), ou
seja, orientagao no sentido anti-horario, entdo 0 < detBy, = 2|T}|, onde |T}| ¢ area do tridngulo
T).. Usando a aplicacao afim F} para uma funcao w :  — R, podemos efetuar uma mudanca
de coordenadas e escrever a integral sobre o elemento T} como uma integral sobre o elemento

mestre T’

T
/ w(x _ | k|/woFk dx—2]Tk|/woFk dx_z\m/ . (5.1)
Ty

De maneira analoga, podemos reescrever a integral sobre uma aresta Ey,, C T qualquer da

malha como uma integral sobre a aresta correspondente no elemento referéncia

Ein e | Ekn PP
/ w(xr)dr = | x | w o Fi(x)dx = | x | w(xr)d. (5.2)
Bien |Enl B, |En| JE

Essa regra é obtida da seguinte forma: Seja g, : [0,1] 3 s — ~gu(s) € Ey, uma para-
metrizagado da aresta Ej, com derivada =, . Por exemplo vx2(s) := (1 — s)ars + sar1. Seja

A 10,1] 3 s = A, (s) € E, definida analogamente. Como

/Ekn w(x)dr = /01 W © Vin(8) Ve (8)[ds = /01 W 0 Yion ()| Bl ds (5.3)

1 1
[ w o Fy(z)dz :/ w o Fy, 04, (8)|4,(s)|ds = |En|/ W 0 Y (8)ds
" 0 0

1
wo Fy(i)ds — / w0 Y (5)ds, (5.4)
0

‘En’ En
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substituindo (5.4) em (5.3) obtemos a equagao (5.2).

5.2 INTEGRACAO NUMERICA

Na analise numérica, a integracao numérica compoe um vasto campo de algoritmos elabora-
dos para fornecer aproximagoes numéricas para o valor de uma integral definida. A quadratura
numérica, ou simplesmente quadratura, é um sinéonimo de integracao numérica. O problema

elementar a ser resolvido pelas quadraturas é computar um valor aproximado para uma integral

/a ’ g(x)dx

com uma precisao dada. Em conformidade com a ideia apresentada na secao anterior, focaremos

na obtencao de regras de quadratura definidas para o triangulo de referéncia T na forma
R
[ @i =Y wia). (55
T r=1

com R pontos de quadratura §, € Te pesos de quadratura w, € R.

Estas regras de quadratura podem fornecer a solugao exata da integragao a depender da
ordem de quadratura utilizada. Definimos a ordem de quadratura como o maior ntmero inteiro
s tal que a aproximacao (5.5) torna-se exata para polinomios g € PS(T).

Observando as integrais sobre os elementos T}, na se¢ao 4.7 podemos notar que os integrandos
sao polindomios de ordem méaxima 3p-1, que ocorre quando temos o produto Oym du;PriPr;. Ja
nas integrais sobre as arestas dos elementos T}, os integrandos sao polinémios de ordem maxima
3p, que ocorre quando temos o produto ¢y ;P ;P

No decorrer desta secao apresentaremos a regra da quadratura de Gauss que utilizamos
para o calculo numérico das integrais sobre as arestas do tridngulo T. Deduziremos também
uma regra de quadratura de ordem 2 com 3 pontos para o calculo numérico de integrais de
volume sobre a area dos triangulo T. Uma visao geral de regras de quadratura para triangulos

¢ encontrada em [10].

5.2.1 REGRA DE QUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE NAS ARESTAS

DO TRIANGULO REFERENCIA T

Dada uma fungao f : [a,b] — R considere a seguinte integral definida

/a ).

A quadratura de Gauss-Legendre aproximaré essa integral por meio da escolha otimizada

de n pontos de quadratura z1, zs, ..., T, no intervalo [a, b] e pesos de quadratura ¢, ¢y, ..., ¢,,, de
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forma que

/ab f(z)dx ~ gclf(:vz)

Segundo Burden [5], estes pontos e pesos de quadratura podem ser obtidos através do
conjunto de Polinémios de Legendre formado por {Py(x), Pi(z), ..., P,(x),...} com as seguintes

propriedades:
e Para cada n, P,(z) é um monoémio de grau n;
o fjl P(x)P,(z)dx = 0 sempre que P(z) for um polinémio de grau menor que n.
A titulo de exemplo, os primeiros 5 Polindémios de Legendre sao

1 3 6 3
Po(z) =1, Pi(z) ==z, P2($)2$2—§» P3($):$3—590; Py(x) = 2" — ca” + .

O Teorema 6 a seguir fornece pontos de quadratura z; assim como pesos de quadratura c;
que fornecem uma aproximacao exata para um polindmio de grau menor que 2n.

Teorema 6. Suponha que x1, T3, ..., x, sejam raizes do n-ésimo polinémio de Legendre P, (x)

equeVi=1,2,..,n, os numeros ¢; sejam definidos por

tr T T

ci:/ ” I dzx.

,1j:1$7;—2§'j
J#

Se P(x) € um polinomio qualquer de grau menor que 2n entdo

1 P(z)dx = iclp(g;l)
/_1 i=1

Alguns pontos e pesos de quadratura gaussiana utilizados para implementacao computacio-
nal deste trabalho estao fornecidos na Tabela 5.1. Uma lista mais abrangente é encontrada no

codigo “quadRulelD” disponibilizado no artigo [11].

n Raizes x, ; Coeficientes ¢, ;
9 0.5773502692 1.0000000000
-0.5773502692 1.0000000000
0.7745966692 0.5555555556
3 0.0000000000 0.8888888889
-0.7745966692 0.5555555556
0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549
-0.3399810436 0.6521451549
-0.8611363116 0.3478548451

Tabela 5.1: Quadratura de Gauss-Legendre.
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5.2.2 REGRA DE QUADRATURA NO TRIANGULO REFERENCIA T

O objetivo aqui é deduzir uma regra de quadratura para o tridngulo de referéncia T. To-
maremos como base o contetdo disponivel em [18].

Para deduzi-la devemos iniciar pela integracao analitica de polindmios sobre este triangulo.
No caso de uma quadratura em R?, que envolve duas varidveis, as contas sao um pouco mais

complexas que as quadraturas de uma tnica variavel, pois no segundo caso surge apenas uma
p+1

equacao para cada ordem p adicional de aproximacgao, enquanto no primeiro caso surgem E 7
i=1
equagoes devido & contabilizagdo dos termos cruzados. Além disso como os elementos trian-

gulares estao distribuidos em R?, a simetria desejada em certas direcoes nem sempre estid bem
orientada em relagao ao plano cartesiano. Outro detalhe é que o nimero de pontos necessarios
para obter a simetria nem sempre é compativel com o ntimero de pontos que precisamos para
obter determinada ordem de quadratura. Em um tridangulo com dimensao d = 2 sao necessaros
d + 1 pontos de quadratura para definir unicamente suas posicoes e pesos.

As malhas discretizadas geralmente apresentam elementos irregularmente distribuidos pelo
dominio, porém nao é necesséario criar regras de quadratura para cada elemento. Podemos
simplesmente definir uma regra de quadratura para um triangulo de referéncia e depois definir
uma transformagao de coordenadas entre eles.

Iniciemos este processo realizando a integracao analitica de um termo de um polindémio
sobre o tridngulo retangulo de referéncia (Fig. 5.1) com catetos de comprimento 1 passando

pela origem do plano cartesiano com é&rea igual a %

”i bl (C1)tghes bi b+ 1\ (—1)F
1 pl-gz 1 2(1 — x)bH 1 & k = k Jk+a+1
/ / :L'“ybdyd:c:/ 7(1:1;:/ =0 do = =2
o Jo 0 b+1 0 b+1 b+1

onde (bzl) é o coeficiente binomial, a,b € Z e x e y sao coordenadas. Os termos do vetor

residual serao portanto

’il (bj + 1) (—1)*
n L — k k;—i—aj +1 otl
Ry =Y (watiyl) — 2= — Vj € {1,2,...,21}
J

=1

a;i,bi 0,,0 1,0 ,0,,1 2,,0 1,1 0,2 ,3,0 ,.2,1 1,2 ,0,,3
onde z%y% = {2y’ 21y’ 27", 2%y’ plyt, 2, %y0 2Pyt aty?, 20y,

Para um tnico ponto as equacoes sao

1
w1 — 2
R= w1Tr, — % =0
1
wiyr —
que nos fornece a primeira regra de quadratura w; = %,1’1 = %,yl = % Poderiamos tentar

obter uma regra de quadratura de segunda ordem usando dois pontos, pois dois pontos nos dao
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o nimero necessario de equagoes, mas o sistema resultante é inconsistente

1
"LU1+’£U2—§

1
W1T1 + Wako — ¢

=

n_ Wiy + WalY2 — ¢ _0

2 2
w1y + Woly — 12

—_

1
W1T1Y1 + Wal2Y2 — 53

2 2 1
w1y +WaY; — 13

entao escolhemos usar trés pontos e obtemos o seguinte sistema subdeterminado

1
w1+w2+w3—5

w1xy + WoT2 + w3r3 — =

= ol

R WY1 + WalY2 + WaY3 — 5 0 56

- 2 2 2 1 ) ( ) )
W1T] + Waky + W3T5 — 15

WITIYL + WallaYs + W3L3Ys — 3

2 2 2 _ 1
wiyy + w2ys + WsY3 — 13

Tentar incorporar termos de ordem superior poderia formar outro sistema inconsistente. E
mais interessante escolher pontos simétricos em relagao as linhas que unem o vértice ao ponto
médio do lado oposto num tridngulo equilatero. Depois iremos deduzir uma transformacao de
coordenadas deste tridngulo equilatero (onde definiremos a simetria) para o triangulo retangulo

de referéncia T

COORDENADAS DE AREA DE UM TRIANGULO

Para o proposito de obter uma transformacao de coordenadas entre tridangulos da malha e
um tridngulo de referéncia, precisaremos em primeiro lugar definir o conceito de coordenada de
area e como calcula-la, objetivo que alcancaremos tomando como base o contetido disponivel
em [16].

Considere um triangulo (Figura 5.2) com noés 1,2 e 3 localizados nos vértices e numera-
dos em ordem anti-horaria. Um ponto p(x,y) localizado arbitrariamente neste triangulo gera
subtriangulos A;. Uma coordenada de area I'; é uma "coordenada nao-dimensional", definida
como a razao da area de um subtridngulo A; em relagdo a area total A do elemento, ou seja,

A;

O céalculo da &area de um triangulo pode ser feito através da divisao do determinante da

matriz dos seus vértices por 2. Portanto, para A;

1 =z y
2A1 = Det |1 T2 Y2
1 x5 ys
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Figura 5.2: Subtridngulos A; em um tridngulo A.
Realizando os célculos temos

241 = (woys — x3y2) — (2ys — yw3) + (2y2 — yx2)
2A1 = (22y3 — x3y2) + (Y2 — y3) + y(z3 — 72)
241 = a1 +bir+ay,

onde
ay = (552?/3 - 5U3y2), by = (?/2 - yg), c| = (91:3 — l'g).

Portanto, a coordenada de area I'y é uma funcao linear de z e y dada por

A 1
Fl = j = ﬂ<a1 + bl.’ll' + Cly),
e analogamente
A
FQ = 72 = ﬁ(ag +b2:1:+02y),
A 1
Fg = IS = ﬂ(ag + b3l’ + ng).

As coordenadas de area possuem valor minimo igual a 0 e maximo igual a 1. Por exemplo,

se p estiver localizado no n6 1, temos = = x1,y =y, e A1 =1, Ay = A3 = 0. Logo,
i(x,910) =1, To(zi,51) =0, Ts(z1,51) =0.

TRANSFORMACAO DE COORDENADAS DO TRIANGULO

Nesta parte obteremos uma forma de transformar as coordenadas entre um tridngulo equila-
tero, onde a simetria é facil de definir com angulos, para o tridangulo de referéncia T'. Observe que

as coordenadas cartesianas deste triangulo de referéncia sao iguais as coordenadas de area, ou
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seja, x = 'y, y = I'3, desde que rotulemos os nés em relagao a origem no sentindo anti-horario,
semelhante ao que fizemos anteriormente. Observemos que I'y + 'y + I's = 1. Para converter
as coordenadas globais de um triangulo para coordenadas de &rea usaremos um sistema de

equacoes lineares. Usaremos somente I's e I'3 pois podemos obter I'y como I'y =1 — 1"y — I's.

X _ mip Mi2
Yy Mao1 Mag

onde ¢ e m sao coeficientes. Movendo ¢ para dentro da matriz de coeficientes obtemos

Iy
I's

@

C2

xz my; Mz € Iy
Y| = |Ma21 Moz C2 I's
1 ms31 Mgy M33 1

Por meio de algumas manipulac¢oes algébricas isolamos a matriz de coeficientes

z 10 0] [mn mi2 < )
yl =10 1 0 [mar ma ¢ I3
1 0 01 m31 M3z M33 1
T Iy ! 1 00 mi; Mia €
vec Y = |I's] ® |0 1 0] vec Mo1 Moy Cy
1 1 0 01 Mgy M3y 1M33
mi; Mia €1 Iy ! 1 00 T
vec Mo1 Moy C = I's] ®10 1 0 vec Yy
M3y M3y M33 1 0 0 1 1

O operador vec() empilha as colunas da matriz para formar um vetor coluna, enquanto o
operador ® representa o produto de Kronecker. Substitua os pontos conhecidos para obter a
matriz de coeficientes. Os nos do tridngulo sao pontos conhecidos, pois a coordenada da area

correspondente ao no é igual a um e as outras duas coordenadas da area sao iguais a zero.
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mi I
ma1 n
msy . . 1
mio 010 100 To
Mog | = 00 1l ®|0 1 0 Y
ms3a 1 11 0 0 1 1
€1 T3
C2 Ys
17233 ] L 1]

Os pontos x; e y; para i € {1,2,3} correspondem a localizagdo dos nos do triangulo e

o primeiro n6 é usado para transladar o triangulo. Fazendo o produto de Kronecker acima

obtemos
_ _ 4y -1 - - _ 4 -
myy 000O0O0OO0OT1TO0O0 T -1 0 0 1T 0 0 0 0 0 [y
Moy 000O0O0OO0OO0OT1QO0 Y1 0O -1 0 01000 0| |wn
masy 000O0O0OO0OO0OTO 01 1 0O 0 -1 00 10O0O0 1
mio 10000O0T1TO0O0 T -1 0 00010 0f [z
Moo | = 01 000O0O0T10O0 =10 -1 00001 0f |y
mso 0010O0O0O0GO0T1 1 0O 0 -1 000001 1
c1 000100100 T3 1 0 00000 0f [z3
Co 000O010O0T10O0 Y3 0 1 00000 0f [ys
| 33 | 00000100 1] [ 1] |0 0 000O0O0O0] |1

Ao final encontramos uma transformacao afim de coordenadas de area em coordenadas

cartesianas

€T To—T1 T3 —T1 L1 FQ
yl=1v2—wvm y3s—uy1 | |I's
1 0 0 1 1

e sua transformacao inversa que obtém as coordenadas cartesianas a partir das coordenadas de

area
-1
FQ To — X1 X3 — X1 X1 X
3l =12~y y3—% W Y
1 0 0 1 1
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USANDO A TRANSFORMAGAO

Para convertermos as coordenadas (x,y) do tridngulo equilatero de vértices (0,0), (1,0) e

(3, \/73), nas coordenadas (&, 7) do triangulo de referéncia 7" faremos

El 1 0 0] [t L o] [2
y| = |01 0|0 %2 0 g
1 00 1]]0 0 1 1
] 1 -2 o] [2

_ 2V3 N
yl = (0 == 0] |y
1 o o0 1] |1

Para manter a simetria da regra de quadratura, os trés pontos serao definidos em termos

do raio r e do angulo de rotagao 6 a partir do centro do triangulo

1 3
xl—rcos<(9+2>+§, Al—rsin(6+g>+\/?_’
T 27 1 R . T 27 V3
$2—TCOS(9+§ 3)+§, 2—7“81n(0+§+?)+77
T 4w 1 T  A4r V3
. g L i —rsin(os T
3 TCOS(+2 3)—1—2, 3 rsm(—l—2+—3>+—67

onde Z; e g; para i € {1,2,3} sdo os pontos de quadratura que tentamos resolver para r e 6.

Aplicando a transformacao de coordenadas a estes pontos obtemos

s 1 V3 T V3 2v/3 T V3
xl—“os(“)+2‘3(“m<9+2)+6>’ yl—3<7“sm(9+2)+6
™ 27r L] V3 T 2r\ V3 2V3 [ T 27\ V3
$2—TCOS<9+2+3 5 3<rsm 9+ +3>+6>, y2—3<rsm<9+2+3)+6
T 47T 1 V3 T 4r V3 2v/3 T 4m V3
asgzrcos<€+2+ 3 5 3 (rsm 9+ + 3)+6 ), Vs =5 ( <9+ + 3>+6

Substituindo estes pontos no residuo de quadratura de trés pontos calculados em (5.6),
obteremos seis equacoes com cinco varidveis r, 6, wi, wy e ws. Os valores obtidos para estas
variaveis sao w; = wy = wg = 1 , T = jzz\lf e 6 pode ser qualquer valor. Sera escolhido # =0 a
fim de obter simetria. Os pontos de integracao séo obtidos substituindo o raio e o angulo nas
formulas acima para obter 11 =Ty =y =y3 =z € 13 = Y =

Uma visualizagao geométrica da posicao dos pontos de quadratura de um triangulo retangulo
para diferentes ordens pode ser verificada na Figura 5.3. A representacao numeérica aproxima-
das destes pontos e seus pesos é apresentada na Tabela 5.2. Nesta tabela, e geralmente nas
referéncias bibliogréaficas da literatura, os pesos da quadratura sao normalizados de modo que
sua soma totalize 1, consequentemente é necessario multiplicar a integracao por %, que é a

area do triangulo de referéncia, ao passo que os pesos acima deduzidos w; = wy = w3 = %,
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podem ser diretamente aplicados na integracao de uma funcao. Uma lista com pesos e pontos
de quadratura para triangulos em diferentes ordens é encontrada no codigo “quadRule2D” dis-
ponibilizado no artigo [11]. Regras de quadratura de ordens mais altas seguem ideia semelhante

a apresentada.

ordem 2

ordem 4

ordem 5

Figura 5.3: Ordens de Quadratura.

Ordem?2
Peso Coordenada x Coordenada y
0.333333333333333 0.166666666666667 0.666666666666667
0.333333333333333 0.166666666666667 0.166666666666667
0.333333333333333 0.666666666666667 0.166666666666667
Ordem 4
Peso Coordenada x Coordenada y
0.223381589678011 0.445948490915965 0.108103018168070
0.223381589678011 0.445948490915965 0.445948490915965

0.223381589678011
0.109951743655322
0.109951743655322
0.109951743655322

0.108103018168070
0.091576213509771
0.091576213509771
0.816847572980459

0.445948490915965
0.816847572980459
0.091576213509771
0.091576213509771

Ordem 5
Peso Coordenada x Coordenada y
0.225 0.333333333333333 0.333333333333333
0.132394152788506 0.470142064105115 0.059715871789770
0.132394152788506 0.470142064105115 0.470142064105115
0.132394152788506 0.059715871789770 0.470142064105115

0.125939180544827
0.125939180544827
0.125939180544827

0.101286507323456
0.101286507323456
0.797426985353087

0.797426985353087
0.101286507323456
0.101286507323456

Tabela 5.2: Ordem, Peso e Pontos de Quadratura de um Triangulo Retangulo.

5.3 APROXIMAGCAO DAS FUNGCOES COEFICIENTE E DAS
CONDICOES INICIAIS

Com intuito de facilitar o processo de integracao numeérica e permitir a otimizacao dos
calculos computacionais, as funcoes coeficiente e as condi¢oes iniciais sao projetadas no espago

de fun¢oes polinomiais por partes, por exemplo, dj(t) € P,(J,) parat € J. Dada uma expressao
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algébrica para o coeficiente d, procuraremos a uma matriz de representacio D(t) € REXN

satisfazendo

|7—k Z Dkg Qbk]

tal que dj(t) seja uma aproximacgao para a func@o d(t) no espaco P,(7),). Essa aproximagao

seréa efetuada através da projecao L? definida localmente para 7, € J), por

/whdh(t) :/ wpd(t), Ywy € Py(11).

Tk Tk

Escolhendo wy, = ¢y; para i € {1,..., N} e usando a funcao afim F} obtemos

ti(t) /Tk Ori(x)dpj (2 )d = /m Ori(x)d(t, x)dx < ZD’W /gbz () gb] (x)dx = / ¢>z d(t, Fi(&))da

onde o fator 2|7| foi simplificado. Escrito na forma matricial temos

Dy b1 (2)d(t, Frp(x)) Grd1 ... 1on
M : = / : dr, com M = : : ,
T - T ~ 4 ~ A
Dyn on(x)d(t, Fi,(T)) ONP1L ... ONON

onde M € RVN*N & representacao da matriz de massa local no triangulo de referéncia T.
Este sistema de equagoes N x N pode ser resolvido localmente para todo k € {1,...,K}.
Aproximando o lado direito através de quadratura numérica e transpondo as equagoes obtém-

se

R d(tv Fl(d'r)

D(t)M = ZWT [Q§1<QT)7 AR gbAJV(qAT)
=t d(t, Fx(gy)
dt,Fi(g:) ... d(t,Fi(dr) wlcgl((fl) e W1¢}V(41)
d(t, F(G) ... d(t,Fx(dr)| |wroi(dr) ... wrédn(dr)

REXN ¢ Jado direito com dimensdo K x N.

Este é um sistema de equagoes com variavel D(t) €
A rotina correspondente para o computo desta matriz é encontrada no coédigo “projectFunc-

Cont2DataDisc” disponibilizado no artigo [11].
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5.4 CALCULO DO ERRO DE DISCRETIZACAO

Conhecer o erro cometido no processo de discretizacao é de suma relevancia pois nos permite
medir a eficiéncia do método adotado. Este erro de discretizagao num dado instante instante
t € J é dado pela norma L? da diferenga entre a solugao discreta cy,(t) do esquema de equagoes
(4.5a)-(4.5b), e solucao analitica c(t), ou seja, ||c(t) — c(t)]|12(). Por razoes de performance,
usamos integracao numeérica para calcular esse erro e a rotina do método faz a vetorizagao dos

somatorios que surgem. Ocultando a variavel tempo temos

len(t) — el Z/ @) — e(a))?dr =2 3 |Tk|/ (Zcm —coFk(.f,)>2d£

TkGfTh ’TkEjh
~ 2 Z |Tk|Zwr<ZCkz¢l gr _COFk(qr))
TkE(Th
~ N 2
|7 Cu ... Cin| |&1(d) ... ¢1(dr)
=2 -y o Lo XL X
7] Cxi ... Crn| |on(d) ... on(dr)

onde os argumentos de ¢, [X™]x, = F"(§,), k € {1,..., K}, r € {1, ..., R}, podem ser montados
usando o produto de Kronecker. Com certo abuso de notagao, ¢(X!, X?) ¢ a matriz K x R
com entradas ¢([X g, [X?].) na k-esima linha e r-ésima coluna. Este calculo é utilizado para

calcular a ordem « de convergéncia do método como mostramos a seguir.

ESTIMATIVAS DE ERRO A PRIORI

Primeiramente vamos definir o espaco de Hilbert por
H*P(Q) = {u e L*(Q)|0™u € L*(Q), |n| < s+ 2}.

O teorema a seguir, apresentado em [20], fornece estimativas para o erro que a solugao apro-
ximada (zn(t),cn(t)) € [Py(T1)]? X P,(T5) obtida do sistema (4.5a)-(4.5b) deve satisfazer em

relac@o a solucdo exata do problema (4.1)-(4.2).
Teorema 7. Seja ¢ € H*(Q) com s > 0. Suponha também que (zn(t),cn(t)) € [Pp(Tn)]? X

P,(7,) e o1 = %, n > 0. Entao se s >0 e p > 1, temos as sequintes estimativas de erro:

||C - Ch”L2 < Mhmm(s—i—lp +1||C| Hs+2(Q)

||Z — zh||L2(Q) S Mhmln(s+1’p)||CHH5+2(Q).

Logo se a solugao exata ¢ for suficientemente suave, pelo Teorema 7 teremos min(s+1,p) =

WR
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p, portanto

lle = enllzz) < MEPHe]| govz(q), (5.7)

12 = znllz2@) < MAP||c||msr2), (5.8)

da onde deduzimos a ordem de convergéncia p + 1 do método para a concentracao c e ordem p
para o gradiente z = —Ve.

De (5.7) temos para 2 malhas J,_1 e 7, com diametros h;_; e h;

le—cni ez = (hj-1)%
(hj)*¢

Q

e — e, llz2 @)

onde £ = M||¢|

Hs+2(0)- Logo
(hj—l)a _ ||C_Chj—1HL2(Q)
h; e — el 2@
ln(hjl)a ~ 1n(||c_chj1||L2(Q))
h; e — en; [l 2@
Ch. . —C hi_
=a ~ ln(” hy1 HLQ(Q))/IH<]—1>. (5.9)
len; — cll L2 h;

Espera-se portanto que quando j — o0, ou seja, quando h; — 0 tenhamos a@ — p + 1, onde

hj & o diametro da malha J;,. Maiores detalhes sobre as estimativas de erro a priori podem ser
verificados em [20].
O procedimento para o calculo de « esté disponibilizado no codigo “‘computelL.2Error” dis-

ponibilizado no artigo [11].
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6. RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo serao apresentados os resultados obtidos com a execucao dos codigos exis-
tentes no artigo [11], como célculos de erro de discretizacao, graficos das solugoes ¢, obtidas,
tabelas comparativas de resultados, exemplos de refinamentos de malha etc. Apresentaremos
problemas de caréter estacionario e nao estacionario.

As solugoes foram geradas no software MATLAB (versao R2017b) e as imagens geradas no

software ParaView (versao 5.11.2).

6.1 PROBLEMA ESTACIONARIO

Quando o fluxo de difusdo J nao varia com o tempo, como definido na 1% Lei de Fick (2.9),
a concentracao ¢ também nao varia com o tempo, e temos o que chamamos de Difusao em

Estado Estacionario ou Difusao em Regime Permanente.

PROBLEMA E CONDICOES INICIAIS

Primeiramente apresentaremos resultados numeéricos para um problema onde a solugao exata
é conhecida para permitir o estudo da taxa de convergéncia do método.
Seja Q = [0,1] x [0,1] C R* um quadrado unitario com fronteira 99 subdividida em partes

Dirichlet 0€2p e Neumann 0f2y como apresentado na Figura 6.1.

£-i) 00N (1.1}
1 @

8QD BQD

(0, 0) (1,0)

ol o i

Figura 6.1: Dominio Q2 = [0,1] x [0,1] C R%

Considere a equacao de difusao:

=V - d(x1,29)Ve(x1,29)] = f(21,22) em Q
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onde

f(xy,29) = €72 .98cos (Twy) cos (Txa) + 7€ 12 cos (Txy) sin (Tx1)
+ 7e"*2 cos (Tay) sin (Tzg)  (fonte)

kT2 (coeficiente de difusdo)

d(z1,22) = e
c(0,29) = cos(7xg) (cond. Dirichlet)
c(l,zy) = cos(7)cos(Tzy) (cond. Dirichlet)
c(x1,0) = cos(7xy) (cond. Dirichlet)

—Ve(zy,1)-v = Tcos(Tzy)sin(7) (cond. Neumann)
Neste caso a solugao exata do problema é

c(xy,x9) = cos(Txy)cos(Txg)

z(x1,29) = (7sin(7zq)cos (Tz3), 7 cos (Txq)sin (Txs))

GRAFICOS E TRIANGULAGAO

c_h
-1.8e+00 -1 -05 0 05 1 1.8e+00

' |

Figura 6.2: Solugoes aproximadas ¢, para diferentes ordens de aproximagcao polinomial p e nivel
de refinamento da malha j = 1 com 8 elementos.
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Na Figura 6.2 apresentamos as solugdes aproximadas cp,(x1, z2) geradas com uma discreti-
zacao do dominio 2 C R? com 8 triangulos e ordem de aproximacao polinomial p € {1,2,3,4}.
O ntmero de elementos (tridngulos) da malha discretizada é dado por K = 2%*!. Ao comparar
os resultados apresentados na Figura 6.2 com o grafico da solu¢ao exata apresentado na Figura
6.3 percebemos que a qualidade das solugoes aumenta a proporgao que p aumenta, tornando o
gradiente de cores mais suave, da mesma forma como é observado no grafico da solu¢ao exata.
Entretanto, mesmo nos experimentos de ordem maior é possivel observar que algumas regioes
possuem contraste de cores acentuado nas intersecoes das arestas dos elementos, como no ponto

central das malhas por exemplo.

-1.8e+00

Figura 6.3: Solucao exata c.

No experimento a seguir, plotado na Figura 6.4, ja é possivel observar solu¢oes bem mais
precisas quando comparadas com o grafico da solucao exata apresentada na Figura 6.3, além
de observarmos gradientes de cores com maior suavidade em virtude de um ntimero maior de
elementos na malha (nivel j = 3 com 128 elementos). Essa melhora visual na qualidade das
solugoes pode ser comprovada numericamente com a analise das tabelas na secao seguinte,
onde tabulamos o erro de discretizacao ||c;, — ¢||r2 para diferentes configuragdes do nimero de
elementos e grau de aproximacao polinomial. As solucoes de ambas as Figuras 6.2 e 6.4 foram
geradas com termo de penalidade n = 1000 - p? - €2.

Para fins didaticos plotamos a Figura 6.5 com diferentes refinamentos de malha.
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1.86400 -1 05 0 05 1 1.8e+00

| o

Figura 6.4: Solucoes aproximadas ¢, para diferentes ordens de aproximacao polinomial p e nivel
de refinamento da malha j = 3 com 128 elementos.

Figura 6.5: Malhas com 2048 e 128 elementos com solu¢ao aproximada ¢, obtida com p = 4.
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ERRO DE DISCRETIZACAO

A seguir, nas Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3, disponibilizamos os resultados obtidos com a execugao
do codigo "testConvergence", que nos fornece os erros de aproximagao ||, — ¢||z2 e a ordem de
convergéncia « obtida pelo método para diferentes parametros de entrada: j define o refina-
mento da malha, p é a ordem de aproximacao polinomial e 7 é o coeficiente de penalidade.

De acordo com a estimativa de erro a priori, apresentada no Teorema 7, temos que a ordem
de convergéncia numeérica a esperada para o Método de Galerkin Descontinuo Local é dada por
(5.9), com a — (p+ 1) a medida que h — 0.

O valor 6timo de 1 é obtido pela formula n = 3 - p? - max d(x1,x9), com [ > 0 suficiente-
mente grande para garantir a estabilidade do método. 1\;:[;31652 detalhes a respeito do coeficiente

de penalidade 7 podem ser encontrados na referéncia [20].

n=10-p*.e?
p=1 p=2 p=3 p=4
J llen—cll 2 ¢} llen—cll 2 o) llen—cll 2 a llen—cll ;2 o
0 5.49e-01 - 5.71e-01 - 5.75e-01 - 2.82e-01 -
1 3.98e-01 | 0.465 1.71e-01 1.736 | 1.16e-01 | 2.315 | 1.76e-02 | 4.006
2 1.64e-01 1.278 | 3.42¢-02 | 2.324 | 7.75e-03 | 3.898 | 1.18e-03 | 3.901
3 5.14e-02 | 1.673 | 3.52e-03 | 3.281 | 4.99¢-04 | 3.958 | 8.19e-05 | 3.844
4 1.29e-02 | 1.999 | 3.51e-04 | 3.325 | 5.91e-05 | 3.078 | 2.53e-05 | 1.697
5 3.00e-03 | 2.102 | 5.65e-05 | 2.638 | 1.80e-05 1.712 | 8.90e-06 | 1.505
Tabela 6.1: Erros de discretizacao e taxa de convergéncia numérica na norma L2
n =100 - p* - e?
p=1 p=2 p=3 p=4
J llen—ell 2 o llen—ell 2 Q llen—cllp2 Q llen—ell 2 o
0 8.08e-01 - 6.21e-01 - 5.74e-01 - 2.89e-01 -
1 4.75e-01 | 0.768 | 1.84e-01 1.752 1.18e-01 | 2.282 | 1.79¢-02 | 4.014
2 2.29e-01 1.048 | 3.91e-02 | 2.237 | 8.19e-03 | 3.851 1.17e-03 | 3.933
3 7.85e-02 | 1.548 | 4.76e-03 | 3.037 | 5.04e-04 | 4.021 | 4.08e-05 | 4.846
4 2.04e-02 | 1942 | 5.58e-04 | 3.094 | 3.06e-05 | 4.041 | 2.97e-06 | 3.781
5 4.74e-03 | 2.108 | 6.21e-05 | 3.168 | 2.69e-06 | 3.509 | 9.41e-07 | 1.657

Tabela 6.2: Erros de discretizacao e taxa de convergéncia numeérica na norma L2
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n = 1000 - p? - €2

p=1 p=2 p=3 p=4
llen—cll 2 « llen—cll 2 % llen—ecll .2 Q llen—cll 2 «
8.53e-01 6.27e-01 5.74e-01 2.90e-01

4.86e-01 0.811 1.86e-01 1.753 1.18e-01 2.278 1.80e-02 | 4.014
2.42e-01 1.004 | 3.98e-02 | 2.223 | 8.25e-03 | 3.844 1.17e-03 | 3.934
8.60e-02 1.494 | 5.03e-03 | 2.986 | 5.09¢-04 | 4.018 | 4.04e-05 | 4.862
2.36e-02 1.866 | 6.33e-04 | 2.990 | 3.04e-05 | 4.068 1.33e-06 | 4.922
5.95e-03 1.988 | 7.84e-05 | 3.012 1.87e-06 | 4.022 1.05e-07 | 3.668

T W N = O,

Tabela 6.3: Erros de discretizacao e taxa de convergéncia numérica na norma L2

E possivel observar que a medida que refinamos a malha, aumentando os valores de j e
portanto aumentando o nimero de elementos da malha, a precisao do método é melhorada. De
maneira analoga, o aumento da ordem de aproximagao polinomial p também fornece melhores
aproximacoes.

O custo computacional em contrapartida aumenta significativamente devido ao aumento
consideravel de varidveis a calcular, ocasionando crescimento gradativo do tempo computa-
cional, fatores que devem ser relevados no ambito pratico visando & otimizagao dos recursos
disponiveis e buscando o equilibrio apropriado entre precisao e custo computacional. O namero
de variaveis a ser calculada pelo método é igual ao ntimero total de graus de liberdade do sistema
que é 3KN.

Podemos notar também que & medida que aumentamos o valor de 3, o método apresenta
ordem de convergéncia numérica igual a p + 1, o que esta em concordancia com os resultados

teodricos previstos em [20].

6.2 PROBLEMA NAO-ESTACIONARIO

A maior parte das situacoes praticas que envolvem um processo de difusao acontece em
condicoes de Estado Nao-Estacionério, também chamado Regime Transitorio ou Condicoes
Transientes.

Na difusao em estado nao-estacionério, o fluxo de difusao e o gradiente de concentra¢ao numa
dada posicao x variam com o tempo t. Como resultado, ocorre um actmulo ou esgotamento

liquido do componente que se encontra em difusao.

PROBLEMA E CONDIGOES INICIAIS

Analogamente ao caso estacionario, apresentaremos resultados numéricos para um problema
onde a solugao exata ¢ conhecida. Adotaremos o mesmo dominio © = [0,1] x [0,1] C R?, um
quadrado unitario com fronteira 0€) subdividida em partes Dirichlet 0{2p e Neumann 00y

conforme Figura 6.1.
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Considere a equacao de difusao

Oc(t
W — V- [d(t,x1,x2)Ve(t,x1,x0)] = f(t,21,22) em Q
onde
Flt,z,00) = —e "2 gin () 4+ 4e=™" 7% cos (t) — 4e~ 2" cos () (212 + x22)  (fonte)
d(t,z1,x9) = 1 (coeficiente de difusao)
(0,21, 35) = e (cond. Inicial)

c(t,0,15) = e * cos(t) (cond. Dirichlet)

c(t,1,25) = e "™ cos(t) (cond. Dirichlet)

c(t,£1,0) = e ™ cos(t) (cond. Dirichlet)
—Ve(t, 1, 1) -

21 cos (t) (cond. Neumann)

<
Il

Neste caso a solugao exata do problema é

22
c(t,ry,x9) = e 7" cost

x12—x2

2(x1,m2) = (2w1e ™" cost, 2w0e” * cost)

GRAFICOS E TRIANGULAGAO

Para obtencao dos resultados numéricos apresentados nas figuras 6.6 e 6.7 rodamos o codigo
com discretiza¢ao temporal pelo Método de Euler Implicito (ver segdo 3.2) com 160 passos no
tempo, tal que t® = 0 e t' = Z, portanto com tamanho do passo At" := "' — " =
355+ Utilizamos um passo no tempo suficientemente pequeno para que o erro de discretizagao
temporal nao interfira no erro da solucgao.

A Figura 6.6 representa experimentos com ordem de aproximagao polinomial p =1, p=3e
nivel de refinamento da malha 7 = 3 com 128 triangulos. A terceira coluna representa a solucao
exata do experimento nos respectivos instantes de tempo. Pela comparacao entre as imagens é
possivel observar que o Método de Galerkin Descontinuo com Euler Implicito apresentou boas

aproximacoes para o problema proposto.
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€ h
0.0e+00 0.4 0.6 1.0e+00

— —
Figura 6.6: Solugoes aproximadas ¢, em diferentes instantes de tempo t e 7 =3

Na Figura 6.7 a seguir estao representados experimentos com ordem de aproximacao poli-
nomial p = 1, p = 3 e nivel de refinamento da malha 7 = 5 com 2048 tridngulos. Assim como
na figura anterior, a terceira coluna representa a solucio exata do problema. E possivel obser-
var em relacao a Figura 6.6 uma leve diferenca no gradiente de cores em fungao de melhores
aproximagoes obtidas pelo aumento substancial do refinamento.

O codigo apresentado na referéncia base do artigo nao oferece uma rotina especificamente
desenvolvida para comparacao de erros de aproximacao na discretizagao temporal, como aqueles
apresentados nas tabelas da segdo do problema estacionério. Sua elaboragao demandaria um
aprofundamento teérico do método que fugiria do escopo deste trabalho, optando-se portanto

por apresentar os resultados do problema nao-estacionério graficamente.
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c_h
0.0e+00 0.4 0.6 1.0e+00
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Figura 6.7: Solu¢oes aproximadas ¢, em diferentes instantes de tempo t e j = 5.
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7. CONCLUSOES

Durante o desenvolvimento deste Trabalho de Conclusao de Curso foi possivel revisitar uma
série de contetdos importantes aprendidos durante o curso de graduagao em Matematica. Entre
eles destacamos: defini¢oes e propriedades de EDP’s; aproximagoes polinomiais; os métodos de
Euler, de Taylor e de Runge-Kutta; quadraturas numéricas; espacos vetoriais como o espaco de
Lebesgue L? etc. Agregando a esses contetidos o estudo das leis de Fick, da equacao de difusao
e do Método de Galerkin Descontinuo, foi possivel atingir o objetivo inicialmente proposto: es-
tudar, compreender e implementar o Método de Galerkin Descontinuo aplicado a uma Equacao
de Difusao.

Os resultados obtidos trouxeram, como era previsto pela teoria, excelentes aproximagoes
para o problema proposto. Como partimos de um problema com solu¢ao exata conhecida foi
possivel validar o método e o codigo, ilustrando o potencial dos métodos numéricos na solucao
de problemas da matemaética aplicada.

Como proposta para um futuro trabalho sugerimos estudar a utilizacao de limitadores para
permitir a discretizagao temporal por métodos Runge-Kutta tipo TVB (total variation bounded)
e assim fazé-la com maior ordem de aproximacao polinomial, a fim de fazer uso eficiente de

discretizacoes do espaco através de métodos de Galerkin Descontinuo de ordem mais alta.
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