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RESUMO

Grafos sao as estruturas matematicas que codificam abstratamente um conjunto munido de
uma relacao simétrica. Neste trabalho iremos trazer a defini¢do de grafo com a linguagem de
conjuntos, definir caminhos, distancias, conectividade, arvores e coloragoes. Diversos resultados
iniciais sao demonstrados, apresentando conexoes entre as grandezas que um grafo possui. Ao
final do trabalho consta a implementacao computacional em linguagem Julia de algoritmos
abordados no texto.

Palavras-chave: Grafos. Algoritmos. Coloragao.



ABSTRACT

Graphs are mathematical structures that abstractly encode a set with a symmetric relationship.
In this work we will bring the definition of a graph with the set language, define paths,
distances, connectivity, trees and colorings. Several initial results are demonstrated, presenting
connections between the quantities that a graph has. At the end of the work there is the
computational implementation in Julia language of algorithms covered in the text.

Keywords: Graphs. Algorithms. Coloring.
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1 INTRODUCAO

Em um estado temos centenas de cidades, onde cada uma pode ou ndo compartilhar
fronteira. Sera que ¢é possivel passar por todas as cidades uma tnica vez em uma tnica viagem
de carro? Como que sequer podemos abordar este problema?

Em uma analise mais abstrata, percebemos que o que importa é se podemos sair de
uma cidade e chegar em outra. Nao nos importa o tamanho da cidade, o seu relevo ou a
qualidade da estrada, queremos uma lista que descreva ‘‘Cidade A é vizinha da cidade B”
para planejarmos nossa viagem. Neste caso a relacao de vizinhanca entre cidades é simétrica,
ou seja, se A é vizinha de B entdo B é vizinha de A. Esta estrutura que descrevemos nada
mais é que um grafo.

Grafos sao a jun¢ao de um conjunto abstrato, o conjunto dos vértices, com um conjunto
que indica quais vértices estao relacionadas entre si, o conjunto das arestas. A relagao entre
dois vértices é a relacao de vizinhanca, que é simétrica. A partir desta definicdo podemos
definir caminhos entre vértices, distancia entre vértices, conectividade de vértices entre outras
coisas.

Um sistema que envolve agentes e uma relacdo simétrica entre eles pode ser descrito
por um grafo. O exemplo das cidades em um estado foi um dentre as diversas possibilidades:
relagoes de amizade em uma comunidade de pessoas, conexodes de componentes eletronicos ou
até estacoes de linha de metro.

A partir da leitura dos capitulos iniciais do livro Graph Theory de Reinhard Diestel
[2] com o acompanhamento do livto Graph Theory de William Thomas Tutte [4] e encon-
tros semanais com o orientador, este trabalho dedica-se a enunciacao de algumas defini¢oes
importantes e demonstracao de resultados gerais sobre grafos. Acoplado a isto, um capitulo
inteiro é dedicado a implementagao computacional em linguagem Julia (JuliaLang) de algumas
proposicoes, inspirado em codigos descritos no livro Algoritmos: Teoria e Prdtica de Thomas
Cormen [1].

Este trabalho estd dividido em duas partes. A primeira é tedrica e composta por oito
secoes, enquanto a segunda aborda as aplicagoes computacionais dos resultados da primeira.
Na primeira se¢ao, discutimos as defini¢oes iniciais de grafos e a relacao de vizinhanca, onde
definimos o que é um grafo e as grandezas relacionadas a vizinhanca de um vértice. O segundo
capitulo dedica-se aos resultados sobre caminhos (ou sequéncia de vértices vizinhos) e ciclos em
grafos, mostrando a existéncia de caminhos com certas propriedades. Em seguida, abordamos
distancias e conectividade, tépicos necessarios para compreender o quao "conectados'os vértices
estao entre si, ou seja, quantas formas podemos sair de um vértice e chegar a outro por meio
de um caminho.

Posteriormente, falamos sobre arvores, que sao casos especiais de grafos com diversas
aplicagoes e servem para demonstrar alguns resultados. Homomorfismos sao importantes, pois

mostram que os resultados provados nao se preocupam com a natureza dos vértices, mas sim
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com sua estrutura de vizinhanca. Apés isso, discutimos o significado de colorir um grafo e
apresentamos alguns métodos para obter a coloracao de um grafo, incluindo alguns resultados
originais do autor na parte de redugoes. Por fim, tratamos de diferentes tipos de grafos e suas

aplicacoes.
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2 TEORIA

A definicao de grafo é bastante simples e depende apenas de conceitos da teoria de
conjuntos. Diversas demonstracoes e defini¢oes neste capitulo fazem uso desta linguagem, mas

as vezes ¢ necessario utilizar argumentos visuais a partir do diagrama de um grafo.

2.1 GRAFOS E VIZINHANCAS

Defini¢ao 2.1. (CONJUNTO DAS PARTES)

Seja X um conjunto e n um natural. O conjunto formado por todos os subconjuntos de
X de cardinalidade n é denotado por P, (X).

Definigao 2.2. (GRAFO E SUBGRAFO)

Seja V' um conjunto finito e £ C Po(V). O par G = (V, E) é chamado de grafo G' com
o conjunto de vértices V e o conjunto de arestas E. A ordem de G, denotada por |G|, é a
quantidade de vértices de GG. Um grafo deve conter ao menos um vértice.

Um grafo G; = (V4, Ey) é subgrafo de G, denotado por Gy < G,se V; CV e E; C E,
ou seja, os vértices e arestas de (G; sao vértices e arestas de G. Dizemos que G; é um subgrafo
préprio de G se G; < G e Gy # G. Dizemos que GG; gera (ou é gerador) G se V1 =V, ou
seja, subgrafos geradores sao aqueles que contém todos os vértices do grafo maior.

O grafo G; ¢ maximal em G em relagao a uma propriedade se nao é subgrafo proprio
de outro subgrafo de G que possui a mesma propriedade em G. O grafo G; é minimal em
G em relacdo a uma propriedade se nenhum subgrafo proprio de GG dele possui a mesma
propriedade em G.

As imagens abaixo sao diagramas de um grafo e neles representamos os vértices por
circulos etiquetados e as arestas por curvas conectando os vértices. Nao ha restricaio quando a
trajetoria que uma aresta forma, podendo interseccionar outras arestas. E comum néio etiquetar

os vértices quando a natureza do vértice ndo importa para a representacao.

Figura 1 — Exemplo de grafo e subgrafo

@ )
Oy 0%

Fonte: Autor

A esquerda o grafo com vértices {1,2,3,4,5} e arestas {{1,2},{2,3},{2,5},{3,5}} e
a direita um subgrafo com vértices {1,2,3,5} e arestas {{1,2},{2,3},{2,5}}. Para evitar
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repeticao, daqui em diante os simbolos G, V' e E sempre representarao um grafo na forma
G = (V, E). O mesmo ocorre para G, V,, e E,, com G, = (V,,, E,,).

Definigao 2.3. (VIZINHANGA DE UM VERTICE)

Dois vértices u e v sdo vizinhos em G se {u,v} € E. Segue da definigao de grafos que
um vértice nao pode ser vizinho de si mesmo. A aresta {u, v}, denotada por uv, incide sobre
suas extremidades u e v.

A vizinhanga de v em G, denotado por Vg (v), é o conjunto de todos os vizinhos de
v em (. Similarmente, a vizinhanga de V; C V em G, denotado por Vs(V7), é a unido das

vizinhangas de seus elementos em G.

Vo) ={ueV : weE} Ve(Vi) = | Va(v) (1)
veEV]
O conjunto das arestas de v em G, denotado por Ez(v), é o conjunto de todas as arestas
em (G que incidem sobre v. Similarmente, o conjunto das arestas de V; C V em G, denotado

por Ec(V1), é a unido dos conjuntos das arestas de seus elementos em G.

Eq(v)={e€ E : vee} EcV) = U &a(v) (2)
veV;

O grau de um vértice v em G, denotado por |v|g, é a cardinalidade de sua vizinhanga
em G. O maior grau de G, denotado por A(G), é o maior grau entre todos os vértices de
G. O menor grau de G, denotado por §(G), é o menor grau entre todos os vértices de G. A
densidade de G, denotado por £(G), é a razao entre a quantidade de arestas e vértices de G.

Um grafo k-regular é aquele que todos os seus vértices tem grau k.

Plo=Vel)l AG) =maxipvlel  0(G) = mip{jvle} 5<G>:=€: @

Na figura Figura 1 temos que a vizinhanga do vértice 2 sdo os vértices {1, 3,5}, enquanto
as arestas incidentes sao {{1,2},{2,3},{2,5}}.

A representacao grafica de um grafo nao precisa ser necessariamente plana, basta imaginar
o grafo formado pelos vértices e arestas de um poliedro.

A relacao de vizinhanga em um grafo é induzida a partir do conjunto das arestas, mas o
contrario poderia ser feito. Se temos uma relacao simétrica no conjunto dos vértices podemos
induzir o conjunto das arestas a partir dela. Na Secao 2.8 discutiremos outros possiveis tipos

de grafos e suas definigoes.

Definigao 2.4. (OPERAGOES COM GRAFOS)

Seja D C Py(V). O grafo G — D é aquele com arestas E'\ D e vértices V. O grafo G+ D
¢ aquele com arestas EU D e vértices V. Para e € D denotaremos G — {e} por G—e e G+{e}
por G + e.
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Seja U C V. O grafo G — U é aquele com vértices V — U e arestas F — Eg(U). Para
v € U denotaremos G — {v} por G — v.

O grafo induzido por U C V em @G, denotado por Zg(U), é o grafo com vértices U e
arestas Eq(U) N Py(U), ou seja, as arestas sao aquelas de G que ambas as extremidades estao
em U. Claramente Zg(U) < G.

Proposigao 2.5. (PARIDADE DOS VERTICES DE GRAU IMPAR)

A quantidade de vértices de grau impar em G é par.
Demonstragao:

O somatério Y ,cv |v|¢ = 2|E| contabiliza duas vezes a mesma aresta, uma vez em cada
ponta, portanto o somatorio tem valor par. A quantidade de vértices de grau impar ser impar

leva a um absurdo, pois o somatoério seria impar. Logo a quantidade de vértices de grau impar

em G é par.

Esta primeira demonstragao evidencia o carater combinatério desta teoria. Poderiamos
discutir formalmente o porqué cada aresta é contada duas vezes, mas utilizamos um argumento
mais intuitivo para evitar o uso excessivo de notacoes e conceitos abstratos que podem causar

confusdo.

Proposicao 2.6. (RELAGAO ENTRE MENOR GRAU E DENSIDADE)

Se |E| > 1 entao existe um grafo H tal que H < G e 6(H) > e(H) > ¢(G).
Demonstracgao:

Se §(G) > ¢(G), defina H := G e estd demonstrada a proposigao. Suponha que exista
v1 € V tal que |v1]¢ < e(G). Defina G; := G — v; e note que £(G1) > £(G) pois

Bl —loile B _ [V E[ = V] Juile — V] |E] + | E]
R T S W VE-TV] .

_ B =V Jule o [E] = [V]-2(@)
vE=vi = V=1V

Construa uma sequéncia de grafos da seguinte maneira: tome um vértice v;; de G; tal

=0 (5)

que |vii1lg, < e(Gi), caso ndo exista entao defina H := G; e termine a sequéncia de grafos.
Eventualmente a sequéncia deve terminar, visto que a quantidade de vértices é finita.

Note que G > Gy > --- > H, 0(H) > e(H) e e(H) > --- > ¢(G;) > ¢(G). Portanto
d(H) > e(H) > e(G). Além disso, nenhum dos grafos na sequéncia é vazio, caso o contréario
seria necessario que o grafo anterior na sequéncia fosse constituido de apenas um vértice com
densidade nula, mas a densidade deste grafo deve ser maior que a densidade de GG, que nao é

nula.
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2.2 CAMINHOS E CICLOS

A definicao de caminho é basilar para estudarmos grafos. Um caminho nos diz como ‘‘sair
de um vértice e chegar em outro passeando pelas arestas’. No problema proposto inicialmente
na introducao deste trabalho o que queriamos encontrar ¢ um caminho que passa por todos

os vértices sem repeticoes.

Definigao 2.7. (CAMINHO E CICLO)

b

Uma sequéncia de vértices (v,), = (Va, Vot1, - - -, ) € um caminho em G se v; # v; e

vV € E para a <1 # j < b, ou seja, em um caminho vértices ndo se repetem e vértices
consecutivos sao vizinhos em G. A sequéncia é um ciclo se v; # v; para a < i # j < b,

UkUgs1 € E para a < k < b e v, = vy, ou seja, no ciclo o primeiro e iltimo vértice sao iguais.

b

. 8a0 os Vvértices iniciais e finais enquanto seu interior sao os outros

As extremidades de (v,,)

vértices. Dois caminhos sao independentes se o interior de um caminho nao contém nenhum

b
a

vértice do outro e vice-versa. O grafo gerado por (v,)%, denotado por G((v,)%), é o grafo
com vértices v; e arestas v;v;41. O comprimento de (v,)?, denotado por |(v,)’| = b — a, ¢
quantidade de arestas do grafo gerado por ele. E necessério permitir a existéncia de caminhos
unitarios que contém apenas um vértice, e seu comprimento é nulo.

Para u,v € V' o conjunto de todos os caminhos em GG com vértice inicial u e vértice final
d

¢ sao caminhos independentes, os vértices

v é denotado por u —v. Se A = (v,,) e B = (u,)
Vg, Up, Ue € Ug SA0 todos distintos entre si e vyu. € F entdo a concatenacao de A com B,
d

.. ,Ud).

¢, é o caminho (v, ..
O giro de G, denotado por g(G), é o comprimento do menor ciclo contido em G. A

denotada por (v,)? + (uy,) o Uy Uy -

circunferéncia de G, denotado por cire(G), é o comprimento do maior ciclo em G.

Figura 2 — Em pontilhado exemplos de caminho e ciclo

4 N\
C40y e
IS 4 \
N ]
N \
Pty T \ 7
/ Ay \

-
\
\ \/ \

}©

P v
A
\ S 2 )
\\ -7 \ /7
- N

— S \ -
7
/ 20 ==~
{ 1 q K \
\ AN / 3 \
\ ’ .o 1

N N /

N

Fonte: Autor

Na esquerda temos o caminho (1,2, 5,3) e na direita o ciclo (2, 3,4, 5, 2).

Proposicao 2.8. (MENOR GRAU E COMPRIMENTO DE CAMINHOS E CICLOS)

Se §(G) > 2 entdo G contém um caminho de comprimento ao menos 6(G) e um ciclo de

comprimento ao menos §(G) + 1.

Demonstracgao:
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Seja A = (v,)f o caminho de maior comprimento de . Todos os vizinhos de v}, em
(G estdao em A, pois caso o contrario poderiamos concatenar o vizinho que esta fora ao final
A e obter um caminho de comprimento maior. Portanto k& > |vg|g > §(G). Note que k é a

quantidade de vértices de A diferentes de vy.
k41

Seja i o menor natural tal que v; é vizinho de vy em G, entdo B = (v,)¥ + v; = (v,);
é um ciclo que contém todos os vizinhos de v, em G. Sabendo que k — i é a quantidade de

vértices distintos de v, em B temos que k—i > |vi| > 0(G), ouseja, |B| =k—i+1 > 6(G)+1.

2.3 DISTANCIAS

Na Geometria Euclidiana, a distancia entre dois pontos é a quantidade minima de
unidades de comprimento que os separam. Na Teoria dos Grafos, a noc¢ao de distancia é

similar, mas ao invés de unidades queremos saber quantas arestas separam dois vértices.

Definig¢ao 2.9. (DISTANCIA ENTRE VERTICES)

Sejam u e v vértices de G. A distancia entre u e v em G, denotada por dg(u,v), é o
comprimento do menor caminho u—v em G. Caso tal caminho néo exista entao dg(u, v) = +00.
O diametro de G, denotado por diam(G), é a maior distancia finita entre dois vértices em G.

Se sempre existir um caminho® v — v em G para qualquer u,v € V entio dg(u,v) é uma
métrica em V. Claramente dg é ndo negativa e simétrica. A distancia entre vértices é nula se,
e somente se, os vértices sdo iguais (caminho unitario). A desigualdade triangular decorre do
seguinte argumento: sejam u,v,w € V, A o menor caminho u — v, B 0 menor caminho v — w
e C' o menor caminho w —v. O comprimento de A ndao pode ser menor que o comprimento de
B+ C, pois A tem o menor comprimento. Portanto dg(u,v) < dg(u, w)+ dg(w,v). A Figura 3

mostra um exemplo da desigualdade triangular.

Figura 3

Fonte: Autor

1 Na Secdo 2.4 vamos definir esta propriedade como “conectividade’
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Proposic¢ao 2.10. (RELAGAO ENTRE GIRO E DIAMETRO)

Se G contém um ciclo entao ¢(G) < 2 - diam(G) + 1.
Demonstracao:

Suponha, por absurdo, que ¢g(G) > 2-diam(G)+1 e portanto g(G) > 2-diam(G)+ 2. Seja
C = (v,)§ o ciclo de menor comprimento de G e G o grafo gerado por ele. Tome u ‘= Vgiam(c)+1
e note que dg, (vo, u) = diam(G) + 1. Em G, deve existir um caminho A = (u,)k que conecta
Vo € u com comprimento menor ou igual a diam(G), portanto A nao pode estar inteiramente
contido em C'. Seja i < k o maior indice tal que u; = v;, para algum j. Note que o ciclo abaixo

tem comprimento menor que 2 - diam(G) + 1, o que é impossivel pois g(G) > 2 - diam(G) + 1.

(Uj; Vj41s -+« Udiam(G)+15 Uk—1, Uk—2; - - - ,Uz') (6)
[ |

A Figura 4 apresenta um exemplo da proposicao 2.10. Note que o vértice 2 faz o papel de
u; e portanto o ciclo formado é (2, 3, u, 2). Intuitivamente podemos pensar que se o menor ciclo
C' de um grafo G tem dois vértices vy e u com uma distancia do(vg, u) maior que o didmetro de
G, entao deve existir um caminho A com comprimento menor que d¢(vg, u) em G. Podemos

utilizar este caminho A para formar um novo ciclo em G com comprimento menor que C'.

Figura 4 — Em negrito o ciclo C' e pontilhado o caminho A

Fonte: Autor

2.4 CONECTIVIDADE

A conectividade de um grafo nos diz o quao conectados estdo os vértices entre si. De

quantas maneiras diferentes podemos sair de um vértice e chegar em outro?

Definigao 2.11. (CONECTIVIDADE)
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Os vértices u,v € V estao conectados em G se existir um caminho v — v em G. Um
grafo é dito conectado se todos os seus pares de vértices estao conectados. Por defini¢ao, todo
grafo com apenas um vértice é conectado. Um componente conectado de G' é um subgrafo
conectado maximal.

Seja k um numero natural. G é k-conectado se para todo conjunto de vértices U C V'
com menos de k vértices temos que G — U é conectado. G é k-aresta-conectado se para todo
conjunto de arestas D C E com menos de k arestas temos que G — D é conectado.

A conectividade de G, denotado por k(G), é o maior k possivel tal que G é k-conectado.
A conectividade por arestas de GG, denotado por A(G), é o maior k possivel tal que G é

k-aresta-conectado.

Observe os seguinte grafos. Note que para tornar G desconectado basta remover e,
portanto A(G) = 1. Por outro lado, no grafo H é necessario remover qualquer par de arestas

para desconectar H, logo A\(H) = 2.

Figura 5 — Na esquerda G e na direita H

G H

Fonte: Autor

Definicao 2.12. (GRAFO COMPLETO E CLIQUE)
Um grafo G é completo se £ = P,(V), ou seja, o grafo contém todas as possiveis arestas.
Um n-clique de G é um subgrafo completo de G com n vértices. O clique de G, denotado

por ['(G), é a ordem do maior n-clique de G.

Descobrir o clique de um grafo ndo ¢ uma tarefa simples. Para grafos pequenos é facil,
mas para grafos com muitos vértices e arestas o problema se torna exponencialmente mais
complicado. Até que se prove ao contrario, ndo é conhecido um algoritmo ‘‘simples”? que

resolva este problema.

Proposicao 2.13. (CONECTIVIDADE E SUBGRAFOS)

Sejam G e Gy conectados, e € E e Gy < G tal que e € E;. Se G — e é desconectado

entao G; — e também é.

2 Entre aspas pois o conceito de “simplicidade” de um algoritmo envolve uma teoria que nio sera abordada

aqui, para mais informagao confira o livro de Michael Sipser Introduction to the Theory of Computation[3)
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Demonstragao:

Suponha, por absurdo, que GG; — e é conectado. Sejam u,v € V e tome o caminho A
que conecta u e v em G. Se e nao esta no grafo gerado por A entdo o caminho permanece
intacto em G — e garantindo que u e v estao conectados em G — e. Suponha portanto que e
esta no grafo gerado por A. Se GG; contém e entao suas extremidades estdao em Gy, sejam vy
e vy estas extremidades. Como (G; — e é conectado entao existe um caminho em G; — e que
conecta v e vq, seja B este caminho. Claramente B conecta v; e v, em G — e portanto mesmo
que removido e de A ainda é possivel inserir B dentro de A de tal maneira que o caminho
“contorne” e, garantindo que u e v estao conectados. Sendo assim G — e deve ser conectado,

o que é um absurdo.

Proposigao 2.14. (CONECTIVIDADE E CAMINHOS)

Se para quaisquer u,v € V distintos existem k caminhos u — v independentes em G

entao G é k-conectado e k-aresta-conectado.
Demonstragao:

Sejam U C V um subconjunto de vértices tal que |U| < k, D C E um conjunto de
arestas tal que |D| < k. Considere V; =V — U e note que se |V}| < 1 entao G; é conectado,
portanto G é k-conectado. Suponha que |V;| > 1 e tome u,v € V] distintos. Um vértice w € U
nao pode pertencer ao mesmo tempo a dois caminhos independentes © — v em G pois o interior
dos caminhos sao distintos. Pelo principio da casa dos pontos isto garante que pelo menos um
dos k caminhos serd preservado caso U seja removido de GG, e portanto (G; é conectado e isto
implica na k-conectividade de G. O mesmo argumento em D pode ser feito para demonstrar

a k-aresta-conectividade de G.

|
Proposigao 2.15. (ENUMERAGAO DE GRAFOS CONECTADOS)
Para todo grafo conectado G existe uma enumeragao {vy, vs, ..., v,} de V tal que Zg(V;)
¢ conectado para todo i tal que V; = {vy,...,v;}.
Demonstracao:

Escolha v; € V' e note que Zg(V)) é conectado. Suponha indutivamente que exista uma
enumeracao V; = {vy,...,v;} tal que Zg(V;) é conectado e escolha um vértice u € V — V.
Pela conectividade de G, podemos garantir que existe um caminho v; — v em G. Escolha o
maior indice j deste caminho tal que v; esteja em V;, portanto v,y estd em V — V;. Defina
Vit1 = v;+1 e note que Zg(Viqq) é conectado pois v faz vizinhanga com v; que estd em V.

Por inducao em ¢ a demonstracao esta completa.
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|
Proposi¢ao 2.16. (RELAGAO ENTRE CONECTIVIDADES E MENOR GRAU)
Para todo grafo G temos que k(G) < A(G) < §(G).
Demonstragao:
Seja v € V tal que |v|g = 0(G). Claramente os grafos H = G — Vg(v) e K := G — Eg(v)
sdo desconectados, pois v € H, K e v ndo tem vizinhos nestes grafos. Como |Vg(v)| = |Eg(v)| =

d(G) entao k(G) < 0(G) e A(G) < §(G) pois encontramos conjuntos de vértices e arestas com
d(G) elementos que ao serem removidos deixam G desconectado.

Resta-nos mostrar x(G) < A(G). Seja D C E um conjunto com A(G) arestas tal que
G — D é desconectado (a existéncia de D é garantida pela defini¢cio de aresta-conectividade).
Primeiro, considere o caso onde existe um vértice em G que nao é incidido por nenhuma
aresta de D e seja v € V este vértice, ou seja, Eg(v) N D = (). Seja H = (U, F) o componente
conectado de G — D tal que v € U. Seja U; C U um subconjunto de vértices de H tal
que os elementos de U sao todos aqueles que sao incididos por alguma aresta de D em G.
Como nao pode haver aresta de D com ambas as extremidades em U (pois se assim fosse
existiria um conjunto com menos que A(G) arestas que desconecta G) entdo podemos garantir
que |U;| < |D] = MG). Além disto, o grafo G — U; é desconectado, portanto k(G) < |U|
garantindo que k(G) < A(G).

O diagrama abaixo elucida as ideias do argumento, considerando D como as arestas

pontilhadas e U; sendo os vértices em negrito.

Figura 6

Fonte: Autor

Suponha agora o caso que todo vértice de G seja incidido por alguma aresta de D e
seja v € V um destes vértices. Seja H = (U, F') o componente conectado de G — D tal que
v € U. Pelo mesmo argumento do paragrafo anterior, uma aresta de D nao incide ao mesmo

tempo em dois vértices distintos na vizinhanca de v em H, portanto para cada vértice em
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Vy(v) temos pelo menos uma aresta em D. Estas arestas nao podem incidir sobre v logo
[Eq(v) N D] N [Eq(Vy(v)) N D] é vazio, sendo assim:

[€a(v) N DU [Ec(Vi(v)) N D] = |€a(v) N D[+ [Ea(Vu(v)) N D (7)
= [ve < [€a(v) N D[ + [Ea(Vu(v)) N D] <[ D (8)

Portanto §(G) < |D| = A(G). Neste caso os vizinhos de v em G separam v, portanto
5(G) < [vla < |D| = A(G).

2.5 ARVORES E FLORESTAS

Arvores sdo um caso particular de grafos, pois aparecem em diversas aplicacoes e pro-

blemas, principalmente em estruturas de dados na Computagao.

Definigio 2.17. (ARVORE E FLORESTA)

Uma arvore é um grafo conectado que nao contém ciclos (ou aciclico). Uma floresta

é um grafo que aciclico onde os seus componentes conectados sao arvores.
Figura 7 — Um exemplo de arvore

Fonte: Autor

Proposigao 2.18. (EQUIVALENCIAS PARA ARVORES)

Sao equivalentes:
(1) G é uma arvore;
(2) Dois vértices de G sao conectados por um tnico caminho;

(3) G é minimamente aresta-conectado, ou seja, remover qualquer aresta torna o grafo

desconectado.

(4) G é maximalmente aciclico, ou seja, G nao contém ciclos e adicionar qualquer aresta

cria um ciclo em G.
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Demonstragao:

(1) = (2): Por contrapositiva, basta mostrar que se existem nenhum ou mais de um
caminho distintos (ndo necessariamente independentes) que conecta dois vértices entdao G nao
é¢ uma arvore. Se nao houver nenhum caminho entdo G nao é conectado, e portanto nao é
uma arvore. Sejam u e v vértices de G e considere dois caminhos u — v distintos denotados
por (v,)& e (u,)}. Sejam i o primeiro indice tal que v; # u;, j > i o primeiro indice tal que
vj; = vy, para algum k. Note que o caminho abaixo é um ciclo em G pois u;_; = v;_1, portanto

GG nao pode ser uma arvore.

(Vie1, iy« ooy Ujy U1, Ug—2s + - -, Uy Ui 1) 9)

(2) = (3): Seja e = {u,v} € E e note que se removermos e do grafo o tnico caminho
que conecta u e v deixarad de existir, e portanto G se torna desconectado.

(3) = (1): Se é minimamente aresta-conectado entao é conectado, portanto precisamos
provar que GG nao contém ciclos. Suponha, por absurdo, que G contém um ciclo. Escolha uma
aresta neste ciclo e a remova do grafo. Se dois vértices eram conectados por um caminho que
continha esta aresta note que ainda sim é possivel construir outro caminho ‘“dando a volta
pelo outro lado” do ciclo, como mostrado no diagrama abaixo. Isto contradiz o fato de G ser

minimamente conectado e portanto nao pode conter ciclos.

Figura 8 — Mesmo removendo e ainda é possivel conectar u e v

Fonte: Autor

(2) = (4): Se G contiver um ciclo entao contradiz o fato de que entre dois vértices
existe um unico caminho que os conecta. Portanto resta-nos provar que ¢ maximalmente
aciclico. Sejam u e v vértices de G que nao sdo vizinhas em G. Note que s6 pode haver um
tinico caminho A na forma u — v, e claramente este caminho nao passa pela aresta e = {u, v}.
Se adicionarmos e a G o caminho A + v é um ciclo.

(4) = (1): Se G' é maximalmente aciclico entdo nao contém ciclos. Portanto resta-nos
provar que G é conectado. Suponha, por absurdo, que G seja desconectado e considere G; e
(G5 dois componentes conectados distintos de G. Seja v um vértice de GG; e v um vértice de
(G5, temos que nao existe aresta entre v e v em . Se G é maximalmente aciclico entao G + e
deve conter um ciclo, e é claro que este ciclo deve conter u e v. Pelo argumento utilizado na

demonstracdo (3) = (1), temos que deve existir dois caminhos em G + e que conectam u ¢



Capitulo 2. Teoria 23

v, onde um deles passa por e e outro nao. Neste caso, a existéncia do caminho que nao passa
por e nos diz que G deve ter um caminho que conecta v com v, o que é um absurdo visto que

ambos estao em componentes conectados distintos.

|
Proposigao 2.19. (ENUMERAGAO DE ARVORES)
Se GG é uma arvore entao existe uma enumeragao {vy,...,v,} de V tal que para i > 2 v;
tem um 4dnico vizinho em {vy, v, ..., v;_1}.
Demonstragao:
Pelas proposigoes 2.15 e 2.18, temos que existe enumeragao {vy,...,v,} de uma arvore
tal que V; = {vq,...,v;} é conectado. Se v; tivesse dois vizinhos em V;_; entdo seria possivel

formar um ciclo com um caminho entre os vizinhos (pois V;_; é conectado) e o préprio v;, o

que é um absurdo pois GG é arvore. Portanto, v; ndo pode ter dois ou mais vizinhos em V;_;.

|
Proposic¢ao 2.20. (EXISTENCIA DE UMA ARVORE GERADORA)
Se G é conectado entao existe uma arvore que gera G.
Demonstragao:
Seja {ey, ..., e, } uma enumeragao de E. Se G — e é conectado defina E; := FE — ey, caso

o contrario F; = FE. Seja V; ==V para todo 7 < n e considere a seguinte sequéncia para i > 1:

E,_1—e¢;, G;_1—e; éconectado
Eifl, C.C

Note que G, sera um subgrafo que gera G e é minimamente aresta-conectado, pois pela
construcao da sequéncia e pela proposicao 2.13 nao podemos remover nenhum vértice sem

quebrar a conectividade. Como demonstrado em 2.18 temos que G,, é uma arvore que gera G.

Proposicao 2.21. (EQUIVALENCIA PARA ARVORES)
Seja G conectado com ordem n. G é uma arvore se, e somente se, |E| =n — 1.
Demonstracgao:

A ida decorre da proposicao 2.19. Se v; tem um tnico vizinho em V;_; para todo i <n

entdao E; \ E;_1 = e onde e é a aresta que incide sobre v; e seu vizinho em V;_;. Conforme
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aumentamos ¢, estamos adicionando apenas uma aresta a G;, sendo assim um argumento
indutivo em ¢ garante que V; possui ¢ — 1 arestas. Tomando ¢ = n provamos o que queriamos.

Agora a volta. Seja H uma arvore geradora de GG. A primeira implicagdo demonstrada
garante que H tem n — 1 arestas e portanto devem ser as mesmas n — 1 arestas de G, logo
G=H.

Definigao 2.22. (RAIZ E ORDEM DE UMA ARVORE)

Seja G uma arvore e r um vértice de G. Chamaremos r de raiz de G e sabendo que s6
existe um tnico caminho que conecta dois vértices em uma arvore, definimos a relagdo u <, v
para os vértices u e v se u esta contido no interior no caminho r — v. Por definicao dizemos
que w =, w para todo w € V.

Note que =, é uma relagao de ordem parcial em V. Por definicao ela é reflexiva. Se u # v
e u =<, v entao claramente v <, u nao pode ser verdade, tornando a relagao antissimétrica.
Se u <, v ewv =, wentdo o caminho r — w deve conter r — v, sendo assim o caminho r — w

contém u, portanto u <, w garantindo a transitividade.

2.6 HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS

Homomorfismos sao fungoes entre grafos que preservam vizinhancas. Homomorfismos
sdo importantes para podermos estudar um grafo a partir de outro visto que a relagao de
vizinhanga edifica todas as defini¢oes e proposigoes.

Isomorfismo é o mesmo que dizer que dois grafos sao ‘‘iguais’” quando olhamos para as
relagoes de vizinhanga, ignorando a natureza dos vértices. O grafo com vértices que sao frutas
pode ter a mesma estrutura de um grafo onde os vértices sao carros de luxo. Portanto o que

nos importa no fundo ¢é a estrutura do grafo e ndo o que sao seus vértices.

Defini¢ao 2.23. (HOMOMORFISMO E ISOMORFISMO) Uma funcao ¢ : V' — V; é um homo-

morfismo de G para G; se para todo u,v € V vizinhos em G tal que ¢(u) e ¢(v) também
sao vizinhos em G. Um isomorfismo ¢ um homomorfismo bijetor que a sua inversa tam-
bém é um homomorfismo. G é homorfo a G se existe um homomorfismo de V' para V;
e, similarmente, G é isomorfo a G; se existe um isomorfismo de V para V;. Note que que
todo grafo é homorfo/isomorfo a si mesmo e que composi¢do de homomorfismo/isomorfismo é

homomorfismo /isomorfismo.
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2.7 COLORACOES

E possivel colorir o mapa-mundi com apenas quatro cores sem que dois paises vizinhos
tenham a mesma cor??® Esta pergunta aparentemente inocente se demonstrou um desafio para
diversos matematicos e motiva a defini¢ao de coloracao de grafos.

Colorir um grafo é associar para cada vértice uma cor de tal maneira que vértices vizinhos
tenham cores diferentes. A primeira vista, isto pode parecer simples, pois podemos utilizar
uma quantidade de cores igual a quantidade de vértices. O desafio reside em encontrar a menor
quantidade de cores necessaria para colorir um dado grafo. Tal qual o processo de encontrar
um clique, encontrar a quantidade minima de cores é bastante dificil e nao existe método facil
senao testar todas as possiveis maneiras distintas de se colorir o grafo.

Neste capitulo, discutiremos as n-redugoes de um grafo, topico este que foi desenvolvido
independentemente pelo autor e nao consta na bibliografia. A n-reducao se prova uma ferra-
menta importante para colorir grafos devido a sua propriedade de reduzir a complexidade do

problema.

Definicao 2.24. (COLORACAO)

Seja n um nimero natural nao nulo. A funcao ¢ : V' — {1,...,n} é uma n-coloragao
de G se para todo v e u vértices vizinhos em G tem-se que ¢(u) # ¢(v). Se existir n-coloragao
em G entdao G é n-coloravel. O ntimero cromatico de G, denotado por x(G), é o menor
ntimero n tal que G é n-coloravel. G é perfeito se x(G) = I'(G). E claro que todo subgrafo
de um grafo n-coloravel também é n-coloravel e que um grafo é n-coloravel se todos os seus

componentes conectados sao n-coloraveis.

Figura 9 — Exemplo de 3-coloracao

Fonte: Autor

Podemos utilizar o diagrama de um grafo para representar uma possivel coloragao. No
caso da Figura 9 estamos literalmente colorindo os vértices, mas podemos dizer que, por
exemplo, colorir um vértice de vermelho é o mesmo que associar o valor 1, colorir o vértice de

verde é associar o valor 2 e de azul o valor 3.

3 Este é chamado “O Problema das quatro cores’” e a sua resposta ¢ sim. Sua demonstracdo foi feita por

exaustao por um computador em 1976 devido a quantidade enorme de casos que precisavam ser testados.
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Proposigao 2.25. (HOMOMORFISMO E COLORAGAO)

¢ um homomorfismo entre G e GG1. Se Gy é n-coloravel entdao GG é n-coloravel.
Demonstracao:

Seja e 1 a n-coloragdo de G1. Temos que se u e v sd0 vértices vizinhos de G entao ¢(u)
e ¢(v) sdo vizinhos em Gy. Se ¢(u) e ¢(v) sao vizinhos em G; entdo ¥ (o(u)) e ¥(p(v)) sdo

diferentes. Logo 1 o ¢ é uma n-coloragao de G.

Claramente podemos escolher uma quantidade de cores igual a ordem do grafo, associando
a cada vértice uma cor diferente e tinica. Isto ndo é muito interessante, mas pelo menos garante

que todo grafo G possui pelo menos uma |G|-coloragao.

Proposicao 2.26. (EXTENSAO DE COLORAGOES)

Seja V7 C V um subconjunto de vértices, G = Zg(Vi) o grafo induzido, ¢ uma n-
coloragao em G e v € V — Vj um vértice fora de G;. Considere Vo = V) U {v} e Gy = Zi(Vs).
E verdade que:

(1) Se |v|g, < n entdo G é n-coloravel;

(2) Se |v|g, > n entdo Gy é n-coloravel ou no maximo (n + 1)-colordvel.

Demonstragao:

Iremos mostrar (1). Note que Vg, (v) C V; e portanto ¢(Vg,(v)) C {1,...,n}. Se Jv|g, <
nentdao M = {1,...,n}\é(Vg,(v)) # 0. Tome m € M e construa a funcao ¢ : Vo — {1,...n}
da seguinte maneira:

oy = O N
m, u="0

Por construgao ¢ é n-coloragdo em Gs, ja que o valor escolhido para ¥ (v) estd entre 1 e
n e é diferente dos seus vizinhos.

Iremos mostrar (2). Se |[v|g, > n entdo M = {1,...,n} \ ¢(Vg,(v)) pode ou nao ser
vazio. Caso M # () entdo segue de (1) a existéncia de uma n-coloracao em Gy. Se M = ()
tome m = n + 1 e construa a fungdo ¢ : Vo — {1,...n+ 1} como a acima. Por construcao 1
é n + l-coloracao em Gsq, ji que o valor escolhido para 1 (v) estd entre 1 e n + 1 e é diferente

dos seus vizinhos.

Definigao 2.27. (REDUGAO)
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Seja n um ntmero natural. A n-redugao de G, denotada por R, (G), é o grafo induzido
pelo subconjunto de vértices de G com ordem maior ou igual a n, ou seja, remove-se o0 0s
vértices de grau menor que n do grafo. O n-reduzido de G, denotado por R (G), é o grafo é
obtido a partir da iteracao da n-reducgao até que se remova todos os vértices ou o grau minimo
seja igual a n. E verdade que G > Ri(G) > Ra(G) > -+

Figura 10

@ ®
60@ R (G)

Q G
O

Fonte: Autor

A Figura 10 apresenta um exemplo de redugao. Note que foram removidos os vértices
{1,4,5,6,7} pois os seus graus sdo menores que 2. Se aplicarmos a 2-redugdo novamente

obteremos o grafo vazio.

Definigao 2.28. (NUCLEO)

O nucleo de G ¢ o menor n-reduzido de G diferente do vazio, ou seja, queremos saber
o maior n possivel tal que R} (G) seja ndo vazio. Na Figura 10 temos que o nicleo de G é

Proposigao 2.29. (REDUGAO E COLORAGAO)

G é n-coloréavel se, e somente se, R,,(G) é n-coloravel. Como corolario desta proposigao
segue que G é n-coloravel se, e somente se, R} (G) é n-coloravel.
Demonstracgao:

A ida é 6bvia, pois a reducao de G é subgrafo de GG. A volta decorre da aplicagao da
proposicao 2.26. Se a n-redugao de um grafo esté colorida com n cores entao todo vértice que
nao esta na reducao tem menos de n vizinhos, e portanto é sempre possivel escolher uma entre

as n cores que seja diferente dos vizinhos.

Proposigao 2.30. (MAJORANTE PARA O NUMERO CROMATICO)
E verdade que G é (A(G) + 1)-coloravel.
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Demonstragao:

Mesmo argumento que a demonstragao 2.29. Se todo vértice tem menos que A(G) + 1

vizinhos entao sempre podemos escolher uma entre as A(G) + 1 cores.

Mas como encontrar uma coloracao de um grafo? Abaixo vamos definir o “‘algoritmo

anancioso para coloracdo’’, que colore um grafo vértice por vértice. Dizemos que o algoritmo
)

é ‘“‘ganancioso’”’ pois ele tenta resolver o problema sem se preocupar com a solucao otima

)

apenas buscando minimizar localmente o uso das cores.

Definigao 2.31. (ALGORITMO GANANCIOSO PARA COLORAGAO)

Seja {v1,...,v,} uma enumeragao de V. Aplicando a proposigao 2.26 nesta enumeragao,
podemos estender uma coloracao inicial em G de tal forma que colorimos cada vértice com o
menor valor entre os seus vizinhos, garantindo que seja utilizado no maximo A(G) 4 1 cores.

O resultado do algoritmo depende da ordenacao escolhida. Existem diversas possiveis
ordenacoes, desde aleatorias até aquelas que escolhem os vértices em ordem decrescente pelo

valor do seu grau.

Proposigao 2.32. (EXISTENCIA DE UMA ORDENAGAO OTIMA)
Existe uma ordenacao para o algoritmo 2.31 que usa x(G) cores para colorir G.
Demonstragao: Seja ¢ uma x(G)-coloragao de G e ordene os vértices de G tal que os primeiros

vértices estao coloridos com a cor 1, depois os vértices com a cor 2 e assim por diante. Seja
V; C V os vértices que sao coloridos com a cor i. Claramente o algoritmo ird colorir V; com
a primeira cor, pois eles nao podem ser vizinhos entre si pois ¢ é coloracao. Os vértices de
V5 que fazem vizinhanga com algum de V; serdo coloridos com a cor 2 pelo algoritmo, caso o
contrario serao coloridos com a cor 1. Repita indutivamente este argumento e eventualmente

todos os vértices estardo coloridos com no méximo x(G) cores.

Proposigao 2.33. (2-COLORABILIDADE DE ARVORES)

Toda arvore é 2-coloravel.

Demonstragao:

Seja G uma arvore e r € V uma raiz de GG. Tome v € V e note que existe um tnico
caminho que conecta r e v. Seja ¢ uma funcao de V' para {1,2} tal que se o caminho que
conecta 1 e v tem comprimento impar entdao ¢(v) = 1 e caso tenha comprimento par entao
¢(v) = 2. Claramente vértices vizinhos ndo podem ter a mesma cor, fazendo com que ¢ seja

uma 2-coloragao para G.
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Figura 11 — 2-coloracao de arvores

Fonte: Autor

Proposicao 2.34. (CONDIGAO PARA 2-COLORABILIDADE)
G é 2-coloravel se, e somente se, nao existem ciclos de comprimento impar em G.
Demonstragao:

Podemos provar a ida por contrapositiva. Claramente, um grafo gerado por um ciclo
de ordem fmpar em G nao pode ser 2-coloravel, pois as cores devem alternar dentro do ciclo,
resultando em dois vértices com a mesma cor. Se G' contém um subgrafo que nao é 2-coloravel
entao G nao pode ser 2-coloravel.

Vamos provar a volta. Suponha sem perda de generalidade que G é conectado, pois um
grafo é 2-coloravel se, e somente se, seus componentes conectados sao 2-coloraveis. Portanto,
pelas proposicoes 2.20 e 2.22 existe uma arvore 1" que gera G e r € V uma raiz de T'. Pela
proposicao 2.33 sabemos que T' deve ser 2-coloravel e seja ¢ uma coloragao. Tome e = {u, v}
aresta de G que nao estd em T (se ndo houver aresta desta forma entao 7" = G pois T" gera G)
e note que 7' é maximalmente aciclico pela proposicao 2.18, portanto em 7"+ e existe um ciclo
A em G que passa por e. Se os unicos caminhos que conectam r com u e r com v ambos em
T tém paridades iguais, entdo A deve necessariamente ter ordem impar, o que é um absurdo.
Portanto u e v tem cores diferentes e podemos adicionar as arestas de G uma a uma a 7T e

garantir que a 2-colora¢ao ¢ de T' nao é quebrada, tornando ¢ uma 2-coloragao de G.

A Figura 12 abaixo ajuda a entender o argumento da proposicao 2.34. Note que se
adicionarmos a aresta e na arvore temos que a coloracao nao é quebrada, mas se adicionarmos

f teremos dois vértices vizinhos com a mesma cor.
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Figura 12 — 2-coloracao de arvores

Fonte: Autor

2.8 OUTROS TIPOS DE GRAFOS

Os grafos que acabamos de definir sao chamados de nao dirigidos, ndo ponderados
e sem loops*. Um grafo ponderado ¢ aquele que cada aresta tem um valor associado, um
grafo dirigido é aquele que a relacao de vizinhanga nao é simétrica e um grafo com loops é

aquele que um vértice pode ser vizinho de si mesmo.

Definigao 2.35. (GRAFO PONDERADO)

Seja f: E— R. O par (G, f) é um grafo ponderado com fungao peso f. No diagrama

de um grafo ponderado colocamos o valor da aresta ao lado dela.

Figura 13 — Exemplo de grafo ponderado

Fonte: Autor

Um grafo ponderado pode ser utilizado quando a relacao de vizinhanca tem um peso
associado. Por exemplo, ao fazermos a representacao de uma cidade por um grafo, os pesos

das arestas podem representar a distancia entre as cidades vizinhas. O comprimento de um

4 Um loop pode ser obtido permitindo que subconjuntos unitrios sejam arestas, tornando um vértice vizinho

de si mesmo



Capitulo 2. Teoria 31

caminho em um grafo ponderado é a soma dos valores associados para cada aresta que o

caminho passa.

Definigao 2.36. (GRAFO DIRIGIDO)

Seja D C V x V. O par (V, D) é um grafo dirigido com arestas D. Os vértices u e v
sdo vizinhos se (u,v) € D, note que u pode ser vizinho de v mas v pode nao ser vizinho de
u. No diagrama de um grafo direcionado utilizamos setas indicando a relagdo de vizinhanca,

onde se u é vizinho de v entao desenhamos uma seta saindo de u indo para v.

Figura 14 — Exemplo de grafo direcionado

®
=9

Fonte: Autor

No grafo dirigido nao temos mais uma relagao simétrica. No exemplo da cidade podemos
dizer que é possivel ir de uma cidade a outra, mas nao fazer o caminho de volta. Grafos

dirigidos podem ser ponderados.
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3 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Em Matematica muitas vezes provamos que um exemplo existe, mas também importante
sabermos encontrar a ‘“‘cara’ dele. Este capitulo portanto sera dedicado a apresentar algoritmos

em grafos que aplicam as proposicoes demonstradas anteriormente.

3.1 REPRESENTACAO DE UM GRAFO

A definicao inicial de grafo funciona muito bem para desenvolver a Teoria dos Grafos
com a linguagem de conjuntos, mas para executar algoritmos computacionalmente devemos
definir o que é um grafo para um computador. Existem diversas maneiras, mas a que melhor se
aplica para o nosso caso é a partir de uma matriz de incidéncia: para um grafo G enumere
os vértices {v1,...,vg} e monte uma matriz A = (a;;) de 0’s e 1’s tal que se v; ¢ vizinho de
v; entao a a;; = aj; = 1, caso contrario a;; = a;; = 0.

Utilizando a matriz de incidéncia, vamos aplicar diversos algoritmos citados nas definigoes
e proposicoes anteriores. Abaixo uma lista das fun¢des implementadas:

o Encontrar a vizinhanga e o grau de um vértice;

o (Calcular o maior e menor grau em um grafo;

o Calcular a densidade de um grafo;

o Encontrar o subgrafo descrito na proposic¢ao 2.6;

o (Calcular a distancia entre dois vértices e checar se um grafo é conexo;

o Encontrar a arvore geradora de um grafo conexo;

o Fazer a coloracao gananciosa em um grafo e retornar a coloracao encontrada;
o Fazer a reducao de um grafo e encontrar o seu reduzido.

O codigo estéd escrito na linguagem Julia, uma linguagem de alto nivel e performance

feita para computacao cientifica.

3.2 CODIGO

struct Grafo

# Struct para as varidveis de tipo Grafo
A::Matrix{Int64}
# Matriz de adjacencia do grafo

Id::Vector{String}

Cada entrada eh o nome de cada vertice

end

function QuantidadeVertices (G::Grafo) ::Int64
return length (G.Id)
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end

function VizinhancaGrauVertice (G::Grafo, v::Int64) ::Tuple{Int64,Vector{Int64d}}
# Encontra os vertices vizinhos de v em G e calcula o seu grau
N::Int64 = QuantidadeVertices (G)
grau::Int64 = sum(G.A[v,:])
vizinhanca::Vector{Int64} = zeros(Int64, grau)
i::Int6ed4 =1
for C::Int64 in 1:N
# Itera sobre a coluna e verifica se eh vizinho
if G.A[v, C] ==
vizinhanca[i] = C
i+=1
end
end
return (grau, vizinhanca)

end

function GrausMenorMaiorGrafo (G::Grafo) ::Tuple{Vector{Int64}, Int64, Int64}
# Retorna um vetor com o grau de cada vertice e o valor do menor
# e maior grau
N::Int64 = QuantidadeVertices (G)
graus: :Vector{Int64} = zeros(Int64, N)
for L::Int64 in 1:N

graus [L] = VizinhancaGrauVertice (G, L) [1]
end
if N == 0
return (graus, 0, 0)
else
return (graus, minimum(graus), maximum(graus))
end
end

function QuantidadeArestas (G::Grafo) ::Int64
return div (sum(GrausMenorMaiorGrafo (G) [1]), 2)

end

function DensidadeGrafo (G::Grafo) ::Rational
nArestas::Int64 = QuantidadeArestas (G)
nVertices::Int64 = QuantidadeVertices (G)
return nArestas//nVertices

end

function PassoSubgrafoDenso (G::Grafo) : :Tuple{Grafo, Bool}
# Faz o passo de escolher um vértice grau
# menor que a densidade
N::Int64 = QuantidadeVertices (G)
densidade: :Rational = DensidadeGrafo (G)
graus: :Vector{Int64} = GrausMenorMaiorGrafo (G) [1]
reduzido::Bool = false
for V::Int64 in 1:N
if graus[V]xdenominator (densidade) <= numerator (densidade)
reduzido = true
vertices::Vector{Int64} = 1:N
filter! (v -—> v != V, vertices)
return (Grafo(G.A[vertices, vertices], G.Id[vertices]), reduzido)
end
end

return (G, reduzido)
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end

function SubgrafoDenso (G::Grafo) ::Tuple{Grafo, Bool}

# Encontra um subgrafo mais denso
nG: :Tuple{Grafo, Bool} = PassoSubgrafoDenso (G)
while nG[2]
nG = PassoSubgrafoDenso (nG[1l]
end

return nG

end
function ColoracaoGananciosa (G::Grafo, O::Vector{Int64})::Vector{Intoc4d}
N::Int64 = QuantidadeVertices (G)
corMax::Int64 = maximum(GrausMenorMaiorGrafo (G) [1]) + 1
# Quantidade maxima possivel de cores
# Segue do segundo majorante para o numero cromatico
coloracao: :Vector{Int64} = zeros(Int64, N)
for L::Int64 in O
coresPossiveis::Vector{Int64} = l:corMax
for C::Int64 in 1:N
if G.A[L,C] ==
filter! (c -> ¢ != coloracao[C], coresPossiveis)
# Remove da lista de cores possiveis aquelas que
# os vertices vizinhos Jja estao coloridos
end
end
coloracao[L] = minimum(coresPossiveis)
end
return coloracao
end

function NReducao (G::Grafo, N::Int64) ::Tuple{Grafo,Bool}

end

Nl::Int64 = QuantidadeVertices (G)
graus: :Vector{Int64} = GrausMenorMaiorGrafo (G) [1]
nVertices::Vector{Int64} = zeros(Int64, O0)
# Vertices que permanecem
for V::Int64 in 1:N1
if graus[V] >= N
push! (nVertices, V)
end
end
reduzido::Bool = false
# Checa se o grafo foi reduzido
if length(nVertices) < length (G.Id)
reduzido = true
end

return (Grafo(G.A[nVertices, nVertices], G.Id[nVertices]), reduzido)

function NReduzido (G::Grafo, N::Int64) ::Tuple{Grafo,Bool}

end

nG: :Tuple{Grafo,Bool} = NReducao (G, N)
while nG[2]
# Checa se o grafo foi reduzido
# Caso positivo tenta reduzir mais
nG = NReducao (nG[1l], N)
end

return nG
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function Nucleo (G::Grafo) : :Tuple{Grafo, Int64}
maiorGrau::Int64 = GrausMenorMaiorGrafo (G) [3]
for 1::Int64 in O:maiorGrau
nG: :Tuple{Grafo,Bool} = NReduzido (G, I)
if length(nG[1l].Id) == 0
nG = NReduzido(G,I - 1)
return (nG[1], I - 1)
end
end

end

function DistanciaVertices (G::Grafo, u::Int64, v::Into64)

N::Int64 = QuantidadeVertices (G)
distancias::Vector{Int64} = zeros (Int64, N)
visitado: :Vector{Int64} = zeros (Int64, N)
nVisitado::Vector{Int64} = zeros (Int64, N)
visitadofu] =1
alteracao::Bool = true
while alteracao

alteracao = false

for I::Int64 in 1:N

if visitado[I] == 1
for J::Int64 in 1:N
if G.A[I,J] == 1 && visitado[J] == 0
nVisitado([J] = 1
distancias([J] = distancias[I] +
end
end
nVisitado[I] = -1

alteracao = true

elseif visitado[I] == -1
nVisitado[I] = -1
end
end
visitado = copy(nVisitado)

end
return distancias]|[v]

end

function ChecarConexidade (G::Grafo) : :Bool
N::Int64 = QuantidadeVertices (G)
conexo::Bool = true
for 71::Int64 in 1:N
for J::Int64 in 1:N

if 1 !'=7
if DistanciaVertices (G, I, J) == 0
conexo = false
break
end
end

end
if !conexo
break
end
end
return conexo

end

function ArvoreGeradora (G::Grafo) ::Grafo

::Int64
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N::Int64 = QuantidadeVertices (G)
nA::Matrix{Int64} = copy(G.A)
nId::Vector{String} = copy (G.Id)
for L::Int64 in 1:N
for C::Int64 in (L + 1):N
if nA[L,C] == 1
nA[L,C] 0
nA[C, L] 0

if ChecarConexidade (Grafo (nA,

continue
else

nA[L,C] =1

nA[C,L]

Il
—

end
end
end
end
return Grafo (nA, nId)
end

nId))
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho trouxe alguns dos principais resultados para um primeiro estudo em Teoria
dos Grafos. Outros topicos, como fluxos e planaridade, também sao interessantes para um
primeiro contato, mas nao foram abordados aqui.

Apesar de simples, as aplicagdes desta teoria sao vastas. Conceitos de Computagao
como autématos[3], organizagdo de arquivos, controle de versdes e outras coisas podem ser
representadas e resolvidas com ferramentas da Teoria dos Grafos.

A motivagao para fazer esta pesquisa foi movida pelo meu interesse em estudar coloracoes
em grafos, pois acho um tema fascinante. Ainda pretendo responder algumas perguntas e
descobrir novas proposicoes, principalmente aquelas que envolvem a redugao.

Algumas duvidas ainda permanecem comigo. Serd que existem boas ordenagodes para
o algoritmo da ordenacgao, melhores que escolher os vértices em ordem crescente pelo valor
do seu grau? Sera que o nucleo é o menor subgrafo que “fixa’” uma coloracao para o grafo
inteiro, ou seja, o menor subgrafo que garante que se é coloravel entao todo grafo também
6?7 E possivel saber quando a coloracio gananciosa é 6tima e melhorar coloragoes a partir de
alguma ja conhecida? Quais as propriedades tinicas de colorac¢oes obtidas a partir da coloragao
gananciosa?

Esta duavidas por pouco nao entraram no trabalho, visto que nem todas fui capaz de
responder com certeza e demonstrar formalmente. Ainda assim, sdo com duvidas em aberto

que continuamos pesquisar as areas que nos interessam.



38

REFERENCIAS

Thomas Cormen. Algoritmos: Teoria e Prdtica. 3* ed. GEN LTC, 2012.

Reinhard Diestel. Graph Theory. 2* ed. Springer, 2010.

Michael Sipser. Introduction to the Theory of Computation. 3* ed. Cengage Learning,
2012.

William Thomas Tutte. Graph Theory. 1* ed. Cambridge University Press, 2001.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Teoria
	Grafos e vizinhanças
	Caminhos e ciclos
	Distâncias
	Conectividade
	Árvores e florestas
	Homomorfismos e isomorfismos
	Colorações
	Outros tipos de grafos

	Implementação computacional
	Representação de um grafo
	Código

	Considerações finais
	REFERÊNCIAS

		2023-12-12T10:03:59-0300


		2023-12-15T16:46:05-0300




