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RESUMO

A partir da discretizagao de sistemas dindmicos, surge a area da Dindmica Simbdlica.
Neste trabalho, comecamos estudando os objetos centrais dessa area: os espagos shift.
Estudamos a sua defini¢ao classica sobre alfabetos finitos por meio de blocos proibidos e
de linguagens, e em seguida definimos um tipo especial de espaco shift, que sao os shifts
de tipo finito. Analisamos também algumas caracteristicas topoldgicas dos espacos shift,
em consequéncia da definicdo de uma métrica que permite vé-los como sistemas dinamicos.
A partir destas caracteristicas, obtemos a caracterizacdo dos espagos shift como sendo os
subconjuntos invariantes e compactos do shift completo. Em seguida, expandimos essas
defini¢oes e resultados para os espagos shift definidos sobre alfabetos infinitos, e vemos
que o shift completo sobre um alfabeto infinito nao é compacto. Estudamos as defini¢oes
de oOrbita, pseudo-6rbita e sombreamento, para posteriormente definir a propriedade do
sombreamento. Analisamos alguns exemplos da ocorréncia da propriedade do sombrea-
mento, e provamos o seguinte resultado tradicional: um espaco shift tem a propriedade do
sombreamento se, e somente se, for de tipo finito. Definimos e exemplificamos os concei-
tos de homeomorfismo expansivo e sistema dinamico topologicamente estavel, e com isso
provamos o resultado principal para espagos métricos compactos: um sistema dinamico
que seja expansivo e tenha a propriedade do sombreamento é topologicamente estavel. Por
fim, expandimos esse resultado para os espacos shift de ordem M sobre alfabetos infinitos,
que nao sao compactos.

Palavras-chave: Dindmica Simbodlica. Sombreamento. Estabilidade Topoldgica.



ABSTRACT

From the discretization of dynamical systems, the field of Symbolic Dynamics emerges.
In this work, we begin by studying the central objects of this field: shift spaces. We
investigate their classical definition over finite alphabets by using forbidden blocks and
languages. Subsequently, we introduce a special type of shift space known as a shift of finite
type. Additionally, we analyze some topological features of shift spaces, a consequence
of defining a metric on these spaces that allows us to view them as dynamical systems.
Based on these features, we obtain the characterization of shift spaces as the invariant and
compact subsets of the full shift. We explore the definitions of orbit, pseudo-orbit, and
shadowing, subsequently introducing the shadowing property. Several examples illustrating
the occurrence of the shadowing property are presented, and we prove the traditional
result that a shift space possesses the shadowing property if and only if it is of finite
type. We define and provide examples of expansive homeomorphisms and topologically
stable dynamical systems. Using these concepts, we prove the main result for a compact
metric space: a dynamical system that is expansive and has the shadowing property is
topologically stable. Finally, we extend this result to shift spaces of order M over infinite
alphabets, which are not compact.

Keywords: Symbolic Dynamics. Shadowing. Topological Stability.



2.1

2.1.1
2.1.2
2.1.3
2.1.4
2.1.5
2.1.6
2.2

3.1
3.2
3.2.1

SUMARIO

INTRODUCAO . .. .. . . ittt e et
ESPACOS SHIFT SOBRE ALFABETOS FINITOS E INFINITOS

ESPACOS SHIFT SOBRE ALFABETOS FINITOS . . . . ... ... ..
O Shift Completo . . . . . . . . . .. ...
A funcao shift . . . . . ...
Espacos Shift . . . . . . . .. ...
Linguagens . . . . . . . ...
Espacos Shift de Tipo Finito . . . . . . . . .. ... ... ... ...
Espacos shift vistos como Sistemas Dinamicos . . . . . . . . . . ..
ESPACOS SHIFT SOBRE ALFABETOS INFINITOS . . . ... ... ..
ESTABILIDADE TOPOLOGICA DE SISTEMAS DINAMICOS . .
PROPRIEDADE DO SOMBREAMENTO . . . .. ... ... ... ...
ESTABILIDADE TOPOLOGICA . . . . . . . . ... ... .. .. ....
O Caso dos Espacos Shift sobre Alfabetos Infinitos . . . . . . . . .
CONCLUSAO . . . . ..t
Referéncias . . . . . . . . . . . . . . . . ..



10

1 INTRODUCAO

Os sistemas dinamicos, que encontram sua aplicacdo em diversas areas da ciéncia,
tém sido uma area de intensa investigagao devido a sua capacidade de modelar e entender
o comportamento temporal de fendmenos complexos. O seu estudo remonta ao trabalho
pioneiro de matematicos como Isaac Newton e Leonhard Euler, que estabeleceram as bases
para as equagoes diferenciais, uma ferramenta fundamental na modelagem de sistemas
dindmicos continuos. Tradicionalmente, a abordagem de um sistema dinamico envolve a
formulacao e analise de equacoes diferenciais que descrevem as relagoes entre as variaveis
envolvidas. Contudo, uma outra abordagem, conhecida como Dindmica Simbélica, propoe
uma método alternativo que faz uso de simbolos e representacoes simbolicas para descrever
e analisar os padroes intrinsecos presentes nos sistemas dinamicos.

Esta monografia trata de um estudo sobre a relagdao entre os espagos shift, principal
objeto de analise da Dinamica Simbolica, e duas caracteristicas de um sistema dinamico:
a propriedade do sombreamento e a estabilidade topologica. A propriedade do sombrea-
mento caracteriza a existéncia de érbitas que aproximam pseudo-érbitas, e a estabilidade
topolégica reflete a robustez de um sistema dinamico contra perturbacgdes. A conexao
entre esses trés conceitos foi inicialmente delineada por Peter Walters em (WALTERS,
1978), uma referéncia que serd explorada em conjunto com outros artigos e livros classicos
da &rea.

No Capitulo (2), iniciamos nossa abordagem com uma investigagao das propriedades
fundamentais dos espacos shift. Isso abrange desde a propria definicao do espago shift
através de blocos proibidos e linguagens, a funcao shift que opera nesses espacos, a
concepc¢ao de shift de tipo finito e o entendimento de espagos shift como um sistema
dindmico. Exploramos ainda como podemos estender essas defini¢oes e resultados quando
o espago shift é construido sobre um alfabeto infinito. Para este capitulo, tomamos como
base a referéncia (LIND, MARCUS, 1995).

Em seguida, no Capitulo (3), vemos algumas propriedades de sistemas dindmicos.
Intuitivamente, podemos visualizar um Sistema Dindmico como sendo uma tripla ordenada
(X,d, f), onde (X,d) é um espago métrico nao vazio e f : X — X é um homeomorfismo.
Nosso objetivo, ao estudar um sistema dinamico, é determinar como os pontos de X
evoluem mediante a aplicacao iterada de f. Neste trabalho, voltamos nossos olhos para
duas caracteristicas topologicas de um sistema dinamico: a propriedade do sombreamento
e a estabilidade topologica. Definimos primeiramente conceitos relacionados a propriedade
do sombreamento, sendo estes oOrbita, pseudo-Orbita e sombreamento. Posteriormente,
exploramos a definicdo de homeomorfismo expansivo e, em seguida, a no¢ao de estabilidade
topolégica. Os resultados encontrados acerca da propriedade do sombreamento em espagos
shift provém de (WALTERS, 1978) e (KURKA, 2003), e a defini¢gdo de sombreamento de
Lipschitz e sua motivagao provém de (PILYUGIN, SAKAI 2017). Além disso, os exemplos
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de homeomorfismos expansivos procedem de (BRYANT, 1962).
Assim, provamos o seguinte teorema principal, que provém de (WALTERS, 1978), e
relaciona a propriedade do sombreamento, homeomorfismos expansivos e a estabilidade

topoldgica em um sistema dinamico:

Teorema 3.2.8. Seja (X,d, T) um sistema dindmico com a propriedade do sombreamento,
em que (X, d) é um espago métrico compacto e T : X — X é um homeomorfismo expansivo.

Entao, T € topologicamente estavel.

Por tltimo, demonstramos que essa conclusao pode ser generalizada para os shift de
tipo finito de ordem M sobre um alfabeto infinito, que mostramos no Capitulo (2) nao

serem, necessariamente, compactos (Proposicao (2.2.2)).
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2 ESPACOS SHIFT SOBRE ALFABETOS FINITOS E INFINITOS

Neste capitulo, apresentamos a definicao dos espacos shift, que sdo os objetos cen-
trais de investigacao na Dinadmica Simbdlica. Desenvolvemos as defini¢oes tanto para o
caso comumente estudado de alfabetos finitos quanto para o caso mais geral de alfabetos
infinitos. Além disso, introduzimos o conceito de shifts de tipo finito e estabelecemos uma
métrica para os espago shift, que nos permite vé-los como sistemas dinamicos. Com essas
defini¢bes em vigor, demonstramos algumas propriedades topolégicas fundamentais asso-
ciadas aos espacos shift. E relevante ressaltar que, neste trabalho, adotamos a convencio

de incluir o zero no conjunto dos niimeros naturais, isto é, N = {0,1,2,3,... }.

2.1 ESPACOS SHIFT SOBRE ALFABETOS FINITOS

2.1.1 O Shift Completo

Como queremos trabalhar com espagos shift sobre alfabetos finitos, comegamos

definindo, primeiramente, o que entendemos por alfabeto finito.

Defini¢ao 2.1.1 (Alfabeto Finito e Simbolo). Seja A um conjunto finito ndo vazio, que

chamamos de alfabeto finito. Os elementos do alfabeto A sdo chamados de simbolos.

Um exemplo simples de alfabeto finito, e que nos acompanhara durante o trabalho,
é o conjunto Ay = {0, 1}, conhecido como alfabeto bindrio. E a partir desse alfabeto que
emergem as aplicagoes mais tradicionais da Dinamica Simbolica, notadamente no estudo
do armazenamento de informagoes em computadores mediante o uso do cédigo binério.

Em particular, vamos estudar as sequéncias bi-infinitas formadas com os simbolos de
um alfabeto finito A. Uma sequéncia bi-infinita é uma sequéncia indexada pelos niimeros

inteiros, que pode ser representada por x = (z;);cz, Ou, mais precisamente,
T=...0920_1. TopX1T2 ...,

onde cada z; € A é dito ser a i-ésima coordenada de x. Empregamos um ponto para
separar as coordenadas com ¢ > 0 das com ¢ < 0, por conveniéncia e com o intuito de
conferir a sequéncia bi-infinita uma semelhanca com um niimero decimal. Abaixo, temos

um exemplo de sequéncia bi-infinita.

Exemplo 2.1.2 (Sequéncia Bi-infinita). Considere a sequéncia bi-infinita x dada por
x = ...001.10..., formada com os simbolos do alfabeto bindrio Ag;. A partir dessas

informagoes, temos que z_3 =0, v =0, z_1 =1, 2o =1, 27, =0. 0

A seguir, definimos o A-shift completo.
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Definicao 2.1.3 (A-shift Completo). Se A é um alfabeto finito, entio o A-shift com-
pleto' é o conjunto de todas as sequéncias bi-infinitas formadas por simbolos de A. O

A-shift completo é denotado por
A% = {2 = (2)iez : x; € A para todo i € Z}.

Quando o alfabeto em questao é evidente, podemos omiti-lo ao nos referirmos ao
A-shift completo, utilizando apenas a expressao shift completo.

Os elementos do shift completo A% sdo ditos serem os pontos do shift completo.
Nossa abordagem ndo se restringe apenas aos pontos em 4%, mas também abrange os

segmentos finitos contidos nesses pontos. Sao estes segmentos que definimos a seguir.
Definigao 2.1.4 (Bloco e Tamanho). Seja A um alfabeto finito. Dizemos que

(1) Um bloco de A é uma sequéncia finita formada por simbolos de A. A sequéncia

formada por nenhum simbolo é denominada sequéncia vazia e representada por €;

(2) O tamanho de um bloco u € a quantidade de simbolos que este contém, e é repre-

sentado por |ul.

Usualmente, denotamos os blocos formados por simbolos de um alfabeto A por
u = ajasy...ag, onde a; € A, para ¢ = 1,2,... k. Nesse caso, |u| = k. Por convencao,
dizemos que |¢| = 0.

Podemos compreender intuitivamente os blocos como sendo “fragmentos” de algum
ponto no shift completo. Levando isso em consideragao, também podemos definir o que

seriam os “fragmentos” de um bloco, que denominamos de sub-blocos.

Definigao 2.1.5 (Sub-bloco). Seja A um alfabeto finito e u = ajas . . . ax, um bloco formado
por simbolos de A. Um sub-bloco de u é um bloco da forma a;a;y1 ...a;, onde tem-se
1<i<j<k.

Por convencao, dizemos que a sequéncia vazia € é sub-bloco de qualquer bloco.

Seja z € A% e i < j. Denotamos o bloco com as coordenadas de i a j de = por
JI[Z'J‘] = TiTiy1 ... Ty.

A notacao acima nao faz sentido quando i > 7, e por isso nesse caso dizemos
que zf; ;] = €. O bloco z[_gy ¢ dito ser o (2k + 1)-bloco central de x, e terd um papel
importante quando estudarmos a métrica usual em um espago shift. Também utilizaremos a
notagao I[; +o0) Para representar a sequéncia ;T 1Tz ... €, similarmente, empregaremos
a notacao T(_.; para representar a sequéncia ...r;_oT;_17;.

Podemos pensar em "unir" dois blocos, e o resultado dessa operagao seria um novo

bloco. Essa operacao é conhecida como concatenacao.
1

O termo A-shift completo é meramente uma traducdo do original full A-shift, e nao esté relacionado
com a completude de um espago métrico.
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Definicao 2.1.6 (Concatenagao). Seja A um alfabeto finito, e sejam u = ajas...ay e
v = b1by ... b dois blocos formados com simbolos de A. A concatenagdo de u e v é um

novo bloco representado por uv e dado por
v = a10s . ..aib1by ... by.

Por convencao, dizemos que eu = ue = u, para todo bloco u. Note que |uv| = |u|+|v],
e além disso, no geral, uv # vu, mas sempre |uv| = |vu|. Definimos u" como sendo

0 = ¢. Disso vemos

a concatenagdo de u consigo mesmo n vezes, e convencionamos u
claramente que a concatenacdo satisfaz a regra dos expoentes, pois u"u" = u™". Além
disso, podemos também definir ©*>° como sendo o ponto ... uuu.uw . ... Abaixo, vemos um

exemplo de concatenacao de um bloco consigo mesmo.

Exemplo 2.1.7 (Concatenagao). Seja v = 10 um bloco sobre Ag;. Temos que u* = 1010
e u™® = (10)*° =...1010.1010.... U

2.1.2 A funcao shift

A opcao por trabalhar com sequéncias bi-infinitas decorre da intencao de considera-
las como marcadores da passagem do tempo. Essa escolha é motivada pelo fato de que os
espacos shift sao uma discretizacao de sistemas dinamicos, frequentemente dependentes
do tempo. A progressao temporal pode ser concebida como o deslocamento da sequéncia
uma coordenada para a esquerda. E dessa perspectiva que se origina a definicdo da funcéo
shift.

Definigio 2.1.8 (Funcao Shift). A fungdo shift o : A* — A” no shift completo A”

leva um ponto x no ponto o(x) cuja i-ésima coordenada é o(x); = Tiy.

r = .. X3 X9 X_1. Tyg X1 T2 I3
olx)= ... x_9 T_1 Tp. X1 Ty Tz X4

Figura 1: Representagdo da fungao shift

Como temos o objetivo de abordar o estudo dos espacos shift sob a 6tica de Sistemas
Dinamicos, vejamos como um ponto x do shift completo se comporta quando a funcao
shift o é aplicada a ele k vezes. Observa-se que, dado que a aplicacdo de o uma vez em
um ponto do shift completo desloca todas as coordenadas uma posicao para a esquerda,
a aplicacdao de o* (isto é, o composta consigo mesmo k vezes) em um ponto acarreta um
deslocamento de todas as coordenadas desse ponto k posigoes para a esquerda.

Outra caracteristica importante da funcgao shift é a sua invertibilidade. Note que a

inversa da funcao shift =1 é a funcdo que desloca todas as coordenadas de um ponto
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do shift completo uma posicao para a direita, isto é, o= (z); = z;_1, para * € AL E
de maneira andloga, o~* desloca todas as coordenadas de um ponto do shift completo k

posicoes para a direita. Em suma, para qualquer k € Z,
ot AT — AT
x s of(z),

onde o*(z); = w441, para todo i € Z. A seguir, vemos um exemplo da aplicacio da funcio
shift.

Exemplo 2.1.9 (Aplicagdo da funcio shift). Seja x = (01)*° um ponto de A%,. Entéo,
temos que o(z) = (10)> e, também, que o~ *(z) = (10)>

01)® = ... 1. 010 1
Y,
(10)*= ... 0 1 0. 1 0 1 0

Figura 2: Representacao de o(x)

(01)> = . .0 1 0 1
(10)%:1: . \ \.\1\0\1\0

Figura 3: Representacio de o~ (z)

2.1.3 Espacos Shift

Até agora, trabalhamos exclusivamente com o shift completo A%, onde A ¢ um
alfabeto finito. Naturalmente, pensamos em trabalhar com subconjuntos do shift completo.
Dentro do contexto da Dindmica Simbdlica, nosso interesse recai sobre uma categoria
especifica desses subconjuntos, nomeadamente aqueles que podem ser caracterizados por
meio de um conjunto de blocos proibidos.

Se x € A% e u ¢ um bloco formado com simbolos de A, dizemos que w ocorre em x
se existem indices i e j tais que z}; ;) = u. Como convencionamos que [; j = € sempre que
1 > j, segue que a sequéncia vazia € ocorre em qualquer ponto do shift completo.

Seja F um conjunto de blocos formados com os simbolos de A, que dizemos ser o
conjunto dos blocos proibidos. Assim sendo, definimos Xz como sendo o subconjunto de

A? formado pelos pontos onde nenhum bloco de F ocorre.

Definicao 2.1.10 (Espago Shift). Um espago shift (ou simplesmente shift) é um
subconjunto X de um A-shift completo tal que X = Xz para algum conjunto F de blocos

proibidos.
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Todas as palavras em portugués seguem a sintaxe estabelecida pela lingua portuguesa.
Considerando esse principio, podemos conceber os espacos shift como sequéncias que
aderem a uma sintaxe especifica, delineada por um conjunto de blocos proibidos. Essa
analogia entre a estrutura das palavras em um idioma e a conformidade das sequéncias aos
blocos proibidos proporciona uma perspectiva interessante na compreensao dos espacos
shift. Veremos agora varios exemplos de espacos shift, que serao referenciados durante o
trabalho.

Exemplo 2.1.11 (Shift completo e vazio). Se F = (), entdo nenhum bloco é proibido, e
portanto Xz = A%, isto é, o shift completo é um espaco shift. Similarmente, se F = A,
entao todos os simbolos sao proibidos, e portanto Xz = (), ou seja, o conjunto vazio

também é um espaco shift. O

Exemplo 2.1.12 (Shift da Razdo Aurea X,). Seja Ay o alfabeto binario, e F = {11}.
Isto é, X, = X ¢ o conjunto de todas as sequéncias sobre .4, onde nao ocorrem dois 1’s
consecutivos, que conhecemos como shift da razao durea®. Note que para F; = {11,1111}
e Fo = {1* . n > 1} temos X, = Xr = X7, = Xz, Ou seja, um mesmo espago
shift pode ser gerado por diversos conjuntos de blocos proibidos. Abaixo, temos alguns

exemplos de pontos de A%, que pertencem, ou nao, a X,.

Pontos que pertencem a X, Pontos que nao pertencem a X,
z=0%=...000.000... r=1%=.. 1111 11]...
r = (01)*® =...101.010... x:(101)°°:...1001....
x = (010)> =...010.010... x = (011)> = .. .011.0. ..
x = (100)* =...100.100. .. r = (1001)> =...100 1.1001...
x = (1010)*...1010.1010... r = (0110)* = .. .00.0110 e

O

Exemplo 2.1.13. (Shift Par) Seja Ag; o alfabeto bindrio, e defina F = {10***'1 : n > 0}.
Logo, Xp = X7 é o conjunto das sequéncias onde nao ocorre uma quantidade impar de 0’s
consecutivos entre dois 1’s. Este espaco shift é conhecido como shift par. Abaixo, temos

alguns exemplos de pontos de A%, que pertencem, ou nio, a Xp.

2 O nome “shift da razio durea” é uma traducdo direta de “golden mean shift®, e decorre do fato

da entropia desse shift ser o logaritmo da razao aurea. Nao trataremos da entropia de espacos shift
nesse trabalho, porém mais informagoes podem ser encontradas no Capitulo 4 da referéncia (LIND,
MARCUS, 1995)
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Pontos que pertencem a Xp Pontos que nao pertencem a Xp
z =0%=...000.000... = (01)® =...1/0[1.010.
r=1%=...111.111... =(1 01)°° 1@1 101..
= (100)* = ...100.100. .. = (011)°° L0110 11
= (001)® =...001.001... (1000 1 )1000 .

= (1001)>° = ...1001.1001. .. x = (1010)°° ...1010.1@10 e

O

Exemplo 2.1.14 (Shift do Contexto Livre). Seja A = {a,b, ¢} um alfabeto, e com isso
defina F = {ab™cfa : m # k}. Isto é, Xo = X7 ¢é o conjunto das sequéncia formadas por
simbolos de A onde o bloco ab™c*a s6 pode ocorrer em um ponto quando m = k. Este
espaco shift é conhecido como shift do contexto livre. Abaixo, temos alguns exemplos de

pontos de A% que pertencem, ou nao, a Xc.

Pontos que pertencem a X Pontos que nao pertencem a X
r=a*=...qaa.044a. .. x:(ab)w:...bab.a@a...
r =0 =...bbb.bbb. .. r = (ac)® =...cac.dcla...
r=c®=...cccccc... z = (aab)® ... aab.adbla. ..

x = (abc)® = ...cabc.abca . .. x = (abbe)® = ... abbc.a bbcla . . .

= (babbc)>® = ... babbc.babbcbabbe . . . z = (beca)™ = ... beclabeca . ..

O

A proposicao a seguir nos oferece uma condi¢ao necessaria, mas nao suficiente, para

que um subconjunto do shift completo seja um espaco shift.

Proposicao 2.1.15. Se X é um espago shift, entao o(X) = X, i.e., os espagos shift sao

invariantes em relagdo a aplicagdo da funcao shift.

Demonstracio. Seja x € X. Como X ¢ espaco shift, entao X = X para algum conjunto
de blocos proibidos F. Note que z,0(z) e 0~!(z) tém os mesmos blocos. Portanto, se
r € Xr, entdo o(z),0 1 (z) € X7. Ou seja, o(X) C X.

Por outro lado, para x € X, tem-se que o(c7(z)) = x € Xr. Assim, X C o(X).
Ou seja, X = o(X). O

De acordo com o resultado acima, um subconjunto do shift completo que nao seja
invariante pela funcao shift ndao pode ser um espaco shift. Abaixo, temos um exemplo
de como essa condigao pode ser empregada para determinar se um subconjunto do shift

completo é, ou ndo, um espago shift.
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Exemplo 2.1.16 (Subconjunto ndo invariante). Seja Ay o alfabeto binario e X =
{(01)*}, subconjunto de Ay, contendo um tnico ponto. Veja que o(01)® = (10)* ¢ X, e
portanto X' ndo é invariante a aplicacdo da funcao shift o, e logo, pela Proposicao (2.1.15),

X nao é espaco shift.

(01)° = ... .01 01 ... €x
| //////
(10)° = ... 0. 1010 ... ¢x

Figura 4: Representagao da funcao shift
]

Ainda que a invariancia de um subconjunto de A% seja condicdo necesséaria para que

este seja um espaco shift, ela nao é suficiente, conforme vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.17. Seja Ay o alfabeto bindrio e X C A% o conjunto dos pontos que
contém exatamente uma coordenada ocupada pelo 1 e o resto das coordenadas todas
ocupadas pelo 0. Note, primeiramente, que X é invariante a aplicagao da fungao shift o,
mas que nao ¢ espaco shift. De fato, veja 0* ocorre em todos os pontos de X, para qualquer
k, e portanto nenhum bloco de 0’s é proibido. Segue que, se X fosse espaco shift, entao

0> € X, o que nao pode ocorrer. Portanto, X nao é espaco shift. U

2.1.4 Linguagens

Na se¢ao anterior, descrevemos os espacos shift utilizando conjuntos de blocos proibi-
dos. No entanto, é possivel seguir o caminho oposto e definir um espago shift em termos dos
blocos considerados “permitidos”. Pensando nisso, definimos abaixo o que consideramos

como sendo a linguagem de um subconjunto do shift completo.

Definigao 2.1.18 (Linguagem). Seja X um subconjunto de um shift completo, e defina
B, (X) como o conjunto de todos os blocos de tamanho n que ocorrem em pontos de X. A

linguagem de X ¢é o conjunto

= [—jo Bn(X)

A partir da definicao acima, vemos que é equivalente dizer que um bloco u ocorre em
algum ponto de X e que u € B(X). Como convencionamos que o bloco vazio € é sub-bloco
de qualquer bloco, segue que € pertence a linguagem de qualquer espago shift.

A seguir, vemos as linguagens dos exemplos dados na secdo anterior.

Exemplo 2.1.19 (Ag;-shift completo). Considere A2, o shift completo sobre o alfabeto

bindrio. A linguagem de AZ; ¢

B(A%) = {e,0,1,00,01, 10, 11,000, 001,010, 100,011, ... },
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isto é, o conjunto de todos os blocos que podem ser formados com Os e 1s, mais o bloco

vazio €. ]

Exemplo 2.1.20 (Shift da Razio Aurea). Considere X,, o shift da razio durea, definido
no Exemplo (2.1.12). Sua linguagem ¢é

B(X,) = {¢,0,1,00,01,10, 000,001,010, 100, 101, 0000, 0001, ... },

isto é, o conjunto de todos os blocos que podem ser formados com 0s e 1s onde nao

ocorrem dois 1s consecutivos, mais o bloco vazio €. O

Exemplo 2.1.21 (Shift Par). Considere Xp o shift par, definido no Exemplo (2.1.13).

Sua linguagem ¢
B(Xp) = {€,0,1,00,11,001, 100,010, 111, 000, 1001, 1000, . .. },

isto é, o conjunto de todos os blocos que podem ser formados com Os e 1s onde nao ocorra

um numero impar de 0Os consecutivos entre dois 1s, mais o bloco vazio e. O

Exemplo 2.1.22 (Shift do contexto livre). Considere X o shift do contexto livre, definido
no Exemplo (2.1.14). Sua linguagem é

B(Xc) = {€,a,b,c,aa,bb, cc,ab, be, cd, ba, ac, ca, abe, acb, . . . },

isto é, o conjunto de todos os blocos onde ndo ocorre ab™cla para m # [, mais o bloco

vazio €. O

Usaremos a notagao B(X')¢ para representar o complementar de B(X), em relagao
ao conjunto de todos os blocos formados com os simbolos de A. A proposi¢ao subsequente
oferece informacoes cruciais acerca da linguagem de um espaco shift, fornecendo-nos ferra-
mentas para discernir se um conjunto especifico de blocos constitui, ou nao, a linguagem

de algum espaco shift.
Proposicao 2.1.23.
(1) Seja X um espago shift, e L = B(X) a sua linguagem. Se w € L, entdo

(a) todo sub-bloco de w pertence a L, e

(b) ezistem blocos u e v ndo vazios em L tais que uvwv € L.

(2) As linguagens dos espagos shift sao caracterizadas por (1). Isto é, se L é um conjunto
de blocos sobre A, entao L = B(X) para algum espago shift X se, e somente se, L

satisfaz a condig¢ao (1).

(3) A linguagem de um espago shift determina o espago shift. De fato, para qualquer
espago shift X, temos que X = Xp(x).. Portanto dois espagos shift sao iguais se, e

somente se, tiverem a mesma linguagem.
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Demonstragio. (1) (a) Seja w € L. Em outras palavras, w ocorre em algum ponto x de X'.
Portanto, todo sub-bloco de w também ocorre em z, e portanto pertence a L. (b) Como
w ocorre em X, entdo existem x € X 4,j € Z tais que w = x}; 5. Defina u = x;_5;_1) e
U = T[i41,i+2)- Dessa forma, u e v sdo ndo vazios e ocorrem em x € X, isto é, pertencem a,
L. Além disso, uvwv = x[;_2;49), € sendo assim vwv € L.

(2) Se L = B(X) para algum espaco shift X', entdo £ satisfaz a condigao (1) pela
demonstracgao anterior. Reciprocamente, seja £ um conjunto de blocos sobre A, e suponha
que L satisfaz a condic¢ao (1). Definindo X = X ., afirmamos que £ = B(X). De fato, se
w € B(X) entdao w ocorre em algum ponto de X, implicando que w ¢ L€, ou seja, w € L
e logo B(X) C L. Suponha que w = zoz; . ..z, € L. Da condigao (1b), podemos encontrar
simbolos x; com j > m e x; com i < 0 tais que por (la) todo sub-bloco de z = (z;)ez
esteja em L. Portanto, z € X .. Como w ocorre em z, temos que w € B(X,c) = B(X),
provando que £ C B(X) e portanto £ = B(X), como desejado.

(3) Para um espaco shift X', vamos mostrar que X = Xpyy. Se x € X, entao todos
os blocos que ocorrem em z pertencem a B(X), ou seja, ndao pertencem a B(X)¢. Logo,
r € Xp(x)e, isto ¢, X C Xp(x)c. Reciprocamente, se v € Xp(x)c, entao nenhum bloco
que ocorre em x pertence a B(X)¢ e portanto todo bloco que ocorre em x pertence a
B(X). Disso segue que = € X e Xpxye € X. Assim concluimos que X = Xp(x)e, como
desejado. O]

E relevante ressaltar trés aspectos cruciais na demonstracéo do resultado anterior.
Primeiramente, como discutido na sec¢ao anterior, um mesmo espaco shift X pode ser
representado por conjuntos distintos de blocos proibidos. Nesse contexto, o resultado em
questao destaca que o maior desses conjuntos é precisamente B(X)°.

A segunda diz respeito a duas igualdades importantes, sendo estas X = Xp(x)e, do
item (3), e £ = B(Xe), do item (2). A relevancia dessas igualdades reside na sua natureza,
como relagoes diretas entre as duas formas de definir um espaco shift que foram discutidas:
através de seus blocos proibidos e através de sua linguagem.

Por fim, da demonstrac¢ao do item (3) da Proposi¢ao (2.1.23), conclui-se que para
determinar se um ponto z estda em um dado espacgo shift X', basta mostrar que cada

sub-bloco x[; ; estd em B(X'). Formalizamos esta ideia no corolario a seguir.

Corolario 2.1.24. Um subconjunto X de A% é espaco shift se, e somente se, sempre que
x € A% e todo x5 € B(X) tem-se que z € X.

Demonstracio. Suponha, primeiramente, que X é um espaco shift. Seja x € A% tal que
cada z; ; € B(X). Logo, ndo existem m,n € Z tais que Tjy,, € B(X)¢. Com isso, temos
que * € Xp(x)c, e do item (3) da Proposicao (2.1.23) concluimos que z € X.
Reciprocamente, seja X um subconjunto do A-shift completo, e suponha que quando
x € A” e cada xj; ;) € B(X), entdo x € X. Vamos mostrar que Xpyyc = X. Seja z € X.
Logo, cada z; ; € B(X), pela propria defini¢ao de linguagem. Isto é, zj; ; ¢ B(X), para
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quaisquer ¢ e j. Portanto, * € Xpx)c, ou seja, X C Xpgy)o. Agora, seja v € Xpx)o.
Assim sendo, todo x[; ;) ndo pertence a B(X )Y, em outras palavras, qualquer T}, pertence
a B(X). Portanto, da nossa hipétese, z € X'. Assim, concluimos que Xpxjc C X, e por

consequéncia X' = Xp(y)c. Isto é, X é um espago shift. m

O Corolério (2.1.24) sera aplicado com frequéncia quando for necessério verificar se

um ponto z no shift completo pertence, ou nao, a um espaco shift especifico.

2.1.5 Espacos Shift de Tipo Finito

Nesta secao, definiremos os shifts de tipo finito. Estes sao de suma importancia para

a teoria de sombreamento que desenvolveremos posteriormente no trabalho.

Definicao 2.1.25 (Espaco Shift de Tipo Finito). Um espago shift de tipo finito é
um espagco shift que pode ser descrito por um conjunto finito de blocos proibidos, i.e, um
espago shift X da forma X = Xx para F finito.

Vamos empregar os diversos espagos shift definidos nas se¢oes anteriores para iden-

tificar exemplos de shifts de tipo finito.

Exemplo 2.1.26 (Shift completo e conjunto vazio). O espago shift completo A% sobre
um alfabeto finito A e o espaco shift vazio () sdo exemplos de shifts de tipo finito, pois

AZ:X@e@:XA. ]

Exemplo 2.1.27 (Shift da razdo aurea). O shift da razao aurea X, é um shift de tipo
finito, pois X, = X1;. OJ

Exemplo 2.1.28 (Shift par). O shift par Xp ndo é um shift de tipo finito. Isso ocorre
pois nao é possivel encontrar F finito que proiba todos os blocos nos quais ocorre um

numero impar de 0s consecutivos entre dois 1s. Provaremos isso com mais detalhes no
Exemplo (2.1.33). O

Exemplo 2.1.29 (Shift do contexto livre). O shift do contexto livre X nao é um shift

de tipo finito, por um argumento similar ao do exemplo anterior. [l

Com o intuito de facilitar a apresentagao de resultados que envolvem shifts de tipo
finito, almejamos que o conjunto finito de blocos proibidos F associado a um shift desse
tipo seja constituido por blocos de tamanho uniforme. A partir disso, temos a definicao a

seguir.

Definigao 2.1.30 (Ordem M). Um shift de tipo finito tem ordem M se pode ser descrito

por um conjunto de blocos proibidos onde todos os blocos tem tamanho M, em que M > 0.
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Pelos exemplos anteriores, vemos que o shift completo tem ordem 0, o shift vazio
tem ordem 1 e o shift da razao aurea tem ordem 2. A proposicao abaixo nos diz que todo

shift de tipo finito sobre um alfabeto finito tem ordem M, para algum M > 0.

Proposicao 2.1.31. Se X € um shift de tipo finito sobre um alfabeto finito, entdo existe
M >0 tal que X ¢é de ordem M.

Demonstrag¢io. Seja X um shift de tipo finito sobre um alfabeto A = {ay,as,...,amn}-
Entdo, existe F conjunto finito de blocos proibidos tal que X = Xz. Se F = (), entao
M = 0. Se F é nao vazio, digamos F = {uy, ug, ..., u,}, defina M = max;<;<, |u;l.
Proibir um bloco u é equivalente a proibir o conjunto de blocos {uay, uas, .. ., ua,}.
Utilizando esse argumento, podemos formar um conjunto F a partir de F tal que todos
os blocos de F tenham tamanho M e X7 = X = Xz. Com isso, mostramos que X tem

ordem M, como desejado. 0

O teorema a seguir proporciona uma caracterizacao de um shift de tipo finito de

ordem M com base na sua linguagem.

Teorema 2.1.32. Um espaco shift X ¢é um shift de tipo finito de ordem M + 1 se, e

somente se, quando uv,vw € B(X) e |v| > M, entio uvw € B(X).

Demonstragcao. Comegamos supondo que X é um shift de tipo finito de ordem M + 1,
ou seja, X = X onde F é um conjunto finito composto por blocos de tamanho M + 1.
Sejam uwv,vw € B(X), onde |v| =n > M. Entao, da invaridncia de X’ em relacao a fungao
shift o, existem pontos z,y € & tais que x[_p, = uv e yp ) = vw, 10go T n = Y n = V.
Para provar que uvw € B(X), vamos mostrar que o ponto 2z = (s 0]V¥[n+1,400) Pertence
a X. De fato, caso algo bloco de F ocorra em z, ele deve ocorrer exclusivamente ou em
T(—00,0]V = T(—oon] OU €M VY[n41 4o0) = Y[1,400)s J& que |v| > M por hipétese. Porém, isso

contradiz a suposicao de que x e y pertencem a X, e portanto

UVW = X[~ 0]VY[n+1,l] = Z[—kl] € B(X),

como desejado.

Reciprocamente, suponha agora que X é um espago shift e quando uv, vw € B(X)
e |v| > M, entdo uvw € B(X). Seja F o conjunto de todos os blocos de tamanho M + 1
que nao pertencem a By 1(X). Vamos mostrar que X = Xz, e com isso concluimos que
X é um shift de tipo finito de ordem M + 1.

Se x € X, entao nenhum bloco de F ocorre em x, e portanto x € X r. Isso mostra que
X C Xr. Agora, seja v € Xr. Logo, (o, a1 € T[1,m41) Pertencem a B(X) pela nossa definicao
de F, e defina u = z9, v = 21y € w = Tp41. Como Xx é um shift de tipo finito de ordem
M +1 e uwv,vw € B(X), entdo do que provamos anteriormente nesta demonstracao segue

que uvw = T pr41) pertence a B(X). Sabendo agora que xp 41 € B(X) e utilizando um
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argumento andlogo com u = Ty, v = T[1 p4+1] € W = Tpr42, Obtemos que g ar42 pertence
a B(X). Repetindo esse argumento indutivamente em ambas as dire¢oes encontramos que
Tk € B(X) para todo k,l > 0. Assim, do Corolario (2.1.24) concluimos que z € X' e
portanto X C X', como desejado. O

No exemplo a seguir, ilustramos como podemos empregar o teorema acima para

verificar se um espaco shift é de tipo finito ou nao.

Exemplo 2.1.33. Seja Xp o shift par. Mostramos no Exemplo (2.1.28) que X'p nao é
de tipo finito. De fato, pois, caso fosse, seria de ordem M para algum M > 1. Como
102M+1 ¢ 02M*11 s30 blocos que pertencem a B(Xp), entdao pelo Teorema (2.1.32) temos

10*M+11 € B(Xp), o que configura uma contradicio. U

Além do teorema previamente demonstrado, contamos com uma segunda abordagem
para caracterizar um shift de tipo finito, que sera empregada com maior frequéncia. Essa

abordagem estd descrita na proposicao a seguir.

Proposicao 2.1.34. Seja X um espaco shift. Temos que X é um shift de tipo finito de
ordem M se, e somente se, quando y € A% e todo subbloco de tamanho M pertence a
B(X), entioy € X.

Demonstragcao. Suponha que X é um shift de tipo finito com ordem M. Entao, existe F
conjunto de blocos proibidos tal que X = X e todos os elementos de F tem tamanho M.
Ou seja, todo u € F é tal que |u| = M e u ¢ B(X). Sejay € A tal que yj,nimr—1) € B(X),
para todo n € Z. Portanto, nenhum elemento de F ocorre em y. Disso segue que y € X,
ou seja, y € X.

Reciprocamente, suponha que quando y € A% e Yinntm—1) € B(X), para todon € Z,
entao y € X. Seja F o conjunto dos blocos de tamanho M sobre A que nao pertencem
a By (X), ou seja, F = By (AZL) N By (X)C. Vamos mostrar que X = Xr. Se v € X,
entao Ty nynm—1] € By (X)), para todo n € Z. Isto é, nenhum elemento de F ocorre em z.
Portanto, z € Xz e X C Xz. Agora, se z € Xz, entdo nenhum elemento de F ocorre
em z. Disso segue que [, nym—1) € B(X), para todo n € Z. Da nossa hipétese, segue
que x € X. Consequentemente, X C X e X = Xz. Como todos os elementos de F tem

tamanho M, segue que X é um espaco shift de tipo finito com ordem M. n

2.1.6 Espacos shift vistos como Sistemas Dinamicos

Dado que nossa intengao ¢ investigar a relacao entre as propriedades de sombreamento
e a estabilidade topoldgica nos espacos shift, e uma vez que essas sao nogoes inerentes
a sistemas dinamicos, iniciamos esta se¢ao com a defini¢ao formal do que consideramos

como um sistema dinamico.
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Definicao 2.1.35 (Sistema Dindmico). Um sistema dindmico (M,d,T) consiste de

um espago métrico (M,d) e um homeomorfismo T : M — M.

Para abordar os espacos shift como sistemas dinamicos, é necessario definir uma
métrica para eles. Inicialmente, definiremos uma métrica para o espago shift completo,
e posteriormente a restringiremos para um espagco shift qualquer. Com isso, definimos a

funcdo p : AZ x A% — R para todo z,y € A% por

27k sex # 1y, ek éo menor natural tal que T[] 7 Y=k k];

p(z,y) = (2.1.36)

0, se r =y.

Assim, para calcular a distancia entre dois pontos = e y do espago shift completo,
encontramos o menor k natural tal que os blocos centrais de tamanho 2k + 1 de = e de
y nido concordem. Convencionamos que p(x,y) = 0 caso z = y pois 27¥ — 0 quando
k — +oo. Além disso, se 19 # o, veja que p(z,y) = 2° = 1. Isto é, p(z,y) < 1 para
quaisquer z,y € A%

Exemplo 2.1.37 (Distancia entre dois pontos do shift completo). Sejam = = ...001.010. ..
ey = ...001.011... pontos de AZ. Note que zy = ¥, T—1,1] = Y—11] = 101, porém
T1_99) = 01010 e y_o9) = 01011, isto é, z[_99 # y[_29. Portanto, p(z,y) =272 =1/4. O

Agora, mostraremos que p, da maneira definida em (2.1.36), é de fato uma métrica

para o espaco shift completo AZ.

Proposigao 2.1.38. Seja A um alfabeto. A fungdo p : AZx A2 — R, definida em (2.1.56),

é uma métrica para A”.

Demonstragao. Precisamos mostrar que, para todo x,y, z € AZ,
(a) p(z,y) =0 se, e somente se, x = y;
(b) p(z,y) = oy, x); e
(©) pla,y) < plx,2) + p(2,9).

As condigoes (a) e (b) seguem diretamente da definicdo da métrica em (2.1.36), e
entdo nos resta provar a condi¢ao (c), que conhecemos como desigualdade triangular.

Sejam x,7,z € AZ. Suponha que p(z,z) = 2=* ) e p(z,9) = 27+Y em outras
palavras, T|_py = Z—kk € 2[-1)] = Y[-1,- Defina m = min{k, [}, e com isso obtemos

T(—mm] = Y[-m,m]- Portanto,
p(a,y) <270 < 27D 4 9700 = p(a 2) + p(2, ),

como desejado. O
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Com isso, para obter uma métrica para qualquer espago shift X', basta restringir
pa X x X. Quando estiver claro o espaco shift que estamos trabalhando, omitiremos a

restricao.

Exemplo 2.1.39 (Convergéncia com a métrica p). Neste exemplo, vamos estudar o que
significa a convergéncia de uma sequéncia em um espaco shift com a métrica p. Sabemos
que uma sequéncia de pontos {#(™1}>° em um espaco shift X (usamos a notagio ™
para o n-ésimo termo de uma sequéncia de pontos, pois z, usualmente denota a n-ésima
coordenada de um ponto ) converge para um ponto z desse mesmo espaco se p(z™, z) — 0
quando n — 400, ou seja, lim,_, o p(z™, ) = 0. Em outras palavras, uma sequéncia de
pontos {x(")};’;’:o em um espaco shift X converge para © € X quando para todo k > 0
existe ny > 0 tal que x[@ck] = T[_px para todo n > ng. De maneira intuitiva, dizer que
uma sequéncia de pontos {x<n>}g°:0 em um espago shift converge para algum ponto x do
espaco shift, quando n — 400, é, na verdade, dizer que para todo k > 0 existe n; > 0 tal

que os blocos centrais de tamanho 2k 4+ 1 de z e 2™ concordam, para n > ny,. U
Exploraremos alguns exemplos de sequéncias convergentes a seguir.
Exemplo 2.1.40. A sequéncia {z(™ >, C A% cujo termo geral é dado por

2™ = (0")® =...10...010...01.0...010...01. ..,
~—— N Y—— ~Y——

n vezes n vezes n vezes n vezes
converge para r = 0°1.0° quando n — +o00. De fato, seja k > 0 e defina n, = k + 1.

Temos entao que x@m] = O0F-11.0F! = T(—k Para todon >k + 1. O

Exemplo 2.1.41. A sequéncia {z(}22, C A%, cujo termo geral é dado por

2™ = (10M)®.1(0"1)® = ...10...010...0.10...010...01. ..,

converge para z = 0*°.10>° quando n — +o00. O argumento é andlogo ao do exemplo

anterior. 0

Dado que buscamos abordar um espaco shift como um Sistema Dinamico, é necessario

demonstrar que a funcao shift é um homeomorfismo em relagdo a métrica p.

Proposicao 2.1.42. Seja X um espago shift. A funcao shift o : X — X € continua em

relacao a métrica p.

Demonstragao. Seja X um espago shift e {x(”)};’lozo um sequéncia em X tal que (™
converge para x quando n — +oo. Vamos provar que o(x™) converge para o(x) quando
n — +00.

Seja £ > 0. Uma vez que lim, , z™ = gz, entdo existe nige1 > 0 tal que
x@cq,kﬂ] = Z{_g-14+1] Para todo n > ngyq. Visto que o(z™); = a:z(i)l, portanto, para

todo n > ngq,

0($(”))[—k—2,k] = I[(f)k_LkH] = Tp—1t1] = () [—k—2,8); (2.1.43)
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e, em particular, a(x(”))[,m] = 0(x)-kx para todo n > ny4;. Em outras palavras,

o(x™) — o(z) quando n — +oo. O

Com o resultado provado acima, conseguimos mostrar que a funcao shift ¢ é um

homeomorfismo.

Corolario 2.1.44. Seja X um espago shift. A fungdo shift o : X — X é um homeomor-

fismo, em relacao a métrica p.

Demonstragio. Sabemos que a fungao shift o é inversivel, e da Proposicao (2.1.42) obtemos
que o ¢ continua. A demonstragdo que o~! ¢ continua é analoga a da Proposicio (2.1.42),

e portanto o é um homeomorfismo. O

Agora, exploraremos algumas propriedades topolégicas dos espagos shift. Para tanto,

iniciaremos com algumas defini¢oes classicas.

Defini¢ao 2.1.45 (Bola aberta, Conjuntos Abertos e Fechados). Seja (M, d) um espago
métrico. Para x € M er > 0, a bola aberta de raio r centrada em x é o conjunto
B(z)={ye M : d(z,y) <r}. Un subconjunto U C M ¢é aberto se, para todo x € U,
existe r > 0 tal que B.(z) C U. Um subconjunto VC M € fechado se o seu complementar
M\V € aberto.

Com as defini¢oes fornecidas acima, podemos demonstrar que todo espaco shift é

compacto.

Proposigao 2.1.46. Seja X um espaco shift munido da métrica definida em (2.1.56).

Entao X é compacto.

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que toda sequéncia em X possui uma subsequéncia conver-
gente. Seja {7 }2 ) uma sequéncia em X. Consideramos primeiro as 0-ésimas coordenadas
:z:((]n). Como o alfabeto A é finito, existe um conjunto infinito Sy formado por ntmeros
naturais tal que mén) ¢ o mesmo simbolo para todo n € Sy. Veja que o blocos centrais
de tamanho 3, ou seja, os da forma x@m] para n € Sy, pertencem ao conjunto finito de
blocos de tamanho 3, e entdo existe um subconjunto infinito S; C Sy tal que :L’ff)u] éo
mesmo para todo n € S;. Repetindo esse argumento indutivamente, encontramos para
cada k > 1 um subconjunto infinito S, C Si_; tal que os blocos xfik] S0 0S Mesmos
para todo n € S.

Defina x como sendo a sequéncia onde z|_j ) = x[@gk] para algum n € Sj. Como
Sy € Sk—1, o bloco central de tamanho 2k —1 de x[_j z) € T[—g+1,k—1], € portanto x esta bem
definido. Além disso, observe que todo bloco de z ocorre em algum z_j, ) = x@ﬁk] € B(X),
e portanto x, pertence ao espago shift X', pelo Corolario (2.1.24).

Defina ny como sendo o menor elemento de Sy e, para cada k > 1, defina n; como

sendo o menor elemento de Si que exceda n;_1. Note que é possivel escolher tais ny gracas
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ao Principio da Boa Ordenacdo. Assim, definimos uma subsequéncia ™), que claramente

converge para r quando k — oo. O

A seguir, veremos um exemplo interessante de subconjuntos de um espaco shift,

conhecidos como conjuntos cilindro.

Exemplo 2.1.47 (Conjuntos Cilindro). Seja X um espaco shift, e fixe u € B(X) e k € Z.

Definimos o conjunto cilindro C;¥ (u) como
C,f(u) = {QZ eX Tk ket u|—1] = u},

isto é, Cif (u) é o conjunto de todos os pontos em X tais que o bloco u ocorre iniciando
na coordenada k. Quando X for claro no contexto, omitiremos o X na notacao de um
conjunto cilindro, e diremos somente Cy(u).

Vamos comegar mostrando que os conjuntos cilindro sao abertos. Note que para todo

n>0ex e X, temos, como || = 2n + 1,

Con(@nm) =Y €X Y nt@nt1)—1] = Tnml}
={yeX : Ynm = Tlnm}
={yeX : plx,y) <27}
= By-n ().

Portanto, se © € Cy(u) e n = max{|k|, |k + |u| — 1|}, entdo
Byn(z) = C_p(T[—nn) € Cr(u),
provando que Cj(u) é aberto. Para ver que Ci(u) é também fechado, note que

X\ Cp(u) ={x € X : Tppqju-1) 7 u}
== U C’k(v),

VEBy (X)\{u}
e como cada Cy(v) é aberto e unido de abertos é aberta, segue que X'\ Ci(u) é aberto e
portanto Cy(u) é fechado. O
O fato dos conjuntos cilindro serem simultaneamente abertos e fechados oferece um
contraste interessante com o caso R", onde os tnicos conjuntos simultaneamente abertos
e fechados sdo o proprio R e o vazio. Em outras palavras, o que mostramos no exemplo

acima é que os espacos shift X nao sao conexos.

Teorema 2.1.48. Um subconjunto de A% é um espaco shift se, e somente se, for invariante

pela fungdo shift e compacto.

Demonstragio. Seja X C A% um espaco shift. J4 mostramos anteriormente que todo

espago shift ¢ invariante a fungao shift (Proposi¢ao 2.1.15) e compacto (Proposicao 2.1.46).
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Reciprocamente, seja X C A% tal que o(X) = X e X é compacto. Como X é
subconjunto compacto de um espago métrico compacto, entao X ¢é fechado, ou seja,
AZ\ X é aberto. Portanto, para cada y € A%\ X existe k = k(y) tal que se u, denota o
bloco y[_ k), entao CA (u,) € A%\ X. Defina F = {u, : y € A%\ X}. Vamos mostrar
que X = Xr.

De fato, seja x € X. Suponha que algum u, ocorre em z. Isto ¢&,

Uy = Y|—k,k] = L[i,i+2k]>

para algum i € Z. Como X é invariante pela funcao shift, entdao c~""%(z) pertence a X.

Com isso, temos que a‘i_k(a:)[_kyk] = Tfiitok] = Uy. LOgO,
o (x) € O (u,) € AP\ &,

o que configura uma contradi¢cdo com a suposicao de que x € X'. Assim, nenhum elemento
de F ocorre em x, e portanto x € Xz, isto é, X C X£.

Agora, seja v € Xz. Caso v € AZ\ X, terfamos que u, € F, e disso seguiria z ¢ Xr.
Portanto, concluimos que X C X.

Disso segue que X = Xz, e assim provamos que X é um espaco shift. O

O resultado que acabamos de demonstrar é significativo, pois proporciona uma
caracterizagao topologica para os espagos shift. Até o momento, abordamos os espagos
shift a partir da sua definicdo por meio de blocos proibidos ou linguagens. A partir
deste ponto, passamos a conceber os espacos shift ndo apenas como conjuntos gerados
por colecoes de blocos proibidos, mas, sobretudo, como os subconjuntos invariantes e

compactos de um shift completo.

2.2 ESPACOS SHIFT SOBRE ALFABETOS INFINITOS

Uma das nossas primeiras suposicoes, realizadas logo no inicio da primeira secao,
foi a de que trabalhariamos com os espacos shift sobre um alfabeto A finito. Agora,
examinaremos como os conceitos apresentados nas se¢oes anteriores se modificam quando
consideramos um alfabeto infinito.

Inicialmente, seja A um conjunto infinito, que trataremos como um alfabeto infinito.
Definimos o espaco shift completo A” de forma analoga ao caso com alfabeto finito®:

AL = {x = (2:)iez : ;i € A para todo i € Z}.

Com isso, vemos que a funcao shift o e a métrica p definidas em, respectivamente,
(2.1.8) e (2.1.36), podem ser também analogamente definidas para o caso em que A é
infinito. Por influéncia do Teorema (2.1.48), definimos os espagos shift sobre alfabetos

infinitos da maneira abaixo.

3 Existem outras maneiras de definir um shift completo sobre um alfabeto infinito, em particular, quando

este é infinito enumerédvel. Uma destas pode ser encontrada em (OTT, TOMFORDE, WILLIS, 2014)
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Definicao 2.2.1. Seja A um alfabeto infinito. Um subconjunto de A" ¢ um espaco shift

se for invariante pela funcao shift e fechado em relagdo a métrica p.

Porém, nem todo resultado se estende trivialmente. No caso com alfabeto finito, os
shifts de tipo finito sao aqueles gerados a partir de um conjunto finito de blocos proibidos,
e mantemos essa caracterizagao quando o alfabeto é infinito. Entretanto, pela Proposi¢ao
(2.1.31), todo shift de tipo finito é de ordem M para algum M > 0, quando o alfabeto
é finito. Porém, a demonstragao da Proposi¢ao (2.1.31) nao é valida para o caso em que
estamos trabalhando com um alfabeto infinito. Ou seja, ainda que todo shift de ordem
M seja um shift de tipo finito, nem todo shift de tipo finito é de ordem M para algum
M > 0. No decorrer da analise subsequente sobre estabilidade topoldgica (no Capitulo
(3)), nosso foco se direcionara para os shifts de ordem M sobre alfabetos infinitos.

Dito isso, tratemos de outro problema que surge ao tentar estender o ja feito ante-
riormente para o caso em que o alfabeto ¢ infinito: a compacidade do shift completo A”
Conforme mostramos na Proposi¢ao (2.1.46), o shift completo A% é compacto quando A
é finito. No entanto, esse resultado ndo se mantém no caso em que A ¢é infinito, conforme

veremos a seguir.

Proposicao 2.2.2. Seja A um conjunto infinito. Entdao, com respeito a métrica p, o shift

completo A% o ¢ compacto.

Demonstragio. Considere {ay, as,as,...,a,,...} um subconjunto infinito enumeravel com-

ot = A —7Z
posto por elementos distintos de 4. Vamos mostrar que a sequéncia {93(")};0:0 em A,
dada pelo termo geral

n o0
x():an = ... QpQn-GpQy ...,

nao possui subsequéncia convergente. Vamos prosseguir por absurdo, e logo suponha que
exista {z(™)}>_ subsequéncia de {z(™}52 tal que lim,, 4o 2™ = z, para algum

ponto x de A7 Tsto é, para todo m > 0 existe ny _ tal que, para todo ny > ny, , tem-

n (nkm )
se xfﬁf}bm] [(_';T:gl] = apgtt ez ey = apntt

= T[_m,m]- Porém, disso segue que x (—mom] o e

m—+1 ’
COIMO Uy, 7 Gn, ., encontramos um absurdo. Com isso, concluimos que nao pode haver
m

N N —Z
subsequéncia convergente para a sequéncia dada, e portanto A~ nao é compacto. O]

L , : —Z . . .,
Como veremos no préximo capitulo, a falta de compacidade de A~ nao interferira

na obtencao do resultado principal.
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3 ESTABILIDADE TOPOLOGICA DE SISTEMAS DINAMICOS

Nesta secao, iniciamos nossa analise explorando a propriedade do sombreamento
e apresentando alguns exemplos pertinentes. Em seguida, introduzimos a nocao de es-
tabilidade topologica, e estudamos a relagao entre essa propriedade e o sombreamento
em sistemas dinamicos sobre conjuntos compactos em geral. Por fim, estendemos esses
resultados para os shift de ordem M sobre um alfabeto infinito que, conforme visto na

Proposigao (2.2.2), ndo sdo necessariamente compactos.

3.1 PROPRIEDADE DO SOMBREAMENTO

Para podermos definir a propriedade do sombreamento, precisamos antes entender

algumas nog¢des mais elementares. A primeira dessas nocoes é a de orbita.
Definicao 3.1.1 (Orbita). Seja (X, d) um espago métrico e T : X — X wm homeomor-
fismo. A T-6rbita de um ponto x € X € o conjunto
{T(2)}> = {T"(x) | n € Z}
(e T@), T2(2), T (), 2, T(), T2a), T2, .. ).

LT L T (2) L 2 L T(2) L T2(2) — ...

Figura 4: A T-orbita de um ponto x € X.

Quando esta claro qual para qual T" a T-6rbita de um ponto x esta sendo calculada,

omitimos 1" e dizemos somente a drbita de x.

Definigao 3.1.2 (Pseudo-érbita). Seja (X,d) um espago métrico, T : X — X um
homeomorfismo e § > 0. Uma §-pseudo-6rbita é uma sequéncia bi-infinita {x™}>=_ de

pontos em X tal que

d(T(z™), 2Dy <6, VnelZ (3.1.3)
/ §5/ S5/ §5/ SV §S5%
! 21 e: L)

Figura 5: Representagdo de uma 6-pseudo-orbita {x(")}i"m,

Ao chamar uma sequéncia de §-pseudo-6rbita, estamos insinuando que ela é quase

uma Orbita, a menos de uma distdncia no maximo J. Note que, se imaginarmos uma
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0-pseudo-orbita onde § > 0 é muito pequeno, entdao a sequéncia de fato se aproxima de

uma orbita.

Definigao 3.1.4 (Sombreamento). Seja (X,d) um espago métrico, T : X — X um

homeomorfismo e & > 0. Uma sequéncia {x(™}>®_ é e-sombreada por um ponto v € X

quando
d(T"(z),z'") < e, VneZ (3.1.5)
.’L'(_l) :L'(O) x(l) x(n)
< < < <
AN T 1(z) T,y T T(x) T r T"(x) T,

Figura 6: Representacdo de uma sequéncia {x(”)}‘iooo e-sombreada por x € X

Ao afirmarmos que uma sequéncia é e-sombreada por um ponto, queremos transmitir
a ideia de que a oOrbita desse ponto age como uma sombra da sequéncia, permanecendo

sempre proxima aos termos da sequéncia, a uma distancia maxima de €.

Definigao 3.1.6 (Propriedade do Sombreamento). Dizemos que um sistema dindmico
(X,d,T) tem a Propriedade do Sombreamento se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal

que toda §-pseudo-orbita é e-sombreada por algum x € X.

. T(x(=2) T(x=D) T(x®) T(x™M)
/ %gzs T <5/ <5/ %gzs r
¥ 21 e 20 e
| <e | <e | <e | <e
T, T*i(x) T ;c 4 Téx) —r, T2kx) -,

Figura 7: Representacdo de uma J-pseudo-orbita {Jr:(")}Oo e-sombreada por x € X

— 00

Em termos intuitivos, dizer que um sistema dinadmico tem a propriedade do sombre-
amento é dizer que, para € > 0 tao pequeno quanto queiramos, existe ¢ > 0 tal que toda
0-pseudo-érbita estd muito proxima da orbita de um ponto z. Existem algumas variantes

da propriedade do sombreamento, como a que estd definida a seguir.

Definigao 3.1.7 (Propriedade do Sombreamento de Lipschitz). Dizemos que um sistema
dindmico (X,d,T) tem a Propriedade do Sombreamento de Lipschitz se existem
constantes 8y, 01 > 0 tais que para toda d-pseudo-6rbita {x™M}>_ com § < &y ewiste um

ponto x € X que satisfaz a sequinte desigualdade:

d(z™, T"(z)) < 6.6, VYneZ
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T(x(=2) T (=) T(x®) T(x™M)
/ %gzs T <5/ <5/ %gzs r
2D 20 20 e
T T ) — T T T(a) — T T(2) —

Figura 8: Representacio de uma §-pseudo-orbita {x(™}>_ § - §;-sombreada por x € X.

O estudo da propriedade do sombreamento de Lipschitz foi motivada pela sua relagao
com a estabilidade topoldgica em fluxos, conforme pode ser visto em (PILYUGIN, SAKAI,
2017).

Nos exemplos a seguir, examinaremos duas situagoes que ilustram a presenca da

propriedade do sombreamento.

Exemplo 3.1.8. Seja X = [0,1] com a métrica usual dos reais (euclidiana), dada por
d(z,y) = |z — y| para quaisquer x,y € R. Defina T": [0,1] — [0, 1] por T'(z) = x/2, para
todo x € [0,1]. Vamos mostrar que ([0, 1],|-|,7") tem a Propriedade do Sombreamento.
Seja ¢ > 0 e defina § = £/2. Seja {z(™}>, uma §-pseudo-érbita. Vamos mostrar, por

inducao, que z(®) e-sombreia a J-pseudo-6rbita em questdo. No caso base n = 0, temos
d(T°(z @), 2y = |20 — 20| =0 < e.
Note que T"(x) = 27", para qualquer n € N. Suponha, por indugdo, que
d(T”(:z:(O)),:U(”)) — \T”(x(o)) _ x(n)‘ - ’27%(0) _ x(n)‘ <e,
para algum n € N, temos que
d(T”“(x(o)),x("“)) — ]2*(”“)95(0) _ x(nH)‘
2

< |g=tt1) 00 _ T
= 2

|2_nx(0) — x(n) |
2

2

2

_ D)

()
2

_ o)

IA

5
—+94
5 +
=e.
Assim, provamos que ([0, 1],|-],7) tem, de fato, a Propriedade do Sombreamento. O

Agora, provaremos o resultado que caracteriza a propriedade do sombreamento em

espacos shift.
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Teorema 3.1.9. Seja X um espaco shift. Entao, (X, p, o) tem a propriedade do sombrea-

mento se, e somente se, X € de tipo finito.

Demonstrag¢io. Suponha que X é um shift de tipo finito, com ordem M > 0. Seja € > 0.
Escolha m > M tal que 27 < e.
Seja {x(™1>® ¢ X uma 2~ ™-pseudo-6rbita. Entdo, para todo n € Z,

plo(z™), 2Dy < 27m,

Disso, temos que, para todo n € 7Z,

(n+1) n _ ..(n)
x[—m,m] - O'(.’E( ))[fm,m] - m[—m—i—l,m—f—l]‘

Definay € AZ por vy, = :L‘E)n), para todo n € Z. Vamos mostrar que y e-sombreia {2} ¢

X. Note que, para 0 <7 <m + 1,

Ynii = x(()”"‘i) _ xgn-i-i—l) _ xgn—i-i—Q o xgn)'
Perceba que, com isso, para todo n € Z,
Ynn+M—1] = a:(()n)x((]n+1)$(()n+2) .. .x((;HM*l)
= MMyt | g rtM2)
(n) .(n) (n+M—3)

. (n)
—_— 0 xl IQ ....7/'2

Ou seja, todos os blocos de tamanho M que ocorrem em y pertencem a linguagem de
X. Portanto, da Proposicao (2.1.34), y € X. Além disso, y e-sombreia a 2~"-pseudo-6rbita
{z(M}>  De fato,

pla™(y), q;(")) =p(.. .x[(g’)Mil] o ,a:("))

< 2—(M—1)

<E.

Portanto, (X, p, o) tem a propriedade do sombreamento.

Reciprocamente, suponha que (X, p, o) tem a propriedade do sombreamento. Consi-
derando ¢ = 1/2, existe § > 0 tal que toda J-pseudo-6rbita é 1/2-sombreada por algum
ponto. Seja N > 1 tal que 27V < §. Vamos mostrar que X é um shift de tipo finito de
ordem no minimo 2N + 1.

Vamos mostrar que, para todo m > 2N + 1, todo bloco u = a; . .. a,, em A% cujos
subblocos de tamanho 2N + 1 pertencem a B(&X') é tal que u € B(&X'). Mostraremos isso

por inducgao sobre m. O resultado é claramente valido para o caso base m = 2N + 1.
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Suponha, por inducdo, que todo bloco u de tamanho m em A% cujos subblocos de
tamanho 2N + 1 pertencem a B(X) é tal que u € B(X). Suponha que v = ay ... a4 é
um bloco de tamanho m + 1 e cujos subblocos de tamanho 2N + 1 pertencem a B(X).
Pela hipotese de inducao, existem = € X tal que r_n_N_14m] = @1...0p, € y € X tal

qUE Y[ N4+1,—N4m] = Q2. .. mp1. Temos que p(z,y) < 27N < 4, e portanto

{...,07%x),0 (z),2,y,0(y),0%(y) ... }

é uma 0-pseudo-6rbita. Seja z € X um ponto que 1/2-sombreia essa J-pseudo-érbita. Ou
seja, Z-N,—N4m] = @1 ...0m + 1, e portanto v = a; ... ap1 € B(X). Com isso concluimos

que X é um shift de tipo finito, de ordem no maximo 2N + 1. O]

A seguir, provamos a equivaléncia das propriedades do sombreamento e do sombrea-

mento de Lipschitz em espacos shift.

Proposicao 3.1.10. Um espago shift (X, p,o) tem a propriedade do sombreamento se, e

somente se, tiver a propriedade do sombreamento de Lipschitz.

Demonstrag¢io. Suponha que o espago shift (X, p, o) tenha a propriedade do sombreamento.
Como mostramos no teorema anterior, isso implica que X é um shift de tipo finito. Defina
So =1, 0, = 1 e seja {2} uma d-pseudo-érbita.

Defina o ponto y € A% como sendo y,, = x(()n) , para todo n € Z. De maneira analoga
a demonstragdo anterior, mostramos que y d-sombreia a §-pseudo-6rbita {z(™1>= . Como
1 = 1, disto segue que y § - §;-sombreia a d-pseudo-érbita {1} e portanto (X, p, o)
tem a propriedade do sombreamento de Lipschitz.

Reciprocamente, suponha que o espago shift (X, p, o) tenha a propriedade do sombre-
amento de Lipschitz. Ou seja, existem constantes dg, d; > 0 tais que toda d-pseudo-érbita,
com ¢ < dg, € 6 - 0; sombreada por algum xz € X.

Seja ¢ > 0. Caso £ > & - 01, entdo definimos § = dy. Assim, para qualquer {z(™}22,

do-pseudo-orbita, existe x € X tal que
p(x™, 0" (x)) <5 -6,
— 50 0
<e,
isto é, x e-sombreia a dp-pseudo-orbita dada, e portanto (X, p, o) tem a propriedade do

sombreamento.

Caso € < dg - 01, escolha ng € N tal que

o

— <e

o
Com isso, escolha n € N tal que n > ng e

1

— < do.

n



Capitulo 3. FEstabilidade Topoldgica de Sistemas Dindmicos 35

Note que

) )
—1§—1<€.
n o

Defina § = 1/n. Como (X, p,0) tem a propriedade do sombreamento de Lipschitz e
1/n = 4§ < &, toda d-pseudo-6rbita é e-sombreada por algum z € X. Assim, (X, p, o) tem

a propriedade do sombreamento. O

3.2 ESTABILIDADE TOPOLOGICA

Nesta secao falaremos sobre a Estabilidade Topoldgica de uma sistema dindmico, e
como esta se relaciona com a propriedade do sombreamento. Porém, precisamos ainda de

uma peca extra, que sao os homeomorfismos exrpansivos.

Definicao 3.2.1 (Homeomorfismo Expansivo). Seja (X,d) um espago métrico. Um ho-
meomorfismo T : X — X ¢é dito ser expansivo se existe ep > 0 tal que se
d(T"(z), T"(y)) < er (3.2.2)

para todo n € Z, entao v = y. A constante er é chamada de constante de expansivi-

dade.

T, T (x) r,, T T(x) T T T"(x) T,
% <er % <er % <er % <er
LT y) Ly s T(y) L T(y) ——
— =Yy

Figura 9: Representacdo de um homeomorfismo expansivo

Um primeiro exemplo de homeomorfismo expansivo sao os proprios espagos shift,

como vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.2.3. Seja X um espago shift. Temos que a fungao shift ¢ : X — X é um
homeomorfismo expansivo e e, = 1/2 é uma constante de expansividade. De fato, mostra-
mos no Corolario (2.1.44) que ¢ ¢ homeomorfismo, e, além disso, se d(¢c"(z),c™(y)) < 1/2
para todo n € N, entao x,, = y, para todo n € Z, e disso segue que x = y, e portanto o é

um homeomorfismo expansivo. U

Exemplo 3.2.4. Seja X = R com a métrica euclidiana, dada por d(z,y) = |z — y|, para
quaisquer x,y € R. Defina T': R — R por T'(x) = 2z. De maneira indutiva, tem-se que
T"(x) = 2"x, para todo n € Z. Portanto, para quaisquer x,y € R e para qualquer n € Z,

d(T"(x), T"(y)) = [T"(x) = T"(y)|
= |2"z — 2"y
=2"z —y| =2"d(x,y).
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Com isso, sendo er é um ntmero real positivo qualquer, se d(T"(x),T™(y)) < er para
todo n € Z, entao
e

d(z,y) < 2—:, para todo n € 7Z,

e portanto d(z,y) = 0, ou seja, © = y. Em outra palavras, 7' é um homeomorfismo

expansivo. U

Para f, g fungoes, representamos a func¢ao composta de f com g por f o g. Para
f,g: X — X funcoes continuas, onde X é um espago métrico compacto em relagdo a uma

métrica d’, definimos a distdncia d., entre f e g como sendo

doo(f,9) = sup{d'(f(z),g(x)) | x € X}.

Note que a funcao distancia d., esta bem definida, pois fungoes continuas em um

conjunto compacto sao limitadas.

Definicao 3.2.5 (Estabilidade Topolégica). Seja (X,d,T) um sistema dindmico. O ho-
meomorfismo T : X — X € topologicamente estdvel se para todo € > 0 existe ) > 0
tal que se S : X — X € um homeomorfismo com d(S,T) < 6, entao existe h : X — X
continua tal que ho S =T oh e d(h(zx),x) < &, para todo x € X.

X —h

X
r s
X M. x

Figura 10: Representacao de um sistema topologicamente estdvel

Em breve, apresentaremos o resultado central deste trabalho, que estabelece uma
conexao entre a propriedade do sombreamento, homeomorfismos expansivos e estabilidade

topolodgica. Para demonstrar isso, sao necessarios dois lemas preliminares.

Lema 3.2.6. Seja (X,d,T) um sistema dindmico, em que (X,d) é um espago métrico
compacto e T' : X — X é um homeomorfismo expansivo com constante de erpansivi-
dade er. Para cada N > 1, existe 6 > 0 com a propriedade de que d(x,y) < 0 implica
d(T™(x),T™(y)) < er para todo n com |n| < N. Reciprocamente, se para todo € > 0 existe
N > 1 tal que d(T"(x), T"(y)) < er sempre que n com |n| < N, entio d(x,y) < €.

Demonstragdo. Seja N > 1. Como T é homeomorfismo expansivo, em particular é continuo,
e a composicdo consigo mesmo n vezes também é continua.

Consequentemente, para todo n € Z, existe 6, > 0 tal que d(z,y) < 4, implica
em d(T™(x),T"(y)) < er. Defina 6 = miny,<n{d,}, e note que d(x,y) < 0 implica
d(T™(z),T™(y)) < er para todo |n| < N.

Reciprocamente, seja ¢ > 0. Vamos prosseguir essa demonstracao por contradicao,

e portanto suponha que nao exista N > 1 tal que se d(T"(z),T"(y)) < er sempre
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que n com |n| < N, entdo d(x,y) < e. Entao, para cada N > 1 existem zy,yny €
X tais que d(T™(xn),T™(yn)) < er para todo n < N e d(zy,yn) > €. Como X ¢é
compacto, toda sequéncia em X admite subsequéncia convergente. Logo, existem xy, e
yn, subsequéncias de xy tais que xy, — x e yn, — y, onde x,y € X. Portanto, d(z,y) > ¢

e d(T™(z), T"(y)) < er para todo n, o que contradiz a expansividade de T O

E relevante observar que o Lema (3.2.6), faz uso da suposi¢do de que o espago
métrico (X, d) é compacto. Portanto, nao é viavel aplicd-lo nos espagos shift sobre alfabetos
infinitos, uma vez que estes nao sao necessariamente compactos, conforme evidenciado

pela Proposigao (2.2.2).

Lema 3.2.7. Seja (X,d,T) um sistema dinamico com a propriedade do sombreamento,
em que T : X — X é um homeomorfismo expansivo. Se ¢ < er/2, entdo existe § > 0 tal

que toda d-pseudo-orbita € e-sombreada por um unico x € X.

Demonstragio. Seja ¢ > 0 tal que ¢ < er/2. Como (X,d,T) tem a propriedade do
sombreamento, existe ¢ > 0 tal que toda d-pseudo-6érbita é e-sombreada por algum ponto
em X. Seja {x,}>, uma d-pseudo-érbita. Suponha que existam z,y € X que e-sombreiam

{z,}>,. Entao, para qualquer n € Z,

d(T™(z), T"(y)) < d(T"(x), zn) + d(T"(y), zs)
<e+te
<er/2+er/2

= er.
Como T é homeomorfismo expansivo, segue que x = y. O
Com isso, podemos finalmente provar o teorema principal deste trabalho.

Teorema 3.2.8. Seja (X,d,T) um sistema dindmico com a propriedade do sombreamento,
em que (X, d) é um espago métrico compacto e T : X — X é um homeomorfismo expansivo.
Entao, T' € topologicamente estdvel. (De fato, mostraremos uma versao mais forte desse
resultado: seja er uma constante de expansividade para T. Entao, para todo € > 0 com
e < er/3 existe 6 > 0 tal que se S : X — X é um homeomorfismo e dw(S,T) < 6, entdo
existe um dnico h : X — X continuo tal que hoS =T oh e d(h(z),z) < €, para todo
reX.

Demonstragio. Sejae < er/3. Como (X, d,T') tem a propriedade do sombreamento, existe
0 > 0 tal que toda d-pseudo-6rbita é e-sombreada por algum ponto em X. Seja S : X — X
um homeomorfismo com do, (S, T") < 6. Note que a S-6rbita de x € X, dada por {S™(x)}*>,,
¢ uma o-pseudo-Orbita em relagao a T, pois, visto que d(S,T) < ¢, tem-se, para todo
n € 7,

d(T(5™(x)), " (x)) < doo(S,T) < 6. (3.2.9)
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Como € < er/3, entdo, em particular, € < er/2. Portanto, pelo Lema (3.2.7), existe
um tnico ponto h(x) € X cuja T-6rbita e-sombreia {S™(z)}>°, . Com isso, definimos uma

funcao h : X — X tal que, para todo n € Z e para todo = € X,
d(T"(h(z)), S"(x)) < e. (3.2.10)

Note que, substituindo n = 0 na desigualdade acima, obtemos d(h(z),x) < e para todo

xr € X, como desejado.

T(S2(g;))/ T(Sl(x))/ () T(S(x))/ N
I i
T P h(e)) — T h(x) — T T(h(2)) — s T2(x) — T

Figura 11: Representacio do sistema topologicamente estivel
De (3.2.10), temos que, para todo n € Z e para todo x € X
d(T™(h(S(x)), S"(2)) < .
Além disso, também de (3.2.10), temos que para todo n € Z e para todo = € X,
d(T™(T(h(x)), S""H(x)) = d(T""} (h(2)), S" " (2)) < e.

Portanto, (h o S)(z) e (T o h)(x) e-sombreiam {S""!(z)}*>, . Assim, pelo Lema (3.2.7),
obtemos que h oS =T o h, como desejado.

Agora resta-nos mostrar que h é continua. Seja ¢ > 0. Do Lema (3.2.6), podemos
escolher N > 1 tal que se d(T™(u),T™(v)) < er para todo |n| < N, entéo d(u,v) < €,
para todo u,v € X. Note que, como S é fun¢dao continua em um compacto, ela é, em
particular, uniformemente continua. Portanto, escolha ¢’ > 0 tal que para quaisquer
z,y € X, d(z,y) < ¢ implique d(S™(x),S"(y)) < er/3, para todo |n| < N. Entao, se
d(x,y) < 0', obtemos, para todo |n| < N,

d(T"(h(z)), T"(h(y)))

d(h(5"(2)), h(5"(y)))
d(h(5"(x)), 5™ (x)) + d(S"(x), 5™ (y)) + d(5"(y), h(S"(y)))

ér
€+ —
3

A\

+e€

< ep.

Portanto, d(z,y) < ¢’ implica d(h(z), h(y)) < €', e assim a continuidade de h esté
provada. A func¢do h é a tnica tal que ho S =T oh e d(h(x),x) < € para todo x € X. De
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fato, se [ : X — X fosse outra, terifamos, para todon € Z e x € X,

d(T"(l(x)), T"(h(z)) = d(I(S"(2)), h(S"(2)))
< d((S"(z)), S"(x)) + d(S"(z), h(S"(x)))
< 2¢

<er,

e, portanto, pela expansividade de T', concluimos que [(x) = h(z) para todo x € X isto

é, h é unica. O

No exemplo a seguir, veremos que, em uma sistema topologicamente estavel, a fungao

h encontrada pode nao ser injetora.

Exemplo 3.2.11. Para cada m € N, defina S, : A% — A%, por

T, sen < —moun>m,
Sm(iv)nz Tpr1 5S¢ —m < n < m,

T_;ym SEN =M.

Veja que dog(Sm, o) < 1/2™, pois 0(2)[—mm] = Tl—mt+1,m+1] = Om(T)[—m,m] Para todo x em
AZ . Além disso, S,, é um homeomorfismo. Veja que o shift completo A% é compacto
(Proposigao (2.1.46)), é um shift de tipo finito (Exemplo (2.1.26)), e portanto tem a
propriedade do sombreamento (Teorema (3.1.9)). Além disso, a fungao shift é um homeo-
morfismo expansivo (Exemplo (3.2.3)). Ou seja, do Teorema (3.2.8), (Ao, p, o) é tal que
o ¢é topologicamente estavel.

Seja £ > 0. Portanto, existe § > 0 tal que se S : AJ, — A% é um homeomorfismo
com du,(S,0) < 4, entdo existe h : AY — AL fungdo continua tal que hoS = ocoh
e d(h(r),x) < ¢, para todo x € A%. Logo, existe m’ € N grande o bastante tal que
doo (S, 0) < 6, e portanto existe h : A% — AZ continuo tal que ho S, = ocoh e
d(h(z),z) < €, para todo = € A% . Note que S>7' () = z para todo = € A%, e portanto

™ (h(x)) = h(S?"H (2)) = h(x),

para todo z € A%. Ou seja, a imagem de h estd contida no subconjunto finito de A%,
composto pelos pontos peridédicos de periodo 2m’ + 1, e consequentemente h nao pode ser

injetora. U

No Teorema a seguir, observamos que, ao introduzir algumas hipoteses adicionais,

podemos assegurar a existéncia de uma funcao h injetora.

Teorema 3.2.12. Seja (X,d,T) um sistema dinamico com a propriedade do sombrea-
mento, em que (X,d) é um espago métrico compacto e T : X — X é um homeomorfismo

expansivo. Logo, para todo € > 0 com ¢ < er/3 existe § > 0 tal se S : X — X é um
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homeomorfismo expansivo com constante de expansividade eg > 2e e doo(S,T) < §, entdo

a fungdo conjugada correspondente h é injetora.

Demonstragio. Seja (X,d,T) um sistema dindmico com a propriedade do sombreamento,
em que (X,d) é um espago métrico compacto e T : X — X é um homeomorfismo
expansivo. Do Teorema (3.2.8), T' é topologicamente estéavel. Entao, existe 6 > 0 tal que
se S: X — X é um homeomorfismo com dw(S,7) < 6, entao existe h : X — X continua
tal que hoS =T ohed(h(x),x) < e, para todo z € X.

Seja S : X — X um homeomorfismo expansivo com constante de expansividade
es > 2e e doo(S,T) < 9. Assim, obtemos a fungdo h com os mesmos procedimentos da
demonstra¢ao do Teorema (3.2.8). Com isso, vamos provar que h é injetora.

Sejam z,y em X tais que h(x) = h(y). Entao, para todo n € Z,

d(S" (), 5"(y)) < d(S" (@), h(S"(x))) + d(h(S"(2)), (5" (y))) + d(h(S"(y)), S"(y))
= d(S"(2), h(S"(2))) + d(T"(h(z)), T"(h(y))) + d(h(S"(y)), 5" (y))
< 2¢

§657

e, portanto, x = y, pois S é um homeomorfismo expansivo. Isto é, h é injetora. O

3.2.1 O Caso dos Espacos Shift sobre Alfabetos Infinitos

Conforme discutido na segao (2.2), o shift completo sobre um alfabeto infinito nao é
compacto, e portanto ndo podemos concluir dos resultados demonstrados anteriormente
que um espaco shift de tipo finito sobre alfabeto infinito é topologicamente estavel. Essa
impossibilidade é decorrente do Lema (3.2.6), empregado na demonstragao do Teorema,
(3.2.8) para concluir que a fungao h construida é continua e exige a compacidade do espago
métrico.

Com excecao do Lema (3.2.6), os outros resultados importantes para a demonstracao
do Teorema (3.2.8) continuam vélidos para o caso em que o espaco shift é de ordem M
sobre um alfabeto infinito, sendo estes o Teorema (3.1.9), o Exemplo (3.2.3) e o Lema
(3.2.7).

Com isso, é possivel mostrar que os espacos shift de ordem M sobre um alfabeto

infinito sao topologicamente estaveis, conforme veremos no teorema a seguir.

Teorema 3.2.13. Seja X um shift de tipo finito de ordem M sobre um alfabeto infinito,
eo: X — X a funcao shift. Logo, o € topologicamente estdvel.

Demonstracdo. Seja X um shift de tipo finito de ordem M sobre um alfabeto infinito.
Do Teorema (3.1.9), (X, p, o) tem a propriedade do sombreamento. Além disso, sabemos
do Exemplo (3.2.3) que o é um homeomorfismo expansivo. Ademais, (X, p, o) satisfaz as
hipéteses do Lema (3.2.7).



Capitulo 3. FEstabilidade Topoldgica de Sistemas Dindmicos 41

Portanto, definimos a fungao h(x) da mesma maneira que na demonstragdo do
Teorema (3.2.8). O fato de X nao ser compacto nao influencia na demonstracao da
conjugacao h oS = oo h e da desigualdade d(h(z),z) < e, para todo x € X. Logo, resta
mostrar que h é continua.

Note que, de (3.2.10) e como ho S = ¢ o h, temos que, para todon € Ze x € X,
p(a"(h(x)),S"(x)) <e <e, =1/2.
Como o™(h(z)); = h(x),, paratodon € Ze x € X,
h(x), = S"(x);. (3.2.14)

Vamos provar que se (™ converge para z, entdo h(x(™) converge para (z). Isto é,
para todo M > 0 existe L > 0 tal que h(z™)_aran = h(z)—am para todo n > L.

Seja {z(™} C X tal que 2™ converge para x. Seja M > 0. Como S’ sdo continuas,
parai= —M,..., M, entao S'(z™) — S*(z) quando n — +o0, para todoi = —M, ..., M.
Logo, para cada i = —M, ..., M existe L; > 0 tal que Si(m("))[_MﬁM} = S"(x)-m,m) para
todon > L;.

Defina L = max_yr<j<ar Li. Assim, S*(2™)_ayran = S'(2)_aran, para todo i =
—M,..., M e para todo n > L. Entao, paratodon >Lej=—-M,..., M,

ha®™), = (&™), = §(2), = h(z);,

como desejado, e assim provamos que h(z™) — h(z). O
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4 CONCLUSAO

A presente monografia proporcionou um estudo sobre a intersecao entre os espagos
shift, a propriedade do sombreamento e a estabilidade topoldgica. Ao estabelecermos as
bases tedricas no Capitulo (2), exploramos as propriedades fundamentais dos espagos shift,
desde suas defini¢oes primarias até a expansao desses conceitos para o caso de alfabetos
infinitos.

No Capitulo (3), direcionamos nosso enfoque para caracteristicas topoldgicas dos
sistemas dinamicos, introduzindo conceitos fundamentais como orbita, pseudo-érbita, som-
breamento, homeomorfismo expansivo e estabilidade topoldogica. O resultado principal,
expresso no Teorema (3.2.8), revela que um homeomorfismo expansivo com a propriedade
do sombreamento ¢ topologicamente estavel.

Adicionalmente, demonstramos que essa conclusao pode ser generalizada para o caso
de um shift de ordem M sobre um alfabeto infinito, permitindo assim a aplicabilidade

desses resultados em casos mais abrangentes.
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