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RESUMO

Teorias de campo escalares sao importantes em diversas areas da fisica, desde modelos
de interacoes fundamentais até a descrigao de estruturas de larga escala do universo.
Entre as solugoes dos modelos de campo escalar, se destacam as configuragoes localizadas
chamadas solitons. A maioria dos sélitons possui comportamento exponencial em largas
distancias. Uma excecao interessante é o caso dos compactons, solugoes cuja parte nao-
trivial esté estritamente contida em uma regiao compacta do espago. Compactons podem
ser encontrados em modelos cujo potencial é nao-analitico nos seus pontos de minimo. Neste
trabalho estudamos a dinAmica de compactons em modelos desse tipo. Analisamos o kink
compacto e como ele evolui caso perturbado. Estudamos através de simulagoes numéricas os
processos de espalhamento kink-antikink e kink-kink. O espalhamento kink-antikink possui
casos de captura e escape do par de solitons, separados por uma velocidade critica. Ao
redor da velocidade critica, o comportamento é fractal. O espalhamento kink-kink acontece
de modo elastico, sem emissao de radiacao. Realizamos uma descrigao efetiva dos processos
de kink perturbado e de espalhamento kink-antikink e kink-kink usando o método das
coordenadas coletivas. Nos casos com radiacao, vimos que esta é composta principalmente
por oscillons compactos. Analisamos entao a interagao dos kinks compactos com oscillons
compactos através de processos de espalhamento. Observamos que os oscillons sao capazes
de se propagar pelo corpo de um kink com a velocidade da luz. Estudamos a propagagao de
sinais sobre kinks, tanto no modelo original quanto em um modelo simplificado. Vimos que
sinais se propagam pelo corpo do kink compacto seguindo uma equagao de Klein-Gordon
com m? = —1. Por fim, estudamos solucoes de vortices compactos em um modelo com
potencial nao-analitico. Mostramos que o campo magnético dos vortices compactos possui
uma descontinuidade na borda do suporte do vortice, a menos que o setor eletromagnético
da teoria tenha termos cinéticos quarticos. Nesse caso, foi necessario realizar um ajuste
fino dos parametros do modelo para encontrar a solugao.

Palavras-chave: Solitons. Compactons. Kinks. Oscillons. Vortices.



ABSTRACT

Scalar field theories are important in a wide range of physical systems, from fundamental
interaction models, to the large scale structures of the universe. Among the solutions of
scalar field models, the localized configurations called solitons are specially interesting.
Most solitons have exponential tails at large distances. An interesting exception is the case
of compactons, solutions with non-trivial behavior only inside a compact region of space.
Compactons can be found in models with non-analytic potentials at its minima. In this
work, we studied the dynamics of compactons in such models. We analyzed a compact kink
and how it evolves when perturbed. Using numerical simulation, we studied kink-antikink
and kink-kink scattering processes. It was shown that the kink-antikink scattering has
cases of capture and escape of the soliton pair, separated by a critical velocity. Around
the critical velocity, the behavior is fractal. The kink-kink scattering happens elastically,
without emission of radiation. We provided an effective description of perturbed kink,
kink-antikink scattering, and kink-scattering, through the collective coordinate method.
In the cases with radiation emission, this radiation was shown to be primarily made
of compact oscillons. We then analyzed the interaction of compact kinks with compact
oscillons in scattering processes. It was noted that oscillons can transverse the kink bulk
with the speed of light. We studied the propagation of signals through the kink bulk, both
in the original model and in a simplified one. We showed that signals propagate inside the
kink bulk following a Klein-Gordon equation with m? = —1. At last, we studied compact
vortex solutions in a model with non-analytic potential. It was shown that the vortex
magnetic field has a discontinuity at the support border, unless the electromagnetic sector
of the theory has non-standard fourth order kinetic terms. In the latter case, a fine tune
of the model parameters was required to find a solution.

Keywords: Solitons. Compactons. Kinks. Oscillons. Vortices.
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1 INTRODUCAO

Campos escalares sao de interesse em varias areas da fisica teérica, desde interagoes
fundamentais, passando pela matéria condensada, até aplicagoes cosmologicas de larga
escala. Uma situacao onde modelos escalares sao estudados com frequéncia é na descrigao
efetiva de processos fisicos cujo modelo completo é desconhecido ou muito complexo.
Por exemplo, a complexidade de certas teorias quantica de campo, como as teorias de
Yang-Mills, levam a necessidade de descrigoes efetivas mais simples. Esses modelos efetivos
nao sao necessariamente derivados das teorias mais fundamentais, mas postulados de modo
a atender certos critérios, como simetrias e existéncia de solitons topologicos [1-4].

O termo soliton foi originalmente introduzido para se referir as ondas solitéarias
observadas no modelo de Korteweg—De Vries (KdV) [5]. Originalmente esse termo era usado
para descrever configuracoes de campo em modelos com niimero infinito de cargas conser-
vadas, conhecidos como teorias de campo integréaveis. Solitons nesse modelo possuem fortes
limitagoes na sua dindmica decorrentes da conservagao destas cargas. Como consequéncia,
suas interacoes nao levam ao decaimento dos solitons. No entanto, é comum o uso do
termo soéliton também para outras configuragoes localizadas de campo que minimizam
a energia em uma teoria nao-linear. Usaremos o termo nesse sentido mais amplo. Em
particular, sélitons topologicos sao caracterizadas por uma carga topoldgica, um nimero
inteiro que geralmente é o grau topologico ou winding number do campo [1]. Sélitons
topologicos também sdo chamados defeitos topologicos. E comum identificarmos solitons
topologicos com o nimero de particulas menos o niimero de anti-particulas de uma teoria
mais fundamental. Um exemplo famoso ¢ o modelo de Skyrme, um modelo efetivo para
matéria nuclear cuja carga topologica é identificada com o niimero bariénico [6,7]. O modelo
de Skyrme foi amplamente estudado na literatura [8-12]. Também foram estudadas versoes
modificadas do modelo de Skyrme através da introducao de termos de ordem superior
em poténcias de derivadas, permitindo reproduzir melhor a curva de ligagdo nuclear [13].
As solugoes do modelo modificado saturam o limite de Bogomol’'nyi-Prasad-Sommerfeld
(BPS) [14,15] enquanto solugbes nao triviais do modelo original (com termos da segunda e
quarta ordem) nao o saturam.

Apesar de serem localizados, os solitons de teorias escalares geralmente tem tama-
nhos infinitos, alcancando os vicuos assintoticamente através de caudas exponenciais. No
entanto, existem excegoes para esse comportamento, os chamados compactons. Compactons
sao solugoes localizadas estritamente em um suporte compacto, originalmente descobertas
para uma equagao de KdV modificada [16]. Para uma revisao sobre compactons na teoria
KdV, veja referéncia [17].

Posteriormente, compactons foram estudados em outros modelos, como modelos
analogos ao modelo de Skyrme [18], modelos hidrodindmicos [19], modelos mecanicos [20]

e em modelos de rede discreta [21,22]. Além desses, compactons também estao presentes
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em algumas teorias de campos escalares relativisticos. Uma possibilidade para solitons
compactos é quando a densidade lagrangiana possui poténcias mais altas, como os casos
estudados nas referéncias [23-27]. Outra possibilidade ¢ manter o termo cinético usual,
mas tornar o potencial nao-analitico [28]. Esse é o caso que iremos nos concentrar nesse
trabalho. Um potential é dito nao-analitico se suas derivadas laterais ao redor dos pontos
de minimo diferem se calculadas pela esquerda e pela direita. Esses potenciais também
sao chamados potenciais em forma de V. Potenciais desse tipo se distinguem por nao
possuirem regime linear, mesmo para pequenas amplitudes do campo. Vale apontar que no
regime estético, ambas as possibilidades podem levar as mesmas formas da solugao, pois o
comportamento em torno do vacuo é regido pela razao das poténcias do termo cinético e
potencial.

Seguindo o trabalho original de Arodz [28|, podemos demonstrar que a existéncia
de compactons em modelos com potencial nao-analitico partindo da equagao do campo.
Por simplicidade, vamos considerar o caso em 1 + 1 dimensoes, cuja equacao para um
campo escalar ¢ é na forma

0 — o+ V'(¢) =0
onde V(¢) sendo um potencial ndo analitico ao redor do seu ponto de minimo ¢y e V'(¢)

sua derivada. No caso estatico, essa equagao de movimento se reduz a

—¢"(x) + V'(é(x)) = 0.

Multiplicando por ¢'(x) e integrando na posigao obtemos

/Zwmdwww:vwwwd%>

onde x( ¢ a posicao em que o campo alcanga o vacuo ¢g. Para potenciais analiticos em ¢
temos o — 00. Usando o fato que d(¢') = ¢"dx, podemos escrever
2
= V(6 - V(o)

que nos permite isolar ¢’ como

&' _\/2 V(go)).

Consideramos valores do campo proximos do vacuo, ¢(z) = ¢g + dp(x), podemos expandir

essa equagao como

56 = \/2(V (60 + 66) — V(d0))
266 V(o)

com o termo V’(¢g) representando a derivada lateral do potencial no lado pelo qual o

campo se aproxima do valor de vacuo. Essa equacao diferencial é separével na forma

6¢> T
d !
\/|5— " T 2|V (¢0)|
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e tem solugoes

o = i%(z — x0)%.

Portanto, o campo atinge o vacuo de modo parabolico. Como parabolas possuem raizes
finitas, x é finito. Como o ponto onde o campo atinge o vacuo é finito, é possivel ter solugoes
nas quais o campo atinge o vacuo em ambas as diregoes. Nesses casos, as configuragoes de
interesse do campo estao contidas completamente em um intervalo compacto do eixo x.
Note que caso o potencial fosse analitico, o termo V’'(¢) seria zero e equagao para d¢’
seria dominada pelo préoximo termo da expansao, levando ao comportamento exponencial
mais tradicional.

Potenciais nao-analiticos foram originalmente estudados no limite continuo de
sistemas de péndulos acoplados, quando o movimento do péndulo é restrito por paredes
rigidas [28-31]. No entanto, eles encontram aplica¢oes em outras areas da fisica, como
no estudo do modelo de Skyrme. Foi descoberto que o modelo de Skyrme pode ser
decomposto em dois submodelos BPS acoplados [32,33]. Para certas configuragoes, um
destes submodelos pode ser reduzido a uma teoria de campo escalar com uma restrigao
nos valores do campo. Os procedimentos necessarios para lidar com essa restrigao sao
equivalentes a estudar um modelo com campo nao restrito, mas com um potencial nao-
analitico [34]. Essa descoberta é muito importante, pois mostra que potenciais nao-analiticos
podem surgir naturalmente de outros modelos.

Outro contexto no qual os potenciais nao-analiticos se provaram importantes foi no
estudo de modelos C'PY, que sdo modelos com miltiplos campos escalares. Para casos de
N impar, as equagoes de movimento desses campos foram reduzidas a uma equagao para
o perfil radial apenas. Tal equacao somente possui solu¢ao para modelos com potencial
cuja derivada primeira ¢ nao-nula em torno do minimo. Portanto, os modelos CPY com
tais potenciais possuem solucoes de compacton. Solugoes do tipo de Q-balls e Q-shells ja
foram encontradas para esses modelos [35], bem como casos mais complexos com carga,
elétrica [36] e gravitagao [37]. Uma importante aplicagdo de solugoes desse tipo é em

estrelas de bosons.

1.1 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Nesse trabalho estudamos compactons em modelos com potencial nao-analitico,
com foco especial no modelo em 1+ 1 dimensoes deduzido a partir do primeiro submodelo
BPS do modelo de Skyrme, pois este permite a existéncia de kinks e antikinks.

No capitulo 2 realizamos uma revisao da literatura. Deduzimos os modelos de
potencial nao-analitico mais importantes a partir do limite de teoria de campos de
configuragoes mecanicas e também a partir do primeiro submodelo BPS do modelo de
Skyrme. Também revisamos as solugoes de oscillon e ondas de choque do modelo de

signum-Gordon.
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No capitulo 3 nos dedicamos aos kinks compactos. Construimos solugoes de kinks e
antikinks compactos e estudamos perturbagoes em relagao a sua forma estatica através
de simulagoes. Também realizamos um estudo sisteméatico dos processos de espalhamento
kink-antikink e kink-kink. No espalhamento kink-antikink, analisamos os casos de captura
e escape do par de solitons, bem como a estrutura fractal nas proximidades da velocidade
critica que separa os dois casos. No espalhamento kink-kink, analisamos o ponto de maior
aproximagcao do par. Em todos esses processos, desenvolvemos uma descrigao efetiva usando
o método das coordenadas coletivas e comparamos os resultados dessa aproximagao com
os resultados numeéricos completos. Discutimos as dificuldades matematicas na construgao
do espago dos modult do espalhamento de sélitons compactos.

Nos dedicamos a estudar em mais detalhes a interacao entre kinks compactos
e radiacao no capitulo 4. Como a radiacao dos modelos de potencial nao-analitico é
composto primariamente de oscillons compactons, estudamos os processos de colisao
entre kinks e oscillons compactos numericamente. Como essas colisoes leva a propagacao
de sinais através do corpo dos kinks, analisamos como o perfil de um oscillon evolui
quando dentro do suporte do kink. Conseguimos nesse caso reproduzir os resultados
numéricos em certas configuracoes, tanto para o modelo completo quanto para um modelo
simplificado. Os resultados originais dos capitulos 3 e 4 foram publicados nos trabalhos
das referéncias [38,39].

Ampliamos a nossa investigagao para compactons em 2 4+ 1 dimensoes no capi-
tulo 5. Construimos solucoes de vortice compacto em um modelo com campo escalar
com potencial em forma de V acoplado com o campo magnético. Tratamos tanto o caso
do eletromagnetismo usual quanto um caso com termo cinético quartico para o campo
eletromagnético.

Por fim, sumarizamos e discutimos nossos resultados no capitulo 6 e discutimos

caminhos para continuar essa pesquisa.
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2 MODELOS COM POTENCIAIS NAO-ANALITICOS

Nesse capitulo vamos apresentar trés exemplos de modelos com potencial nao-
analitico. Dois deles surgem no limite de teoria de campos de sistema mecanicos. O
terceiro surge do primeiro submodelo BPS do modelo de Skyrme. Cada um desses casos
¢é interessante por motivos diferentes. O primeiro modelo é o mais simples e aproxima
o comportamento de baixas amplitudes do campo em relagao ao vacuo para todos os
modelos com potencial nao-analitico simétrico em torno do vacuo. O segundo modelo foi
historicamente o primeiro exemplo estudado de potencial nao-analitico em teoria de campos.
O terceiro caso é especialmente interessante porque mostra que potenciais nao-analiticos

podem surgir naturalmente do estudo de modelos mais tradicionais.

2.1 PARTICULAS QUICANDO EM UMA SUPERFICIE

Vamos considerar um sistema com particulas de massa m presas a postes na
vertical, como migangas, limitando seu movimento apenas a essa diregao. Os postes estao
dispostos ao longo do eixo x, separados por uma distancia Az, como ilustrado na figura 1.
Consideramos que o sistema se estende infinitamente em ambas as dire¢oes, de modo que
nao precisamos nos preocupar com as bordas. Cada particula esta conectada aos primeiros
vizinhos por molas de constante elastica k e comprimento de repouso igual a separacao Ax.
Além disso, consideramos a acelera¢ao da gravidade g. Ao colidir com o chao (y = 0), a
particula é perfeitamente refletida. Seguindo a referéncia [31], vamos mostrar que o limite
continuo desse sistema é uma teoria de campo com potencial nao-analitico.

As variaveis desse sistema mecanico sao as alturas y; da i-ésima particula. A acao

desse sistema pode ser escrito como

m., kK
S = /dtz [5‘%2 - §(lz — Az)? — mgy;

onde [; é o comprimento da mola conectando a particula ¢ com a particula i + 1. Esse

comprimento é dado pelo teorema de Pitagoras:

l? = A2 + (yip1 — yi)”

Y
e %ﬂ\ﬂmWWHWW e
‘ x

Figura 1 — Sistema de particulas conectadas por molas. As particulas sao aceleradas para
baixo pela gravidade e colidem elasticamente com o chao. Cada particula esta
presa em um poste, que limita seu movimento apenas a direcao vertical.




Capitulo 2. Modelos com potenciais nao-analiticos 17

Além das equagoes de movimento, a evolugao temporal dos y; necessita de uma condigao
de reflexao para lidar com as colisoes com o chao. Isto é, precisamos fazer a substituicao
9:(t) — —1;(t) sempre que y;(t) = 0. A necessidade de lidar com essa condi¢gdo em
separado das equagoes de movimento gera dificuldades. No entanto, podemos contornar
esse problema permitindo que a variavel y; tome valores negativos. Nesse caso, a altura
real das particulas passa a ser dada por |y;| e precisamos substituir o termo mgy; da acao

por mg|y;|.
Realizando essa alteracao e considerando Az pequeno, a acao se torna

S = /dtz [%yf — g(%ﬂ —y)® — mg|yzl]

2
:/dtZAif 2 KA (yiJrl_yi) _myg

Yi Yi
2Ax 7" 2 Ax Az
Iremos agora tomar o limite continuo, no qual o sistema mecanico se torna uma teoria

de campo. Tomamos esse limite de modo que a massa por comprimento A = m/Ax
seja uma constante. Como a massa de cada particula se torna infinitesimal, precisamos
também aumentar a constante eldstica das molas conforme diminuimos a separagao, ou
seja mantemos 7' = kAx constante também. No limite continuo, a soma se torna uma
integral e as variaveis y; se tornam valores de um campo ¢ de modo que y;(t) = ¢(t, x;). A

acao para esse campo é dada por

A T
5= [atas 500 - Ji0.07 ~ rglo
Esse sistema pode ser adimensionalizado fazendo as seguintes substitui¢oes:

¢ N )\_1/4T_1/4 ¢’
2z — NI/

t s ATUBT/B-1/2y

Em termos das novas variaveis adimensionais, a acao é

S— /dt iz E(@tw - %(0@)2 Sy (2.1)

que descreve um campo escalar em 1 + 1 dimensées com potencial V(¢) = |¢|. Essa ac¢ao

tem equacao de Euler-Lagrange da forma
076 — 93¢ +sgn ¢ = 0, (2.2)

onde a funcao sgn é definida de modo que sgn(0) = 0 para que o estado fundamental
¢ = 0 esteja incluido entre as solugoes da equagao de movimento. O modelo descrito pela
acao (2.1) é o modelo de signum-Gordon e a equagao (2.2) é a equacao de signum-Gordon.

Esse nome vem da semelhanca da equacao com a equacao de Klein-Gordon, com a tnica
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diferenca sendo a substituicao do termo de massa pela funcao sinal do campo. Embora
esta substituicao pareca simples, ela muda completamente a dinamica do campo escalar.
Em particular, ela implica que pequenas perturbagoes do campo em torno de vécuo
encontram uma forga contraria de intensidade constante. Essa forca dificulta a propagacao
das perturbagoes pelo espaco, bem como diminui a emissao de radiagao por estruturas
excitadas, como os kinks e oscillons que iremos apresentar depois.

Outra propriedade interessante é que o modelo de signum-Gordon possui invariancia

de escala. Isto ¢, se ¢(t, z) é solucdo da equagao de signum-Gordon, a fungao

/ _ 12 é{
o0 =ro(1.5)

também seré solucao para qualquer valor de [. Isso é visivel da equacao de signum-Gordon
porque as derivadas segundas possuem essa simetria, bem como a funcao sgn ¢. Portanto,
suas solugoes podem ter qualquer tamanho. Além disso, o modelo de signum-Gordon é o
exemplo mais simples de modelo com potencial nao-analitico e aproxima nas vizinhancgas
do minimo todos os modelos cujo potencial se aproxima do vacuo simetricamente com
a forma de V. Por esses motivos, o modelo de signum-Gordon é muito importante no
contexto de potenciais nao-analiticos, tendo o mesmo papel que o modelo de Klein-Gordon
tem para os potenciais analiticos.

Como o modelo de signum-Gordon aproxima outras teorias com potencial nao-
analitico, suas solu¢oes aparecem na descricao de processos dinamicos em outros modelos.
Duas dessas solucoes apareceram na pesquisa dessa tese e devem assim ser revisados: o
oscillon compacto e a onda de choque compacta. Apesar de nao serem o tema principal
dessa tese, essas solugoes desempenharao um importante papel no comportamento do
campo escalar. Faremos aqui uma breve revisao chamando atencao as suas principais
caracteristicas. Para uma discussao mais completa, recomendamos consultar as referéncias

originais ou a dissertagao de mestrado onde elas foram estudadas em mais detalhes [40].

2.1.1 Oscillons

Oscillons sao solugoes localizadas, dependentes do tempo e periddicas, pelo menos
de modo aproximado. O termo foi originalmente proposto para descrever configuragoes
com essas caracteristicas no modelo de Klein-Gordon ¢* em 3+ 1 dimensdes [41], apesar de
que a existéncia de configuragoes oscilatorias em 1+ 1 dimensoes ja era conhecida [42]. No
entanto, foi mostrado que essas configuracoes nao sao solucgoes periddicas exatas e devem
decair em radia¢do eventualmente [43,44]. Isso torna oscillons fundamentalmente diferente
de breathers, solugoes periddicas exatas do modelo de sine-Gordon [45]. Os breathers do
modelo de sine-Gordon nao irradiam e tem assim vida infinitamente longa.

Uma propriedade bastante curiosa do modelo de signum-Gordon é que foram
encontradas solugoes de vida infinitamente longa, sem emissao de radiagao [46]. A existéncia

de solugoes assim é bastante surpreendente, pois signum-Gordon nao é um modelo integravel
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como sine-Gordon. Considerando o que foi discutido acima, essas solugoes seriam mais
apropriadamente chamadas breathers, no entanto, o trabalho original e a maior parte da
literatura subsequente chamou essas solucoes de oscillons. Portanto, iremos ser consistentes
com literatura e usar o termo oscillon também.

Uma propriedade curiosa dos oscillons de modelos com potencial nao-analitico é
que, de modo geral, seu suporte pode realizar um movimento oscilatério no espago mesmo
quando o oscillon nao possui momento linear. Além disso, o movimento do suporte nao
altera a energia total do oscillon. O suporte de um oscillon é contido entre duas curvas
x =xg(t) e z = x(t) de tipo tempo com separagdo constante [, que constitui o tamanho
do oscillon. No caso de oscillons nao perturbados do modelo de signum-Gordon o periodo
também é igual a [.

As solugoes de oscillon para o modelo de signum-Gordon foram inicialmente desco-
bertas para o caso particular do oscillon com bordas estaticas x(t) = 0 e zg(t) = [ [46].
Posteriormente, foi encontrada uma generalizacao para o caso da borda em movimento
uniforme [47]. Por fim, a solugao foi generalizada para bordas time-like arbitrarias [48].
Todas essas solucoes tem a mesma energia para periodos de oscilagao iguais. Essa degene-
rescéncia aponta a existéncia de alguma simetria dessas solugoes, cuja explicagao mais
profunda permanece uma questao em aberto.

A solugao de um oscillon ¢ (¢, ) é construida a partir da solucao parcial p(t, x)
valida durante o primeiro meio-periodo t € [0,1/2]. A tnica informag¢do necesséaria para
a construcao dessa solugao é a forma da borda esquerda em coordenadas cone de luz
y- = g(ys), y+ = g ' (y_). Com essa informagao podemos escrever a solugao parcial ¢(t,x),

que tem forma

l2

F(x+t)—F(x—t+l)+%—§ se xp(t) <x <t,
pt,x) = Flr+t)— Flzr—t)+ % set<az<l—t, (2.3)

F(x+t—l)—F(a:—t)+§—§ sel —t <x<uzg(t).

com a fun¢ao F'(z) determinada a partir da equagao

Ha = g(=)] se 0 <z <L+ A
—}l[g_l(x—l)—:c—i-l] se%—i—ASxﬁl

onde A = z(1/2). No restante desse trabalho, vamos nos limitar por simplicidade ao caso

em que a borda do oscillon se move uniformemente com velocidade vg. Nesse caso

(@) = 1
T)=— x
g 1"’1)0
Portanto,
F(0) — L2 se 0 <2 < (1+wv)t,
F(:E): () 14w 4 — —( 0>2 (2‘4)

F(O)—gjLLM se (1+U0)%§~T§l-
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Figura 2 — Regioes em que sao definidas as solugoes parciais de um oscillon compacto no
modelo de signum-Gordon.

Como a solugao do oscillon e a fun¢ao F(z) sao definidas em pedagos, podemos montar
¢(t,x) a partir de solugdes parciais ¢(t,z), k € {C, Ly, Lo, L3, Ry, Ry, R3} validas nas
regioes mostradas na figura 2. Para t € [0,1/2], cada uma dessas solugoes parciais ¢ dada

por polinémios ¢, em ¢ e x na forma

(14 vo)l — 22)? — 4((1 + vo)l — 2upx)t + 4(2 — v2)t?

t,x; =
SOC( 7‘7;700) 8(1 _ Ug) )

T ) t? xt

Tvg) = — —
Pr,\tl, T; Vo 9 1"‘1)0,
(x — vot)?

tox _ _\70h

QDLQ( 7']:7UO) 2(1—1)3)7

1 [ I 2zx—1
90L3(t,$;vo):§ t=3 t+§+1—v0 :

As solugoes g, podem ser obtidas a partir das solugoes ¢y, através das transformagoes
vy — —p, r—l—x

de modo que
©r,(t,x;v0) = or,(t, | — z; —vp).

Podemos ainda identificar, que a regiao central C' é invariante sobre essa transformagao.

Como cada solugao parcial é valida em apenas uma regiao, é conveniente introduzir
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as fungoes degrau

e (t, x; vo) :9(x+t—@) 9(x—t)9(—m+t+w) O(—z —t +1),

Hp, (t,x;500) = 0(x — )0 (_x_t+w> ,

Tz, (, a5 00) = (2 — vot) O(— +1) 0 (_x s l(1+—U0)> |

2
104wl

Iy, (¢, z;v0) :9(—:10—0—15)(9(3:—1-25— 5

HRi (t’ L UO) - HLi (tal - _UO)

que valem um na regiao em que @y € solugao e zero fora dela. Nessas formulas, 6 é a fungao
degrau de Heaviside.

Os polindémios  nao sao periddicos, enquanto a solugao e € perivdica. De modo

a obtermos formulas vélidas para todo tempo ¢ introduzimos as fungoes periddicas
[ :
7(t) = — arcsin

(2
o(t) = sen (sin (?)) |

A fungdo 7(t) serve para mapearmos o tempo para o intervalo [0,1/2], enquanto a fungao

Y

o(t) serve para controlarmos o sinal do oscillon, que muda a cada meio periodo. Para

tempos arbitrarios, escrevemos a solugao de oscillon como a soma

¢osc(t7 x; UO) = Z U(t) @k(T(t)w T UO) Hk(T(t)v Z; UO)'
k

Pode ser mostrado que um oscillon do modelo de signum-Gordon possui energia
total E = [3/24 e momento linear zero, independente do movimento de “zig-zag” das bordas.
No entanto, podemos obter solucoes de oscillons cujos centros de momento se movam
uniformemente em relagao ao referencial do laboratério através de uma transformagao de
Lorentz. No referencial do centro de momento S’, os oscillons se encontram em repouso.
Nesse referencial sao validas as solugoes obtidas acima, expressas como ¢es(t', z"). No
referencial do laboratorio S, os oscillons sdo descritos por uma solu¢ao 1es(t, ). Como o
campo do modelo de signum-Gordon é um escalar, as solu¢oes nos dois referenciais sao

relacionadas pela transformacao de Lorentz

,QZ}OSC(@ $) = ¢OSC(t/; ZL‘/).

Para um oscillon se movendo com velocidade v em relagao ao referencial do laboratoério

¢osc(t> x5 U) = qbosc(’y(t - UZL‘), 7(37 - Ut)) (25)
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Figura 3 — Valores do campo para oscillon parado (esquerda) e em movimento uniforme
com velocidade v = 0,4 (direita), “zig-zag” das bordas com velocidade vy = 0,6
e tamanho [ = 1.

com v = (1 —v?)""/2. Note que ndo devemos confundir a velocidade do centro de momento
do oscillon v com vg, que é a velocidade de “zig-zag” das bordas no referencial de repouso.
Exemplos de oscillons em repouso e em movimento podem ser vistos na figura 3.

As solucoes de oscillon em movimento podem ser usados, por exemplo, para estudar
o processo de espalhamento de dois oscillons. Em um trabalho anterior [49], o perfil de
dois oscillons em direcao um do outro foi tomado como condicao inicial para simulacoes
numéricas. Foi mostrado que certas configuracoes, principalmente aquelas em que o perfil
inicial do campo era antissimétrico, permitem a colisao dos oscillons sem emissao de
radiagao, novamente um resultado surpreendente para um modelo nao-integravel como
signum-Gordon. No entanto, na maioria dos caso de colisoes de um perfil simétrico ou
sem paridade definida, a colisao de dois oscillons leva a producao de uma cascata de
oscillons menores, que colidiam entre si formando mais oscillons em um comportamento

quase fractal. Em particular, para colisoes de alta velocidade com perfil simétrico houve a
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4.0

Figura 4 — Exemplo de espalhamento de dois oscillons com velocidade 0,95 em relagao ao
centro de momento. O espalhamento gera uma onda de choque que decai em
uma cascata de oscillons.

formagao de uma estrutura com forma de losango no diagrama de espago tempo e zeros em
hipérboles que decaiu em oscillons, como mostra a figura 4. Essa estrutura foi identificada

como uma onda de choque.

2.1.2 Ondas de choque

Vamos agora revisar as solugoes de ondas de choque do modelo de signum-Gordon.
O caso que iremos estudar aqui é o de ondas de choque em 1+ 1 dimensoes, originalmente
introduzidas por Arodz, Klimas e Tyranowski [50]. Desde entao, essas solugoes foram
descobertas também em 2 + 1 e 3 4+ 1 dimensoes [51], casos que nao iremos tratar aqui.
Solugoes de onda de choque podem ser obtidas no modelo de signum-Gordon assumindo
que o campo é funcao apenas da variavel

z = ;l(xQ —t%).

Ou seja, ¢(t, z) = ¢(z). Isso significa que as curvas de nivel da fun¢ao ¢(t, z) no diagrama
de espago-tempo tém a forma de hipérboles. Em termos da variavel z, as derivadas do

campo tomam a forma

06(t,2) = 5 #(2), Dudlt, ) = 5 (2).

Substituindo as derivadas na equagao de signum—Gordon, obtemos a seguinte equagao

para o campo ¢(z)

2¢"(2) + ¢/'(z) = sgn(¢(2)). (2.6)

Adicionalmente, assumimos que o campo possui uma frente de onda que se propaga com a

velocidade da luz, ou seja, ¢(z) = 0(—z)W(z). Em termos da fun¢ao W (z), as derivadas
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do campo podem ser reescritas como

¢'(2)
¢"(2)

0(=2)W'(z) = 6(2)W(2),
O(—2)W"(2) — 20(2)W'(z) — W(2)d'(2)

de modo que vale a expressao
2¢"(2) = 20(—2)W"(2) + §(2)W (2).
Usamos as propriedades da funcao delta de Dirac

f(2)d(2) = f(0)o(z),
f(2)d'(2) = =f'(2)d(2).

Substituindo essas derivadas na equagao (2.6) obtemos a seguinte equagao diferencial
W (2) + W' (2) = sgn(W(2)).

Essa equacdo pode ser resolvida analiticamente para cada regiao onde W (z) tem sinal
definido (—1)*, com k € {0,1,2,...}. Vamos denotar esses pedagos da solugao por Wj(z),

cada um dos quais obedecendo & equacao
W(2) + W (2) = (—1)". (2.7)

Impomos que a fun¢do W(z) é continua e suave de modo que

Wi(—ax) = Wit (—ax) =0, (2.8)
Wi(=ar) = Wi 1 (—a). (2.9)
para os pontos z = —ay. Note que para a regiao interna da onda de choque z < 0, portanto

ar > 0. Como a equagdo (2.7) é separavel, podemos usar a condigao (2.8) para deduzir que

Wk(2> = (—1)k (Z + ag + by In M) . (210)
ay
A segunda igualdade da condigao (2.8) implica que
b
Wit _ gy Ok gy QA1 (2.11)
Qe Qe Qe
e a condi¢ao (2.9) implica que
b b
Sl gk (2.12)
Qg Qe

Note que precisamos ainda exigir que by = 0 para que Wj(2) nao tenha uma singularidade
logaritmica em z = 0. Com essa condicao fixa, podemos obter os demais parametros como

resultado das relagoes de recorréncia (2.11) e (2.12), em termos do primeiro zero ag, que
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| k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
ap | 1,00 351 692 11,03 1573 2096 26,76
bp | 0,00 200 502 882 1324 1822 23,70
tr | 200 375 526 664 793 9,16 10,33

Tabela 1 — Valores numéricos dos primeiros ay, b e t; para ag = 1.

deve ser tratado como um parametro livre. Essas relagoes de recorréncia precisam ser
resolvidas numericamente. A tabela 1 contém os valores numéricos dos primeiros ay e by
no caso ag = 1, assim como os tempos t; para qual cada solucao parcial Wj(z) se divide.

Para z = 0 o campo vale W (0) = Wy(0) = ag, de modo que a onda de choque é
descontinua na sua frente. Essa descontinuidade faz com que o gradiente do campo se
torne infinito nesse ponto causando uma divergéncia na energia total. Essa divergéncia

tem origem nas condicdes iniciais da solugao, porque para t = 0 temos

¢(0,z) =0, (2.13)
0;9(0, ) ox 0(x) (2.14)

devido a presenca fungao degrau na férmula da solucao. Substituindo essas condigdes na

energia

o / d B(am(t, )+ %((%d)(t, )% + |6(t,2) (2.15)

temos que integrar uma expressao proporcional ao quadrado de uma delta de Dirac. A
integral de (6(x))? nao ¢ bem comportada na teoria das distribui¢oes, causando uma
divergéncia. Essa divergéncia faz com que a borda da onda de choque atue como um
reservatorio de energia, alimentando sua expansao perpetuamente.

Foi proposto que ondas de choque realistas sao formadas por condig¢oes iniciais
na forma de fungoes delta [52|. Isto é, fung¢oes continuas d.(z) com valores finitos, mas
parametrizadas por uma variavel € de modo que seu limite fraco quando ¢ — 0 é delta de
Dirac. Ou seja,

im [ dedu(x) f(z) = / " 4w (@) f(x) = £(0) (2.16)

e—=0 | 0 oo
para toda fungao teste f(z). Como um exemplo, considere J.(z) na forma triangular, cuja
expressao é
se —e<x<eg,
0 nos outros casos.
Simulacoes numéricas de configuragoes do campo com condigoes iniciais

Qb(ov J]) =0,
9:9(0,z) = Ad.(x)
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Figura 5 — Evolugao temporal de um perfil inicial triangular com A = 0,2 e e = 0,1.

reproduzem o comportamento visto por ondas de choque que aparecem naturalmente
no processo de espalhamento de oscillons, como pode ser visto na figura 5. Ao invés
de se propagarem para sempre, ondas de choque causadas por perfil sem divergéncia

eventualmente esgotam seu reservatorio de energia e decaem em uma cascata de oscillons.

2.2 PENDULOS INTERAGENTES COM RESTRICAO

Vamos agora apresentar o primeiro exemplo conhecido na literatura de teoria de
campo com potencial nao-analitico. Esse exemplo foi apresentado no contexto do limite
continuo de um sistema de péndulos interagentes. Sistemas desse tipo sao exemplos classicos
de modelo mecanico que no limite continuo se torna uma teoria de campos, como é o caso
do famoso modelo de sine-Gordon. Iremos comecar apresentando o modelo de sine-Gordon
tradicional, como revisado na referéncia [4] e depois a modificagao proposta por Arodz [28|
que torna seu potencial nao analitico

No modelo de sine-Gordon, estudamos um sistema de péndulos elasticamente
conectados. Vamos tomar cada péndulo consistindo de uma barra de tamanho R e massa
desprezivel com uma massa m na sua ponta. Os péndulos estao conectados elasticamente
e dispostos ao longo do eixo horizontal. O i-ésimo péndulo tem como coordenada dinamica
o seu angulo ¢; com a vertical.

Para separacoes Ax pequenas entre os péndulos, a lagrangiana desse sistema é dada

por

mR? (dgzﬁl

L=2
:ZAx

R? _ _ _
) HT(@H — &) + mgR(1 — cos @)]

mR? (d;\° kR Az (b1 —b:\°  mgR -
QA:E(dt) 2 ( Az ) A (1—cos@y) ,
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¢max
-

Figura 6 — Esquema do i-ésimo péndulo em uma realizacao mecanica do modelo de sine-
Gordon com limitacao no movimento.

onde escolhemos o zero do potencial correspondendo ao péndulo alinhado para cima.
Novamente tomando A = m/Ax e T = kAx como constantes, podemos tomar o limite
continuo. Nesse limite ¢;(t) = ¢(t,x;), com o sistema sendo equivalente a uma teoria de

campos com agao

S = /dt dx {RTQ)\(&@)Z - T§2 (0,0)* + A\gR(1 — cos gb)} :

Adimensionalizado as varidveis, temos um sistema com agao
| -
s= [ dtar| 5007 - 50,07 - V(d)|.

onde o potencial é V(¢) = cos ¢ — 1. O sistema neste ponto da exposi¢ao é descrito pelo
tradicional modelo de sine-Gordon.

Podemos realizar uma modificacao simples nesse sistema para tornar o seu potencial
nao analitico. Basta introduzirmos barreiras rigidas que limitem o movimento dos péndulos
para o0s angulos —Pmax < @ < Gmax. Um diagrama esquematico para o i-ésimo péndulo
pode ser visto na figura 6. Novamente, impomos a condigao de que colisoes com as bordas
leva a troca do sinal da velocidade: 0, — —0,6.

Tal qual no caso das particulas quicando em uma superficie, podemos lidar com
essa limitacao no movimento permitindo com que os valores do campo assumam valores
arbitrarios e mapeando esses valores do campo de volta para o campo original. Introdu-
zimos um novo campo ¢, chamado campo desdobrado, tal que o campo original ¢ ¢ um

“dobramento” de ¢ no intervalo [—@max, Pmax]- Explicitamente, escrevemos

o0

b= 3 (“1)"(6 = 206ua)Sul9)
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Figura 7 — Transformagao de dobramento do campo.

V(¢)

-0.20+

-0.25}

-0.30F

Figura 8 — Exemplo de potential para o campo desdobrado ¢ com ¢ = 7/4.

com S, (¢) sendo uma fungao degrau valendo um no intervalo ((Qn — 1) Prmax, (20 + 1)(Emax)

e zero fora dele. Em termos das fungoes degrau de Heaviside

Su(@) = 0(¢ — (2n = Ddmax) — (6 — (20 + 1) dinax).

Uma ilustracao da transformacao de dobramento pode ser vista na figura 7.
Em termos do novo campo, o potencial é agora uma funcao periédica com minimos
em komax, k € Z, nos quais ele nao é diferenciavel. Obtivemos assim um potencial nao-

analitico, que pode ser visto na figura 8.
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2.3 SUBMODELO BPS DO MODELO DE SKYRME

Por fim, vamos nos voltar agora ao modelo de Skyrme, e mostrar a relacao deste
modelo com potenciais nao-analiticos. O modelo de Skyrme [6,7] descreve a matéria nuclear
através de um campo U pertencente ao grupo SU(2). As solugoes topologicas deste modelo

sao identificadas com béarions. A densidade lagrangiana é construida através da corrente
— 77t
L,=U'9,U

que pode ser escrita como a soma de uma parte quadratica £, e uma parte quartica £, na

forma:

£= —3 (L) + 35 (L LI 1)

N J/ (. J/

EQ 54

O modelo de Skyrme possui um invariante topolégico
1 ii
B:—éﬁa/ﬁ%wﬂTﬂhQLQ

que é conservado sob deformacoes continuas do campo, inclusive evolucao temporal. Esse

invariante topologico ¢ identificado com o ntimero barionico.
Ja foi mostrado que o modelo de Skyrme pode ser escrito como dois submodelos

BPS acoplados [33]. Para fazer isso, comegamos parametrizando o campo U na forma
U = exp(ién't") = cos €1+ isinE n'r (2.17)
onde I é a matriz identidade 2 x 2, £ é um campo escalar real que pode variar no intervalo
[0, 7] e n* sao componentes de um vetor unitario (n'n’ = 1).
Uma vez adotada essa parametrizacao, reescrevemos a densidade lagrangiana em

termos dos campos § e n'. Comegamos notando que a corrente L, pode ser reescrita na

forma
L,=U',U
= {COS §l—ising (”ZTZ)} [_fu sin§ I + ¢§, cos E(n'r") +isiné (8,mi TZ)]
= i,n't" +isin€ cos & (,n')r" + isin® ¢ ¢kl (Bunk)fi
= (L)'
onde adotamos a notagao

Eu = Oué,

(L)' =ién' +isin€cos€d,n' +isin® € eijknjaunk.

As duas partes da densidade lagrangiana podem ser reescritas como

£y = —3 (L, L) = ~(L) (1,

Lo= o T (Lo LI, 1)) = —5 [0 P (L) (B — (L) (L) (P (L],
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Essas expressoes possuem contragoes do tipo (L,,)" (L,)". Esses termos podem ser calculados
observando que (L,)" obedece as seguintes igualdades
(Lu)ini =1,
(L,)'0,n" = isin&cos& (9,n")(9,n") + isin® & €7%(9,n")(0,n7 )n*,
¢*(L,)m? (9,m") = —ie"*(9,n") (0, )n" sin € cos € + i sin® € (9,n") (9,n")
ijk

onde usamos n'n’ = 1, n(9,n') = 0 e e¥Feimn = gimgkn — §inghm Usamos esses resultados

para calcular a contragao
(Lu)" (L)' = (L) (i&n' +ising cos€ dyn' + isin® € €75 n79,n")
= —£,&, — (0,n")(9,n") sin® €.
Substituindo essas expressoes na densidade lagrangiana obtemos
Ly = 1, + sin® € (9,n") (0"nY), (2.18)
Ly =sin®€ [(£,0"n")(&,0"n") — (£,£")(,n")(0"n")] 2.19)
+ 5 sint € [(@m)(@,n)(0n) (@) — (@m0 ) @y (@)

Até o momento utilizamos explicitamente todas as componentes n’, que nao sao
independentes devido ao vinculo n'n’ = 1. Uma maneira de tornar o niimero de graus
de liberdade explicito é reescrever n' usando um campo complexo u e seu conjugado «
através da projecao estereografica

(n) = —

— T (u+a,—i(u—1a),1—[ul).

Para eliminarmos n’ da densidade lagrangiana precisamos obter sua derivada
9 on' o on’
n' =u,— + u,—
a " ou " ou

onde adotamos a notacao u, = d,u e 4, = J,u. Note que

on' u - 1 ;
ou 1+ |ul? 1+ |ul?
on' u . 1

7 7

%__14—]11\2” * 1+|u\2a

com (a’) = (1, —i, —u). Usando estas expressoes obtemos a férmula

1

ont = ———
W T P

[—(@u, + uwi,)n' + a'u, + a'y,).

As derivadas 9,n' aparecem na densidade lagrangiana através de expressoes do tipo

2 (wuuy, + ayuy,)
T+ [uP
4 &Huy, £,
L+ fufl

(0un")(Oun") =

(fuauni)(fuauni> =
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Substituindo essas expressoes nas equagoes (2.18) e (2.19) obtemos que

4 sin? € uli,

b= e T8
&
4 sin’ 4sin’
Ly= Slf%[(@uﬂ)(@a”) — @sﬂ)(uya")l + Slfﬁﬁy[www) - <uuﬂ“>2]
RE £

(1

Os termos L, ) e Eil) podem ser combinados na densidade lagrangiana

(1):—4 sin” ¢ utu ut) (& u”) — ) (u, v’
(L gy e () (€)= (6E) ()] (2.20)

assim como os termos EéQ) e Ef) na densidade lagrangiana

o ) ) — (),

(2 _ W
=S

Cada uma dessas novas densidades lagrangianas, quando consideradas no setor estatico,
formam um submodelo BPS do modelo de Skyrme. Note que os dois submodelos nao podem
ser desacoplados. Ou seja, ndo existe nenhuma configuracio dos campos tal que £M) é zero
sem que £ também seja zero e vice-versa. No entanto, existem motivagoes para estudar
cada submodelo de modo independente. Por exemplo, o primeiro submodelo tem como
solugoes mapas racionais, que encontram aplicagoes no modelo de Skyrme completo. Desta
forma, é esperado que os submodelos BPS possuam propriedades que possam ser tteis no
estudo do modelo completo. Vamos nos concentrar no primeiro submodelo, definindo pela
densidade lagrangiana £1).

No caso estético, as derivadas temporais da lagrangiana em (2.20) se tornam nulas

e a densidade hamiltoniana é

’H(l) — _rm
— _ﬂ[u%} + (§uz)(£ﬂ]) _ (fgz)(ua])]
B (1 + ‘u|2)2 ¢ ¢ J i j
L AStE e e
B (1—|— ]u|2)2[ L (52 1)(53 J)+(€z§z)( j j)]

Essa expressao pode ser reescrita observando que

(Ui + ze”kfjuk)(m F ieimnﬁmﬂn) = Uu;u; F i€imnui§mﬂn + ieijkﬂiéjuk + eijkeim”é’jﬁmukﬁn

= w;ti; + 20" Guyty, + (66) (uiu5) — (§w) (&) (2.21)
de modo que

4sin? €

1D — S
(14 |ul?)?

[(u; £ ieijkfjuk)(ﬂi F ity ) F 2ieijk£iujﬂk].
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Integrando, obtemos a energia da configuracao estatica

EW = [ —4sin2§ + ek S 9i¢iike o o
o v (1 + |u’2)2 [(u’ e gjuk)(ul + € gmun) + Z1€ flu]uk]

E possivel mostrar [32] que em termos dos campos £ e u, o niimero barioénico pode

ser escrito como N
B N 3, sin? € €9k u iy,
U (T+ [up)?

de modo que
4sin? ¢

ED — 822 +/d3x—
B 0+ [u2)?

(u; + ieijkgjuk)(ﬂi T ieimnﬁmﬂn).

Essa expressdao implica na desigualdade EM > 872|B|. E de interesse saber em que
casos essa desigualdade sera saturada. Isso acontece quando forem validas as equagoes de

Bogomol'nyi
w; £ i€ Euy = 0, (2.22)
u; F i * ¢t = 0. (2.23)
Essas sao equagoes de primeira ordem para os campos e sao consistentes com as equagoes

de Euler-Lagrange, sendo essas de segunda ordem.

Podemos ainda contrair as equagoes (2.22) e (2.23) com §; para obter os vinculos

Contraindo com wu; obtemos os vinculos
a;1; = 0. (2.27)

Os vinculos (2.24) e (2.25) podem ser satisfeitos identicamente tomando & e u como fungdes

de conjuntos de variaveis diferentes

Jéa os vinculos (2.26) e (2.27) podem ser satisfeitos adotando mais uma vez a projecao
estereografica z = tan(0/2) e**, mas desta vez no espaco das coordenadas. Escrevendo o

campo u como uma funcao de z e zZ podemos obter as férmulas

Ou 0z 0z 1 (0 44 id
%—%uz+%ug—§sec (5) (eu, + e "Puz)

ou_0z, 05 (O (o — eitu)
6¢_8¢UZ a¢uz—za 5 € Uy, —€ Uz
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nas quais adotamos a notacao u, = d,u e uz = 0su. Usando essas expressoes obtemos que

1 1 1 0
wit; = —(Ogu)? + ————(9,u)? = = sec* | = | u,us.
7“2< bu) 7’2sin29< o) r? 2
Desta forma, os vinculos (2.26) e (2.27) serao satisfeitos identicamente se u = u(z) ou
u=u(z).
Vamos agora calcular a energia para uma configuragao de campos satisfazendo esses
vinculos. Através da densidade hamiltoniana (2.21) obtemos

4sin? €
E(l):/dB (1):/d3 . NP THE 2 )
xH x(1+|u|2)2uu( +&)

Em termos das coordenadas z e Z podemos escrever
_ 1 _ 1
wtl; = ﬁ(agu)(agu) +

ey (Opu) (D)

1 0 , . 4 ,
=52 sec? (Z) (e"u, + e uz) (U, + e us)

4
1 v i¢ —i¢ ids —idg
—pasec | g (e%u, — e Puz)(e®u, — e "Puz)
1 2\2
= %(uzaz + uzﬂz)

de modo que a energia se torna

E(l) = Q/d’l“ sin2§(1 + 53) /dQ (1+—|Z|2))2(uzﬂ§ + Uzﬂz) .

J ) (14 Jul?
,;éf) )

Note que a parte Eg(l) da energia obedece a relacao

B = [arsi 2625 26) 2 2 ' [arswee,

Para que o campo possua configuragoes topologicamente nao triviais exigimos as condigoes

de contorno

Desta forma, obtemos que

EW > 9

¢ = T.

/07r d€ sin® €

A desigualdade sera saturada para configuragoes que satisfazem a equacao de Bogomol'nyi

sin (&, £1)=0
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que possui a seguinte solucao compacta

m—7r se0<r<m,
{(r) =

0 ser > 7.

O termo EY corresponde com a energia do modelo C'P! (sigma nao-linear) em
S2. Suas solugoes de energia finita sdo dadas por fungoes racionais holomorfas u(z) e
anti-holomorfas u(z). Essas solugdes saturam o limite de Bogomol'nyi Eg(l) > 47| N|, onde
N é o winding number da fungao racional.

Uma propriedade notavel do primeiro submodelo BPS do modelo de Skyrme é que
as consideragoes acima podem ser generalizadas para o caso dindmico. Comegamos essa

generalizac¢do pelos vinculos (2.24) e (2.25) de modo que
guuu = fuﬂu = 0. (2.28)

Novamente, essa condi¢ao pode ser satisfeita se tomarmos os campos £ e u como fungoes

de conjuntos de varidveis diferentes na forma

5 = f(t,?“),
u=u(b, ).

A condigao (2.28) nos permite simplificar a densidade lagrangiana do primeiro submodelo
como -
(1 _ uuy, ) v
L0 =4 Ssin’ € (1 - 6,6")

(1 +[uf?) -
L ke

cpl
onde foi possivel fatorar a lagrangiana como o produto de dois termos que dependem de

campos diferentes. Note ainda que a parte angular pode ser escrita como o produto

r — 4 ulﬂi . _2<1 + ’2‘2)2 Uzag + Ufgaz _ 1
PO+ uP)? r (L4 |ul)? — r?

onde Lop1 nao depende da variavel r.

Considerando essa decomposigao, a a¢ao deste modelo reduzido pode ser escrita

S = /d4x£(1) = /d9d¢ sin29£~0p1/dt/dr/3§.

Note que conseguimos separar completamente a parte angular da parte radial da teoria,

como

de modo que a parte radial é equivalente a uma teoria em 1 + 1 dimensoes. Se tomarmos

o campo u tal que as equagoes (2.26) e (2.27) sejam satisfeitas, a agao se torna

S = —8r|B| /dt /00 dr sin® & (1 — £,6M).
0

Note ainda que £,£" = & — &2, logo a agdo leva & equagao de movimento que tem a forma

da equacao para um campo em 1 + 1 dimensoes.
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Vamos agora fazer uma redefinicao do campo dependente da coordenada radial.

Vamos substituir o campo £ por um novo campo 7 definido como
n=1—cos¢ (2.29)

em termos dos quais a ac¢ao pode ser escrita como

S = 167|B| / dt / dr [5(8@)(8“77) i+ 57 |
0
—_————
—V(n)

Pela definigao (2.29), o campo 7 deve estar limitado entre 0 e 2. A restrigao para o campo
7 ao intervalo [0, 2] pode ser implementada explicitamente adicionando paredes infinitas

ao potencial V(7) na forma

00 se 1 < 0,
V() =qn—357° se0<q<2,
00 se n > 2.

As barreiras infinitas no potencial V'(#7) sdo convenientes para garantir que o campo
pertenca ao intervalo 0 < 7 < 2, mas geram varias outras complica¢goes matematicas.
Podemos nos livrar das barreiras identificando o campo 7 € [0,2] como o resultado de uma
transformacao de dobramento de um campo 7 que pode assumir qualquer valor real.

Esse novo campo desdobrado 7, é relacionado com 7 pela transformacgao

n= > |n—4n|H,(n)
onde H, é uma fun¢ao degrau dupla, que vale um em (4n — 2,4n + 2) e é nula fora dele.

Em termos das fung¢oes degrau de Heaviside 6, H,(n) é dada como
H,(m) =0(n—4n+2) —0(n —4n — 2).

Para trabalharmos com o campo desdobrado 7, tomamos seu potencial como uma extensao

periédica do potencial de 7, de modo que

[e.e]

V= 3 | anl = 500 2| H0
n=—oo
Desta forma, as barreiras infinitas sao efetivamente removidas.
Note que a teoria esta restrita para a linha semi-infinita » € R*. No entanto,
podemos estender a varidvel espacial para cobrir toda a reta real e lidar com um campo
definido para posicoes z € R. Desde que as configuracoes do campo estejam localizadas

longe da posi¢ao r = 0, essa extensao nao leva a perda de generalidade.



Capitulo 2. Modelos com potenciais nao-analiticos 36
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Figura 9 — Potencial e sua derivada para modelo quadrético periodico.

O campo desdobrado 7(t,x) possui a equa¢ao de movimento

On—m+V'(n) =0 (2.30)
onde a derivada do potencial é
V(i)=Y [sen(n — 4n) — (n — 4n)| H,(n).

Note que as derivadas do potencial ndo sao continuas, uma consequéncia de V(n) se
aproximar dos seus minimos com uma forma de V, como pode ser visto na figura 9.
Note que o potencial V() é bastante semelhante ao potencial obtido para o modelo
de péndulos acoplados da se¢ao anterior. Principalmente para os casos de ¢, pequeno, em
que a funcao cosseno é aproximado por parabolas. Portanto, estudar esse modelo, deduzido
de um submodelo BPS do modelo de Skyrme, também nos da informagoes sobre outro
modelo com potencial nao-analitico, o que é importante especialmente porque esse outro
modelo possui realizacao mecéanica. Além disso, o modelo dessa se¢cao tem potencial dado
por segmentos de parabolas, geralmente mais simples de trabalhar do que os segmentos de

cosseno do modelo mecanico.
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3 DINAMICA DE KINKS

Um dos problemas mais relevantes na teoria de campos escalares ¢ a dinamica
de kinks. Especialmente em teorias nao-integraveis, onde além dos kinks existe também
radiacao, é importante entender como kinks interagem entre si e com a radiagao. Outro
aspecto importante é o foco na dinamica de kinks excitados, analisando seus modos de
excitagao e emissao de radiacao. Para kinks compactos, podemos fazer as mesmas perguntas
que nos modelos com potenciais analiticos e testar os limites de aplicacao dos métodos
desenvolvidos para aqueles modelos.

Nesse capitulo vamos estudar um compacton topologico presente na teoria com
potencial quadratico apresentada no final do tdltimo capitulo. A origem deste modelo
a partir do primeiro submodelo BPS do modelo de Skyrme tem papel secundério. O
modelo em questao pode ser tratado simplesmente como um exemplo simples de potencial
nao-analitico com estrutura de vicuos nao trivial. Como visto, esse modelo tem equacao
de movimento

9in—m+V'(n) =0

em que
oo

V/(n) = [sen(n — 4n) — (n — 4n)|H,(n).

n=—oo

Essa equacao de movimento pode ser deduzida da acao

1 1
S = /dt dx [5(8,577)2 - 5(89677)2 — V(n)] (3.1)
com potencial peridédico contendo uma sequéncia infinita de pardbolas na forma
= 1
Vi) = > {\77 —dn| =S — 4n)2] H,(n).

Tal potencial tem minimos em n = 2k, k € Z. A existéncia de multiplos vacuos discretos
permite a presenca de solugoes topologicas que conectam dois vacuos do modelo, de modo
que

lim n(z) = 2k, zh_}rgo n(x) =2(k+1).

Tr—r—00
Essas solucoes sao chamadas kinks e antikinks. Vale notar, que no caso de compactons,
os limites x — +00 sao equivalentes a limites aos pontos na borda do suporte do kink.
Caso os limites para x — oo e x — —oo fossem iguais, o campo poderia ser transformado
em uma solugao de vacuo constante através de uma transformacao continua. No entanto,
para 1, # n_ nao ha nenhuma transformacao continua que mantenha a energia finita e
transforme o campo em uma configuracao de vacuo. Isso acontece porque, durante tal
transformacao, o campo assumiria valores diferentes do vacuo no infinito, causando uma
divergéncia da energia total. Portanto, uma configuragao contendo um tnico kink ou

antikink nao pode ser destruida.
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Podemos obter solugoes de kinks procurando por solugoes que minimizem a energia

e conectem dois vacuos distintos. Note que a energia do campo 7 é dada pela integral

B B(aw Lo+ V).

—00

Para campos dependentes da posicao, a energia sera minimizada para configuragoes

estaticas. Além disso, podemos restringir a dependéncia da posi¢ao observando que

(520 V) = 3@+ Vi) & @)/E7T) 2 0,

o que implica na desigualdade

2(k+1)
/ dn+/2V (n)
2

k

Ez’/ dz~\/2V (n) o

Para que a desigualdade seja saturada, o campo deve obedecer uma das equacoes BPS

7' (z) = £v2V(n(x))

cujas solugoes com o sinal positivo sao kinks e as com sinal negativo antikinks. Essa
equagao de primeira ordem implica na equagao de Euler-Lagrange no caso estatico.
Vamos considerar configuragoes de campo entre os vacuos n =0 (k=0) en =2

(k =1). Nessa regiao, o potencial tem a forma

772

V(U)Zﬂ—g

e a equacao de Bogomol'nyi pode ser separada e integrada. O kink basico conectando esses

dois vacuos pode ser obtido com a condigao de contorno n(0) = 0 e tem a forma

0 se r < 0,
Nk (z) =49 1—cosz se 0 <x <,
2 se m < .

Essa solugao é compacta, tendo valores diferentes do vacuo apenas para z € [0, 7r|. Portanto,
a largura desse soliton é 7. Um antikink conectando 7 = 2 e n = 0 pode ser escrito como
Nk = 2 —nk(x) devido a simetria do potencial. O perfil desses dois compactons topologicos
é apresentado na figura 10. Esse par de compactons basicos pode ser usado para construir
solucoes de kink e antikink conectando quaisquer dois vacuos subsequentes simplesmente
adicionando nimeros inteiros pares. Desta forma, defeitos topologicos compactos podem

ser escritos como

Ne2k2k42) (T) = ni () + 2k,
Neak+2.20) (T) = Ni(x) + 2k = —nr(z) + 2k + 2,
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Figura 10 — Perfil do campo para um kink 7y (linha solida) e um antikink 7z (linha
tracejada).

para k € Z, onde o indice em parénteses indica o par de vicuos sendo conectados. O
suporte compacto dos kinks e antikinks permite construir uma sequéncia, até mesmo
infinita, de kinks e antikinks estaticos que nao interagem entre si. Esta ¢ uma das diferengas
fundamentais entre kinks compactos e kinks em modelos com potenciais analiticos. Em
modelos tradicionais, kinks e antikinks interagem mesmo a grandes distancias.

Também podemos obter solugbes com suporte deslocado = € [a,a + 7] através
de uma translacdo 7y 2k+2)(¢ — a). Essas solugoes sao configuragoes estaticas. De modo
similar ao caso dos oscillons, podemos obter configuragoes de kinks e de anti-kinks em
movimento através de uma transformacao de Lorentz. O campo para o kink ou anti-kink

em movimento com velocidade v é dado por

Yok 2k+2) (L, T3 V) = Neag,2n42)(V(x — vt))

onde v = (1—v?)~'/2. Como o suporte desses defeitos topologicos é compacto, configuracdes
com miultiplos kinks e antikinks sao permitidas simplesmente somando o perfil do kink ou

antikink basico.

3.1 DESCRICAO POR COORDENADAS COLETIVAS

Apresentamos até agora exemplo de sélitons estaticos ou com movimento uniforme
em relacao ao referencial do laboratorio. No entanto, a dinamica de sélitons pode se tornar
bastante complexa quando consideramos situagoes com multiplos defeitos topoldgicos, ou
em que o solitons se encontram em um estado perturbado, tendo mais energia do que a
sua forma com movimento uniforme. Nessas situagoes, é ttil encontrar descri¢oes efetivas
que reduzam o nimero de graus de liberdade do problema para apenas aquelas que mais

influenciam no comportamento do campo. Uma ferramenta importante nessas situagoes é
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a aproximacao das coordenadas coletivas, também chamada aproximacao do espago dos
moduli, originalmente introduzida por Manton [53].

Nessa aproximacgao, supomos que a dependéncia temporal do campo pode ser escrita
implicitamente através de um nimero finito de graus de liberdade q(t) = (¢'(t), ¢*(¢), - . .),

de modo que n(t,x) = n(z, q(t)). Comecando da ac¢do da teoria de campo

S = / dt dz: B(amf - %(8177)2 - V(n)]

podemos usar que 7(t,xz) = n(z, q(t)) para obter

877 877 1] 1 2
5= [avas 35004 - 07 - Vi

= [l (o sgag) o= ([ argoar s vm)|

Identificamos o integrando como a lagrangiana das coordenadas g. Note que se trata de

uma lagrangiana no sentido de mecéanica analitica, nao sendo a densidade lagrangiana de

uma teoria de campos. Essa lagrangiana pode ser escrita como

1

L= 3940 d'd - Ulg) (3-2)

_ 877 a77

(o) = [ o |30+ V)

no espaco das coordenadas ¢. Note que a métrica refere-se a espago das coordenadas

onde introduzimos a métrica

e o potencial

coletivas e nao deve ser confundida com métrica de Minkowski 7, do espaco fisico.

As equagdes de movimento para a lagrangiana (3.2) s@o

aU
6‘q

j L. 8971[ agml 8gmn i / 877 8277
0, = =g _ — b | dr =L
29 (8qm + oq™ oq g v dqt g™ Oqn

sao os simbolos de Christoffel e ¢7' é a inversa da matriz métrica. Quando o potencial U é

onde

uma constante, a equagao (3.3) é uma equagao geodésica. Caso contrario, a derivada de U

ou 0*n on ., On
oqt /d [0(1 i Or Ox +V(n)8qi] '

De forma explicita, podemos escrever as equacgoes de movimento como

on on ® / on  0%n / o?n On on
i [ igh [ da 21 _C dz (34
q/ Coiag T |y s diosoe TV Maa| =0 B4

pode ser escrita como
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Formalmente, as integrais acima devem ser realizadas sobre todo o eixo x. No entanto,
como lidamos com solugoes compactas, a integracao pode ser feita apenas no suporte de 7.
A formula mais explicita da equagao (3.4) é 1til para resolver numericamente a evolugao
temporal de ¢ quando as expressoes para a métrica e o potencial forem muito complicadas.
Vamos aplicar esse formalismo primeiro para descrever um tunico kink (ou antikink).

Para isso, escrevemos o campo como

™

1 = N(2k,2k+2) (I —a+ §>
onde a representa a posigao do centro de momento do séliton, por isso o termo 7/2 no

argumento. A métrica nesse caso possui apenas um componente

a+m/2 an 2 T

e o potencial é uma constante

A dinamica do soéliton é aproximadamente a de uma particula livre de massa /2. E
possivel verificar que a energia total de um kink ou antikink é de fato 7/2. O formalismo
de coordenadas coletivas torna explicita a correspondéncia que muitas vezes é feita entre
solitons e particulas.

A descricao acima nao considera a contragao de Lorentz do suporte do defeito
topologico, portanto dizemos ser uma descri¢ao nao-relativistica. Podemos incluir uma
nova coordenada b para modelar a contracao de Lorentz. Nesse caso o campo pode ser

escrito como

T
1 = 1)(2k,2k+2) (b@ —a)+ 5) .

A métrica é diagonal com componentes

b 7 (7% —6)
gaa(aa b) = 77 gbb(aa b) = 24b3 y gab(aa b) =0
e o potencial tem a forma
m(1+0?)
U(G, b) = 4—b

As equagbes de movimento para a e b sdo

d (1
%(§7rab):0
d[w(ﬁ—@b] 1, w(@-6)0® r®*+1) =

Gl o | T e e

Essas equacoes tém solucoes estaciondrias @ = v e b = (1 — v?)71/2 para v constante.
Essa solucao corresponde & expressao de uma solucao exata de kink ou antikink apos
uma transformagao de Lorentz. Outras solugoes nao-estacionérias podem ser usadas para
descrever processos dinamicos nos quais o kink é perturbado da sua forma exata, como é o

caso do problema que estudaremos agora.
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3.2 KINK DEFORMADO

Para entender melhor a dinamica de kinks compactos, vamos estudar o que acontece
quando um kink é levemente perturbado em relacao a sua forma estatica. Vamos construir
essa perturbacao alterando o tamanho do suporte do séliton, de modo que seu tamanho
seja (1 + €)m, através da transformagao de escala

M%dznx<x +g>.

1+e€

Por conveniéncia, também transladamos o argumento por /2 para que o centro do kink
coincida com a origem. Dessa forma, esses kinks deformados possuem suporte [—7(1 +
€)/2,m(1+¢€)/2].

A deformacao faz com que a energia deste kink seja maior que a energia de um

kink exato. Em particular

s (14+6)% i 1, v | 1 s
= [ ezt s viea)| = (1ver ) §
A diferenca AE em relagao ao kink nao perturbado é

62’71'

- 1—|—€Z.

Essa diferenga significa que a configuragao nao pode permanecer estatica.

AFE = E(e) — E(0)

Como nao conseguimos obter a evolucao temporal desta classe de configuracao de
modo analitico, precisamos obter a dependéncia no tempo através de simula¢oes numéricas.
As simulagoes foram realizadas discretizando a coordenada x em um grid, com as derivadas
calculadas através do método das diferencas finitas em segunda ordem. Para que as bordas
do ¢rid nao influenciem a dindmica do campo, fazemos o grid grande o suficiente para
que o compacton nao interaja com as bordas durante a simulagao. A evolugao temporal
foi obtida pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem usando Julia [54] e a biblioteca,
DifferentialEquations.jl [55]. Outros métodos também foram testados e geraram resultados
consistentes. A discretizacao do espaco foi feita com passos Az variando de 0,001 a 0,005.
O passo de tempo foi escolhido igual a Az/10. O mesmo esquema numérico foi usado em
todas as outras vezes que foi necessario resolver equagoes de campo numericamente nesse
trabalho.

Na figura 11 apresentamos o grafico para a densidade hamiltoniana resultante da
simula¢ao como um mapa de cores em escala logaritmica no diagrama espago-tempo. Nesse
caso, escolhemos a densidade hamiltoniana para visualizacao ao invés do proprio campo
porque as amplitudes do campo em relagao aos vacuos fora do corpo do kink sao muito
menores do que a diferenca entre valores de campo que o kink conecta. Desta forma, seria
muito dificil visualizar qualquer estrutura exceto o proprio kink em um grafico do campo.
Também nao seria apropriado usar escala logaritmica porque hé perturbacoes ao redor de

dois vacuos diferentes.



Capitulo 3. Dindmica de kinks 43

e=—-0.15 £=0.15

- 100

- 10—2

10-3

107

Figura 11 — Densidade hamiltoniana de kinks deformados com tamanho (1 + €)7. Linha
verde representa borda do kink calculada através das coordenadas b e c.

Observamos que inicialmente as configuragoes esticadas (e > 0) se contraem e as
configuragoes contraidas (e < 0) se expandem. Apos esta fase inicial, os kinks vibram e,
para valores de |¢| grandes o suficiente, emitem radiacao. As configurages contraidas, que
possuem excesso de energia maior, emitem radiagao com mais facilidade.

Podemos tentar descrever as vibracoes do suporte do kink vistas na simulagao
usando a abordagem de coordenadas coletivas. A varidvel mais natural para tomarmos
nesse caso é o fator de escala b(t) do suporte do kink, que anteriormente usamos para
descrever a contracao de Lorentz. Escrevemos o perfil do campo como uma deformagao do

kink estatico na forma

n(tw) =i (bt + 5 ).

A deformagao associada ao fator de escala b, geralmente chamado modo de Derrick, ja foi

estudada em outros modelos [56], nos quais é um ingrediente importante da dindmica de
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sOlitons, incluindo processos de espalhamento que iremos discutir depois. A métrica para
o espacgo dessa variavel tem apenas uma componente, dada pela funcao

7(7? — 6)

9w(b) = =53

Enquanto isso, potencial é dado pela funcao

U(b):%(ﬂ%).

A dindmica da variavel b(t) pode ser obtida por quadratura, observando que a
energia

1 .
E= §gbb(b) b* + U(b)

é uma constante no tempo. Explicitamente, b(t) é dada pelas fungdes periddicas

14 (1= )" fsin (w(t + 1))
cos? (w(t + tg)) + b3 sin® (w(t + to))

bi(t) = by

nas quais by e tg sao parametros livres a serem determinados pelas condigoes iniciais e

12
T2—6"

deformado, mas seu periodo w/w ~ 1,78 difere dos resultados numéricos. Note que as

w = Essas solugoes sao periodicas, tais quais as bordas de um kink levemente
fungoes b4 (t) dependem dos valores absolutos de fungoes trigonométricas, portanto seus
periodos sao apenas metade daquele de fungoes trigonométricas.

Essa discrepancia entre os resultados é indicativa de graus de liberdade faltando na
nossa descricao efetiva para o kink perturbado. E comum que a descricao de kinks de outros
modelos por coordenadas coletivas precise incluir modos internos. Normalmente esses
modos internos correspondem as perturbacoes lineares em relacao ao kink original com a
menor frequéncia, como é o caso do chamado shape-mode do modelo ¢*, originalmente
descoberto por Sugiyama [57|. No entanto, o carater nao-analitico do potencial dificulta
a analise de pequenas perturbacoes. Adotamos entao outra abordagem, em que vamos
propor uma forma de perturbagao interna explorando a compacticidade do suporte e a
paridade do perfil do kink.

Em particular, vamos exigir que o modo interno do kink seja uma fungao impar,
diferente de zero apenas no suporte do kink, continua e com a primeira derivada continua.
Essas exigéncias podem ser satisfeitas se o modo interno for escrito como uma série de

Fourier, de modo que o campo tem a expressao
T = .
n(t,x) = nk (b(t)x + —) + Z Cn(t) sin(2nb(t)x)
2 n=1

no suporte x € [—m/2b,7/2b]. A continuidade de 0,1 em = = £