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“Mathematics is the art of giving the same name to different things.”

— Henri Poincaré






RESUMO

Nesta monografia, provamos o Teorema de Representacao de Stone e a Dualidade
de Stone, uma dualidade entre a categoria das algebras de Boole e a categoria dos
espagcos topologicos conhecidos como espacos de Stone. Para alcangar este objetivo,
introduzimos os pré-requisitos de Algebra e Topologia, incluindo elementos de Teoria
de Categorias e Algebra Universal. No caminho, quase em tom de jornada épica,
encontramos elementos de Logica Cléssica, teorias proposicionais e tradugoes entre
teorias, e demonstramos que a categoria das teorias proposicionais é equivalente a
categoria das algebras de Boole. Ao final, como corolario dessa equivaléncia e da

Dualidade de Stone, desvendamos uma ponte entre sintaxe e seméantica.

Palavras-chave: Logica, Topologia, Stone, Boole, Dualidade.






ABSTRACT

In this monograph, we prove the Stone’s Representation Theorem and Stone Duality,
which is a duality between the category of Boolean algebras and a category of
topological spaces known as Stone spaces. To attain this objective, we systematically
present the prerequisites of Algebra and Topology, including elements of Category
Theory and Universal Algebra. Along the way, akin to an epic journey, we encounter
some elements of Classical Logic, propositional theories, and translations between
theories, and we prove that the category of propositional theories is equivalent to the
category of Boolean algebras. As a corollary of this equivalence and Stone Duality,

we unveil a bridge between syntax and semantics.

Keywords: Logic, Topology, Stone, Boole, Duality.
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1 INTRODUCAO

“A cardinal principle of modern
mathematical research may be stated as a

maxim: ‘One must always topologize’.”

— Marshall Stone

A conexao entre Algebra e Geometria é antiga e remonta, por exemplo, aos
primoérdios da Geometria Analitica. Essa relacao entre as duas areas impregna, senao
toda, boa parte da atividade matematica. E uma dualidade que nos acompanha, seja
enquanto raciocinamos usando desenhos, seja enquanto fazemos calculos usando
coordenadas.

A proximidade conceitual entre estruturas algébricas e estruturas geométricas
permitiu o desenvolvimento de diversas areas que atualmente compoem a pesquisa
em Matematica: Algebras de Operadores, Geometria Algébrica, Topologia Algébrica,
etc. Porém, nao foi da noite para o dia que essa relacao foi entendida ou domada.
A propria Geometria Analitica nao é tao antiga na histéria humana. Em verdade,
algumas descobertas relativamente recentes foram fundamentais para o surgimento
de areas algebro-geométricas. Um passo importante nessa diregao foi dado com
Marshall Stone [15, 18| através dos seus trabalhos, em Anélise Funcional e no estudo
de representacoes de algebras de Boole. Outro passo foi dado por Saunders Mac
Lane e Samuel Eilenberg [6] com o advento da Teoria de Categorias. A partir dai,
varias relacoes que permeavam a investigacao matemaética comecaram a ser melhor
entendidas.

O resultado principal que estudaremos, e que da nome a esta monografia, surge
do encontro dos trabalhos de Stone com a Teoria de Categorias, no inicio do século
XX, e é conhecido como Dualidade de Stone. Este teorema é basicamente a afirmagao
de que parte do reino da Algebra esta conectado de modo muito forte com parte do
reino da Topologia. Mais formalmente, a nivel dos objetos envolvidos, a Dualidade
de Stone é uma equivaléncia entre espacos de Stone, uma classe especial de espagos
topologicos, e dlgebras de Boole.

O objetivo deste texto é provar o Teorema de Representacao de Stone e a
Dualidade de Stone. Para alcancar este objetivo, introduzimos os pré-requisitos de
Algebra e Topologia, incluindo elementos de Teoria de Categorias. No caminho, quase
em tom de jornada épica, uma odisseia l[ogico-matemdtica, provaremos o Teorema de
Lindenbaum-Tarski, uma equivaléncia entre a categoria das teorias proposicionais e
das algebras de Boole, que, em conjunto com a Dualidade de Stone, nos permitira

revelar uma ponte entre sintaxe e seméantica.
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O Teorema de Representacio de Stone

Perguntas muito pertinentes a nos fazermos, tanto do ponto de vista sociolégico
quanto do ponto de vista pragmaético, sao: como axiomas sao formulados? Como
uma teoria matematica surge? Uma checagem rapida na histéria da matematica
nos mostra que, em geral, os objetos de interesse dos matematicos surgem de forma
concreta, a partir de exemplos. Quando se percebe que os objetos de um certo tipo
tem algumas propriedades em comum que os caracterizam, estas propriedades sao
abstraidas, dando origem aos axiomas da teoria que fala sobre aqueles objetos.

Um detalhe metodologico importante, entao, é verificar que essas propriedades
que parecem permear todos os objetos de interesse, num dado momento, nao sao
gerais demais. Ou seja, os axiomas escolhidos nao devem ser satisfeitos por um
niimero muito maior e desconhecido de estruturas do que pensado inicialmente. Por
exemplo, todas as estruturas matemaéticas satisfazem, por vacuidade, o conjunto vazio
de axiomas. Isso pode ser bastante interessante para alguns propositos. Entretanto,
para fins praticos (e tedricos), gostariamos de um pouco mais.

Deste modo, ¢ importante ter um teorema que garanta a concretude dos axiomas
escolhidos, isto é, um resultado que diga que os axiomas escolhidos caracterizam
precisamente as estruturas que tinhamos em mente quando escolhemos os axiomas.
Este tipo de teorema é chamado de teorema de representacao. A Dualidade de Stone,
que estudaremos mais a frente, é, em certo sentido, um teorema de representacao
elevado ao contexto de Teoria de Categorias. O teorema de representagao em questao
é conhecido como Teorema de Representacao de Stone para dlgebras de Boole.

Marshall Harvey Stone (1903-1989) foi um logico
e matemético americano que fez contribuicoes cruciais
para o desenvolvimento da Matemética no século XX.
Em 1932, publicou uma monografia sobre transformagoes
lineares em espacos de Hilbert que influenciou a pesquisa
em Analise Funcional desde entao [16]. Em particular,
Stone estudou a nogao de operador autoadjunto. Com

John von Neumann, matemético hingaro e naturalizado

americano, que também sofreu influéncia dos trabalhos de

Marshall Stone

Stone, provou diversos resultados fundamentais sobre o

formalismo da Mecanica Quantica [14, 17|, teoria fisica em amadurecimento na época.
Tudo isso foi feito basicamente na década de 30, quando Stone vive seu “periodo de
ouro”. Os trabalhos relativos a anéis boolianos e representacao de élgebras de Boole

acontecem precisamente neste periodo, entre 1934 e 19371,

L Informacoes e foto via https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Stone/


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Stone/
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Para entendermos um pouco melhor sobre teoremas de representagao e, em
particular, sobre o Teorema de Representacao de Stone, mencionaremos outros dois
resultados: um ja bastante conhecido dos cursos iniciais de Algebra, o Teorema
de Representaciao de Cayley para grupos, e outro mais proximo da pesquisa em
matematica em Algebras de Operadores, o Teorema de Representacio de Gelfand
para C*-dlgebras comutativas.

Um grupo G é um conjunto munido de uma operacao associativa, que tem ele-
mento neutro e admite inverso de cada elemento de G. Um subgrupo é simplesmente
um subconjunto de um grupo mas que é também um grupo. Se S(X) é o conjunto
de permutacoes (ou seja, bije¢oes) de um conjunto X nele mesmo, entao S(X) é um
grupo com respeito a composicao de fungoes e é chamado de grupo de simetrias de
X. Este é o exemplo concreto de grupo. Sendo assim, o teorema de representagao
abaixo afirma que todo grupo, nao importa quao diferente seja, é isomorfo a algum

subgrupo de um grupo concreto.

Teorema (Teorema de Representacao de Cayley). Todo grupo G € isomorfo a um

subgrupo de S(X) para algum conjunto X .

Agora, vamos para o segundo exemplo, um pouco mais avancado. De modo
resumido, uma dlgebra (complera) é um espago vetorial (complexo) munido, adi-
cionalmente, de um produto que lhe da uma estrutura de anel compativel com a
estrutura linear. Uma algebra ¢ comutativa e/ou unital se o for como anel. Uma
dlgebra normada A é uma &lgebra complexa munida de uma norma satisfazendo,
adicionalmente, para todos a,b € A, ||abl| < ||a||||b]|. Uma dlgebra de Banach é uma
algebra normada que é completa em rela¢do a métrica advinda da norma (isto ¢, em
que toda sequéncia de Cauchy é convergente). Uma C*-dlgebra A é uma algebra de

Banach equipada com uma involucdao a — a* tal que, para todos a,b € Ae \ € C,
(ab)* =b*a*, (a+b)*=a"+b", (Na)"=Xa* e |a*al=|a|?

Seja C'(X) o conjunto de todas as fungdes complexas continuas sobre um espago
topologico compacto X, munido da norma dada por || f|| = sup,cy |f(z)|. Assim,
C(X) é uma C*algebra comutativa e é o exemplo concreto de tal tipo de estrutura.
Desse modo, o teorema abaixo afirma algo parecido com o Teorema de Representacao
de Cayley, visto anteriormente. Toda C*algebra comutativa e unital é isomorfa a

uma C*algebra concreta, um C'(X) para algum espago topologico X.

Teorema (Teorema de Representacao de Gelfand). Toda C*-dlgebra comutativa e

unital A € isomorfa a uma dlgebra C(X) para algum espago compacto Hausdorff X.

Este resultado ¢ central em Algebras de Operadores. E possivel utilizar ele,

aliado a outros mais gerais, para relacionar o formalismo de Mecénica Classica com
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o da Mecanica Quantica. Os espagos de interesse no estudo da Mecanica Cléssica
sao precisamente C(X). Por outro lado, os espagos que estao atrelados a sistemas
quanticos sao associados a C*algebras nao-comutativas.

Finalmente, depois de motivar a discussao sobre teoremas de representacao,
esperamos que o Teorema de Representacao de Stone parega bastante familiar, nos
moldes dos outros dois resultados. Uma &lgebra de Boole pode ser pensada simples-
mente como a abstragao da estrutura algébrica dada pelas operacoes conjuntistas
em um conjunto das partes P(X) de algum conjunto X. Este é o exemplo concreto
e mais importante de algebra de Boole. Mais precisamente, os axiomas de algebra

de Boole, escritos usando P(X) como exemplo?, sio

YUug =Y, YNnx=yY, YUY =Y, YNy =Y,
(YUZ)F=Y°NZ", (YNZ)F=Y°UZ,
YUZ=_ZUY, YNZ=2nY,

YUZ2))UWwW =Y U(ZUW), YNnZ)ynw=yYn(Znw),
YUZnNnW)=YuzZ)n(YUuWw), YN(ZUW)=(nNn2Z)uY nw),
YUY =X, YNYs =g,

com Y, Z e W subconjuntos de X. Assim, O teorema devido a Stone abaixo afirma

que toda algebra de Boole é uma subalgebra de uma algebra de Boole concreta:

Teorema (Teorema de Representacao de Stone). Toda dlgebra de Boole B é isomorfa

a uma subdlgebra de P(X) para algum conjunto X .

Portanto, cada um destes trés exemplos de teorema de representacao indica que
os axiomas escolhidos para abstrair cada tipo de estrutura capturam a concretude

dos exemplos que motivaram a abstracao.

Teoria de Categorias e dualidades

Uma categoria é constituida de duas colecoes, uma de objetos e outra de setas,
e uma composicao de setas, satisfazendo algumas exigéncias sobre como elas devem
se organizar. Cada teoria da matematica tem uma categoria correspondente. Por
exemplo, ha a categoria dos conjuntos e das fungoes entre eles; dos espacos vetoriais
e transformagdes lineares; dos grupos e homomorfismos entre eles.

O Teorema de Representacao de Stone, visto na subsecao anterior, pode ser
elevado ao contexto de Teoria de Categorias. Isso dard origem a ja mencionada
Dualidade de Stone. Na verdade, essa e outras observagoes sobre o trabalho de Stone

motivaram o desenvolvimento da prépria Teoria de Categorias.

2 Compare com a definicdo na secio sobre algebras de Boole.
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A categoria das algebras de Boole e dos homomorfismos entre elas é denotada
por Boole e a categoria dos espagos de Stone (que constitui uma classe de espagos
topologicos especificos vide Capitulo 4) e das fungoes continuas entre esses espagos é
denotada por Stone. A Dualidade de Stone, entao, afirma que estas duas categorias
estao conectadas por uma dualidade, o que denotamos por Boole = Stone”, que
definiremos mais adiante. Em certo sentido, uma teoria é o espelho da outra.

De acordo com Mac Lane, o trabalho de Stone nao s6 motivou a nocao de
equivaléncia (e dualidade) em Teoria de Categorias, como também abriu caminho

para a importante nogcao de adjuncao:

“O trabalho de Stone enfatizou certos casos em que uma tal passagem fornece
uma equivaléncia entre nogoes topolégicas e algébricas — uma relagao que
agora formulamos como uma equivaléncia de categorias. [...] O trabalho de
Marshall Stone nao apenas preparou o terreno para a definigao geral de funtores
adjuntos, em claro paralelo com a defini¢do de operador adjunto; seus estudos
também deram alguns exemplos decisivos da construcao de funtores adjuntos
explicitos. [...| Essa ideia, central no uso atual de categorias, estava em embriao

nos artigos de Stone de 1936 e 1937.” [11, pag. 229, 232 e 234, nossa tradugaol

Organizagdo do texto

O presente trabalho esta dividido em cinco capitulos. Os capitulos 2-4 compoem
o conteudo propriamente dito do texto. A estrutura do texto, no que diz respeito a
esses capitulos principais, é motivada pelos trés atos da estrutura mitica da Jornada
do Herdi (partida, iniciagao e retorno) de Joseph Campbell [4, 19]. No capitulo 2,
apresentamos preliminares algébricas: linguagem de categorias e notacéo, Algebra
Universal e algebras de Boole. No capitulo 3, conectamos as algebras de Boole com
Logica. No capitulo 4, introduzimos os espacos de Stone e, finalmente, provamos
a Dualidade de Stone. Como corolario, uma dualidade entre sintaxe e seméantica
¢ obtida. A referéncia principal foi [8]. Ao final de cada capitulo mencionamos a

literatura utilizada para o desenvolvimento daquele capitulo.

Para quem e para qué?

Este texto reflete, com um toque literario, a propria jornada do autor durante
sua formacao na graduacao. Esperamos que esse texto preencha uma lacuna existente,
na literatura de lingua portuguesa, sobre Dualidade de Stone e, principalmente,
dialogue diretamente com aqueles alunos que buscam uma abordagem unificada de
alguns topicos matemaéticos relacionados a Logica.

Os pré-requisitos para uma leitura proveitosa do texto sao uma base firme

sobre conjuntos e funcoes e alguma familiaridade com Algebra e Topologia.
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2 PARTIDA: PRELIMINARES ALGEBRICAS

Neste capitulo de partida, comegamos nossa jornada épica e somos apresentados
ao mundo novo que nos espera. Sao introduzidas ferramentas algébricas necessdarias
para os proximos capitulos: a linguagem da Teoria de Categorias e resultados basilares

de Algebra Universal. Por dltimo, estudamos as dlgebras de Boole.

2.1 CATEGORIAS E ALGEBRAS

O objetivo principal do texto é provar uma dualidade categérica entre certos
objetos algébricos e certos objetos topologicos. Para alcancgé-lo, precisamos entender
como expressar certas ideias por meio da Teoria de Categorias e conhecer estes
objetos envolvidos na dualidade. Nesta se¢ao, introduzimos alguns jargoes de Teorias
de Categorias com isso em mente e estudamos dlgebras de modo bastante geral. Essa

abordagem conhecida como Algebra Universal.

2.1.1 Linguagem categdrica e notagdo

Uma categoria, denotada aqui por C, é constituida de trés itens: uma colecao
Obj(C) de objetos, uma cole¢do Hom(C) de setas — ou morfismos — entre objetos
e uma composicao de setas satisfazendo certas condigoes que enunciaremos logo em
seguida. Morfismos sao denotados! com a notacao usual de funcao. Por exemplo, um
morfismo f do objeto X para o objeto Y é denotado por f: X — Y. O conjunto dos
morfismos de X para Y é denotado por Homg(X,Y') ou simplesmente Hom(X,Y).

Dados morfismos f: X — Y e g: Z — W, a composicao g o f esta definida
somente quando Y = Z e, neste caso, go f: X — W é um morfismo. Além disso, a

composi¢ao de morfismos satisfaz:

e Para todo X € Obj(C), existe o morfismo identidade idx: X — X tal que
dados morfismos f: X Y eg: Z — X,

fOidX:f (§ 1dXog:g

e A composigao de morfismos é associativa, ou seja, dados morfismos f: X — Y,
g:Y = Zeh:Z — W, vale que ho(go f) = (hog)o f. Isto pode ser
enunciado, de modo equivalente, dizendo que o diagrama abaixo comuta:

X —1 sy

gof hog

zZ —"l W

1 Os morfismos de uma categoria podem receber uma notacio especial a depender do contexto. Por

exemplo, os morfismos da categoria das teorias proposicionais serao denotados por f: T ~ T".



24 CAPITULO 2. PARTIDA: PRELIMINARES ALGEBRICAS

Vamos estudar uma categoria especial como primeiro exemplo: a categoria dos
conjuntos e fungoes entre eles. Para cada conjunto X, existe a fun¢ao identidade
idy: X — X que leva cada elemento de X em si mesmo. Além disso, existe a nogao
de composicao de fungoes. Se f: X — Y e g: Y — Z sao fungoes entre conjuntos

X, Y e Z, entao a funcao composta é definida por
gof: X =27, xw g(f(z)),
e, como sabemos, a composicao de funcoes é associativa.

Definicao 2.1.1. A categoria cujos objetos sao conjuntos e os morfismos sao fungoes

entre conjuntos é denotada por Set.

Exemplo 2.1.2. Para exemplificar, vamos exibir as categorias que encontraremos
ao longo do texto. Os leitores que nao reconhecerem os objetos ou as setas envolvidas

em algum item podem ignora-lo, no momento. Sao exemplos de categorias:
o Alg(92): Q-algebras e homomorfismos de §2-algebras.
e Boole: algebras de Boole e homomorfismos de algebras de Boole.
e Th: teorias proposicionais e traducoes.
e Top: espacgos topologicos e fungoes continuas.
e Stone: espagos de Stone e func¢oes continuas.

Definigao 2.1.3. Sejam C uma categoria e X e Y dois objetos de C. Dizemos que
f € Homg(X,Y) é um isomorfismo entre X e Y quando existe ¢ € Homg(Y, X)
tal que go f =idx e f o g = idy. Nestas condicoes, dizemos que X e Y sao objetos

isomorfos e denotamos isto por X =Z¢ Y ou, simplesmente, X =Y.

Mais a frente, no texto, ao trabalharmos com outras categorias, definimos
nocgoes de isomorfismo, especificas daquele contexto, de maneira aparentemente
diferente da definicao dada acima. Todavia, todas as defini¢oes de isomorfismo dadas
ao longo do texto sao equivalentes a defini¢ao categérica de isomorfismo. Por exemplo,
poderiamos definir que dados dois conjuntos X e Y, uma funcao f: X — Y é um
1somorfismo entre X e Y, na categoria Set, quando é uma bijecao. Ora, toda bijecao
admite inversa. Portanto, existe f~1: Y — X tal que fo f~! =idyx e f 1o f = idy.
De maneira similar, se f for um isomorfismo em Set segundo a Defini¢ao 2.1.3, entao
f & uma bijecao. Ou seja, as duas defini¢oes sao equivalentes: os isomorfismos em
Set sao, precisamente, as bijecoes. A prova da unicidade do morfismo inverso, em

Teoria de Categorias, é completamente anéloga a prova do fato anélogo para fungoes.
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Uma colecao 2~ é dita uma cole¢ao indexada de conjuntos se existe um conjunto
indexador A e uma fungao sobrejetiva f: A — 2 dita func¢do indexadora. A imagem
da fungao coincide com a cole¢ao e denotamos f(A) por X,. Isto motiva denotar
colegoes indexadas 2 por {X, | A € A} ou {X,}rea. Com esta notagao a disposicao,
podemos denotar a uniao e interse¢ao da colecao indexada, respectivamente, por

Uz=Uxx ¢ NZz=(x.
AEA AEA

Dada uma colegao “nao-indexada” de conjuntos 2, sempre é possivel indexar
esta colecao usando os proprios elementos de 2. Tomamos como fun¢ao indexadora
a identidade de 2 e, portanto, podemos denotar 2" por {X | X € 27}. Isto faz
com que possamos denotar a uniao e intersecao da colegao, respectivamente, por

Uz=Ux ¢ Nz=Nx
Xe& Xex
Definigao 2.1.4. Seja {X)}rea uma cole¢ao indexada de conjuntos. Definimos o

produto cartesiano (generalizado) de { X} ea como

HXA =qx: A — UXA | z(\) € X para todo A € A
AEA AEA

e denotamos z(A) por x) e a fungao x: A — [ J,c, X simplesmente por (zx)aea-

A primeira questao que surge é se essa defini¢ao, em algum sentido, coincide com
a noc¢ao de produto cartesiano “usual” no caso finito. Responderemos isto utilizando
a nocao de isomorfismo na categoria dos conjuntos. O produto cartesiano de X e Y

é comumente introduzido através da defini¢ao
XxY={(z,y)|zeXyeY}

e, para uma quantidade finita qualquer de produtandos, a defini¢ao é similar. Para
mostrarmos que X X Y é recuperado pelo produto cartesiano generalizado, vamos
primeiro comentar sobre segmentos iniciais nos numeros naturais.

Seja N o conjunto dos niimeros naturais (a partir do zero). Para cada n € N
nao-nulo, o segmento inicial determinado por n é o conjunto {0,1,...,n— 1} o qual

denotamos pelo proprio simbolo n, i.e.,
n={0,1,...,n—1}

e, convencionamos?, 0 = @. Agora, sejam Xy, ..., X,, conjuntos indexados. Notemos
que, na ordem usual dos naturais, n > ¢ é o mesmo que ¢ € n+ 1. Portanto, podemos
denotar a cole¢ao dos X; por { X, },,>;, uma cole¢ao indexada com n+1 como conjunto

indexador. Dai, temos a seguinte proposicao:
2

Isto nao gera nenhum problema. Na verdade, é possivel construir N, numa abordagem conjuntista,
de maneira que os numeros naturais sejam por defini¢do os segmentos iniciais de N. Leitores
interessados em mais detalhes podem consultar [9].
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Proposicao 2.1.5. Seja {X;},>; uma cole¢io de conjuntos nao-vazios. Entao,
[ % et Xox Xy x -+ x X,
n>1
a partir da bijecao
O J[X = Xox Xy x - x X, fs (f(0), f(1), ..., f(n)).
n>t

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que a fungao ® do enunciado é uma bijecao. A

candidata & inversa é a funcao
\I/IXOXX1X"‘XXH—>HXZ‘
n>i

que mapeia cada (zg, z1,...,2,) € Xo X Xq X --- x X,, em uma funcéo g € [[,, Xi
definida por ¢(i) = x; para ¢ < n. Agora, vamos mostrar que ¥ é inversa de ®.
Tomemos f € [],,5; Xi. Daf,

(Vo @)(f) = W(2(f)) = ¥(f(0), f(1),.... f(n)) =g

em que g(i) = f(i) para ¢ < n, ou seja, g = f. Isto prova que W é inversa a esquerda
de W. Por outro lado, seja (zq, z1,...,27,) € Xo X X; X -+ x X,,. Entao,
(P o) (zg, 21, ..., xn) = P(V(xg, 21, ..., 2,))
®(g)
(9(0), g(1),-..,g(n))
(

Lo, L1y - - 7:1:%)7

como queriamos demonstrar. O

A partir de agora, quando estivermos lidando com o produto cartesiano de
uma quantidade finita de produtandos, indexaremos seus elementos a partir do
nimero natural um. Dai, dado um conjunto X, a proposi¢ao anterior nos diz que
um elemento de X2, por exemplo, pode ser visto como um par (z;,x2) ou como uma
fungao x: {0,1} — X tal que 2(i) = z;41. Firmados em tal proposi¢ao, passaremos
a identificar tais objetos: x = (x1,x2). Estes comentarios valem, mutatis mutandis,
para o produto cartesiano de uma quantidade finita qualquer de conjuntos.

Seja {X)}rea uma colegao indexada. Quando X, = X, para todo A € A, o
produto cartesiano dessa colecao pode ser pensado como produtando X com X com
X, etc., A-vezes e, portanto, denotamos tal produto por X*. Uma sequéncia em
X é uma funcio z: N — X, ou seja, ¢ um elemento de XN. A partir de agora,
denotamos sequéncias como x por (z,),>o. Para cada n € N, é conveniente chamar

os elementos de X" de n-uplas ou sequéncias finitas. Ainda, vale enfatizar que o
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mapa X 3 x +— (r) € X' é uma bijecao. Portanto, todo conjunto é isomorfo ao
conjunto de 1-uplas de seus elementos?.

Finalmente, observamos que o conjunto X° é o conjunto unitario que s6 contém
a funcdo vazia com contradominio X. E possivel mostrar que s6 existe um conjunto
unitario, a menos de isomorfismo, em Set. Assim, identificamos X = {@}. Mais
a frente, precisaremos lidar com funcoes que partem de X° como, por exemplo,
c: X% = X. Neste caso, tratamos ¢ como uma “constante” e identificamos o simbolo

da fungao com a imagem do tnico elemento do dominio: ¢ = ¢(@).

2.1.2 Algebras e subalgebras

Definigao 2.1.6. Sejam 2 um conjunto nao-vazio e ar: 2 — N uma fung¢ao. Dizemos
que o par (2,ar) é um tipo de algebra. Os elementos de € sdo chamados de
simbolos e ar(w) é dita a aridade do simbolo w. Dizemos que uma 2-algebra ¢ um
par (A, I4) em que A é um conjunto ndo-vazio e I4 ¢ uma funcao, dita interpretagao
de Q em A, que mapeia cada w €  em uma operacao wa: A*“ — A. Os elementos
de {wa | w € Q,ar(w) = 0} s@o chamados de constantes. Quando nao gerar

confusdo, denotamos a {2-algebra (A, I4) pelo seu conjunto subjacente A.

Usualmente, apresentamos uma estrutura algébrica como uma tupla constituida
de um conjunto, operagoes e constantes. No caso de grupos, dizemos que (G, o), ou
(G,0,71 1) explicitando a fungdo de tomar inversos e a identidade, é um grupo
quando satisfaz os axiomas da Teoria de Grupos. Por analogia, uma ()-algebra,
quando €2 ¢ finito, é apresentada de maneira similar. Por exemplo, se (G, I¢) é uma
{*,1, e}-algebra em que I (*) = o é uma operagao binaria, I(7) ="' é uma operacao
unaria e Ig(e) = 1, apresentamos tal algebra exatamente como em Teoria de Grupos,
(G,0,71,1), e dizemos que & do tipo de grupos. Se uma algebra do tipo de grupos

satisfizer os axiomas da Teoria de Grupos, entao sera, de fato, um grupo.

Definigao 2.1.7. Sejam A e B duas (2-algebras. Dizemos que A é uma subalgebra
de B quando A C B e, para todo w € Q, a operacio wy: A*®) — A coincide com a

operacio wp: B¥®) — B restrita a A*“) e correstrita a A.

E muito comum precisar escrever, como na definicdo acima, que certa funcao é
a restricao e a correstricao de outra. Quando nao causar confusao, e for claro quais
sao a restrigao e a correstricao que precisam ser tomadas, respectivamente, falaremos,
por simplicidade, apenas em “(co)restringir”, o que significa tanto restringir o dominio

quanto correstringir o contradominio para os conjuntos respectivos apropriados.

3 E importante notar que a prova do Teorema 2.1.5 pressupde tal fato se quisermos que as funcoes

definidas sirvam para o caso n = 0. Uma alternativa é fazer uma prova separada para este caso
definindo a funcao que leva cada f € [],~; X; em f(0) € X, e exibir sua inversa.
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Definigao 2.1.8. Seja B uma §2-algebra e A C B. Dizemos que A é fechado pelas
operagoes de B quando A contém as constantes de B e, dado qualquer simbolo

w € Q, temos wp(a1, . .., Gar(w)) € A para todos ai, ..., darw) € A.

Note que, por defini¢ao, toda subéalgebra é fechada pelas operacoes da maior. A
partir de agora, sempre que quisermos provar que um conjunto admite estrutura de
subalgebra de uma certa algebra que o contém, provaremos que tal conjunto é fechado
pelas operacoes da algebra. Mais precisamente, o conjunto A, ap6s demonstrado que
é fechado pelas operagoes da -algebra (B, Ip) que o contém, passara a ser visto
como conjunto subjacente de uma Q-algebra (A, I4) em que, para cada w € {2,

I4(w) = wy & a (co)restricdo de Ip(w) = wp: B*“@ — B,

Lema 2.1.9. Sejam B uma Q-dlgebra e &/ é uma colecao nao-vazia de subdlgebras

de B. Entao, ()., A € fechada pelas operagoes de B.

Demonstragdo. Sejam w € 2 e ay, ..., Guw) € [14ey A Tomemos A € o7. Entao,
ai, ..., 0w € A. Como A & subélgebra de B, entao ¢ fechada pelas operagoes de

B. Logo, wp(a1, ..., 0aw)) € A. Dal, wp(ai, ..., Guw) € Niey A- O

O lema acima garante que a intersecao de subélgebras de uma certa algebra, ja
que ¢é fechada pelas operagoes desta, pode ser dotada de uma estrutura de subalgebra.
Mais precisamente, dada uma colecao nao-vazia de subalgebras de uma (2-algebra
(B, Ip), a subdlgebra interse¢do, portanto, tem como conjunto subjacente a interse¢ao
dos conjuntos subjacentes das subélgebras e a cada w € ) associa I(w) que é a

(co)restricao de Ig(w) = wp: B*® — B.

Lema 2.1.10. Seja &7 a colegao de subdlgebras de uma Q-dlgebra B que contém um

conjunto . Entao, (< € a menor subdlgebra de B que contém 3.

Demonstragao. Ja sabemos que (]« é uma algebra. Como cada A € &7 contém X,
entdo [/ contém X. Seja A’ uma subélgebra de B que contém X. Logo, A’ € &7.
Portanto, (& C A'. O

Agora, seja A uma Q-algebra e X C A. Definimos, recursivamente, a sequéncia

de conjuntos ((X£),),>1 por

(X)p =X U{ws € A|w e Q,ar(w) =0},
() nt1 = O)n U{walar, ..., 0uw) € Alw e Q,ar(w) > 0,a; € (X);};

e fagamos

n>0

Lema 2.1.11. O conjunto (X) € fechado pelas operagoes de A.
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Demonstragao. Por definigao, todo wa € A, com w € Q e ar(w) = 0, ja pertence

a (X). Agora, sejam w € Q € a1, ..., Gxuw) € (3) com ar(w) > 0. Dai, para cada
ie{l,...,ar(w)}, existe n; € N tal que a; € (¥),,. Seja m o maior dos n,. Logo,
a1, . Gar(w) € (X)m- Assim, por defini¢ao, wa(as, ..., darw)) € (X)m+1. Portanto,
wa(@r, ..., Gar(wy) € (X). O

Entao, como (3) é fechado pelas operagoes de A, este conjunto admite estrutura
de €2-algebra e é uma subalgebra de A. O proximo teorema mostra que ja encontramos

esse objeto antes de outra forma.

Teorema 2.1.12. Seja A uma Q-dlgebra e ¥ C A. Entao, a subdlgebra (X) € igual
a intersecao de todas as subdlgebras de A que contém Y. Em particular, € a menor

subdlgebra de A que contém X.

Demonstracao. Seja <7 a cole¢ao de todas as subalgebras de A que contém . Como
(3J) é uma subalgebra de A que, por construcao, contém X, entdo [« C (X). Por
outro lado, seja A’ uma subéalgebra de A que contém Y. Como A’ é subélgebra, entao
A" em particular contém wy para todo w € €2 com ar(w) = 0. Assim, (X)y C A’. Por
indugdo, como A’ é fechado pelas operagoes, se vé que (X),, C A’ para todo n > 0.
Portanto, (X) C (.. O

Definigao 2.1.13. Sejam A uma 2-algebra, ¥ C A e suponhamos que 3 # @ ou A
tem pelo menos uma constante. Entao, (3) é a menor subélgebra de A que contém %
chamada de subalgebra gerada por 3. Além disso, a fungao inclusao iy : ¥ — ()

é definida como a restri¢ao da identidade de (3) a 3.

Observagao 2.1.14. A partir de agora, quando considerarmos um subconjunto >
de uma Q-algebra A e tomarmos a subalgebra (¥), estaremos supondo que ¥ # &
ou que A tem pelo menos uma constante.

2.1.3 Homomorfismos de algebras; a categoria Alg(€)

Definigao 2.1.15. Sejam A e B duas )-dlgebras. Dizemos que f: A — B é um

homomorfismo de (2-algebras quando, para todo w € €2, o diagrama
Aarlw) @4

A A
far(w) B‘f
£ B

w

Bar(w) __¥B

comuta, i.e., wg o &) = fowy, em que [« A2 5 Bar@) ¢ definida por

FENars - ) = (Flar), - fl@ar)),
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para todos ai, ..., Gaw) € A. Quando nao causar confusao, falaremos simplesmente

que f é homomorfismo no lugar de homomorfismo de (2-algebras.

Lema 2.1.16. Suponhamos que A, B e C sejam Q-dlgebras. Dai, valem:

(a) Fungoes identidade sao homomorfismos.

(b) Se f: A— B e g: B— C siao homomorfismos, entio a fungdo composta
gof:A—=C, ar g(f(a)),
€ um homomorfismo.

Demonstracao. Suponhamos que A, B e C sejam ()-algebras.
(a) Consideremos, por exemplo, a fungao identidade id4: A — A. Entao, neste
caso, teremos idzr(w) = id garw). Portanto, é imediato que wy 0 id yar(w) = 1dy 0 wy.

b) Sejam f e g como no enunciado, w € 2 e aq, ..., da(w) € A. Vejamos que
g (w)

(g0 f)™ N ar, -, duw) = (g0 F)(ar), -, (9° f)(arw)))
- (g(f(al))7 cee vg(f(aar(w))))
( (

ou seja, como os a; sao arbitrarios, provamos que (g o f)*® = g o far@) Daj,

como f e ¢ sdo homomorfismos, wp o @ = fowy e we 0 g™« = gowg. Logo,

we o (go /)™ =we o (g7 o f4)
= (wg 0 g"@) o fr)
= (gowg) o [
= go(wpo f*)
=go(fowa)
= (9o f)owa,

ou seja, we o (go )@ = (go f)owy. Portanto, g o f é homomorfismo. O

Observagao 2.1.17. Na demonstracao do lema acima, dada uma func¢ao identidade
idg: A — A, vimos que idzr(w) = id garw). Além disso, dadas funcoes f: A — B
e g: B — C, vale que (go f)*@ = ¢go o far@) Veremos, mais a frente, que
funtores satisfazem precisamente estas propriedades que “elevar a ar(w)” satisfaz,

isto ¢, mapeiam identidades em identidades e composi¢oes em composigoes.

Resumindo, agora sabemos que funcoes identidade sao homomorfismos, que

a composicao de homomorfismo é homomorfismo e, além disso, que a composi¢ao
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de homomorfismos é associativa (segue de composicao de fungbes ser associativa).

Assim, as 2-algebras e os homomorfismos entre elas formam uma categoria.

Definicao 2.1.18. A categoria cujos objetos sao 2-algebras e os morfismos sao

homomorfismos de Q-algebra é denotada por Alg(f).

Definicao 2.1.19. Sejam A e B duas 2-algebras. Dizemos que f: A — B é um
isomorfismo de ()-dlgebras se ¢ um homomorfismo bijetor. Caso exista pelo menos
um isomorfismo entre A e B, dizemos que A e B sao isomorfas e denotamos isto

por A =a15(0) B ou, simplesmente, por A = B.

O préximo resultado mostra, como ja era esperado, que a nocao de isomorfismo

entre (2-algebras coincide com a nocgao de isomorfismo na categoria das 2-algebras.

Proposicao 2.1.20. Sejam A e B duas Q-dlgebras e suponhamos que a fung¢ao

f: A — B seja um isomorfismo. Entao, f~': B — A é homomorfismo.

Demonstra¢ao. Como f: A — B é um isomorfismo, entao, por definicao, é um
homomorfismo bijetor. Logo, existe a funcao inversa f~': B — A. Como f~! &

inversa de f, em particular f~!o f =id4. Seja w € Q. Da Observacao 2.1.17, temos
(f—l)ar(w) o far(w) _ (f_l o f)ar(w) — ldzr(w) — idAar(w),

e, de modo anélogo, f® o (f~1)®) = idgarw. Logo, (f&@) =1 = (f~1)@®) Agora,
como f é um homomorfismo, wg o f*® = fowy. Aplicando a inversa de f&«) 3
direita e a inversa de f a esquerda nesta equacio,, obtemos w4 o (f~1)*«) = f~1o wp
que prova o desejado. O

2.1.4 Algebras livres e gramatica formal

Definigao 2.1.21. Sejam A uma Q-algebra e 3 C A. Dizemos que a algebra (%) é

livremente gerada por ¥ em A quando satisfaz as seguintes condigoes:
L1. Para todo w € €, com ar(w) > 0, a restricio de wy a (X)) ¢ injetiva.
L2. Para todos w,w’ € Q, se w # &', entdo w (X)) N ! (L)) = g,
L3. Para todo w € Q, temos ws((X)*“)NY = @.

Lema 2.1.22. Sejam A uma Q-dlgebra e ¥ C A. Se (X) € livremente gerada por ¥

em A e convencionando (X) 1 = &, entao, para cada n > 0, temos

(31 # (X 2 wa(@1, - -5 Gar(w)) € (X)n

ar(w)
n—1 -

ar(w)

para todos w € Q com ar(w) >0 e (a1, ..., 0uw) € (X~ \ (X)
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Demonstra¢ao. Provaremos o lema por indugao em n > 0.

(caso base) Para n = 0, temos (X)_1 = @ e (X)g = XU{ws | w € Q,ar(w) = 0}.
Estamos supondo, como ja mencionado na Observacao 2.1.14, que X # @ ou que A
tem pelo menos uma constante. Logo, (X)g # @, ou seja, (X)_1 # (3)o. Agora, se
w € 2 com ar(w) > 0e (a,...,0umw) € <E)8r(w), entdo ai, ..., Garw) € (U)o C (2).
Como (%) é livremente gerado, vale L3. Portanto, wa(a1, ..., darw)) € (X)o.

(passo indutivo) Seja n > 0. Vamos provar por induc¢do em i < n que,

para todo w € Q com ar(w) > 0, se (a1,...,0uxw) € (Zﬁr(w) \ (Z>2r_(‘f), entao
wala, ..., auew)) € (X);. Para i = 0, ¢ similar ao que ja fizemos no caso base
usando L3. Agora, suponhamos que, se (ai,. .., Gu(w)) € (D)ar)\ ()@ entdo
wa(@1, ..., Gar(wy) € ()i, para algum ¢ < n — 1. Dai, caso wa(ay, . .., Garw)) € (X)it1,

terfamos wa(as, . .., Garw)) € (X)it1 \ (X)i. Por L2 e da definicao de ()41, existem
bi,. .. barw) € (X); tais que wa(ar, ..., Garw)) = wa(br, ..., ba(w)). Por L1, wy é
injetiva em (X)*®). Entdo, ay = by, para 1 < k < ar(w). Logo, a; € (X); para cada

ar(w)

i < n, contradizendo a hipotese de que (a1, ..., Gar(w)) € (D)ar\ (2)2) Portanto,
wa(@1, .., Qar(w)) € (X)n+41, concluindo a indugao em 7. Em particular, mostramos
que (X),, # (X)n+1, 0 que conclui a indugao em n. O

Ao longo do texto, principalmente na parte de Logica, definiremos fungoes
que saem de um certo conjunto e chegam em outro conjunto dotado de uma certa
estrutura algébrica. Nesses contextos, precisaremos de um resultado que garanta que

a funcao se estende de modo tinico preservando certas caracteristicas importantes.

Teorema 2.1.23. Sejam A e B duas Q-dlgebras e ¥ C A. Suponhamos que (3) é
livremente gerada por ¥ em A. Entao, para toda funcao f: X — B, existe um unico

homomorfismo f: (¥) — B tal que o diagrama

S 5
f 5?
B

comuta, i.e., foix = f.

Demonstrag¢ao. Definimos recursivamente uma sequéncia de fungoes f,: (X), — B
definindo fy: (¥)o — B por

fo(a) = a, paraa € ¥, e fo(wa) = wp, para w € Q com ar(w) =0,

e, supondo f,: (3), — B bem-definida satisfazendo
(1) f, estende f; e

ar(w)

(2) wpo f2*(a) = fnowala) paraw € Qe a € (L), sewal(a) € (X),,
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definimos o grafico de f,11: (¥),41 — B por

graph(fni1) := graph(f,) UG,

em que
G = { (waa), (wp 0 ") (0)) | w € Qar(w) > 0,a € (D)3 \ ()}

Vamos provar por indugao em n que estas fungoes estao bem-definidas. Notemos
que o caso base é imediato pela observacao ap6s a Defini¢ao 2.1.21, ja que f é funcao

(passo indutivo) Seja n > 0. Vamos checar, supondo f, bem-definida, que f,11
estda bem-definida. Sejam (z,y), (x, z) € graph(f,+1). Primeiro, observamos que nao
pode ocorrer que um par esteja em graph(f,) e o outro em G,. Por exemplo, se
(z,y) € G, existem w € Q com ar(w) > 0 e a € (T)F\ () tais que 2 = wa(a).
Como (X)) é livremente gerada e pelo Lema 2.1.22, temos wa(a) € (X), 41 \ ().
Assim, como dom(f,) = (3),, v ¢ dom(f,). Portanto, (x,z) & graph(f,). Além
disso, o caso em que ambos os pares estao em graph(f,) ¢ imediato dado que f,, esta
bem-definida. Deste modo, podemos supor que (z, z) € G,,. Dai, existem ' € € com
ar(w') > 0 e b e () () tais que 2 = w'y(b). Logo, w(a) = w'(b). Por L2,

n—1
de (X) ser livremente gerada, w = w’. Além disso, por L1, a = b. Agora, percebamos
que y = wp o ffir(‘”’(a) = wh o 2,“(“')(19) = 2, 0 que conclui a indugao.
Observamos que (¥) = {J,5,dom(f,). Ainda, para cada x € (X), existe um

menor n(z) € N tal que x € (2),,;). Dai, definimos

fi(E) =B, o fou(x),

que, por construcao, satisfaz f oy = f. Vamos provar que f é um homomorfismo.
Sejam w € e ay,. .., 0aw) € (X). Dai, para cada i € {1,...,ar(w)}, existe n; € N
tal que a; € (X)n,. Seja m o maior dos n,;. Logo, a1, ..., Gaw) € (X)m. Da defini¢ao
de (3)m41, temos wa(ay, . . ., Gar(w)) € (X)m+1- Por (2),

wp o frag+1<a17 s >aar(w)) = fm+1 o wA<CL1, cee 7aar(w))

e como f estende fr41 € ay,... , Uar(ws) S20 arbitrarios, wp o 7 =TFouwa.

Por fim, vamos provar a unicidade da f. Seja g: (X) — B um homomorfismo
tal que g oix = f. Tomemos w € Q e ay,...,auw € {a € (X) | f(a) = gla)}.
Como (3) é subalgebra de A, em particular, é fechado pelas operacoes de A e,

portanto, wa(ai,...,0aw) € (). Dai, como f e g sdao homomorfismos, temos
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—ar(w)

wpo f = fowys ewgo¢g®® = gowy,. Logo,

7(&)14(011, cee 7aar(w)>> - (? o CdA)(CLl, ce 7aar(w)>
—ar(w)

:(wBof )(a17-'~7aar(w)>
—ar(w)
f (al,...,aar(w)))

(f(ar),- . F(Garw))

I
€
W
2
S

=wp(g(ar), ..., 9(Gar(w)))

= wp gar(”)(al, s Gar(w)))
= (wp 0 ¢*“)(ay, . ..  Qar(w))
= (gowa)(a,...,0uw))

= Q(WA(&h B >aar(w)))7

o que mostra que {a € (X) | f(a) = g(a)} é fechado pelas operacoes de A e, sendo
assim, ¢ uma subélgebra de A (que, claramente, contém ). Como (X) é a menor

subélgebra de A que contém X, obtemos

() S {ae (D) fla) = g(a)}
e disso segue que f = g, como queriamos demonstrar. 0

Definicao 2.1.24. Nas condic¢oes e notacao do teorema anterior, dizemos que o

homomorfismo f é a inica extensao homomorfica da fungao f.

Veremos agora como obter uma estrutura algébrica especial a partir de certos
conjuntos pré-fixados: as dlgebras de termos. A partir dessas algebras, vamos obter,
por exemplo, a gramdtica subjacente a logica proposicional classica. A defini¢ao a
seguir ¢ de importéancia, principalmente, notacional para tornar o estudo das algebras

de termos mais legivel.

Definigao 2.1.25. Seja A um conjunto nao-vazio. Para cada n € N, o conjunto das
palavras* de comprimento n sobre A é definido como o conjunto A" de todas as
n-uplas com entradas em A e, neste contexto, A é chamado de alfabeto. O conjunto
de todas as palavras finitas sobre A é definido como o conjunto A* := ., A" e
denotamos cada palavra (ay,...,a,) por a; ...a,, ou seja, justapondo suas e;ltmdas.

O tnico elemento de A° ¢ chamado de palavra vazia e denotado por ().

Definigao 2.1.26. Sejam (€2, ar) um tipo de algebra e ¥ um conjunto disjunto de 2,
ambos disjuntos do conjunto {(, )} que contém os simbolos de parénteses. O conjunto
de todas as palavras de comprimento positivo com alfabeto dado pela uniao de €2,

Y e {(,)} é denotado por Wq(X). Definimos a 2-adlgebra de palavras sobre %

4 Também é comum encontrar, na literatura, string ou lista de séimbolos.
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como a Q-algebra (Wo(X), Iw,(x)) em que Iy, ) mapeia cada w € €2 na operagao
Wivg(s) - Wao(2)™®) — Wq(X) definida pondo, para todos uy, . .. Uar(w) € Wa(E),

wWQ(E) (ul, Ce ,uar(w)) = w(ul .. .uar(w)),

ou seja, justapondo, em ordem, o simbolo w, o simbolo de parénteses esquerdo, as
palavras ui, . .., Ua(w) €, por Ultimo, o simbolo de parénteses direito. Neste contexto,
os elementos de ¥ sao chamados de simbolos atdmicos. Quando nao ha risco
de confusdo, escrevemos W (X) no lugar de Wu(X) e a chamamos simplesmente de

algebra de palavras.

Observagao 2.1.27. Nas proximas definigdes e ao longo do texto (se estivermos
considerando algebras de palavras), sempre iremos supor que o conjunto de simbolos
atdomicos X, o conjunto €2 e o conjunto {(,)} sao dois a dois disjuntos. Além disso, o

conjunto {(,)} ficara implicito nas defini¢oes a seguir.

O conjunto W (%), como na defini¢do acima, contém todas as palavras formadas
com elementos de %, de 2 e, possivelmente, de {(,)}. Em particular, W (X) contém o
conjunto X! de todas as palavras de comprimento unitério construidas com elementos
de Y. Dai, como ¥ Xge¢ X!, podemos considerar que ¥ C W (). Sendo assim, fixado
um tipo de algebra e dado qualquer conjunto, sempre podemos formar a algebra
de palavras sobre esse conjunto e tomar, dentro da algebra de palavras, a menor

subalgebra que o contém: a dlgebra de termos.

Definigao 2.1.28. Sejam (€2, ar) um tipo de algebra e ¥ um conjunto. A Q-algebra
de termos sobre X, denotada por Termgq(X), é definida como a subélgebra (¥) de
W (%). Quando nao ha risco de confusao, escrevemos Term(X) no lugar de Termg(X)

e a chamamos simplesmente de dlgebra de termos.
Teorema 2.1.29. Term(X) € livremente gerada por ¥ em W(X).

Demonstracao. Sejam w,w’ € € arbitrarios.

(L1) Suponhamos que ar(w) > 0. Agora, tomemos u,v € Term(3)™®) tais que
ww(z)(u) = ww ) (v). Dai, w(u) = w(v) e, por igualdade de n-uplas, u = v.

(L2) Suponhamos que w # w'. Sejam u, v € Term(X)>®). Daf, Wy () (1) = w(u)
e Wiy sy (v) = w'(v). Como w # w', as palavras w(u) e w'(v) ja nao podem ser iguais.
Como u e v sao arbitrarios, as imagens de Wiy (s) © w{,[,(z) sao disjuntas.

(L3) No caso em que ar(w) = 0, segue de X ser disjunto de Q. Se ar(w) > 0,
entao a interpretacao de w é uma palavra de comprimento maior do que 1. Como os

elementos de ¥ sao palavras de comprimento unitario, segue o resultado. O

Desse modo, dado um conjunto ¥, sempre é possivel formar uma &algebra

livremente gerada sobre Y dentro de uma algebra de palavras adequada. Assim, nos
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livramos da necessidade de ter uma algebra pré-fixada que o contenha. Mais ainda, é
possivel provar que é a cardinalidade que esta caracterizando as algebras livremente

geradas [5, pag. 117], isto é, se ¥ Zge X, entdo Term(X) =pg(0) Term(X).

Definigao 2.1.30. Sejam (2, ar) um tipo de algebra e ¥ um conjunto. Definimos a

()-algebra livre sobre Y simplesmente como a §2-algebra de termos sobre 3.

Finalmente, obtemos como corolario o resultado que comentamos no comego
dessa subsec¢ao. Definida uma funcao de um conjunto em uma algebra, ha uma tnica

forma de estender essa fungao para a algebra livre sobre o conjunto.

Corolario 2.1.31. Sejam % um conjunto, B uma Q-dlgebra e f: % — B uma

fungdo. Entéo, f admite tinica extensio homomdrfica f: Termg(X) — B.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.1.29, Termg (X)) ¢ livremente gerada por ¥ em W (X).
Portanto, pelo Teorema 2.1.23, a fungao f: ¥ — B se estende unicamente para um

homomorfismo f: Termq(X) — B. O

Para fornecer um exemplo importante de algebra de termos, adiantaremos
a discussao a respeito da linguagem da légica proposicional cléssica, a qual seréd
continuada no proximo capitulo.

A necessidade de estudar estruturas algébricas obtidas a partir de um conjunto
dado foi, a todo momento, guiada pelos nossos objetivos nos capitulos posteriores.
Por exemplo, precisaremos garantir que certas fungoes definidas sobre um conjunto
dado admitam extensao homomorfica tinica para o conjunto que contém as sentencas
da logica proposicional. Parte do trabalho, entao, foi fundamentar qual a natureza
desses conjuntos de sentencas. Essa fundamentacao desembocou, como poderia ser
esperado, num estudo formal de gramdtica: as dlgebras de termos e de palavras.

Ao estudarmos linguagens formais, nao estamos interessados em justaposicoes
quaisquer de simbolos. Formulamos tais linguagens justamente para ter controle ao
formar sentencas. Permitimos somente aquelas que chamaremos de bem-formadas.
A intuicao por tras das dlgebras de termos é que essas algebras sao precisamente a
selegao, dentro de algebras de palavras, de strings que, segundo certos critérios, sao
bem-formadas. Na nossa abordagem de Algebra Universal, estes critérios sao dados
precisamente pelas operacoes com aridade positiva.

No contexto da Logica, as algebras de termos serao chamadas de dlgebras
sentenciais. As teorias proposicionais, vide Definicao 3.2.11, sao definidas em funcao
de tais algebras; sao, basicamente, subconjuntos de algebras sentenciais tais que
h& uma maneira de obter novas sentencas a partir de seus elementos e da logica
proposicional subjacente.

Neste trabalho, entenderemos teorias proposicionais como objetos sintdticos. A

sintaxe, sob um viés formal, é o estudo das regras de boa-formacao de sentengas e das
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relagoes entre sentencas sem qualquer compromisso, a principio, com significado |12,
péag. 61]. Dito de outro modo, é o estudo das regras licitas de formacgao de sentengas
dadas certas exigéncias previamente estabelecidas e, além disso, também ¢ o estudo
de como obter novas sentencas a partir de outras: sistemas de provas®. A area da
Logica que estuda sistemas de provas é conhecida como Teoria da Prova.

Um célculo formal é um tipo de sistema que permite fazer demonstracoes
formais. Iremos introduzir a logica proposicional através de um céalculo: o calculo
proposicional classico. Uma demonstragao, portanto, sera simplesmente um tipo de
relacao entre sentencas das algebras sentenciais.

Resumindo, algebras sentenciais tem natureza sintatica na medida em que
sao algebras de termos. Portanto, teorias proposicionais tem natureza sintética na
medida em que sao objetos constituidos de &dlgebras sentenciais com uma logica
subjacente que introduz a nogao de prova, relacionando sentencas. Isto justificara,
por exemplo, dizer que a categoria das teorias proposicionais representaré a sintaxe

na dualidade entre sintaxe e seméantica ao final de nossa odisseia l6gico-matemaética.

Exemplo 2.1.32. Sejam ¥ um conjunto no maximo enumeravel e (€2, ar) um tipo
de algebra em que Q = {v, A, =, L, T}, os simbolos v e A tém aridade 2, o simbolo —
tem aridade 1 e, por fim, 1 e T sao duas constantes. Aqui, denotamos os elementos

de ¥ com as letras p, ¢ e r (indexando pelos inteiros positivos se necessario):

b,p1,P2,---,4,91,42 . ..,7,T1,72,...

Assim, dentro da algebra de palavras W (X)), obtemos a éalgebra de termos que, neste
contexto, ¢ chamada de dlgebra sentencial sobre ¥. O conjunto subjacente desta
algebra é denotado por Sent(Y), seus elementos sdo chamados de X-sentencas e os

elementos do conjunto Y de sentencas atémicas. Dai, convencionando que

(avp)=V(aph), (anp)=Aap) e (7a)=(a)

para quaisquer Y-sentengas « e (3, obtemos a sintaxe da ldgica proposicional classica

que usaremos mais a frente, no Capitulo 3.

Como Sent(X) é livremente gerada por 3, qualquer fungao definida de ¥ em
uma algebra se estende de forma tnica para Sent(X). Portanto, podemos reescrever

o Corolario 2.1.31 de forma mais conveniente para os capitulos subsequentes:

Corolario 2.1.33. Sejam ¥ no mdximo enumerdvel, B uma 2-dlgebra e f: ¥ — B

uma fungdo. Entdo, f admite tinica extensio homomdrfica f: Sent(X) — B.

- . ~
°  Estamos tomando prova como sinénimo de demonstragao neste texto.
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2.1.5 Congruéncias

Mais a frente, no texto, precisaremos da noc¢ao de quociente tanto no contexto
das algebras de Boole quanto no contexto das teorias proposicionais. Nesta subsecao,

estudaremos quocientes em algebras que generalizam ambos os casos.

Definicao 2.1.34. Seja A e B duas (2-algebra. Definimos a algebra produto de
A e B como a Q-algebra (A x B, I4xp) em que A X B é o produto cartesiano de A
e B e I, mapeia cada w € Q na operacio waxp: (A x B)™® — A x B definida

entrada a entrada, i.e.,

WAXB«ala b1)7 BRI (aar(w)a bar(w))) = ((UA(CLl, cee 7aar(w))7wB(bl7 ce 7bar(w))7
para todo (a;,b;) € A x B com 1 <i < ar(w).

Definicao 2.1.35. Seja A uma 2-algebra. Dizemos que uma congruéncia em A é
uma subalgebra da dlgebra produto A x A tal que o conjunto subjacente C' C A x A

é uma relacao de equivaléncia sobre A.

Como C' é uma relagao de equivaléncia sobre A, podemos formar, para cada

a € A, a classe de equivaléncia de a na relacao C,
lalc . ={z € A (a,x) € C},

e o conjunto quociente A/C de todas as classes de equivaléncia®. Quando nao ha
risco de confusdo, denotamos [a]c simplesmente por [a]. Além disso, ha uma funcao,

chamada de mapa quociente, definida por
go: A— A/C, aw ldc,

que, novamente, quando causar confusao, denotamos simplesmente por ¢q. Notemos

que o mapa quociente é, por defini¢ao, sobrejetivo.

Lema 2.1.36. Sejam A uma Q-dlgebra e C' uma congruéncia em A. Para todos
w€EQeabe AT se qg(w)(a) = q?)r(w)(b), entio (qocowa)(a) = (goowa)(b). Mais

explicitamente, se [a;] = [b;], entdo
[WA(ala cee 7aar(w))] = [WA(bh cee 7bar(w))]a

para todos a;,b; € A com 1 < i < ar(w).

6 O conjunto quociente, mais a frente, recebera algumas notacoes alternativas. No caso de algebras

de Boole, o denotaremos por B/F em que B ¢ a algebra de Boole quocientada e F' ¢ o filtro que
induz a congruéncia. No contexto da Loégica, a algebra de Lindenbaum—Tarski é um quociente
de uma 4algebra sentencial e a denotamos por L(T') em que T é a teoria proposicional que induz
a congruéncia. Além disso, também utilizaremos aCx para denotar (a,z) € C.
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Demonstragao. Sejam a;,b; € A com 1 < i < ar(w). Suponhamos que [a;] = [b;].
Logo, (a;,b;) € C para cada 1 < i < ar(w). Como C' é uma congruéncia em A, entao,
em particular, ¢ uma subélgebra de A x A. Portanto, é fechada para as operagoes
de A x A. Dal,

WAXA((ah bl)a sy (aar(w)a bar(w))) = (UJA(CLl, s aaar(w))a WA(bl, cee abar(w)) € C,
donde segue o resultado. O

Este lema garante que o conjunto quociente A/C' admite uma estrutura de

2-algebra induzida pela estrutura de 2-algebra de A.

Definicao 2.1.37. Sejam A uma 2-dlgebra e C' uma congruéncia em A. Definimos
a algebra quociente de A por C' ¢ definida como a Q-algebra (A/C,I4,c) em que
A/C é o conjunto quociente de A por C' e I4/c mapeia cada w € 2 na operagao

wasc: (A)C)*@) — A/C definida por

WA/C([al]a SR [aar(w)]) = [WA(alv cee 7aar(w)>]7
para todo a; com 1 < i < ar(w).

Observagao 2.1.38. Pela forma como definimos mapa quociente e dlgebra quociente,

temos imediatamente que o mapa quociente é um homomorfismo sobrejetivo.

2.2 ALGEBRAS DE BOOLE

Nesta secao, estudamos um exemplo de dlgebra conhecido como algebra de
Boole. O exemplo concreto para desenvolver intuigao sao as algebras de Boole da
forma P(X) para algum conjunto X, as dlgebras de Boole poténcia.

Recordemos que o conjunto poténcia P(X) de um conjunto X admite uma
estrutura algébrica natural com as operacoes de uniao, interse¢cao e complementagcao,
tendo @ como elemento neutro com respeito a uniao e X como elemento neutro com

respeito a intersecao. De fato, se Y, Z e W sao subconjuntos de X, entao valem:

YUug =Y, YNnX =Y, YUY =Y, Yyny =Y,
Yuz)=Y°nz, (YNnZzZ)=YuZz,
YUZ=2UY, YNZ=2nY,

YUZ)UW =Y U(ZUW), YNZ)NW =Y n(ZnW),
YU(ZNW)=YUuZ)n(YUuWw), YN(ZUW)=YN2Z)Uu(Yynw),

YUY =X, YNY® =2,
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Os leitores atentos devem ter percebido que a lista acima contempla aqueles
exercicios iniciais encontrados num primeiro contato com Teoria de Conjuntos. Em

verdade, estas propriedades sdo os axiomas da teoria das algebras de Boole!

Definicao 2.2.1. Sejam B um conjunto, v,A: B x B — B duas operagoes binérias,
—: B — B uma operagao unéaria e 0,1 € B duas constantes distintas. Dizemos que

(B,Vv,A,—,0,1) é uma algebra de Boole se, para todos a,b, c € B, satisfaz:

Bl. av0=a, (elementos neutros de v e A)
aNl=a

B2. ava=a, (idempoténcia de v e A)
ana=a

B3. =(a v b) = —a A b, (Leis de De Morgan)

—(anb)=-av-b

B4. avb=bva, (comutatividade de v e A)
arnb=bAra

B5. (avb)ve=av(bvec), (associatividade de v e A)
(anbyrc=an(bnc)

B6. av (brc)=(avb)n(avec), (distributividade)
an(bve)=(anb)v(anc)

B7. av -a=1, (Terceiro Excluido)
aA—a=0

Chamamos’ a A b de infimo de a e b e a v b de supremo de a e b. Mais adiante,
a escolha dessa nomenclatura seré justificada com Teoria de Ordem. Além disso,
enfatizamos que 0 é o elemento neutro em relacao a operagao v e 1 é o elemento
neutro em relagao a operagao A. Por fim, nao é demais observar que cada um dos

“axiomas” B1-B7 na verdade contém dois axiomas.

7 E mais comum encontrar, na literatura, os nomes meet e join no lugar de infimo e supremo,

respectivamente. Preferimos infimo e supremo por serem, salvo engano, nomenclaturas em
portugués muito mais presentes nos estudos dos alunos de graduagao.
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Observagao 2.2.2. Toda algebra de Boole é uma (2-4dlgebra em que €2 é um conjunto
constituido de dois simbolos de aridade 2 que sao interpretados como as operacoes v e
A, um simbolo de aridade 1 que é interpretado como — e duas constantes interpretadas
como 0 e 1. Sendo assim, diversos resultados provados no contexto de Algebra
Universal valem, imediatamente, para algebras de Boole, o que mostra a eficiéncia

da abordagem que decidimos seguir.

Exemplo 2.2.3. O exemplo que serd mais importante ao longo do texto é a algebra

de Boole com conjunto subjacente 2 = {0, 1} e operagoes dadas por

v\lo A\lo -
111 11 1 o 1] o
0l 1 o0 0l 0 o 0 1

chamada de dlgebra de Boole de dois elementos.

Lema 2.2.4. Sejam B uma dlgebra de Boole e a,b € B. Entao, valem:
(a) an0=0.

(b) av1=1.
(c) an(avd)=a.
(d) av (anb)=a.

Demonstracao. Vamos provar (a) e (c) ja que as outras sao analogas. Sejam a,b € B.

(a) Neste caso, fazemos

an0=an(an—a)
=(ana)A-a

=an—a=0.
(c) Para provarmos, basta observar que

an(avb)=(av0)n(avb)
=avVv (0AD)

=av(0=a. OJ

2.2.1 Conjuntos ordenados

A Teoria de Ordem é a area da Matemaética na qual se estudam estruturas de
ordem, estruturas essas que sao constituidas de um conjunto e um tipo especifico de
relagao binaria: as relagoes de ordem.

Esta area esté presente em basicamente toda a Matemaética, apesar de algumas

vezes funcionar como coadjuvante e nao como protagonista. Por exemplo, a relagao de
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continéncia entre subconjuntos de um dado conjunto induz uma noc¢ao de ordem no
conjunto das partes; a topologia usual de R ¢ induzida por intervalos que por sua vez
sao definidos a partir da ordem usual da reta; a divisibilidade nos niimeros naturais
induz uma nocao de ordem; o Lema de Zorn, enunciado que aborda elementos de
Teoria de Ordem, é imprescindivel na prova de diversos resultados fundamentais
como, por exemplo, o Lema do Ultrafiltro.

Em tempo, o estudo de estruturas ordenadas nos apresenta surpresas algébricas
e topologicas. Existe uma relacdo profunda entre Logica, Teoria de Ordem e Algebra,

a qual comegaremos a reconhecer a partir de agora.

Definicao 2.2.5. Uma relagao binaria < sobre um conjunto P é dita uma ordem

parcial sobre P se, para quaisquer z,y, z € P, valem

Pl. z <. (reflexividade)
P2. x <yey < ximplica x = y. (antissimetria)
P3. z <yey<zimplica z < z. (transitividade)

O par (P, <) é chamado de conjunto parcialmente ordenado ou poset. Quando
nao houver risco de confusao, denotamos o poset apenas por P. Se, além de P1-P3, o
poset satisfizer x < y ou y < x, para quaisquer x,y € P, o chamamos de conjunto
totalmente ordenado, toset ou cadeia. Por fim, z < y é lido “x é menor do
que ou igual a y”. Quando x < y mas x # y, escrevemos x < y que ¢é lido “x é

estritamente menor do que y”.

Exemplo 2.2.6. Os conjunto numéricos N, Z, Q e R, com suas ordens usuais, sao

conjuntos totalmente ordenados.

Exemplo 2.2.7. Um exemplo de conjunto parcialmente que aparece em cursos

introdutorios de Aritmética ¢ (N,|) em que | ¢ a relagao de divisibilidade sobre N.

Exemplo 2.2.8. Seja X um conjunto qualquer. Entao, (P(X),C) é um poset, o
qual chamaremos de poset poténcia. Todavia, em geral um poset poténcia nao é
um toset. Por exemplo, tomemos 2 = {0, 1}. Entao, {0} e {1} sado subconjuntos de

2 e nenhum contém o outro.

Observagao 2.2.9. Sejam (P, <) um poset e Q C P. Ocasionalmente, acontece de
precisarmos considerar () como um poset olhando para () dentro da estrutura dada
pelo poset P. Fazemos isso com um certo abuso de notagao, denotando o poset com
conjunto subjacente @) por (@, <). Nesse caso, < deve ser entendida como a ordem
em P restrita aos pares com elementos em (). A checagem de que (Q, <) satisfaz os
axiomas P1-P3 ¢ imediata. Se, neste caso, (@), <) é um conjunto totalmente ordenado,

dizemos que ) € uma cadeia em P.



2.2. ALGEBRAS DE BOOLE 43

Definigao 2.2.10. Sejam P um poset e x,y € P. Dizemos que y é sucessor de z,
e denotamos isto por r < y, se x < y e, para todo z € P, se x < z e z < y, entao

r=zouy=2z.

A relagao de sucessdo definida acima nos fornece uma maneira de representar
posets finitos através de diagramas conhecidos como diagramas de Hasse. Estes dia-
gramas nos permitem ter uma intuicao geométrica da estrutura ordenada e observar
padroes interessantes e elementos notaveis. Por exemplo, um conjunto ordenado pode
ter um elemento que, em seu diagrama, é sucedido por todos os outros.

Dado um poset finito (P, <), o seu diagrama de Hasse é um grafo, cujos vértices
sao os elementos de P, que devem ser dispostos de modo que cada elemento fique
abaixo de seus sucessores. Além disso, cada elemento de P é conectado por uma

aresta a cada um de seus sucessores.

Exemplo 2.2.11. Seja X = {1,2,3}. Entdo, o conjunto das partes de X,

P(X) = {@7 {1}7 {2}7 {3}7 {1’ 2}’ {17 3}7 {27 3}7 X},

como ja comentamos, é um poset com respeito a C. Seu diagrama de Hasse é

X
N
{1,2} {1,3} {2,3}

/\/{2}\/\{3}
NP

Neste poset, & menor ou igual do que todos os elementos de P(X) enquanto que

{1}

X & maior ou igual. Elementos com essas propriedades sao bastante importantes no

estudo de conjuntos ordenados.

Como vimos, posets, pelo menos no caso finito, tém um tipo de “estrutura
cristalina” induzida pela ordem. Isso faz com que a estrutura de ordem desses ob-
jetos tenha elementos que desempenham papéis importantes. Alguns destes tipos
de elementos provavelmente ja foram encontrados pelos leitores durante a trajetoria
matematica: elemento minimo, supremo, entre outros. O interessante é que estes
elementos notdveis das estruturas de ordem podem aparecer mesmo em posets in-
finitos. De fato, dado qualquer conjunto infinito X, o conjunto vazio ainda é um

subconjunto seu e, portanto, menor do que qualquer conjunto nao-vazio.
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Definicao 2.2.12. Sejam P um poset, Q@ C P e ¢ € P. Dizemos que c é cota
inferior de ) quando ¢ < x para todo x € (). Similarmente, se x < ¢ para todo

x € (), dizemos que ¢ é cota superior de ().
Definicao 2.2.13. Sejam P um poset e ) C P. Chamamos m € () de elemento:
e minimo de () quando m é cota inferior de Q).
e minimal de () quando x < m implica x = m para todo = € Q).
e maximo de () quando m é cota superior de Q).
e maximal de () quando m < x implica z = m para todo x € Q.

Vamos provar, em seguida, que elementos minimos e maximos, quando existem,
sao unicos. Portanto, quando existem, recebem uma notacao especial. O elemento
minimo de ) é denotado por min () e o elemento maximo de ) por max (). Se, mais
a frente, houver mais alguma ordem envolvida, indicaremos sob qual ordem estamos

tomando certo conceito denotando <-maximal ou min< (), por exemplo.

Proposicao 2.2.14. Sejam P um poset e Q C P. Entao, valem:

(a) @ tem no mdzimo um elemento minimo.
(b) O elemento minimo de Q, se existir, € o inico minimal.
(¢) @ tem no mdzrimo um elemento mdximo.

(d) O elemento mdzimo de Q, se existir, € o unico maximal.

Demonstrag¢ao. Vamos provar (a) e (b) pois (c) e (d) s@o analogos.

(a) Seja m um elemento minimo de (). Suponhamos que m’ é outro elemento
minimo de ). Como m é minimo de @, entdao m < m’/. De mesmo modo, como m’ é
minimo de @, entao m’ < m. Por antissimetria de <, obtemos que m = m/'.

(b) Seja m um elemento minimo de ) e z € ) arbitrario. Suponhamos que
xr < m. Como m é elemento minimo de ), m < x. Por antissimetria, x = m. Seja
m/ outro elemento minimal de (). Como m é minimo de @, entao m < m’'. Como m’

¢ minimal, entdo m = m’. Logo, m é o unico elemento minimal de Q. O

Definigao 2.2.15. Sejam P um poset, Q C P e m € P. Dizemos que m é infimo
de @ quando é o maximo do conjunto das cotas inferiores de ). Similarmente, se m

¢ o minimo do conjunto das cotas superiores de (), dizemos que m é supremo de ().

Como infimo e supremo foram definidos, respectivamente, como maximo e
minimo de certos conjuntos, se existirem, serao tinicos. Deste modo, quando existem,

recebem uma notagao especial. O infimo do conjunto @) é denotado por A @) ou

/\IEQ x e o supremo de @Q por \/ @ ou \/meQ x.
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Observagao 2.2.16. Segue imediatamente das defini¢coes que se () tem elemento

méaximo, entdo max(@ = \/ Q. Similarmente, se () tem elemento minimo, entao
minQ = A\ Q.

Exemplo 2.2.17. Supremos e infimos podem existir mesmo quando um subconjunto
nao possui maximo. Por exemplo, tomemos o poset P({1,2}) com a ordem dada pela
continéncia. Se @ = {{1},{2}}, entdo @ nao possui maximo e \/ Q = {1,2} &€ Q.

Exemplo 2.2.18. Seja P um poset. Entao, P tem supremo se, e somente se, P
tem maximo. Além disso, o subconjunto @ de P possui infimo se, e somente se, P
possui méximo; neste caso, \ @ = max P. Similarmente, @ de P possui supremo se,

e somente se, P possui minimo; neste caso, \/ & = min P.

Exemplo 2.2.19. Consideremos o poset (N, |). Dados a,b € N, se mdc(a, b) denota
o méaximo divisor comum de a e b, entao A\{a,b} = mdc(a,b). Por outro lado, se

mmc(a, b) denota o minimo multiplo comum de a e b, entao \/{a, b} = mmc(a,b).

Exemplo 2.2.20. Dado um conjunto X qualquer, o conjunto das partes P(X)
dotado da estrutura algébrica apresentada no inicio da secao é uma algebra de Boole,
na qual A é interpretada como a intersecao, v é interpretada como a uniao, = é a
complementacao, 0 é o vazio e X é o conjunto todo. Chamamos este tipo de algebra
de Boole de uma algebra de Boole poténcia. Por fim, lembremos que P(X)
também pode ser visto como um poset poténcia com ordem dada pela continéncia.
Ademais, da Teoria de Conjuntos, dados Y e Z dois subconjuntos de X, temos

Y C Z se, e somente se, Y N Z =Y. Isto motiva a definicao a seguir.

Definigao 2.2.21. Sejam B uma algebra de Boole e a,b € B. Escreveremos a < b

para denotar a A b = a, definindo assim uma relagao binaria < sobre B.

Proposicao 2.2.22. A relacio <, definida acima, € uma ordem parcial sobre B.

Ainda, nesta ordem, o elemento minimo € 0 e o elemento mdximo € 1.

Demonstrag¢ao. Vamos provar primeiro que < é uma ordem. Sejam a,b,c € B.
(P1) De B2, temos a A a = a, ou seja, a < a.
(P2) Suponhamos que a < b e b < a. Entao, como a < b, temos a A b = a.
Similarmente, como b < a, entdao b A a = b. Assim, de B4 obtemos
a=arb=bnra=0b.
(P3) Suponhamos que a < beb < c.Dea <b,obtemosanb=aedeb<c=10
vem b A ¢ = b. Portando, usando B5, temos
anc=(anb)rc
=an(brc)

=anb=a,
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ou seja, a < c.
Finalmente, de B1 e B4, obtemos 1 A a = a, ou seja, a < 1. Agora, da letra
(a) do Lema 2.2.4 e B4, sabemos que 0 A a = 0, ou seja 0 < a. Como a é arbitrario,

segue que 0 = min B e 1 = max B. O

Lema 2.2.23. Seja B uma dlgebra de Boole e a,b,c € B. Entao, valem:

(a) c<anb se esomente se,c<aec<b.
(b) avb<c se esomente se, a<ceb<ec.

c) Sea<b, entioanc<bnec.

(
(

d) Sea<b, entioave<bvec.

(
(f) Seanb=0eavb=1, entio b= —a.
(g
(

Se a <b, entao —b < —a.

h

)
)
)
e) Seanb=aeavb=a, entio a=b.
)
)
) ——a = a.

Demonstrag¢ao. Vamos provar (a), (c), (e), (f) e (h). Sejam a, b, c € B.

(a) Para a ida, suponhamos que ¢ < a A b. Como
an(anb)=(arna)rb=anb,

segue que a A b < a. Similarmente, a A b < b. Como ¢ < a A b, por transitividade,
¢ < a e c<b. Reciprocamente, suponhamos que c < aec<b. Ouseja,cha=ce
¢ A b= c. Entao,

ch(anb)=(cra)r(cab)=crc=c,
ou seja, ¢ < a A b.
(¢) Suponhamos que a < b. Dali,

(anc)n(brc)y=(anb)rc=anc,

ou seja, a nc < bAaec.
(e) Como a A b= a, temos a <b. De a Vv b= a, segue que a v b < a. Pela letra
(b), b < a. Por antissimetria da ordem, a = b.

(f) Como bva=avb=1, temos
b=bv0
=bv (a A —a)
=({bva)a(bv-a)
=1A(bv -a)

=bvV —a.
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Por outro lado, como b A a =a A b= 0, temos

b=bnl
=bA(av—a)
=((bAra)Vv (ba-a)
=0V (bA —a)

=b A —a.

Portanto, b v —a = b A —a = b e, pela letra (e), obtemos b = —a.

(h) Sabemos que —a v =—a =1 e =a A =—a = 0. Pela letra (f), -—ma =a. O
Corolario 2.2.24. Em toda dlgebra de Boole B, valem =0 =1 e =1 = 0.

Demonstra¢ao. Como 1 A0=0e1v0=1,pelaletra (f) do lema anterior, obtemos

que 0 = —1. Além disso, usando a letra (h), =0 = =—1 = 1. ]

Relembramos que escolhemos chamar a v b de supremo de a e be a A b de
infimo de a e b. Essa escolha, naquele momento, pode ter parecido um tanto arbitréria.

Entretanto, o resultado a seguir justifica tal nomenclatura.

Proposicao 2.2.25. Seja B uma dlgebra de Boole B. Entao, para todos a,b € B,

\/{a,b}:a\/b e /\{a,b}:a/\b.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar somente que \/{a,b} = a v b; o outro ¢é similar.
Tomemos a,b € B. Primeiro, veja que a < a v beb < avb Portanto, a v b

é uma cota superior para {a,b}. Seja ¢ € B uma cota inferior para {a,b}, ou seja,

a < ceb<c. Pelaletra (b) do lema anterior, a v b < ¢. Assim, provamos que a V b

¢ a menor das cotas superiores de {a, b}, o que demonstra o desejado. O

Lema 2.2.26. Sejam B uma dlgebra de Boole e a,b € B. Entao, sao equivalentes:
(i) avb=0.
(i) a <b.
(iii) a A b= 0.
Demonstragao. Vamos provar (i) < (ii) e (i) < (iii). Sejam a,b € B.
(i) < (ii). Suponhamos que a v b = b. Entdo, a A b = a A (a v b) = a,

ou seja, a < b. Reciprocamente, suponhamos que a < b. Dai, a A b = a. Entao,

avb=(anb)vb=h.
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(i) < (iii). Suponhamos que a v b = b. Entao,

aA—b=(an-b)v
= (an—b)v (b/\—|b)
=(avb)A-b

A —b

=b
0.

Reciprocamente, suponhamos que a A =b = 0. Entao,

avb=(avb) Al

como queriamos demonstrar. O

Antes de irmos para a proxima subsecao, enfatizamos que diversos resultados
de Algebra Universal, inclusive definicdes, valem no caso de algebras de Boole. Em
particular, a definicao de subdlgebra, a qual relembramos agora, ¢ a “mesma’” um
subconjunto nao-vazio de uma algebra de Boole B é uma subalgebra de B se contiver

as constantes 0 e 1 de B e for fechado pelas v, A e = de B.

2.2.2 Filtros e ultrafiltros em algebras de Boole

Definigao 2.2.27. Seja B uma algebra de Boole. Dizemos que um subconjunto F

de B nao-vazio é um filtro quando satisfaz:

F1. Sea,be F,entaoanb e F.

F2. Seae Fea<b entao b e F.

Ainda, se F' # B, dizemos que F' é um filtro préprio. Além disso, F' é dito um

ultrafiltro quando F' é maximal entre os filtros proprios de B segundo a continéncia.

Lema 2.2.28. Seja F' um filtro em uma dlgebra de Boole B. Entao, F' € um filtro

proprio se, e somente se, nao contém o elemento minimo de B, 0.

Demonstrag¢ao. Seja F' um filtro em uma algebra de Boole B. Suponhamos que
0 € F. Dai, dado a € B arbitrario, entao 0 < a pois 0 = min B. Logo, a € F'. Desse
modo, F' = B, ou seja, F' nao é filtro proprio. Reciprocamente, se F' nao é proprio,

segue direto da definicao que F' = B. Portanto, 0 € F. O]
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Definicao 2.2.29. Sejam F' um filtro em uma algebra de Boole B e a € B. Dizemos

que a é compativel com F' quando a A x # 0 para todo x € F.

Lema 2.2.30. Sejam F um filtro proprio em uma dlgebra de Boole B e a € B.

Entao, a é compativel com F ou —a € compativel com F'.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que, para um certo a € B, nao seja o caso
que a é compativel com F' nem que —a é compativel com F. Desse modo, existem

x,y € F taisque ahnx=0e —any=0. Assim, temos

zAy=(zry) Al
=(xAy)A(aVv-a)
=(xAyna)Vv(zAryn-a)
=(anzry)V(xA—-any)
=(0nry)v(zr0)

V
=0v0=0.

Como F é um filtro e z,y € F, obtemos 0 = = A y € F. Mas isso contradiz o fato

de F' ser filtro proprio, o que prova o desejado. O

Lema 2.2.31. Sejam B uma dlgebra de Boole e a € B. Entao, {x € B|a < x} €
um filtro. Ainda, se a # 0, entao {x € B | a < z} € filtro proprio.

Demonstragao. Vamos provar que F' = {x € B | a <z} ¢ um filtro.

(F1) Sejam z,y € F. Dai, a < x e a < y. Logo, pela letra (a) do Lema 2.2.23,
a <z Ay. Dai, por definicao de F', temos x Ay € F.

(F2) Tomemos x € FFeb € B com z < b. Como = € F, temos a < z. Por
transitividade, como a < x e x < b, obtemos a < b. Portanto, b € F.

Verificamos que F' é filtro. Vamos provar a tltima afirmacao. Observamos que
se F' nao fosse proprio, teriamos 0 € F', ou seja, a < 0. Porém, sempre é o caso que

0 < a. Logo, a = 0, o que prova, por contraposi¢ao, o desejado. O
Definicao 2.2.32. Sejam B uma algebra de Boole a € B. Dizemos que o conjunto
={reB|a<z}

é o filtro principal gerado por a. Se F' C B, definimos o T-fecho de F' por

FT .= LJ:L’T

zeF

e, por ultimo, o A-transladado de F' por a como o conjunto

aNF:={anzx|zeF}.
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Observagao 2.2.33. Todas as defini¢oes, como filtro principal, transladado, etc.,
podem ser feitas para v com as adaptagoes apropriadas. A nocao dual que substituiré

a de filtro, neste caso, é a de ideal, um conjunto nao-vazio v-fechado e |-fechado.

Lema 2.2.34. Na notagao da defini¢cao acima, se F € um filtro, valem:

(a) O conjunto

(anF) = J@nra)

zeF

€ um filtro.
(b) Se a é compativel com F, entao (a n F)' € filtro proprio.
(c) (an F)' é o menor filtro que contém a e F.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que F' seja um filtro e tomemos a € B.
(a) Vamos mostrar que o conjunto (a A F)' é um filtro.
(F1) Sejam y,y" € (a A F)'. Entao existem z,2’ € F taisquey € (a A x)"
ey €(ana) ouseja,anz<yeanz <y.Dai,yry € (an(znaz)). Com

efeito, notemos que

an(zAax)=ananz A
=(anrnz)A(anz)

<ynry,

de onde segue a afirmagao. Como F é filtro e x, 2’ € F, temos x A 2’ € F. Desse
modo, encontramos um elemento de a A F' — a saber a A (z A ') — tal que seu
t-fecho contém y A /', Logo, y Ay’ € (a n F)T.

(F2) Sejam y € (an F)' e 2 € B com y < 2. Entao existe z € a A F tal
que y € (a A x)'. Como (a A z)T ¢ o filtro principal gerado por a A z, contém y e
y < z, entdo z € (a A z)'; e prova o desejado.

(b) Suponhamos que (a A F)T nio seja proprio. Desse modo, 0 € (a A F)T.
Logo, existe x € F tal que 0 € (a A ). Dai, a A * < 0 e como 0 < a A z,
a A x = 0. Resumindo, provamos que existe x € F' tal que a A x = 0. Portanto, a
nao é compativel com F.

(¢) Primeiro, vamos provar que (a A F)T contém a e F. E facil verificar que

todo filtro contém 1. Dai, como a A 1 = a, obtemos que
aca =(anr) C(anF),

ou seja, (a A F)T contém a. Agora, tomemos z € F. Como a A # < x, entdo
x € (anx)l, logo, x € (an F)', o que prova que (a A F)' contém F.
Finalmente, seja G um outro filtro que contém a e F. Vamos mostrar que

(a A~ F)T C G. Tomemos y € (a A F)T. Dai, existe z € F tal que y € (a A z)". Como
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FC Gexe F,entao x € G. Como G é filtro e a,x € G, entao a A x € G. E,

novamente por G ser filtro, como a A x < y, temos y € GG, o que prova o desejado. [

Proposigao 2.2.35. Seja F' um filtro proprio de uma dlgebra de Boole B. Entao,

sao equivalentes:

(i) F € um ultrafiltro.
(ii) F é completo para a negagao, i.e., para todo a € B, a € F ou —a € F.
(iii) F € um filtro primo, i.e., para todos a,b € F,

avbeF implica a€F ou beF.

Demonstragao. (i) = (ii). Suponhamos que F' é um ultrafiltro e tomemos a € B.
Em particular, ' é um filtro préprio e pelo Lema 2.2.30, ocorre que a é compativel
com F' ou —a é compativel com F. Considere, sem perda de generalidade, que a é
compativel com F'. Pelo lema anterior, o conjunto (a A F')T é um filtro proprio que
contém a e F. Como F ¢ um ultrafiltro, entdo F' = (a A F)T. Portanto, a € F.

(ii) = (iii). Suponhamos que a v b € F. Se a € F, ndo ha nada a provar. Caso
a € F, da hipotese, como a € F ou —a € F, entao deve ser o caso que —a € F.

Como F' é um filtro e a v b € F, obtemos que —a A (a v b) € F. Além disso,

—a A (avb)=(-ana)Vv(-anb)
=0V (—aAb)
=-a Ab<b,

ou seja, —a A (a v b) < b. Portanto, de F' ser um filtro, b € F.

(iii) = (i). Sejam F' um filtro proprio que satisfaz (iii) e um filtro préprio G
arbitrario tal que F' C G. Suponhamos que F' # G. Entao, existe a € G'\ F. Como
aVv —a =1 € F, da hipotese, temos a € F ou —a € F. Como a ¢ F, segue que
—a € F.Masa € G, F C G e —a € F. Logo, a,—a € G e como G ¢é um filtro,

0 =a A —a € G. Mas isso contradiz GG ser proprio. Portanto, F' é um ultrafiltro. [J

2.2.3 Homomorfismos de algebras de Boole; a categoria Boole

Definigao 2.2.36. Sejam A e B élgebras de Boole. Dizemos que f: A — B é um
homomorfismo de algebras de Boole se ¢ uma funcao que preserva as constantes®

e as operagoes booleanas, i.e., se f(0) =0, f(1) =1 e, para todos a,b € A,

f(ma) ==f(a), flavb)=fla)v fb) e flanb)=fla)n fb).

A rigor, as constantes deveriam estar subindexadas pelas suas respectivas algebras. Por exemplo,
deveriamos denotar o zero de A por 04 e o de B por Op, porém supomos aqui que leitores
tenham familiaridade com como se procede em livros-texto de Matemaética e o usual neste caso
é cometer essa ambiguidade para nao pesar a notacao.

8
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No decorrer do texto, quando for conveniente, falaremos apenas homomorfismo ao

invés de homomorfismo de dlgebras de Boole.

Lema 2.2.37. Sejam A, B e C dlgebras de Boole. Dai, valem:

(a) Fungoes identidade sao homomorfismos de dlgebras de Boole.

(b) Se f: A— B e g: B— C siao homomorfismos, entio a fungao composta
gof:A—=C, ar g(f(a))
€ um homomorfismo de dlgebras de Boole.
Demonstracdo. E uma consequéncia do Lema 2.1.16 para algebras. O

Nesse ponto, conhecemos as algebras de Boole e certos tipos de fungoes que
respeito a estrutura relevante no contexto de algebras de Boole. Vamos ver agora,
usando esse caso como exemplo, que isso indica que estamos diante de uma categoria.

Agora, como func¢oes identidades sao homomorfismos de algebras de Boole e
a composi¢ao de fungdes (e portanto de homomorfismos) é associativa, obtemos a

categoria das algebras de Boole e homomorfismos entre elas.

Definigao 2.2.38. A categoria cujos objetos sao algebras de Boole e os morfismos

sao homomorfismos de algebra de Boole é denotada por Boole.

Definicao 2.2.39. Dizemos que f: A — B é um isomorfismo de dlgebras de Boole
se ¢ um homomorfismo bijetor. Caso exista pelo menos um isomorfismo entre A
e B, dizemos que A e B sao algebras de Boole isomorfas e denotamos isto por

A Zpgoole B ou, simplesmente, por A = B.

Proposigcao 2.2.40. Sejam A e B dlgebras de Boole e suponhamos que a funcao

f: A — B seja um isomorfismo. Entao f~': A — B € um homomorfismo.
Demonstragdo. B uma consequéncia da Proposicao 2.1.20 para algebras. O

Proposigao 2.2.41. Sejam A e B dlgebras de Boole e f: A — B um homomorfismo.
Entao, a < b implica f(a) < f(b), para todos a,b € A.

Demonstracao. Sejam a,b € A tais que a < b. Logo, por defini¢dao, a A b = a. Entao,

como f é um homomorfismo,

fla) = flanb) = fla)n f(b),

ou seja, f(a) < f(b), como queriamos demonstrar. O
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Exemplo 2.2.42. Nao é suficiente que uma funcgao entre algebras de Boole preserve

a ordem para ser um homomorfismo. Com efeito, f: P({1,2}) — P({1,2}) dada por

X, se X #{1,2}

f(X) =
{1,2}, se X ={1,2}

preserva a ordem, A, 0 e 1 de P({1,2}), mas nao preserva v nem —.

2.2.4 Quocientes de algebras de Boole

Definigao 2.2.43. Sejam B uma algebra de Boole e a,b € B. Definimos
a—b:=-avb e a+>b:=(a—b)A(b—a).

Proposigao 2.2.44 (Modus ponens para algebras de Boole). Sejam F um filtro em
uma dlgebra de Boole B e a,b € B. Entao, a —-b € F ea € F implica b € F.

Demonstracao. Tomemos a,b € B taisquea —-be Fea€ F.Dai, mavbe F e

b=0vD
=(an-a)vb

=(avb)A(-avb).

Além disso, como F' é um filtro, a € F e a < a v b, entdao a v b € F. Portanto,
novamente de F ser filtro, b = (a v b) A (ma v b) € F. O

Lema 2.2.45. Seja B uma dlgebra de Boole e a € B. Entao,

(a) a <+ 0= —a.
(b) a+1=a.
(c) a =" se, e somente se, a <> b=1.

(d) Homomorfismos de dlgebras de Boole preservam <.

Demonstragao. Seja B uma algebra de Boole e a,b € B.

(a) Neste caso, temos

a<>0=(a—0)A(0—a)
=(-av0)A(—0va)
=-a A (1va)

=-aA]l=—a.

(b) Similar a letra (a).
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(¢) Suponhamos que a = b. Dai, a <+ b = a <> a e, além disso,

a<>a=(a—a)n(a—a)
=a—a

=-aqvVva=1.

Reciprocamente, suponhamos que a <» b = 1. Como a <> b = (a — b) A (b — a),
entao, necessariamente, a - b=1eb—>a=1,0ouseja, .avb=1e -bva=1.
Complementando ambos os lados das duas igualdades, e usando De Morgan, obtemos
an-b=0ebA—-a=0.Pelo Lema 2.2.26, a < b e b < a. Por antissimetria da
ordem, a = b, como queriamos demonstrar.

(d) Segue de < ser definido como abreviagao das operagdes que homomorfismos

j& preservam. O

Definigao 2.2.46. Seja F' um filtro em uma algebra de Boole B. Definimos a relagao

~r, dita relagao induzida pelo filtro F' em B, por
a~pb se esomentese, a<>bé€F,

para todos a,b € B.

Definimos o que é uma congruéncia em qualquer estrutura algébrica no primeiro
capitulo, porém relembraremos aqui com uma notacao mais familiar para o contexto
de algebras de Boole. Uma congruéncia ~ em uma éalgebra de Boole B é uma relagao

de equivaléncia em B tal que, se a ~ a’ e b ~ /, entao
/ / !/ / /
avb~a vb, anb~a AD e —a~-a.

Lema 2.2.47. Seja F' um filtro sobre uma dlgebra de Boole B. Entao, a relagio ~p

mduzida por F' em B € uma congruéncia.

Demonstra¢ao. Primeiro, vamos mostrar que ~p é uma relagao de equivaléncia, i.e.,
que é reflexiva, simétrica e transitiva. Sejam a,b,c € B.
(reflexividade) Segue da letra (c) do Lema 2.2.45, ja que 1 € F' (pois F é filtro).

(simetria) Suponhamos que a ~g b. Logo, a <» b € F. Como A é comutativo,

as>b=(a—=bAr(b—a

~—~
~—

b—a)n(a—b) =0+ a.

Dai, b <» a € F', ou seja, b ~f a.
(transitividade) Suponhamos que a ~g b e b ~p c. Apesar de algumas contas,

nao é muito dificil mostrar que (z — y) A (y — z) < x — 2z para quaisquer
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x,y,z € B. A transitividade de ~ segue diretamente desse fato. Com efeito,

(a>b)r(bec)=(a@a—=b)ar(b—a)r(b—c)A(c—D)
=(a—=bArb—=c)r(c—=b)A(b—a)

<(a—=c)r(c—=a)=a<+c

Como F' é filtro e a <+ b,b <> ¢ € I, temos a <> ¢ € F. Portanto, a ~p c.
Verificamos que é uma relacao de equivaléncia. Vamos mostrar que é uma

congruéncia. Suponhamos que a ~p a’ e b ~p b/ com a', b’ € B. Dai,

e como a <> a € F, ja que a ~p d, segue que —a ~p —a’. Em seguida, notemos que

(avbd)« (@ vV)=[and) = (anb)]rlld rb)— (anrb)]
= [=(a Ab) v (" AW A[=(a" AD) Vv (anb)]
=[(ma v =b) v (d AV)] A(md v=b)v(anbd).

Por outro lado, como F é filtro, a <> ad' € Fea <+ d <a — d, entdo a — a € F.
Similarmente, b — b’ € F. Logo, (a — a’) A (b = V') € F. Assim, como

(a—=d)r(b—=b)=(mavad)n(=bv)
< (mav-=bvad)a(-av-bvi)
= (ma v =b) v (a' A V)
e de F ser filtro, (—a v —b) v (@’ A b') € F. Analogamente, (—a’ v —b') v (a A b) € F.

Isso garante que (a v b) <» (¢’ v V') € F, ie., que (a Vv b) ~p (a' vV). A prova de

que ~p respeita a operagao A é analoga. Portanto, ~r é uma congruéncia. ]

Dado um filtro F' em uma algebra de Boole B e um elemento a € B, denotamos

a classe de equivaléncia de a, na relagao ~p induzida por F' em B, por
lalp :={r € B|x~Fa}

e o conjunto de todas as classes de equivaléncia, chamado usualmente de conjunto
quociente, é denotado por B/F. Agora, notemos que a estrutura de algebra de Boole

de B induz em B/F uma estrutura de algebra de Boole se F' for proprio.
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Proposigao 2.2.48. Seja F' um filtro proprio em uma dlgebra de Boole B. Entao,

o conjunto quociente B/F, com as operagées definidas por
lalp v [blp :=]a Vv blp, [a]lpAblr:=lanblr e -—lalp:=[-alF,
e constantes por Og/p = [0]F € 1g/p := [1]p, € uma dlgebra de Boole.

Demonstragao. A menos de verificarmos que Og/p # lp/p, ¢ uma consequéncia
direta da construcao de algebra quociente. Como F' é filtro proprio, entao 0 & F.
Dai, como 1 <+ 0 =0, entao 1 <> 0 € F, ou seja, [0]r # [1]p. O

Lema 2.2.49. Na notagao da proposigao anterior, 1g,p = F'.

Demonstragao. Basta calcularmos [1]F. Em tempo,

={zeB|lz1ecF}
={reB|lzeF}=F. O

Definigao 2.2.50. Chamamos B/F’, visto com a estrutura de algebra de Boole da

proposicao acima, de algebra de Boole quociente.

A algebra de Boole quociente é precisamente a élgebra quociente para o tipo

das algebras de Boole. Sendo assim, relembramos a defini¢ao do mapa quociente
qFB—>B/F, b*—)[b]p,
o qual, da Observagao 2.1.38, ¢ um homomorfismo sobrejetivo.

Proposigao 2.2.51. Seja F' um filtro préoprio em uma dlgebra de Boole B. Entao,

B/F =2 se, e somente se, F' € um ultrafiltro.

Demonstra¢ao. Suponhamos que B/F = 2. Vamos provar que F' é um ultrafiltro
provando que é completo para a negagdo. Seja a € B. Como B/F = 2, entdo
[alr = [0]F ou [a]p = [1]F. Caso [a] = [0]F, entdo, —a = a <> 0 € F. Caso contréario,
se [a| = [1]p, entdo a = a <> 1 € F. Portanto, F' é um ultrafiltro.

Reciprocamente, suponhamos que F' é um ultrafiltro. Seja [a]r € B/F. Como
F é um ultrafiltro, entao a € F ou —a € F. Se a € F, entao, como a < 1 = a,

obtemos [a]p = [1]p. Caso contrario, obtemos [a]p = [0]F. Portanto, B/F = 2. [

2.2.5 Lema de Zorn, Lema do Ultrafiltro e estados

Nesta se¢ao, lancamos mao de um axioma basilar da Matematica conhecido
como Lema de Zorn e equivalente ao Azioma da Escolha |9, pag. 142]. Este axioma

nos permitira provar o Lema do Ultrafiltro, um dos resultados mais importantes



2.2. ALGEBRAS DE BOOLE o7

sobre ultrafiltros. Em seguida, iremos introduzir estados de uma algebra de Boole e
provar que ultrafiltros estao em correspondéncia biunivoca com estados. Isto sera de

extrema importancia para a “interpretacao seméantica” dos espacos de Stone.

Lema de Zorn. Se P ¢ um conjunto nao-vazio parcialmente ordenado tal que toda

cadeta em P tem cota superior em P, entao P tem elemento maximal.

Teorema 2.2.52 (Lema do Ultrafiltro, |2, pag. 15]). Seja B uma dlgebra de Boole

e F' um filtro proprio em B. Entao, existe um ultrafiltro em B contendo F'.

Demonstragao. Seja F' um filtro préprio em uma algebra de Boole B. Denotemos
oA

por .# a colecao de todos os filtros proprios em B que contém F' e consideremos
o poset (F,C) em que C é a ordem do poset poténcia (P(B),C) induzida em .Z.
Vamos mostrar que o poset (%, C) satisfaz as hipoteses do Lema de Zorn.

Como F' é um filtro proprio em B e F C F, entdao .% # &. Agora, seja ¢ uma
C-cadeia em .Z e tomemos C' = [ J%. Afirmamos que C é filtro em B. Com efeito:

(F1) Sejam a,b € C. Entao existem filtros proprios C,, Cj, € € tais que a € C,
e b € Cy. Como € é uma C-cadeia, existe x € {a,b} tal que C, C C, e C, C C,.
Logo, a,b € C,. Como C, é filtro,a nb € C,. Dai,anb e C.

(F2) Sejam a € C' e b € B tais que a < b. Como a € C, existe um filtro proprio
C, € ¢ em B tal que a € C,. Como a < b, entao b € C,. Portanto, b € C.

Sendo assim, C' é um filtro em B. Mais ainda, C' é um filtro proprio em B. De
fato, como todo elemento de .# é filtro proprio, todos eles nao contém o 0. Logo, C
nao contém o 0, ou seja, C' é filtro proprio. Além disso, como todo elemento de &
contém F', entdo C' contém F'. Logo, C € .%. Por fim, como C é a uniao de todos
os elementos de €, entdao ¢ uma C-cota superior de % em .%. Pelo Lema de Zorn,
existe um elemento C-maximal U de .%.

Basta checarmos que U é um ultrafiltro. Seja G' um filtro proprio tal que U C G.
Dai, como U € %, obtemos que ' C U. assim, F' C G. Como G ¢é um filtro proprio
que contém F, temos G € .%. Porém, U é elemento C-maximal de .%. Logo, G = U.

Portanto, U é um ultrafiltro em B que contém F', como queriamos. O

Definicao 2.2.53. Dada uma algebra de Boole B, dizemos que um homomorfismo
de algebras de Boole ¢: B — 2 é um estado de B.

Definigao 2.2.54. Sejam B um conjunto e U C B. Dizemos que o mapa xy: B — 2
definido, para cada b € B, por

1, sebeU

XU(b): )
0, sebgU

é a funcgao caracteristica de U.
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Lema 2.2.55. Seja B uma dlgebra de Boole. Se U é um ultrafiltro em B, entdo a

fungao caracteristica xy: B — 2 € um homomorfismo.

Demonstragao. Primeiro, recordemos que todo filtro contém 1 e que todo ultrafiltro
¢ um filtro proprio e portanto nao contém 0. Desse modo, xy(0) =0 e xy(1) = 1.

Sejam a,b € B. Notemos que

o) =1 o =beU
b U
= XU(b) = 0,

3

ou seja, xu(—b) = —xu(b). Ainda,

xvlavb)=1 & avbelU
< a€eU ou beU

< xula)=1 ou xp(b) =1,

ou seja, xy(a v b) = xy(a) v xu(b). Para mostrar que xy preserva a operagao A é

analogo. Assim, yy é um homomorfismo, como queriamos demonstrar. O]

Lema 2.2.56. Seja B uma dlgebra de Boole. Entao, ¢~ '({1}) € um ultrafiltro em
B para todo estado ¢ de B.

Demonstragdo. Seja ¢ um estado de B e fagamos U = ¢~ *({1}). Precisamos mostrar
que U é um ultrafiltro em B, ou seja, que é um filtro proprio maximal em B.
(F1) Sejam a,b € U. Dai, ¢(a) =1 e ¢(b) = 1. Como ¢ é um homomorfismo,

blanb) =o(a) no(b) =141=1,

ou seja, anb e U.
(F2) Sejam a € U e b € B com a < b. Como ¢ ¢ um homomorfismo, segue que
1 =¢(a) < ¢(b). Mas, ¢(b) < 1. Por antissimetria, ¢(b) = 1, ou seja, b € U.
Provamos que U é um filtro. Falta provar que é proprio e maximal. Como ¢ é
um homomorfismo, ¢(0) = 0. Assim, 0 ¢ U, o que significa que U é filtro préprio.
Agora, vamos provar que U é um ultrafiltro provando que é completo para a negagao.
Dado a € B, se a € U, nao ha nada a provar. Suponhamos que a ¢ U. Entao

¢(a) = 0 e, usando que ¢ é um homomorfismo,

¢(ﬁa) —_= _|¢(a/) —= —|0 = 1’
ou seja, —a € U. Portanto, U é um ultrafiltro. n

Definigao 2.2.57. Seja B uma algebra de Boole. Definimos o conjunto Ult(B) de

todos os ultrafiltros na algebra de Boole B.
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Teorema 2.2.58. Seja B uma dlgebra de Boole. Entao,
Ult(B) =get Hom(B, 2)

a partir da bijecao
®: Ult(B) —» Hom(B,2), U~ xu.

Demonstracao. Primeiramente, a fungao ® estd bem-definida gragas ao Lema 2.2.55.

Vamos provar que ® é uma bijecao. A candidata a inversa é a funcao
U: Hom(B,2) — Ult(B), ¢+~ ¢ '({1}),

que estd bem-definida pelo Lema 2.2.56. Vamos checar que, de fato, U= = .
Seja ¢ um estado de B. Entao,

(@0 W)(¢) = 2(V(¢)) = 2(¢' ({1})) = Xo-1(11)) = &,

ou seja, ® é inversa a esquerda de W. Agora, seja U é um ultrafiltro em B. Entao,

(To®@)(U) =T(2(V)) =T¥(xv) = x5 ({1}) = U,
o que garante que W é a inversa de ¢ e prova o teorema. ]

Para finalizar este capitulo, veremos algumas equivaléncias “via estados” do
Lema do Ultrafiltro. A mais importante delas, para este trabalho, afirma que toda
algebra de Boole admite pelo menos um estado. No restante do trabalho, quando

mencionarmos “Lema do Ultrafiltro”, pode ser quaisquer um dos itens abaixo.

Teorema 2.2.59. Sao equivalentes:

(i) Lema do Ultrafiltro.
(ii) Para toda dlgebra de Boole B, existe um estado ¢: B — 2.

(iii) Para toda dlgebra de Boole B e todo filtro proprio F' em B, existe um estado

¢: B — 2 tal que ¢p(a) = 1 sempre que a € F.

(iv) Para toda dlgebra de Boole B, se a,b € B com a # b, entdao eziste um estado

que separa a e b, i.e., existe um homomorfismo ¢: B — 2 tal que ¢(a) # ¢(b).
(v) Para toda dlgebra de Boole B, se ¢(a) =1 para todo ¢: B — 2, entdo a = 1.

(vi) Para quaisquer dlgebras de Boole A e B, e homomorfismos f: A — B e
g: A— B, se po f = ¢og para todo homomorfismo ¢: B — 2, entdo f = g.

Demonstrag¢ao. Vamos provar que

(i) = (i) = (i) = (v) = (vi) = (iv) = (ii)
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e, entre estas demonstragoes, mostraremos que (i) < (ii).

(i) = (ii). Seja B uma éalgebra de Boole. Dai, o filtro {1} ¢é proprio. Logo,
pelo Lema do Ultrafiltro, existe um ultrafiltro U contendo {1}. Pelo Teorema 2.2.58,
existe um estado ¢: B — 2 que corresponde a U.

(ii) = (iii). Suponhamos que F é um filtro proprio em B. Entdo o mapa
quociente qp: B — B/F é um homomorfismo tal que ¢(a) = 1/r para todo a € F.
Por (ii), existe um estado 1: B/F — 2. Fagamos ¢ = ¢ o qp. Assim, ¢: B — 2 ¢é
um homomorfismo tal que ¢(a) = 1 sempre que a € F.

(iii) = (i) Seja F' um ultrafiltro proprio em uma algebra de Boole B. Dai, por
(iii), existe um estado ¢: B — 2 tal que ¢(a) = 1 para todo a € F'. Pelo Lema 2.2.56,
U= ¢ '({1}) é um ultrafiltro. Aléem disso, FF C U.

(iii) = (v). Seja a € B tal que ¢(a) = 1 para todo ¢: B — 2. Suponhamos por
absurdo que a # 1. Entdo o filtro (—a)" é proprio. Por (iii), existe 1: B — 2 tal que
Y(—a) = 1. Mas, dai teriamos que 1(a) = 0, contradizendo a hipétese inicial.

(v) = (vi). Sejam f,g: A — B homomorfismos tais que, para todo estado
¢: B — 2, vale po f =¢og. A demonstragao segue das letras (c¢) e (d) do Lema
2.2.45. Sejam a € A e um estado ¢: B — 2. Dai, ¢(f(a)) = ¢(g(a)). Logo,

¢(f(a) < g(a)) = ¢(f(a)) & ¢(g(a)) = 1.

De ¢ ser arbitrario, segue de (v) que f(a) <> g(a) = 1. Logo, f(a) = g(a). Como
a € A é arbitrario, entdao f = g.

(vi) = (iv). Sejam a,b € B tais que ¢(a) = ¢(b) para todo homomorfismo
¢: B — 2. Seja A ={0,1,p, ~p} a algebra de Boole gerada por {p} no sentido da
Algebra Universal. Definimos a,b: A — B por a(p) = a e B(p) = b, completando
com o necessario para serem homomorfismos. Assim, da hipotese inicial, e como
homomorfismos preservam complementacao, 0 e 1, obtemos que ¢oa = <;5ol;. Usando
(vi), & = b. Portanto, a = b.

(iv) = (ii). Segue de (iv) e 0 # 1. O

Referéncias utilizadas e recomendadas

e Revisao de Teoria de Conjuntos, produtos e Lema de Zorn: [9].
e Elementos de Teoria de Categorias: [3, 5, §|.
e Abordagem de Algebra Universal com foco em Logica: [1, 5, 7].

e Teoria de Ordem e algebras de Boole: 2, §].



61

3 INICIACAO: TEOREMA DE LINDENBAUM-TARSKI

Neste capitulo, estudamos a relacao entre Logica e dlgebras de Boole. Para isso,
ntroduzimos o cdlculo proposicional cldssico e a categoria das teorias proposicionais
e tradugoes entre teorias proposicionais. Ao final, provamos o conhecido Teorema de
Lindenbaum—Tarski, o qual afirma que a categoria das dlgebras de Boole é equivalente
a categoria das teorias proposicionais, embarcando numa odisseia logico-matemdtica

rumo a desvendar uma dualidade entre sintaxe e semdntica.

3.1 O QUE E LOGICA?

Logica é uma area muito dificil de caracterizar, pois intersecta diversas outras
areas: Matematica, Ciéncia da Computacao, Filosofia, Linguistica, etc. Por isso,
qualquer definicao desagradara algum grupo de pessoas. As vezes, se fala que Logica
¢ a analise dos métodos de raciocinio [12, pag. xv| ou que é a ciéncia que estuda
principios e métodos de inferéncia [13, pag. 2].

Nao precisamos responder a questao “o que é Logica?” aqui, entretanto dar
uma sugestao do que pode ser e como estudar Logica esclarecera o que faremos neste
capitulo. Sendo assim, deve-se insistir um pouco mais nesta discussao.

Primeiro, é bastante relevante comentar que, apesar de Logica ser uma éarea
tao interdisciplinar, os desenvolvimentos mais de ponta da area sao extremamente
matemaéticos. Pelo menos, enquanto Logica Matematica, adjetivada desse jeito, é
uma area tao sofisticada quanto qualquer outra area da Matematica. Portanto, quem
trabalha com Logica Matematica normalmente faz uso de Algebra, Topologia, etc.,
e resultados como o Teorema de Representagao de Stone sao exemplos disso.

Em segundo lugar, nés nao estudaremos Logica pura e simplesmente. Neste
capitulo, nosso objetivo é entender como o céalculo proposicional se relaciona com
Algebra. Ou seja, queremos estudar propriedades sobre logica classica. Portanto,
o mais correto seria dizer que vamos estudar Metalogica. Na impossibilidade de
dar uma resposta satisfatoria sobre o que é Logica em geral, pois isso fugiria do
nosso escopo, vamos discutir um pouco as diferengas entre Metaldgica e Logica na
esperanca de esclarecer minimamente alguns aspectos relevantes para o que segue.

Comecemos com estas convengoes: uma logica é uma estrutura matematica,
um sistema, no qual existe uma gramatica formal e uma maneira de derivar certas
sentengas a partir de outras (a sintaxe) e, possivelmente, uma maneira de interpretar
sentencas (a seméantica). Logica com ‘L’ maitsculo, convencionamos, ¢ a area onde

se estudam certas logicas particulares e propriedades gerais sobre logicas.
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A Metaldgica é a subarea da Logica que se preocupa com as propriedades
gerais de sistemas logicos. Existem vérias abordagens e tradigoes diferentes quando
se pretende dizer que tipo de estrutura matemética uma logica é, ou qual a forma
certa, pertinente, adequada, ou frutifera, de estudar essas propriedades gerais sobre
logicas.

Mais explicitamente, na préxima secao, apos introduzirmos qual o alfabeto
bésico do célculo proposicional, teremos uma maneira de formular sentencas, ou
seja, uma gramatica. Apos escolhermos certos axiomas para o calculo proposicional
e uma regra de inferéncia, outras duas noc¢oes importantes serao introduzidas: uma
no¢ao de consequéncia sintdtica, -, que permitira formalizar a no¢ao de prova, e uma
nogao de consequéncia semdntica, =, que permitira formalizar a nocao de verdade.
A partir disso, apresentaremos a nocao de teoria proposicional e estudar como elas
se relacionam com &lgebras de Boole. Teorias proposicionais, e portanto o calculo

proposicional, assim como &algebras de Boole, constituirao os objetos de estudo.

3.2 LOGICA PROPOSICIONAL

Continuamos, nesta sec¢ao, a apresentacao da logica proposicional classica que
comecamos no final da subsecao sobre algebras livres e gramatica formal. Todas
as convencoes feitas na secao sobre Algebra Universal serdo retomadas e, portanto,
recomendamos que os leitores recorram aquela se¢ao conforme for necessério para o

entendimento do que segue.

Definicao 3.2.1. Seja (2,ar) um tipo de algebra em que Q = {v,A,—, L T}, os
simbolos v e A tém aridade 2, o simbolo = tem aridade 1 e, por fim, L e T sao duas

constantes. Qualquer 2-algebra é dita ser uma algebra sentencial.

Defini¢ao 3.2.2. Sejam > um conjunto no méaximo enumeravel e (§2,ar) o tipo de
algebras sentenciais. Definimos a algebra sentencial sobre Y como a (2-algebra
livre sobre ¥ e a denotamos por Sent(3). Neste contexto, os elementos de ¥ sao
chamados de sentengas atémicas e os denotamos com as letras p, ¢ e r (indexando

pelos inteiros positivos se necessério):

b,p1,P2,---,4,91,42 . ..,7,T1,72,...

Os elementos de Sent(X) sao chamados de Y-sentencgas e utilizamos letras gregas

minusculas (o, 3,7, etc.) para os denotar.

Lembramos que, na construcao das algebras livres, acrescentamos o conjunto
{(,)} dos simbolos de parénteses. Além disso, da forma que definimos as algebras

sentenciais, seus elementos sao escritos com os simbolos de aridade positiva sempre
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na esquerda e o que vem em seguida é envolto em parénteses. Para tornarmos a

leitura mais fluida, convencionamos, dadas a, 8 € Sent(X), que

(avf)=V(ap), (anf)=Aeaf) e (7a):==(a)

Uma uma maneira equivalente de apresentar as algebras sentenciais através de uma
defini¢ao indutiva é: o conjunto Sent(X) de Y-sentengas é o menor conjunto de
strings sobre o alfabeto definido como a uniao disjunta do conjunto {v,A,—, L, T},

do conjunto ¥ e do conjunto {(,)} satisfazendo:

S1. L, T € Sent(X) e X C Sent(X).

S52. Se a € Sent(X), entdo (—a) € Sent(X).

S3. Se a, f € Sent(X), entao (a v ) € Sent(X).
S4. Se a, f € Sent(X), entao (a A B) € Sent(2).

S5. Nada mais é uma >-sentenca.

Os simbolos v, A e = s@o chamados de conectivos ldgicos. Além destes, podemos
introduzir novos a partir de abreviagoes bastante convenientes. Dadas duas sentencas

a e § de uma algebra sentencial qualquer, definimos:

(@=p)=()vi e (a&f):=(a=p0)nr(E—=a)).

Doravante, sempre que nao houver ambiguidade, eliminaremos os parénteses. Por
exemplo, escreveremos —« e =« v  no lugar, respectivamente, de (—a) e (—a) v 5.
Quando alguns parenteses estiverem ocultados, convencionamos que a ordem de
precedéncia na leitura é: =, A, v, — e, por tltimo, <». Desse modo, podemos escrever,
sem gerar confusdo, —a — v v no lugar de (—a) — (B v 7).

No contexto logico, os conectivos sao lidos de forma usual. Por completeza do
texto, mencionamos: —« é lido “nao-a”, a A § € lido “a e 57, a v 8 é lido “«a ou (7,
a — [ é lido “a implica 57 (ou “se a, entao 3”) e, finalmente, a <> § € lido “« é

equivalente a 5”7 (ou “« se, e somente se, [37).

3.2.1 Aspectos metaldgicos do calculo proposicional

Nesta subsecao, fixamos um conjunto Y e uma algebra sentencial sobre ele. O
calculo proposicional classico ¢é constituido de uma élgebra sentencial Sent (),
uma regra de inferéncia e alguns axiomas [12, pag. 27]. Os axiomas do célculo

proposicional sao, dadas sentencas «, [ e 7, os seguintes:

Al. a— (B — «a).
A2 (= (B =7) = ((a = B) = (@ =7))

A3. (o — =) = ((~a = B) = «).
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Além disso, queremos que a constante proposicional T represente qualquer teorema
da logica proposicional. Com este fim em mente, impomos que T seja equivalente ao
principio de identidade, isto é, T <> (v — «), para toda sentenga a. Adicionalmente,
impomos L <> —T. Finalmente, a tnica regra de inferéncia do calculo proposicional
¢ o modus ponens: se « e 8 sao duas sentencas, entao de a e a — (8 podemos concluir
B. Apos definirmos a nocao de consequéncia sintdtica, poderemos enunciar modus

ponens de outro modo.

Definicao 3.2.3. Sejam I' um conjunto de sentengas e o uma sentenga qualquer.
Uma prova de a a partir de I' é uma lista finita de sentencas aq, as, ..., «a, tal
que «,, = o e cada oy: ¢ um axioma, pertence a I' ou foi obtido de «a; e o, com
1,7 < k, a partir de modus ponens. Dizemos que a é consequéncia sintatica de I,
e denotamos isto por I' - «, se existe uma prova de « a partir de I'. Ainda, o é um

teorema se ha uma prova de « a partir do conjunto vazio e denotamos isto por F «a.

Na notagao I' - «, cada elemento v € I' é usualmente chamado de premissa e «
de conclusao. Ainda, se I' = {71, ...,7,}, denotamos uma prova I' - « simplesmente
por vi,...,% F a. Em concordancia com esta notacao, I, F [ significa, por
exemplo, I' U {a} F . Por fim, agora modus ponens pode ser formulado usando a

nocao de consequéncia sintatica: a, « — [ [ para quaisquer duas sentencas « e f3.

Exemplo 3.2.4. Para cada sentenca «, - a — a. A prova é:

L (a—= ((a—=a)—=a)—= (a=(a—=a) = (a =) (instancia de A2)
2. a—= (o= a) = a) (instancia de A1)
3. (= (a—a)) = (a—a) (modus ponens em 1 e 2)
4. a— (a0 = «a) (instancia de A1)
5. a— « (modus ponens em 3 e 4)

Existe um metateorema chamado Teorema da Dedugao que diz o seguinte: dado

um conjunto de sentencas I' (possivelmente vazio) e sentengas o e 5 quaisquer,
I'aok S se, e somente se, I'a — f.

Usando o Teorema da Deducao, podemos obter justificativa para a afirmacao
do exemplo anterior. Perceba que da definicao de prova, toda lista com uma s6
sentenca como premissa ja ¢ uma prova da sentenca a partir dela, ou seja, a - «a.
Dai, pelo Teorema da Dedugao, obtemos - a — «. Claro que nao precisariamos
de tal metateorema neste caso “trivial”, porém ele é muito util em muitos outros

cendrios. Mais sobre o Teorema da Dedugao em [12, pag. 28-40].
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E comum, na literatura, chamar ‘I' - o’ de sequente. No exemplo anterior, a
prova formal que realizamos gerou o sequente ‘+ o — a’, uma consequéncia sintética
que agora pode ser utilizada em outras provas. Mais geralmente, todo sequente obtido
pode ser usado como ‘“regra de inferéncia derivada”.

Vamos introduzir uma relagao entre sequentes, em forma de barra horizontal,
que permite enunciar metaregras de inferéncia derivadas de modo organizado. Acima
da barra ficam os “sequentes-premissa’ e abaixo fica o “sequente-conclusao”. Caso
a o sequente que esteja embaixo também implique o de cima, a barra horizontal é

duplicada, indicando este fato. O Teorema da Deducao fica, entao, assim:

INakp

TD: - =
'-a—p

Com um certo esforco, é possivel obter muitos outros sequentes e muitas outras

metaregras bastante titeis. Por exemplo, estas sao algumas:

A-eliminacgao: Thanf Tranrpg
TFa TFg3
A-introdugao: lFa  AFPB
IAFanap
v-eliminagao: lFavf Aaby 6,6Fy
[NAOF~y
: A Tka T+p
v-introducao: & Y
¢ 'Favp T'Favp
'ca—p AF «
MPG:
ARS
RAG: IakpgaA-p
' -«
DN: IF e
'«

Acima, MPG abrevia “modus ponens generalizado”, RAG abrevia “reductio ad

absurdum generalizado” e, por fim, DN abrevia “dupla negagao”.

Exemplo 3.2.5. O conjunto 2 = {0,1} admite estrutura de algebra sentencial.
Basta interpretarmos a constante | como 0, a constante T como 1 e interpretarmos
os simbolos de aridade positiva em funcoes, denotadas pelos proprios simbolos,

respeitando as tabelas de operagoes da algebra de Boole de dois elementos.

Definigao 3.2.6. Uma funcdo v: Sent(X) — 2 é chamada de Y-valoragao se for

um homomorfismo sentencial, ou seja, um homomorfismo entre algebras sentenciais.
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Definicao 3.2.7. Sejam v uma Y-valoragao e o uma sentenca. Dizemos que v é
modelo da sentenca «, ou que «a é verdadeira em v, e denotamos isto por v = «,

quando é o caso que v(a) = 1. Também dizemos que « é falsa em v se v(«a) = 0.

Definicao 3.2.8. Sejam v uma X-valoragao e I' um conjunto de sentencas. Dizemos
que v € modelo de I, e denotamos v = I', quando, para todo v € I', é o caso que

v = 7. Ainda, dizemos que I' é satisfativel se tem pelo menos um modelo.

Definicao 3.2.9. Sejam I' um conjunto de sentengas e a uma sentenga qualquer.
Dizemos que « é uma consequéncia seméantica de I', e denotamos isto por I' = «,
quando todo modelo de I' é também modelo de . Ainda, a é uma tautologia se é

consequéncia semantica do conjunto vazio e denotamos isto por = a.

Uma questao importante que resta respondermos é: como que a consequéncia
sintatica e a consequéncia seméantica se relacionam? Em verdade, toda tautologia é

um teorema e todo teorema é uma tautologia. Mais geralmente,
Teorema 3.2.10 (Adequagao). I' - « se, e somente se, I |= «.

Este resultado ¢ constituido de dois teoremas de adequacao: a consequéncia
sintatica implica em consequéncia seméantica, correcao do calculo proposicional, e
consequéncia semantica implica em consequéncia sintatica, completude do calculo
proposicional.

Resumidamente, a corre¢ao garante que o célculo proposicional, com a nogao de
prova escolhida, satisfaz o minimo: aquilo que é demonstrado também é verdadeiro.
A prova pode ser vista e adaptada a partir de [2, pag. 39]. Ja a completude afirma
que o sistema atinge todas as verdades a partir do sistema de prova escolhido. H&

uma prova disto em [8, pag. 79| usando o Teorema de Lindenbaum—Tarski.

3.2.2 Teorias proposicionais e traducdes; a categoria Th

Nesta secao, apresentaremos as teorias proposicionais e os morfismos entre elas,
isto é, a categoria das teorias. Agora, serd importante prestar atengao nos conjuntos
de sentencas atomicas, pois haverd mais de uma algebra sentencial neste contexto.
Entretanto, como discutiremos sobre algebras sentenciais, ficara implicito que os

conjuntos de sentencas atomicas sao no maximo enumeravel.

Definigao 3.2.11. Seja ¥ um conjunto. Uma Y-teoria proposicional é um par

(T,%) em que T C Sent(X). Doravante, diremos simplesmente que 7" ¢ uma X-teoria.

Com o objetivo de falarmos de tradugoes entre teorias proposicionais, que serao
os morfismos na categoria das teorias, precisamos falar de reconstrucoes. A partir
deste ponto, os resultados a respeito de extensao homomorfica tinica sobre algebras

livres passa a ser fundamental.
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Definicao 3.2.12. Uma funcdo f: Sent(3) — Sent(X’) é dita uma reconstrugao

de ¥ para Y’ se for um homomorfismo sentencial.

Como Sent(X) é livremente gerada por X, qualquer funcdo definida de ¥ em
uma 4algebra sentencial se estende de forma tunica para Sent(3). Portanto, é mais
comodo definir reconstrugoes das sentencas atomicas X nas sentencas atomicas Y,
vendo como uma func¢do de ¥ em Sent(X). Dai, existe uma tnica reconstrugao que

estende essa funcao.

Lema 3.2.13. Seja f: Sent(X) — Sent(X') uma reconstrucao. Entao,

fla = B) = fla) = f(B)
para quaisquer sentencas a e [3.

A demonstracao do lema segue da definicao de reconstrucao desabreviando o

conectivo —. Com o lema em maos, podemos provar o seguinte teorema:

Teorema 3.2.14. Seja f: Sent(X) — Sent(X') uma reconstrucao. Entdo, valem:

(a) Para toda sentenca (3, se = (3, entao & f(5).

(b) Para quaisquer sentencas o e 3, se at= 3, entao f(a) = f(B).

Demonstra¢ao. Vamos provar (a). A letra (b) segue de (a) usando TD.

(a) Suponhamos que - f, ou seja, existe uma prova [ a partir do conjunto
vazio. Em outras palavras, existe uma lista finita de sentencas (1, ..., 5, tal que
Brn = B e cada ) ¢ um axioma ou foi obtido de 3; e 3;, com ¢,j < k, a partir de
modus ponens. Vamos provar, por indugao finita, que = f(/;) para todo i < n.

(caso base) Para ¢ = 1, a tnica possibilidade é que /31 seja um axioma. Por
exemplo, se f; for uma instanciagao de Al, entao existem sentencas a e 7y tais que

f1=(a— (y — «a)). Dai,

f(Br) = fla= (v = a)) = fla) = (f(7v) = f()),

que também é uma instancia de Al. Analogamente, para os outros axiomas, f(f3;) é
sempre uma instanciagdo do mesmo axioma. Em todo caso, = f(5;).

(passo indutivo) Agora, suponhamos que - f(3;) para todo i < k. Se ), for uma
instancia de um axioma, entao argumentando da mesma forma que acima, obtemos
que F f(Bk). A outra possibilidade é que [ seja obtido de §; e f;, com 4, j < k,
a partir de modus ponens. Sem perda de generalidade, supomos que 3; ¢ da forma
Bi = By Logo, - f(8) e F f(8;) = f(B) — F(B). Por modus ponens, - f(B).
Portanto, = f(8,) = f(B). O
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Definigao 3.2.15. Sejam T uma Y-teoria e 7" uma Y'-teoria. Dizemos que uma
reconstrucao f: Sent(3) — Sent(X') é uma tradugao de 7' em 77, e denotamos
isto por f: T ~» T', quando T F « implica 7" - f(«), para toda sentenca «. Seja
g: T ~ T’ outra traducao. Dizemos que f e g sao tradugoes sinénimas, e denotamos

isto por f ~ g, quando T" + f(p) <> g(p), para todo p € X.

Observamos que se f e g s@o sindnimas, mostra-se que 7" F f(«a) <> g(«a), para
todo a € Sent(X). Além disso, dada T' uma Y-teoria, a tradugao identidade de T,
denotada por idy: T ~» T, é definida como a reconstrucao identidade em X. Para

definirmos a composicao de tradugoes, precisamos de um lema.

Lema 3.2.16. Sejam f e f' traducdes de T em T' e g e g’ tradugoes de T' em T".
Assim, se f~ " eg~g, entao go f ~ g o [’

Demonstragao. Seja p € . Como f ~ f' temos T" + f(p) + f'(p). Como g é
tradugao, entao 7" F g(f(p) <> f'(p)). Ainda, como g é reconstrugao, entao

g(f(p) < f'(p) = g(f(p)) < g9(f' (),

ou seja, 7" F g(f(p)) + g(f'(p)). Como g ~ ¢, temos T” = g(f'(p)) < ¢ (f'(p))-
Usando que T" = g(f'(p)) <> g(f'(p)), segue que T" = g(f(p)) <> ¢'(f'(p)), 0 que
mostra que go f ~ ¢’ o f’, como queriamos. H

Segue das propriedades do conectivo <+ que a relagao ~ é de equivaléncia. O
lema garante que a composicao das classes esta bem-definida e, portanto, podemos
compor a nivel de representantes sem nos preocuparmos. Ja sabemos que funcoes

identidades sao traducoes. Falta verificar que composicao de traducgao é traducao.

Lema 3.2.17. Se f: T ~~T" e g: T ~T" sao tradugdes, entdao a fungcdao composta
gof: Sent(X) — Sent(X") € traducao, em que ¥ € o conjunto de sentencgas atémicas

de T e X" € o conjunto de sentencas atémicas de T".

Demonstragao. Primeiro, observamos que composicao de reconstrucgao é reconstrugao
por ser composi¢ao de homomorfismo. Agora, seja @ uma sentenca e suponhamos que
T+ «. Como f é tradugao, temos 17" F f(«). Como g é tradugao, temos 7" + g(f(a)),

como queriamos. ]

Definigao 3.2.18. Sejam f: T ~»T" e g: T' ~» T". Definimos a tradu¢do composta
go f: T ~»T" como sendo a reconstrugao go f: Sent(X) — Sent(X"), em que ¥ é o

conjunto de sentencas atdémicas de T' e 3" é o conjunto de sentengas atomicas de T”.

Assim, segue dessa discussao que as teorias proposicionais e as tradugoes entre

teorias proposicionais formam uma categoria.
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Definicao 3.2.19. A categoria cujos objetos s@o as teorias proposicionais e 0os mor-
fismos sao tradugoes entre teorias proposicionais é denotada por Th. Nesta categoria,

a identidade de setas é dada pela relacao de sinonimia previamente definida.

Definigao 3.2.20. Sejam 7T uma Y-teoria e T’ uma Y'-teoria. Dizemos que T
¢ homotopicamente equivalente, ou simplesmente equivalente, a 7" quando

existem tradugoes f: T ~>T" e g: T' ~» T tais que
gOfﬁidT (§] ngﬁidTH

e denotamos este fato por T' =y, 7" ou, simplesmente, 7" = T".

3.3 LOGICA = ALGEBRA

Chegamos finalmente ao objetivo principal deste capitulo: provar que teorias
proposicionais estao em correspondéncia biunivoca com as algebras de Boole e que
essa correspondéncia é categorica em um sentido que formalizaremos mais adiante.

Primeiro, observamos algo sobre a construcao de algebra sentencial. A maneira
como vimos o conjunto 2 = {0, 1} como algebra sentencial foi basicamente munindo-o
com estrutura de algebra de Boole!. Mais ainda, de acordo com nossa construcao de
tudo até aqui, algebras de Boole e algebras sentenciais tem mesmo tipo de algebra.
Isto significa que todo o formalismo de Algebra Universal desenvolvido no que diz
respeito a extensao de fungoes para homomorfismos vale ao relacionarmos algebras
de Boole e a linguagem da légica proposicional.

Relembramos, convenientemente na notacao do nosso contexto, que se > é
um conjunto e B uma algebra de Boole, entao qualquer funcao f: ¥ — B admite

extensdo homomorfica tinica f: Sent(X) — B, ou seja,
e Sepe X, entdo f(p) = f(p).
o f(L)=0e f(T)=1.
e Se a € Sent(X), entdo f(—a) = ~f(a).
e Se a, 5 € Sent(X), entao

flavp)y=Ffla)vf(B) e [flanB)=Ff(a)nrf(B)

Notemos que ha algo interessante acontecendo nestes itens acima. No lado
esquerdo da igualdade, os simbolos —, v e A denotam os conectivos logicos, enquanto

que, no lado direito, os mesmos simbolos denotam as operagoes da algebra de Boole.

1 Convidamos os leitores para voltarem nas secoes respectivas e compararem os tipos de algebra,

os conjuntos €2 e as aridades, tanto das algebras de Boole quanto das algebras sentenciais.
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Isto é uma feliz ambiguidade gracas ao nosso esfor¢co em aproximar os dois reinos e
nao causara, em principio, nenhuma confusao.

Como podemos ver uma fungao (que comuta com a interpretagao dos simbolos
dos tipos de élgebras) entre dlgebras sentenciais e algebras de Boole tanto como
homomorfismo de algebra de Boole quanto como homomorfismo sentencial, falaremos

apenas homomorfismo.

Definicao 3.3.1. Sejam T uma Y-teoria, B uma algebra de Boole e f: Sent(X) — B
um homomorfismo. Dizemos que f é uma interpretagao de 7' em B, e denotamos
isto por f: T'— B, se para toda X-sentenga a, T+ a implica f(a) = 1. Caso valha
também, para toda Y-sentenca «, que f(a) = 1 implica T' F «, dizemos que f é uma

interpretacao conservativa.

Lema 3.3.2. Sejam T uma X-teoria e v uma X-valoragao. Se v é modelo de T,

entao v € uma interpretacao de T em 2.

Demonstragao. Por definicao, v é um homomorfismo de algebras, e portanto basta
provar que, sempre que T F « tem-se que v(a) = 1. De fato, é facil verificar que
v(B) = 1 para qualquer axioma 3, e que v é preservada por modus ponens, no sentido
de que se v(B; — B2) =1 e v(B1) = 1 entdo v(fFy) = 1 (isso segue do fato de que
Bi A (B — B2) =P A Ba < o).

Portanto, se ay,...,a, ¢ uma prova de a a partir de 7', entao indutivamente

obtemos v(«;) = 1 para todo i < n; em particular, v(«) = 1. ]

Lema 3.3.3. Sejam T uma X-teoria, B uma dlgebra de Boole e f: T — B uma

interpretacao de T em B. Entdo, sao equivalentes:

(i) f € wma interpretacao conservativa.

(ii) Para todas o, B € Sent(X), se f(a) = f(B), entao T+ o < 5.

Demonstragao. (i) = (ii). Suponhamos que f é conservativa. Sejam «, 5 € Sent(X)
tais que f(a) = f(B). Similarmente ao contexto de algebras de Boole, f(a) = f(5)
equivale a f(«a) < f(B) = 1. Dai, como f(a) <> f(B) = f(a <> 8) e f & conservativa,
obtemos T+ a <> f3.

(ii) = (i). Seja o uma sentenga tal que f(a) = 1. Como T+ o v —a, entdo, de
f ser uma interpretagao, f(a v —a) = 1. Logo, f(a) = f(a v —a). De (ii), obtemos
que T+ (a v =) <> . Logo, T F (o v =) — «v e, usando que T'F o v =« e modus

ponens, temos T' F «. Portanto, f é conservativa. O

Lema 3.3.4. Sejam T uma teoria e A e B duas dlgebras de Boole. Se f: T — B €
uma interpretacao de T em B e g: B — A é um homomorfismo, entdo a composta

gof: T — A € uma interpretacio de T" em A.
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Demonstracao. Seja o uma sentenca. Suponhamos que 7'+ a. Como f é uma

interpretacao, f(«) = 1. Dai, ja que g ¢ um homomorfismo, g(f(a)) =g(1) =1. O

Lema 3.3.5. Sejam T uma X-teoria, T uma Y'-teoria e B uma dlgebra de Boole.
Se f: T — B é uma interpretacao de T em B e g: T" ~~ T € uma tradugao de T"

em T, entao a composta fog: T' — B é uma interpretagcio de T' em B.

Demonstrag¢ao. Seja o uma Y'-sentenca. Suponhamos que 77 F a. De ¢ ser uma

tradugao e de 7" - «, temos T' F g(«). Como f ¢ uma interpretagao, f(g(a)) =1. O

Lema 3.3.6. Sejam T uma -teoria, T' uma X'-teoria e B uma dlgebra de Boole.
Para toda interpretacao conservativa m: T — B, se f: T ~~ T e g: T' ~ T sao

tradugoes tais que mo f =mo g, entao f ~ g.

Demonstragao. Seja o uma >'-sentenga. Dai, m(f(a)) = m(g(a)). Como m é uma

interpretagao conservativa, T+ f(«a) <> g(«). Como « é arbitraria, f ~ g. O

3.3.1 O funtor L: da Légica para a Algebra

Na sequéncia, faremos uma construgao usando quocientes muito semelhante ao
que fizemos para algebras de Boole. Esta semelhanca, apesar de sutilezas proprias
do contexto, reside no fato de que os aspectos importantes por tras da construcao do
quociente estao, em ambos os casos, das algebras de Boole e das algebras sentenciais,

baseadas na Algebra Universal.

Definigao 3.3.7. Seja T uma Y-teoria e Sent(X) a algebra sentencial sobre X.

Definimos a rela¢ao =r, dita relagao induzida por 7' em Sent(X), por
a=r [ se, e somente se, T Fa<+ [,

para todas as sentengas «, 3 € Sent(2).

Lema 3.3.8. A relagao =7 sobre sentencas de ¥ é uma congruéncia, i.e., € uma

relagdo de equivaléncia e, se « =7 o e f =7 (3, entao
avp=rad vy, anB=rad Af e —a =p .

Demonstracao. Primeiro, provaremos que é uma relacao de equivaléncia.
(reflexividade) Como T+ o — a, de a-introdugao, obtemos 7' «a - a.
(simetria) Segue das leis de A-eliminagao e A-introdugao.

(transitividade) Suponhamos que T+« <> B e T F ( <> . Pela A-eliminagao,

THa— pBeTk S — 7. Pelo Teorema da Deducgao, temos T, o = . Fortificando o

antecedente de um sequente nao muda a conclusao. Logo, T, a F 5 — 7. De MPG,

T, ot 7. Pelo Teorema da Deducgao, T'+ o — . Similarmente, T+ v — a.
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Vamos mostrar que a relacao preserva A. Para v e = é similar. Suponhamos
que THa <+ o eTkH <+ f. Pela r-eliminacao, T,a A S ae T a — o. Por
MPG, T,a A S F . Similarmente, T, a A B F (. Pela A-introducao, T, o Ak o' A /.
Pelo Teorema da Dedugao, T'+ (o A 8) — (&/ A ). Repetindo da mesma forma,
obtemos T'F (a/ A ') — (a A ). Pela a-introdugao, T+ (a A B) <> (¢/ A 5'). O

Dada T uma Y-teoria e uma Y-sentenga o, denotamos a classe de equivaléncia

de a, na relacao =r entre Y-sentencas, por
[a]r == {vy € Sent(X2) | v =r a}

e o conjunto quociente, de todas as classes de equivaléncia, é denotado por L(T).
Assim como no contexto de algebras de Boole, o calculo proposicional da teoria T
induz no conjunto quociente L(7") uma estrutura de algebra de Boole. No que segue,

escrevemos [a] no lugar de [a]r. Em concordancia, escrevemos = no lugar de =r.

Proposicao 3.3.9. O conjunto quociente L(T') com as operagées definidas por

[ v pl:=lav Bl [an[fl=lanp] e —laf:=[a]

e constantes por
Oy =[] e lumy :=[T],

¢ uma dlgebra de Boole.

Demonstracao. As operagoes estao bem-definidas ja que = é uma congruéncia. Como
no quocientes de dlgebras de Boole, os axiomas de algebras de Boole sao satisfeitos
pela maneira como as operagoes foram definidas em L(7T) e segue de propriedades

bésicas do calculo proposicional. Por exemplo, dadas duas -sentengas « e f3,

[a] v [B] = [a v 5]
={v[rv=(avp)}
={7|TFy< (avp)}
={7|TFy< (Bva)}
={v|lv=@Bva)}
=[Bva]=[f]v[a],

ou seja, a operacao v em L(T') é comutativa. Observamos que, pela maneira como

as constantes L e T foram introduzidas, temos Or(ry # 1r(7). O

Definicao 3.3.10. Chamamos L(T'), visto como a algebra de Boole da proposi¢ao

acima, de dlgebra de Lindenbaum—Tarski. Neste caso, o mapa quociente

gr: T — L(T), aw— |al,
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¢ a Unica extensao homomorfica para a éalgebra Sent(X) da fungdo ¢r: ¥ — L(T)

definida, para todo p € X, por ¢r(p) = [p]-
Lema 3.3.11. O mapa qr: T — L(T) € uma interpretacao conservativa e sobrejetiva.

Demonstracao. A sobrejetividade sai diretamente de como ¢r é definida e estendida.

Vamos provar que é uma interpretacao conservativa. Seja o uma sentenca. Dali,

THFa & TFT &
& qr(a) =[a] = [T] = 1yq). N

Proposicao 3.3.12. Seja T uma X-teoria. Entao, para toda dlgebra de Boole B e
interpretagio f: T — B, existe um tunico homomorfismo f: L(T) — B que faz o

diagrama
T — 5 L(T)
f 57
B

comutar, ou seja, foqr = f.

Demonstracao. Sejam T uma Y-teoria, B uma algebra de Boole e f: T" — B uma
interpretacdo. Entdo, a algebra de Lindenbaum-Tarski L(7) e o mapa gr recém

considerados garantem parte do resultado. Em seguida, vejamos que a regra

frL(T) = B, [a] = f(a),
da origem a uma fungao bem-definida. Com efeito, se [a] = [§], entdo a = 3, ou
ainda, T'F « «<» . Como f é uma interpretagao, f(a <> ) = 1. Logo, f(a) = f(5).
A checagem de que f é um homomorfismo é rotineira. Finalmente, dada uma
Y-sentenca « arbitraria, f(a) = f([a]) = (f o ¢r)(a), o que prova que o diagrama
comuta. Seja g: L(T) — B uma funcao tal que g o gr = f. Logo, dado [a] € L(T),
g([a]) = f(a) = f([a]). Dai, da sobrejetividade de g7, temos g = f. O]

Nossa jornada esta prestes a entrar num momento de climax. Ha varios indicios
de que existe uma relagao bastante profunda entre algebras de Boole e teorias. Uma
das formas matematicas, modernamente, de enunciar esse fato se relevando aos
nossos olhos é que ha uma relacao funtorial entre as categorias envolvidas.

Em Teoria de Categorias, mostrar que uma correspondéncia é funtorial equivale
a comecar a mostrar que uma parte de um reino matematico esta conectada com
uma parte de um outro reino mateméatico; um passo para se encontrar uma ponte.

A adjetivacao “funtorial” é derivada da nogao de funtor. Um funtor F': C — D

entre categorias C e D ¢é constituido por dois mapas, um a nivel de objetos e
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um a nivel de setas. Entretanto, ambos os mapas sao denotados por F, o que
geralmente nao causa confusao. O mapeamento entre objetos nao precisa satisfazer
nada especifico. Se X é um objeto em C, denotamos o objeto mapeado em D por
F(X). A caracteristica essencial de um funtor esta na exigéncia homomdrfica sobre

o mapa entre setas. Mais precisamente, F' ser funtor covariante significa que
e [ preserva identidades, i.e., para todo objeto X em C, F(idx) = idp(x).

e Se f e g sao setas entre certos objetos em C tais que faz sentido compor g o f,

entdo F preserva a composicao, i.e., F(go f) = F(g) o F(f).

Quando o mapa “inverte a ordem da composi¢ao”, ou seja, F(go f) = F(f) o F(g),
dizemos que F' é um funtor contravariante. Voltemos agora ao nosso estudo de
teorias proposicionais e a relagao delas com algebras de Boole.

Motivados, nosso objetivo agora é tentar encontrar um funtor de uma categoria
para a outra. Notemos que a construgao que gera a algebra de Lindenbaum-—Tarski
comega com uma teoria proposicional dada e termina com uma algebra de Boole.
Portanto, vamos tentar obter um funtor L da categoria Th para a categoria Boole.

O candidato a funtor, L, leva cada teoria T' na &lgebra de Boole L(T). Ja
conseguimos um mapeamento entre objetos. Vamos tentar obter um mapeamento
entre setas. O funtor tem que levar tradugoes f: T ~» T’ em homomorfismos

L(f): L(T) — L(T"). Com este fim em mente, estudaremos o diagrama a seguir:

T —«/\/\/\/\/\/\/‘\f/wvvvw} T,
qr ar!
LTy - e

Notemos que como gy o f é uma interpretacao de T em L(7T"), a Proposigao
3.3.12 nos permite afirmar que existe um tnico homomorfismo L(f): L(T) — L(T")

tal que L(f) o qgr = qrv o f, ou seja, que para toda Y-sentenca «,

L) = L{f)(gr(a)) = gr (f(@)) = [f(@)].

A identificacao de setas em Th é feita a partir de uma nocao ligeiramente
diferente do critério conjuntista de identidade de fungoes usual. Por isso, falta checar
se 0 mapeamento entre setas estd bem-definido, ou seja, se dadas duas tradugoes f e
g tais que f ~ g (sinonimas), temos L(f) = L(g). Com efeito, seja o uma Y-sentenga
arbitraria. Segue de f ~ g que T" F f(a) <> g(«). Como gy € uma interpretacao de T”
em L(T"), temos que g/ (f(«) <> g(«)) = 1. Equivalentemente, g/ (f(«)) = g (g()).
Usando que o diagrama comuta e que « era arbitraria, L(f) o gr = L(g) o gr. Da

sobrejetividade de gr, concluimos que de fato L(f) = L(g). Finalmente, a unicidade
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a respeito da comutacao do diagrama garante que o mapa L entre setas em Th
preserva identidades e composicao.

Finalmente, conquistamos o funtor L: Th — Boole que leva uma teoria T
em sua algebra de Lindenbaum-Tarski associada e uma tradugao f: T ~» T’ em um
homomorfismo L(f) definido, para toda -sentenca «, por L(f)([a]) = [f(«)].

3.3.2 O funtor T: da Algebra para a Légica

Na subsecao anterior, encontramos uma via de mao tnica do mundo das teorias
proposicionais para o mundo das algebras de Boole. Em seguida, faremos o caminho
contrario, estudando alguns resultados basilares até chegarmos em um funtor 7' que

vai da categoria das algebras de Boole para a categoria das teorias.

Definigao 3.3.13. Seja B uma algebra de Boole. Tomamos o conjunto X := B e a
funco ep: Sent(Xp) — B como a unica extensao homomorfica da funcao identidade
idg: ¥ g — B ao conjunto Sent(Xg). Assim, definimos a ¥.p-teoria T induzida

por B como o par (T, Xp) em que X = B e Ty é definido indiretamente por
TpF o se, e somente se, ep(a)=1

Pelas definigoes que fizemos, obtemos que a fungao ep: Sent(Xp) — B é uma

interpretacao conservativa diretamente.
Lema 3.3.14. O mapa eg: Tg — B € uma interpreta¢ao conservativa.

Proposicao 3.3.15. Seja B uma dlgebra de Boole. Entao, para toda -teoria T e

interpretacio f: T — B, existe uma tnica traducdo f: T ~ Ty que faz o diagrama

comutar, ou seja, ego f = f.

Demonstracao. Sejam T uma >.-teoria e f: T" — B uma interpretagao. Entao f
¢ uma funcdo de Sent(X) em 3p. Tomamos a inclusdo ig,: X¥p — Sent(Xp) e
definimos f = f oiy,: Sent(X) — Sent(X3). Vemos is, como a identidade em B,
correstringindo o dominio. Dai, podemos inverter a seta, a qual correstrita coincide
em B com ep. Assim, obtemos que o diagrama comuta, eg o f = f.

Como Y = B, a funcao f pode ser vista como uma reconstrucao de > em Yp.
Enquanto vista como tal, a denotaremos por f: ¥ — Y. Como ep ¢ a identidade

sobre Y5 = B, trivialmente obtemos que o diagrama comuta, ou seja, eg o f = f.
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De modo similar a proposicao anterior, isto ja garante a unicidade de f em relacdo
a comutatividade do diagrama.

Vamos mostrar que f é uma traducdo de 7' em Tx. Seja o uma X-sentenca
tal que 7' a. Como f é uma interpretacdo, f(a) = 1. Do diagrama, eg(f(a)) = 1.
Como ep ¢é conservativa, Tg - f(a). Portanto, f é uma traducdo.

Falta mostrar a unicidade a menos de sinonimia. Seja g: T ~» Tg outra tradugao
tal que ego g = f. Seja p € ¥ g = B. Entao, como ep é interpretacao, em particular

é¢ um homomorfismo. Dai,

es(g(p) < F(p)) = es(9(p)) <> en(f(p) = f(p) & f(p) = 1,
e por definicio g(p) <+ f(p) € T. Dai, T F g(p) <+ f(p). Logo, g ~ f. ]

Construimos um um mapeamento a nivel de objetos entre as categorias que
leva cada algebra de Boole B em uma teoria Tz. Vamos procurar um mapeamento
entre setas. Notemos que um homomorfismo f: B — A de algebras de Boole induz

uma tradugao T'(f): Tp — Ta. Para isso, consideremos o diagrama abaixo:

Como foepg éuma interpretacao de Tg em A, a Proposicao 3.3.15 nos permite
afirmar que existe uma unica traducao T'(f): Tp ~» T4 tal que eq o T'(f) = foep.
A unicidade a respeito da comutacao do diagrama garante que o mapa 1’ preserva
identidades e composicao.

Desse modo, obtivemos um segundo funtor, 7": Boole — Th que leva cada
algebra de Boole B em uma teoria T e cada homomorfismo f: B — A em uma
traducao T'(f): T ~~ Ty.

3.3.3 Teorema de Lindenbaum-Tarski

Agora que ja entendemos o que sao funtores e quais os funtores envolvidos
nesse caso, voltemos a funtorialidade da relacao entre Th e Boole. Vamos perseguir
o seguinte resultado: queremos dizer que, em certo sentido, as categorias Th ¢ Boole
podem ser vistas como a mesma. Para isso, precisamos de um critério de identidade
entre funtores, o que ficara mais claro no decorrer do texto. Este critério nao pode ser
nem forte demais, a ponto de nao permitir dizer aquilo que gostariamos de dizer, nem
fraco demais a ponto de muitas categorias passarem a se identificar, contrariando
nossa intui¢ao de que isso nao deveria acontecer em certos casos. O critério utilizado

para tal na literatura se apoia na nogao de naturalidade.
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Dados dois funtores F': C — D e G: C — D, uma transformacao natural

n: F = G é uma familia de mapas que satisfaz:
e Para cada objeto X em C, ha um morfismo ny: F(X) — G(X) em D.

e Para cada morfismo f: X — Y em C, o diagrama

nx ny

comuta, isto &, G(f) o nx = ny o F(f).

Se F' e (G forem contravariantes, a direcao das setas horizontais sao revertidas. Ainda,
dizemos que uma transformacao natural n: F' = G é um isomorfismo natural se
para cada objeto X em C, o morfismo associado nx é um isomorfismo em D. Se
existe um isomorfismo natural entre F' e G denotamos F' = G.

Para enunciarmos a nocao de equivaléncia de categorias, ainda precisamos de
dois ingredientes. A composicio de funtores F' e (G, denotada por F' o G ou FG@G,
¢ simplesmente a composi¢ao mapa-a-mapa, ou seja, compomos o mapa a nivel de
objetos de F' com o mapa a nivel de objetos de GG, respeitando a ordem dada pela
notagao, F'G. Similarmente, fazemos a composi¢cao dos mapas a nivel de morfismos.
Por fim, o funtor identidade de uma categoria C, usualmente denotado por Ic,
leva cada objeto em si mesmo e cada morfismo em si mesmo. Finalmente, dizemos
que duas categorias C e D sao equivalentes, e denotamos isto por C = D, quando
existem funtores F': C — D e G: D — C tais que

GFglc e FGng

Dito tudo isso, agora temos ferramentas modernas suficientes para formalizar o
que nossa intuicao estava nos dizendo com os resultados que encontramos na jornada
até aqui. Vamos exibir dois isomorfismos naturais n: Igeole = LT € €: Iy, = TL,
provando, enfim, que Th e Boole sao categorias equivalentes.

Seja B uma algebra de Boole. Consideremos as interpretagoes eg: Tp — B, da
Proposigao 3.3.15, e q¢r, : Tp — L(Tp), da Proposigao 3.3.12. Entéo, pela Proposigao

3.3.12, existe um tinico homomorfismo f: L(T) — B que faz o diagrama

€B
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comutar, ou seja, fzoqr, = ep. Como ep é a identidade em X5 = B, entao

b=ep(b) = fulars (b)) = fu([0),
para todo b € B. Desse modo, o mapa ng: B — L(Tg) dado por b — [b] é um
candidato a inversa de f 5. Basta, para isso, que seja um morfismo da mesma categoria.
A verificagao de que ng é um homomorfismo de élgebras de Boole nao é muito
diferente do que ja fizemos anteriormente. Logo, np é um isomorfismo que satisfaz

gr, = N o ep. Vamos checar a naturalidade.
Lema 3.3.16. A familia de mapas ng: B — L(Tg) € um isomorfismo natural.

Demonstracao. Consideremos o diagrama:

f
ary B aT, » A
lTIB lTIA
LT
L(Ty) SR U A

Notemos que o quadrado de cima comuta pela definicao do funtor 7'. Similarmente,
o quadrado por baixo comuta pela definicao do funtor L. Os tridngulos laterais
comutam pela definicao de np. Finalmente, para provarmos a naturalidade, vamos

usar o morfismo f5 inverso de np. Notemos que

fofpoar,=foes
=eaoT(f)
= faoqr, o T(f)
:?AOLT<f)OQTB'

Da sobrejetividade de gr,, concluimos que f o fp=fa0LT (f). Invertendo fae

f g, obtemos que LT(f) ong =mn4 o f, como queriamos. O

Agora, construiremos o isomorfismo natural : I, = T L. Seja T uma Y-teoria.

Pela Proposicao 3.3.15, existe uma tnica tradugao ep: T' ~ T 1y que faz o diagrama

€L(T)

T L(T)

A
|
I
|
|
|
|
|

T
qr

T

comutar, ou seja, er(ry0er = gr. Vamos mostrar que e7 ¢ um isomorfismo mostrando

que ¢é conservativo e essencialmente sobrejetivo.
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Seja ov uma ¥ ()-sentenga e suponhamos que Ty (p) = ep(a). Como ep(p) € uma
interpretacao, erry(er(a)) = 1. Dai, gr(a) = 1. Como gr é conservativa, T'F «, o
que mostra que ey é conservativa.

Falta mostrar que é essencialmente sobrejetivo. Seja 8 € Sent(Xr)). Como
qr ¢ sobrejetivo, existe a € Sent(X) tal que gr(a) = err)(f). Dai, do diagrama,
er(er(a)) = erry(B). Como ey é conservativa, Ty = ep(a) <+ 3, 0 que mostra

que e7 € essencialmente sobrejetivo.
Lema 3.3.17. A familia de mapas er: T ~» Typ) € um isomorfismo natural.

Demonstracao. Consideremos o diagrama:

TWT’

erf rd

TL()
T K Ty N\ g
eLm\ eL(r) \
L(T) s L(T")

Neste caso, fazemos

€L(T) &7 © f=qrof
= L(f)oqr
= L(f)oermr oer
=enqyoTL(f)oer,

e como ey ¢ conservativo, segue que ey o f = TL(f)oer. m

Com isso, finalmente obtemos uma equivaléncia de categorias entre a categoria

das teorias proposicionais e a categoria das algebras de Boole:

Teorema 3.3.18 (Lindenbaum-Tarski). Th e Boole sdo categorias equivalentes:

Th = Boole.

Referéncias utilizadas e recomendadas

e Elementos de Teoria de Categorias: [3, 5, §|.
e Abordagem de Algebra Universal com foco em Logica: [1, 5, 7].

e Teorias proposicionais e Teorema de Lindenbaum-Tarski: [1, 2, 8, 12].
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4 RETORNO: DUALIDADE DE STONE

Neste capitulo, chegaremos ao final de nossa jornada: provaremos a Dualidade
de Stone, conectando todos os capitulos anteriores. No decorrer, provaremos o cldssico
Teorema de Representagao de Stone para dlgebras de Boole. Como consequéncia da
Dualidade de Stone, obtemos uma dualidade entre sintaxe e semdntica, retornando

as discussoes dos capitulos iniciais.

4.1 ESPACOS TOPOLOGICOS

Dentre todas as areas estudadas até agora, a Topologia, e a maneira como a
apresentaremos, ¢ o que mais se assemelha ao que matematicos conhecem e estudam
suficientemente bem em cursos de graduagao. Sendo assim, as finalidades dessa se¢ao

sao de referenciacao e breve revisao.

Definigao 4.1.1. Uma colegao 7 de subconjuntos de um conjunto X é dita uma

topologia em X se satisfaz as seguintes condigoes:

Ol. g, X er.
02. Se % é uma colegao qualquer de elementos de 7, entao | J% € 7.

0O3. Se % é uma colegao finita de elementos de 7, entdao (% € 7.

O par (X, 7), ou simplesmente X, é dito espago topologico. Cada conjunto em
7 é chamado de aberto de X na topologia 7 e um conjunto é dito fechado se, e
somente se, seu complementar é aberto. Caso um aberto seja também fechado, o
chamamos de faberto. Ainda, se x pertence a um aberto U, dizemos que U é uma

vizinhanga de z. As vezes, escreveremos espa¢o no lugar de espago topologico.

Podemos enunciar O2 e O3 de modo mais enxuto. O2 é equivalente a dizer
que 7 é fechada por unioes arbitrarias. Além disso, O3 é equivalente a dizer que 7 é
fechada por intersecdes finitas. E possivel mostrar, usando inducéo, que ser fechado
por intersegoes finitas é equivalente a ser fechado para a intersecao de cada dois
abertos. Por isso, quando queremos demonstrar que uma colecao de subconjuntos é

uma topologia, por simplicidade, fazemos isto apenas para dois conjuntos.

Proposigao 4.1.2. Seja X um espago topologico. Entao,
(a) @, X sao fechados.

(b) Se .F# € uma colegio finita de fechados, entiao | J.F € fechado.
(c) Se .F é uma cole¢ao qualquer de fechados, entao (& € fechado.

Demonstragao. Segue da definigao de topologia a partir das Leis de De Morgan. [J
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Definigao 4.1.3. Uma base para um espago topologico é um conjunto 4 de abertos

tais que, para todo aberto U e para todo x € U, existe B € # tal que x € B C U.
Teorema 4.1.4. Seja % uma cole¢ao de subconjuntos de X. Sao equivalentes:

(i) # € base para alguma topologia T em X.

(i) X=UZB edadosU,V € B execUNV, existe B€ A tal quex € BCUNV.

Além disso, T € unica, é a menor topologia que contém B e é caracterizada por

U €1 se, e somente se, U é uma unido (possivelmente vazia) de elementos de A.

Demonstragao. Nao é muito dificil provar que (i) implica (ii) recorrendo as definigoes

de topologia e de base. Vamos provar a direcao contréaria. Para isso, iremos exibir

r={U¥ ¢ c 2}

e note que, por construcao, 7 contém 4, é fechada por unides arbitrarias e contém

tal topologia. Tome

g e X. Agora, se U,V € 7, usando a hipdtese, obtemos que
Unv=(}Bez|BCcUNV}er

ou seja, T é uma topologia em X que contém Z.

Seja 7/ uma outra topologia em X que contém % e tome U € 7. Da definicao
de 7, existe € C £ tal que U = |J%. Como 7’ é topologia, é fechada por unides
arbitrarias. E como 7' contém 4, entao também contém €. Logo, U = |JF € 7'.

Portanto, 7 C 7/. Em outras palavras, demonstramos que

T = ﬂ{T' | 7' & topologia em X e & C 7'},
o que prova tanto a unicidade quanto a minimalidade. O
Definicao 4.1.5. Chamamos 7 no teorema anterior de topologia gerada por 4.

Definigao 4.1.6. Seja £ C X. Uma colecao % de subconjuntos de X é uma
cobertura de F quando E C |J%. Se a cobertura for constituida de abertos,
dizemos que é uma cobertura aberta. Dizemos que E é compacto quando, para
toda cobertura aberta ¢ de E, existe uma subcole¢ao finita 2 C € que também é

cobertura de F.

Toda colecao de subconjuntos de X que é fechada por interse¢oes satisfaz a

segunda parte de (ii) do Teorema 4.1.4 trivialmente. Assim, obtemos:

Corolario 4.1.7. Toda colecao A de subconjuntos de um conjunto X que cobre X

e € fechada por intersegoes € base para uma unica topologia em X .
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Definigao 4.1.8. Dizemos que uma colegao % de subconjuntos de X satisfaz a
propriedade da intersecao finita se, para toda subcolecdo finita 4 C %, a

intersegao (¥ ¢ nao-vazia.

Teorema 4.1.9. Um espago topoldgico X é compacto se, e somente se, para toda
colecao & de subconjuntos fechados de X, se .F satisfaz a propriedade da interse¢ao

finita, entao (.F € nao-vazio.

Demonstra¢ao. Suponhamos que X é compacto e seja % uma colecao de fechados
em X. Assuma que [|.# = @. Vamos mostrar que .% nao satisfaz a propriedade da
intersegao finita. Defina a colegdo € = {F° | F € .Z}. Como .# ¢é uma colegao de

fechados, por definigao % é uma cole¢ao de abertos. Dai, pelas Leis de De Morgan,

c
Ue={J FC:{ N F} = o =X.
FeZ FeZ

Ou seja, € é uma cobertura aberta de X. De X ser um espaco compacto, existe uma
subcobertura finita 2 C %. Entao a colegao finita ¢4 = {D° | D € 2}, novamente
pelas Leis de De Morgan, é tal que (¥ = &, e portanto X nao satisfaz a propriedade
da intersecao finita.

Reciprocamente, suponhamos que X nao é compacto. Desse modo, existe uma

cobertura aberta % que nao admite subcobertura finita. Definimos

F={U°|Uecu).

Dali, por defini¢ao, qualquer colegao finita Uy, ..., US de elementos de .# ¢é tal que
Ui, Ui # X. Por De Morgan, (_, U # @&. Ou seja, .# tem a propriedade da
intersecao finita. Mas, como % cobre X, temos que (% = &. O

Teorema 4.1.10 (Tychonoff, [3, pag. 64]). Seja { Xy} ea uma colegao de espagos

compactos. Entao, o produto [[,., Xa € compacto.

Definicao 4.1.11. Dizemos que um espaco topolégico X é Hausdorff se para

quaisquer x,y € X distintos, existem vizinhancas U de z e V' de y disjuntas.

Lembramos que um espaco X é conexo se nao pode ser expressado como
uniao disjunta de dois abertos nao-vazios. As componentes conexas de X sao os

subconjuntos conexos maximais desse espago.

Definigao 4.1.12. Seja X um espago topologico. Dizemos que X totalmente
desconexo se as tnicas componentes conexas de X sao singletons. Ainda, X é
totalmente separado se para quaisquer z,y € X distintos, existe um faberto de
X contendo x mas nao y. Por fim, X é O-dimensional se o conjunto de todos os

fabertos de X forma uma base da topologia de X.
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Definicao 4.1.13. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Uma funcao f: X — Y é dita
continua se para cada aberto U em Y, f~1(U) ¢ aberto em X. Além disso, mostra-se
que para verificar que uma funcao é continua basta checar que a pré-imagem de

elementos da base do contradominio tem pré-imagem aberta.

Lema 4.1.14. Sejam X, Y e Z espacos topologicos. Dat, valem:

(a) Funcgoes identidade sao fungoes continuas.

(b) Se f: X =Y eg:Y — Z sao fungdes continuas, entdo a composicao
gofiA—=C, aw~ g(f(a)),
€ uma fung¢ao continua.

A demonstragao segue imediatamente de propriedades elementares de imagem
inversa. Sendo assim, como para cada espago topologico X a identidade idy: X — X
é continua e composicao de fungoes continuas é continua, obtemos a categoria dos

espagos topologicos e fungoes continuas.

Definicao 4.1.15. A categoria cujos objetos sao espagos topologicos e os morfismos

sao fungoes continuas é denotada por Top.

Definigao 4.1.16. Sejam X e Y espacos topologicos. Dizemos que f: X — Y ¢é
um homeomorfismo se ¢ uma fungao continua bijetiva com inversa continua. Se
existe um homeomorfismo entre X e Y, dizemos que tais espacos sao homeomorfos

e denotamos isto por X =, Y ou, simplesmente, X =Y.

Vimos, nos capitulos anteriores, que morfismos em categorias de estruturas
algébricas parecem se comportar de modo interessante em relacao ao morfismo
inverso: se um morfismo é, como fungao, bijetiva, numa categoria “algébrica’, a
funcao inversa ¢ também morfismo. Isso nao ¢ verdade para todo tipo de estrutura

matemaética. Em particular, em Topologia, isso é falso. O exemplo classico é a funcao
f:10,2m) = R?* 6+ (cosf,sinh),

entretanto, o resultado a seguir mostra que espagos compacto Hausdorff ainda pre-
servam esse bom-comportamento dos morfismos algébricos. A prova pode ser vista

em [8, pag. 85].

Proposigao 4.1.17. Seja f: X — Y uma bijecao continua entre dois espagos

compactos Hausdorff X eY. Entdo, f € um homeomorfismo.
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4.1.1 Espacos de Stone; a categoria Stone

Definicao 4.1.18. Dizemos que um espaco topoldgico X é um espago de Stone
se for um espaco compacto e totalmente separado. A categoria cujos objetos sao

espagos de Stone e os morfismos sao fungoes continuas é denotada por Stone.

Exemplo 4.1.19. Algumas classes de exemplos de espagos de Stone:

(a) Todo espago discreto finito é de Stone.
(b) Produto de espago de Stone é de Stone.

(c) O espaco de Cantor {0,1}" & de Stone (a compacidade segue de Tychonoff).

H& maneiras equivalentes de definir espagos de Stone. Por exemplo, espagos de
Stone podem ser definidos como espagos topologicos compacto Hausdorff e totalmente

desconexos [10, pag. 69]. Enunciamos este resultado, sem provar:

Teorema 4.1.20. Seja X um espaco topoldgico. Sao equivalentes:

(i) X € um espago de Stone.
(ii) X € compacto, Hausdorff e totalmente desconexo.

(iii) X € compacto, 0-dimensional e Kolmogorov, i.e., pontos distintos podem ser

separados por algum aberto.

4.2 ALGEBRA = TOPOLOGIAP

Na secao seguinte, estudaremos a Dualidade de Stone, um teorema devido
a Marshall Stone altamente surpreendente e, para a época que foi desenvolvido,
espetacularmente inovador. Este resultado é uma ponte entre Algebra e Topologia
e, como veremos, serve como um resultado intermedidrio para conectar sintaxe e
semantica no contexto da logica cléssica.

Hoje, na literatura de Teoria de Categorias, a Dualidade de Stone é muitas vezes
estudada como um primeiro exemplo nao-trivial para motivar a nocao de dualidade
e resultados centrais em algumas areas da Matematica. Por exemplo, em Teoria de
Ordem, h& muitos resultados de representacao como o de Stone que surgiram depois
do seu trabalho e que dao origem, por conseguinte, a outras dualidades categoricas.
Além disso, em Algebras de Operadores, a Dualidade de Gelfand-Naimark é um
resultado central motivado pelos trabalhos de Stone.

Para chegarmos ao nosso objetivo de conectar Algebra e Topologia, precisamos
preparar o terreno e nos armar com as ferramentas necessérias. Isto envolvera estudar

dois novos funtores conhecidos como funtor semdntico e funtor sintdtico.
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421 O funtor S: da Algebra para a Topologia

Nesta subsecao, faremos forte uso da caracterizacao seméantica dos ultrafiltros
feita anteriormente. Muito do que faremos abaixo pode ser feito a partir de ultrafiltros,
explicitamente, ou por estados, i.e., homomorfismos da algebra de Boole de interesse

em 2. Neste texto, escolnemos o caminho a partir de estados.

Definicao 4.2.1. Seja B uma &lgebra de Boole. Definimos, para cada a € B, o

conjunto dos estados de B verdadeiros em a por
U, = {¢ € Hom(B,2) | ¢(a) = 1}.

Observacgao 4.2.2. E possivel mostrar que o conjunto %, esta em correspondéncia
biunivoca com os ultrafiltros U em B tais que a € U. Para isto, basta usar a

caracterizagao semantica dos ultrafiltros.

Lema 4.2.3. Sejam B uma dlgebra de Boole e a,b € B. Entao, valem:
(a) %avb = JZ/Q U %

(b) Uy = U O U,
(¢) U = U

Demonstrag¢ao. Provemos somente (b), pois os outros itens sao similares.

(b) Para provar que %\, = %, N %, fazemos

b € Unp dlanbd)=1
¢(a) A p(b) =1
¢la)=1 e ¢(b)=1
PEU ¢ ¢EU

O E U, N\ U, O

(I R

Em particular, {%, | a € B} é fechada por interse¢oes e 24 = Hom(B, 2). Pelo
Corolério 4.1.7, essa colegao gera uma (tnica) topologia em Hom(B,2). O espago

topologico assim obtido é chamado de espectro de B.

Definigao 4.2.4. Seja B uma algebra de Boole. Definimos o espectro de B, que
denotamos por S(B), o qual consiste do conjunto Hom(B, 2) de estados de B munido

da topologia gerada pela familia {%, | a € B}.
Lema 4.2.5. Seja B uma dlgebra de Boole. Entao, S(B) € um espago de Stone.

Demonstragao. Seja B uma algebra de Boole e seu espectro S(B). Verifiquemos que

a topologia de S(B) satisfaz as propriedades do item (iii) do Teorema 4.1.20.
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Primeiramente, observamos que & = {%, | a € B} é uma base de fabertos.
Isto segue de £ ser fechada por complementagoes e interse¢oes. Portanto, S(B) é
0-dimensional.

Além disso, S(B) ¢ Kolmogorov: De fato, se ¢1 e ¢ sao elementos distintos de
S(B), entao existe a € B tal que ¢;(a) # ¢a(a). Trocando a por —a caso necessario,
podemos assumir que ¢;(a) = 1 e ¢a(a) = 0. Deste modo, %, ¢ um aberto que
contém ¢; mas nao ¢s.

Agora, vamos provar que S(B) é compacto. Seja .# uma subcolegdo de A
satisfazendo a propriedade da intersecao finita. Tomemos o conjunto F' dos elementos
b € B tais que

NN C U,

para alguns 71,..., %, € #. Por constru¢ao, F' é um filtro proprio em B. Sendo
assim, o Lema do Ultrafiltro garante a existéncia de um estado ¢: B — 2 tal que
¢(a) =1 para todo a € F.

Mostremos que ¢ € [|.%#. De fato, dado ¥ € .%, como S(B) \ ¥ é aberto em
S(B) e # é uma base para a sua topologia, entao existe uma colegdo A C B tal que
S(B)\ 7V =U,cs %, Assim, pelo Lema 4.2.3, temos que ¥ = (), 4 %-a- Portanto,
para todo a € A temos que —a € F e portanto ¢(—a) = 1, ou seja, ¢ € %,.
U, =V, como

queriamos. ]

acA

Como isso ¢ vélido para todo a € A, concluimos que ¢ € (),c4

Mostramos agora que a toda algebra de Boole B, ha um espaco de Stone S(B)
associado. Veremos que essa correspondéncia é o mapa a nivel de objetos de um funtor
de S: Boole — Stone. O mapa a nivel de morfismos, para cada homomorfismo

f: A — B entre algebras de Boole A e B, é definimo como
S(f): S(B) = S(A), ¢—=¢of
que é continua. Com efeito, dado um aberto basico %, de S(A), temos que

S() %) =10 € S(B)| do [ €U}
={¢ € S(B) | ¢(f(a)) = 1} = U a),

ou seja, S(f)"H(%,) ¢ um aberto em S(B).

Vamos mostrar agora que S: Boole — Stone é um funtor contravariante
que leva algebras de Boole em espagos de Stone, B +— S(B), e homomorfismos
entre algebras de Boole em funcgoes continuas entre os espacos de Stone associados,
f = S(f), porém na ordem contraria.

Seja B uma algebra de Boole e idg: B — B 0 homomorfismo identidade de B.
Entéao, para todo ¢ € S(B),

S(idp)(¢) = ¢ oidp = ¢ = ids(n)(9),
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ou seja, S preserva identidades. Agora, sejam dois homomorfismos f: A — B e
g: B — C. Dai, para todo ¢ € S(C), temos

S(go f)(¢) =do(gof)
(pog)of
g)(@)o f

(
FS(9)(9)) = [S(f) e S(9)l(¢)

e}

S(
S(

o que mostra que S(go f) = S(f) o S(g) e, portanto, S é um funtor contravariante.

422 O funtor K: da Topologia para a Algebra

Na subsec¢ao anterior, encontramos o funtor S: Boole — Stone. Podemos
entender esse funtor como topologizando um objeto algébrico. Agora, vamos na
diregao contréaria. A cada espaco de Stone associaremos uma algebra de Boole e a

cada fungao continua associaremos um homomorfismo: um processo algebrizante.

Definigao 4.2.6. Seja X um espago topologico. Definimos a algebra caracteristica

de X, denotada por K (X), como o conjunto dos fabertos do espago X.
Lema 4.2.7. Seja X um espago de Stone. Entao, K(X) € uma dlgebra de Boole.

Demonstracao. Intersecao finita, uniao finita e complementacao de faberto é ainda
um faberto. Como K(X) C P(X), entdo K(X) é uma subélgebra de Boole de P(X),

ou seja, ¢ uma algebra de Boole com as operagoes conjuntistas de P(X). O]

Assim, a cada espago de Stone X associamos sua algebra caracteristica K (X).
Este ¢ o mapeamento a nivel de objetos de um funtor K : Stone — Boole. O mapa
a nivel de morfismos, para cada fungao continua f: X — Y entre espacos de Stone

X eY, é definimo como
K(f): K(Y) = K(X), U f71(U),

o qual ¢ um homomorfismo de algebras de Boole. Isto segue das propriedades de

imagem inversa. Por exemplo, dados U,V € K(Y), temos que

ouseja, K(f)(UNV) = K(f)(U)NK(f)(V). Para uniao e complementagao ¢ analogo.
Por fim, vamos mostrar que K : Stone — Boole ¢ um funtor contravariante

que leva espagos de Stone em &lgebras de Boole, X — K(X), e fungdes continuas
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entre espagos de Stone em homomorfismos entre algebras de Boole, f — K(f),
porém na ordem contréria.
Seja X um espaco topologico e idx: X — X a identidade de X. Entao, para
todo U € K(X),
K(idx)(U) = id¥' (U) = U = idg(x)(U),

ou seja, K preserva identidades. Agora, sejam duas fungoes continuas f: X — Y e
g: Y — Z. Dai, para todo U € K(Z), temos

K(go f)(U)=(go f)"'(U)
= [N g7H(U))
)g~H(U))
NEK(9)(U)) = [K(f) o K(g9)(U),

o que mostra que K(go f) = K(f)o K(g) e, portanto, K é um funtor contravariante.

4.2.3 Dualidade de Stone

Vamos finalmente provar o resultado conhecido como Dualidade de Stone. Para
isso, precisamos introduzir a no¢ao de dualidade. Dizemos que uma categoria C é
dual a uma categoria D se C = D°?, onde D’ é a categoria oposta de D, com
os mesmos objetos que D porém com as setas de D na ordem contraria. Neste caso,
dizemos que existe uma dualidade entre C e D. Uma maneira de provar a Dualidade
de Stone é exibir dois isomorfismos naturais 7: Igeole = K S € €: Istone = SK, com
S e K sendo funtores contravariantes. Facamos isso.

Comecgamos exibindo a transformagao n: Igeole = K S € demonstraremos, em

seguida, que é um isomorfismo natural. Dada uma &lgebra de Boole B, definimos
ng: B— KS(B), a— Y,

em que %, ={¢ € S(B) | ¢(a) = 1}. Vamos mostrar que ng ¢ um isomorfismo e com
isso obteremos o famoso Teorema de Representacdo de Stone. Segue diretamente
do Lema 4.2.3 que np — K S(B) ¢ um homomorfismo. Basta provarmos que ¢ uma
bijegao.

Sejam a,b € B tais que a # b. Entao, pelo Lema do Ultrafiltro, existe um
estado ¢: B — 2 tal que ¢(a) # ¢(b). Logo, np(a) # np(b), i.e., ng é injetivo.

Por fim, vamos mostrar que np ¢ sobrejetivo. Seja U um faberto de S(B).
Em particular, U é um aberto e, sendo assim, existe um subconjunto A de B
tal que U = J,cq4 % Além disso, como U ¢é fechado no espago compacto S(B),
segue que U é compacto. Portanto, existe um nimero finito de elementos de A,
digamos a1, ..., a,, tais que U = |J_, %,,. Definindo b = /], a;, como np ¢ um

homomorfismo, ng(b) = U, i.e., ng é sobrejetivo.
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Teorema 4.2.8 (Teorema de Representacao de Stone). Toda dlgebra de Boole B €

1somorfa a uma subdlgebra de alguma dlgebra de Boole poténcia.

Demonstra¢ao. Tomemos X = S(B). Dai, B 5 a +— %, € P(X) ¢ um homomorfismo
de algebras de Boole cuja correstrigdo a K (X) coincide com 7p. Sendo assim, K (X)

é uma subéalgebra de P(X) que é isomorfa a B, donde segue o resultado. O
Lema 4.2.9. A familia de mapas ex: X — KS(X) € um isomorfismo natural.

Demonstracao. Seja f: A — B um homomorfismo e considere o diagrama:

A f s B

74
KS(A) SIS KS(B)
Seja a € A. Por defini¢ao, temos que ng(f(a)) = %) e que na(a) = %,. Dai,

KS(f)(nala)) = KS(f)(%.)
= S(f)" (%)
= U ) = nB(f(a)),

e como a era arbitrario, KS(f)ona =ngo f. m

Agora, vamos exibir a transformacao ¢: Isione = SK e demonstraremos, em
seguida, que é um isomorfismo natural. Dado um espago de Stone X, para cada

x € X, definimos
O K(X) =2, Uw xu(x),

em que Xy € a funcao caracteristica de U. Nao é dificil verificar que, para cada x € X,

¢, € um homomorfismo. Por exemplo, se x € X e U é um faberto de X, entao

0:(U)=1 & xpe(z)=1
& xeUs
&S xgU
< xulr)=0
& $.(U) =0,

o que prova que ¢, (U) = =¢,(U). Para unido e intersegao ¢ similar.

Assim, dado um espago de Stone X, definimos o mapa

ex: X = SK(X), x> ¢y,
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o qual € um homeomorfismo. Com efeito, como X é um espaco de Stone, entao é
compacto e totalmente separado. Logo, ¢ compacto Hausdorff. Dai, para mostrarmos
que £x é um homeomorfismo, basta mostrarmos que é uma bijecao continua.

Sejam x,y € X tais que x # y. Como X é um espago de Stone, existe um
faberto U de X tal que x € U e y ¢ U. Sendo assim, ¢,(U) = 1, mas ¢,(U) = 0.
Logo, ¢, # ¢y, i.e., ex € injetiva.

Agora, seja ¢ um estado em K(X) e facamos
F = {U e K(X) | 6(U) = 1}.

Como 1g(xy = X e ¢ ¢ um homomorfismo, ¢(X) = 1. Logo, X € .#. Segue também
de ¢ ser um homomorfismo que % tem a propriedade da interse¢ao finita. Como
X é compacto, [|.# é nao-vazio. Seja z € [|.Z#. Seja U € K(X) tal que ¢(U) = 1.
Entao U € %. Como z € [).%, entdo x € U, ou seja, ¢,(U) = 1. Similarmente, caso
»(U) =0, entdao ¢,(U) = 0. Portanto, ex(z) = ¢, = ¢, i.e., ex € sobrejetiva.

Por fim, vamos ver que £x é uma fun¢ao continua. Facamos temporariamente
B = K(X). Entao, cada aberto basico em S(B) ¢ da forma

%V = {¢ € HOI’H(B,Q) | Qb(V) = 1}a
para algum V' € B. Dai, temos que

ex (%) ={r € X |ex(z) € U}
={veX | e}
— e X [6.V) = 1}
={zeX|zeV}=V

que é um faberto em X. Em particular, V' é um aberto em X, i.e., ex é continua.
Teorema 4.2.10. Todo espaco de Stone é o espectro de alguma dlgebra de Boole.

Demonstragao. Tomemos B = K (X). Entao, como B ¢ uma algebra de Boole, S(B)
¢ um espaco de Stone. Além disso, como X é um espago de Stone e e: X — SK(X)
¢ um homeomorfismo, a menos de isomorfismo na categoria Stone, X ¢ o espectro
da algebra de Boole B. O]

Lema 4.2.11. A familia de mapas ex: X — SK(X) € um isomorfismo natural.

Demonstracao. Seja f: X — Y uma funcao continua e considere o diagrama:
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Seja x € X. Por definicao, temos que ey (f(x)) = ¢fu) € que ex(v) = ¢,. Dali,

SK(f)(ex(x)) = SK(f)(¢x)
= ¢5@) = ev(f(@)),

e como x era arbitrario, SK(f)oex = ey o f. ]

Com isso, provamos o famigerado teorema que buscavamos durante o trabalho
todo. A Dualidade de Stone, portanto, afirma que a categoria das algebras de Boole

é dual a categoria de espagos de Stone.

Teorema 4.2.12 (Dualidade de Stone). Boole e Stone sao categorias duais:

Boole = Stone®”.

4.3 SINTAXE = SEMANTICA°P

Retornamos, nesta se¢ao, ao Teorema de Lindenbaum—Tarski, para discutirmos,
sob a luz da Dualidade de Stone, o que estes teoremas tém a ver com sintaze e
semdntica. Antes, provaremos um resultado para motivar. Dada uma X-teoria T,

definimos a colegao dos modelos de T' por Mod(T).

Teorema 4.3.1. Seja T uma X-teoria. Entao,
Hom(L(T),2) Zget Mod(T')
a partir da bijecao
®: Hom(L(T),2) — Mod(T), ¢ ¢oqr.

Demonstragao. Nao ¢ dificil ver que ® esta bem definida. De fato, se ¢ € Hom(L(T'), 2)
entdo ¢ e gr sao homomorfismos de algebras (do tipo dado pelos simbolos légicos), e
portanto ¢ o gr é uma valoracao. Além disso, se T F « entao T'F 1 <+ «, e portanto

gr(1) = gr(a). Como 117 = gr(1), entao
o(gr(@)) = ¢(ar(1)) = ¢(1rr)) = 1,

o que mostra que ¢ o qgr ¢ modelo de T', como queriamos.

A sobrejetividade da funcao ® segue da parte de existéncia da propriedade
universal da algebra de Lindenbaum, Proposi¢ao 3.3.12: Se f é um modelo de T',
entdo em particular é uma interpretacao (pelo Lema 3.3.2), e portanto existe um
homomorfismo f: L(T) — 2 tal que f o gr = f, ou seja, ®(f) = f.

Similarmente, a injetividade de ® segue da parte de unicidade da mesma

propriedade universal. O
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O Teorema de Lindenbaum—Tarski afirma que Th = Boole e a Dualidade de
Stone que Boole = Stone. Usando a transitividade da relacao de equivaléncia de

categorias, =, obtemos o nosso tltimo grande resultado:
Teorema 4.3.2 (Lindenbaum-Tarski-Stone). Th e Stone sao categorias duais:
Th = Stone.

Esta dualidade pode ser vista como uma ponte entre sintaxe e seméntica. Aqui,
Th representa a sintazre, enquanto que Stone representa a semdntica, no contexto
da logica proposicional. Por esse motivo, ha quem chame os funtores S e K de funtor
semantico e funtor sintéatico, respectivamente |8, pag. 86]. Discutiremos mais sobre

essa dualidade na préxima e tltima subsecao deste texto.

4.3.1 Comentarios gerais sobre sintaxe e semantica

Ha varios motivos para essa dualidade ser pensada como uma conexao entre
sintaxe e seméntica e isso envolve, claro, boa parte dos comentérios que fizemos
ao longo do texto. Como mencionamos no capitulo de Algebra Universal e no de
Logica, entendemos teorias proposicionais como objetos sintaticos. J& espacos de
Stone parecem ter natureza semdntica.

Dada uma élgebra de Boole B, vimos na subsecao de algebras de Boole que
Ult(B) = Hom(B, 2), isto ¢, os ultrafiltros em B estdo em correspondéncia biunivoca
com os estados de B. Este resultado por si s6 j4 permite pensarmos que espacos de
Stone sao, quando definidos via ultrafiltros, tabelas-verdade (possivelmente infinitas)
interpretando elementos de uma algebra de Boole. No nosso caso, que definimos
espacos de Stone a partir de estados, parece que a correspondéncia nao é tao apelativa.

Entretanto, o Teorema 4.3.1 afirma que Hom(L(T'),2) =get Mod(T'), ou seja, a
intuicao de que pareciam tabelas-verdade, via este resultado, se concretiza. De fato,
espacos de Stone, definidos via ultrafiltros ou estados, estao associados a modelos de
uma teoria proposicional.

Sob este ponto de vista, o Teorema de Lindenbaum—Tarski—Stone afirma, via

Teoria de Categorias, que a sintaxe da logica proposicional é dual a seméantica.

Referéncias utilizadas e recomendadas
e Revisao de Teoria de Conjuntos, Topologia e espagos de Stone: [3, 8, 9].
e Elementos de Teoria de Categorias: [3, 5, §|.
e Teorema de Representacao de Stone e Dualidade de Stone: |2, §].

e Dualidade entre sintaxe e seméantica: [8].
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta monografia, estudamos a relacao entre Logica e outras areas, como a
Algebra e a Topologia, numa épica jornada, culminando na prova da Dualidade de
Stone. Além disso, vimos que as teorias proposicionais estao em correspondéncia
com as algebras de Boole, fornecendo uma equivaléncia de categorias. Estes dois
fatos juntos nos permitiram revelar uma ponte formal entre sintaxe e seméantica.

A pesquisa na interface entre Algebra e Topologia, e entre Logica e outras
areas, avangou bastante desde os trabalhos de Stone. Por exemplo, o livro [10] do
matematico Peter Johnstone apresenta, numa proposta similar a nossa, porém mais
proxima da pesquisa matematica atual, uma formulagao moderna das ideias de Stone
e suas consequéncias.

O que essa jornada nos mostrou é que aquilo que achamos conhecer pode
ser somente uma faceta de algo muito mais complexo. Nos deparamos com véarios
conceitos, objetos e teorias na pratica cientifica. Talvez os problemas em aberto
da ciéncia, hoje, dependam de olharmos para eles por um outro angulo, através de
pontes vindas de outros reinos. Esperamos que esse trabalho inspire outras pessoas
a olharem para o mundo de uma forma mais plural, inclusiva e curiosa.

Por fim, observamos que — sobre tudo aquilo que estudamos e os resultados
que obtivemos — talvez o mais pertinente a se dizer ja foi dito ha muito tempo atrés

e esta na epigrafe da introducao: “we must always topologize”.
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