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RESUMO

O método de lattice-Boltzmann (LBM) ganhou notoriedade no meio acadêmico nas
últimas décadas, em decorrência do seu algoritmo simples, alta eficiência computa-
cional e capacidade de lidar com geometrias e condições de contorno complexas de
forma eficiente. Além disso, esse método é bem adaptado para implementações para-
lelas, o que o torna eficaz em simulações de grande escala. Em sua forma original, o
LBM estava restrito à aplicação em escoamentos incompressíveis e isotérmicos, tendo
aplicação limitada na modelagem de problemas aerodinâmicos e aeroacústicos. Es-
tudos mais recentes, no entanto, expandiram a aplicabilidade do LBM para lidar com
uma variedade de situações mais complexas, incluindo escoamentos compressíveis,
escoamentos turbulentos e problemas envolvendo transferência de calor. O presente
trabalho visa implementar uma estratégia de refino de malha para o método de lattice-
Boltzmann, com o objetivo de avaliar sua eficiência e acurácia para escoamentos baixo
número de Reynolds. Para tanto, implementou-se o algoritmo de refino de malha local
proposto por Rohde et al. (2005), visando aproveitar sua estrutura simples e proces-
sos de interpolação e extrapolação que conservam a massa local. Validou-se essa
estratégia através da simulação de problemas bem estabelecidos na literatura, como
o escoamento de Poiseuille, o problema da cavidade quadrada, o escoamento interno
ao redor de um cilindro quadrado, o escoamento externo ao redor de um cilindro e o
escoamento ao redor de uma esfera. Os resultados advindos das simulações com a
técnica de refino de malha demonstram ótima conformidade com resultados numéri-
cos e experimentais encontrados na literatura.

Palavra-chave: Método de lattice-Boltzmann. Refino de malha. Simulação numérica.



ABSTRACT

The lattice-Boltzmann method (LBM) has gained notoriety in the academic community
in recent decades due to its simple algorithm, high computational efficiency, and ability
to efficiently handle complex geometries and boundary conditions. Additionally, this
method is well-suited for parallel implementations, making it effective for large-scale
simulations. In its original form, the LBM was restricted to applications in incompress-
ible and isothermal flows, with limited applicability in modeling aerodynamic and aeroa-
coustic problems. More recent studies, however, have expanded the applicability of the
LBM to handle a variety of more complex situations, including compressible flows, tur-
bulent flows, and problems involving heat transfer. The present work aims to implement
a mesh refinement strategy in the lattice-Boltzmann method, with the objective of eval-
uating its efficiency and accuracy for external flow problems at low Reynolds numbers.
For this purpose, the local mesh refinement algorithm proposed by Rohde et al. (2005)
was implemented, aiming to take advantage of its simple structure and interpolation
and extrapolation processes that conserve local mass. This strategy was validated
through the simulation of well-established problems in the literature, such as Poiseuille
flow, the square cavity problem, internal flow around a square cylinder, external flow
around a cylinder, and flow around a sphere. The results from the simulations using
the mesh refinement technique demonstrate excellent conformity with numerical and
experimental results found in the literature.

Keywords: Lattice-Boltzmann method. Grid-refinement. Numerical simulation.
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1 INTRODUÇÃO

Os métodos numéricos são ferramentas cruciais para a resolução de proble-
mas em engenharia, haja vista que possibilitam a otimização de custos, recursos e
tempo de trabalho durante a execução de um projeto. No escopo das indústrias ae-
ronáutica e aeroespacial, os escoamentos externos costumam ser um aspecto crítico
nos projetos, de tal forma que os métodos da dinâmica dos fluidos computacional,
ou Computational Fluid Dynamics (CFD), são amplamente difundidos no processo de
desenvolvimento de produto (CHUNG, 2002).

No contexto da mecânica dos fluidos, é possível identificar três abordagens
principais para se modelar o comportamento de um fluido durante o escoamento: a
abordagem macroscópica, microscópica e a mesoscópica. Cada uma dessas aborda-
gens podem ser utilizadas para a interpretação de problemas distintos e resultam na
derivação de equações governantes características (KRÜGER et al., 2017).

A abordagem macroscópica trata o fluido como um meio contínuo e descreve
o comportamento do fluido em termos de variavéis médias, como densidade, pressão,
temperatura e velocidade, sem levar em consideração as características individuais
das partículas que compõem o fluido. Essa abordagem é especialmente útil em situa-
ções em que o comportamento de moléculas ou átomos não são de interesse imedi-
ato, e a atenção está voltada para comportamentos observáveis em uma escala mais
ampla, como em estudos de engenharia, aerodinâmica, hidrodinâmica e muitas outras
aplicações práticas (FOX et al., 2018).

As equações fundamentais que governam o comportamento macroscópico
dos fluidos incluem as equações de Navier-Stokes, isto é, as equações de conser-
vação da massa, da quantidade de movimento e da energia. A principal técnica nu-
mérica para resolver as equações de Navier-Stokes é o método dos volumes finitos
(MVF), que divide um domínio em pequenos volumes de controle, e resolve essas
equações na forma integral para cada um destes volumes. Além disso, outras técni-
cas comumente empregadas para a solução numérica dessas equações são o método
dos elementos finitos (MEF) e o método das diferenças finitas (MDF) (KRÜGER et al.,
2017).

Em contrapartida, a abordagem microscópica se concentra nas características
individuais das partículas que compõem o fluido, como moléculas e átomos. Integra-
se de maneira individual a trajetória dessas partículas para entender as propriedades
macroscópicas do fluido. Essa abordagem é especialmente útil quando se está inte-
ressado em fenômenos que ocorrem em escalas onde o livre caminho médio entre
as partículas é da mesma ordem do tamanho característico do problema, como trans-
porte de calor em nível molecular ou o comportamento de fluidos em nanoporos. O
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método de Dinâmica Molecular (MD) é o principal método numérico advindo da abor-
dagem microscópica (FOX et al., 2018).

A abordagem mesoscópica considera um nível intermediário de descrição en-
tre as abordagens macro e microscópica. O comportamento de cada partícula de
fluido não é considerado isoladamente, mas sim o comportamento de uma coleção de
partículas, através de uma função de distribuição, que descreve o comportamento dos
conjuntos de partículas de maneira estatística (KRÜGER et al., 2017).

A equação comumente resultante da abordagem mesoscópica é a equação
de Boltzmann (BE), que descreve a evolução temporal e espacial da distribuição de
velocidades das partículas. Existem várias técnicas numéricas para resolver essa
equação (XU; PRENDERGAST, 1994; ROGIER; SCHNEIDER, 1994; XU; HUANG,
2010; XU, 2014), mas a que mais encontrou sucesso dentro das aplicações usuais de
CFD é o método de lattice-Boltzmann. O LBM descreve o comportamento dos fluidos
de maneira estatística, tendo como base a teoria cinética dos gases. Esse método
representa a distribuição de partículas fictícias ou “populações” em uma grade dis-
creta no espaço. A evolução temporal do sistema é descrita por meio das etapas de
colisão e propagação. A etapa de colisão consiste em modelar o comportamento de
colisão entre as partículas em cada uma das células da grade discreta através de um
operador colisional e a etapa de propagação ou advecção consiste na troca de infor-
mações entre as células da malha discreta, no intuito de modelar o comportamento
subsequente das partículas após a colisão (SUCCI, 2001).

O LBM ganhou bastante notoriedade no meio acadêmico nas últimas décadas,
principalmente em razão de seu algoritmo simples, localizado e baseado em etapas
intuitivas, de sua alta eficiência computacional e de sua capacidade de lidar com geo-
metrias e condições de contorno complexas de forma acurada. Além disso, uma das
principais características que tornam atrativa a aplicação do LBM é a sua adaptação
para implementações paralelas, o que o torna eficaz para a realização de simulações
em grande escala (KRÜGER et al., 2017)

Inicialmente, o LBM foi formulado para modelar escoamentos incompressíveis
e isotérmicos, de modo que era inviável empregá-lo em aplicações aerodinâmicas ou
aeroacústicas, onde a compressibilidade dos escoamentos e a transferência de ca-
lor são de suma importância. Dessa forma, por muito tempo, métodos como o MVF
e MEF eram preferidos nesse campo de estudo. No entanto, avanços significativos
no desenvolvimento do LBM foram descritos nas últimas décadas, incluindo formula-
ções mais sofisticadas para lidar com diferentes condições de contorno, geometrias
complexas, escoamentos turbulentos, compressíveis, em meios porosos e multifási-
cos (ASTOUL et al., 2021). Diversos solucionadores comerciais foram desenvolvidos
para o LBM, como o PowerFLOW (LOCKARD et al., 2000), o XFLOW (HOLMAN et
al., 2012) e o LaBS/ProLB (FENG et al., 2021).
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Problemas aerotermodinâmicos e acústicos podem envolver geometrias com-
plexas, como aerofólios, carros, aviões ou edifícios. Nestas geometrias, as camadas
limites próximas às superfícies sólidas são cruciais para a precisão das simulações.
Nelas ocorre a formação de gradientes significativos de velocidade, pressão e tem-
peratura, e de vórtices e estruturas turbulentas que são essenciais para a descrição
acurada do comportamento do escoamento. Ademais, em problemas acústicos, é ne-
cessário capturar as variações de pressão e velocidade nos escoamento associadas
à propagação de ondas sonoras. Percebe-se, portanto, que a acurácia da simulação
de problemas aerotermodinâmicos e acústicos depende da modelagem adequada de
regiões muito pequenas, onde há interações fluido-sólido, mudanças abruptas nas
condições do escoamento e a propagação de ondas sonoras através do fluido (AS-
TOUL et al., 2021).

Originalmente, o LBM é formulado para uma malha discreta uniforme em todo
o domínio de simulação. Tal formulação está intrinsicamente ligada ao método uma
vez que o uso desse tipo de malha resulta em conjunto de velocidades discretas
com propriedades específicas de simetria necessárias para recuperar as equações
de Navier-Stokes. Adicionalmente, a uniformidade da malha resulta em uma imple-
mentação simples e eficiente, pois simplifica os cálculos e a manipulação dos dados.
No entanto, essa abordagem pode resultar em uma alocação de recursos computa-
cionais que não é otimizada para todos os aspectos do escoamento, especialmente
em regiões onde são necessárias resoluções mais finas. As técnicas de refino de
malha permitem ajustar a resolução da grade discreta de uma simulação numérica de
forma adaptativa, concentrando recursos computacionais em regiões mais críticas do
domínio. Ao otimizar a resolução das malhas essas técnicas contribuem para maior
eficiência e maior viabilidade em termos de custo computacional para a realização das
simulações.

Deste modo, no que tange aplicar o LBM a problemas aerotermodinâmicos e
acústicos é de fundamental importância o desenvolvimento de técnicas de refino de
malha, para que seja economicamente viável realizar uma modelagem fidedigna das
regiões de interesse e obter resultados confiáveis.

Rohde et al. (2005) propõem um algoritmo de refino de malha local para o
LBM, que se baseia na inserção de malhas uniformente espaçadas com um maior
grau de refino em regiões de interesse de uma malha base. As malhas refinadas
operam em uma escala temporal e espacial diferentes da malha base, no entanto,
ambas são simuladas simultaneamente e a comunicação entre as malhas refinadas e
a malha base ocorrem em cada passo de tempo. Esse processo de comunicação entre
as malhas é feito adicionando-se duas novas etapas ao LBM, uma etapa de explosão
(conversão da informação da malha grosseira em refinada) e uma de coalescência
(conversão da informação da malha refinada para a malha grosseira).
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A transferência de informações entre as malhas durante a fase de explosão e
coalescência é feita de forma que a conservação da massa seja respeitada. Métodos
como os propostos por Filippova e Hänel (2000), Lin e Lai (2000) e Dupuis e Chopard
(2003) aplicam interpolações de primeira e segunda ordem no espaço e no tempo para
realizar a transferências das distribuições de partícula de uma malha para outra, e não
conseguem garantir a conservação da massa. Além disso, Rohde et al. (2005) evitam
a interpolação da função de distribuição de não-equilíbrio, como fazem Filippova e
Hänel (2000) e Dupuis e Chopard (2003). Isto faz com que o método de Rohde et al.
(2005) seja independente do operador colisional, tornando-o versátil para a aplicação
a problemas em esquemas de lattice-Boltzmann mais sofisticados. A independência
do operador colisional e a fácil imposição da conservação da massa consolidam a
escolha do algoritmo de Rohde et al. (2005) como opção sólida e eficiente para a
resolução de uma gama variada de problemas com o LBM.

O Grupo de Pesquisa em Meios Porosos do Laboratório de Computação Cien-
tífica da UFSC desenvolveu um código para a realização da simulação de escoamen-
tos em meios porosos através do LBM. Este código é bem estabelecido, tendo sido
complementado com implementação paralela para CPUs ou GPUs e já tendo sido
empregado em projetos de instituições públicas e privadas. Esta implementação, no
entanto, foi desenvolvida para malhas uniformemente espaçadas, não incorporando
técnicas de refino de malha. O presente trabalho busca aprimorar o código existente,
estendendo-o para incorporar o algoritmo de refino de malha proposto por Rohde et
al. (2005).

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo geral

Implementar a técnica de refino de malha proposta por Rohde et al. (2005)
para o método de Lattice-Boltzmann, avaliando sua capacidade de aumentar a quali-
dade da solução e eficiência computacional.

1.1.2 Objetivos Específicos

• Revisar as técnicas de refino de malha propostas para o método de lattice-
Boltzmann;

• Implementar a técnica de refino de malha proposta em Rohde et al. (2005) no
código de LBM desenvolvido pelo grupo de pesquisa PORO da UFSC/Joinville;

• Verificar essa implementação considerando o escoamento de Poiseuille, a cavi-
dade quadrada e o escoamento no entorno de obstáculos;

• Analisar a qualidade dos resultados e eficiência do algoritmo com base no esco-
amento ao redor de obstáculos, comparando este com resultados numéricos e
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experimentais encontrados na literatura.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Este capítulo revisa os conceitos fundamentais da teoria cinética dos gases
e da mecânica dos fluidos, no intuito de construir uma base teórica sólida para a
compreensão e derivação do LBM. Utiliza-se, ao longo deste capítulo, uma notação
em negrito para se descrever vetores e os subíndices α, β e γ para descrever as
componentes genéricas desses respectivos vetores.

2.1 MECÂNICA DOS FLUIDOS

As equações fundamentais da mecânica dos fluidos são as equações de con-
servação que afirmam que em um sistema fechado, a massa, a quantidade de mo-
vimento e a energia total são conservados. Essas equações são descritas em uma
escala macroscópica, de acordo com a hipótese do contínuo. Essa hipótese considera
que o fluido não é composto por átomos e espaço vazio permitindo que suas proprie-
dades macroscópicas sejam descritas de maneira suave e diferenciável. Denomina-se
esse conjunto de equações como Equações de Navier-Stokes (NSE).

2.1.1 Equação da Continuidade

A Equação da Continuidade ou Equação da Conservação da Massa enuncia
que, para um volume de controle, a massa deve se conservar. Isto é, o fluxo de
massa total que entra no volume de controle subtraído do fluxo de massa total que sai
do volume de controle deve ser igual à taxa líquida de variação de massa no interior
do volume de controle (CENGEL; CIMBALA, 2017).

A forma diferencial da Equação da Continuidade é dada por

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (1)

onde ρ é a massa específica ou densidade, u é o vetor velocidade, t é o tempo.
É válido ressaltar que, para um fluido incompressível, onde a densidade não

varia com as coordenadas espaciais ou com o tempo, a equação da continuidade
resume-se a

∇ · u = 0. (2)

2.1.2 Equação da Conservação da Quantidade de Movimento

A equação de conservação da quantidade de movimento é derivada a partir
da aplicação da segunda lei de Newton a um volume de controle e é conhecida como a
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equação de Navier-Stokes. Essa equação descreve como a quantidade de movimento
de um sistema muda ao longo do tempo devido às forças atuando sobre ele.

A equação de conservação da quantidade de movimento para um fluido new-
toniano é dada por

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= −∇p+ µ∇2u+ F , (3)

onde o termo −∇p captura a influência dos gradientes de pressão que atuam acele-
rando ou desacelerando o fluido, µ∇2u descreve as forças viscosas que atuam inter-
namente no fluido, tendendo a resistir ao movimento e dissipar quantidade de movi-
mento, e o termo F representa a influência de forças de corpo atuando sobre o fluido,
como as forças gravitacionais.

A equação de conservação de quantidade de movimento pode também ser
escrita em uma forma mais geral, chamada de equação de momento de Cauchy,

∂ρu

∂t
+∇ ·Π = F . (4)

Na Equação 4, Π é o tensor densidade de fluxo de quantidade de movimento,
definido de forma explícita como

Παβ = ρuαuβ − σαβ, (5)

onde o termo σαβ é o tensor de tensões. A definição da equação de momento de
Cauchy será útil posteriormente para a recuperação das equações macroscópicas da
mecânica dos fluidos através da equação de Boltzmann.

2.1.3 Equação da Conservação da Energia

A equação da conservação da energia é derivada a partir da primeira lei da
termodinâmica, que afirma que a energia não pode ser criada nem destruída, apenas
convertida de uma forma para outra. Esse princípio é aplicado à energia de um ele-
mento de fluido, levando em consideração as energias cinética, potencial e interna. A
forma geral da equação de conservação da energia é dada na forma

∂ (ρE)

∂t
+∇ · (ρEu) = −∇ · (q + pu) + ρu · F . (6)

onde E representa a energia total por unidade de massa, também denominada ener-
gia específica. O termo ∂(ρE)

∂t
+∇·(ρEu) representa a taxa na qual a energia específica

do fluido varia ao longo do tempo devido a processos como geração ou dissipação de
energia, além do transporte convectivo de energia. ∇q diz respeito à taxa de trans-
ferência de calor por condução e ∇(pu) é o trabalho por unidade de tempo realizado
pela pressão sobre o volume de controle. Já o termo ρu ·F , representa a taxa na qual
trabalho é realizado sobre o fluido em resposta a forças externas.
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2.2 INTRODUÇÃO À TEORIA CINÉTICA DOS GASES

O comportamento dos gases em nível molecular é caracterizado por um mo-
vimento caótico, onde cada molécula colide com várias outras em um curto período
de tempo. Uma interpretação microscópica do fluido implicaria em acompanhar cada
uma das partículas do sistema descrevendo como ocorrem as colisões entre elas.
Devido ao vasto número de partículas e à impossibilidade de se descrever seus es-
tados iniciais, torna-se impraticável realizar um acompanhamento individual de cada
partícula.

Diante desse desafio, a abordagem estatística proposta por James C. Maxwell
e Ludwig Boltzmann surge como uma solução viável, permitindo descrever um sis-
tema a partir de funções distribuições de partículas, variáveis que descrevem valores
esperados do número de partículas em uma determinada região do espaço com uma
determinada velocidade. Desta forma, a descrição do fluido deixa de ser microscópica
e passa a ser mesoscópica.

2.2.1 Função de distribuição

Um conjunto de partículas pode ser descrito por uma função de densidade de
probabilidade fN(x, ξ, t) como

dN = fN(x, ξ, t)dxdξdt, (7)

onde dN é o número total de partículas localizadas entre x e x + dx, viajando com
velocidades microscópicas entre ξ e ξ + dξ e no intervalo de tempo entre t e t+ dt.

Assumindo que o gás em questão tenha partículas monoatômicas de massa
idêntica m, pode-se definir a função fN(x, ξ, t) em termos da distribução de densidade
de probabilidade f(x, ξ, t), tal que

f(x, ξ, t) = mfN(x, ξ, t) (8)

Com essa definição, as quantidades macroscópicas de interesse podem ser
recuperadas. A densidade local ρ(x, t) pode ser encontrada como o momento esta-
tísco de 0-ésima ordem da função de distribuição. A densidade de quantidade de mo-
vimento ρu(x, t) e a densidade total de energia ρE(x, t) são recuperados computando-
se, respectivamente, os momentos de primeira e segunda ordem dessa função.

ρ(x, t) =

∫
f(x, ξ, t)dξ (9)

ρ(x, t)u(x, t) =

∫
ξf(x, ξ, t)dξ (10)
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ρ(x, t)E(x, t) =

∫
|ξ|2

2
f(x, ξ, t)dξ (11)

Para um gás monoatômico, para o qual as colisões são assumidas como elás-
ticas, a energia total E(x, t) pode ser considerada como sendo a soma da energia
interna e(x, t) e da energia cinética 1

2
|u(x, t)|2.

ρ(x, t)E(x, t) = ρ(x, t)e(x, t) +
1

2
ρ(x, t)u2 (12)

A energia interna e(x, t) está ligada ao movimento aleatório das partículas no
nível microscópico em relação à velocidade média e pode ser expressa na forma

ρ(x, t)e(x, t) =

∫
|ξ − u|2

2
f(x, ξ, t)dξ (13)

A temperatura T (x, t) pode então ser recuperada a partir da energia interna
e(x, t),

T (x, t) =
e(x, t)

cv
, (14)

onde cv é o calor específico do gás definido a volume constante, definida por

cv =
RD

2
. (15)

Para partículas pontuais, sem forças intermoleculares, a pressão pode ser
obtida a partir da lei dos gases ideias, tomando-se

p(x, t) = ρ(x, t)RT (x, t) (16)

onde R é a constante específica do gás.

2.2.2 Função de Distribuição de Equilíbrio

Quando duas partículas colidem entre si em nível microscópico, suas veloci-
dades são alteradas. Suas novas velocidades dependem de suas posições e velocida-
des pré-colisão e das forças intermoleculares durante a colisão. Pode-se assumir que
as colisões tendem a distribuir as velocidades das partículas uniformemente em todas
as direções ao redor de sua velocidade média. Isso significa que se tomarmos um gás
de partículas com qualquer distribuição inicial e o deixarmos por tempo suficiente, ele
eventualmente atingirá um estado de equilíbrio.

Para um gás de partículas pontuais, esse estado será descrito pela função de
distribuição de equilíbrio de Maxwell-Boltzmann dada por

f eq(v) =

(
m

2πkBT

) 3
2

exp

(
−m|ξ − u|2

2kBT

)
, (17)
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onde v = ξ − u é a velocidade relativa de uma partícula em relação à velocidade de
escoamento média, m é a massa da partícula e kB é a constante de Boltzmann.

A Equação 17 também pode ser escrita na forma

f eq(v) =
( ρ

2πRT

)D/2

exp

(
−|ξ − u|2

2RT

)
, (18)

onde R é a constante específica do gás.

2.2.3 A Equação de Boltzmann (BE)

A Equação de Boltzmann torna possível a análise da variação temporal das
funções de distribuição das partículas. A taxa de variação de probabilidade ao longo
da trajetória de uma partícula sob a ação exclusiva de uma força externa é nula. No
entanto, se a partícula pode colidir com outras partículas, pode ocorrer uma mudança
na probabilidade. A taxa de variação na probabilidade devido às colisões entre par-
tículas é denominada operador de colisão, representado por Ω(f). Isso resulta na
seguinte relação

df

dt
=

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂ξ

dξ

dt
+

∂f

∂t
= Ω(f), (19)

onde o termo dx
dt

é a variação da posição x com o tempo, isto é, a velocidade ξ. O
termo dξ

dt
= g é a aceleração resultante devido à aplicação de uma força externa g.

Pode-se escrever então:

∂f

∂t
+ ξ

∂f

∂x
+ g

∂f

∂ξ
= Ω(f). (20)

A Equação 36 é a chamada Equação de Boltzmann. Considerando que ocor-
ram colisões elásticas entre as partículas, o operador colisional Ω(f) deve conservar
a massa, a quantidade de movimento e a energia durante o processo de colisão. Tais
relações de conservação podem ser expressas, respectivamente, como∫

Ω(f)dξ = 0, (21)

∫
ξΩ(f)dξ = 0, (22)

e ∫
|ξ|2Ω(f)dξ = 0. (23)

O operador de colisão originalmente formulado por Boltzmann é integral e não-
linear, resultando em uma equação complexa que possui soluções analíticas apenas
para casos extremamente simples. Para superar essas dificuldades, foi introduzido o
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operador colisional de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) (BHATNAGAR et al., 1954), na
forma

ΩBGK = −1

τ
(f − f eq) . (24)

O operador colisional de BGK modela a variação da probabilidade devido às
colisões entre as partículas como uma relaxação para a distribuição de equilíbrio,
sendo τ denominado tempo de relaxação.

Além do operador colisional BGK, existem diversos outros operadores colisi-
onais que podem ser aplicados na BE. No entanto, o operador BGK é amplamente
usado devido à sua simplicidade de implementação, eficiência computacional e capa-
cidade de capturar os principais efeitos das colisões em muitos sistemas práticos, e
desse modo, será o operador empregado ao longo do presente estudo.

2.2.4 Recuperação das equações macroscópicas da mecânica dos fluidos a
partir da equação de Boltzmann

As equações macroscópicas da mecânica dos fluidos podem ser recuperadas
diretamente a partir dos momentos da equação de Boltzmann. Para tomar os mo-
mentos da equação de Boltzmann, multiplica-se a BE por funções de ξ e integra-se
ao longo do espaço de velocidades. Introduz-se a seguir, um notação geral para os
momentos de f :

Π0 =

∫
fdξ = ρ, (25)

Πα =

∫
ξαfdξ = ρuα, (26)

Παβ =

∫
ξαξβfdξ, (27)

e

Παβγ =

∫
ξαξβξγfdξ. (28)

Uma vez que na equação de Boltzmann aparecem derivadas de f , a obten-
ção das equações macroscópicas requer, também, os momentos das derivadas dos
monômios presentes nas equações anteriores. Esses podem ser encontrados através
do uso combinado de integração por partes, do teorema de Gauss e da hipótese de
que a densidade de probabilidade vai a zero quando a velocidade tende ao infinito
resultando em ∫

∂f

∂ξβ
dξ = 0, (29)
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∫
ξα

∂f

∂ξβ
dξ = −

∫
f
∂ξα
∂ξβ

dξ = −ρδαβ, (30)

e ∫
ξαξα

∂f

∂ξβ
dξ = −

∫
f
∂(ξαξα)

∂ξβ
dξ = −2ρuβ. (31)

A equação da conservação da massa (Equação 1) pode ser encontrada a
partir da integração da equação de Boltzmann (Equação 36) ao longo do espaço de
velocidades.

∂

∂t

∫
fdξ +

∂

∂xβ

∫
ξβfdξ + gβ

∫
∂f

∂ξβ
dξ =

∫
Ω(f)dξ (32)

Substituindo as Equações 21, 25, 26 e 29 em 32, encontra-se a equação
macroscópica para a conservação da massa a partir da equação de Boltzmann na
forma

∂ρ

∂t
+

∂(ρuβ)

∂xβ

= 0. (33)

Similarmente, ao multiplicar a equação de Boltzmann (Equação 36) por ξα,
integrar ao longo do espaço de velocidades e substituir as Equações 22, 27 e 30,
obtém-se

∂(ρuα)

∂t
+

∂Παβ

∂xβ

= gα, (34)

que é a equação geral de movimento de Cauchy (Equação 4).
A equação macroscópica de conservação da energia (Equação 6) pode ser

encontrada de maneira similar ao se multiplicar a equação de Boltzmann (Equação
36) por ξαξα/2, integrar ao longo do espaço de velocidades, substituir as Equações
23, 28 e 31. Obtém-se, então

∂(ρE)

∂t
+

∂(ρuβE)

∂xβ

=
∂(uασαβ)

∂xβ

+ gβuβ −
∂qβ
∂xβ

. (35)

A capacidade de se recuperar as equações macroscópicas da mecânica dos
fluidos mostra que, sob as devidas hipóteses, a equação de Boltzmann é capaz de ob-
ter soluções consistentes com a teoria macroscópica da mecânica dos fluidos. Uma
descrição em maior detalhe da obtenção das equações macroscópicas da mecânica
dos fluidos a partir da equação de Boltzmann pode ser encontrada em He e Luo
(1997).
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2.3 O MÉTODO DE LATTICE-BOLTZMANN

A função de distribuição f(x, ξ, t), que é a variável fundamental da equação
de Boltzmann, é uma função de sete parâmetros: x, y, z, ξx, ξy, ξz e t. Isso faz com
que a sua solução analítica se torne ainda mais complexa do que a solução das NSE e
inviável para casos práticos. Desse modo, surge o método de lattice-Boltzmann, uma
técnica numérica para a solução da equação de Boltzmann (KRÜGER et al., 2017).

A obtenção do método de lattice-Boltzmann a partir da equação de Boltzmann
envolve primeiro uma discretização no espaço de velocidades e depois a discretização
espacial e temporal dessa equação. Ao longo deste trabalho, empregou-se o operador
colisional BGK para a realização das simulações, de modo que, a seguir, a obtenção
do método de lattice-Boltzmann será conduzida com o operador colisional BGK.

A discretização no espaço de velocidades é feita através de uma expansão em
série de polinômios de Hermite, transformando as integrais contínuas em somas dis-
cretas avaliadas em apenas alguns pontos do espaço de velocidades ξ. Essa discreti-
zação reduz o espaço contínuo de velocidades a um pequeno número de velocidades
discretas, sem comprometer a validade das equações macroscópicas. A partir da dis-
cretização no espaço de velocidades da BE sem termos de força e com o operador
BGK, obtém-se a equação de velocidades discretas de Boltzmann dada por

∂f

∂t
+ ci

∂f

∂x
= −1

τ
(f − f eq) . (36)

onde ci representa as velocidades microscópicas discretizadas. O processo de ex-
pansão em série de polinômios de Hermite deve ser feito também para a função de
distribuição de equilíbrio, que adquire a forma

f eq
i (x, t) = wiρ

(
1 + 3

ciu

c2s
+

9

2

(ci · u)2

c4s
− 3

2

u2

c2s

)
, (37)

onde cs é a velocidade do som dada em unidades de malha. Uma descrição em maior
detalhe sobre a discretização da equação de Boltzmann no espaço de velocidades
através dos polinômios de Hermite pode ser encontrada em Shan et al. (2006).

Essa discretização acarreta na escolha de um conjunto de velocidades dis-
cretas ci, que por sua vez definirá um arranjo de rede. Para a descrição dos arranjos
de rede no LBM emprega-se a terminologia DnQm. O valor n leva em conta as di-
mensões do problema, variando de 1 a 3. E a grandeza m refere-se ao número de
velocidades discretas onde a função de distribuição será conhecida.

Existem diversos arranjos de rede possíveis, e a escolha do arranjo impacta
diretamente na precisão e na eficiência da simulação. Modelos com mais direções de
velocidades discretas capturam melhor os fenômenos físicos, enquanto modelos mais
simples são computacionalmente mais eficientes. Ao longo deste trabalho, utilizar-se-
á o arranjo de rede D2Q9 para a realização de simulações bidimensionais e o arranjo
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D3Q19 para simulações tridimensionais. A Figura 1 é uma representação gráfica dos
arranjos de rede D2Q9 e D3Q19. Os pesos wi e as direções das velocidades discretas
ci para o arranjo D2Q9 e para o arranjo D3Q19 estão dispostos nas Tabelas 1 e 2,
respectivamente. Para ambos os arranjos D2Q9 e D3Q19, a velocidade do som em
unidades de malha é igual a 1√

3
.

Figura 1 – Arranjos de rede D2Q9 e D3Q19.

Fonte: Astoul et al. (2021, p. 32).

Tabela 1 – Conjunto de velocidades D2Q9 na forma explícita.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8

wi
4
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
36

1
36

1
36

1
36

cix 0 1 0 −1 0 1 −1 −1 1
ciy 0 0 1 0 −1 1 1 −1 −1

Fonte: Krüger et al. (2017, p. 88).

O próximo passo na obtenção do LBM é a discretização temporal e espacial
da equação de velocidades discretas de Boltzmann, que pode ser feita através do
método das diferenças finitas. Obtém-se, então, a equação de lattice-Boltzmann com
o operador colisional BGK na forma

fi(x+ ci∆t, t+∆t) = fi(x, t) +
∆t

τ
[f eq

i (x, t)− fi(x, t)], (38)

onde i = 0, 1, . . . ,m− 1.
A partir da discretização das funções de distribuição, pode-se estimar as va-

riáveis macroscópicas através de

ρ(x, t) =
∑
i

fi(x, t) (39)

e
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Tabela 2 – Conjunto de velocidades D3Q19 na forma explícita.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

wi
1
3

1
18

1
18

1
18

1
18

1
18

1
18

1
36

1
36

1
36

cix 0 1 −1 0 0 0 0 1 −1 1
ciy 0 0 0 1 −1 0 0 1 −1 0
ciz 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 1

i 10 11 12 13 14 15 16 17 18

wi
1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

1
36

cix −1 0 0 1 −1 1 −1 0 0
ciy 0 1 −1 −1 1 0 0 1 −1
ciz −1 1 −1 0 0 −1 1 −1 1

Fonte: Krüger et al. (2017, p. 89).

u(x, t) =
1

ρ(x, t)

∑
i

cifi(x, t). (40)

2.3.1 Algoritmo do LBM

A implementação do LBM em código consiste em dividir a Equação 38 em
duas etapas: a colisão e a propagação.

A etapa de colisão pode ser expressa na forma

fi
∗(x, t) =

(
1− ∆t

τ

)
fi(x, t) +

∆t

τ
f eq
i (x, t), (41)

onde fi
∗(x, t) indica o estado da função de distribuição após a colisão. Essa etapa

consiste apenas em uma operação matemática e é local, isto é, não depende dos
valores de sítios adjacentes. A Figura 2 faz uma representação esquemática da etapa
de colisão para uma malha bidimensional utilizando o conjunto de velocidades D2Q9.
As setas que apontam para o centro da célula representam as funções de distribuição
em seu estado após a propagação, enquanto as setas que apontam do centro da
célula em direção a suas bordas representam as funções de distribuição em seus
estados pós-colisionais.

A etapa de propagação consiste na troca de informações entre sítios vizinhos
da rede. Essa troca pode ser expressa algebricamente como

fi(x+ ci∆t, t+∆t) = f ∗
i (x, t). (42)

Em termos práticos, é necessário copiar os valores pós-colisionais das fun-
ções de distribuição f ∗

i (x, t) para um sítio na posição x + ci∆t. A Figura 3 ilustra a



25

Figura 2 – Representação esquemática da etapa de colisão.

Fonte: Autoria própria (2024).

troca de informações que ocorre entre os sítios vizinhos durante o processo de propa-
gação para uma malha bidimensional com o arranjo de velocidades D2Q9.

Figura 3 – Representação esquemática da etapa de propagação.

Fonte: Autoria própria (2024).

A Figura 4 ilustra as etapas principais do algoritmo do LBM em um fluxo-
grama. O primeiro passo para a implementação do LBM é atribuir valores iniciais
às funções de distribuição no domínio. Geralmente, isso é feito definindo fi(x, t =

0) = f eq
i (x, t = 0). Em seguida, inicia-se o laço temporal principal. Durante este laço,

aplicam-se as condições de contorno específicas do problema a ser resolvido. Posteri-
ormente, calculam-se as variáveis macroscópicas e registram-se os resultados. Após
essa etapa, ocorre a fase de colisão, realizada localmente, seguida pela fase de pro-
pagação. O laço temporal é iterado até que um critério de convergência ou de parada
seja alcançado.

2.3.2 Condições de contorno

Nos métodos numéricos para resolução da NSE, as condições de contorno
são restrições ou especificações aplicadas às fronteiras de um domínio onde uma
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Figura 4 – Fluxograma para o algoritmo do LBM.

Fonte: Autoria própria (2024).

equação diferencial está sendo resolvida. Elas são essenciais para garantir a existên-
cia de uma solução única, estável e fisicamente significativa para os problemas em
questão (WENDT, 2009).

Para o LBM, o mesmo cuidado com o estabelecimento das condições iniciais
e de contorno é necessário. No LBM, designar uma condição de contorno consiste
em estabelecer valores para as funções de distribuição fi(x, t) nos sítios da fronteira.
Vários modelos de condições de contorno foram elaborados para o LBM, sendo as
mais comuns entre estas a bounce-back, a velocidade prescrita e a periódica. A seguir
são apresentadas os modelos empregados no presente trabalho.

2.3.2.1 Condição de contorno de bounce-back

O princípio da condição de contorno de bounce-back é o de que as populações
que se propagam em direção a uma parede sólida serão refletidas de volta para o
sítio de onde elas originalmente estavam se propagando (Figura 5). O bounce-back
das partículas implica na não permeabilidade do fluido na barreira e na condição de
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velocidade nula na parede (KRÜGER et al., 2017).

Figura 5 – Esquemático da condição de contorno de bounce-back.

Fonte: Krüger et al. (2017, p. 176).

As populações deixando um dado nó na posição x e no tempo t encontrarão
a parede na metade do passo incremental de tempo, isto é, t + ∆t

2
. Serão refletidas

com uma velocidade de igual magnitude e direção, mas sentido oposto c′i = −ci e
chegarão de volta ao sítio originário no tempo t + ∆t. A Equação 43 descreve este
processo matematicamente.

f ′
i(x, t+∆t) = f ∗

i (x, t) (43)

Existem dois métodos para implementar essa condição de contorno no LBM: o
fullway bounce-back e o halfway bounce-back. O método utilizado na equação acima
é o halfway bounce-back, que é o adotado neste trabalho. Embora o fullway bounce-
back possa ser facilmente integrado em implementações eficientes para arquiteturas
paralelas, ele apresenta erros de primeira ordem no espaçamento entre os sítios, com-
prometendo a precisão do método. Em contraste, o esquema de halfway bounce-back
apresenta erros de segunda ordem no espaçamento entre os sítios, oferecendo maior
precisão (HE et al., 1997).

2.3.2.2 Condição de contorno de velocidade ou pressão prescrita

Zou e He (1997) propuseram uma forma de encontrar as informações faltan-
tes nos sítios das fronteiras de um domínio quando se deseja impor uma condição de
contorno de velocidade prescrita ou pressão prescrita através das equações de con-
servação da massa e da quantidade de movimento e de uma etapa de bounce-back
da função de distribuição de equilíbrio na direção normal dos sítios da fronteira.

Considerando o nó da fronteira para o caso um caso simplificado bidimensio-
nal de uma malha D2Q9 mostrado na Figura 6, após a propagação, os valores de f2,
f3, f4, f6 e f7 são conhecidos. Se ux e uy forem determinados na fronteira, pode-se
determinar f1, f5, f8 e ρ para esses sítios.
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Figura 6 – Esquemático da condição de contorno de de velocidade prescrita.

Fonte: Autoria própria (2024).

Pode-se escrever ρ, ux e uy através das equações de conservação da massa
e da quantidade de movimento (Equações 9 e 10). Ao rearranjar-se as variáveis de
interesse, obtém-se

f5 + f1 + f8 = ρ− (f0 + f2 + f3 + f4 + f6 + f7), (44)

f5 + f1 + f8 = ρux − (f3 − f6 − f7), (45)

e
f5 − f8 = ρuy − (f2 − f4 + f6 − f7). (46)

Assume-se que ocorre o bounce-back da função de distribuição de não-equilíbrio
na direção normal à fronteira, isto é, f1 − f eq

1 = f3 − f eq
3 . Com f1 conhecido, pode-se

determinar f5 e f8. De modo que todas as direções da função de distribuição de pro-
babilidade sejam definidas.

Uma extensão para o caso tridimensional e o tratamento para nós localizados
no encontro de duas ou mais fronteiras pode ser encontrada em Zou e He (1997).

2.3.2.3 Condição de contorno periódica

A condição de contorno periódica é aplicada em situações especiais de si-
metria, quando parte do escoamento se repete ciclicamente. Esse tipo de condição
de contorno especifica que o fluido saindo do domínio de um lado entrará instanta-
neamente pelo lado oposto. Consequentemente, esse tipo de condição de contorno
sempre conserva massa e quantidade de movimento.

Utiliza-se essa condição de fronteira para modelar canais infinitos, ou também
para o caso de um escoamento externo, para evitar os efeitos de borda, nos casos
em que se considera que as fronteiras do domínio estão suficientemente distantes do
obstáculo e que ali não existem grandes gradientes de velocidade.
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2.3.2.4 Condição de contorno de gradiente nulo

A condição de contorno de gradiente nulo, ou condição de contorno de Neu-
mann, especifica que não ocorre a variação de uma variável específica em relação à
direção normal de uma fronteira. Praticamente, essa condição de contorno é imple-
mentada em um plano, e consiste em realizar uma cópia dos valores das funções de
distribuição de um plano adjacente para o plano do contorno, de modo a impor um
gradiente nulo.

2.3.3 Método de troca de quantidade de movimento

Ao longo desse estudo, utilizou-se o método de troca de momentum para es-
timar as forças que o fluido exerce sobre um obstáculo imerso nele. De acordo com
Mei et al. (2002), a troca de quantidade de movimento entre duas direções opostas
de células vizinhas de uma malha no LBM pode ser calculada fazendo a diferença
cifi(x, t) − cjfj(x, t + ∆t), onde cj ≡ −ci. Dessa forma, para cada célula que repre-
senta um sólido xs, a troca de quantidades de movimento com as correspondentes
células vizinhas que compõem o fluido será dada por

∑
i ̸=0

ci[fi(xs, t) + fj(xs + ci∆t,∆t)]. (47)

Ao somar-se as contribuições de todas as células sólidas que compõem o
obstáculo, encontra-se a força exercida pelo fluido sobre o obstáculo (Equação 48).

F =
∑
xs

∑
i ̸=0

ci[fi(xs, t) + fj(xs + ci∆t,∆t)] (48)
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3 METODOLOGIA

A condução desta pesquisa se manifestou em uma abordagem sistemática
dos esquemas de refino de malha para o LBM, que pode ser delineada em três etapas
fundamentais: uma revisão de literatura, a programação do algoritmo de refinamento
escolhido e a validação do código.

Buscou-se, na revisão de literatura, identificar as principais abordagens e es-
colher uma estratégia simples e acurada, que permitisse a integração na implementa-
ção do LBM já existente sem grandes mudanças na estrutura do código e sem afetar
sua eficiência computacional. Esta fase culminou na seleção do método proposto por
Rohde et al. (2005).

A segunda etapa envolveu a programação do algoritmo escolhido. Utilizou-se
o código de lattice-Boltzmann gradLBM, implementado por professores e estudantes
do Laboratório de Computação Científica (LabCC) da Universidade Federal de Santa
Catarina. Este código foi adaptado para poder ler geometrias com regiões refinadas
sobrepondo uma região grosseira, com a criação de interfaces de comunicação entre
as malhas. Isso foi realizado através da classe vtkOverlappingAMR da biblioteca VTK.
Além disso, implementou-se as etapas de explosão e coalescência do algoritmo de
refinamento escolhido.

Por fim, a terceira etapa consistiu na validação do método implementado por
meio da simulação de problemas de referência (benchmark) bem estabelecidos na co-
munidade científica. Esta fase não apenas atestou a fidedignidade da implementação,
mas também evidenciou sua adaptabilidade e desempenho.

3.1 REVISÃO DE LITERATURA

O refinamento de malha é uma técnica usada nos métodos numéricos para
melhorar a precisão e resolução dos problemas. Essa técnica envolve dividir o domínio
computacional em células ou elementos menores para resolver fenômenos locais com
maior precisão. O refinamento de grade é particularmente útil ao estudar padrões de
escoamentos complexos, turbulência ou situações em que há variações significativas
nas propriedades do escoamento (LAGRAVA et al., 2012).

No contexto do LBM com malhas estruturadas, as técnicas podem ser seg-
mentadas de acordo com a maneira com que a informação é armazenada na malha,
isto é, se as funções de distribuição são armazenadas no centro nas células, a deno-
minada formulação volumétrica, ou nos vértices das células, chamada de formulação
nodal (STAUBACH, 2013). A Figura 7(a) mostra uma malha formulada com as funções
de distribuição nos vértices e a Figura 7(b) uma malha com as funções de distribuição
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localizadas no centro da célula.

Figura 7 – Formulações nodal (a) e volumétrica (b) para a malha de simulação.

Fonte: Astoul (2021, p. 126).

Percebe-se que para o caso da malha com as informações nos vértices, di-
ferentes níveis de refino compartilham certos nós, o que permite a troca direta de
informação entre eles. Filippova e Hänel (1998) e Dupuis e Chopard (2003) pro-
puseram esquemas de refino de malha baseados nessa formulação, adotando uma
estratégia em que uma malha refinada sobrepõe uma malha mais grosseira e a si-
mulação acontece em ambas as malhas ao mesmo tempo. Nesses trabalhos, a troca
de informações entre as malhas é feita assumindo que as funções de distribuição de
equilíbrio de ambas as malhas eram iguais, ou seja f eq

i = f eq, grosseira
i = f eq, refinada

i . A
partir dessa relação, e dos valores de f grosseira

i e f refinada
i , realiza-se uma interpolação

da função de distribuição de não-equilíbrio, baseada no valor dos operadores colisio-
nais das malhas. A diferença é que Filippova e Hänel (1998) interpolam as funções
de distribuição em seu estado pós-colisional, enquanto Dupuis e Chopard (2003) o
fazem com as funções de distribuição após a etapa de propagação. Ainda baseados
na formulação nodal, outros autores como Yu et al. (2003) e Peng et al. (2006), propu-
seram algoritmos mais eficientes, onde apenas uma camada de células era utilizada
para a comunicação entre as malhas, sem a necessidade de dois níveis inteiros se
sobrepondo.

Nos esquemas para os quais as funções de distribuição estão armazenadas
no centro das células, os diferentes níveis de refino não compartilham nós, o que
impede a troca direta de informação entre eles. Algoritmos de refino baseados nessa
formulação de malha consistem na existência de níveis hierárquicos, com aqueles
mais refinados sobrepondo níveis mais grosseiros, e se utilizam de duas operações
características para realizar a comunicação entre os diferentes níveis: a coalescência
e a explosão. Emprega-se, geralmente, uma camada de sítios sobreposta entre os
diferentes níveis de refino na região imediata da transição dos domínios chamada de
interface, onde ocorrem as operações de coalescência e explosão.
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Chen (1998) propôs um esquema de refino baseado na formulação volumé-
trica, e argumentam que, nessa formulação, as funções de distribuição podem ser
consideradas partículas de massa se propagando de células da malha grosseira para
células da malha refinada ou vice-versa, de modo que a massa é conservada de uma
forma natural. Nesse esquema, os valores das funções de distribuição são obtidos
através da interpolação temporal e espacial dos valores contidos na interface. Os au-
tores propõem um esquema de interpolação temporal e espacial de segunda ordem
para realizar a troca de informação entre as malhas. Rohde et al. (2005) também
propõem um esquema de refino de malha baseado na formulação volumétrica, que
garante a conservação da massa. No entanto, o esquema de interpolação e extrapo-
lação definido aqui é mais simples, uma vez que só ocorre a interpolação espacial.

Diversos outros autores dedicaram-se a estudar formas para melhor definir a
malha de simulação no que diz respeito ao LBM com malhas não-estruturadas. He e
Doolen (1997) e Mei e Shyy (1998), por exemplo, propõem a definição de uma malha
em coordenadas cilíndricas, enquanto Peng et al. (1999) propuseram uma formulação
baseada em elementos triangulares.

Para o presente trabalho, implementa-se o método proposto por Rohde et al.
(2005), que sobrepõe malhas refinadas a uma malha base mais grosseira, operando
em escalas temporais e espaciais diferentes, mas simuladas simultaneamente. Em
cada passo de tempo da malha grosseira, as informações são transferidas entre as
malhas na fase de explosão e coalescência. Ao contrário de métodos anteriores como
os propostos por Dupuis e Chopard (2003), Lin e Lai (2000) e Filippova e Hänel (1998),
o método de Rohde et al. não requer que a mesma região seja simulada em ambas as
malhas e não depende de interpolações espaciais e temporais de primeira e segunda
ordem que não garantem a conservação da massa. Contrariamente ao método de
Chen (1998), a transferência de informação entre as malhas é feita por um processo de
interpolação e extrapolação simples, baseado no método dos vizinhos mais próximos.
Além disso, essa técnica é independente do operador colisional, uma vez que não
realiza a interpolação das funções de distribuição de não-equilíbrio de uma malha
para outra. Dessa forma, o método de Rohde et al. (2005) emerge como uma escolha
sólida e versátil para a presente pesquisa, devido à sua independência com relação ao
operador colisional, sua formulação que conserva massa e quantidade de movimento,
e sua intrínseca simplicidade algorítmica.

3.2 ALGORITMO DE REFINO PROPOSTO POR ROHDE ET AL. (2005)

A metodologia proposta por Rohde et al. (2005) consiste em um técnica de re-
fino baseada na inserção local de malhas mais refinadas sobre uma malha base mais
grosseira. As células da malha grosseira e da malha refinada existirão em escalas
temporais e espaciais diferentes. A Figura 8(a) mostra uma malha bidimensional não
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uniforme, onde as células da malha grosseira tem um tamanho ∆xg e as células da
malha refinada um tamanho ∆xr = ∆xg/n. Para o caso representado na Figura 8(a)
e para as simulações realizadas ao longo desse trabalho, o nível de refino entre as
malhas sempre é tomado de forma que n = 2. A região de sobreposição entre as ma-
lhas, onde coexistem células da malha grosseira e da malha refinada, é denominada
interface. A sobreposição entre as malhas é representada na Figura 8(b). É nessa
região de sobreposição que ocorre a transferência de informações entre as malhas,
através das etapas de explosão e coalescência.

Figura 8 – Representação esquemática da interface de transição entre malhas local-
mente inseridas no LBM.

Fonte: Autoria própria (2024).

Para que a troca de informações seja feita de forma fisicamente consistente,
a velocidade do som em unidades de malha deve ser igual para ambas as malhas.
Assim, a divisão do domínio espacial implicará também numa divisão do domínio tem-
poral. Se ∆xr = ∆xg/n, relaciona-se os passos de tempo na forma ∆tr = ∆tg/n.
Consequentemente, as velocidades de ambas as malhas serão iguais ug = ur.

Além disso, o operador colisional e a viscosidade em unidades de malha de-
vem ser ajustados para as diferentes malhas. Essas grandezas são relacionadas entre
as malhas pelas equações

τg =
τr − 1

2

n
+

1

2
(49)

e

νg =
1

n
νr. (50)

A Figura 9 mostra a relação existente entre as células da malhas refinada (em
laranja) para uma célula da malha base (em azul) na interface. As etapas de explo-
são e coalescência consistem numa etapa de interpolação espacial que considera o
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Figura 9 – Localizações relativas dos centros das células na sobreposição entre uma
célula de grade grossa e as células correspondentes da grade fina.

Fonte: Autoria própria (2024).

vizinho mais próximo. A explosão pode então ser considerada como a redistribuição
homogênea das densidades de partículas da malha grosseira para a malha refinada,
na forma

[f ∗
i (xrj, t)]refinada =

1

nD
· [(f ∗

i (xg, t)]grosseira , (51)

onde xrj representa as células da malha refinada que correspondem a uma célula da
malha base xc, com o subíndice j = 1, 2, . . . , nD, onde D é o número de dimensões da
malha e n é o nível de refino. Uma representação esquemática da etapa de explosão
é dada na Figura 10.

Figura 10 – Representação esquemática da etapa de explosão.

Fonte: Autoria própria (2024).

A coalescência consiste na transferência de informação da malha refinada
para a grosseira, realizada pela soma das populações nas direções de interesse das
nD células xrj da malha refinada que correspondem à uma célula xc da malha base,
conforme
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[fi(xg, t)]grosseira =
nD∑
j=1

· [(fi(xrj, t)]refinada . (52)

A etapa de coalescência encontra-se representada esquematicamente na Fi-
gura 11. É importante ressaltar que, enquanto na explosão todas as direções das
funções de distribuição de equilíbrio são levadas em consideração, na etapa de coa-
lescência apenas as direções que se propagarão em direção à malha grosseira (mos-
tradas em azul na Figura 11) são levadas em conta.

Figura 11 – Representação esquemática da etapa de coalescência.

Fonte: Autoria própria (2024).

A Figura 12 representa esquematicamente as operações realizadas durante
um passo de tempo de uma simulação que utiliza a técnica de refino de malha de
Rohde et al. (2005) considerando o nível de refino entre as malhas como sendo n = 2.
Representa-se apenas duas direções das funções de distribuição para fins de simpli-
cidade. As células representadas em cinza são células da interface. As setas que
apontam em direção ao centro da célula representam as funções de distribuição após
a propagação, enquanto as setas que apontam do centro da célula para suas bordas
representam o estado pós-colisional das funções de distribuição. As funções de dis-
tribuição representadas em azul são pertencentes à malha grosseira ou oriundas da
malha grosseira, isso é, aparecem na malha refinada devido à explosão. Enquanto
as funções de distribuição representadas em laranja são pertencentes ou originárias
da malha refinada, aparecendo na malha grosseira através da etapa de coalescência.
As funções de distribuição representadas em cinza são valores que não são tratados
naquele passo.

Descreve-se o passo-a-passo representado na Figura 12 a seguir:

• Passo 1: Realiza-se a colisão em ambas as malhas. As células da malha re-
finada que pertencem à interface não são colididas, uma vez que, através da
etapa de explosão, receberão os valores da malha grosseira;
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• Passo 2: Executa-se a etapa de explosão, isto é, a transferência das funções de
distribuição das células da malha grosseira para a malha refinada. Neste passo,
todas as direções são consideradas;

• Passo 3: Realiza-se a etapa de propagação em ambas as malhas;
• Passo 4: Colide-se apenas a malha refinada. As células da interface não são

consideradas;
• Passo 5: Propaga-se apenas a malha refinada;
• Passo 6: Executa-se a coalescência, ou seja, a redistribuição das funções de

distribuição nas direções de interesse da malha refinada para a malha grosseira.

Figura 12 – Representação esquemática da técnica de refino de malha proposta por
Rohde et al. (2005).

Fonte: Autoria própria (2024).
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Neste capítulo, almeja-se validar a implementação do método de refino de
malha proposto por Rohde et al. (2005) no método de lattice-Boltzmann por meio da
realização de simulações numéricas de casos de referência. Esses casos são o esco-
amento entre duas placas planas, isto é, o escoamento de Poiseuille, o escoamento
em uma cavidade quadrada, o escoamento interno ao redor de um cilindro quadrado,
o escoamento externo ao redor de um cilindro e o escoamento externo ao redor de
uma esfera.

As simulações foram realizadas no cluster hal, do Laboratório de Computação
Científica da Universidade Federal de Santa Catarina, Campus de Joinville. Este clus-
ter possui 26 nós, sendo um deles o nó mestre, responsável pela gestão dos recursos,
acesso externo à internet e armazenamento de dados dos usuários. Os outros 25 nós
são utilizados como nós computacionais, sendo divididos em dois grupos: um grupo
com CPUs e outro com GPUs. As simulações foram rodadas nas CPUs de modelo
Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2640 v4 @ 2.40GHz.

4.1 ESCOAMENTO PLANO DE POISEUILLE

O escoamento plano de Poiseuille consiste no escoamento laminar, bidimen-
sional, em regime permanente, entre duas placas planas paralelas separadas por uma
distância H. O escoamento é induzido por um gradiente de pressão ao longo da dire-
ção x e é caracterizado por um perfil parabólico de velocidades ux(y). O comprimento
do domínio computacional é L.

Figura 13 – Geometria utilizada para o escoamento de Poiseuille.

Fonte: Autoria própria (2024).

Para este escoamento, aplicando-se as hipóteses de que o escoamento é
incompressível, laminar, que acontece em regime permanente e é plenamente desen-
volvido, a equação de Navier-Stokes resume-se a
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0 = −∂p

∂x
+ µ

∂2ux

∂y2
. (53)

Considera-se um gradiente de pressão ao longo de x como sendo constante,
isto é ∂p

∂x
= ∆p

L
, onde ∆p é a diferença entre a pressão da entrada do canal e a pressão

na saída do canal, e que as velocidades na parede são iguais a zero, ou seja, ux(y =

0) = uy(y = 0) = 0 e ux(y = H) = uy(y = H) = 0. Encontra-se, portanto, a solução
analítica para o perfil de velocidades ao longo da coordenada y

ux(y) =
∆p

2µL

(
Hy − y2

)
. (54)

A solução dada por essa equação será tomada como base para a verificação
das simulações realizadas. Reproduzindo-se o estudo de Rohde et al. (2005), dois
casos para o escoamento foram realizados, variando a orientação da transição da
malha. No primeiro caso, representado na Figura 14(a), considera-se a transição da
malha grosseira para refinada paralela à direção da força de corpo, isto é, a metade in-
ferior do canal é refinada, enquanto a parte superior é mantida grosseira. No segundo
caso, representado na Figura 14(b), a transição entre as malhas é perpendicular á
direção da força de corpo, ou seja, a metade esquerda da malha é refinada, enquanto
a metade direita é mantida grosseira.

Figura 14 – Geometria do escoamento de Poiseuille (a) com força de corpo paralela
à transição entre as malhas e (b) com força de corpo paralela à transição
entre as malhas.

Fonte: Autoria própria (2024).

4.1.1 Força de corpo paralela à interface de transição das malhas

Os valores considerados para a densidade ρ, altura do canal H, viscosidade ν,
força de corpo gx, velocidade máxima no ponto médio do canal Um e a localização da
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transição entre as malhas yt são apresentados no Quadro 1, e a geometria empregada
para a resolução desse caso é mostrada na Figura 14(a). Utiliza-se o esquema de
velocidades D2Q9, com o operador colisional BGK. A condição de velocidade nula nas
paredes é dada pela condição de contorno de halfway bounce-back e uma condição
periódica é aplicada na entrada e na saída do canal.

Quadro 1 – Parâmetros empregados para a simulação do escoamento de Poiseuille
com força de corpo perpendicular à transição entre as malhas.

Parâmetro Malha grosseira Malha refinada
ρ 1 1
H 8 16
ν 1

6
1
3

gx
1

480
1

960

Um 0.1 0.1
yt 4 8

Fonte: Rohde et al. (2005, p. 445)

A Figura 15 apresenta o perfil de velocidades resultantes da simulação com o
esquema de refino de malha de Rohde et al. (2005) plotado contra a solução analítica
para o perfil de velocidades.

Figura 15 – Perfil de velocidades ao longo da direção y para o escoamento de Poi-
seuille com força de corpo paralela à transição entre as malhas.

Fonte: Autoria própria (2024).

Realizaram-se também duas simulações com malhas uniformes de 16 e de
8 pontos, com o objetivo de comparar os desvios entre as simulações. A Figura 16,
mostra a diferença entre os valores de velocidade, definida como:

∆u = |uanalítico − unumérico|, (55)
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para malhas uniformes de 16 e 8 pontos, e para o esquema de refino de malha.
Observa-se que ∆ux na região da malha refinada concorda com o valor obtido para a
malha uniforme de 16 pontos, enquanto na região da malha grosseira, ∆ux concorda
com o valor obtido para a malha uniforme de 8 pontos.

Figura 16 – Diferença entre a solução analítica e numérica para a velocidade ao longo
da direção y para o escoamento de Poiseuille com força de corpo paralela
à transição entre as malhas.

Fonte: Autoria própria (2024).

Os valores de ∆ux apresentados na Figura 16 estão de acordo com os resul-
tados obtidos por Rohde et al. (2005). Ao comparar os resultados do esquema de
lattice-Boltzmann com malhas uniformes com os resultados das simulações utilizando
o esquema de refino de malha, percebe-se que o erro presente na simulação é de-
corrente da aplicação da condição de contorno de halfway bounce-back nas paredes.
Conclui-se, portanto, que a técnica de refino de malha não introduz erros significati-
vos para esse caso. O erro associado ao refino de malha é da ordem da precisão de
máquina (ROHDE et al., 2005).

4.1.2 Força de corpo perpendicular à interface de transição das malhas

Os valores empregados neste caso encontram-se dispostos no Quadro 2 e
o esquema de refino de malha empregado para a simulação está representado na
Figura 14(b). A condição de velocidade nula nas paredes é dada pela condição de
contorno de halfway bounce-back e uma condição periódica é aplicada na entrada e
na saída do canal.

Como o único gradiente presente no escoamento de Poiseuille, ∂ux

∂x
, é orien-

tado numa direção perpendicular à interface de transição entre as malhas, e o domínio
de simulação não é uniforme ao longo da direção x, um gradiente artificial pode ser
introduzido na simulação, especialmente na região próxima à interface. Dessa forma,
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Quadro 2 – Parâmetros empregados para a simulação do escoamento de Poiseuille
com força de corpo perpendicular à transição entre as malhas.

Parâmetro Malha grosseira Malha refinada
ρ 1 1
H 8 16
ν 1

6
1
3

L 100 200
gx

1
480

1
960

Um 0.1 0.1
xt 50 100

Fonte: Rohde et al. (2005, p. 447)

escolhe-se um comprimento do domínio L longo o suficiente para que esse gradiente
artificial se torne desprezível.

Uma avaliação do perfil de velocidades ao longo do domínio revela que a
solução para esse caso apresenta resultados oscilantes na região da malha refinada,
como pode ser observado na Figura 17. Ao contrário do caso anterior, é notável que
há um gradiente artificial inserido pelo método de refino de malha. Rohde et al. (2005)
argumentam que a presença de oscilações advindas de gradientes numéricos são
comuns no LBM e que é possível se livrar do comportamento oscilatório ao realizar
uma etapa de pós-processamento que consiste em realizar uma interpolação espacial
dos resultados das células da malha refinada para transformá-los em resultados das
células da malha grosseira, ou seja,

[u(xg, t)]pós-processada =
2D∑
j=1

· [(u(xrj, t)]refinada , (56)

onde xrj representa as células da malha refinada que correspondem a uma célula da
malha base xc, com o subíndice j = 1, 2, . . . , 2D, onde D é o número de dimensões
da malha. Essa etapa é análoga à etapa de coalescência, mas aqui é realizada para
todas as células da malha refinada. Na Figura 17 estão mostrados também os valores
obtidos para a velocidade após a etapa de pós-processamento. Percebe-se uma boa
concordância com a solução analítica.

A Figura 18 mostra os valores de ∆ux após a etapa de pós-processamento
tomados ao longo de x = 25 para a porção refinada da malha e em x = 75 para a
porção grosseira da malha. Esses resultados são comparados com a solução das
malhas uniformes de 8 e 16 pontos. Os resultados revelam uma ótima concordância
com a solução analítica.
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Figura 17 – Perfil de velocidade oscilante ao longo de x em diferentes posições y/L
para o escoamento de Poiseuille com força de corpo perpendicular à tran-
sição entre as malhas.

Fonte: Autoria própria (2024).

Figura 18 – Diferença entre a solução analítica e numérica para a velocidade ao longo
da direção y para o caso do escoamento de Poiseuille com força de corpo
perpendicular à transição entre as malhas.

4.2 ESCOAMENTO EM UMA CAVIDADE QUADRADA

O escoamento em uma cavidade quadrada no movimento de um fluido den-
tro de um espaço fechado com formato quadrado, onde uma das paredes se move,
enquanto as demais permanecem fixas. O movimento desta parede gera uma circula-
ção do fluido dentro da cavidade, criando padrões de vórtices e zonas de recirculação.
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Este caso foi implementado com o objetivo de comparar os resultados obtidos com os
de Rohde et al. (2005) e validar a implementação do algoritmo de malha proposto por
esses autores. A literatura apresenta numerosos estudos sobre este caso por meio
de simulações numéricas. Hou et al. (1994) investigaram o problema utilizando o LBM
em malhas uniformes para Re = 100 até Re = 104, obtendo resultados excelentes em
comparação com outras abordagens numéricas, como FVM e FEM. Adicionalmente,
os resultados de Ghia et al. (1982) e Lin e Lai (2000) foram empregados para validar
a posição dos vórtices, reforçando a robustez das simulações.

Figura 19 – Geometria (a) e esquema de refino de malha (b) para o escoamento em
uma cavidade quadrada.

Fonte: Autoria própria (2024).

A simulação foi realizada para Re = 1000, visando a presença de vórtices
que permitam verificar a capacidade da malha de modelar escoamentos mais deta-
lhados. Utilizou-se o mesmo tamanho de malha e as mesmas condições de contorno
empregados nos trabalhos de Rohde et al. (2005) e Hou et al. (1994). Uma malha
refinada foi aplicada na metade inferior do domínio, assim como no trabalho de Rohde
et al. (2005). As condições de contorno de paredes fixas foram impostas pelo método
halfway bounce-back, enquanto uma condição de velocidade constante U foi aplicada
no topo da cavidade. Os parâmetros empregados para este caso estão dispostos no
Quadro 3, uma representação gráfica da geometria é feita na Figura 19(a) e o es-
quema de refinamento empregado é disposto na Figura 19(b).

Os padrões de linhas de corrente estão mostrados na Figura 12, e a etapa de
pós-processamento foi realizada para eliminar a oscilação na malha refinada.

Os perfis de velocidade ao longo da linha de centro da cavidade são traçados
na Figura 21. Os resultados para a simulação com o refinamento de malha concor-
dam de maneira ótima com os resultados apresentados por Rohde et al. (2005). Assim
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Quadro 3 – Parâmetros empregados para a simulação do escoamento em uma cavi-
dade quadrada.

Parâmetro Malha grosseira Malha refinada
ρ 1 1
L 128 256
ν 0.0128 0.0256
L 128 256
U 0.1 0.1

Fonte: Autoria própria (2024).

Figura 20 – Padrões de linha de corrente para o escoamento em uma cavidade qua-
drada com Re = 1000.

Fonte: Autoria própria (2024).

como no trabalho de Rohde et al. (2005), os resultados mostraram uma leve discre-
pância em relação ao trabalho de Hou et al. (1994). Rohde et al. (2005) argumentam
que isso se deve ao fato de Hou et al. (1994) utilizarem o esquema de fullway bounce-
back, enquanto neste trabalho emprega-se o esquema de halfway bounce-back, que
possui maior acurácia.

Em seguida, analisa-se os resultados para as posições dos três vórtices pre-
sentes no escoamento: um vórtice central, um vórtice inferior e um vórtice superior.
Essa comparação é feita por meio de uma análise do padrão das linhas de corrente e
é apresentada nas Tabelas 3, 4 e 5. Compara-se os resultados com os de Rohde et
al. (2005), Lin e Lai (2000), Hou et al. (1994) e Ghia et al. (1982). Observa-se que os
resultados obtidos concordam fortemente com os encontrados na literatura.

Adicionalmente, realizou-se simulações para uma malha inteiramente uniforme
com L = 128 e L = 256, no intuito de comparar o tempo de execução com o refino
de malha. Dobrar o tamanho da geometria significa que um escoamento que leva um
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Figura 21 – Perfis de velocidade ao longo da linha de centro em x (a) e em y (b) para
o escoamento em uma cavidade quadrada.

Fonte: Autoria própria (2024).

Tabela 3 – Posição do vórtice central para o escoamento em uma cavidade quadrada.

x/L y/L

Ghia et al. (1982) 0.5313 0.5625
Hou et al. (1994) 0.5333 0.5647
Lin e Lai (2000) 0.5315 0.5669
Rohde et al. (2005) 0.5323 0.5663
Presente estudo 0.5313 0.5625

Fonte: Autoria própria (2024).

determinado tempo físico para atravessar a geometria, agora leva o dobro do tempo,
dessa forma, o número de passos de tempo deve também ser dobrado de uma simu-
lação para outra. Para a malha uniforme de L = 128, a simulação demorou 198.2102

segundos, enquanto para L = 256, a simulação demorou 1246.5628 segundos. Em
contraste, a simulação utilizando o refino de malha, cujos parâmetros são apresen-
tados no Quadro 3, foi concluída em 344.3575 segundos. Uma comparação entre as
simulações uniforme e com refino de malha revela que a diferença entre os resulta-
dos para a velocidade para a parte refinada e a simulação uniforme de L = 256 é
da ordem de 10−4, enquanto para a região grosseira e a malha uniforme de L = 128

essa diferença fica na ordem de 10−3. Isso evidencia que o algoritmo de refino de ma-
lha não apenas não introduz erros significativos para esse caso, mas também reduz
significativamente o tempo total de simulação.
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Tabela 4 – Posição do vórtice inferior esquerdo para o escoamento em uma cavidade
quadrada.

x/L y/L

Ghia et al. (1982) 0.0859 0.0781
Hou et al. (1994) 0.0902 0.0784
Lin e Lai (2000) 0.0827 0.0787
Rohde et al. (2005) 0.0827 0.0787
Presente estudo 0.0859 0.0781

Fonte: Autoria própria (2024).

Tabela 5 – Posição do vórtice inferior direito para o escoamento em uma cavidade
quadrada.

x/L y/L

Ghia et al. (1982) 0.8594 0.1094
Hou et al. (1994) 0.8667 0.1137
Lin e Lai (2000) 0.8583 0.1142
Rohde et al. (2005) 0.8654 0.1128
Presente estudo 0.8594 0.1094

Fonte: Autoria própria (2024).

4.3 ESCOAMENTO INTERNO AO REDOR DE UM CILINDRO QUADRADO

O escoamento interno ao redor de um cilindro quadrado refere-se ao movi-
mento de um fluido dentro de um canal que contém um obstáculo com formato qua-
drado. Utiliza-se para essa simulação um domínio bidimensional, como mostrado na
Figura 22. Considera-se D = 30 na região refinada da malha. A malha base tem
750x120 pontos, enquanto a malha refinada tem 1050x120 pontos. A região em que o
refino foi empregado está disposta na Figura 23.

Assim como implementado por Wang et al. (2015) e Breuer et al. (2000),
aplica-se a condição de não deslizamento nas paredes do canal através da condição
de contorno de halfway bounce-back, um perfil de velocidades parabólico na entrada,
com velocidade máxima na linha de centro igual a Umáx e uma condição de contorno
convectiva na saída

∂tfi + Umáx∂xfi = 0, (57)

essa condição é proposta em Lou et al. (2013). Wang et al. (2015) argumentam que
essa condição de contorno garante que os vórtices possam se aproximar e passar pela
fronteira de saída sem distúrbios ou reflexões significativas para o domínio interno.

Para valores de Re até aproximadamente 60 o escoamento é estacionário. A
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Figura 22 – Geometria para o escoamento interno ao redor de um cilindro quadrado.

Fonte: Autoria própria (2024).

Figura 23 – Esquema de refino para a simulação o escoamento interno ao redor de
um cilindro quadrado.

Fonte: Autoria própria (2024).

partir desse limite, o escoamento passa a ser transiente, com o desprendimento de
vórtices. Realizou-se simulações para números de Reynolds na faixa de 10 ≤ Re ≤
300. O campo de velocidades e o valor do coeficiente de arrasto foram avaliados e
comparados com os resultados obtidos por Wang et al. (2015) e Breuer et al. (2000).
A Figura 24 mostra os padrões de linha de corrente para o caso em estudo, a partir
das simulações realizadas com o esquema de refino de malha. Percebe-se que, a
partir de Re ≈ 60, ocorre a formação de esteiras de vórtices.

O número de Mach foi fixado em 0.1 para evitar efeitos de compressibili-
dade durante as simulações. Para os escoamentos sem a formação de vórtices,
estabeleceu-se como critério de convergência que a velocidade e as forças não te-
riam uma variação relativa maior do que 1 · 10−6 entre um passo de tempo e outro. No
caso dos escoamentos com o desprendimento de vórtices, a simulação foi continuada
até alcançar um regime oscilatório estacionário. Neste estado, embora haja flutuações
presentes, as propriedades médias do escoamento, como a velocidade e o coeficiente
de arrasto, podem ser estimadas através da média temporal.

Para os escoamentos em que não ocorre o desprendimento de vórtices, o es-
coamento é caracterizado por um par de vórtices de recirculação estacionários loca-
lizados atrás do cilindro. O comprimento de esteira Lr refere-se à distância ao longo
da qual os efeitos de um escoamento perturbado por um corpo se estendem atrás
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Figura 24 – Padrões de linha de corrente para diferentes números de Reynolds para o
escoamento interno ao redor de um cilindro quadrado.

Fonte: Autoria própria (2024).
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dele. Neste trabalho, estimou-se o comprimento de esteira calculando-se a distância,
ao longo do comprimento do canal e na linha de altura média, desde o ponto imedia-
tamente atrás do obstáculo até o ponto em que a velocidade na direção x atingia 95%

da velocidade de escoamento livre. A Figura 25 mostra os comprimentos de esteira
calculados em comparação com os resultados encontrados por Breuer et al. (2000).

Figura 25 – Comprimentos de esteira para o escoamento ao redor de um cilindro qua-
drado.

Fonte: Autoria própria (2024).

A Figura 26 plota o perfil de velocidades para Re = 30 e M = 0.1 para uma
malha uniforme, com D = 30 e 240x1500 pontos, contra os resultados obtidos através
da simulação com o esquema de refino de malha e os resultados encontrados por
Wang et al. (2015). Para Re = 100 e M = 0.1, a Figura 27 mostra o perfil de velo-
cidades ao longo do domínio e compara os resultados obtidos pelo LBM com refino
de malha com o LBM uniforme, e com os dados encontrados em Breuer et al. (2000).
Percebe-se que há uma diferença entre os valores das velocidades encontrados por
Breuer et al. (2000), o que pode ser atribuído à natureza oscilatória do escoamento,
de modo que a escolha do momento em que se realiza a análise é de suma impor-
tância para os resultados. Realiza-se ainda uma análise do coeficiente de arrasto e
do número de Strouhal. O coeficiente de arrasto é dado pela Equação 58, onde D é
a força de arrasto exercida pelo fluido sobre o corpo, ρ é a densidade do fluido, U é a
velocidade do fluido em relação ao corpo e L é o comprimento característico, nesse
caso, a medida do lado do quadrado.

CD =
D

1
2
ρU2L

(58)

O número de Strouhal é dado pela Equação 59. Essa medida adimensional
consiste em uma relação entre a frequência de oscilação dos vórtices desprendidos
e as características do escoamento e do corpo. Na Equação 59, f é a frequência de
desprendimento dos vórtices.
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St =
fL

U
(59)

Figura 26 – Perfis de velocidade ao longo da linha de centro do domínio para Re = 30
para o escoamento interno ao redor de um cilindro quadrado.

Fonte: Autoria própria (2024).
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Figura 27 – Perfis de velocidade ao longo da linha de centro do domínio para Re = 100
para o escoamento interno ao redor de um cilindro quadrado.

Fonte: Autoria própria (2024).

O cálculo das forças que o fluido exerce sobre o corpo é feito através do mé-
todo de troca de quantidade de movimento e a estimativa da frequência de desprendi-
mento dos vórtices é tomada a partir de uma análise temporal da força de sustentação,
feita através de uma transformada rápida de Fourier, assim como feito no trabalho de
Breuer et al. (2000).

A Figura 28(a) mostra os resultados do coeficiente de arrasto estimado para
o escoamento ao redor do cilindro quadrado na faixa de Reynolds em que o campo
de velocidades atinge um estado estacionário. A Figura 28(b) apresenta os resultados
do coeficiente de arrasto médio, calculado como média temporal, para o caso em que
ocorre a a formação de vórtices. A Figura 28(c) apresenta o número de Strouhal
obtido para as simulações rodadas. Percebe-se que há uma leve discrepância nos
resultados, que podem ser advindas do método de estimativa da força, uma vez que
Breuer et al. (2000) não menciona o método empregado em seu trabalho.
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Figura 28 – Coeficiente de arrasto (a), coeficiente de arrasto médio (b) e número de
Strouhal (c) em função do número de Reynolds para o escoamento interno
ao redor de um cilindro quadrado.

Fonte: Autoria própria (2024).

Uma análise do trabalho de outros autores, disposta na Tabela 6, permite
observar que os valores para o coeficiente de arrasto e o número de Strouhal encon-
trados estão dentro da faixa esperada.

Por fim, realizou-se uma comparação entre os tempos de simulação para uma
malha uniforme com D = 30 e 1500x240 pontos e para as simulações realizadas com
o esquema de refino de malha (Tabela 7). A aplicação do refino de malha resultou em
uma redução média de aproximadamente 68% no tempo de simulação, enquanto uma
análise da diferença média entre as velocidades da simulação com a malha uniforme
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Tabela 6 – Comparação entre coeficiente de arrasto e número de Strouhal para o es-
coamento interno ao redor do cilindro quadrado com resultados encontra-
dos na literatura.

Re Fonte CD St

40 Sen et al. (2011) 1.67 −
Xu et al. (2023) 1.67 −

Dhiman R. P. Chhabra e Eswaran (2006) 1.76 −
Wang et al. (2015) 1.73 −
Breuer et al. (2000) 1.69 −

Presente estudo 1.69 −

100 Sohankar et al. (1998) 1.48 0.146
Sharma e Eswaran (2004) 1.49 0.149

Sen et al. (2011) 1.53 0.145
Wang et al. (2015) 1.39 0.136
Breuer et al. (2000) 1.39 0.135

Presente estudo 1.42 0.134

200 Okajima (1982) 1.50 0.141
Xu et al. (2023) 1.49 0.141

Sohankar et al. (1998) 1.46 0.145
Wang et al. (2015) 1.38 0.144
Breuer et al. (2000) 1.42 0.143

Presente estudo 1.40 0.143

Fonte: Autoria própria (2024).

em relação à simulação da técnica de refino é da ordem de 10−4. Isso evidencia a
eficiência do esquema de refino de malha, permitindo uma modelagem precisa com
uma redução significativa no tempo computacional.

4.4 ESCOAMENTO EXTERNO AO REDOR DE UM CILINDRO CIRCULAR

O escoamento externo ao redor de um obstáculo cilíndrico é um problema
clássico da aerodinâmica e foi extensivamente estudado na literatura. Tritton (1959)
estudou experimentalmente esse caso para baixos números de Reynolds, e Roshko
(1961) para elevados números de Reynolds. Diversos outros autores propuseram-se
a estudar esse escoamento de maneira numérica, como Dennis e Chang (1970), que
obtém as equações de movimento para o escoamento incompressível ao redor do
cilindro através do método das diferenças finitas, Calhoun (2002), que busca resolver
as equações de Navier-Stokes para uma malha irregular, e Saiki e Biringen (1996) que
se utiliza se um método de nós virtuais para melhor modelar a camada limite em um
esquema de diferenças finitas de alta ordem.

Para o LBM, He e Doolen (1997) propõem um esquema de interpolação ba-
seado em coordenadas curvilíneas, para modelar corpos de surperfície arrendondada
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Tabela 7 – Comparação dos tempos de simulação em segundos entre a malha uni-
forme e o esquema de refino de malha para o escoamento ao redor do
cilindro quadrado.

Re Malha uniforme Malha com refino Redução percentual

10 1576 490 68.9%
20 2881 902 68.7%
30 4194 972 76.8%
40 4680 1456 68.9%
50 5541 1555 71.9%
60 6682 2185 67.3%
70 7216 2132 70.5%
80 5781 2342 59.5%
90 7047 2425 65.6%
100 6692 2116 68.4%
200 6100 2159 64.6%
300 6446 2301 64.3%

de maneira contínua. Dupuis et al. (2008) implementam uma técnica de nós virtuais
para o LBM, de modo a melhor capturar os gradientes na camada limite.

Para a simulação do escoamento externo ao redor de um cilindro, utiliza-se
um domínio bidimensional, como mostrado na Figura 29. Faz-se D = 30 na região
refinada, e a razão de proporcionalidade entre as malhas é igual a 2. Dessa forma, a
malha base tem dimensões 240x900 pontos, e a malha refinada que sobrepõe a região
mostrada na Figura 30 tem 240x900 pontos. Posiciona-se o cilindro de maneira sufi-
cientemente distante das fronteiras, de maneira a minimizar o efeito de gradientes de
velocidade e pressão causados pela presença do obstáculo no fluido nos contornos,
e poder simular o escoamento externo de maneira fidedigna.

Figura 29 – Geometria para o escoamento ao redor de um cilindro.

Fonte: Autoria própria (2024).

Realiza-se simulações para números de Reynolds de 10 até 300, para captu-
rar a evolução do desprendimento dos vórtices. Para as simulações, fixa-se o número
de Mach em 0.1, visando evitar a inserção de erros numéricos relacionados à com-
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Figura 30 – Esquema de refino para o escoamento ao redor de um cilindro.

Fonte: Autoria própria (2024).

pressibilidade. A velocidade na entrada é imposta por uma condição de contorno de
velocidade prescrita e a saída é modelada através da condição de contorno convec-
tiva, assim como é feito por Premnath et al. (2013) para o LBM e por Choi et al. (2007)
para o FVM. Nas fronteiras superior e inferior, aplica-se uma condição de contorno de
deslizamento livre, isto é, a velocidade normal ao plano é nula, enquanto a velocidade
tangencial é configurada como sendo igual à velocidade de escoamento livre. Ao re-
dor do cilindro, a condição de não-deslizamento é aplicada através do esquema de
halfway bounce-back.

A Figura 31 mostra a evolução do regime de escoamento com o aumento do
número de Reynolds através da representação das linhas de corrente ao redor do
obstáculo. Percebe-se que a partir de Re > 50 o escoamento adquire um caráter
assimétrico e com o aumento do número de Reynolds percebe-se a formação das
esteiras de vórtice e o comportamento oscilatório do campo de velocidade. Silva et al.
(2003) afirmam que o escoamento deixa de ser estacionário para Re ≈ 47, o que está
de acordo com o encontrado pelo presente trabalho.

Considerando os casos onde o escoamento atinge o regime estacionário,
compara-se os resultados para o comprimento de esteira, o ângulo de separação e
o coeficiente de arrasto obtidos no presente trabalho com os resultados encontrados
na literatura na Tabela 8. O comprimento de esteira é obtido através da medida da dis-
tância ao longo do comprimento e na linha de altura média do domínio, desde o ponto
imediatamente atrás do obstáculo até o ponto em que a velocidade na direção x atinge
95% da velocidade de escoamento livre. O ângulo de separação é medido do bordo
de ataque do cilindro, ou seja, de seu ponto de estagnação, até onde ocorre a mu-
dança do sinal do gradiente de velocidades ∂u

∂y
. Para a estimativa das força de arrasto

exercida sobre o fluido sobre a esfera empregou-se o método de troca de quantidade
de movimento. Percebe-se que os resultados obtidos concordam com outros valores
encontrados na literatura.

A Figura 32(a) mostra o coeficiente de arrasto em comparação com os re-
sultados de Le et al. (2008) e Silva et al. (2003), que utilizam o método da fronteira
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Figura 31 – Padrões de linha de corrente para diferentes números de Reynolds para o
escoamento interno ao redor de um cilindro.

Fonte: Autoria própria (2024).

imersa (immersed boundary method) para resolver numericamente o escoamento, e
os resultados de He e Doolen (1997), que propõem uma formulação do LBM em co-
ordenadas curvilíneas. A 32(b) mostra o número de Strouhal em função do número
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Tabela 8 – Comparação entre comprimento de esteira, ângulo de separação e coefi-
ciente de arrasto encontrados na literatura para o escoamento ao redor de
um cilindro.

Re Fonte Lr/D θS CD

10 Dennis e Chang (1970) 0.27 29.6 2.85
He e Doolen (1997) 0.24 26.7 3.17

Presente estudo 0.24 30.0 3.114

20 Dennis e Chang (1970) 0.94 43.7 2.05
Fornberg (1980) 0.91 − 2.00
Choi et al. (2007) 0.90 40.8 2.02
Calhoun (2002) 0.91 45.5 2.19

Russell e Wang (2003) 0.94 43.3 2.13
He e Doolen (1997) 0.92 43.0 2.15

Presente estudo 0.91 45.72 2.19

40 Dennis e Chang (1970) 2.35 53.8 1.52
Fornberg (1980) 2.24 − 1.50
Choi et al. (2007) 2.25 51.0 1.52
Calhoun (2002) 2.18 54.2 1.62

Russell e Wang (2003) 2.29 53.6 1.49
He e Doolen (1997) 2.24 52.8 1.50

Presente estudo 2.32 51.5 1.60

Fonte: Autoria própria (2024).

de Reynolds e os compara com os resultados de Le et al. (2008) e Silva et al. (2003).
Considerando o regime transiente, para os casos de Re = 100 e Re = 200, onde ocorre
o desprendimento de vórtices, compara-se os valores de coeficiente de arrasto médio
e do número de Strouhal com a literatura na Tabela 9.

Tabela 9 – Comparação entre coeficiente de arrasto médio e número de Strouhal en-
contrados na literatura para o caso do escoamento ao redor de um cilindro.

Re Fonte CD St

100 Choi et al. (2007) 1.34 0.164
Kim et al. (2001) 1.33 0.165
Calhoun (2002) 1.33 0.175

Russell e Wang (2003) 1.38 0.169
Presente estudo 1.31 0.166

200 Choi et al. (2007) 1.36 0.191
Calhoun (2002) 1.17 0.202

Russell e Wang (2003) 1.29 0.195
Presente estudo 1.22 0.197

Fonte: Autoria própria (2024).
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Figura 32 – Coeficiente de arrasto médio (a) e número de Strouhal (b) em função do
número de Reynolds para o escoamento ao redor de um cilindro.

Fonte: Autoria própria (2024).

Tabela 10 – Comparação dos tempos de simulação em segundos entre a malha uni-
forme e o esquema de refino de malha para o caso do escoamento ao
redor de um cilindro.

Re Malha uniforme Malha com refino Redução percentual

10 1358 875 35.5%
20 1874 1267 32.4%
30 2131 1412 33.8%
40 2565 1515 41.0%
50 2989 2095 29.9%
60 3152 2173 31.0%
70 3139 2056 34.5%
80 3277 2238 31.7%
90 3028 1911 36.9%
100 3227 1975 38.8%
200 3493 2037 41.7%
300 3405 2159 36.6%

A utilização da técnica de refino de malha teve um impacto significativo nos
tempos de simulação neste estudo. Uma análise dos tempos de simulação em segun-
dos para Re variando de 10 a 300 (Tabela 10), mostra uma diminuição de cerca de 35%

no tempo de simulação ao empregar o domínio refinado mostrado na Figura 30.

4.5 ESCOAMENTO EXTERNO AO REDOR DE UMA ESFERA

A simulação do escoamento ao redor de uma esfera almeja validar a aplica-
ção do método de refino de malha implementado neste trabalho para escoamentos
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em um domínio tridimensional, com uma geometria mais complexa, onde o refino de
malha ao redor do contorno é de fundamental importância. Johnson e Patel (1999)
destacam que, assim como no escoamento bidimensional ao redor de um cilindro, ins-
tabilidades podem gerar campos de escoamento não estacionários. No entanto, ao
contrário dos escoamentos bidimensionais, o escoamento tridimensional permite inte-
rações cinemáticas e vorticiais mais complexas, o que torna sua modelagem numérica
mais complexa.

O regime de escoamento ao redor da esfera pode ser classificado quanto ao
aparecimento de estruturas de vórtice. Para números de Reynolds até aproximada-
mente 200, o regime do escoamento ao redor da esfera é classificado como laminar
e axissimétrico. Para a faixa de 210 ≤ Re ≤ 270 encontra-se um regime laminar não-
axissimétrico. Para números de Reynolds acima de 270, encontra-se um regime não
estacionário (JOHNSON; PATEL, 1999).

O escoamento ao redor de uma esfera é extensamente estudado na literatura.
Ross e Willmarth (1971) realizaram um estudo experimental para avaliar o arrasto ao
redor de uma esfera variando para uma faixa de número de Reynolds igual a 5 ≤ Re ≤
1 · 105. Achenbach (1972) dedicou-se a estudar esse mesmo caso experimentalmente
para 5 · 104 ≤ Re ≤ 6 · 106. Diversos outros autores dedicaram-se ao estudo numérico
do escoamento ao redor da esfera, como Fornberg (1988), que utilizou o método de
Newton para resolver as equações discretizadas de conservação, Johnson e Patel
(1999) e Kim e Choi (2002), que utilizaram o método de Runge-Kutta para integrar
as equações de quantidade de movimento, e Constantinescu e Squires (2000) que
utilizaram Large Eddy Simulation (LES) e Detached Eddy Simulation (DES) para a
modelagem do problema.

No que diz respeito ao LBM, Mei et al. (2002) aplicaram esquemas de inter-
polação para melhor modelar a região ao redor da esfera, Stiebler et al. (2011) im-
plementaram uma estratégia de refino de malha localizada e Kajzer e Pozorski (2017)
realizaram simulações em uma malha uniforme, para validar a solução do contorno
em uma geometria em degraus.

No presente estudo, utilizou-se para a simulação a geometria representada na
Figura 33 e refinou-se a região ao redor da esfera conforme mostrado na Figura 34.
Fez-se o diâmetro da esfera como D = 20 na região refinada, de modo que a malha
base tem 300x300x600 pontos, enquanto a porção refinada mostrada em destaque
na Figura 34 tem 200x200x800 pontos. Para a modelagem satisfatória do escoamento
externo, posicionou-se a esfera a uma distância significativa das fronteiras, de maneira
a reduzir os gradientes de pressão e velocidade próximos das fronteiras do domínio
computacional e assim garantir melhor acurácia para a simulação.

A condição de não-deslizamento ao redor da esfera foi imposta através do
esquema de halfway bounce-back, a velocidade na entrada do domínio foi imposta
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Figura 33 – Geometria para o escoamento externo ao redor de uma esfera.

Fonte: Autoria própria (2024).

Figura 34 – Esquema de refino para o escoamento externo ao redor de uma esfera.

Fonte: Autoria própria (2024).

através de uma condição de contorno de velocidade prescrita e a saída do domínio
foi modelada através da condição de contorno de gradiente nulo para a velocidade,
assim como feito por Kajzer e Pozorski (2017). Nas paredes laterais, empregou-se
uma condição de contorno periódica.

O número de Reynolds foi variado entre 10 e 200 e o número de Mach fixado
em 0.06, de modo a evitar efeitos negativos de compressibilidade no escoamento. A
Figura 35 mostra os padrões de linhas de corrente numa região ao redor da esfera
para as simulações rodadas.

Os valores estimados para o coeficiente de arrasto no regime de escoamento
laminar são mostrados na Figura 36. Realizou-se também simulações com uma malha
uniforme de 1200x600x600 pontos, que corresponderia à uma malha completamente
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Figura 35 – Padrões de linha de corrente para diferentes números de Reynolds para o
escoamento ao redor de uma esfera.

Fonte: Autoria própria (2024).

refinada. Percebe-se que há uma ótima concordância entre os resultados resultados
obtidos com o algoritmo de refino de malha e com os da malha uniforme. Além disso,
as soluções estão de acordo com os resultados experimentais de Ross e Willmarth
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(1971), e com os resultados obtidos através do LBM por Cui et al. (2004) e por Kajzer
e Pozorski (2017).

Figura 36 – Coeficiente de arrasto em função do número de Reynolds para o escoa-
mento ao redor de uma esfera.

Fonte: Autoria própria (2024).

O comprimentos de esteira para o regime de escoamento laminar são mos-
trados na Figura 37, em comparação com os resultados experimentais de Taneda
(1956), os resultados numéricos obtidos através de CFD por Johnson e Patel (1999)
e os resultados obtidos através do LBM por Cui et al. (2004). Percebe-se uma boa
concordância para os resultados.

Figura 37 – Comprimentos de esteira estimados para o escoamento ao redor de uma
esfera.

Fonte: Autoria própria (2024).
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Almejou-se também rodar simulações para Re = 250 e Re = 300, de modo a
capturar todos os regimes de escoamento. Entretanto, apesar da região refinada ao
redor da esfera, o domínio de simulação não foi capaz de representar com qualidade a
camada limite ao redor do obstáculo e as simulações divergiram, isto é, apresentaram
erros de compressibilidade logo no início da simulação.

Um motivo para a aparição das estruturas de instabilidade pode ser a repre-
sentação do contorno da esfera em degraus, mesmo com o refino de malha essa
representação descontinuada da fronteira será responsável por inserir erros na simu-
lação. Para contornar esse problema, Mei et al. (2002) implementam esquemas de
interpolação na região ao redor da esfera, de maneira a tornar essa região mais su-
ave melhorar a modelagem da camada limite. De maneira a reduzir o erro adicionado
pela descontinuidade da modelagem da esfera com uma malha uniforme, Manelil et al.
(2021) utilizam uma malha extremamente refinada, com 25859562 nós, necessitando
de 235 horas de simulação para o caso de Re = 350.

Além disso, utilizou-se para as simulações o operador colisional BGK, conhe-
cido por sua simplicidade e versatilidade, mas que pode não ser o mais adequado para
a modelagem do problema. Para números de Reynolds acima de 200, mantendo-se
o número de Mach em 0.06, o parâmetro de relaxação τ aproxima-se cada vez mais
de 0.5, o que aproxima a simulação de regiões de instabilidade, e afeta a acurácia da
simulação. Para melhorar as características de estabilidade de suas simulações para
números de Reynolds elevados, Stiebler et al. (2011) empregaram o operador MRT.

Tabela 11 – Comparação dos tempos de simulação em segundos entre a malha uni-
forme e o esquema de refino de malha para o escoamento ao redor de
uma esfera.

Re Malha uniforme Malha com refino Redução percentual

10 43128 27138 37.1%
20 57056 29650 48.1%
30 64632 32144 50.3%
40 67198 31641 52.9%
50 68714 35968 47.7%
60 71003 35715 49.7%
70 70851 41528 41.4%
80 71819 45584 36.5%
90 73801 45399 38.5%
100 72758 51579 29.1%
200 74789 57052 23.7%

Fonte: Autoria própria (2024).

Apesar da limitação em modelar os números de Reynolds altos para o con-
junto escolhido de dimensões, parâmetros e operador colisional, a técnica de refino
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de malha mostrou-se vantajosa ao reduzir o tempo de simulação. Os tempos de si-
mulação são mostrados na Tabela 11. Percebe-se uma redução de cerca de 40% no
tempo de simulação ao se empregar a técnica de refino de malha.



65

5 CONCLUSÃO

O presente estudo propôs uma revisão teórica das técnicas de refino de ma-
lha aplicadas ao método de lattice-Boltzmann, conhecido por sua eficácia em escoa-
mentos incompressíveis e crescente interesse na indústria aeroespacial devido à sua
implementação simples e alta capacidade de paralelização. A partir dessa revisão,
optou-se por implementar o método proposto por Rohde et al. (2005), destacando-se
sua simplicidade, conservação natural da massa e versatilidade pela independência
do operador colisional.

A implementação foi integrada ao código desenvolvido pelo grupo de pesquisa
PORO da Universidade Federal de Santa Catarina, visando melhorar a qualidade das
soluções numéricas sem comprometer os recursos computacionais. A validação in-
cluiu a resolução de escoamentos clássicos estudados por anos na literatura, como o
escoamento de Poiseuille, escoamento em cavidade quadrada, ao redor de um obs-
táculo quadrado, cilíndrico e esférico. Observou-se excelente concordância entre os
resultados obtidos e aqueles previamente reportados na literatura, indicando que a
técnica de refino de Rohde et al. (2005) não introduz erros numéricos significativos
nas simulações.

Adicionalmente, a utilização da técnica de refino demonstrou uma significativa
redução no tempo de simulação para os casos estudados, permitindo modelar com
maior resolução as regiões próximas aos obstáculos, enquanto áreas mais distantes
e com menor variação de escoamento foram discretizadas de forma mais grosseira.

Percebe-se, no entanto, que para sua aplicação na área aeroespacial, o LBM
ainda necessita de aprimoramentos adicionais, como a utilização de operadores co-
lisionais mais sofisticados, modelos de turbulência, técnicas que permitam lidar com
escoamentos transônicos e supersônicos e condições de contorno que considerem a
curvatura para melhor descrição da geometria. Recomenda-se que futuros estudos se
concentrem no desenvolvimento de técnicas com múltiplos níveis de refino, visando
ainda mais a redução do tempo de simulação, mantendo a qualidade dos resultados.
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