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RESUMO

Neste trabalho consideramos o problema de Cauchy para um modelo magneto-termo-
eldstico semilinear em R3 com apenas dois termos dissipativos. Os principais objetivos
sao obter taxas de decaimento para a energia total associada ao problema linear sobre
diferentes hipoteses nos dados iniciais e provar a existéncia de solugao global para o pro-
blema semilinear. O método desenvolvido neste trabalho para tratar o problema linear
é baseado em ideias de Charao, da Luz e Ikehata (2013), porém por considerarmos so-
mente duas dissipagoes, foi necessario usar algumas técnicas do artigo de Rivera e Racke
(2001) trabalhando com o sistema no espago de Fourier em termo de suas componentes
e utilizando multiplicadores adequados. Os resultados obtidos para o problema linear
melhoram resultados conhecidos na literatura. No tltimo capitulo do trabalho, provamos
a existéncia de solucao global e taxas de decaimento para o problema semilinear com uma
nao linearidade do tipo |u|p*1u. Ao que parece, resultados para esse tipo de problema nao
eram conhecidos na literatura.

Palavras-chave: Sistema magneto-termo-elastico. Problema linear e semilinear. Existéncia
de solucao global. Taxas de decaimento.



ABSTRACT

In this work we consider the Cauchy problem for a semilinear magneto-thermo-elastic
model in R? with only two dissipative terms. Our main goals are to obtain decay rates
for the total energy associated with the linear problem under different hypotheses on the
initial data and to prove the existence of global solutions for the semilinear problem. The
method developed in this work to deal with the linear problem is based on the ideas of
Charao, da Luz and ITkehata (2013), but because we consider only two dissipations, it was
necessary to use some techniques from the article by Rivera and Racke (2001) working
with the system in space of Fourier in terms of its components and using appropriate
multipliers. The results obtained for the linear problem improve results already known in
the literature. In the last chapter of the work, we prove the existence of a global solution
and decay rates for the semilinear problem with a nonlinearity of the type |u[P~lu. As it
seems, results for this type of problem were not known in the literature.

Keywords: Magneto-thermo-elastic system. Linear and semilinear problem. Existence of
global solution. Decay rates.
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1 INTRODUCAO

A teoria de magneto-elasticidade, resumidamente, se preocupa com os efeitos das in-
teragoes entre campos eldsticos e magnéticos que contribuem para deformacao de materiais
nao ferrosos. Para esses materiais, os efeitos de carga, corrente de deslocamento e polariza-
¢ao podem ser desprezados. Ao considerarmos também a presenca de um campo térmico,
surge o fenémeno de magneto-termo-elasticidade. Em Erigen-Maugin [18] encontra-se
uma deducao completa de equacoes de magneto-elasticidade e magneto-termo-elasticidade
lineares e nao lineares.

Neste trabalho, consideremos o seguinte problema de Cauchy para um sistema

semilinear descrevendo um fenémeno magneto-termo-eldstico em R3:

ugt — pdu — A+ p)Vdivu +yV0 = pgcurl h x H + [ulP~u, (t,2) e RT x R? (
hi + vi curl curl b = pg curl(ug x H), (t,2) € RT x R3 (
0 — kA +~ydivug =0, (t,2) e RT x R3 (
divh =0, (t,2) e Rt x R? (
w(0,2) = ug(z), ut(0,z) =uy(z), =eR3 (
h0,2) = ho(z), 0(0,z) =06y(x), =eR3, (

onde u = (u',u? u3) denota o vetor deslocamento, h = (h%, h?, h3) a inducdo magnética e

0 a diferenca de temperatura em relacao a uma temperatura de referéncia fixa. As constan-
tes de acoplamento pq (permeabilidade magnética) e v sao positivas e H = (0,0,1) = e3
denota o campo magnético externo constante. A constante x > 0 é a difusibilidade térmica
L onde o > 0 ¢ a condutividade do material e A, [t sao as constantes

THo”
de Lamé da teoria de elasticidade com > 0 e A+ p > 0. Por fim, uy = (%“Tl, %“TQ, %“;),

do material, 11 =

Au = (Aul, Au?, Au3), A denota o operador Laplaciano, V o operador gradiente, div o
operador divergente, curl o operador rotacional e x o produto vetorial usual.
A energia total associada a solucao do sistema (1.1)-(1.6) é definida, para ¢ > 0,

por

3
1 ; .
£t) =5 /}R3 [ue ()] + 1> IVl (O + (A + )| diva(t)? + [a(6)* + 16(1) [ | dx,
j=1
(1.7)
3 3

em que |ug|? = h Ry |uft‘7|2 e|h? = > i1 |hk|2

Neste trabalho temos dois objetivos principais. O primeiro deles consiste em estudar

o comportamento assintético da energia total, definida em (1.7), associada a soluc¢do do
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problema linear

ugp — pAu — (X + p)Vdivu + vV = pgcurlh x H, (t,z) € RT x R3 (1.8)
hi + vi curl curl b = pg curl(ug x H), (t,2) € RT x R? (1.9)
0 — kA +~ydivug =0, (t,2) e RT x R3 (1.10)
divh =0, (t,z) e Rt xR3 (1.11)
w(0,2) = ug(z), u(0,z) =uy(z), =eR3 (1.12)
h0,2) = ho(z), 0(0,z) =0by(x), =eR>. (1.13)

Obtemos diferentes resultados para a energia assumindo diferentes hipdteses sobre os
dados iniciais. Além disso, provamos taxas de decaimento para a norma L2 de u com o
intuito de usé-las no estudo do problema semilinear (1.1)-(1.6).

Nosso segundo objetivo é provar a existéncia de solucao global no tempo e taxas de
decaimento para o sistema (1.1)-(1.6), obtendo para a energia total associada a solucao do
problema semilinear as mesmas taxas de decaimento obtidas no problema linear. Fazemos
isso usando as estimativas de decaimento obtidas para o problema linear juntamente com

o problema semilinear pelo Principio de Duhamel escrito na forma
t
U(t) = S(t)Uy + / S(t—s)F(U(s))ds,
0

onde U(t) = (u(t), ur(t), h(), 05), U = (g, ur, ho, 00), F(u(t)) = (0, [u(t) P~ u(t),0,0)T
e S(t) o semigrupo associado ao sistema linear (1.8)-(1.13). Assim, com base no trabalho

de Nakao [29], para a equagao da onda é suficiente provar estimativas a priori para a
energia total, £(t), e a norma L? da solugao, no intervalo de existéncia. Alguns trabalhos
que usaram deste mesmo argumento para provar a existéncia de solugao global sao, por
exemplo, [14], [22] e [23].

Para o estudo do comportamento assintotico da energia associada ao sistema linear
(1.8)-(1.13), o método desenvolvido neste trabalho é baseado no método de energia no
espaco de Fourier combinado com o Lema de Haraux-Komornik, a monotonicidade da
energia local e total no espaco de Fourier e a propriedade de integrabilidade de certas
singularidades em torno da origem. Tal método foi desenvolvido por Charao, da Luz e
Ikehata em [7] no estudo de equagoes de onda com dissipagao fraciondria e em [8] no
estudo da equacao de placas com inércia rotacional. Porém por considerarmos somente
duas dissipagoes, necessitamos usar algumas técnicas do artigo de Rivera e Racke [33] tra-
balhando com o sistema no espaco de Fourier em termos de suas componentes e utilizando
multiplicadores adequados. Além disso, diferente do que foi feito em trabalhos anteriores
(ver por exemplo [7] ou [15]), nos quais os autores dividem R™ nas regioes dentro e fora
de uma bola, por questoes técnicas, neste trabalho dividimos R3 nas regioes fora e dentro
de um cubo de aresta 2. Isso nos possibilitou considerar dados iniciais em L9, 1 < ¢ < 2

(hip6tese adequada para estudar o decaimento), e uma hipdtese mais adequada sobre os
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dados iniciais no espaco de Fourier na regiao de alta frequéncia. Dessa forma, provamos
que a energia total decai com taxa t_% com 3 > Qqu'

Ainda, em relagao ao estudo do sistema linear (1.8)-(1.13), melhoramos dois tra-
balhos existentes na literatura: um deles se deve a Rivera e Racke [33], onde os autores
trabalharam com o sistema no espago de Fourier em termos de suas componentes e usando
multiplicadores adequados construiram um funcional de Lyapunov equivalente ao funcional

de energia. Assim, assumindo que os dados iniciais satisfazem

2 m+1
/ (H < AZ) £(0, €)dt < oo,
R \ €]

Azmasz<1 1)

g’

onde

£(,€) = 5 (1) + wlePao + A+ wl(€ - aO)P + O +180)2).

m+1) com m € Np. Um

eles obtiveram que a energia total decai com taxa polinomial =
dos nossos resultados melhora o resultado obtido em [33], pois obtemos as mesmas taxas
de decaimento com hipéteses mais fracas (veja Capitulo 4, Secao 4.3).

Em outro trabalho, Da Luz e Oliveira [15] estudaram o sistema magneto-termo-
eldstico (1.8)-(1.13) com o acréscimo do termo us na equagao (1.8), isto é, com a acao de
trés termos dissipativos. Eles provaram o decaimento assintético da energia total de ordem
a, a > —2, com uma taxa de decaimento polinomial. Para isso, os autores se basearam no
método desenvolvido em [7] e [8], além de obterem estimativas que forneceram melhores
taxas de decaimento com algumas hipéteses adicionais sobre os dados iniciais. As hipéteses

adicionais e respectivas taxas sao as seguintes:

(i) Se p = =2 e ug,u1,hyg € [LL(R3)]3 e 6y € LY(R3), entdo () = Ot 210) e
lu(t)]|22 = Ot =) (t = +00);

(ii) Se =2 < p < 0 e ug,u1 € [LLR33, hg € W17 2LR3)B e ) € WL 21(R3),
~ _E’JFJ+6 2 _Sﬂ_i_(j
entdao E(t) = O™ 2 %) e [u(t)||7. = O™ 2 7°) (t = +00);

(iii) Se p > 0 e ug,uy € (WL R3PB, hg € W1 2LR3 e 6y € W12 1(R3),
entdo £(t) = Ot 2" 40) e [lu(t)[|2, = Ot~ 2 0) (t = +o00),

para qualquer § > 0, onde £(t) denota a energia total associada ao sistema. Assim, em
cada um dos itens é possivel escolher um 6 > 0 de forma que em alguns casos as taxas
sao melhores que as obtidas em [33]. Veja que p esta relacionado com a regularidade dos
dados iniciais e as taxas de decaimento. Observe que no item (i7) tem-se dados iniciais
mais regulares para 6y e hg, quando comparado ao item (i), e com isso tem-se taxas de
decaimento mais rapidas. Também, na hipdtese (7i7) tem-se mais regularidade nos dados

iniciais ug, u1, hg e g com taxas de decaimento mais rapidas em relacao ao item (i).
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Outro tipo de resultado obtido em [15] é o seguinte: assumindo que os dados iniciais

no espaco de Fourier satisfacam, para m > 0,
—2 21~ 12 ~ 12 ~ 2 712
to= [V (Pl i iof? + 1) < o0

(hipotese esta mais fraca do que a considerada em [33]), tem-se que a energia total do
sistema decai com taxa polinomial t~"*. Nossos resultados melhoram o trabalho em [15]
no sentido de estarmos considerando aqui duas dissipacoes apenas.

Além dos trabalhos em [33] e [15] j& citados, temos o trabalho de Andreou e Dassios
[1], que parece ser um dos primeiros trabalhos, na literatura, relacionado ao problema
de Cauchy de um modelo magneto-elastico linear, sem considerar os efeitos térmicos.
Os autores consideraram a propagacao de ondas magneto-elasticas em um meio elastico
homogeéneo e isotrépico com condutividade elétrica finita. Aplicando a transformada de
Fourier no problema de Cauchy, estudaram um PVI para equacgoes magneto-elasticas
espectrais. Métodos de perturbacao regular e singular e teoria dos residuos complexos
sao utilizadas. Essas técnicas juntamente com os métodos do problema termoelastico
em [16] e assumindo dados iniciais suficientemente suaves, forneceram taxa de decaimento
polinomial t_(m+%), quando t — +o00, para a energia cinética, de deformacgao e magnética.
Ainda, a taxa obtida coincide com a taxa correspondente para ondas termoelasticas. A
constante m € Ny é dada por m = min{vg + 1, v1, v}, em que vg, v1 e vy, representam a
ordem do menor momento de nao anulacao do deslocamento inicial, a velocidade inicial e
o campo magnético inicial, respectivamente.

A seguir, citamos outros trabalhos anteriores importantes para a teoria do sistema
magneto-termo-elastico. Um primeiro estudo sobre o decaimento da energia total em
dominio Q ¢ R3 limitado é devido a Menzala e Zuazua [26]. Eles estudaram o PVIF
relacionado ao sistema magneto-eldstico linear, composto pelas equagoes (1.8), (1.9) e

(1.11), sem os efeitos térmicos, com condigoes iniciais e de fronteira

w(0,2) = up(z), w(0,2) =ui(z), h(0,z)=ho(z) em Q
u=0, h-n=0, curl(h) xn=0 sobre (0,00) x 91,

onde n = n(z) denota a normal exterior em = € 9. Usando o Principio da Invariancia
de La Salle, provaram que a energia do sistema decai a zero sem apresentar taxas de
decaimento. Além disso, mostraram que seus resultados se estendem ao sistema magneto-
termo-eldstico linear. Posteriormente, Rivera e Santos [35] estudaram o mesmo problema
numa regiao 2 sendo um dominio aberto, limitado e conexo, com fronteira suave. Eles
obtiveram taxa de decaimento polinomial para a energia total, quando ¢ — +o0, para
dados iniciais suaves e com {2 satisfazendo algumas condicoes.

Dessa forma, observa-se que a dificuldade gerada por trabalharmos sem a dissipagao
na equacao de ondas elasticas é também um problema para o sistema magneto-elastico

linear em dominio limitado. Por exemplo, em [26] os autores mostraram apenas decaimento
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sem taxa. Em [35] s6 é possivel obter taxa de decaimento desde que o dominio limitado
tenha certas propriedades, e isso mesmo em dominios limitados de R2 como pode ser visto
em [34].

Anteriormente ao trabalho em [35], Rivera e Racke [33] estudaram o PVIF rela-
cionado ao sistema magneto-termo-elastico linear, porém, com condigoes de fronteira do
tipo memoria sobre a funcao deslocamento u. Eles apresentaram um primeiro resultado
descrevendo o comportamento assintotico em termos de taxa de decaimento, quando o

tempo tende ao infinito. A condicao de fronteira do tipo memoria satisfaz
1 1
U — ——g * Oy,

r(0) " 7(0)

onde dyu é o operador de fronteira natural do tipo Neumann para as equagoes (1.8). Sob

ayu:_

certas condicoes em g, os autores provaram que a energia associada a solucao do PVIF
decai exponencialmente e também polinomialmente.

Charao, Oliveira e Menzala [11] abordaram o sistema magneto-eldstico, estudado
em [35], em uma regido Q2 limitada e simplesmente conexa de R3, com fronteira de classe
C2, com o acréscimo de uma nao linearidade mais simples p(x,u;), na equacdo de ondas
elasticas, que representa uma dissipacao efetiva apenas em uma pequena parte de Q.
Os autores obtiveram decaimento uniforme para energia, quando t — +o0, com p(x, uy)
satisfazendo condigoes adequadas. O decaimento foi exponencial se p for “quase” linear
em u, e polinomial se p tiver um crescimento “quase” polinomial. Em [12], os mesmos
autores estudaram o sistema no exterior de um subconjunto compacto do R3 substituindo
p(x,u) por uma dissipagao localizada “perto do infinito” e provaram que a energia decai
com taxa polinomial ¢~ 1.

Em relagao a problemas nao lineares, Botsenyuk [3] provou a existéncia de solugao
fraca e propriedades assintéticas da solugao do seguinte sistema magneto-elastico semilinear
afetado pela agdo de um campo magnético, By(x), invariante no tempo:

1
putt — pAu — (A + p)Vdivu — —Jcurld x (By+b)] = f, em |0, T[xQ, (1.14)
Ko

1
by — —Ab — curl [uy X (Bg +b)] =0, em |0,T[xQ, (1.15)
oHo

divb=0, divBy=0, curl By =0, em |0,T[x1, (1.16)
com condigoes iniciais e de fronteiras dadas por

u(0,z) = ug(z), uw(0,z) =uy(z), b0,z)=0bg(x), =€, (1.17)
u=0, n-b=0, nxcurlb=0, em |0, T[xT, (1.18)

onde n é um vetor unitério normal & fronteira T, @ C R3 é considerada uma regido limitada
e com fronteira I" suave e f é uma forga externa especifica. Em [4], o mesmo autor prova a
existéncia e unicidade de solucao forte global, do sistema (1.14)-(1.18), para dados iniciais

suficientemente pequenos.
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Mohebbi-Oliveira [28] estudaram o sistema investigado por Botsenyuk em [3] e [4]
com as seguintes modificacoes: considerando um campo magnético constante H no lugar
de By(z) e, ainda, sob o efeito de uma dissipagdo mecanica nao linear p(ug), como |ug|Puy
com p € [3,4], e uma fungao forgante periddica f(t,z). Os autores estudaram a existéncia
de solugodes fracas periédicas no tempo. Num trabalho posterior, Oliveira [30] mostra a
regularidade e estabilidade das solugoes periddicas no tempo do sistema semilinear (néo
linearmente acoplado) sob efeito de uma dissipagao linear p(us) = auy ou uma dissipagao
nao linear satisfazendo certas condigoes restritivas, e uma fungao forgante periédica. Ainda
em [30], o autor também estuda o sistema semilinear em dimensao dois somente com a,
dissipacao natural na equagao do campo magnético. Nesse caso, somente foi possivel obter
decaimento (sem taxa) assumindo uma certa propriedade para o dominio.

Estimativas de decaimento para a solugao do problema (1.14)-(1.18) em dominio
exterior, sem a a¢ao do campo magnético By(x) e da forga externa f, sdo estudadas em [5].
Em nosso trabalho, consideramos a néo linearidade do tipo forca |u[P~1u. Encontramos
alguns resultados de decaimento de solugao de sistemas de ondas eldsticas semilinear, [9]
e [10], com a néo linearidade do tipo forca |u[P~lu, mas nio encontramos estudos com
essa nao linearidade em relacao ao sistema magneto-termo-elastico.

Este trabalho esta organizado do seguinte modo: no Capitulo 2 apresentamos os
conceitos e resultados basicos utilizados ao longo deste trabalho e fazemos uma breve
deducao das equacoes de magneto-termo-elasticidade. No Capitulo 3 demonstramos o
teorema de existéncia e unicidade de solugdo para o problema linear (1.8)-(1.13). As
estimativas do problema linear sao estudadas no Capitulo 4. Na Secao 4.1, provamos
o primeiro resultado obtido no estudo do comportamento assintético da energia total
associada ao sistema linear. Sob diferentes hipéteses nos dados iniciais, provamos na Sec¢ao
4.2 um segundo resultado com hipdteses mais fracas, em certo sentido, e mesma taxa
quando comparado a um resultado obtido em [33]. O sentido de hipdtese mais fraca é
explicado na Secao 4.3. Nas Secoes 4.4 e 4.5 obtemos outros resultados no estudo do
comportamento assintotico da energia total, os Teorema 11 e 12. O objetivo é, mais tarde
no estudo do problema semilinear, usar o Teorema 11 e estimativas envolvendo a norma
L? da solucdo do problema linear, as quais sdo provadas nas Se¢des 4.6 e 4.7. No Capitulo
5, estudamos o problema de Cauchy semilinear (1.1)-(1.6) da seguinte forma: na Secao 5.1,
usando a teoria de semigrupos, estudamos a existéncia de solucao forte local no tempo e
na Secao 5.2 mostraremos a existéncia de solucao forte global e taxas de decaimento para

o problema semilinear.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados sobre os espacos LP,
espacos de Sobolev e transformada de Fourier, que foram utilizados ao longo deste trabalho.
Um estudo detalhado desses tépicos pode ser encontrado, por exemplo, em [6] e [24]. As
defini¢oes dos operadores diferenciais lineares gradiente, divergente e rotacional, essenciais
para o estudo do sistema magneto-termo-elastico, bem como algumas de suas propriedades
podem ser encontradas em [17]. Além disso, abordaremos os principais resultados da teoria
de semigrupos que foram tteis para o estudo da existéncia e unicidade de solucao dos
problemas linear e semilinear. Para a teoria de semigrupos citamos, por exemplo, [20]
e [32]. Por se tratarem de resultados bastante conhecidos omitiremos as demonstragoes.
Por fim, apresentamos uma breve deducao das equagoes governantes de magneto-termo-

elasticidade.

2.1 ESPACOS DE FUNCOES E RESULTADOS BASICOS

Consideramos os seguintes espagos:

o [LP(R?)? = LP(R3) x LP(R3) x LP(R3), 1 < p < 400, onde LP(R?) é o espaco de

Banach das (classes de) fun¢oes mensuraveis u : R3 — R tais que, no sentido de

Lebesgue,
/R3 lu(x)|Pde < 400, sel <p<+4o0
e
||u|| oo = inf {C >0: |f(z)] < C quase sempre em RS} :
Denotaremos por || - ||7» a norma usual em LP(R3) e em [LP(R3)]3. Para o produto

interno em L?(R3) ou [L?(R3)]3 usaremos a notacio (-, -).

o [WMP(R))? = WP(R3) x WP (R3) x WMP(R3), onde W™P(R3) é 0 espaco de
Sobolev com a norma usual. Quando p = 2 usamos a notagao padrao Wm’Q(R3) =
H™(R3). Lembramos que o espaco H™(R3) pode ser definido como H™(R3) =
{uecSR3: (1+[¢2)2a e L2(R3)}, onde @ denota a transformada de Fourier da

funcao v e S’ (R3) denota o espago das distribuigdes temperadas. As normas usuais
em [WP(R3)]3 e [H™(R?)]? também sao denotadas por || - ||[yyme € || - || -

o [LLR3B =W LLR3) x W LLR3) x W-LL(R3), onde W~ 11(R3) denota o

espaco de Sobolev homogéneo definido como

WL R3) = {u e S'(R3); v e LY, tal que u = (—A)2v}
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com a norma

_1
s = [ 1=8)but) e
Também denotaremos a norma em [ ~51(R3)]3 por || - 1.1+

No Capitulo 4, como ferramenta bésica para o estudo das taxas de decaimento do

problema linear usaremos a transformada de Fourier.

Definicio 1. Seja f € S(R™) ou f € LY (R™), onde S(R™) denota o espaco de Schwarz. A
transformada de Fourier de f, denotada por f, € uma funcao definida sobre R™ pela

formula

foo=ent [ s

Pela densidade de S(R™) em LZ(R™), ¢ do fato de f € S(R") — f € S(R™) ser

isometria, podemos estender a transformada de Fourier para uma funcao u € L2(R").

Teorema 1. (Plancherel) Para toda funcio f € L*(R™) tem-se que

Ifllz2 = 11l z2-

O seguinte teorema, o qual é bem conhecido, pode ser encontrado em [19].

Teorema 2. (Destgualdade de Gagliardo-Nirenberg) Sejam p,q,r nimeros reais tais
que p,q,r € [1,4+00] e j,m nimeros inteiros tais que 0 < j < m. Se u € LY(R") tal que
D™y € L™ (R™) entdo existe uma constante C' > 0, dependendo somente de n,m, j,q,r,0,

tal que
| Dl e < CIID™ul| 0 ull 1,

onde

]_9 n r n q

1:1+9(1—T)+<1—9)1

desde que 0 € [%, 1]. Sem —j — % ¢ um inteiro nao negativo entio a desigualdade de

Gagliardo-Nirenberg vale desde que 0 € [%, 1).

Agora, introduziremos os operadores diferenciais lineares geralmente chamados
de gradiente, divergente e rotacional, os quais sao necessarios para o estudo do sistema
magneto-termo-elastico. Tais operadores sao definidos utilizando o espaco das distribuicoes
D'(R3), em que D(R3) = C’(C)’O(R?’).

Definigao 2. Diz-se que uma sequéncia de fungoes (¢y) C Cg° (R3) converge a ¢ € Cgo(Rg’)
(isto €, o — ¢ em CF°(R3)) se, e somente se, existe um subconjunto compacto K C R3

tal que



Capitulo 2. Preliminares 17

(i) supp(y) C K e supp(py) C K para todo v € N;
(i1) para todo o € N, D%p,, — D% uniformemente sobre K.

Com essa nocio de convergéncia, o espaco D(R3) = o (R3) é chamado espaco

das fungoes testes.

Definicao 3. Definimos o operador diferencial linear ¥V de D'(R3) em [D'(R3)]3, chamado

gradiente, por

ov Ov Ov
= D'(RY).
Ve <8x1’8x2’8x3> Vo € DI(RY)

Definigao 4. Definimos o operador diferencial linear div de [D'(R3)]? em D'(R3), chamado

divergente, por
s
dive = ZZ_; 8_:’2-’ Yo = (v1,v9,v3) € [D'(R)]3.
Definigio 5. Definimos o operador diferencial linear curl de [D'(R3)]? em [D'(R3)]3, cha-
mado rotactonal, por
Ovy Ovg Odui 0Ovy dug  Juy
curlv = — , — ) —
Ory Oxs Ors Oxy 0ry Ox9

) , Yo = (v1,v2,03) € [D'(R3)]3,

Os operadores diferenciais lineares V, div e curl satisfazem as seguintes relagoes
(ver [17], Capitulo 1X, p. 202):
curl Vo = 0, Vo € D'(R3)
diveurlv = 0, Vo € [D'(R3)]3.

Na sequeéncia, apresentaremos defini¢oes e resultados envolvendo os operadores V,

div e curl. Definimos

(22

Ho :={h € [C{°(R3)]3; div(h) = 0}

H(curl,R3) := {h € [L2R®)]3; curlh € [L2(R?)]3}.

O espaco Hy € um espaco de Hilbert com a norma e o produto interno usuais de
L?. Além disso, é caracterizado como Hy = {h € [L2(R3)]3; div(h) = 0}.

O espago H (curl, R?’) ¢ um espaco de Hilbert com produto interno
(4, V) fr(eurt) = (u,v) + (curlu, curlv).

O préximo resultado trata de regularidade eliptica para funcoes vetoriais definidas

em R3. Uma demonstracio em domfnio exterior pode ser encontrada em [13], p.128.
Teorema 3. Seja u € [HY(R3)]? a solugio fraca da equagdo

uw—pAu— A+ p)Vdivu=f em R3
com f € [L2(R)]3. Entio u € [H>(R?)]3.
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2.2 TEOREMA DE EXISTENCIA: PROBLEMA LINEAR

Iniciamos esta secao com a definicao de forma bilinear, continua e coerciva e o

Teorema de Lax-Milgram, cuja demonstragao pode ser encontrada em [6].
Definigao 6. Seja H um espaco de Hilbert real. Uma aplicacao a : H x H — R € dita ser

(i) forma bilinear se a(z,-) é linear para cada x € H e a(-,y) € linear para cada
y € H;

(i1) continua se existe uma constante C' tal que

la(u, v)| < Cllullpllvllg, Vu,ve H;

(i1i) coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > alv|F, YveH.

Teorema 4. (Lax-Milgram) Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva sobre
um espaco de Hilbert H. Entdo para cada funcional linear continuo ¢ em H, existe um

unico v € H tal que
a(u,v) = p(u) Yue H.

Em seguida, alguns conceitos e resultados da teoria de semigrupos lineares que

podem ser encontrados com mais detalhes em [20] e [32].

Definigao 7. Seja X um espago de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores lineares limi-
tados de X . Diz-se que uma aplicacdo S : RT — L(X) é um semigrupo de operadores

lineares limitados de X se:
(i) S(0) =1 onde I € o operador identidade de L(X).
(ii) S(t+ s) = S(t)S(s), Vt,s € RT.

Diz-se que o semigrupo S ¢é de classe Cy se

(iii)

lim |[(S(t) — I)z||x =0, Vx € X.

t—0+

Definigao 8. Dizemos que o semigrupo S de classe Cy € de contragdes quando ||S(t)]| (x) <
1 para todo t > 0.
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Defini¢ao 9. O operador B definido por

D(B) = {I € X; lim %x existe}

h—0

S =1 v en)

Bx = lim
h—0

¢ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposicao 1. O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy é um operador linear

fechado e seu dominio € um subespaco vetorial denso em X.

Lema 1. Seja B um operador linear e fechado em X. Para cada x € D(Bk), definimos

k
ol =D 1Bz x. (2.1)

J=0

O funcional | - |;; é uma norma em D(B¥) chamada norma do grdfico. Além disso,

D(B*) munido de tal norma ¢ um epago de Banach.

Proposicao 2. Sejam S um semigrupo de classe Cy e B o gerador infinitesimal de S. Se
x € D(B), entdo
(i) S(t)x € D(B) para todot >0 e

d
55(t)x = BS(t)x = S(t) Bu.

(i) S(-)x € C([0,400), D(B)) N CL([0, +00), X).

Antes de apresentarmos uma caracterizacao dos geradores infinitesimais dos semi-
grupos de contracoes lineares de classe C(y devida a Lumer e Phillips, definimos operador

dissipativo em espacos de Hilbert.

Definigao 10. Seja H um espaco de Hilbert. Um operador linear B : D(B) C H — H ¢

dito dissipativo quando
Re(Bx,x) <0, Vx € D(B).

Teorema 5. (Lumer-Phillips) Seja B um operador linear com dominio D(B) denso em

um espaco de Hilbert H. Temos:

(i) Se B € dissipativo e existe um nimero Ao > 0 tal que Im(A\gI — B) = H, entdo B

é gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de contragoes em H.

(ii) Se B € gerador infinitesimal de um Cpy-semigrupo de contra¢oes em H, entdo

Im(MN — B) = H para todo A > 0 e B € dissipativo.
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Seja X um espago de Banach, B um operador linear de X e consideremos, para

cada Uy € X, o problema de Cauchy abstrato

d
ZU() = BU(#), t>0, (2.2)

U(0) = Up.
Defini¢ao 11. Uma funcao U € chamada solugao forte de (2.2) se
U € C(]0, +00), D(B)) N CH([0, +0), X),
e U satisfaz (2.2).

Teorema 6. Seja B um gerador infinitesimal de um Cgy-semigrupo, S(t), entao para cada
Uy € D(B) o problema (2.2) tem uma unica solugao forte U(t) = S(t)Up.
Se Uy € X entao dizemos que U(t) = S(t)Uy € C([0,+00),X) € uma solugao

fraca para o problema (2.2).

2.3 TEOREMA DE EXISTENCIA: PROBLEMA SEMILINEAR

Consideremos o problema de Cauchy abstrato nao linear

d
LUt = AU@#) + F(U(), >0, (2.3)

U(0) = Uy,

onde B é gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo {S(t) };>0, sobre um espago de Banach
X,e F: X — X é uma funcao nao linear.
Se o problema (2.3) tiver uma solucao forte como na Defini¢ao 11, entao ela satisfaz

a equagao integral
t
U(t) = St)Uy + /0 S(t—s)F(U(s))ds. (2.4)
De fato, considerando g(s) = S(t — s)U(s) e derivando, obtemos
g (s) = =S(t — s)AU(s) + S(t — s)[AU(s) + F(U(s))] = S(t — s)F(U(5s)).

Integrando-se de 0 a t tem-se (2.4).

Porém, uma solugao de (2.4) nem sempre é solugao forte de (2.3), pois nem sempre é
diferencidvel. As solugoes da equagcao integral (2.4) sdo chamadas de solugoes generalizadas
(ou solugoes fracas).

A fim de obtermos existéncia de solucao local forte para o problema semilinear,
vamos trabalhar com o termo nao linear F': D(B) — D(B), com D(B) equipado com a

norma do grafico. Dessa forma, temos a seguinte definigao:
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Defini¢ao 12. Uma funcio F : D(B) — D(B) é Lipschitz continua, com a norma
do grdfico, sobre conjuntos limitados de D(B) C X se dada uma constante M > 0

ezxiste uma constante Lyy > 0 tal que
I1E(U) = F(V)llx + B(F(U) = F(V)llx < Ly (IU = Vl[x + I1BU=V)llx),
para todo U e V com |U||x + ||[AU||x < M e ||[V|x + ||AV||x < M.

Para provar a existéncia de solugao local no tempo para o problema semilinear, no

Capitulo 5, precisaremos do seguinte teorema abstrato (ver [32], p.190):

Teorema 7. Seja X um espaco de Banach e B : D(B) C X — X um gerador infinitesimal
de um Cy-semigrupo. Considere F': D(B) — D(B) uma fung¢ao Lipschitz continua, com a

norma do grdfico, sobre conjuntos limitados e Uy € D(B). Entao eziste uma tnica fungdo
U € C([0,Tn); D(B)) N CH([0, Trn); X)

solugao forte do problema (2.3), que satisfaz a sequinte condi¢do: Ty, = 400 ou Ty, < 400

e

lim_(JU)llx + [BU)lx) = +oo.

2.4 EQUACOES GOVERNANTES

Faremos uma breve derivacao das equacoes de magneto-termo-elasticidade em
sélidos isotrépicos e homogéneos, onde adotaremos a notagao do trabalho de Paria [31]. A
derivagao completa pode ser encontrada em [18] ou em [27].

Vamos considerar o efeito magnético na deformacao elastica produzida pelo aque-
cimento desigual de um corpo sélido, que pode ou nao estar sujeito a forcas mecanicas.
Assim, consideramos a presenca dos campos elastico, eletromagnético e térmico que con-
tribuem para a deformacao total do corpo e interagem entre si. Veremos que os campos
eletromagnético e térmico influenciam o campo elastico ao entrar nas equagoes de tensao
elastica do movimento, enquanto o campo elastico influencia os campos eletromagnético
e térmico modificando, respectivamente, a lei de Ohm e a lei de conducao de calor de
Fourier.

Denotando por T" a temperatura, a lei de Hooke modificada (lei de Hooke-Duhamel-
Neumann), que leva em consideragao a deformacao devido a distribuigao de temperatura,
¢ dada por [31]

Tij = 2N€ij + ()\6 — BT)(SU (2.5)
com 3 = (3A 4+ 2u)a, onde « é o coeficiente de expansdo térmica linear. Aqui A e p sdo
as constantes eldsticas de Lamé e d;; ¢ o delta de Kronecker. Além disso, o tensor de
deformagao eldstica e;; ¢ definido por

1 Gui auj .
Loy 7 = 2.
€ij = 3 (('%j + 83@) , e=divu, (2.6)
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em que u;s denotam as componentes do vetor deslocamento .
Na presenca de matéria, as equagoes de Maxwell que governam o campo eletromag-

nético sao dadas por

D
curl H = j + 88_15’ divB =0 (2.7)
B
curl E = —aa—t, divD = pe (2.8)

em unidade de sistema internacional, junto com as relagoes
D =¢E, B=pu.H, (2.9)

onde H é o vetor campo magnético total (primério e induzido), £ é o vetor do campo
elétrico induzido pela aplicacao do campo magnético primario, j é o vetor da densidade de
corrente elétrica induzida, € é a permissividade elétrica, ue é a permeabilidade magnética,
pe ¢ a densidade de carga elétrica, D é o deslocamento elétrico e B é a indugao magnética.
Note que o campo elédstico descrito pelas equagoes (2.5) e (2.6) e o campo eletromagné-
tico determinado pelas equagoes (2.7)-(2.9) nao contém diretamente nenhum termo de
interacao.

A equagao de movimento para um sélido eldstico eletricamente condutor é (ver [31])

82uz~ . 87—ik
o2 89%

onde p é a massa por unidade de volume do sélido elastico e F' é a forca de corpo por

p +(J x B);j+peE+ F, (2.10)

unidade de massa.
O campo térmico é determinado pela lei de condugao do calor de Fourier em sua

forma modificada (ver [31])

T
EAT + Q = pcvaa—t + 5%% + mo div 7, (2.11)

onde () representa a intensidade da fonte de calor, k é a condutividade térmica, ¢, é o
calor especifico em deformacao constante, Ty é uma certa temperatura de referéncia sobre
a qual a temperatura perturbada ¢ T, e my é o coeficiente que conecta a densidade de
corrente com a densidade de fluxo de calor.

A corrente é determinada pela lei de Ohm modificada (ver [31])

. ou ou
j=o [E+ <§ X B)} —|—pe§ — koVT, (2.12)

onde o é a condutividade elétrica e ky é uma constante.
A interacao entre os campos elastico, eletromagnético e térmico é expressa por
meio das equagoes (2.10), (2.11) e (2.12). As equagoes (2.5)-(2.12) formam a base da

magneto-termo-elasticidade.
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Neste trabalho, consideramos um modelo matematico do sistema de magneto-termo-
elasticidade linear em R3. Simplificagoes matematicas podem ser obtidas desprezando a
corrente de deslocamento D e a densidade de carga elétrica p.. Nesse sentido, as equagoes

de Maxwell (2.7)-(2.9) sao reduzidas a

curl H = j, (2.13)
0B
1|1 =——— 2.14
=, (2.14)
divB =0 (2.15)
e a relacao
B = pueH. (2.16)

Além disso, se o pequeno efeito do gradiente de temperatura na corrente for des-

prezado, a lei de Ohm (2.12) toma a forma

j:o‘|:E—}-<%XB>:|. (2.17)

Aplicando o rotacional em ambos os lados de (2.17) temos

curl j = o curl E 4 o curl (% X B) . (2.18)

Da equagao (2.13) em (2.18) vem
ou
curlcurl H = o curl E + o curl s x B. (2.19)

Pela equagao (2.14) juntamente com a equagao (2.16) segue

0B oOH
curl £ = —E = —[Leg (220)

Usando (2.20) e (2.16) em (2.19) obtemos
OH du
curlcurl H = —Ofe + o e curl (E X H) .

1

T

Multiplicando por considerando o, pe # 0, chegamos a

oH ou
lewl H+ — =cuwrl | — x H | . 2.21
e curl curl H + 5 = W ( 5 = ) (2.21)

Agora a equagao de movimento (2.10), na auséncia das forgas de corpo, reduz-se a

(ver [31])
82ui . 67%
o2 = Bay

+ (j x B);. (2.22)
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Usando (2.5) e (2.6) em (2.22) temos

0%u; ) )
P2~ 2 oay 2peig + (e — BT)6ix] + (7 x B);
k

) (G G ) O = 6T + G ¢ B,

O (aivay- 2L 4 (j x B),,

ou seja,
d%u , .
Poz = pAu+ (A + p)Vdive — VT + (5 x B).
Ainda, usando (2.13) e (2.16) podemos escrever
0%u .
P pAu — (A + p)Vdivu + VT — pecurl H x H = 0. (2.23)

A lei de condugao de calor de Fourier (2.11), omitindo-se o efeito da corrente elétrica

sobre a temperatura e sem fonte de calor, torna-se

oT Oe
AT = —_ Th—. 2.24
k PCy ot + Oat ( )

Por fim as equagoes (2.15) e (2.16) implicam em

div H = 0. (2.25)

Portanto, das equagoes (2.21), (2.23), (2.24) e (2.25) obtemos

2
p% — pAu— A+ p)Vdivu+ VT — pecurl H x H =0,
H
aa_t + e curl curl H = curl (% X H) ,
or J(div u)
— — kAT + fTyp————= =
pC’U 825 k +6 0 825 07
divH =0,

cuja solugao determina o estado de um meio condutor, nao ferromagnético, isotréopico e
homogéneo.

Observe que as duas primeiras equacoes do sistema anterior sao nao lineares. As-
sim, consideramos Hy um campo priméario constante. Os termos nao lineares podem ser
linearizados fazendo H = Hy + h, em que o campo magnético induzido h = h(t, z) é tao
pequeno, em comparagao com o campo primario aplicado, que os produtos de h e u e

suas derivadas podem ser negligenciados. Dessa forma, obtém-se o sistema de equacoes
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magneto-termo-elastico linear

Pz~ pAu — (A + p)Vdivu + VT = pe curl h x Hy,

curl curl h = curl @ x Hy |,
ot ole ot

oT ddivu
peogr ~ EAT + [Ty T

divh = 0.
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3 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO DO PROBLEMA LINEAR

Neste capitulo, apresentaremos uma demonstracao do resultado de existéncia e
unicidade de solugao para o seguinte problema de Cauchy envolvendo o sistema magneto-

termo-elastico linear

upt — A — (A + p)Vdivu +yV0 = pgeurlh x H, (t,z) € RT x R3 (3.
hi + vi curl curl h = pg curl(ug x H), (t,2) € RT x R3 (3.
0 — kA +~ydivug =0, (t,2) e RT x R3 (3.
divh =0, (t,z) e Rt x R3 (3.
w(0,2) = ug(z), ue(0,2) =ui(z), zeR3 (3.

(3.

)
)
)
)
)
h0,z) = ho(z), 6(0,z) =06p(x), zecR>. )

W W w W w W
= N2 S SR JUI N

A fim de usar a teoria de semigrupos lineares para provar a existéncia e unicidade
de solucao, primeiramente escrevemos o problema na forma de um PVI abstrato. Seja

U = (u,v,h, 9)T com v = uz. Entao,

ut v
U, — ve | _ pAu+ (A + p)Vdivu — 4V + pgcurl h x H _ U
ht —vy curl curl b + pg curl(v x H)
04 KAO — ydivo
e
U(0) = (uo, u1, ho, b0)" = Up.
Assim,
U =BU, t>0,
(3.7)
U(0) = U,
em que B: D(B) C X — X é dado por
0 1 0 0
B A 4+ (N + 1)V div 0 pocurl(:) x H —V (3.8)
0 po curl(- x H)  —wq curl curl 0
0 —~ div 0 KA

Consideremos X = [H1(R3)]? x [L?(R3)]? x H, x L?(R3) com

rL2
Ho = {h € [Cg(): div(h) = 0}
X é um espaco de Hilbert, com produto interno dado por

(U, V)x = (u1,v1) + p(Vur, Vor) + (A + p)(div ug, diver) + (ug, v2) + (u3, v3)
+ (ug, v4),
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e norma ||U||3% = (U,U) x, para todo U = (u1, ug, ug, us) € X e V = (v1,v2,v3,04) € X.

O dominio do operador B é dado por
D(B) = [H*(R?)]? x [H'(R?)]? x (Ho N [H*(R?)]?) x H(R?).
A demonstragao do seguinte resultado é bem semelhante a demonstracao apresen-

tada em [26] para dominio suave e limitado, e adaptada em [12] para dominios exteriores.

Teorema 8. Se (ug,u1, ho,0y) € X entdo o sistema (3.1)-(3.6) possui unica solucao fraca

na classe
(u, h,0) € {C(RT; [HYR)P) n CHRY: [L2RY)P)} x C(RT; Hy) x C(RT; L2(RY)).

Além disso, se (ug,u1,hg,0y) € D(B) entao o sistema possui inica solugdo forte na classe

ue CRY[HYR)P) nCHRY; [H(RY)) n C2(RT; [LP(R)P),

he CRT[H2R)]P NHe) N CLHRT H,y),

0 € C(RY: H*(R?)) n CL(RT; L2(RY)).
Demonstracdo. Pela teoria de semigrupos basta provar que B é gerador infinitesimal de
um Cp-semigrupo. Vamos usar o Teorema de Lumer-Phillips para mostrar que (—I + B) é

gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de contragoes e, dessa forma, obtém-se a prova

do teorema. Entao, precisamos mostrar que:
(i) D(—I+ B) ¢é denso em X;
(ii) (—I+ B) é dissipativo em X
(iii) Im[l — (-1 + B)] = X.

E facil ver que vale o item (7). Para a prova do item (i4), seja U = (u,v, h,0) € D(—I+B) =
D(B). Entao

(=I+B)UU)x =—(UU)x + (AU, U)x
— JulZe — ulIVulZa — (A + ) div ula — ol — 1A% — 612
+ (v,u) + p(Vo, Vu) + (A + p)(div o, divu) + p(Au, v)
+ (A + p)(Vdivu,v) — y(V0,v) + po(curlh x H,v)
—vi(curlcurl b, h) + po(curl(v x H), h) + k(A6,0) — ~(div v, ).
(3.9)

Pela desigualdade de Schwarz e pela desigualdade de Young

1 1
(v,u) < [Jol pellull g2 < Slloll72 + 5 llul 7. (3.10)
2 2



Capitulo 3. Ezxisténcia e unicidade de solu¢ao do problema linear

28

Pela primeira identidade de Green segue

(Au,v) = —(Vu, Vv),

(46,0) = || V6|7

(Vdivu,v) = —(divu, divv),

(VO,v) = —(6,divo)

(curlcurl h, h) = (Vdiv h, h) — (Ah, h)

[M]

/ ohk
R3 al‘jaxk

xk

Ohk onJ

_/ On= o’ . oh) OhJ
R3 833j aZBk

/R3 aiEk axk

o
|

. S,
M
—_
1

7,k=1 L

Ny on* _on'\® (o1 on*\T
~ Jrs | \Oz1  Oxo Oxrg  Oxs

= || curth%Q.

Observe que

Oh?
Oxs

B on3 _ah3
Ox1’  Oxo

ont
Oxs

curlth:(

9-

B ovl
orq

Entao pelos mesmos argumentos anteriores temos

v) — (Vh3,0)

ovl o2
Oxg’ Oxg’

curl(v x H) = <

(curlh x H,v) = <§—;L3,

/ 0 (dwh)hﬂdx—/ AR b dz
R3 8% R3 ]

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

. 21,7 |
h dx — / 4 h] dx
R?)

ov

Ory )  Oxg

_'_'d;]

NN
Ors Oz

oh

3
9a; ~ Y

(divv)es.

_ <h ﬁ) + (h3,divv)

oxs
ov

- (a5

= —(curl(v x H),h).

) + (h, (divov)es)

(3.16)
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Usando (3.10)-(3.16) em (3.9) obtemos

Lo 1.9 2 2 2
(=I+B)UU)x < —§||U||L2 — §||U||L2 — vyl curl hl|72 — K[|VO||72 — 1| Vul|72

— A+ ) divullzs = [|R]Z2 = [16]172 < 0,

para qualquer U € D(—I + B), donde —I + B é dissipativo em X.
Agora provaremos o item (iii). Seja F' = (f1, f2, f3, f4) € X. Vamos mostrar que
existe U € D(B) tal que
I —(—1+ B)|U = F,

ou seja,
2u—v=f1 (3.17)
20 — pAu — (A4 p)Vdivu — pgcurl h x H 4~V = fo (3.18)
2h — pgcurl(v x H) + vy curlcurl h = f3 (3.19)
20 + v dive — kAO = fy. (3.20)
De (3.17) temos v = 2u — f1, e substituindo em (3.18), (3.19) e (3.20) obtemos
du — pAu — (A + p)Vdivu — pgeurlh x H 4~V = g1 (3.21)
2h — 2pg curl(u x H) + vy curlcurl h = go (3.22)
20 + 2y divu — KA = g3, (3.23)

onde g1 = fo + 2f1, g0 = f3 — pocurl(fy x H) e g3 = f1 + ydiv f1. Observe que g1 €
[L2(R3)]3, pois f2, f1 € [L2(R3)]3. Também f; € [HY(R?)]? 0 que implica curl(f; x H) €
H,. Sendo também f3 € Hy temos go € Hy. Por fim, g3 € L2(R3), pois f4 € L2(R3) e
fi € [H\(®3)P.

Daqui em diante denotaremos Y = [H1(R3)]3 x H (curl) x H!(R3), onde H (curl) =
{h € [L*(R})]3; curl h € [L?(R3)]3} com produto interno dado por

(P, h) fr(cunt) = (B 1) + vi(curl b, curl ),
para quaisquer h, h € H(curl).
Afirmagao 1: Existe um tnico (u, h,0) € Y satisfazendo a equagao variacional
/RS [SU G4 2uVu - Vi + 20\ + p) divudiva — 2ug(curl h x H) - @+ 27V - i+ 2h - h
— 2ug curl(u x H) - h 4 vy curl b - curl b + 200 + 2y(divu)d 4+ V6 - VO | dx

= /3 [291 G4 g9 h+ ggé] dz, (3.24)
R

para qualquer (i, h,0) € Y.
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De fato, considere a forma bilinear a(-,-) : ¥ x Y — R dada por

8u-u+2uVu - Va+2(A+ p)divudiva

a(u, h,0), (@, h,0)) :/

R3
—2up(curl h x H) - i+ 2vV8 - @+ 2h - h — 2ug curl(u x H) - h

+ vy curl b - curl b + 200 + 2v(divu)d + £VO - VO | dz.

Mostraremos que a é continua e coerciva. Sejam (u, h, ), (i, h,0) € Y. Temos

la((u, h, ), (i1, b, 0))| < 8|(u, @)| + 2u|(Vu, V)| + 2(\ + p)|(divu, diva)| + 2v](V6, @)
+ 2up|(curl b x H, @)| + 2|(h, h)| 4+ 2u0|(curl(u x H), h)|
+ v1|(curl b, curl B)| + 2/(6,0)| + 2v|(div u, 0)| + &|(V6, V)]
< 8lull g lill 2 + 20Vl 2Vl g2 + 200+ )] div ] | div ] 2
+291V8 allill e + 2ol curl b x A gl g2 + 2l g2l
+ 2u0ll curl(u x H)| il + vl curl b 2| curl i 2

+216]] 21|01l 12 + 2] divul 12]16]] 12 + £l VO 12[ VO] 2 (3.25)
Note que
(i)
oul Ou? ou’ 2
divul|2, < d
H IVUHLZ - /RB ( orq + 09 ors ) “
oul 2 ou? ous 2
<2 — d — — d
T (/RB 8:61 x+/]R3 ( 31’2 8%3 ) .
12 212 32
§4/ ou ou ou Jx
Rr3 \ |0z 09 Ors

< 4| VulZs < 4lullFp;

(i) [|eurlh|Z, < %Ith%{(cuﬂ)%

(i)

8h1 ah3 2 8h3 8h2 2
0 oh™  oh® on . on
chudthHLg—/R3 [<3x3 8x1> +( 6x2+3x3) dx
< cur1h||%z

1
4!

2 .
< HhHH(cuﬂ)’
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(iv)
oul 2 ou? 2 oul u? ?
, out ou? _ou 0wt
HwﬂuxmhﬂAJKmJ *QMJ'+(6M 0m) "
o\ (0w foul\?  [ouP)

3 ut o? ou’ ou”

> 2/R3 [(81‘3) + (81‘3) + (61:1) + <8l’2) dx

< 2]|VuH%2 < 2”“”%11'

Assim, (3.25) torna-se

la((u, h,0), (@, h, 0))] < 8llull grllall g+ 2ullll g @l g+ 8O+ )l o @l g

. 2/t . 7
+ 2900 g M@l g + \/_V—luhHH(curl)“uHHl + 2HhHH(curl)“hHH(curl)

+ HhHH(Curl)HH”H(curl) + 2\/§M0”UHH1HHHH(0ur1) + 2||‘9||H1HéHH1
+ 491l g1 161 g1 + 5116l g2 10] 2

< [(8 + 20+ 8O\ + 1) + 2V 200 + 49) ||u| g

2110 .
+(7ﬁ+ﬂ)wmmwm+%%+2+nmmﬂlmmhﬁmy

< Cll(uw, b, 0)lly ll(@, h, 9) Iy,

onde C’:8+2u+8()\+p)+2\/§,u0+47+\2/—“y%+3+27+2+/{, 0 que mostra que a é
continua.
Agora, dado (u, h,0) € Y temos

a((u, ,6), (u, h,0)) = 8[lul 7> + 2| Vu| Fo + 20\ + )| div w7 + 2[[A]| 72
+ | curl b2, + 2]10]/22 + #[ VO[22 — 2up(curl b x H,u)
+29(V0,u) — 2ug(curl(u x H), h) + 2v(divu, 6)
> ||ull72 + pllVull7z + 12172 + vl carl k)| F2 + (16117
+ /-fHV@H%g —2pp(curl h x H,u) — 2ug(curl(u x H), h)
> min{1, i, &} ([ullF + 1R ey + 191F0)
= min{u, 1, &} (u, 1, 0)]F,

pois 29(V0,u) + 2y(divu,0) = 0 e —2ug(curl h x H,u) — 2ug(curl(u x H),h) = 0, donde
a é coerciva.

Considere o funcional T": Y — R dado por

T(ﬂ,ﬁ,é):/g [2g1-ﬂ+gz-ﬁ—l—g39~} dz,
R
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para qualquer (w, h, ) € Y. Primeiramente é facil ver que T é linear. Vejamos que T é

0
continuo. Seja (i, h,0) € Y, entéo

T(a, h,0)| < 2|(g1,@)| + (g2, h)| + |(g3,0)]
<2l\g1llz2ll@ll 2 + g2l z2ll2l 2 + g3l 721101 2
< C||(a, h,0)]ly,

onde C' = max{2||g1 |12, |92l 12, |93l ;2 }. Portanto, T é continuo.
Dessa forma, segue do Teorema de Lax-Milgram que existe um tnico (u, h,0) € Y
tal que
a((u, h,0), (@, h,0)) = T(a, h,0),

para qualquer (i, h,0) € Y, ou seja, (u, h,0) € [HL(R3)]? x H(curl) x H(R3) é a tnica

solucdo de (3.24), o que prova a Afirmagao 1.

Afirmagio 2: Seja (u, h,0) € [HY(R3)]? x H(curl) x HY(R3) a solucao de (3.24). Entao
(u, h,0) € [H2(R3)]? x ([H*(R3)]3 N Hy) x H2(R3) e satisfaz (3.21)-(3.23) q.s. em R3.

De fato, observe que (3.24) vale em particular para @ = ¢ € [D(R3)]? ¢ [H}(R3)]?
eh=0=0. Assim,

/ {8u-¢+2uVu-V¢+2()\+u) divudivqﬁ—Q,uO(curlth)~¢>+2ny9-¢} dx:/ 2g1-¢dx,
R3 R3

para qualquer ¢ € [D(R3)]3. Ou seja,

4(u, @)prxp + VU, Vo) prup + (A + p){divu, div ¢)prp — polcurl h X H, ¢)pryp
+79(V0,0)pxp = (91, ®) D' xD

para qualquer ¢ € [D(R3)]3.

Usando a propriedade de derivada de distribuicoes obtemos

Uu, O)prxp — AU, @) pryp — (A + p)(V divu, d)pryp — polcurl h x H, ¢)pryp
+ V0, 0)p D = (91, ) D' xD

para qualquer ¢ € [D(R3)]3, donde
du — pAu— (N + p)Vdivu = g + pgeurl h x H — V0 € [L2(R)]?. (3.26)

Por regularidade eliptica u € [H2(R?)]? e, portanto, satisfaz (3.21) q.s. em R3.
Agora, (3.24) vale em particular para & =0 = 0 e h = £ € [D(R?)]? ¢ H(curl),

assim,
.

2h - € — 2y curl(u x H) - €+ vy curlh- curlf} dv = / g2 - Ede,
R3
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para qualquer & € [D(R3)]3. Dessa forma
2h — 2ug curl(u x H) 4+ vy curlcurl h = go em [D'(R3)]?,

o que implica
divh =0 em D'(R3), (3.27)

pois div curl(u x H) = divcurlcurl h = 0 e, como g2 € Hy, div g = 0.
Lembrando que curlcurl h = Vdivh — Ah e como vale (3.27) temos curl curl h =
—Ah. Logo,
2h — 2ug curl(u x H) — 1 Ah = gy em [D'(R?)]3,

donde
2h — 1 Ah = go + 2ug curl(u x H) € [L2(R3)]3. (3.28)

Por regularidade eliptica h € [H?(R3)]? e, portanto, satisfaz (3.22) q.s. em R3. Como
também vale (3.27), obtemos h € [H2(R?)]? N H,.
Por fim, (3.24) vale em particular para § = ¢ € D(R3) ¢ [H{(R3)]? e & = h = 0,

isto é,
I8

para qualquer 1) € D(R3). Assim,

20¢) + 2~y(divu)y + kVE - le dr = /]R?’ g3dr,

20 — kAO = g3 — 2y divu € L2(R3). (3.29)
Por regularidade eliptica # € H2(R3) e satisfaz (3.23) q.s. em R3. Assim, provamos que
(u, h,0) € [H2(R®)]? x ([H2(R3)]? N Hy) x H?(R3) e satisfaz o sistema (3.21)-(3.23) em
[L2(R3)]3, 0 que conclui a prova da Afirmacao 2.
Logo v = 2u — f1 € HI(R?’) e, dessa forma, encontramos (u,v,h,0) € D(B)
satisfazendo [I — (=1 + B)]U = F, como desejado.
Assim, provamos que (—I + B) é gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de
contragoes. Portanto, B = (—I + B) + I é gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo S(t)

e:
(i) se Uy € D(B), o problema (3.7) tem tnica solucao forte
U(t) = 5(HUp € C([0,00), D(B)) N CH([0, 00), X).
Consequentemente, se
(o, u1, ho, 6) € [H*(R)]* x [HN(R)]® x (Ho N [HAR?)]?) x H*(R?),
o sistema (3.1)-(3.6) possui unica solugao forte na classe
ue CRY;[H*(R))) N CHRY; [H(RY))) N C*(RY; [LP(R)]?),
he CRY[H* R NHe) N CHRT H,y),
0 € C(RT; H2(R?)) n CY(RY; L2(R?)).
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(ii) se Up € X, o problema (3.7) tem tnica solucao fraca U(t) = S(t)Up € C([0, 00), X).

Consequentemente, se
(uo, u1, ho, 0p) € [H'(R®)]? x [LA(R?)]? x Ho x L*(R?),
o sistema (3.1)-(3.6) possui unica solugao fraca na classe

(u,h,0) € {C(RT; [H'(R¥)P) N CL(RF [LAR3)P)} x C(RT Hy) x C(RT: LA(RP)).

]
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4 ESTIMATIVAS E TAXAS DE DECAIMENTO PARA O PROBLEMA
LINEAR

Neste capitulo, estudaremos o comportamento assintético para a energia total ()

associada a solugao do sistema linear (3.1)-(3.6), a qual é definida por

ewi=3 [ [ +uZ\VuJ O ] diva()? + B0 +100)? | dr,

(4.1)
3
em que [u[* =350y [uf | e [n? = Sf_y W2,
Formalmente, tomamos o produto interno em R3 de (3.1) por ug, o produto interno
em R3 de (3.2) por h e multiplicamos (3.3) por 6. Integrando em R3 cada equacdo, usando

integracao por partes e somando as equagoes resultantes obtemos a seguinte identidade

t t
5(t)+u1/ ||curlh(s)||%2ds+/<o/ IV6(t)|22ds = £(0),
0 0

para todo ¢ > 0. Dessa forma, ¢t — £(t) é mondtona nao crescente.
Para obter taxas de decaimento para a energia total £(t), trabalharemos com o
sistema (3.1)-(3.6) no espago de Fourier. Assim, aplicando para cada ¢t > 0 fixado a

transformada de Fourier com relacao a x, obtemos

fige + el 0+ N+ p) (€ - D)€ + 980 = ip€sh — ipgh®S, CER, >0,  (42)
he + 1€ h = ipo€sty —ipo( - Gy)es, EER® £>0,  (4.3)
O + k|€)20 +iy(€ ) =0, €€R3, t>0, (4.4)
i€-h=0, €€R3 t>0. (4.5)

Os dados iniciais no espaco de Fourier sao dados por
@(0,§) = ao(&), (0,8) = a1(§) (4.6)
7(0,6) = ho(€),  0(0,€) = o) (4.7)

para todo £ € R3.

Tomemos o produto interno de (4.2) por 4, de (4.3) por he multipliquemos (4.4)
por 5 Entao, tomando a parte real e somando as equagoes resultantes, obtemos a seguinte
identidade

d
(E.) +ulelP|h” + slgP10” =0, ¢€R et >0, (48)
em que .
Et€) = 5 {laul® + ulelal® + O+ (& ) + A2 + 1017} (4.9)

Definimos a energia total do sistema, no espaco de Fourier, por

1

E(t) r=§/RS(!ﬁt(t)l2+u|£\2lﬂ()I + (A4 @€ a()? + ()] + |6)*)de,  (4.10)
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para todo t > 0.

Ao longo deste capitulo A denotard um cubo de aresta 2, isto é, definimos A =
{eeR Gl <Ll <lelg <1}

4.1 TAXAS DE DECAIMENTO PARA A ENERGIA TOTAL: TEOREMA 9

Nesta sec¢ao, vamos provar o seguinte resultado para a energia total, £(t), associada

a solucao do sistema (3.1)-(3.6).
Teorema 9. Sejam 1 < ¢ < 2 ¢ § > 22_—qq. Considere (ug,u1, hg,0y) € ([HI(R3)]? N
[LAR)HP) x ([L2RHP N [LIRI)]?) x (Ho N[LI(R3)]3) x (L2(R3) N LI(R3)) satisfazendo
2 2 . . A
Kopo= [ 16077 (1 + 620l + ol + i) de < oo (411
(= c

Entao, existe uma constante C(B,q) > 0, dependendo de 3 e q, tal que a energia total

associada a unica solugao fraca (u(t,x),h(t,x),0(t,z)) do sistema (3.1)-(3.6) satisfaz
1
E(t) <CB,q)lppt 7, Vt =Ty,

em que Ty > 0 é uma constante dependendo dos dados iniciais e
B, B 8\ 7
Iog = (No,q + Ky gt Mo) :

S(Z’I’Ld()
07q 1 lq 0 lq O lq 60 lq 1'12

9 9 2 9
Mo = |lut||72 + [[Vuoll72 + |holl72 + |00l 72- (4.13)

Para a demonstracao do Teorema 9, necessitamos de uma sequéncia de lemas

técnicos que apresentaremos a seguir. Comecemos considerando &3 # 0 e definindo p :
R3 — R por

2, ¢eA

10(5): €2 .
P £ e A°.

(4.14)

Lema 2. Seja p dada por (4.14). Para todo € > 0 existe uma constante C; = C1(€) > 0,
tal que

T T
[ ol < i)+ oe [ pte)lePlato P (4.15)
S S

para todo € €R3 ¢ 0 < S < T, onde E(t,€) € dada por (4.9).
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Demonstragao. Para provar que vale a estimativa (4.15), a ideia é estimar fg IAGIR
para cada ¢ € {1,2,3}. Dessa forma, vamos escrever as equagoes (4.2) e (4.3) em termo

de suas componentes. Assim,
gy + plePal + O+ weal + (A + p&&ra® + (A + p)E36103 + ive10 — ipoésh?

+ Z,uo&hg =0 (4.16)
a3+ plea? + A+ p&agral + (N + p)E3a% + (N + p)€absa® + iv&af — ippsh?

+ipgah® =0 (4.17)
@y + plePad + (N + p)ga&ral + (A + &6t + (N + p)E3a +in€sf =0 (4.18)
hi + vl Pht — ipggsit =0 (4.19)
hi + vl€h? — ipggsig = 0 (4.20)
hi + v |€Ph? + iposrad + ipo&ad =0 (4.21)
Or + KIE[P0 + in6r10f + inatid + vt} =0, (4.22)
para todo £ € R3 e t > 0.
Comecemos multiplicando (4.19) por — MZ 2 éf)ﬁ_%, para &3 # 0. Temos
ol = ‘i%h af - Ay
Tomando a parte real e integrando em [S,T], obtemos
g VRN i p(&)s1 yal(7 ip S)al
/S p(&)|as (t)|“dt = —Re (MO & 222 u ) + Re (,u_f_ ut(S))
(et ) [ ne (GG i) a
Usando que |Re(z)| < |z| e a desigualdade de Schwarz
g A1y 2 p(&) Lryiad Al 1
/s p(&)]ag (t)[7dt < S olés] (RN [ag ()] + |1 (S)]a (S)])
v [ o [0 g @)
Pela desigualdade de Young temos
A 2O i af) < Sl + o o (gf' i (1.21)
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e por (4.16) temos

LELfitah) < LE ol + LEL RO+ gl
+ LEL RO leallnla] + LR+ sl
+ LEL e+ L ol -+ LEL ol 1
s<&ﬁ;“””2fP|Hl+u0ﬁQFWMﬂ+2ﬂQfHM? o)

Logo, (4.24) e (4.25) em (4.23) nos dé

g L 2 a 2 W92 | 2
5 [ rolko R < 29 ("’(?’ 4 D WOIE | 1205 )
(BA+4p) [T p(©)lef A (T O i
# O RO g+ 7 [ 2Dy ey
V2 4
+2/S (If)‘|£’|h()|2dt+2;%/g p(fg)éf! () 2, (4.26)

para todo & € R3 com &3 # 0.
Multiplicando (4.20) por —Mio%ﬁ? , obtemos de maneira andloga a (4.26)

T 7 2 0 2 7 2 i 2
%Ap@ww%gﬁg(wy+ﬂgw+W?+J€H)
BA+4u) [T p(9)[¢)? v T @Il 5 s
+ 2L A K||mmom+%4 S bl
T p(©)I€] 5,10 vi p(O)IE)* 5 g
+;@ ,&|mwrﬁ+%%1; o hora (4.27)

para todo & € R3 com &3 # 0. Somando (4.26) e (4.27), temos

m@<mmﬁ+mwm+me+mww>

T
5 [ pOURHOF + 3 0R)a: <

2 1ol€3)| 2 5 5 5
*mﬁfmé PO oy
2 [ A+ [ A
' Z% / - );5’4 A dt, (4.28)

para todo £ € R3 com &3 # 0.
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Observe que, dado € > 0 temos

9 T
2w+%1;(m|MMMmyﬁp@wme

10 &3]
B A+ [T pQIEP ;
" /s £ (o)t

ey 2
Também,
2y 7 pI¢] 5 3 [T ale? G
2 [ e < - [T P9 jopa L [ aebofa

Entao (4.28) torna-se

T

WD) e S | ()
+ - +
2Js 11031 ( 2 2 2 2
2
. <(3)\ + 4y) +1> / PR 1 2y
€1 wo)Js &
+—/ (t)] dt+4/ ple )|5||h< )|2dt
S
4 T
+% ”“Wﬂwﬂ/prwWw
Ho & S
(4.29)
para todo £ € R3, com &3 # 0, e para todo € > 0.
Note que
o para £ € A, temos p(€) = & < [&3], pois [&3] < 1;
 para € € A% temos p(¢) = £ <[] e pl€) = 5 < €3, pois [ = 1,
Ou seja, p(&) < (&3] e p(€) < 5% ara todo & € R3. Também,
e para £ € A, temos 2 — (¢4 < 31612, pois ¢ < 3, ¢ 2L = jey)1e) < g2,

&

e para £ € AC, temos 2 pOE” )|£|4 |£\2 < 3|£\2 e ple)le] ||£— &3] < €] < |§’2 pois
€l > 1.

Isto é, %2'5‘4 <3¢ e pﬁgi‘f' < |€|? para todo £ € R3.
3
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Dessa forma, (4.29) torna-se

~

T o (T2 2 10,0912
%/S p(&)([af (1) |? + |aF(t)|*)dt < - <|h(2>| N t(2T)I N |h(§)l n t(25)| >

3N+ 4p)2 T .
+<—< 2“> +—”> / €12 1h(t)| 2t
20 Mo ) JS

T R T .
+ L / €210(t) 2dt + 4 /5 €21t Pt

32 2 T 2 2
[ ehorase [ pereora
No S
e novamente por (4.8), obtemos
1 (T 12 2002 T PIPYIND.
5 | AU + O < o+ [ pOlePlaPa (130
S S

para todo £ € R3, com &3 # 0, e para todo € > 0, onde

4 3\ +4p)? 4  3u
oy =24 2“)+ T 3
10 EMGYL HOVL  HOK V1 G

Agora, vamos estimar a integral de p(¢)|@|2. Voltando em (4.22) temos
&3t} = 0y — wl€[*0 —in€ra} — iv&ot,
ou seja,
3 bpo UK 9s L] 52
3ty = —0 + — €70 — &1iy — &at (4.31)
v v
para todo £ € R3 e ¢ > 0. Mas por (4.21) temos

ZV1

. . (RN
—&0F — &0F = —Ehi” ol 2p3, (4.32)

Usando (4.32) em (4.31), segue

. 1A 1K A~ T 4 %]
&t} = 00+ ZIEP0 — i — el
Y gl 10
ou ainda,
2 .
ﬁg,: A T, 1 i ivy €] €753

€3 v & poés L po &
para todo £ € R?’ com &3 # 0, e t > 0. Agora, multiplicando por p(S)ﬁ

sl = L0855 WO g L) Z'Vw(f)lé“l,r

v &3 v &3 K po &3

3
_d (ip() —3> p(ﬁ)A mp(&)\ 3 d( )
=— | ——=0 ———9 a3 — —
dt ('y g ) T TS g di \ o 53
L P© s v pE)Ig 2 1373

po &3 po &3
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Tomando a parte real e integrando em [S, 7]

Lt — re (1P a3 - pe (P4 o33
JRGIL dt—Re( ey t(T)) R (7 Cics) t<s>)

S Y <3
- ke (L2 ez ) + ke (L2 s)as))

R
_/T N (E@é(t)a_gt(t)) dt+/TRe (mp( IR, ()a_g(t)) dt

S v &3

+/TR6 (1@33(15)@(75)) dt—/TRe (M PR, ()a_;?(t)) i,

S o &3

o que implica,

T 2 &) (14 .3 T p(¢)
/Sp( )i (t)2dt < < el (\9( @ (1)) +10(S)||a (5)|>+/S 7‘“!9()\\ w(t)]dt

T p€) 23 PE) (153115 4
+/5 M0|§3||h ()] a3 (t)|dt + = olEs] (|h (T)||a3(T)| + |h (S)||ut(S)|>

kp(©)IE* " v p©)IE12 5301103
T T

(4.33)

para todo &€ € R3 com &3 # 0.
Vamos, agora, estimar as quatro integrais que aparecem no lado direito de (4.33).

Observe que por (4.18) temos
] < uleP18%] + A+ wlgliéalla| + O+ p)léalléal|a®] + (A + w)égla®] +~1¢)10)

para todo € € R3 e t > 0. Assim,

p(§) p(€) 3, P& 5 1, P& 4 9
0 0 Al(\ Al(\
"lés ‘\ 63| < Vlf |\ |ul€?|a] + T ’! [(A =+ ) |€3l[&1]|1a7] + ~lEs ,I [(X + w)]€3]] €|
+ LEIO+ )1 + 20|
A 2,
< BT PORE 51 4 ey,
ot 5]
para tod0§€R3 com &3 # 0, e t > 0. Analogamente,
3\ +4 2

If | 110 €3] 1o | 3]
para todo £ € RS, com &3 # 0, et > 0.

Dessa forma,

T T 2 T
/ 2O oyl (b))ar < A / POIE, 5oy (o))t + / p(©)180) et
S S

s 7/l v &3]
r IPUIND: (3\ + 4p)? p(&)IE A 11
<e [ etetiactan s LI [T 06 I
T A
+ / p(€)16(1) 2t (4.34)
S
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e

T o) it g < BAED [T IR o
[, ey ol < E0 [ hwa)a

w2 [ o

T 2
< [ plee 2J(r) 2ds + B2 /5 PO ) 2a

depy &

T T 2
*ang Jo MNP ST [T IS Par

T PIPIND) s T Arn2
< [ ptenlae a5 [ i
+ ((3)\+4U)2+ Y )/ST p(££2|§|2m(t)|2dt, (435)

46[},% 20 3

para todo £ € R3, com &3 # 0, e para todo € > 0.
As duas tltimas integrais, no lado direito de (4.33), podem ser estimadas usando a

desigualdade de Young com € = zll da seguinte forma

PO el <+ [ oo+ [ A
/S,y &) 0]l t(t)|dt§4/s p(&)|a (1)) dt+72/S 2 B0 Pdt (4.36)

e

1 p(QIER 3y o LT (1 el
[ irondom <t [ penaoras [T o) . (437

THER Ko 3
Portanto, (4.34)-(4.37) em (4.33) nos da

L[ st < 29 <Ié<T>l2 L@ E)E mt<s>|2>

2Js L] 2 2 2 2

p©) (P | P | WP | Ja(s)P
i (T P B )

4 S 1 P
vac [ pteetiacrans ALY [T T ara

+ (1+—>/ )|0(t) 2dt+—2/ |§|4 t))dt

(BA+4p)* | v POIEP 7
+( o +2MO>/S 2 |h(t)|2dt

vi (T plg*
s &

(h(t)dt,
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para todo ¢ € R com & # 0. Pelo fato de p(§) < [€3], p(&) < &5, p(§) < [¢% e

4
PO < 3162, para todo € € R, obtemos
3

T 2 ) 2 i 2
L otei 2dt§%< DP O , | t<§>|)
! D | WO | laS)°
u_< T T )

)2 (3A + 4pu) 2
vac [ pteretiaoras O [ giopa

e 2104\ (2 BA+4w)?* | 4 T 22
+(1+2M0) [ 1ePiic) dt+< o *2%) [ 1e®ihtopar

3
L |€| o(t)2ae + 2L / €2 (0) Pt
7 Mo

e usando (4.8), segue

T T
! / D)@ (1) 2dt < C3E(S, ) + 2¢ / p(€)[€Pla(t) 2,
S S

5 (4.38)

para todo £ € R3 com &3 # 0, onde

2 2 (BA+4p)? 1 3\ + 4p)?
( 1) P ) g

C3=—+—+—55—"+—
v ko 4evs R 2uok  depdn 2umov1 v

Somando (4.30) e (4.38) resulta

T T
[ @l < cres.e) o [ p©lePlacolar
S S

para todo £ € R3, com &3 # 0, e para todo € > 0, em que C] = 2Cy + 2C5.
Usando o lema anterior provaremos o préximo lema.

Lema 3. Seja p dada por (4.14). Eziste uma constante C > 0 tal que

T
/S (p(©)ae()* + p(O)IE () + [EP1A) P + (17160 P)dt < CE(S,€),  (4.39)

para todo € €R3 ¢ 0 < S < T, onde E(t,€) ¢ dada por (4.9).

Demonstragao. Comecemos integrando (4.8) em [S,T]. Assim
T 27, 2 T 210(+)12
e+ [ IPhOPa+x [0 PE - £5.9.  (440)

para todo & € R3.
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Agora, tomando o produto interno de (4.2) por p(£)d segue

d

ple) P&t + up(€) 61 + (A + m)p(€)|(€ - )* + ivp(€)0¢ -

) —
= ipop(€)Esh - @ — ippp(E)A3E -

§>I

(g -

=l

Tomando a parte real e integrando em [S,T’], obtemos

— _ T T
pORe((T) - 3T)) = pl€) Re(in($) - 5(S)) = [ @ lau(Pat +1e [ e ate)ar
T

T A —_
) /5 p©)(€ - a(t)) 2t + [S p(€) Re(i0()E - A(t))dt

T R . T . .
—po [ p€)Religsh(t) - TO)E — po [ pl&)ReR()E - F(0)ie.
S S

T o T . -

~ 1o / p(€) Re(i€sh(t) - a(t))dt — o / p(€) Re(ih3(1)¢ - A1) dt
S S

— p(€)Re(@(T) - B(T)) + p(€)Re(4(S) - T(S)) + /S o(©)las (1) 2dt

T
o [ O RetidE - A0

S

Usando que |Re(z)| < |z|, para todo z € C, e a desigualdade de Schwarz

T T
n [ o@NePlawRa+ ) [ plele- o) P
T
<20 [ pOIEIBOa) e+ p(&)an(TIACT)] + ()] (5)]a(5)
T T .
+ [ @l vy [ ool ae) e (441
S S

Pela desigualdade de Young, ab < ea? + 11;b2, a,b>0ee >0, temos

T

T N A M T 4# R
20 [ p©lelbOlamla <4 [ ol i =2 [ pelioar

onde consideramos € = &, a = [¢]|a(t)] e b = 2410/ (t)|. Também

T A
v [ reolelawla <4 / (ORI Pt + L / 0 P
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onde consideramos € = &, a = |¢]|a(t)] e b = ~|A(t)]. Assim, (4.41) torna-se

T T
/ p(E)IEPlat)Pdt + ( A+u)/ p(& £)|?dt
S T 2 S 2 ~ 2
it (S)[2 w(S)[? T 2 (T
+! ff” +p<g>2‘ (‘5)’ +§/ p(©)l€ 2/a(t) 2at + L / (©)10(1) e
T
+ [ e
ou seja,
po [t T g
5[ noleRta0Ra+ 0+ [l iR
a 2 a2 2 a2(S)[2 2 T
< WD | o lBDE | JOP | i O 3 17 e
2 (T o T o,
=L [P+ [ p@lanoPar (1.09)

para todo & € R3.
Note que

o para § € A, temos p(§) = & < |¢3] < [¢], pois [3] < 1, e p(¢) = &5 < |¢];
2
e para € € A°, temos p(€) = (& < |&3] < [¢] < [¢[2, pois [¢] > 1

Ou seja, p(&) < €] e p(€) < |§|2 para todo & € R3. Disso e de (4.40) em (4.42), obtemos

po [T 21 m 002 ! (1)
_/S p(6)I€2|a(t)] dt+(A+u)/S p(&)IE - alt)|"dt

2
DR | plOF Sl | 4 (T g
+ PG + PO g 20 [ e

v 2A/ 1112 2

+2 /S P [ plitPa

< E(S,€) + lE(S £+ E(S,6 + lS(S ) + —4/%8(5 £+ 7—25(5 £)
— ) ILL Y ) M Y MV]- Y M,{; Y

T
4 /S p(©)lae (1) 2dt

T
< CLE(S.6) + /S p(©)lae(t) 2dt,

com Cy =2 + + Aug + 2 para todo & € R3. Assim,

pvr " pk?

T T T
5[ AR+ () [l )Pt < e + [ p@lint)Par
(4.43)
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para todo & € R3.

Usando a estimativa (4.15) do Lema 2 com € = ﬁ temos

T m T
/ p(E)lan(t)Pdt < CLE(S.€) + 7 / Pl a(t) *dt. (4.44)
S S

Considerando (4.44) em (4.43) obtemos

4

para todo &€ € R3 com &3 # 0.
Agora, (4.45) em (4.44) nos fornece

m T T
= / p(O)[EP|alt)Pdt + (A + p) / p(&)[€ - a(t)2dt < (Cy + C1E(S,€),  (4.45)
S S

T
/S p(€)[4(1) 2dt < (201 + C1)E(S, €), (4.46)

para todo & € R com &3 # 0.
Portanto, de (4.40), (4.45) e (4.46), temos

T
/S (p(O)as()? + p(&)EP[at)* + (€)1 + |£216(1)|*)dt < CE(S,€)
para todo £ € R3, com &3 £ 0,e0< S < T, onde C = 2C’1+C'4+%(C'4+C1)+VL1+%. O

Lema 4. Assumindo as hipéteses do Teorema 9, existe uma constante C(3,q) > 0 depen-

dendo de 3 e q, tal que
[EO" <TE.0)[(Nog)” + (Ko g)” + (Mo) | F (1)

para todo t > 0, onde E(t) € a energia total no espago de Fourier definida em (4.10) e
F(t) € definida por

F(t) = /R (POl + p©)IEP[at)* + 6P + [P0 P)ds.  (4.47)

Demonstracao. Temos
1+

BOI = (5 [ Q00P + PP + -+ € )P + P + 0P)ac )
R3
1+ 1+8
<) ([ lutoras) ) ([ lePlawpa)

v ([ o) e ([ iwpa) (4.49

para todo t > 0. Denotando

no = ([ lopa) " b= (L, |a2|a<t>|2ds)1+ﬁ,
s = ([ pore) o o= ([ pore)

vamos estimar cada uma dessas integrais usando a desigualdade de Hélder com LB e
148

L 5.
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F(t); (4.49)

- ([ lerwrea)

= ([ o eI g o @fm(t)wfﬁds)w

< (/. p<s>‘5|§|2|a<t>|2d§) JNGISRLOR

< ([ st Hiiacozac) ro, (4.50)

R . 2 1+
ft)—(/ e |2ds) ( [ el ﬁ|h<t>|l+ﬁds)

IN

IN

([, )/5||h e
(/ €173 h(t) 2d§) (451)

(/ |9(t)l2d5) 1+ _ (/R3 ‘§|—1iﬁ|§|1+2ﬂ|§(t)|2—1§5’é(t)|1iﬁd£)1+ﬁ
</ '5‘_§|@<t>|2d€)ﬁ /R NSROIRS

> . B
< ([ weroora) ro. (152)

De (4.49)-(4.52) em (4.48), obtemos

B0l <@ ([ o o )\Qdf)ﬁ + ([ e Hiepiace W&)ﬁ

+ ([ e 2d£) + ([ leFioe 2d£> b, (4.53)
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para todo t > 0.

Resta provar que cada uma das integrais, que aparecem no lado direito de (4.53),
¢ limitada por uma constante que depende dos dados iniciais. Para isso, iremos dividir
cada integral em duas regioes: regiao dentro do cubo A (£ € A) e regido fora do cubo A
(€ € A°).

Primeiramente, estimaremos as duas primeiras integrais que aparecem no lado
direito de (4.53). Integrando a identidade (4.8) em [0, ¢]

A

1 N
5 { @ + plgPlamP + O+ I - a@) + -2 + 1) 2 |
v [ 166 Pas < [ 1ePIOs)Pas
) 0 0
=3 {|ﬁl|2 + pléPlo* + (A + w)I(€ - o) * + |hol* + |é0!2} : (4.54)

Assim,
(D)7 + [€P71a(t)]* < Clan]? + CI¢Paol* + Clhol* + Clbol*, (4.55)

para todo £ € R3 e t > 0. Na regido dentro do cubo A tem-se p(&) = fg. Logo, multipli-
2
cando (4.55) por |£3]” # e integrando sobre {¢€ € R3; & € A}, obtemos

_2 ~ 2 _2 2 ~ 2

€3] Bl (t)]“dE + &3] PLEI7[alt)|ds
§eA £cA
<C ~5lay2de + C 5 1€ 2 ao|2de + C 5 |ho[2d
< €3] Play|“dE + &3] P 1E1% [t | dE + €3] 7 |ho|“dE

(A EeA (eA

_2 A

wo [ lal ik (4.56)

feA

para todo t > 0.
Como para & € A temos |€|> < 3, entéo

~510,.(4)12d =51€121a(4)12d
el Fla2de + [ 16 B lePlac) 2de
§eA £cA
2, 2 2.
sc/ €3] 3y d§+30/ &1 ¥ o) d€+0/ €315 [ho[2de
EeA (el EeA
_2 A
wo [ lal ke (457)
(€A

para todo t > 0.
Como u1 € [LY(R3})]3, com 1 < ¢ < 2, e usando a desigualdade de Holder com

q A
L2=1) e [2-a na primeira integral que aparece no lado direito de (4.57), temos

2—q 2(g—1)

2 2
[ e Fape< ([ gl ae) ([ alma)
feA {eA €€A

2—

__ 29 q N 2
< / &3] Pe=0dg ) lan]]” a - (4.58)
EeA La—t
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Agora, observe que

2 1 1 1 2
/ &3] PO de = / / / 6| O ddeade,
¢eA 1)1

1 1 1 _ 22q
- / / / &3 T deydende,
—1J-1J0

1 1 1 8
= 2/ / 1—2(] dSngl = 1—2(] < ‘|‘OO,
U T AR T B0

pois 3 > Qqu.
Também, sabemos que a transformada de Fourier é um operador linear limitado
de L1(R3) em L*®(R3), isto é, existe uma constante C' > 0 tal que

1 fllz~ < ClIfll

para toda [ € Ll(R?’). Para 1 < ¢ < 2 segue, da desigualdade de Hausdorff-Young
(veja [2]), que a transformada de Fourier se estende como um operador linear limitado de

LY(R3) em Lﬁ(R?’), ou seja, existe uma constante Cq = C(g) > 0 tal que

171l 2 < Call flls.

q—1

para toda f € LI(R3). Tomando C(q) = max{C, Cy}, temos

A1, 2y < C@IfllLs,

para toda f € LQ(RS), com 1 < ¢ < 2. Assim, vale

2 20 12
||161||Lq%q1 < C(g)*|lut |7,

para 1l < g < 2.
Logo, (4.58) torna-se

_2
/g _ Jeol Pl e < Gy CPlul (4.50)

onde
2—q
2¢

Cpyim / g‘mw&)q<+m
sar= (1o

De maneira andloga, como ug, hg € [L4(R3)]? e 6y € LIY(R3), com 1 < ¢ < 2,

estima-se as demais integrais que aparecem no lado direito de (4.57) obtendo

_2
/g _ Jeol ol < €y CPluol (4.60)

_2 A
/g el Flhofde < G ool (4.61)
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_ 2 A
| Jal 3 iholds < G a0l (4.62)
ceA
Usando (4.59)-(4.62) em (4.57), obtemos
=514, ()24 =31¢121a(0)12d
&3] Bt (t)|“dE + €3] P[] ]a(t)|dE
§eA tcA
< 30C3,,0(q)* <|IU1||%q + luollZ.q + holl7q + ||90H%q> : (4.63)

para todo t > 0.
2
Por outro lado, na regiao fora do cubo A temos p(§) = é% Entao, multiplicando

(4.55) por ]£|%]§3|7% e integrando sobre {¢ € R3¢ e A€}, obtemos
2 2 249 2
| teblar b+ [ it il HaPag
e Ae e Ae
2 _2 ~ 12 2_’_2 _2 ~ 12
gc/ 17 6| P d5+0/ €152 ) B g 2de
£eAe EeAe
2 _2 A 2 2 _2 A 2
v [ bl Hholde+ o [ lefielFldoRag
e A e A
2 2 . . .
=0 [ el (i ol + ol + ) de = 0o < +o0 (469
e (&

para todo ¢ > 0, onde usamos a condigao (4.11) dada na hipdtese.
Portanto, segue de (4.63) e (4.64)

(/RS P(f)_émt(t)Fdf)ﬁ + (/RB p(g)_fli\§]2|ﬁ(t)|2d§)ﬁ

2 B 2 2 /8
< op-1 (/ lﬁslﬁ\ﬁt(t)\Qdf) +2ﬂ—1(/ \swasrﬂ\at<t>|2ds)
(eA EeAc
2 B 2 2 ﬂ
s (/ |53‘ﬂ|§|2|a<t>|2ds) s (/ |£|5+2|§3|_ﬁ|ﬂ(t)l2d€>
(eA EEA”
B
< (20030, CP (ual + ol + ol + Wl) + (Ro)* | 465

para todo t > 0.
Agora, vamos estimar as duas ultimas integrais que aparecem no lado direito de
(4.53). Por (4.54), também temos

()2 + [0(t)> < Clag|* + Cl€|?|aol* + Clhol* + Clhol?, (4.66)

2
para todo ¢ € R3 e t > 0. Multiplicando (4.66) por |¢|” ? e integrando sobre {€ € R3; ¢ €
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A}, obtemos
_2 A 2 A
/ €73 (o) 2de + / €5 16() 2ae
gcA ¢ceA
_2 ~ 12 _2 2~ 12 _2 A 9
gc/ €75y d£+0/ €175 1ol d£+0/ €7 F p|2de
§eA §eA ¢cA

_2 A
+0/ €77 1 e
(eA

_2 _2
para todo t > 0. Como €3] < |£]|, para todo & € R3, entao &| B < |&3] P, para todo
¢ € R3 com &3 # 0. Assim,

_2 A _2 A
[ Bhopa+ [ e P
§eA ¢€A
_2 ~ 12 _2 2~ 12 _2 A 9
<c [ el Hafarc [ jal PPl o [ el FioPas
EeA EeA EeA
_2 A
v [ el Flafde, (4.67)
(eA
e da mesma forma que estimamos (4.56) obtemos
_2 A 2 _2 A 2
| e iheorae+ [ jeFioe e
€A (eA
< 30C;5 (@) (lua 3 + ol 2 + ol 24 + 160]12), (4.68)

para todo t > 0.
2
Por outro lado, multiplicando (4.66) por |€|” 7 e integrando sobre {¢ € R3; & € A°Y,

temos

_ 2 A 9 _2 A 9
/ € B () Pde + / € F () 2ae
(e A (e Ae

_2 _2 _ 2 A

gc( / €75y 2de + / €152 g 2de + / €7 B ho|2de

EeAc E€Ae E€Ae

_2 A
T / €l 6!00|2d§>
EeAc

sc(/ iy e + / €[2[0 2de + / o |2de + / réo|2df)
e A e A e A e A

< C(lurlze + IVuollZ2 + I hollZz + 160172, (4.69)

para todo ¢t > 0, pois para £ € A€ temos [£| > 1.
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Logo, (4.68) e (4.69) nos fornece

2 A B 2 A /8
([ o) + ([ e~ ora)
R3 R3
2 A /8 2 A B
<o ([t Fiera) 2 ([ e FhoPa)
(eA £eAc

. 5 . 5
L1 ( / |€|_5|0(t)|2d§) o ( / |§|‘ﬂ|e<t>|2df)
£eA EeAC

< (20)6{[SCﬁ,qC(q)Qlﬁ(HmH%q + [[uollZs + IRollZs + 100017)°
+ (lur |72 + I Vuoll7z + 1holl 72 + ||90H%z)5}, (4.70)

para todo t > 0.
Usando (4.65) e (4.70) em (4.53) chegamos a

B < C1(8)20)° {235 ,C@)) (Nog)” + (Ko p) + (Mo)} F (1),
ou ainda,
B <T(3,q) { (Nog)” + (Kop) + (M)} F(2),
para todo t > 0, onde C(8,q) = C1(8)(2C)" max{2[3C;3 ,C(q)*]°, 1}. O

Agora podemos provar o Teorema 9. Para tanto, usaremos o lema de Haraux-

Komornik [21,25], enunciado em seguida, combinado com as estimativas dos Lemas 3 e

4.

Lema 5. Seja G : [0,400) — [0, +00) uma fun¢ao nao-crescente e sejam 3 > 0, Ty > 0

constantes tais que
0
/ (G(s)]"TPds < TH[G(0))PG(S), VS >o0. (4.71)
S

Entao,

1
B

(1) < GO)T) <1 + %) V>

=

Demonstracao do Teorema 9. Primeiramente, observe que por Plancherel temos

2 -
j=1

3
E(t) = 1/R3 (Ut(t)2 Y [V (O + (4 p)l divu()? + A + 9(t)2> dx

1 A

= 5/ (1) + pléPa)]? + A+ (€ - a@) + (A0 + 10(2)]%)dé
R3

= E(1),
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para todo ¢t > 0. Por isso, basta provar o resultado para E(t). Pelo Lema 3 segue

T
/S Flt)dt < CE(S)

para todo 0 < S < T < +o0.

Além disso, do Lema 4 temos
(BT < T8, p)[(Nog)’ + (o) + (Mo)°|F(t)

para todo t > 0.

Dessa forma,

T
/S B dt < TB,0)Cl(Nog)® + (Ko 5)° + (Mo)PIE(S) (4.72)

para todo 0 < S < T < +oc.

Também, integrando em R? a identidade (4.8) segue que a funcio t — E(t) é
mondtona nao crescente.

Assim, considerando Ty > 0 tal que Ty[E(0)]° = 6(5,q)0[(]\/0’q)ﬁ + (Koﬁ)ﬁ +
(Mp)P], fazendo T — 400 em (4.72) e usando o Lema 5 (Haraux-Komornik), obtemos

E(t) < (C(8, q)C)%[(No,q)ﬁ + (Koﬁ)ﬁ + (Mo)f”]% <1 + %) Th C(p, q)fo)ﬁt—%,

para todo t > Tj), onde

4.2 TAXAS DE DECAIMENTO PARA A ENERGIA TOTAL: TEOREMA 10

Nesta secao, enunciaremos e provaremos um resultado que melhora o resultado
obtido por Rivera e Racke em [33], pois aqui obtém-se mesma taxa de decaimento com

hipéteses mais fracas (veja a proxima secao).

Teorema 10. Sejam 3,a > 0 e (ug,u1, ho,0p) € [HL(R3)]? x [L2(R3)]3 x H, x L2(R3)

satisfazendo

_2 . . .
Qo,s = /f y €317 7 (| * + €% [a0]* + hol* + 100[*)dé < +o00 (4.73)
S

22/ ) . .
Ko.a = /g L e1EEl % (il + jePlaol® +lhof? + of?) dE < +oo. (474
e &

onde A = {€ € R3;|&1| < 1,]&| < 1 e|&3| < 1}. Entdo, a energia total associada a solugdo
(u(t,x),h(t,x),0(t,x)) do sistema (3.1)-(3.6) satisfaz

1 1
E(t) < C3Qoat 7 + Ca ((Koa)™ + M) o t 3,

para todo t > Ty.
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Assim como na Secao 4.1, as estimativas sao feitas no espago de Fourier, mas a
ideia ¢ dividir a energia total no espaco de Fourier em duas regioes: regiao dentro do cubo
A (£ € A) e regiao fora do cubo A (¢ € A®). Denotaremos

Eq(t) = E(t,§)dg (4.75)
gcA

Fe(t) = /g _ Eo (4.76)

para todo ¢ > 0. Aqui faremos uso do Lema 5 (Haraux-Komornik) para estimar E4 e F 4¢
separadamente. Segue da identidade (4.8) que as fungdes dadas por (4.75) e (4.76) séo
mondtonas nao crescentes.

Iremos primeiro obter um resultado para a energia sobre toda regiao dentro do
cubo A. Dessa forma, motivados pela estimativa (4.39) provada no Lema 3, definimos o

funcional
Fa(t) == /&A(fgmt(t)F + GIEPla)? + €217 + [EP10)P)dE, ¢ >0,  (4.77)

o qual sera util na demonstragao do seguinte resultado.

Proposigao 3. Seja > 0 e considere (ug, u1, ho, 0p) € [H'(R3)]3x[L?(R3)]? x Ho x L2(R?)

satisfazendo
Y 20~ 12 1512, 1A 12
Qus = /5 e P00 + o + e < 4o (078
€

Entao, existe uma constante Cg > 0 dependendo de 3 tal que

|~

Et) < CgQppt 7, Vt2>1T1,
onde T1 > 0 € uma constante dependendo dos dados iniciais.

Demonstracao. Vamos provar inicialmente que existe uma constante C' > 0 tal que
1
[EA(0)'*7 < OFa(t),

para todo t > 0, onde Fy é dado por (4.77). Seja f > 0. Usando a desigualdade (4.53)
com as integrais sobre a regiao dentro do cubo A, ao invés de integrais em todo espaco

R3, e lembrando que nessa regiao p(&) = 532) temos

B < cwa){ ( /g y |53|‘3|at<t>|2d5)5 " ( /g y |53|‘5|s|2|a<t>|2ds)ﬁ

+( I |£|_§|f5(t)\2d£)ﬁ +( I |5|‘51é<t>\2d5)6 brae, (@10

para todo t > 0.
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Pelas estimativas (4.56) e (4.67), da Segao 4.1, e assumindo que vale a condigao

(4.78) sobre os dados iniciais no espago de Fourier segue

/ (el () 2de + / &3P P a()2de < CQo s < oo (4:80)
§eA ccA

/ \ﬁlg\ﬁ(t)!2d£+/ €175 10(8)[2dg < CQg 5 < +o, (4.81)
geA £cA

para todo t > 0.
Logo, (4.80) e (4.81) em (4.79) implicam

[EA]"P < 4C1(8)CP (Qo 5)  Falt) (4.82)

para todo t > 0.
Agora, integrando (4.39) sobre {¢ € R3:¢ € A} e pelas definicoes de Ey e Fy

dadas por (4.75) e (4.77), respectivamente, segue

/S U R0t < CEA(S) (4.83)

para todo 0 < S < T < +oc.
Integrando (4.82) sobre [S,T] e usando (4.83) obtemos

T
[ a0l < 401510 (@0 ) CEA(S) (481
S
para todo 0 < S < T < +o0.
Considere T7 > 0 tal que T1[E4(0)]? = 4C1(6)05(Q0’5)BC. Fazendo T" — 400
em (4.84) e usando o Lema 5 (Haraux-Komornik), obtemos
1 1 1 1\7 _1 1
Ey(t) <4501(B)PCQp gC» (1 + E) t 5 =0CgQpat 7,
para todo t > T7. O

Agora, vamos obter um resultado para a energia sobre toda regiao fora do cubo A.

Entao, motivados por (4.39) definimos o funcional

€12

que sera util na demonstragao da seguinte proposicao.

2
= | ( S (P + Gl + PP + |€|2|9(t)|2> d. t20, (455)

Proposigao 4. Seja a > 0 e considere (ug, u1, ho, 0p) € [H1(R3)]3x[L2(R3)]? x Ho x L2(R?)

satisfazendo
Koa = [ 16l (1inf + IPlaof® + Vol + 19P) de < 4o (456)
Entao, existe uma constante Co, > 0 dependendo de « tal que
Eaelt) < Ca (Koo + M§)® 75, Vi =1,

onde Ty > 0 é uma constante dependendo dos dados iniciais e My € dada por (4.13).
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Demonstragao. Inicialmente, usando a desigualdade (4.53) com as integrais sobre a regiao
fora do cubo A, ao invés de integrais em todo espaco R3, e lembrando que nessa regiao

p(&) = % sabemos que
B o)1 < cm){ ( / |§|i|53|—3|at<t>|2d§) T ( / |5|3+2|53|—i|a<t>|2d5>
EeAc EeAe

+( . - hRae) -+ ( . b)) fran,  as

paratodot >0e a > 0.
Para a estimativa das quatro integrais aparecendo no lado direito de (4.87), pro-

cedemos de forma inteiramente analoga ao feito na Secao 4.1 para obter as estimativas
(4.64) e (4.69). Assim sendo

/ €1 €3] & [ite ()| 2dE + / €l t2|g3| " a (k) 2de < CKpa (4.88)
EeAc EeAc
/ €3 i) 2de + / €3 16(t)de < C My, (4.80)
EeAc £€Ac
para todo t > 0.
De (4.88) e (4.89) em (4.87) obtemos
[Bae(8)] 11 < 201 () C* (Ko.)® + M§) Fae(t), (4.90)

paratodot > 0e a > 0.
Agora, integrando (4.39) sobre {¢ € R3;¢ € A} e pelas definicdes de Eyc e Fye
dadas por (4.76) e (4.85), respectivamente, segue

/S ' Fac(t)dt < CE 4¢(S) (4.91)

para todo 0 < S < T < +oc.
Integrando (4.90) sobre [S, T e usando (4.91) obtemos

/S T[EAC ()t < 201 (a)C ((Ko.0)® + ME) CEe(S) (4.92)

para todo 0 < S < T < +c.
Considere Th > 0 tal que Th[E4¢(0)]* = 201 (a)C ((Ko,0)* + M§') C. Fazendo

T — +o0 em (4.92) e usando o Lema 5 (Haraux-Komornik), obtemos

1\ «
(1 + 5) "a = Co ((Koo)* + M)

1
t o,

R~
R~

1
Epe(t) < (201()C)a C ((Ko,a)™ + M)
para todo t > T5. O]

Demonstragao do Teorema 10. Considerando Tjy > 0 tal que Ty = max{T7,T»} o Teorema
10 fica provado. [
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4.3 COMPARACAO COM O RESULTADO OBTIDO EM [33]

Considerando = 3=m+ le é = 2(m+ 1), com m > 0, no Teorema 10 obtemos

taxa de decaimento &(t) = Ot~ (M+1)) que é a mesma obtida por Rivera-Racke [33].

Por outro lado, em [33] os autores assumiram a seguinte condigao sobre os dados

2 m+1
/ (1 il ’§| A2) £(0,€)d¢ < +o0,
R3 \ [¢]

2 ].
NSPEAYER

E(t,§) = (|Ut()| + ulePla)? + 4+ mI(€ - a) P + A + 10)).

Uma das hipdteses assumidas no Teorema 10 com % =m+ 1 é a dada por (4.73).
Mas,

niciais:

onde

/£ B 163720 D) (a2 + €2 Jao)|? + ho|? + |Bo|?)de < C / ) €3] 72m+D g0, ) de.

e

Note que para £ € R3, com £1,&3 # 0, temos

2 2 9
i<(§1+52+§3)<£i4+i+i4>_1+|§| |§|4< i) _ L+ A2
1

£ e & €12 £ €17
entao
m—+1

—2(m+1) g 1+|§\2 ) i £00.6)d

[ o< [ (e (0,€)de

LI e )mHgo d

< [ (e (8- €)dt:
Logo,

R R 1 9 m—+1
/ !§3I‘2(m“)(|ﬁ1l2+\€|2|ﬁol2+!hol2+\éo!2)d£éC/ ( +|§’ A2> £(0,8)ds.
feA R3 ’5|

Além disso, a outra hipétese assumida no Teorema 10 com é =2(m+1) é a dada

por (4.74). Mas
/5 SO g D (a2 4 1ePlaol? + Lhol® +1601°) de
E (&

<c / €[04 D) g5 =4+ Dg 0, €) e,
E€Ac
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Como

9\ 2(m+1)
/{ B [ m D g =Hmt g0, €)de = - ('g—'?) £(0,¢)de
C C 3

< A2 g0, €)de
(eAc

14 €2 2)’"“
A £(0,¢)d
§/§€A<3< €] (0.0)¢

1+ |¢P 2)””150 i
< [ (Fata) en.od

entao
/f SO g 0D (a2 4 ePlaol? + Thol® +1601°) e
6 C

2 m+1
<C <1 + |§| AQ) £(0,€)de.
R3 \ €]

Portanto, as hipdteses assumidas no Teorema 10 sao mais fracas quando comparadas

a hip6tese do Teorema 2.4 em [33].

4.4 TAXAS DE DECAIMENTO PARA A ENERGIA TOTAL: TEOREMA 11

Nesta se¢@o, vamos provar outro resultado para a energia total, £(t), associada
a solugao do sistema (3.1)-(3.6): o Teorema 11. Tal resultado nao necessita da hipétese
adicional no espaco de Fourier, a qual aparece no Teorema 9 da Secao 4.1. Em contrapartida,
é necessario exigir mais regularidade nos dados iniciais. Além disso, quando comparamos
a taxa obtida no Teorema 9, no caso em que ¢ = 1, com a taxa obtida no Teorema 11

vemos que este ultimo resultado nos fornece uma taxa de decaimento mais lenta.

Teorema 11. Seja 3 > 5. Considere (ug,u1, hg, 0y) € ([H>(R)PPN[L(R3)]3) x ([H (R3)]3n
[LYR)]3) x (Ho N [HYR3)P N [LYR3)]3) x (HL(R3) N LY (R3)). Entdo, existe uma cons-
tante C() > 0, dependendo de B, tal que a energia total associada a unica solugdo
(u(t,x), h(t,x),0(t,x)) do sistema (3.1)-(3.6) satisfaz:

1
E(t) <C(B)ypt 7, Vt =Ty, (4.93)
em que Ty > 0 é uma constante dependendo dos dados iniciais e
1
Iyp = <N£1+P§+Q§+M§>ﬂ,

sendo
Py = ||Vur||2e + [|Aug||2e + [|Vhol|2s + [ V6|22, (4.94)

4 2 4 6 4 2 4 2
Qo = llurllz:[[Vurllze + lluollz: 1 Auollp2 + 1holl 7 IV Roll 72 + 100l 71V Ooll 72, (4.95)
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2 2 2 2
No.1t = lluallz + lluollze + [[Rollz + 160ll7 (4.96)

2 2 2 2
Mo = |lutllzz + [[Vuoll2 + hollz2 + 1001172 (4.97)
Para demonstrar o Teorema 11 precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema 6. Assumindo as hipdteses do Teorema 11, existe uma constante C(S) > 0 depen-
dendo de 3, tal que

@] <T@) NG, + By +Qf + M } Fo)

para todo t > 0, onde E(t) é a energia total no espago de Fourier definida por (4.10) e
F(t) € definida por (4.47).

Demonstragao. Por (4.53) tem-se que

1

ot < i ([ oo Huera) ([ oo higkiacorae)”

([ |§r?|fz<t>|2d§)6 ([ |5|‘?|é<t>|2d5)6 b, (1.99)

para todo t > 0.

Na regiao dentro do cubo A tem-se por (4.63) a seguinte estimativa
—2 9 =2 120504112
€31 7l ()] 7d€ + IS NI
§eA £cA
<3CC1C(0 (a3 + lluol3s + I1koll3: + 6ol13. ) (4.99)

para todo t > 0.

2
Por outro lado, na regiao fora do cubo A temos p(§) = é% Entao, multiplicando

(4.55) por |§|%]§3|_% e integrando sobre {¢ € R3; ¢ € A}, obtemos
2 2 2 _2
| ebia Hatote+ [ b el HawPag
EeAc EeAc
2 _2 ~ 12 2+2 _2 ~ 12
<c [ hlar il e [ 168 e HaoRa
EeAc EeAc
2 _2 A 2 2 _2 A 2
v [ bl Holde+ o [ lefielH1doPag (4.100)
EeAc EeAc

para todo t > 0.
Agora, estimaremos a primeira integral que aparece no lado direto de (4.100).

Observe que a terceira e quarta integrais sao estimadas de maneira inteiramente anéloga.
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Comecamos separando a integral em duas integrais da seguinte forma

/ €15 Je 5 fan e < / €15 te| 5 fan P
£cAe {€eAcin{|&]<1}

2
4 / €13 2de
{cea)n (=1}
=J1+ Jo.

2
Estimativa para Jo: Como (> 5 > 1, entdo |[£|? < |£|? para €] > 1. Assim,
ne [ €201 e < [V 3.
{eedein{lés|=1}

Estimativa para J1: Usando a desigualdade de Holder com L% e L3 temos

J1§</ !§3I_2d§3> (/ \f|g|ua|6d§)
|€3]<1 {€eAcin{|&|<1}

=

wIin

3 6
Como 8 > 5 > 3 entao <f|£3|§1 |§3|_3d§3> = C% < +oo. Também [£]F < |5|2’ para

€] > 1. Assim,

:
n=ci( [ 1o foa |
{edein{lgs|<1}

Sendo uj € [L1(R3)]? entéo

4 3 4 2
J1 < O3l 3 e (/ |§|2|a1|2d5> < C3lan |13 || Vur |2,
BUIL A Jreeneinfiesl<t} P L

Como a transformada de Fourier é um operador linear limitado de L1 em L, existe

C > 0 tal que
9 ~ 4 4 2
J1 < C3C3 lur[|7, [ Vuill 7.
Pelas estimativas obtidas para .J1 e Jo segue

2 el 3112 2 24540 13 3
e €171€s] Plar]*dg < [[Vurll72 + C5C3 [[urll 7. [IVuall72, (4.101)
E c

2 _2 A ~4 4 2
/5 L€l Fholde < [ Vol + CBCHIOIL VROl (4102
6 C

2. =259 P CEETVRE 3
e E171€31 7 160]7dg < [[VOol[72 + C3C3 100l 7: VOl 7. (4.103)
e C
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Agora, estimaremos a segunda integral que aparece no lado direito de (4.100).

Comecamos separando a integral em duas integrais da seguinte forma

2 _2 2 _2
/ €15 2165 F g 2de < / €525~ jaag e
EeAe {€eAcin{|&|<1}
+ / €172 2de
{€eAein{|&|>1}

= K1 + Ko.
2
Estimativa para K9: Como § > 5 > 1, entdo |£|B+2 < |€|* para |€] > 1. Assim,

ms/ €410 12d¢ < || Aug] 2.
{&€eAein{|&]>1}

Estimativa para K1: Usando a desigualdade de Holder com L% e Lg obtemos

_5 % 10+108 10 %
K1§< / &) ﬂd&) < / €] !’tfo\Sd&) .
1€3|<1 {geAcin{|&s]<1}

_5
Como [ > 5 entao <f|§3\§1 |€3] ﬁd&;)
€] > 1. Assim,

3 3

0 \5 4 A 5

Ky <3 ( / \5!4\ﬁ0!3d€> < GBlaoll} ( / |£|4!uo\2d€>
feAe feAe

3 ~4 4 6
< C3C5 [ug| 71 [[Auol 72

[S1N)

104108 4
- Cg < +oo. Também |£] 35 < |€]*, para

Pelas estimativas obtidas para K1 e Ko segue
2120, 1~315 12 2 3 AL 115 5
e 1§17 77183] P laol"dE < [[Augl|72 + CRC [[uoll 71 [ Auoll - (4.104)
e C
As estimativas (4.101)-(4.104) em (4.100) nos fornece

2 _2 ~ 2 2+2 _2 “ 2
|t Fapae+ [ 63 e HaoPa
§eA” £€Ac
< C (IVurl32 + l1auol2 + 1Vhol3: + 11760132 )
4 2 4 6 4 2 4 2
+0C} (Hulu 3 IVul| 2, + fluoll 2, | Aol 32 + ol 24 VAol 2, + 180ll2. Vo] L)

(4.105)

4
5

para todo t > 0, onde Cé = max{C’%CN'%, C’gé’ }.
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Portanto, segue de (4.99) e (4.105)

(/Rg P(f)_é|ﬁt(t)|2df)6 + (/R3 p(f)‘é|g|2|a(t)|2dg)6

, B s s A
<ot ([ el Fara) w2t ([ e Faora)
ceA e A

2 B 2 - ﬁ
w2 ([ el Feaora) 2 ([ e el fio Pae)
geA fea

B
< (20)° {[305,10(1>2]5 (el + luolls + olF + 1601 )

_ g
+ 2071 (Vs + 1 Auo 32 + IVholF2 + V60132

81, B 1 2 1 6 1 2 1 2\ P
+2771(ch) (Hulu LIVl 3 + ol 7, 1 Auol g + 1ol VAol F + 16013 960l L) }

(4.106)

para todo t > 0.

As duas ultimas integrais que aparecem no lado direito de (4.98) sdo estimadas por

(4.70)
Uk |§|_Z|B(t”2d5)ﬁ (L |§|‘5|é<t>|2d§>6

< (20)° {[305,10<1>2J5<||u1||%1 + JJuol21 + [1holl %, + [|60]121)”
T (haalPa + [Vl + ol 22 + 60]22)° } (4.107)

para todo t > 0.
Usando (4.106) e (4.107) em (4.98) obtemos

BE < c1(8)(20)° {2[305,1(1(1)2]%51 +2071R) + 291 (Ch)Pqq + M@}F@,

ou ainda,
) <T@) { NG, + B + Q) + M | F(v),
para todo ¢ > 0, onde C(8) = C1(8)(2C)” max{2[3C5,C(1)?]7, 2771, 2071 (C})F 1}, O

Demonstracgao do Teorema 11. A prova de (4.93) é semelhante a demonstragao do Teorema

9, usando o Lema 6 no lugar do Lema 4. 0

4.5 TAXAS DE DECAIMENTO PARA A ENERGIA TOTAL: TEOREMA 12

Nesta segao, vamos provar outro resultado para a energia total, £(t), associada a
solugao do sistema (3.1)-(3.6): o Teorema 12. Tal resultado apresenta taxas de decaimento

mais rapidas quando comparada com as taxas obtidas no Teorema 11 da Secao 4.4, mas
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aqui precisamos exigir outra hipétese sobre os dados iniciais. As taxas obtidas no Teorema
9 (caso q=1) e no Teorema 12 sao as mesmas, sendo que a diferenca é a hipdtese adicional

sobre os dados iniciais além da regularidade dos mesmos.

Teorema 12. Seja 3 > 2. Considere (ug,u,ho,0y) € ([H>(R3)]? N [WAL(R3)]3) x
(LRI A WEAREP) x (Mo 0 [HHRDP 0 WHRS)P) x (HH(RS) 0 WhL(RS)).
Entao, existe uma constante C'(f) > 0, dependendo de (3, tal que a energia total associada
a unica solugao (u(t,z), h(t,z),0(t,x)) do sistema (3.1)-(3.6) satisfaz

E(t) < C(B)Igt 7, Vit =Ty, (4.108)

em que Ty > 0 é uma constante dependendo dos dados iniciais e

1
Igp = <N51+P§+VOB+M§)B,

sendo
Py = ||Vur||2s + [|Aug||2e + [|Vhol|2s + [ V6|22, (4.109)
Vo = |V || Aug||? Vholl? \NIE: 4.110
0= [IVur||7: + [[Aug |71 + Vo7 + VO |71, (4.110)
o 2 2 2 2
Nojg = |lutllzr + lluollze + Roll7 + 1100|171 (4.111)
e
My = 2 \ZINIE: holl2 0|2 4112
0 = llutllz2 + [[Vuoll72 + [[holl72 + 1100l 72 (4.112)

Analogamente a demonstracao do Teorema 11, precisamos estimar as integrais que
aparecem no lado direito de (4.98) na regido fora do cubo A. Multiplicando (4.55) por
2 2
£]3]&3]7 7 e integrando sobre {&€ € R3; €& € A°}, obtemos

2 _2 2 _2
/ €13 163172 g (1) [2de + / €521 B () 2de
EeAe E€Ac
2 _2 ~ 12 2+2 _2 ~ 12
sc/ €331 F ) d£+c/ €525 B aag e
EeAc EeAc

2 _2 A 2 _2 A
+C/ €171€3] ﬂlho|2d§+()/ €| €3] 7|0 |2 de (4.113)
§eAe £€Ae

para todo t > 0.
Agora, estimaremos a primeira integral que aparece no lado direto de (4.113).
Observe que a terceira e quarta integrais sao estimadas de maneira inteiramente anédloga.

Comecamos separando a integral em duas integrais da seguinte forma

/ €15 Jes 5 fan e < / €15 tes| 5 iy e
geAe {€eAcin{|&sI<1}

4 / €13 i [2de
{¢eAcin{|&s|>1}

=J1 + Jo.
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2
Estimativa para Jo: Como (> 2 > 1, entdo [£|? < |€|? para €] > 1. Assim,

Js < / €2l 2de < [ Vuy 2.
{€eAein{|&|>1}

Estimativa para J;: Como 8 > 2 e Vuj € L! temos

_2
< / € 21es] B e
{€eAcin{|&s|<1}
— _2
< a2 / el Fde
|€3]<1
S OgHvul”%ooa

5 _2
onde Cﬁ = f\§3|§1 |€3| Bdés < 400.
Como a transformada de Fourier é um operador linear limitado de L! em L™,

existe C' > 0 tal que
Ji < CHC3||Vur ||,

Pelas estimativas obtidas para .J1 e Jo segue

21— 22 2 542 9
e [€171€3] " P laa]“dg < [Vurllze + C3C7 [ Vur [l 74, (4.114)
31657 8 hol2de < [ Vholl2s + C3C2|Vhol|2 4115
SEAclél €3] P ho|“d€ < [[Vholl 72 + C3C [ Vholl 7 (4.115)
e
2 _2 A -
/&AC €17 €3] B |0o|*de < ||Vl +C§O2||V00||2Ll. (4.116)

Agora, estimaremos a segunda integral que aparece no lado direito de (4.113).

Comecamos separando a integral em duas integrais da seguinte forma

2 _2 2 _2
/ €152 B g 2de < / €525 B jag e
EeAe {€ehein{l&|<1}
2
n / €15+2ag | 2ae
{€eAcin{|&s|>1}
= K1 + Ko.

2
Estimativa para K9: Como 3 > 2 > 1, entao \SIEJFZ < \5]4 para || > 1. Assim,

Ko< | €l*f0lde < |l Auol .
{€eAinl&=1}
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Estimativa para Kq: Como > 2> 1 ¢ Ayy € L1 entéo

K, < / €431 5 |ao|2de
{geAcin{|&]<1}

— 2
< | Kap 2 / &] B de
|&5]<1

= CEHAUOH%PO?

5 _2
onde €5 = f‘€3|§1 &3] P dEs.
Como a transformada de Fourier é um operador linear limitado de L! em L™,

existe C' > 0 tal que
Ky < C5C?| Augl 3.
Pelas estimativas obtidas para K1 e Ko segue
/&AC €542 €3] B ag|2de < 1Aug|| 7> + CHC?|| Aug|1F1- (4.117)
As estimativas (4.114)-(4.117) em (4.113) nos fornece

2 _2 N 2 2+2 _2 ~ 2
€17 1&3] P lar(t)]"dE + €17 771€s| P la(t)|dg
EeAe e Ae
< C (IVurll3 + l1auolz + [9hol32 + V00132
+0Cic? (HVmH%l + | Aug|21 + | Vholl2: + HveOH%l) (4.118)
para todo t > 0.

A demonstracao do Teorema 12 segue da mesma forma que a demonstragao do

Teorema 11.

4.6 TAXAS DE DECAIMENTO PARA A NORMA L? DA SOLUCAO: TEOREMA 13

Nesta segao, provaremos o Teorema 13 que nos fornece uma taxa de decaimento
para a norma L? da solucio u do sistema (3.1)-(3.6). Além disso, provamos que as normas
|Au||r2 e ||[Vug|| sdo limitadas por uma constante que depende dos dados iniciais. Tais
estimativas serao usadas, no Capitulo 5, no estudo do comportamento assintético da

energia total associada ao problema semilinear (1.1)-(1.6).

Teorema 13. Seja 3 > 6. Considere (ug, u1, ho,0p) € ([H(R3)PN[LYR3)]3) x ([L2R3)PN
[LY(R3)]3) x (Ho N[LYR3)]?) x (L2(R3)N LY (R3)). Entdo, existe uma constante C(3) > 0
dependendo de [ tal que

2 _1
waéépamhmﬂ,wz%,
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em que Ty > 0 € uma constante dependendo dos dados iniciais e

1
%ﬂ=<Néy+M€+R€+$ﬂﬁ,

sendo
My = 2 2 holl? N IE: 4.119
0= llutllz2 + [[Vuoll72 + [[holl72 + 10072, (4.119)
2 % 2 2 2
Ry = [lurl[71 + [luoll {1 [[Vuoll 72 + holl7e + 1001171, (4.120)
N1 = 2 2 ho |2 0|2 4.121
0,1 = luallzr + [luoll 7 + l1Roll7: + 1001171 (4.121)
e
So = l[ur|22 + [luoll22 + |[hol|22 + [|60]13 (4.122)
0 1117,2 01l 7,2 0ll 72 0llf2- .

Além disso, para (ug,u1, ho,0p) € [H2(R)]? x [HI(R3)]3 x (Ho N [HY(R?)]?) x H(R3)

temos
IV @132 + 11au@)3 < € (IVulF + 1Auo |3 + VAo |32 + IV60l132) , (4.123)
para todo t > 0.

Lema 7. Assumindo as hipdteses do Teorema 13, eviste uma constante C(S) > 0 depen-
dendo de (3 tal que

B <T@) { NGy + M+ R) + S5} (o),
para todo t > 0, onde E(t) € definida por
E(t) = %/R3(\£!‘2!ﬁt(t)!2+u\ﬁ(t)\2+(A+u)IEI‘Q\(£-ﬁ(t))\2+\£!‘2!ﬁ(t)\2+!£|‘2\@(t)!2)d£
e F'(t) € definida por
F(t) == /Rg(p(f)lél‘Zlﬁt( )1+ (@) + [h@)]? + 10(2)*)de.

Demonstracao. Temos
() = ( [ 062100 + i + O+ el (e )P + 1€l 20 P
. 1+
¥ |§|2w<t>|2}d5)
1+5 1+
-2~ 2 PN 2
<o) ( [t ds) Lai(p) ( [ lao) ds)
) 1+8 R 148
e ([ ler2hwpde) o ([ dowpde) .
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para todo ¢t > 0. Denotando

=</ o) no = ([ o)
= ([ erziore) o o= ([ leiore)

vamos estimar cada uma dessas integrais usando a desigualdade de Hélder com LB e
145

L 5.
()
148
ne = ([ 161 20 P
1 1 2 2 2 2 1+B
= ([ A0 e 1 T T a0 (o e
1 s
< ([ o e uords) [ el ok
1 5
< ([ ro e tankae) Fo (4.125)
(i
145
(0 = ([ 1))
1 9_ 2 o \IFA
= ([ st a2 a0 e
R3
_1 B
< ([ o awra) [ ek
1 5
< ( /| 3p<f>‘ﬁ|a<t>|2d§) P(1), (1.126)
(iii)

o= ([ erziora) = ([ e tior o)
([, i 2iwpac)” [ piopas
(/ €75 !dﬁ) F(t); (4.127)

IA
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()
= ([ e-2iwpa) " = ([ 1a-ier- o)

<([, |£|_‘2’_2|9(t)!2d5)5 RO

2 /6
—2_9 A 2 ~
< ([ i oora) Fo. (4.128)

De (4.125)-(4.128) em (4.124), obtemos

B e ([ p<s>‘é|5|—2|at<t>|2ds)ﬁ ([ p(ﬁ)‘ém(w?df)ﬁ

([ ra‘?‘%ﬁ(tn?df)ﬁ ([ |§|‘§‘2|é<t>|2d§)ﬁ brw, )

para todo t > 0.

Resta provar que cada uma das integrais, que aparecem no lado direito de (4.129),
¢é limitada por constante que depende dos dados iniciais. Para isso, iremos dividir cada
integral em duas regides: regiao dentro do cubo A (£ € A) e regiao fora do cubo A (£ € A°).

Primeiramente, estimaremos as duas primeiras integrais aparecendo no lado direito
de (4.129). Multiplicando por [£|72 a estimativa (4.55) que aparece na demonstracio do

Lema 4 na Segao 4.1, segue
€172 a6 + [a()? < ClE| 2l + Claol® + CIE[ > [hol* + ClE|2100f*,  (4.130)

para todo & € R3, € # 0 e t > 0. Na regido dentro do cubo A tem-se p(&) = 5% Logo,
2
multiplicando (4.130) por €3] 7 e integrando sobre {¢ € R3;¢ € A}, obtemos

—Z1e1215 ()2 2180012
/ €317 1)) e + / el Ja(e) 2de
(eA ¢cA
_2 o 9 —2. 9 — 21 01-217 |2
sc/ e B le 2 ds+c/ €] || d£+0/ €] F €] 2 o 2de
feA el EeA
_2 9. A
e / &l L] 210 2de (4.131)
EeA

para todo t > 0.
Vamos agora estimar a primeira integral que aparece no lado direito de (4.131).

Para isso escrevemos

/ €175 I~ e < / €315 Je 2 2de
EeA {€eAn{[¢|<1}

+ ~5lay2d
/{éeA}ﬂ{lslflgx/ﬁ}|€3| et

=1+ .
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Estimativa para Io: Como uq € [LY(R?)]? e § > 6 > 2 temos

Iy = ~ |0y |2d
? /{ﬁeA}ﬁ{ISIES\@}Kg' nle

_2
< waln%mt/‘ &3] 7 de
£eA

< CCHllu )3,

em que na ultima desigualdade usamos o fato de a transformada de Fourier ser um operador
linear limitado de L' (R3) em L% (R3).
(6+8)

Estimativa para I1: Como u1 € [L}(R3)]3 e usando a desigualdade de Hélder com L™ 1
(6+8)
e L@+8)  obtemos

I - / el €] 2l 2
{&eAIn{|¢|<1}

4 (2+8)
~ 112 _2(64+8) ©+8) _o(648) (6+8)
< fla1llze~ </ ] 7 d&) / €72 g ,
sed gl<1
Note que
(2+8)
_9(6+8) (6+8) 5
(/ g7 dg ) =02 < 4o,
€l=<1
pois —2(0T50 +3 = 525 > 0,
4 4
2 (648) ©+8) 8 (6+8) ,
(/ &3] 7 4 dﬁ) “\ T 26w :Cﬁ<+oo
{eA -5~

pois (6;65) < 1, ou seja, # > 6.

Entao

I < C5CH||a .
Além disso, como uq € [LY(R3)]?
I < C5C3C Jua 71
Portanto, com as estimativas de I1 e Io obtemos

_2 o . . N
/g el Hlel 2P < CACHCIus + CCHmlhy = GC3CE + Ol

(4.132)
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Analogamente, como hg € [L(R3)] e 6y € L' (R?), temos que a terceira e quarta

integrais que aparecem no lado direito de (4.131) sao estimadas da seguinte forma

2 5 -
/56A|§3| 21E1 72 hol?ds < C(C5CH + CY)lholl7 (4.133)

_2 9. A ~
/&A €3] 1€ |Bo|2dg < C(C§C§+Oé)|wou%1. (4.134)

Por tltimo, como ug € [LY(R3)]3, a segunda integral que aparece no lado direito

de (4.131) é estimada de maneira andloga a estimativa para [o. Assim
5 |ag|2de < CCY|Jug)? 4.135
: A|§3| |do|“ds < CCTglluol|71, (4.135)
€

pois 8 > 6 > 2.
Agora, usando as estimativas (4.132)-(4.135) em (4.131) segue que

~3 ¢ 21a,(0)2d ~3a()|2d

163177112 an () PdE + | 1&s| P lat)|Pde

§eA £cA

< CC(CHCH + CH)(luallfa + 1holl 74 + 160l171) + CCClugl|7

< CC(C3CH + Cp)(luallzr + ol 7 + 160ll7 + lluoll7) (4.136)

para todo t > 0.

2
Por outro lado, na regiao fora do cubo A temos p(§) = é% Entao, multiplicando

2 2
(4.130) por |€|?|€3]7 7 e integrando sobre {¢& € R3: & € A€}, obtemos

/ €15 5] B ()| 2de + / €15 165 B a(e)2de
EeAe EeAe

2

2,2 —Z . 2 2 72 ~ 2
SO/ €521 B d€+0/ €17 1€3175 |ao|2de
(e Ac e A
+c/ €521 B ol d£+c/ €172y 5160 e
EeAc £eAc
_2 2z, 2.
sc/ €3] 3y dsw/ €13 1312 Jaol d€+0/ €315 [ho[2de
EeA° EeAe £€Ace

s [ el i (4.137)
EeAc

para todo ¢ > 0, em que na tultima desigualdade usamos o fato de |{| > 1e > 6 > 1.

Agora, estimaremos a primeira integral que aparace no lado direito de (4.137), as
terceira e quarta integrais sao estimadas de maneira andloga. Como u; € [Ll (R3)]3 N
[L2(R3)]? temos

_2 _2
/ &l | 2de < / 6175 |an 2de + / 1y |2de
geAe {EeAcn{l&s|<1} {geAcin{|&s|>1}
_2
< ]2 / &sl ™ Fdes + lur |2
|€5]<1

< C*CRllurl g + Il |72 (4.138)
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_2
onde Cg = [ig,1<1 &3] P dés.
Sendo hg € [LYR?)]? N [L2(R)]? e 6y € LI(R?) N L2(R?) temos

—2 .5 19 %2 ~5 2 2
/5 _ JalFlholas < C2Cnol} + ol (4.130)

_2 A ~
/&Ac €317 7 |8g)2de < C?cgueguil + (16013 (4.140)

Seguindo como em (4.101) obtemos a seguinte estimativa para a segunda integral

que aparece no lado direto de (4.137)
2. -2, 9 2 9 A4 3 2
/5 | €17 1€31 P ltio]"dE < [[Vuollz2 + CEC3 [[uol| 11 (| Vuol|7.- (4.141)
€ c
As estimativas (4.138)-(4.141) em (4.137) nos fornece
2_2 _2 ~ 2 2 _2 ~ 2
€17 718l 7l (t)7dg + §17 €] 7 la(t)|"dS
EeAe £eAe

2 2 2 2
< Clluallzz + IVuollz2 + lhollz2 + [16oll72)

4 2
2 3 3 2 2
+ CO(luallpr + lluoll 22 IVuoll 72 + llhollz + [160ll71) (4.142)

para todo t > 0, onde Cq = max{Cgéz, C’%C‘g}

Portanto, segue de (4.136) e (4.142)

(e ’5‘_%(”‘2%)6 w ([ oo

) B 2 2
<2/l (/ |§3|ﬂ|§|_2|at(t)|2d§) +20-1 (/ |£!ﬁ2!£3!5|ﬁt(t>\2d£)
fGA fGAC

2 B 2 2 ﬁ
1901 ( / |53|‘ﬁ|a<t>|2ds) s ( / |5|ﬂ|§3|‘ﬁ|a<t>|2ds)
EeA EeAe

- B
< 20y {eHcBe + ) (lunll + ol + 1601+ ol )

|

B
\a<t>\2d5)
B

2 2 2 2
+ (Jull7z + I Vuoll 72 + IRoll 72 + 160]172)”

4 2
+ (P (lunll30 + lluoll 3,1 Vuoll 3, + [1holl2: + 1160]13.)” } (4.143)

para todo t > 0.
Agora, vamos estimar as duas tltimas integrais que aparecem no lado direito de

(4.129). Pela estimativa (4.54) que aparece na demonstragao do Teorema 9 também temos

B(1)* +16(1)]* < Clin|* + CIP[ao]* + Clhol* + Clfol?, (4.144)
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2
para todo ¢ € R3 e t > 0. Multiplicando (4.144) por |§|_5_2 e integrando sobre {¢ €
R3: ¢ € A}, obtemos

_2_9 A _2_ 9 A
| Jerihepa s [P
§eA E€A
—2-2,. 12 -2 .2 —2_925 9
gc/ €75 2ay| ds+0/ €75 gl d§+0/ €52 2de
(eA £eA (€A
_2_2 A 2
+c/ € 521G 2de
(el

<C ~B1¢172lay2de + C =3 g|2d¢ + C =3 1€~ 2 ho|2d
< €3] P 1E]™ 0 ]7dE + €3] 2 |tg|“dE + €3] 21§ [ hol"dE
(eA EeA EeA

_2 9. A
v [ el ol (4.145)
(eA

para todo t > 0.

Da mesma forma que estimamos (4.131) obtemos

_2_ 9 A _2_9 A
/ €752 o) 2de + / €752 [2de
§eA £cA
< CO(C203 + O 2 holl2 0|2 2 4.146
< CCO(CC5 + Cp)([[urllzy + [1Rollzr + 16ollz + lluollg) (4.146)

para todo t > 0.

2
Por outro lado, multiplicando (4.144) por |§|_3_2 e integrando sobre {€ € R3;¢ €
A°}, temos

_2_ 9 A _2_9 A
/ €52 2de + / €200 e
EeAc EeAc
—2 9 9 -2 9 —2_2,5 12
<c 75 2ag2de+ [ e Flaolde + [ (el 2o 2de
E£eAe E€Ae £CAc
72,2 A 2
T / 7526 ds)
EeAc
~ 12 ~ 12 T 12 A o12
sc(/ ] d5+/ o) d5+/ ol d&+/ 6ol ds)
feAe EeAe £€Ae £€Ae

2 2 2 2
< Olurllge + lluollze + l[hollz2 + 160ll72), (4.147)

para todo ¢t > 0, pois para { € A€ temos |¢| > 1.
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Logo, (4.146) e (4.147) nos fornece

2 A~ B 2 ~ 6
([, 2icozas) ([ 1675 20
R3 R3
2 A~ 5 2 ~ B
< 9f-1 (/ rw?rh@\?ds) P (/ \srﬂ\h(t)ﬁds)
(eA £eAc

L 5 L 5
L1 ( / |s|‘ﬁ‘2|0<t>|2d§) o ( / |§|‘ﬂ‘2|e<t>|2ds)
£eA EeAC

< (20)” {é%/%cg + 5P (lurlFa + lluollZs + NhollFs + 1000171)°
+ (lullZ2 + lluollZ> + 1holI> + ll60]l%2)” } (4.148)

para todo t > 0.
Usando (4.143) e (4.148) em (4.129) chegamos a

B < o (ﬁ)(gC)ﬂ{zéﬁ (C3C3 + CHPNG| + My + (C1)P R + soﬁ}mt),
ou ainda,
B < T(3) {Né1 +MJ + Rl + sg} Ft),
para todo ¢ > 0, onde C(8) = C1(8)(20)7 max{2C7(C3C3 + CL)7, (C1)7, 1}, O

Demonstracao do Teorema 13. Primeiramente, observe que por Plancherel temos

lu(®)lI7> = a7

S % R3(\€!_2!ﬁt(t)!2 + @) + O+ w72 a)]? + 1€ 72 )2
+ €[00 P)de
9 .

para todo t > 0. Por isso, basta provar o resultado para E (t). Multiplicando a estimativa
(4.39), que aparece no Lema 3, por |¢| 2 e integrando em R3 segue que existe uma constante
C > 0 tal que

T ~ ~
/S F(t)dt < CE(S),

para todo 0 < S < T.

Agora, pelo Lema 7 temos
B <T@) { NGy + M+ R) + S5} F(e),

para todo t > 0.
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Dessa forma,
T
/ B0 dt < T(B)C { NG, + MJ + B + 57} B(s) (4.149)
S )

para todo 0 < S < T < 4o00.

Também, devido a identidade (4.8), que vale no espaco de Fourier, segue que a
funcio t — E(t) é mondtona nao crescente.

Assim, considerando Ty > 0 tal que Ty[E(0)]° = C(8)C {Noﬁl + M()B + Rg + Sg},
fazendo T' — +o0 em (4.149) e usando o Lema 5 (Haraux-Komornik), obtemos

1

B(t) < (CB)O)? {N({l +MJ + Rl + sg}ﬁ (1 + %) T C(B)Jo at 7,

@l

para todo t > Tj, onde

™I

c8) = €0 (1+5)

Para demonstrar a estimativa (4.123), multipliquemos por |£|? a estimativa (4.55)
obtendo

EPla (O + 1€ < ClePlanl® + ClE aol* + ClelP hol* + CIEP 9o, (4.150)

Integrando em R3 e usando Plancherel segue o desejado. O

4.7 TAXAS DE DECAIMENTO PARA A NORMA L2 DA SOLUCAO: TEOREMA 14

Nesta secao, provaremos outro resultado que nos fornece uma taxa de decaimento
para a norma L? da solucdo u do sistema (3.1)-(3.6): o Teorema 14. Tal resultado fornece
taxas de decaimento mais rapidas quando comparado com as taxas obtidas no Teorema 13
da secao anterior. Em contrapartida, além da hipétese de dados iniciais em L1 é necessdrio

exigir outra hipotese adicional sobre os dados w1, kg, 09.

Teorema 14. Seja 8 > 2. Considere (uo, ut, ho,00) € ((HYR)PA[L(R3)]3) x ([L2(R3)]3n
W=LHRI) PN [LHR3)]P) x (Ho 0 [WHH R A [LHR)]) x (LR nWw—LHR) N
Ll(R3)). Entao, existe uma constante C(B) > 0, dependendo de f3, tal que

—

2 _
lu(®)]172 < EC(B)JWt 7, vt =T,
em que Ty > 0 é uma constante dependendo dos dados iniciais e
1
Jrp = (Bg+ M+ R) +55)" .
sendo My >0 e Ry > 0, dadas em (4.119) e (4.120),

2 2 2 2 2
Ro = [lually 10 + lluollize + [Hhollg—10 + 16011751 (4.151)

2 2 2 2
S0 = llutllz2 + lluollz2 + [[holl72 + [160ll72- (4.152)
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Para provar o Teorema 14 precisamos do seguinte lema.

Lema 8. Assumindo as hipdteses do Teorema 14, existe uma constante Co() > 0 depen-
dendo de (3 tal que

B < 02(6){f%§ T (Rog) + 50 }F@,

para todo t > 0, onde E(t) € definida por

E(t) = %/RB(\S!2!ﬂt(t)!2+u|ﬁ(t)|2+(A+u)|£|2\(€-ﬁ(t))\2+\€!2!71(t)|2+|£|2\é(t)!2)d£

e F(t) ¢ definida por
F(t) = /Rg(P(i)\El_2!ﬁt(t)|2 + p(©)a(t)]* + [h(t)]* + 16()]?)de.

Demonstra¢ao. Da mesma forma que em (4.129) tem-se que

s < ([ so ki) + ([ o o)

" ( /. |§|_2_2|f3(t)|2d€>ﬁ " ( /. |s|‘?f2|é<t>|2dg)ﬁ }Fm, (4153)

para todo t > 0.

Resta provar que cada uma das integrais, que aparecem no lado direito de (4.153),
¢é limitada por constante que depende dos dados iniciais. Para isso, iremos dividir cada
integral em duas regides: regiao dentro do cubo A (£ € A) e regiao fora do cubo A (£ € A°).

Primeiramente, estimaremos as duas primeiras integrais aparecendo no lado direito
de (4.153). Multiplicando por |£|72 a estimativa (4.55) que aparece na demonstracdo do

Teorema 9 segue
€172 ()7 + [a()]* < ClEI~2an]* + Clao|* + CI¢[ 2 [hol* + CIEI %100, (4.154)

para todo & € R3, ¢ # 0, e t > 0. Na regido dentro do cubo A tem-se p(§) = f%. Logo,
2
multiplicando (4.154) por €3] 7 e integrando sobre {¢ € R3;¢ € A}, obtemos

_2 — 2~ 2 _2 N 2
/ €311~ () e + / &3 B () e
§eA tcA
< B 1¢1-2jay 2 g2 ¢ 2ho[?
<C &3] PLE| T |7dE + C &3] Blug|“d + C &3] 21&| 7| hol=d€
feA (el (el

_2 9. A
e / €315 Je1 2o 2ae (4.155)
EeA

para todo t > 0.
Como uy, hy € [I/V_l’l(]RS)]3 e fy € W_l’l(R?’), existem 11,19 € [LI(R3)]3 e
Y3 € L1(R3) tais que

up = (=A)21, hy=(=A)2yy e g = (—A)3ys.
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Aplicando a transformada de Fourier temos
iy = (€1, ho = [¢ld2 e 01 = [¢[vs.

Assim, |€]71ay e [LPRD)]3, |67 hg € [LP@RD)] e |¢]710y € L®(R3). Além disso,
iy € [L®(R3)]? pois ug € [LY(R?)]?. Entdo temos as seguintes estimativas para as

integrais que aparecem no lado direito de (4.155)
2o —2 o 2 9oA
| Jal Bt [ el Flel2holdg + [ lelH el holde
§eA EeA écA

-1~ 112 —17 112 —15 112
< (17l + 0ol o+ -1 0l )

_2
€3] A dE
¢eA

_2 A _2
/ 6317 Jaol2de < [lao] 2 / &l Pt
(eA £eA
- _2
scHuaH%/ el e,
(el

Sabemos que a transformada de Fourier é um operador linear limitado de L!(R3) em

L™ (R?’), isto é, existe uma constante C' > 0 tal que

1z < ClLf N

para toda f € LY(R3). Assim,
_2 5 _2 _2 9
| el bt Pa s [ el Flaolds+ [ lel F el holdg
£eA (e ceA
216121912

[t P

(€A

~ -1 9 2 S ~1l, 2 —-2
< € (I-8)Bulfs + ol + (=) HholZa + (=2 260F.) | sl 7

~ 2 2 2 2 -2
= C (Ml + ol + ol o + 1601131, ) /5 _Jesl e

Agora, observe que

| el Fae= | e tasgia =2 [ [ e Fagdgae

L] 8
—2 [ [ 3y bdade =y < e
B G B
pois 8 > 2.

Logo, (4.155) torna-se
=2 11215, ()2 AT TN
| Jal P Pao+ [ lel FlacPas
§eA €A

< OCC (IlealFymss + luolF + ol + WolForn) — (4156)
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para todo t > 0, onde
2
Cﬁ = / &3] PdE < +oo.
EcA

Por outro lado, na regiao fora do cubo A, seguindo como em (4.142) temos
2_2 _2 ~ 2 2 _2 ~ 2
| e FaoPas+ [ tefiel FlaePag
e Ac e Ac
= ULl 72 Ul g2 0l 1,2 0l 2
< C(llull72 + I VuollZ2 + Iholl72 + [160]172)

4 2
2 3 3 2 2
+ CO([lunllzr + lluoll 21 1Vuoll 72 + lhollzy + 160l 72)- (4.157)

Portanto, segue de (4.156) e (4.157)

</]R3 P(f)_é|§|_2|ﬁt(t)|2d§)ﬁ + (/R3 p(g)_é|@(t)|2d§)ﬂ

_2 p 2 3 B
< 991 ( | el ﬂ|s|—2|at<t>|2ds) s ( | el ﬁ|§|—2|at<t>|2ds>
EeA EeAe
B—1 —Z N2 5 B—1 2 =202 5
v ([t Faora) 2t ([ et o P
(el EeAc
- B
< (20)8 {<ocﬁ>5 (st 131 + Dl 23 + %, s + 160021,
+ (Jlual2 s + [|Vuol2s + [1hol| 22 + |60]122)”
8 2 3 2 2 2 \8
+ (P ()21 + uollE, Vol 2, + 1hollZ: + 160l1%:) } (4.158)

para todo t > 0.
Agora, vamos estimar as duas ultimas integrais que aparecem no lado direito de

(4.153). Da mesma forma como em (4.145) tem-se que
—2_9 A —2_9 A
| e i hepa+ [ g7E e Pa
§eA £cA

— 21121512
sc/ e P ] wn%+0/
(eA

e

2o
AK35MH%+C/

_2 _o9,A
A A|§3 RS
€

c 3¢/ 2d
+ €31 7€ 100l "dE
€A
para todo ¢ > 0. Analogamente ao feito para estimar (4.155) obtemos
—2_9 A —2_9 A

[ e ha ks + [ g0 P

€eA ceA

< CCCy Ity + ol + holFy -y + 16003 1s)  (4.159)

para todo t > 0.
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2
Por outro lado, multiplicando (4.144) por |£ \_3_2 e integrando sobre {€ € R3;¢ €
A€}, temos

| i hapa s [ iR
§cAc §cAc

< C 72,2 ~ 2 ,2 “ 2 ,272 ~ 2
< &l 7 Tlag|7dg + & P lag|=dE + €] 7 " |hol7dE
£eAc £eAc EeAc
_2_2 A 2
[ 1e ds)
ceAe
<C a1 |%d ao|2d ho|%d bo|2d
< i |“dg + |tig|“d€ + \ho|“d€ + |0g|=d¢
e A e A e A e A

2 2 2 2
< O(llutll 2 + lluollz2 + lholl 72 + 100ll72), (4.160)

para todo t > 0, pois para £ € A€ temos |£| > 1.
Logo, (4.159) e (4.160) nos fornece

5 R B PR B
( / |€|_ﬁ_2|h(t)l2d§) +( [ 2|e<t>|2ds)
R3 R3
5 B 8
<25—1< 520 Zd) 2/3—1( B‘% d)
< /&Am h2de ) + /56 €52t P
5 B B
zﬂl( ~3-25, 2d> zﬂl( 325\
+ /§€A|§| B(n)2ae )+ /g €75 210(0) 2de
~ B
< <2c>ﬁ{<ccﬁ>ﬁ (s + ol + IRoll%, o + 1001211 )

2 2 2 2
+ (luallze + lluollz2 + llhollz + ||90HL2)5}, (4.161)

para todo t > 0.
Usando (4.158) e (4.161) em (4.153) chegamos a

[E@)H < 02(6){1%5 + M) + R + S{f}ﬁ(t),

para todo ¢ > 0, onde Ca(3) = C1(8)(20)P max{2(005)ﬁ, (C1)P,1}. O

Demonstragao do Teorema 14. A prova é semelhante a do Teorema 13, usando o Lema 8

no lugar do Lema 7. 0
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5 PROBLEMA SEMILINEAR

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solucao local e global para o problema

de Cauchy semilinear

ur — A — A+ p)Vdivu + V0 = pgcurl h x H + [ulP~u, (t,z) e RT xR3 (5.1
hi + vi curl curl h = pg curl(ug x H), (t,2) € RT x R3 (5.2
0 — kAO + ydivug =0, (t,z) € RT x R3 (5.3
divh =0, (t,2) e Rt x R? (5.4
w(0,2) = ug(z), ut(0,2) =ui(z), zeR3 (5.5

(5.6

S~ N N N N

h0,z) = ho(z), 0(0,z) =0(z), =eR3

Para tal fim, usamos as taxas de decaimento obtidas no problema linear mostrando

existéncia de solucao global forte sob a hipdtese p > 55 — % inteiro, em que (8 > 6.

51 EXISTENCIA DE SOLUCAO LOCAL FORTE

Iniciamos a se¢ao enunciando o resultado de existéncia de solucao local no tempo

para o sistema (5.1)-(5.6).

Teorema 15. Seja p > 3. Entdo para (ug,uy, hg,0g) € D(B) eziste Ty, > 0 e uma unica
terna (u(t,z), h(t,z),0(t,x)) solugcio do problema (5.1)-(5.6), na classe

w € C([0,Tn); [HA(R?)?) 0 CH[0, Tn); [HHR)]?) N C2([0, Trn); [LA(R?)]?),
he C([0,Tn); [H*R)HP N He) N CH[0, Tin): He ),
0 € C(0,Tn); H*(R?)) N C ([0, Trn); L*(R?)).

Além disso, Ty, = +00 ou Ty, < 400 e

Jim [[(ult).un(t). (). 00)) | ) = +00.

A seguir, alguns lemas técnicos que serao uteis na demonstragao do resultado de

existéncia de solucao local forte.
Lema 9. Seja U € D(B). Entdo
IUllpy = IUlIx + 1BU| x,
ou seja, existem constantes C1 >0 e Co > 0 tais que
CilUllx +1BUlIx) < IUlpsy < Co(lU]lx + I1BU| x)-

Demonstracao. Seja U = (u,v,h,0) € D(B). Entao u,0 € H2 ve Hlehe H NH,.

Observe que:
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(i)
A+ (j1+ M)V divu — YV + pg curl h x H||2,
= /]R = mlgPa = (4 M€ 00 — i + ipogsh — inoh¢|*de
< C (12 + Gt Nl + 2100 + 2031103 )
assim,
[pAu+ (p+ M)V divu — VO + po curlh x Hl[g2 < C(|lull g2 + 10l g1 + (|2l 1),
onde a constante C' > 0 depende de p, A,y e .

(ii) Como h € Hy entdo divh = 0, o que implica curl curl h = —Ah. Assim,

| — v curl curl b + pg curl(v x H)||%2 = /]1%3 1 |€|7h + ipo€av — ipg(€ - v)es|?de

<c (V% / €[ 41h[2de + 213 / ra%?ds)
R3 R3
< ORI + 2ll0]20).

donde
| — vy curlcurl b + pg curl(v x H)|| 72 < C(||hll g2 + [[v]l 1),

com C' > 0 dependendo de v e py.
(iii)

|kAO — 7divv||%2 = /R3 | — H!§|2é — (& - @)|2d§

<o [ letopas+? [ iePioras)

< C(20132 + 7 llvll7)-
Logo,
[£A8 =~ divol| 2 < C([10] g2 + ([0l 1),
em que C' > 0 depende de k e 7.
Segue dos itens (i), (i) e (4i1)

IWUlx + AUl x < Kljullgr + [[ollg2 + 1Pl 22 + 6] 22 + Kol g2
+ [|[uAu + (p+ ANV divu — vVl + pgcurlh x H|| 72
+ || = v1 curlcurl b + pg curl(v x H)| g2 + ||kA0 — ydivo|| e
< Kllull gz + (L + K)l[ol g + ([0l g2 + 1101l 2
+ Cllullg2 + 10l g + 12/l )
+ C(1all gz + ol ) + CUON g2 + ol )
< Ul p(py-
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Por outro lado, vamos usar a seguinte norma equivalente a norma usual em H2
2 2 2 2 2 : 2
[ullfre = lullz2 + w71 Aull72 + (A + p)7 ||V dival|7,

para provar que

IUllpsy < Co(lUlx +[1BU x).
Primeiramente, note que pela identidade de Plancherel
I Au]Fe + A+ w2V divalfs = 2 /R et aldr + (A + ) /]R - aPlePe.
Como 2pu(A + )[€[2(€ - @)(§ - &) = 2u(A + w)[¢[*¢ - @ > 0 entdo
i / €[t alde + (A + ) / € - al?g?de < / e+ (A + ) (€ - a)el*de
R3 R3 R3
= [|uAu+ (A + @)V divulf3,.
Logo
lulle < € (ulld + ldu+ O+ )V divell3)
Agora,
A+ (A + p)V divul 7,
= / |uAu + (A + p)V divu — yVO + pgcurl b x H + V0 — pg curl b x H|*da
R3
< 2/ \uAu + (A + )V divu — yVO + pg curl b x H|?da
R3
+ 2/ 1YV — pg curl h x H|?dx
R3

< 2||pAu+ (A + )V divu — V0 + pg curl h x H|| 25 + 492)|0]| %2 + 4 || bl 37
<2||Ullx + 14U x)* + 4711011 372 + 4121 772

entao
lulF2 <3C(IUIx + 1AV x)? + ACY2(16] 32 + AC G 1P Fp-
Dessa forma, temos

Ul sy = llull gz + ol g+ 15l g2 + 110]] 72
< C(Ullx + 1BUlx + 101l g2 + (17l z2),
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com C' > 0 dependendo de A, p1, v e pp. Resta mostrar que [|0|| g2 < C(|U||x + |AU|x)
e que [|h][ g2 < C(|U]|x + [[AU| x). Temos

1
2 2 2
HQHH? = HQHL? + ?H“AQHB

1
= \\9\\%Q+—2/ |KAO — ~ div v +  divv|?da
K R3
2 22
< ||«9||%2—|——2/ |/€A0—7divv|2dx+l2/ | div v|?da
K R3 K R3

p 2 S
< 1612 + 1528~y divoZa + 2ol
2
< C(WUlx + I1BU| x)".
Também,

1
2 2 2
12052 = Al 72 + y—%HVlNal

1
2 2
= ||hll52 + —V12 | = vq curl curl |7,

1
= ||h||%2 + —2/ | — v curl curl b + pg curl(v x H) — pg curl(v x H)[>da
vi JR3

1

2 2413
< ||h||%2 + ﬁ” — vy curl curl h + pg curl(v x H)||%2 + %H curl(v X H)||%2
1 1

2 412
< ||A]12s + 5l = v cwrleurl b+ g curl (v H)|2, + %anfql
1 1
2
< C(lUllx + [1BU| x)"

Portanto
1Ullpe) < CollUllx + IBUILx),
em que C9 > 0 é uma contante dependendo de A, u, v, po, v1 € K. O

Lema 10. Sejam wy € [H>(R)]3, wy € [H?*(R3)]3 e p > 3. Entdo existe uma constante
C1 > 0, dependendo de p, tal que

_ — 2(p—1 2(p—1
P~ wr = wal~ walf3 < C1 (ot 52 + sl 327wt = wa 3.

Demonstragao. Para obter a estimativa, vamos estimar |||w ]p_lw{— |wa |p_1w% || 2. Entao,
seja f7: R? — R dada por fj(a) = |a|p*1aj, a = (al,aQ,a3), j =1,2,3. Assim, fJ é
continua e diferenciavel em R3. Para a,b € R3 quaisquer, defina ¢ : [0,1] — R por
o(t) = fI(th+ (1 —t)a) = |th+ (1 — t)a|P~L(th! + (1 — t)a’). Temos que ¢ é continua em

[0, 1] e diferencidvel em (0,1) com

o) =(p—1D)|th+ (1 —)aP73((tb+ (1 — t)a), (b— ) (' + (1 — t)a’)
+th+ (1 — t)alP~ (¥ — o).
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Entao pelo teorema do valor médio, existe tg € (0, 1) tal que
¢(1) = 6(0) = ¢'(to),
ou seja,
1) = 7 (@)] < (p = Dltob+ (1 = to)aP > [b— alltod + (1 — to)al®
+ [tob + (1 — to)alP 1B — o]
< pltob + (1 — to)al’ b — af
< p(la] + )P~ b — af
< pC(p)(lalP~" + P~ )b — al,
para todo a,b € R3.
Logo, para wq (), wa(z) € R temos
w1 P~ w] = w2 P wd]? < p?Clp)* (JwalP ™ + w1 P71 wy — wol®
< 20°C(p) (w2 PP~V + ot PP g — .
Assim,
-1, -1,7112
Hewr [P~ ] — fwolP™ wi 72
= [ oo = jusPug s
R3

< 2p°C(p)? /R (PP g PO g — wo e

2(p—1 2(p—1
< 2p°C(p)? <||w2||L(£ ) ¢ ||w1||L(£> )> /}RS lwi — wo|?dx
2(p—1 2(p—1 2(p—1
< 2920237V (Jlwall 3~ + lor 52 flwn = ws

em que, na tdltima desigualdade, usamos a imersao de Sobolev [H2(R3)]? «— [L>(R3)]3.
Tomando C = 6p2C(p)2C’§(p_1) > 0 o lema estd provado. ]

Lema 11. Sejam wy € [H2(R)]3, wy € [H?*(R3)]3 e p > 2. Entdo existe uma constante
Co > 0, dependendo de p, tal que

HV [|w1|p_1(U)1 - w2)] H2

2(p—1
1 < Collonl 3w = walf

Demonstracao. Observe que

2

HV [|w1|p_1(w1 —wz)” 12

2 ; p—1¢, 7 J
=3I [ - )

<2 [ (90D Py - wpPda
R3

3
2(p—1 ' 1\ (2
+2;/Rg w1209 (] — )Pz

=1, + Iy, (5.7)
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Estimativa para [1: Vamos provar que

2(p—1 2(p—1
0 < 20— 1)2C2P V) 287wy — wa %,

Temos
0 1 0
(p—1) -1 p—2 —
Py ——|wi] = (p — 1)|wy| |wl|<w1,aka1>,
para k € {1,2,3}. Assim,
(1) 5 1 o |
Vwy | P12 = p— Dwy P72 ——(wy, =——wy
honl PP = 32 0= Dl ton, )
3 2
<=2 PP ||
k=1
ou seja,
3 2
I <2(p—1)? 2(p—2 — wy|?d.
1 ) Z/R3 |wi] w1 — wa| dx
k=1
Como p > 2 e [H2(R3)] [L®(R3)]3 entéo
21 112(p—2) ) o N
<20 =l - walf 3 / g da
2 2) ~2
<2(p-1) C H || (- C lwi — wa | Fp2 [ Vewr 172
1)
<2(p-— 1)205(p leHHz oy — wa Fpallwi || 31
2(p—1 2(p—1
< 2(p — 12027 Vw28 flwr — wa 3. (5.8)

Estimativa para [o: Vamos provar que
o2y [ PO ] - P < 2620l un - wale
j=1
Como p >2 > 1 e [H3(R?)]? — [L®(R3)]? entio
Iy < 2l 227 Z / - w)Pdr

2 1
< 902?71 Z IV (w] = wh)|2,

2 1
< 20207 oy | 20 ||v<w1 —wy)%,

2(p—1 2(p—1
<202 )Hw1HI§§ )le—w2H%{2-

Usando as estimativas para I1 e I3 em (5.7) e tomando Cy = 2(p — 1)203(19_1) +
QCg(p_l) segue o desejado. O
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Lema 12. Sejam wy € [H2(R?)]3, wy € [H?*(R3)]3 e p > 3. Entdo existe uma constante
Cs3 > 0, dependendo de p, tal que

2

Hv[uwnpl—rwﬂpl)wz}
L2

2(p—2 2 2
s03||w21\%{2(uw1u]}€ ) 4 g 222
2
T max{fun 252, wa 223} ||w2||H2)||w1 wol .

Demonstracao. Observe que

|9 [l = oty |

L2

=3[9 [ — ]
j=1
<2 [ (9w = o) Pl s
; |
“23 R e T e R R

= I3+ Iy. (5.9)
Estimativa para I3: Vamos provar que
Iy < 4l = 1720 sl (ol
e sl e ) - o = ol
Primeiramente, como [H?(R3)]3 < [L®°(R3)]3 entéo
< 2uslf [ 19! = oot
<20 unlfye [ 19 (n ! = ol )Pl (5.10)

Agora, para j € {1,2,3} temos

0 ow ow
v p—1 p—1y _ p—3 1, _1 p—3 2
0l w2l ™) = (= Dlun P, 52 = (o= Dlwol ™, )
ow ow
— _ p—3 1, . p—3 1
(p = DloaP ™ wn, 52) = o= Dl oo, 52
(= Dlwr[P 3 ws, 220 (p— 1)funfP 3wy, 242
1 25 &Ej 2 25 (3xj
ow
< (p— p—3 _ o
< (p = DlwaP o1 — w2, 5

_ _ 0
+ (p = Dy max{Jun "%, [wa P~} (wa, 7——(w1 —w2))|.
J
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Assim,

2
/ V(P = JuafP 1) 2dar = / Z{ ([P — |w2|p—1>} da
2, 12(p—3) 2 | Owy
<o [ S = 12Dy — g2 |21
s & 7

3 2
_ _ 0
2[5 0= VP maxlfun P a8 sl |5 (= )| e
stzl Zj
Usando novamente a imersio [H?(R3)]3 «— [L%°(R3)]? obtemos
8w1
L 19w = Do < 260 = 12 72 ur =l [ Z L
R3 Z;
2 2 2
+20p = 1 max{un 172 ol =) eal e [ ax (w1 —wp)| da
J
2(p—3 2(p—3
<2(p— 120 w1392 0wy —wQHHQHleHLZ
2 ~2(p—3 2 2 2
+2(p—1) OJP >max{||w1||H2 Ml 2C2 wa | 221V (w1 — wo) |2
< 20~ 02C2P 7 (Yl 4 max o i, el el s = ol
(5.11)

Portanto, (5.11) em (5.10) nos da
1) 2
Iy < 4ty = 120 sl (ol

—-352 2 2
max{fun |53, un 253} ||w2qu) Nt = w2y

Estimativa para /4: Vamos provar que

3
=23 [ o™ = o P Vo
7=1

2(p—2 2(p—2

< 4(p— 120420 ||w2||H2{ O (o222 4 flun] 2272)
2(p—2) 2
2272 4 masc{fun 253, ol 5232 wale Hws — w3,
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Como H! < L* temos

3 3 5 2
— 1 —142 7
) ZZ/ (en 2 = hea 07 2]
3 3 9 12
1 1
<2 ZZ Ileoa ™ =zl s | 5w
: : L4
obs 1_ e 29l
b= p— C? || —— !
< 20;%Hw2uH2H|wl|p—1 — [wa P (5.12)

Para estimar |||w1[P~ — |ws|P™ 1HH1’ resta estimar |||wq P71 — \w2|p_1||%2, pois

(5.11) nos fornece uma estimativa para ||V (|wq[P~1 — |w2|p_1)H%2.

Pelo teorema do valor médio temos
p—1 p—1 _ p—2 p—2 _
P Junf? | < (p = DO (fun P2 + g P~y — ]
Assim,
[ ot = g < o CP [ (w2 + o=y —wad
R3 R3
<2~ DECEP / (27 + P~y — wpld
- —2
< 2(p = 20327 + ool f27) [ jun = ol
2(p—2 2(p—2 2(p—2
< 2(p - DECERCE D (ol + w3 ) [ o~ wolas
(5.13)

em que na tltima desigualdade usamos a imersao [H2(R3)]3 < [L*(R3)]3.
Usando (5.11) e (5.13) em (5.12) concluimos que

Iy < d(p— 12CHC2P ”szuﬁp{c<p>2<uw1u§}§‘2>+uw2u';3§€‘2>>

2(p 2
+ ot 5872 max{ w22, [[wa 12, }Hwaqu}le wa |-

Considerando as estimativas para I3 e Iy em (5.9) e tomando C3 = max{4(p —
1)203(;9—1)’ 8(p — 1)2C§/C§(p_2)(0(p)2 + 1)} segue o desejado. O

Nosso problema semilinear é equivalente ao problema de Cauchy abstrato

Ug=BU+FU, t>0,

(5.14)
U(0) = Uy,
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onde B : D(B) C X — X é o operador definido no Capitulo 3 em (3.8), F' : D(B) — D(B)

é o operador dado por
0

p—1
FU = ‘“’0“ , (5.15)

0
Uo = (ug, u1, ho,0p)T, X = [HYR3)]3 x [L2(R3)]3 x o x L2(R3) e
D(B) = [H*(R*)]* x [H'(R3)]* x (Ho N [H*(R?)]?) x H*(R?).

Demonstragao do Teorema 15: A ideia é provar que valem as hip6teses do Teorema 7 do
Capitulo 2. Entao, seja Uy € D(B). Pelo estudo do problema linear ja sabemos que B é
gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo. Assim, basta provar que F' : D(B) — D(B)
dado por (5.15) estd bem definido e é Lipschitz continua, com a norma do grafico, sobre

conjuntos limitados.
(i) F: D(B) — D(B) esta bem definido.

De fato, seja (u, v, h,0) € D(B), isto é, u € [H*(R3)]3. Fixado i € {1,2, 3}, vamos mostrar
que |ulP~lut € L2(R3). Como [H2(R3)]? — [L®(R3)]3

/ ufP~ Va2 = / 20D | 2
R3 R3
2(p—1 12
< Juf22 Y / |l Pde
Rd

2(p—1 12
= Jul P |2,

< Dl V3 < oc.

Logo, |ulP~tu; € L2(R3) para cada ¢ € {1,2,3}.

Agora mostraremos que

) .
5 (P ~hu’) € L2(R?), vj € {1,2,3}
J
Temos 3 X 5 5
v p—1, 0y _ 1 p—2 - v 1 p—1 Y 4
Entao
1 o 7 1 o 1* .
1 p—2 - v i < 1 21, 120—4 - 42| Y 1\2
P 2

< (p— 12 ? |

Lj
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2 2
’u‘pfliuz _ ’u‘2p72 ) < ‘u|2p 2 U
(91:j T T
Assim,
/ i(|u|f’—1ui) de < 2/ (p— DulfP2—(u iuw’ 2d93
R3 a%j o R3 \u] 761‘j
o I
+2/ lulP~' | da
R3 al’]
o 2
< [2(p—1)2+2]/ |u|2(p_1) —u| dz
R3 a’Ej
<[2(p—1)%+2 ||2<£‘1)/ —u2d93<+oo
L 3 &’Kj ’

como queriamos.
Dessa forma, obtemos |u[P~1u? € H1(R3) parai € {1,2,3}, o que implica [u|P~ u €
[H(R3)]3. Portanto, F': D(B) — D(B) estd bem definida.

(ii) F : D(B) — D(B) é Lipschitz continuo, com a norma do grafico, sobre conjuntos

limitados.

Sejam M > 0, Uy = (uy,vy,hy,01) € D(B) e Us = (ug,v9,h9,02) € D(B) tais que
Uil x + ||BUL||x < M e |U2|lx + [|BU2||x < M. Vamos provar que existe Ly; > 0 tal

que

| F(Ur) = F(U2)||x + | B(F(Ur) — F(U2))llx < Ly (U1 = Usllx + |B(Ur — Us)|lx)-

Temos
0
p—1,  _ p—1
F(UY) — F(Uy) = Jur [P~ 0 |ug|P™ ug
0
e
g [Pty — fug P~ tug
0
B(F(Uy) — F(Uy)) =
(F(7) (02)) i curl[(|u1|p_1u1 — ]u2|p_1u2) x H|
—ydiv(|ug [P~ tug — |ug P Lug)
Entao

|F(U1) — F(Us)||x + || B(F(U1) — F(U2))|lx = ua P~ ug — |ualP~ tugl| 2
[Py — Jug P~ ugl| g
+ || o curl[(Jug [P g — JuglP~ ug) x H| 12

+ || =y div(jur[P g = [ualP~ M ug)| 2
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Como || curl(u x H)||z2 <2||ul/g1 e [[divul|r2 < ||u]| g1 temos

[1E(U1) = F(U)l x + [[B(F(Ur) = F(U2))ll x
< lfua [P~ g = JuglP gl o+ ([P un — JuglP g g
+ 2p0|[[ur [P~ ur = JuaP~ M ual| g+ yllJur P ur — JuglP ug |

= (2+ 2p0 + )| P~ g — [uglP g g
ou seja,

| F'(Ur) — F(Us)||x + || B(F(Ur) — F(U2))ll x
< (24 2p0 + )| |ur [Py — JuglP g 12
(24 200 + IV (Jur [P ug — |uglPHug) | 12 (5.16)

Para estimar a primeira norma que aparece do lado direito de (5.16) usamos o

Lema 10. Assim,

— — 2(p—1 2(p—1
lua P~ s = usP Y32 < Gt (o380 + a3 e = wal3o. (5.17)

Agora, note que a segunda norma que aparace no lado direito de (5.16) pode ser

escrita da seguinte forma

IV (Jur [P~ g — Jug|P~Tug)|2s

<0 (|7 [l -],

+ [ [P = fuaP~yu]|

2
r2)’

e pelos Lemas 11 e 12 segue

_ _ 2(p—1
I (g P~y = Jua P~ M) |22 < Collur |28 g — ual|%

2
) | masc{ur |23, Jual 20} ||UQ||H2)||u1 usle

2 2(p—2 2(p
T Cylunle (||u1|| 20-2) 4 |20
2p—1 9 2(p—2 2p—2
§O4[||u1||1§é’ >+||u2||H2(||u1||;§ ) 4 sl 2
2
+ max{fu |22 a2 ||u2||H2)] ot = ua e, (5.18)

onde Cy = C9 4+ (.

Além disso, por hipdtese temos
[utllgz < Uillpsy < C2(lUtllx + [[BULlx) < CaM,

luall g2 < 102]lp(p) < Co(l|U2]|x + [[BU2|| x) < CoM.

Entao as estimativas (5.17) e (5.18) tornam-se

_ _ 2(p—1 _
lur Pty — ua P~ tusl 3, < 201G VMO g — w3 (5.19)
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19 (un P~ = fualP~ ug) I3 < 4CKCE P20 Dy — s, (5.20)
respectivamente. Usando (5.19) e (5.20) em (5.16) vem
|1F(Uh) = F(U2)lx + |B(F(Ur) = F(U2))|lx < Lagllur — uzll g2, (5.21)
onde Ly; = (2 + 20 +7)[(2C1) 2 + 2(Cy)2)(CoM)P~L. Como
lur — w2l g2 < U1 = U2l ppy = (UL = U2l x + [ B(U1 = U2)llx
segue

|1F(Ur) — F(U2)|lx + | B(F(Ur) — F(U2))llx < Ly (U1 — Uzl x + |B(U1 — U2)llx)
(5.22)

0 que prova o item (iz) e, consequentemente, a prova do teorema esta concluida.
O

5.2 EXISTENCIA DE SOLUCAO GLOBAL FORTE E TAXAS DE DECAIMENTO

Nesta se¢ao vamos usar taxas de decaimento obtidas para o problema linear, mais
precisamente, os Teoremas 11 e 13, para provar a existéncia de solucao global do problema
semilinear. Iniciamos a secao apresentando o resultado de existéncia de solucao global

forte e taxas de decaimento para o problema semilinear (5.14), ou seja, para o problema
(5.1)-(5.6).

Teorema 16. Sejam 5 > 6 e p > 50 — % Considere (ug,u1, ho,0p) € ([H2(R3)]? N
[LYRAP) x ([H (RPN [LYR)P) x (Mo N[HAR)]P N [LN(R?)]?) x (H*(R?) N LHR?))
e suponha que ||[Ah(t)|2 < C e ||A(t)|2 < C para todo t € [0,Ty,), com Ty, dado
no Teorema 15. Entdo existe um mimero real 6 > 0 tal que se Iy g, < 9, ](llﬁ,p <de

"
Io,ﬁ,p < 0, em que

R T S Tl o el I o
logp=\Fo " 143 Jog +0o " L3 Jop + 10 143 o

SR LY R

12p—35 9p+10 6p+25)
b

p 3(p—4) 3(p+6) p—4 3(p—2) 3(p+3) p=7
_ 10 20 20 10 20 20

12p—29 3p+4 2p+1

1!
lopp="0 ™ 13 Jojg
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o problema semilinear (5.1)-(5.6) admite unica solugdo global
u € C([0, +00); [H*(R?)]*) N CH([0, +o0); [H (R*)]?) 1 CZ([0, +00); [L*(R?))?),
h € C([0,+00); [HA(R*)]* N Ho) N CH([0, +00); Ho),
9 € C([0, +00); H*(R?)) N C1(]0, +00): L*(R?)).

Além disso, a solugdo do sistema semilinear (5.1)-(5.6) satisfaz

=

E(t) < Clyg(1+1)7F, Vte[0,+00),

1

lul72 < CIop(1+1)"7,

|1Aull7z + [[Vut|[72 < CPy,

onde Iy 3 >0, Pp >0 e Jyg >0 sio constantes que dependem dos dados iniciais, sendo

as duas primeiras definidas no Teorema 11 e a ultima no Teorema 15.

No préximo lema, provamos estimativas importantes para o estudo do problema

semilinear.

Lema 13. Sejam p > 4 ¢ u(s) € [H*(R3)]3. Entdo existem constantes positivas Cp, Cp e
C’;,’, dependendo de p, tais que

(i)
-1 01p 3(1—01)p (1-07)p
[u()P™ uls)[pr < CpllAu(s) 2 IVuls)ll 2 uls)ll 2t (5.23)
com ]l) = —51%1 + %f
(i1)
-1 / O2p 3(174& W
[u(s)P~ uls)l g2 < CpllAu(s)I 2 NIVuls) 2 * uls)ll2* (5.24)
1 56 1
com 95 = =73 + 7
(iii)
1 (p—1)0 43 3(1-03)(p—1)+1 (1-03)(p—1)
IV(u()P~ uls) g2 < CpllAu(s)ll;. 7 *IVuls)ll. * Ju(s)ll ;2 *
(5.25)
1 560 1
com m = ——173 + -
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Demonstracao. Prova do item (i): Observe que

3 3
llue)Pu(s) i = S a6 =Y [ P (s)ide
i—1 i—1 /R
~ [ (o) (o)
R3

_ /Rs (u(s)[Pda

~ [lu(s)I,- (5.26)
Como p > 4 e u(s) € [H*(R3)]3, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, temos

()l 2o < CllAu(s)]| D lu(s) 15,

onde % = 50 T+ 4—1
Novamente, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg temos
3(1—67) 1-6;
1-6, 1 1
lu(s)||Lr < CCL | Au(s) | P Vuls)ll T ()l 2 (5.27)
onde % =30 +
Entao, de (5.27) em (5.26)
1 1-9 p 30-01) a=01)p
lu()P uls)l s < Co0PCt P Au(s)| 2 IVu(s)ll* uls)ll* , (5:28)
onde ]lg = —% + zll
Prova do item (ii): Observe que

3 3
H|U(8)|p_lu(3)||%z ~ Z |||U(S)|p_1ui(8)|!%2 = 2/3 u(s)[P~ 1l (s)[*dw
i=1 i—1 /R

= [ luls)Pde

~ u(s)|[75,. (5.29)

Como p >4 > 2 e u(s) € [H*(R3)]3, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, temos

lu(s)| g2 < CllAu(s) 1P Juls)]112 ",

onde %p :—%%z—i-zli.

Novamente, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

3(1—09) (1—069)

lu(s)llzz < €O Au(s) | IIVu(s) 2T uls)l " (5.30)

onde QLp :—51—92—#;[.
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De (5.30) em (5.29) temos

3(1—62)p (1—62)p

llu(s)P~ u(s)ll 2 < CoCPC PP Au(s) |22 Vu(s)) o * Juls)ll .t . (5.31)

onde %p :—%%—i-zli.

Prova do item (7ii): Observe que

IV (Juls) P~ uls))72 = ZHV [u(s) P~ ()72

_ Z L ¥ttt o

2
_ZZ / ()P~ 1ul(s))| da. (5.32)
1=17=1
Agora,
0 - 1 0 ‘ d
v p—1, 1 _ 1 p—2 v 7 p—1 Y 4
g (W7100) = = Dll? = 5+ ™ 5
Entao
2 2
21 ; 2 12p—4 1 9 02
(p— Dl = (u, 5 —uwpu’| < (p— 1D ulP =5 |u® |5—u| (")
© 2 2
ufP~! 0 —ul| = |u?P2 iuz
oz Oxj
Assim, para cada j € {1,2,3}
3 9 2 3 A 3 2
1, 2 2p— 2p—2 ‘
> g ()| <20 =02 D G ) 423wl |
=1 =1 =1
2 2| @ |7
e — p— _
2[(p — 1) + 1]|u] aa:j“ (5.33)
De (5.33) em (5.32) vem
1 2 2p—2 2
IV (uts) P u()]3e <2 Z /R P G| e (334)
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Na integral que aparece no lado direito de (5.34) vamos usar a desigualdade de

Cauchy-Schwarz, assim

/R3 lu(s)| 2P~ %u(8> 2(13; < (/R3 ‘u(s)|4(p_1)dx)§ </RB %u@ 4dw>é
i </Rs g eI wa) | </R‘°’ : %uk(S) 4dx> |

= 8;1:] 74
2
1 8
< )6 %ws) K (5.35)
J L

Como p > 4 > 2 e u(s) € [H2(R3)]? N [L4R3)]3 temos, pela desigualdade de
Gagliardo-Nirenberg,

()] s < CllAuls) 1% luls)llF2%,

1 560
onde -1 = —I5 + 4
Novamente, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg
1—0 3(1193) (1—493)
()| a1y < COT 2 Au() B[ Vu(s)ll T Jluls)ll 2" (5.36)
Além disso,
0 0 1 0 1
‘ —u(s)]| <C HV (—u(s)) —u(s)
oz 14 oz 721107 12
3 1
< Cof|Auls)l72lVuls)ll7 - (5.37)
Usando (5.36) e (5.37) em (5.35) e a estimativa resultante em (5.34) segue
1 (p—1)6 43 3(1-03)(p—1)+1 (1-63)(p—1)
IV (Ju() P~ u() 2 < CpllAuls)llz 7 IVuls)l . ° ()l *
(5.38)
onde m = 593 + ;1 e Cp > 0 é uma constante que depende de p. O

A demonstracao do seguinte lema técnico, o qual é 1itil na demonstragao do resultado

principal, é semelhante a apresentada em ITkehata [22].

Lema 14. Sejam a > 1 e 8 > % nimeros reais. Entao existe uma constante Cy, g > 0

dependendo de o e B tal que
t 1 1
/ (Lt — 872 (1+5)"%s < Cy g(1+ )%,
0

para todo t > 0.
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Demonstracao. Para provar a estimativa separamos a integral em duas integrais da se-

guinte forma
t 1
/ (L+1—8) (1 +5) s < [,(t) + Da(8),
0

onde
14t

/ P (L4t —s) 2 (1 +5) s
0

~
—_
—~
~
N—
I

Estimativa para [ (f): Para 0 < s < -5~ temos

Entao

1+t _ L

=2 (14t 2B
[1(t)§/ ’ (%) (1+s)_ads

0

226 (1 4 1) 29

L
228 1

< (1+1t) 28,

a—1
em que na ultima desigualdade usamos o fato de a > 1.

Estimativa para I5(t):

1+t )
Ir(t) < / (1+t—s) 285 “ds

1+t

2

s/ (1+t—s) 2 (i> ds
1+t 2

2
1+2

__ oy —Q
=291 4 1) /m
2

1
(1+t—s) 28ds

144\ 23
2 26— 1

1) 20 —a— 41
:2a2(2ﬁ ) 14+¢) ¥ 23
26—1( +t)

= 2%(1 4 1)@ (

< gap(57Y) 2;@ (14 1)~

em que na ultima desigualdade usamos o fato de o > 1.

1 1
1.
Das estimativas para I1(t) e I2(t), tomando C, g = g—iﬁI + 20‘2<25 ) 2§€1 segue
o desejado. O]
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Deste ponto em diante, definimos as seguintes normas

Ul = llutll g2 + IVull 2 + | divul[ 2 + (Al 2 + (161 22,

1UllF = [lull 2

1Ulle = [[Aull g2 + [V 2.

O seguinte lema é uma consequéncia direta do Teorema 11.

Lema 15. Sejam [ > 5 e Uy = (ug, u1, ho,0p) € ([H2(R3)]? N [LYRY)]?) x ([H'(R3)]3 N
[LYR3)]3) x (HoeN[HY (R PN[LYR?)P) x (HYR3)NLY(R3)). Entio existe uma constante
C(B) > 0, dependendo de [3, tal que

1

1 _1
IS()Uoll < C(A)IE 41+ )77
para todo t > 0, onde S(t) é o semigrupo gerado pelo operador B e Iy g >0 foi definida no

Teorema 11. Em particular, a estimativa vale para t € [0,Ty,) com Ty, dado no Teorema
15.

Os dois préximos lemas sao consequéncia direta do Teorema 13.

Lema 16. Sejam 3 > 6 e Uy = (ug, u1, ho, 0p) € ([H'(R3)]3 N [LYR3)]?) x ([LAR3)]3 N
[LY(R3)]3) x (He N[LH(R3)]3) x (L2(R3) N LY (R3)). Entdo existe uma constante C(5) > 0,
dependendo de (3, tal que

1

IS()Usll < C(8)J3 41+ )%,

para todot > 0, onde S(t) € o semigrupo gerado pelo operador B e Jo,5 > 0 foi definida no
Teorema 15. Em particular, a estimativa vale para t € [0, Ty,) com Ty, dado no Teorema

15.
Lema 17. Seja Up = (ug, u1, ho, 6) € [H2(R)]3 x [HL(RY)[3 x (H, N[HL(RP)]?) x HL(RP),
entao existe uma constante C' > 0, independente dos dados iniciais, tal que

1
15(®)Uollq < CFy,

para todo t > 0, onde S(t) € o semigrupo gerado pelo operador B e Py > 0 foi dada no
Teorema 11. Em particular, a estimativa vale para t € [0, Ty,) com Ty, dado no Teorema
15.
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Demonstracao do Teorema 16: Para mostrar a existéncia de solucao global forte e obter
taxas de decaimento para o problema semilinear, a ideia é usar a solucao local dada pelo
Teorema 15 da Secao 5.1, as estimativas obtidas nos lemas desta secao e o principio de
Duhamel para o problema semilinear.

De acordo com o principio de Duhamel, a solugdo do problema semilinear (5.14)

pode ser escrita como
t
U(t) = S(t)Uy + / S(t—s)F(U(s))ds, (5.39)
0

onde U(t) = (u(t), ug(1), h(t), 8(6))T, U = (o, ur, ho, 80)T, F(U(5)) = (0, [u(s)[P~Lus),0,0)T
e S(t) o semigrupo associado ao problema ao problema linear (3.1)-(3.6).

Vamos supor que Ty, < 400, entao pelo Teorema 15

lim [ (u(t), e (8), () 02)) | o = +o%. (5.40)

t—T,,

Mostraremos que existe C' > 0 tal que
U pes) ~ IUIx + IBU@x < C, vt € [0, Tn).
Observe que
W pey < IVOIE +IUOIF + UG + [|ARG] 2 + A0@)] L2
Assumimos por hipdtese que
AR 2 + [|A0@) ] L2 < C, Vi € [0, Tin). (5.41)

Fixemos s € [0,t] com t € [0,T},). Como p > 5/ —% > 3 e (ug,ut,ho,bp) €
[H2(R3)]? x [HY(R3)]? x Hy N [HX(R?)]? x H2(R3) entdo pelo Teorema 15 tem-se que
u(s) € [H*(R3)]3. Além disso, como p > 56 — % > 4 pelo Lema 13 tem-se |u(s)[P~lu(s) €
[H(R?)]? 0 [LH(R?)P.

Comecemos definindo

I g(s) = [mu(s)rp—lu(swi? + IV ()P ()17 + Nuls) P u(s)] 7

@l

+HIU(S)IP_W(S)HE!IV(IU(S)Ip_lu(S))H%Z] ,

Jos(s) = (2u)P u() T + 2P us)l172)”

Po(s) = |V (Ju(s)[P~ u(s)ll g2,
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para s € [0,t] et € [0,T}). Observe que

I ()2 < fu(s) P~ us) g1 + 19 uls) P o)l 2 + llu(s)P ™~ uls)| 2
()P~ ()15 1V (uls) P~ als)) 1 (5.42)
Jo.5(5)7 < C(Uu(s) P~ ul(s)l 71 + [[[u(s) P~ u(s) | 12), (5.43)

para s € [0,t] e t € [0, Tp,).
Sendo S(t — s)F(U(s)) solucao do problema linear

Ui(t;s) = AU(t;s), t>s
U(0;s) = F(U(s)), t=s

onde F(U(s)) = (0, |u(s) [P~ u(s),0,0)T, segue dos Lemas 15, 16 e 17, respectivamente,

1t = )F(U(s) g < CB)IZ )1+t —5) 3, (5.44)
IS¢t = )Pl < CB)IE 4s) (1 +1—5) (5.45)
15t — s)E(U(s)lle < CPos). (5.46)

para s € [0,t] et € [0,Ty,).
Agora, escolhendo K = C() + C > 0, temos

IUO)l5 < CO)IE, < KIE, (5.47

[UO)F < CB)Ig 5 < K (5.48)

1U0)lla < OPO% < KPO%. (5.49)
Supondo, por absurdo, que nao ocorra

A+ 0B U@ < KI5

A+ 0T U F < KT, (5.50)

1
IUWDlle < KFF,

para todo t € [0,T}y,). Entdo uma das desigualdades em (5.50) ndo ocorre. Suponha que a

primeira nao ocorra. Assim, existe tg € [0,T;,) tal que

1

1 1
(At )P Ut | > K17 5.
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1
Usando esse fato juntamente com (5.47) e a continuidade da funcao ¢ — (14¢)28 ||U(¢)|| g,

concluimos que existe Ty € [0, T3,) tal que
O+Q®WUM<KM¢WGM%)
(1 + TP U (Do)l = K1 (5.51)
Usando a equagao (5.39), a estimativa do Lema 15 e a estimativa (5.44) segue
U@ e < 1SVl + /t 15t —s)F(U(s))l| pds
<O+ +/ C(B)I2 ()1 +t — ) Fds (5.52)

para t € [0,Ty,).
De (5.42) em (5.52) temos

Ole = Co ; s+ 21ﬁ+/otc B)u(s) P~ Lu(s)]| 1 (1 + £ — 5) "2 ds
'+At( IV (Juls) P~ u(s)l 2 (1 + & — 5) "2 ds
+Azﬂmwwﬁwlu@mpa+t_$—$@
+1AQX5WW@Nﬂ4UGW%ﬂVUM@W_%4$W%J1+t—$_$ds (5.53)

para t € [0, T),).
Pelas estimativas (5.23)-(5.25) do Lema 13 e por (5.51) obtemos

_q 3(p—4) 3(p+6) p+6 _ pt6
[ul)P u(s)ll s < CoRPRy ™ I, B U (14 5) "5 (5.54)
-1 ) op 3(1102) (1;33) pZJB?» _ p+3
P o)l < 7R, T L B0 HL )
e
1 / 3(4:50 3) 31;—54 2;2—(})—1 _ 8p+9
V(P ()l < CYRPR, T LE R e L (s0)

para s € [0,¢] e t € [0, Tp].

Usando essas estimativas em (5.53) segue
1 t _pd6 1
U@ g < C(B) 46(1+t) 28 4 Cp gK? 451051,{/0 (145) 8 (1+t—s) 2Pds
t _pt3 _4
+/ (1+s) 38 (14+t—s) 2Bds
0

t 8p+9 1
+/X1+@ T 41— ) Pds
0

t B {2(p+6)+8p+9} 1
+/X1+g 155 1105 ] (] 4 ¢ — ) w@} (5.57)
0
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para todo t € [0, 1], onde

3(%4) 38 pt6 3(%2) Sl pid 3(45(;3) 36 2ptl
lgp=\F " 143 Jop v " Lpg Jop TH © 145 Jop

R LT A

12p—35 9p+10 6p+25)

Como%>1,%>l,%>le 153 +W>%+%:1,peloLemal4

temos que (5.57) torna-se
1 _ 1 1 _1
U5 < CONE 4+ 8) 7 + Cy gKPIE 4l 5 p(1 4+ 1),
para todo t € [0, Tp].
Definimos Qo (14,5, 1o, 8,p, K) = C(B) + C, sKP1j g . Assim,

1 _ 1
U g < 1f Qo148 10,5, )1 +1) 2,

para todo t € [0, Tp).
Como K > C(B) e lyg, < o1 = (Kﬁc}(ﬁ)), temos

Qo(ly 3, 1o 5 p K) =C(B) + Cp K Iy g, < K
o que implica
1 1
WU g < Kfiﬁ(l—i—t)iﬁ, (5.58)

para todo t € [0, Tp].
Agora, suponha que a segunda desigualdade em (5.50) néo ocorra. Segue pela
1
continuidade da funcao t — (14 ¢)28||U(t)|| p que existe Ty € [0, Tpy,) tal que

1

1 1
A+ 02U < KJg g,

1

1 1
(1 +To)? [U(To)l| = K3 5. (5.59)

vt € [0,Tp)

Usando a equagao (5.39), a estimativa do Lema 16 e a estimativa (5.45) segue

t
IU@OF < I\S(t)UoHFJr/O 15t = s)F(U(s))]| pds

1 t 1 1
< C(B)J&ﬂ(l +t)" 28 +/O C(B)Jg 4(s)(1+1t—s) 2ds (5.60)

para t € [0,Ty,).

Considerando (5.43) em (5.60) obtemos
1 1 t N 1
U@ r < CB) IG5 5(1+1) 27 +/0 CB)Cu(s)P~ uls) | (1 4+t — 5)"27ds

t 1
4 / CBYOu() P u(s) | 2 (1 +t — 5) 2 ds (5.61)
0
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para t € [0,Ty,).
Pelas estimativas (5.54) e (5.55), pelo Lema 14 e pelo fato de pEG >1le pEB > 1

temos
t _pt6 1
IU®IF < C(B) 05(1+t) % +Cp sKPJ? BIOBP{/(l—l—s) 55 (1+t—s) 20ds
7 ) 0
t _pt3 _L1
—I—/(1+S) 8 (1+t—s) 25ds}
0

1 1 1 1
< C(B) g 5 (1 +1)7 2 + Cp gKP IS 510 5.,(1+1) 777,

3(p—4) 3(p+6) p—4 3(p=2) 3(p+3) p-7
onde 1/75, =P " I 50 JO,QB + Py 50 JOQB , para todo t € [0, Tp].

Definimos Qo (Jp g, 6,ﬁ,p’K) = C(B) + Cp g KPI 0.3,p AAssim,

1

1 _
IUIF < J§ 5Q0(Jo,5: 10 g KL+ )77,

para todo t € [0, Tp].
Como K > C(p) e I(l),ﬂ,p < 09 = (I(();,?I((é)>’ temos

Qo(Jo.g. T0,5.p, ) = C(B) + Cp s KV Iy g, < K
o que implica
1
U@ F < KJ, 5(1 +1t) %, (5.62)

para todo t € [0, Tp].
Por fim, suponha que a terceira desigualdade em (5.50) nao ocorra. Segue pela

continuidade da funcao t — ||U(t)||q que existe Ty € [0, Typ,) tal que
1

UMl < KEy, vt e l0,Tp)
1

IU(To)lle = K P (5.63)

Usando a equagao (5.39), a estimativa do Lema 17 e a estimativa (5.46) segue
4
IU@)le < 15®)Uolla +/0 15t = s)F(U(s))l|gds

1 t
<CFy —|—/O C\]V(!u(s)\p_lu(s))Hdes

para t € [0,Ty,).

Agora, pela estimativa (5.56) e pelo fato de 85029 > 1, temos
3(4p—3) 3p+4  2p+1 t _ 8p+9
WUl < CPO + CpKPPRy % 1 %) J, ‘230 (1+5s) 408 ds
7 7 O

2 2 7!
<P +Cy s KPR 5, (5.64)
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12p—29 3p+4 2p+1

onde I(/)/ﬂm =P 147250 Jo;‘é? , para todo t € [0, Tp].

Definimos Qq(Fy, I(/)/ﬂp’ K)=C+ Cp,BKpI(’)/ﬁ’p. Assim,

1
UM < Qo(Po. Iy g K)Fy

para todo t € [0, Tp].
Como K > C'e ](,)/,ﬂ,p < 3 = (%), temos

Qo(P, 1o,8.p; K)=C+ Cp,ﬂKp[(l)/,ﬂ,p <K
o que implica
1
U@ < KFg. (5.65)

para todo t € [0, Tp].
As estimativas (5.58), (5.62) e (5.65) contradizem (5.51), (5.59) e (5.63). Portanto,
as estimativas em (5.50) sdo vélidas. Além disso, observe que (5.41) juntamente com (5.50)
contradizem (5.40). Logo, T' = +00, ou seja, a solugao existe globalmente no tempo e as
estimativas em (5.50) sao vélidas para todo t € [0, +00).
O
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy envolvendo um sistema magneto-
termo-eldstico semilinear em R3 com apenas dois termos dissipativos. O fato de conside-
rarmos somente duas dissipagoes nos trouxe, no problema linear, a dificuldade em obter
estimativas envolvendo u e us. Essa dificuldade foi superada gracas a presenca do termo
u no acoplamento do sistema, o que exigiu constantes de acoplamento positivas.

Outra dificuldade, a qual ainda nao foi superada, é no estudo do problema linear
provar limitagao, por constante que depende dos dados iniciais, das normas ||Ah| 2
e ||Af]| 2. Pelo fato das equagbes para h e € envolverem no acoplamento o termo uy, a
dificuldade é obter a limitagao de forma a nao exigir maior regularidade, principalmente, no
dado inicial u1. O problema em obter a limitacio com maior regularidade do que [H1(R3)]3
para o dado inicial uy é refletido no estudo do problema semilinear ao precisarmos de
estimativas envolvendo o termo nao linear |u|P ~lu, ji que as normas para esse termo sao
as mesmas do dado inicial u1. Dessa forma, como um trabalho futuro é necessario pensar
em novas técnicas para obter tais limitagoes.

No estudo do problema linear obtemos taxas de decaimento para a energia total,
além de taxas de decaimento para a norma L2 de u. Acreditamos que as taxas obtidas
nao sao 6timas ja que tivemos que usar os termos de acoplamento para obté-las. Assim,
um proximo trabalho no estudo do problema linear é melhorar a condigao sobre f3.

No estudo do problema semilinear, o método utilizado além de provar a existéncia
de solugao global no tempo nos permite (desde que provemos as limitagoes para ||Ahl[;2 e
||AG]| ;2 citadas anteriormente) obter as mesmas taxas do problema linear. Até o momento,
obtemos a condicao p > 50 — %, com [ > 6, o que nos fornece p > 28,875 . Ou seja, a
condicao sobre p precisa ser melhorada visto que o comum ¢é obter a existéncia de solucao

global a partir de um p pequeno.
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