UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CENTRO DE CIENCIAS FiSICAS E MATEMATICAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA PURA E APLICADA

Daniel Alfonso Sanchez Vega

Métodos de reconstrucao de fonte para a Equacao do Calor

Florian6polis
2023



Daniel Alfonso Sanchez Vega

Métodos de reconstrucao de fonte para a Equacao do Calor

Dissertacdo submetida ao Programa de P4s-Graduacéo
em Matematica Pura e Aplicada da Universidade
Federal de Santa Catarina para a obtengéo do ti-
tulo de Mestre em Matematica, com area de concen-
tracdo em Matematica Aplicada.

Orientador: Prof.Fermin Sinforiano Viloche Bazan,
Dr.

Florian6polis
2023



Ficha de identificagcdo da obra elaborada pelo autor,
através do Programa de Geracao Automética da Biblioteca Universitaria da UFSC.

Sanchez Vega, Daniel Alfonso

Métodos de reconstrucdo de fonte para a Equacdo do Calor
/ Daniel Alfonso Sa&nchez Vega ; orientador, Fermin
Sinforiano Viloche Bazéan, 2023.

119 p.

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal de Santa
Catarina, Centro de Ciéncias Fisicas e Mateméaticas,
Programa de Pdés-Graduacdo em Matemdtica Pura e Aplicada,
Florianépolis, 2023.

Inclui referéncias.

1. Matemdtica Pura e Aplicada. 2. Métodos de
regularizagédo baseado em filtros. 3. Problema inverso de
fonte (ISP). 4. Equagdo do calor . 5. Principio da
discrepancia de Morozov. I. Viloche Bazén, Fermin Sinforiano

II. Universidade Federal de Santa Catarina. Programa de
P6s—-Graduagdo em Matemdtica Pura e Aplicada. III. Titulo.




Daniel Alfonso Sanchez Vega

Métodos de reconstrucao de fonte para a Equacao do Calor

O presente trabalho em nivel de mestrado foi avaliado e aprovado por banca
examinadora composta pelos seguintes membros:

Membro Externo Prof. Fabio Antonio Dorini, Dr.
Universidade Tecnol6gica Federal do Parana.

Prof. Jauber Cavalcante de Oliveira, Dr.
UFSC-Departamento de Matematica

Prof. Luciano Bedin, Dr.
UFSC-Departamento de Matematica

Certificamos que esta é a versao original e final do trabalho de conclusao que foi
julgado adequado para obtencao do titulo de Mestre em Matematica, com area de
concentracdo em Matematica Aplicada.

Documento assinado digitalmente

Douglas Soares Goncalves

Data: 27/05/2024 20:18:05-0300

CPF: ***.566.318-""

Verifique as assinaturas em https://v.ufsc.br

Coordenacao do Programa de
Pés-Graduacao

Documento assinado digitalmente

Fermin Sinforiano Viloche Bazan

Data: 27/05/2024 20:06:11-0300
CPF:*"*.612.718-*"

Verifique as assinaturas em https://v.ufsc.br

Prof.Fermin Sinforiano Viloche Bazan, Dr.
Orientador

Florian6polis, 2023.



Este trabalho é dedicado aos meus colegas da
Matematica, que foram a minha familia em Florianopolis
no ultimo ano do mestrado.



AGRADECIMENTOS

Neste breve espaco, gostaria de expressar minha gratidao primeiramente a Deus, que
tem sido um apoio incondicional para mim e que, a cada dia, me ajuda a ser uma
pessoa melhor. Ele me concedeu o privilégio de visitar este pais maravilhoso, o Brasil,
e esta ilha encantadora e acolhedora.

Agradeco a meus pais Alfonso e Maria Eugenia, que com muito empenho e esforco
me apoiaram a iniciar esta aventura de fazer um mestrado, arcando com parte das
minhas despesas durante meus primeiros meses na cidade e que sempre me apoiaram
incondicionalmente na realizagdo dos meus sonhos. A meu irmao David com quem
tenho uma confianga e uma comunh&o bem estreita, com quem compartilhei muitas
conversas e algumas trilhas na ilha.

Agradeco a minhas amizades durante o processo atual, que sempre estiveram comigo
para me apoiar e ajudar-me em toda questao burocratica durante minha estadia neste
lugar. Agradeco a Marduck, Cindy, Sebastian, Juan Carlos, Raul, Javier, Sergio, Yi-
neth, Thomas, Fernanda, Juan Sebastian, Gerson, Snadra, Giselly, Daniel Rolando e
Sthepanie que sempre estiveram comigo e me indicaram como me adaptar da melhor
forma em uma nova cultura, agradeco aos meus colegas do mestrado e doutorado os
quais me ajudaram nos primeiros passos de um novo idioma e se tornaram pessoas
que alegravam meus dias, a Rafael, Juan Estuardo, Luciano, Bruna, Renata, Nicoly,
Francisco, Vinicius, Lucas, Carla, Luiz, Maritza, Eduardo, Ricardo, Liana, Cleison, Gui-
Iherme e Pedro, com quem compartilhei muitas conversas em bares e no RU, e que
me ajudaram a fluir mais no idioma portugués.

Ao professor Fermin por me apoiar e estar comigo durante o processo académico,
alentando-me e dando muitas dicas para minha formacao integral, e aos professores
Everton, Leonardo, Luciano pela troca de ideias em matematica aplicada. Agradeco
também ao professor Francisco Caramelo pela troca de ideias em relagcao as nogdes
geométricas que aparecem em EDP e ao professor Maicon por me incentivar a parti-
cipar no seminario de otimizacao e problemas inversos do qual me levo muitas gratas
experiéncias.

Aos secretarios Erica e Marcelo e aos demais servidores e trabalhadores da Universi-
dade, que servem com muito empenho e amor a nossa comunidade académica, e que
com seu servico fazem possivel que a comunidade universitaria esteja firme e em pé.

A CAPES, pelo apoio financeiro.



“Siempre habra un futuro brillante para los que tienen la belleza en el corazén.”
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RESUMO

O presente trabalho mostra alguns métodos de regularizacao baseados em filtros para
resolver o problema inverso de fonte (ISP). Os métodos abordados aqui sdo o QBVM
geral e o método TSVE da literatura. Os métodos gerais QBVM e TSVE séao aplica-
dos para resolver o ISP para a equacao de calor ndo homogénea em 1D e 2D com
condicAes de Dirichlet. Como parametros de regularizacao, utiliza-se uma escolha a
priori para o método QBVM, e a posteriori para o0 método TSVE pelo principio da dis-
crepancia de Morozov. No final do trabalho, sdo apresentados exemplos numéricos do
problema de reconstrucao de fonte, comparando o método QBVM geral e o0 método
TSVE, apresentando alguns gréficos e erros relativos para diferentes tamanhos de
passo no tempo e no espago.

Palavras-chave: Métodos de regularizacao baseado em filtros. Problema inverso de
fonte (ISP). QBVM. TSVE. Principio da discrepancia de Morozov.



ABSTRACT

The present work shows some regularization methods based on filters to solve the
inverse source problem (ISP). The methods covered here are the general QBVM and
the TSVE method from the literature. The general QBVM and TSVE method are applied
to solve the ISP for the inhomogeneous heat equation in 1D and 2D with Dirichlet
conditions. As regularization parameters, an a priori choice is used for the QBVM
method, and a posteriori for the TSVE method using the Morozov discrepancy principle.
At the end of the work, numerical examples of the source reconstruction problem are
presented, comparing the general QBVM method and the TSVE method, presenting
some graphs and relative errors for different step sizes in time and space.

Keywords: Regularization methods based on filters. Inverse source problem (ISP).
QBVM. TSVE. Discrepancy principle of Morozov.
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1 INTRODUGAO

No estudo e solucdo de problemas inversos, € fundamental analisar previamente
as condigdes de unicidade e estabilidade. Essa analise é importante pois permite de-
terminar se um problema é bem ou mal posto, o que auxilia na escolha da abordagem
mais adequada para a sua resolugdo. O termo 'mal posto’ foi estabelecido no inicio
do século 20 por J.S. Hadamard, um pesquisador em fisica-matematica. Inicialmente,
Hadamard acreditava que nenhum problema mal posto refletia uma situacao real. Con-
tudo, ao longo dos anos, essa concepgao foi refutada.

Resolver um problema inverso consiste em determinar a causa desconhecida a
partir de um efeito medido ou observado. Esses problemas podem ser descritos por
meio de uma equacao de operador do tipo

Af = g, (1)

dado um efeito representado pela funcdo g e uma causa representada pela funcao
f,onde A : G; — Gy é um operador, possivelmente nao linear, com G; e Gy sendo
espacos normados conhecidos como espacgo de solugdes e dados, respectivamente.

Segundo Hadamard, um problema é bem posto se sdo satisfeitas as seguintes
condicdes:

(a) Existéncia: Para cada g € Gy existe f € Gj tal que Af = g.

(b) A solucéo é unica (unicidade), isto é, para cada g a equacgao (1) possui uma
Unica solucéo f.

(c) A solucao depende suavemente dos dados (regularidade ou estabilidade),
isto €, a solugéo f depende continuamente dos dados de entrada, ou seja, 0
operador A possui uma inversa continua.

Caso uma das condigdes acima nao seja satisfeita, o problema é dito mal posto.
O problema que desejamos resolver € um problema inverso. Quando lidamos com
um problema inverso, € sempre essencial evitar o que é conhecido como ’crime in-
verso’ [18]. Quando se trata de um problema inverso, sempre existe um ponto de
partida, que chamamos de 'A’, e um ponto de chegada, que chamamos de 'B’. Para
ir de A’ a ’B’, o caminho que seguimos é conhecido como o ’problema direto’, e o
caminho de volta de 'B’ até 'A’ é o 'problema inverso’. Denotemos 'PD’ como 'Problema
Direto’ e 'PI’ como 'Problema Inverso’.



PD
start H
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Figura 1 — Esquema de um problema Inverso

Se utilizarmos o mesmo caminho para ir de 'A’ até ‘B’ e de B’ até 'A’, acontece o
‘crime inverso’ [18]. Ir do ponto de partida até o ponto de chegada pelo mesmo cami-
nho é, na verdade, uma verificacdo do modelo fisico em questdo e nao uma solucao
para o problema inverso. Apenas verifica a validade do modelo utilizado para a solugao
do 'PD’. Todo problema inverso sempre requer um conhecimento prévio do problema
direto e de todas as suas propriedades e métodos de resolugéo. Esse fato, que pode
parecer insignificante, € de suma importancia e € um passo crucial para evitar o cha-
mado ‘crime inverso’.

Problemas inversos de fonte, que denotaremos por ’ISP’s, sdo o denominador co-
mum em uma ampla gama de problemas que surgem em aplicagées do mundo real,
como prospeccao geofisica [28,29], detecgado de contaminantes [30], deteccao de fissu-
ras [31,32], localizagdo de contaminantes desconhecidos em agua subterranea [33,34],
simulacao de reservatoérios e recuperacao de petroleo [45, 79], entre outros.

Para descrever o problema abordado neste trabalho, seja T > 0e Q2 C RY, d =12
um dominio aberto limitado com uma fronteira 92 suave seccionalmente continua por
partes. Consideramos o problema inverso de reconstrucao de fonte [35—-37] associado
ao problema de valor inicial e de fronteira

up—Au="f em Qx(0,T),
u(-,t)=0 em 9Q x (0, T), (2)
u(-,0)=1¢ em €,

onde ¢ € L2(Q) e cujo objetivo é determinar ou reconstruir a fonte f € L2(Q) a partir
do valor final g = u(-, T) € H&(Q). Na pratica, a condigéo final g € obtida a partir de
medicoes e assim dificilmente é conhecida de forma exata. Por causa disso, a condi-
cao final obtida é denotada por g5 € L2() e que satisfaz ||g — gs|| < § para um nivel
de ruido § > 0. Nessas condigdes, o problema de reconstru¢do precisa de técnicas
de regularizacédo porque ISP’s sdo mal postos [5, 16]. O campo dos problemas inver-
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sos tem sido uma extensa area de pesquisa pelo surgimento de problemas aplicados
no mundo real, o que faz com que diferentes livros e tratados classicos tenham sido
desenvolvidos durante o passar dos anos, [3, 20, 38]. Quando se aborda o problema
direto associado ao ISP de interesse, as questdes de existéncia e unicidade de solugédo
sdo relativamente simples de verificar. De fato, utilizando o método de separagao de
variaveis, ver [14,21,76], a solucao € descrita em forma de uma série

o

u(x,t) = (e W+ (1 — e WX )by (x), fic = (. by), (3)
k=1

que converge em L*(0, T; Hj(2)) N C([0, T]; L*(2)), onde (f, by) = fk, (¢, bk) = . (,)
1/2
é o produto interno usual em L2(Q), (f,g) = Qfgdx) 0S Ak sao os autovalores do

Laplaciano negativo (—A) e as b;(s séo as auto-fungbes correspondentes. Com isto
claro, o que realmente torna o ISP que queremos abordar em um problema mal posto
€ a questao da dependéncia continua nas condi¢des iniciais dos dados. A razao deste
fato € que se fixarmos T, a funcdo u(x, T) = g(x) pode ser expressa como:

g(x) = o(x) + > _ (1 — e M)\ Mby(x), (4)
k=1

o0
onde ¢(x) = kz hpe Mk Tbk(x). De (4), o lado direito da equacéao representa um ope-
=1

rador no espago L?(Q2) em L%(Q) com certos atributos, o qual mostra que o problema
de reconstrucao se resume em inverter um operador no espaco de fungoes LQ(Q). A
dificuldade recai no fato de que o operador em questédo é nao-limitado, o qual trans-
gride a condigdo (c¢) de Hadamard de um problema ser bem posto.

A fonte f é uma funcdo em L2(Q), que pode envolver o produto de duas funcdes
uma com uma variavel no espago e a outra no tempo, como pode ser visto nos traba-
Ihos de [39—42]. Para o caso em que o termo fonte depende da funcéo u, o problema
foi abordado em [35,43,44]. Para o termo fonte f que depende apenas de uma variavel,
seja ela espacial ou temporal, varios métodos de regularizagdo foram desenvolvidos,
a saber, método de fronteira elementar [47], método de quase-reversibilidade [36], mé-
todo de Fourier [49], método de regularizacao simplificado de Tikhonov [46], método de
elementos finitos [48] e 0 método do valor quase-limite parametrizado [16]. Em nosso
caso abordaremos o problema de reconstru¢ao onde a fonte depende unicamente da
variavel espacial.
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Depois de introduzir o problema e discutir algumas questbes relacionadas ao ISP, o
propédsito desta dissertacao € demonstrar como os métodos QBVM geral [16,36,58,65]
e TSVE [5] sdo métodos de regularizacao que derivam de filtros de regularizacao es-
pecificos amplamente estudados na literatura sobre problemas inversos. Através de
exemplos numeéricos, mostraremos como o método TSVE, com uma escolha a posteri-
ori do parametro de regularizacao, se revela uma alternativa superior ao QBVM geral.

Para atingir esse objetivo, este trabalho esta estruturado da seguinte forma:

No Capitulo 2, introduzimos resultados de andlise funcional e teoria da regulariza-
¢ao, juntamente com métodos de escolha de parametros de regularizagdo, como o
principio da discrepancia de Morozov, e discutimos os métodos de regularizagao de
Lavrentiev e Tikhonov.

No Capitulo 3, apresentamos um tratamento detalhado do problema de reconstru-
cao de fonte, estudando as propriedades do operador que aparece no lado direito de

(4).

No Capitulo 4, introduzimos trés métodos de valor quase-limite descritos em [16],
que incluem os métodos QBVM, MQBVM e PQBVM, além de apresentar o TSVE com
um parametro a posteriori baseado no principio da discrepancia, e analisamos a con-
vergéncia desses quatro métodos.

No Capitulo 5, aplicamos os quatro métodos em dimenséo finita e discutimos algu-
mas consideragdes praticas. No Capitulo 6, realizamos testes numéricos para avaliar
o desempenho dos métodos. Finalmente, no Capitulo 7, apresentamos as conclusées
deste trabalho.

Além disso, no final do trabalho, incluimos um apéndice que aborda nocdes basicas
de espacos de Sobolev, identidades de Green, métodos de aproximacao para EDP
nao-homogéneas de calor em uma e duas dimensdes, e topicos relacionados a matriz
laplaciana discreta.
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2 PRELIMINARES DE ANALISE FUNCIONAL E TEORIA DA REGULARIZACAO

No presente capitulo definiremos uma série de ferramentas matematicas que
nos permitirdo descrever de forma precisa todos os métodos de regularizacao que
utilizaremos ao longo deste trabalho. Na primeira secéo, discutimos resultados classi-
cos de analise funcional e teoria da regularizacdo, na segunda se¢céo abordamos 0s
métodos de regularizacao de Lavrentiev e Tikhonov e na ultima secao se abordara a
escolha de parametros de regularizacao, focando em particular, na escolha a posteriori
que utilizaremos baseada no conhecido principio da discrepancia de Morozov

2.1 RESULTADOS DE ANALISE FUNCIONAL

Apresentamos alguns resultados classicos de teoria espectral e operadores
compactos, baseados no texto introdutério [2], 0 qual descreve de forma simples, al-
gumas nogoes sobre operadores compactos e propriedades de sistemas singulares.
Os resultados correspondentes com este topico sdo baseados no livro de problemas
inversos [3] e os topicos correspondentes a inversa generalizada sdo os abordados
em [1,4].

2.1.1 Operadores compactos, inversa generalizada e teorema de regularizacao
baseado em filtros

Definicao 2.1 (Operador Linear Compacto). Sejam X e Y espacos normados. Um
operador T : X — Y € chamado de operador linear compacto se T € linear e se para
todo subconjunto limitado M de X, a imagem T (M) é relativamente compacta em Y,

isto &, a aderéncia T(M) é compactaem Y.

A seguinte proposicao expde duas propriedades de um operador linear com-
pacto.

Proposicao 2.2. Sejam X e Y espacos normados. Ent3o:
(i) Todo operador linear compacto T : X — Y é limitado, portanto continuo.

(ii) Se dim X = oo, 0 operador identidade | : X — X ndo € compacto.

Demonstragéo. (i) A bola unitaria W = {x € X : ||x|| = 1} é limitada. Como T é

compacto, T(U) & compacto, e € limitado pois todo subconjunto compacto de um

espaco métrico é fechado e limitado. Logo, tem-se que sup || Tx|| < co. Assim T é
[Ix[|=1
limitado.
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(if) A bola fechada unitaria W = {x € X : ||x|| < 1} é limitada. Se dim X = oo,
pelo Teorema 2.5-5 de [2], W n&o pode ser compacto. Portanto /(W) = W néo é
relativamente compacto. ]

Em geral, demonstrar que um operador € compacto usando a definigdo é bas-
tante complicado. No entanto, a melhor forma é utilizar um teorema de caracterizagédo
para a compacidade de um operador linear, que é necessario e suficiente.

Teorema 2.3 (Criterio de Compacidade). Sejam X e Y espacos normadose T : X —
Y um operador linear. Entdo T é compacto se e somente se a sequéncia imagem
(T(mp)) em Y da sequéncia limitada (mp) em X possui uma subsequéncia conver-
gente.

Demonstragdo. Suponhamos que T é compacto e (mp) é limitada, entdo a aderéncia
(T(mp)) em Y € compacta pela definicdo de operador compacto. Logo se sabe de
Analise que todo conjunto compacto admite uma subsequéncia convergente.
Reciprocamente, assuma que toda sequéncia limitada (mp) admite uma sub-
sequéncia (mp, ) tal que (T(mp, )) é convergente em Y. Considere um conjunto limitado
W c X arbitrario, e seja (wp) em T(W). Temos que wp = Tmp para algum mp € We
que (mp) € limitada dado que W ¢ limitado. Pela hipétese, (T(mp)) contém uma sub-

sequéncia convergente. Logo, T (W) é compacto por (mp) ser uma sequéncia arbitraria.
Portanto, T é compacto por definicao. O

Teorema 2.4. Sejam X, Y espacos normados e T : X — Y um operador linear. Entao:
(i) Se T é limitado e dim T(X) < oo, 0 operador T € compacto.

(ii) Se dim X < oo, 0 operador T € compacto.
Demonstragdo. A prova pode ser consultada em [2, Teo 8.1-4, pag 407] O

Observacao 2.5. B(X, Y) sera denotado como o conjunto de todos os operadores
lineares e limitados do espagco X em Y.

Definicao 2.6. Seja X um espacgo de Hilberte T € B(X, X). Dizemos que um escalar
©em R é um autovalor de T se existe x # 0 em X de modo que Tx = ux. O vetor x €
dito autovetor associado ao autovalor .

Agora, segue alguns resultados mais avancados que sdo baseados em [3].

Definicao 2.7 (Valores Singulares de um operador). Sejam X,Y espacos de Hilbert
e T : X — Y um operador compacto com operador adjunto dado por T* : Y — X.
As raizes quadradas o, = /11, k € K dos autovalores yy do operador auto-adjunto
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T*T : X — X sao os denominados valores singulares de T. Aqui, K C N pode ser
finito ou K = N.

Teorema 2.8 (Decomposicao em valores singulares:). Sejam X,Y espacos de Hi-
bert, T : X — Y um operador linear compacto, T* : Y — X seu operador adjunto, e
o1 > o9 > 03 > ... > 0 uma sequéncia ordenada de valores singulares e positivos de T,
contados pela sua multiplicidade. Entao existem sistemas ortonormais {xj jedrc X
e{yj:j € J} C Y com as seguintes propriedades:

Ix;=ojy;e T"y; = ojx; para todoj € J.
O sistema {aj, X, Vi) € J} é chamado de sistema singular para T.

Demonstragéo. A prova do fato se obtém ao aplicar o teorema espectral ao operador
T*T. O

Teorema 2.9 (Picard). Seja T : X — Y um operador linear compacto com sistema
singular {cj, x;, y; : j € J}. A equagdo

Tx=y, (5)
é soluvel se e somente se
y e N(T*)* Z 2)I v,y (6)
jeJ
Neste caso, |
x=> —. 1% (7)
jed
Demonstracdo. Uma prova do teorema esta disponivel em [1]. O

A seguir, se apresentam resultados basicos sobre inversa generalizada. Este
conceito aparecera mais adiante, quando se tratar do tema de andlise de convergéncia
para os méetodos que se apresentam nesta dissertacédo.

Suponha que desejamos resolver a seguinte equacao linear
Tx=y, TeB(X,Y), yeY. (8)

Em certas circunstancias acontece que y ¢ R(T), assim a equagéo (8) ndo tem uma
solugdo no sentido classico. Um exemplo classico deste tipo se apresenta quando
o operador T é um operador integral induzido por uma fungéo nucleo k(s,t) com
certo grau de regularidade. Esse é o caso de um operador de Freedholm de primeira
espécie. Para resolver este problema de existéncia de solucao, introduzimos a seguinte
defini¢ao.
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Definicao 2.10. Sejam X,Y espacgos de Hilberte T € B(X, Y). A solugdo u € X é uma
solucéo de quadrados minimos (SQM) para (8) se:

ITu =yl = inf{|| Tx — yI| : x € X}. (9)

O seguinte teorema apresenta algumas propriedades das solu¢des de quadra-
dos minimos.

Teorema 2.11. Paray € Y e u € X as seguintes propriedades sdo equivalentes:

(i) u é uma solugdo de quadrados minimos.

(i) T*Tu=T*y.

(i) Tu = Qy, onde Q é a projecdo ortogonal de y sobre R(T).
Observacéo 2.12. A equacéo (if) € conhecida como equagédo normal de (8). Se Sy
representa o conjunto de solu¢des de quadrados minimos de (8), usando (jii) é possivel
mostrar que Sy # {0} se e somente se y € R(T) + R(T)L. Aqui, R(T)+ se conhece
como o complemento ortogonal do conjunto R(T), ver [2]. Deve ser claro que se y €
R(T), Sy coincide com o conjunto de solugdes de (8). Por outro lado, usando a parte
(i) demonstra-se que, se Sy # {0}, entdo Sy é convexo e fechado. Portanto, existe
uma unica solugéo de quadrados minimos de norma minima. Logo, se T € B(X,Y),
o operador inversa generalizada de T, denotado por TT, com dominio de definicdo
D(TY) = R(T) + R(T)L, é o operador que designa a cada y € D(TT) a Ginica SQM de
norma minima para (8). Isto é:

TH. D(TY) — X, talqueTT(y) = xt, vy e D(TT).
Com respeito a isto, prova-se que:

N(TY) = R(T)*, (10)

R(TT) = N(T)*. (11)
As provas destes fatos podem se consultadas em [4].

Teorema 2.13. Sejam X, Y espacos de Hilbert e assuma que T € B(X,Y). Entdo Tt
é continua se, e somente se, R(T) é fechado.

Para provar este teorema, introduz-se o operador restricdo 7, = TlN(T) L
N(T)+ — R(T) dando a seguinte definicdo alternativa para T

r_ ] 7). yeD(Th.
0, ye R(T)*..
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Demonstragéo. A prova segue de utilizar o operador restricao e o teorema da aplicagéo
inversa de Banach; ver [2, teo 4.12-2, pag 286]. ]

Definicao 2.14. Uma estratégia de regularizacao € uma familia de operadores lineares
e limitados

R.:Y — X,a>0,tal que
limy_,0 Ra TX = x paratodo x € X;

Observacao 2.15. A definicado acima mostra que a familia de operadores R, converge
pontualmente ao operador identidade.

Definicao 2.16. Uma escolha de parametro o = «(d) para uma estratégia de regulari-
zagéo R, é chamada de admissivel se lims_,pa(6) =0e

sup{llR y —X|| : y evY,||Tx — y||<(5}—>0 d — 0, (12)
para todo x € X.

Observacao 2.17. Uma escolha de parametro o = a(d) é admissivel se a(d) — 0 e
311Rus)lB(y x) — 0 quando & — 0 e ||Ra Tx — X|[x — 0 quando « — 0.

Teorema 2.18. Sgja T : X — Y um operador linear, compacto, injetor e auto-adjunto
com sistema singular {o}, x;, y; : j € N} e

F:(0,00) x (0,]|T|]] = R

uma fungdo com as sequintes propriedades:
(i) |Fa(o)| < 1paratodoa >0e0 <o <|T].

(i) Para todo o > 0 existe c(«) tal que
|Fa(0)| < cla)o paratodo0 < o < ||T]|.

(iii) limy_o Fo(o) =1 paratodo 0 < o < ||T||.
Entao, o operador R, : Y — X, a > 0 definido por

Ray = X,y €Y, (13)

€ uma estratégia de regularizagdo com ||R,|| < c(a) e ||TR,|| < 1.



2.1. RESULTADOS DE ANALISE FUNCIONAL 17

Observacao 2.19. Uma forma conveniente para construir classes de estratégias de
regularizagao admissiveis é por meio de sistemas singulares. Se T : X — Y é um ope-
rador linear compacto e {aj, xj,yj} € seu sistema singular associado para o operador
T, pelo teorema 2.9, a solugéo do problema Tx = y é dada por

1
x= —{y.y)x
agj
=14

sempre que a série converge, isto é, y € R(T). As estratégias de regularizagéo séo
construidas a fim de filtrar os fatores Ul/ associados aos o's ~ 0, isto é estdo se

J
aproximando de zero.

Demonstragdo. Os operadores R, séo limitados pela hipétese (ii) e do fato que:

> > Fa(o))
IRyl = iy, v, Ly, y)x;
j=1 1

_ Z[Fa<a,->J2glj|<y,y,->|2

j=1
< ()Y Iyl < cle)?llyl.
j=1

Tomando o supremo sobre os vetores diferentes de zero e norma 1 obtemos:
SUP|yf|=1.040 |RaYII? < c(a)?.
Assim obtemos que ||F:’a|| < c(a).
o0
De TR <y Yj) TIx; = >~ Fa(oj){y,yj)yj obtemos que
j=1

I TR.YII* = <Z Falo) (Y. )Y Y Fa(a/)<y,n>y/>

j=1 j=1

o0
:Z (o)1, 1P

E/%g ||

0
1y, yj)I? Z . )P < lIyll%,
1 j=1

~.
I

pela desigualdade de Bessel. Assim tomando o supremo sobre todos os vetores dife-
rentes de 1 e de norma 1 € possivel concluir que

ITRal < 1.
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Por outro lado, dado que Tx = y tem-se:

o0
Fuloj
Roy = z Py = X ST g,
j:
o0
Como Zl<x ,Xp)Xxj e (Tx,y;) = (x, T*yj) = oj(x, X;) concluimos que:
J

> Fuolo > F,(o;
1R Tx — X||* = <(Z Tx,y/><x,xj>) X;, (Z U(jj)<TX7Yj><Xan>) X,>
X Fal(o > F,(0;
(Z 1) (X, X)X, (Z (fjﬂ(f/l) <X’X/>X/>

(0. ¢]
S IFalo)) — 121x, %)) 2.
=1

~.

Como X é um espaco de Hilbert, a série Z [(x, xj>xj|2 converge pois, da desigualdade
j=1
de Bessel [2, Teo 3.4-6 pag 157] tem-se que:

ol 2 2
> 1 xp 1= < x11=
j=1

Seja x € X arbitrario, mas fixo. Para ¢ > 0, existe N € N tal que

S 2

> 1xx)l < %

j=N+1

Por (3), existe ag > 0 tal que [Fu (o) — 12 < ﬁ paratodoj=1,...Ne0 < a < «a.
Com (1), concluimos que

N 00
1R Tx — xII> = "[Falo)) — 11X, XD+ D [Falo)) — 121(x, X))
J=1 J=N+1

2

62 €
Z 2
< — X,X‘ _|__
2||x||2j 1|< f>| 8

El|x|2 €2 B 462 + €2

—2x|2 8 8
B 562

< 62.

para todo 0 < a < ag. Assim, temos provado que lim,_,g R, Tx = x para todo x € X.
Assim, para a = a(d) tem-se que 5||Ra(5)|| < dc(a(d)) e ||R Tx — Xx|| = 0 quando
a=a(d) = 0.
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2.2 METODOS DE REGULARIZAGAO E ESCOLHA DE PARAMETROS

Nesta secao, apresentamos resultados tedricos sobre métodos de regularizacéo.
Em primeiro lugar, se apresenta o conhecido método de regularizacao de Lavrentiev [7]
e, posteriormente, o método de regularizacao de Tikhonov [77,78].

2.2.1 Método de Regularizacao de Lavrentiev

Nesta secdo, nosso ambiente de trabalho sera em espacos de Banach, o que
nos permite estender todos os resultados a espacos de Hilbert; os resultados séao
baseados em [75].

Definicao 2.20. Um operador linear T : X — Y entre espagos lineares normados X
e Y se diz limitado inferiormente se existe uma constante ¢ > 0 tal que || Tu|| > c||u||
para todo u € X.

Teorema 2.21. Seja T um operador linear entre espagos de Banach X e Y tais que
R(T) é ndo fechado em Y. Entdo, para todo x € X e para toda sequéncia (e¢n) de
numeros reais positivos, existe uma sequéncia (xn) em X tal que

1
|| Txn — TX|| < en e||xn — x|| = —, Vn € N,
€n

Demonstragdo. Suponha que R(T) é nao fechado e x € X. Seja (en) uma sequéncia
de numeros reais positivos. Como X é um espaco de Banach e T nao é limitado
inferiormente , existe uma sequéncia (un) em X tal que

| Tunl| < e3llunl|, ¥n € N.

Seja vp = <m , entdo obtemos || Tvp|| = ||T(ﬁ)|| <enellvnll = %
Tomando (xp) = (x + vp) e aplicando imagem diretamente, (Txpn) = (Tx + Tvp). Logo,
1
1Txn — Tx|| = [ Tvall < en e [lxn — x|| = llvall = —, (14)
n
para todo n € N. O

Seja X um espaco de Banach e T : X — X um operador linear limitado com
imagem ndo-fechada R(T). Daqui em diante vamos a assumir a seguinte hipotese.

Hipétese: Para cada a > 0, T + a/ é bijetora e existe M > 0 tal que ||(T + af) 71| < %
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Suponhaque y € R(T) e x € X e tal que
Tx=y. (15)
Dada a hip6tese anterior em T, para cada « > 0,
(TH+alhxy =y (16)

€ uma equacao de operadores bem posta. Note que

(T+al)(x—Xa) =y +ax)—y=ax. (17)

Logo,
X — Xo = SaX, (18)

onde
So =a(T+al)™L (19)

Pela hipétese, ||S,|| < M. Assim, a familia {S,, : « > 0} € uma familia uniforme-
mente limitada.
Claramente, se x € X é tal que Tx = y, entéo

[|X — Xa|| — 0 quando o — 0 < || Sy x|| — 0 quando o — 0. (20)

Provaremos, agora, o seguinte resultado geral em S, para a > 0.

Teorema 2.22.

1) |1Sa Tl < (1 + M)a, para todo a > 0.

2) Se R(T) é denso em X, entdo
(a) Squ — 0 quando a — 0 para todo u € X.

(b) T é injetor.
Demonstragéo. (1) Note que, para a > 0,

SaT =T +a) T =a(T+al) (T +al) —all
—a—a?(T+al)™!
—a(l - Sa).

Assim, tem-se ||S, T|| < (1 + M)a.
(2) por o mostrado em (1), S,u — 0 para todo u € R(T) se « — 0. Agora, suponha
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que R(T) é denso em X. Como {S,}. € uma familia uniformemente limitada e como
esta sequéncia de operadores converge pontualmente a 0 em um conjunto denso de
um subespaco de Banach, ||S,u|| — 0 para todo u € X.

Agora, para ver que T é injetor, seja x € X tal que Tx = 0. Entéo

(T +al)x = ax, (21)
assimtem-se x = a(T + al)"1x = Sux — 0, com o — 0. O
Como corolério deste teorema temos o seguinte resultado.

Corolario 2.23. Sejay € R(T) e seja x € X tal que Tx = y. Entdo:
(1) Se x € R(T), x é o unico elemento em R(T) talque Tx =y, e

IX — Xall = O().
(2) Se R(T) é denso em X, entdo x € o unico elemento em X tal que Tx = y, e
[IX — x4|| — 0 quando oo — 0.

Demonstragéo. Sejay € R(T) e sejax € Xtalque Tx =y.
(1) Suponha x € R(T). Seja u € X tal que x = Tu. Entdo de (18) e do 2.22, obtemos:

X = Xall = ||Sa Tull < a1+ M)][ul].

Logo, [|x — Xall = O(«).
(2) Suponha que R(T) é denso em X. Entdo por 2.22, ||x — X, || = [|SaX|| — 0 se a — 0.
Novamente por 2.22, T é injetor. Logo, x é o0 unico elemento em X tal que Tx = y.

O

Teorema 2.24. Se R(T) € denso em X, a familia {R,, : « > 0} de operadores limitados
R, : X — X definida por
Roy =(T+ally, ye X, (22)

para a > 0 é uma familia de regularizac&o.
Demonstracdo. Notemos que, para x € X,

X—RyTx=x—(T+al) ' Tx =(T+al) (T +al) - T)x

:SQX.
Como S, é uma familia uniformemente limitada, ||S.|| < M. Logo,
l|x — Ra TX]| = [|Sax]| — 0 quando a — 0 (23)

pois R(T) é denso em X. Portanto, {R, : « > 0} & uma familia de regularizacdo. [
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Definicao 2.25. Da hipo6tese anterior em T, a familia de operadores {R, : a« > 0},
definida no teorema anterior

Ry =(T+ah™ a>o, (24)
€ chamada de Regularizacédo de Lavrentiev.

Se X é um espaco de Hilbert e T é um operador positivo e autoadjunto, entao
a Hipétese anterior dada na pag 19 em T é satisfeita. Sabe-se que R(T) é denso em
N(T)+. Assim, neste caso o corolario 2.22 leva no seguinte resultado.

Teorema 2.26. Seja X um espaco de Hilbert e T positivo, auto-adjunto e limitado em
X. Suponha que y € R(T). Entéo existe um tnico x € N(T) talque Tx = y, e

[|X — xa|| — 0, quando a — 0. (25)
Além disso, se x € R(T), entdo
X — Xl = O(av). (26)

Suponha que em lugar de y temos y° € X tal que

ly =yl < 6. (27)
Seja x? € X tal que
(T+alhxd =y°. (28)
Entéo, temos que
(T+ah)(Xa—x3) =y -y (29)

Agora, subtraindo os termos x, e x2 em norma

[1Xa = X3 =II(T +al) ™y = yO)l
1 _
=—lla(T + )"y =y )l
Logo, ||xa — g|| < Mg. Assim, se chega ao seguinte teorema.

Teorema 2.27. Sejay € R(T) e seja x € X tal que Tx = y. Entdo, sob a hipotese
anterior em T, obtemos que:
(1) 11X = X311 < 11X = Xall + M2.
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(2) Se R(T) é denso em X e a(9) é tal que a(§) — 0 e % — 0 quando § — 0 entdo

[|x — xg(d)ll — 0, quando 6 — 0. (30)

(3) Sex € R(T) e a(d) ~ 62, entdo
[1x = X051l = O5"). (31)
Demonstragéo. (1)

) )
[1X = Xg )l =lIX = Xa + Xa = Xa,]]

é
<I1x = Xall + %0 — X351

J
<[IX = Xall + M—.
0%

(2) Se a(s) - 0e ﬁ — 0 quando 6 — 0, do fato que ||x — x,|| — 0 quando o — 0

conclui que ||x — xg(é)ll — 0.
(3) x € R(T) implica que ||x — Xa|| = O(a). Logo, o ~ 62 implica que:

5 51/2
at-—=a+0?"— e
(6% «

1/2
o+ 51/2% ~ 0(3") + O(5"%).

-~ 0(51/2>.

2.2.2 Método de Regularizacao de Tikhonov

O método de regularizagdo de Tikhonov €, provavelmente, o mais classico e
amplamente estudado entre os métodos de regularizagdao. Geralmente, é o primeiro
método que se encontra ao iniciar o estudo de problemas inversos e técnicas de re-
gularizagédo. Nesta secao, discutiremos alguns teoremas e resultados importantes que
s&o conhecidos e classicos na literatura, os teoremas e resultados sdo baseados no
livro classico [3].

Dado o operador linear e limitado 7 : X — Y e y € Y, determinar o x, que mini-
miza o funcional linear dado por:

Jo(X) = || Tx — y|I? + ol|x||?, parax € X. (32)
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Teorema 2.28. Seja T : X — Y linear e limitado entre espacos de Hilbert e a > 0.
Entao o funcional de Tikhonov J, tem um tnico minimo x, € X. O minimo x,, é a unica
solugdo da equacgédo normal

aXe + T Txy = Ty. (33)

O operador ol + T*T é um isomorfismo de X em si mesmo para todo o > 0.
Demonstragéo. Utilizamos a seguinte formula:
Jo(X) — Ja(Xa) = 2Re(Txo — ¥, T(X — Xa)) + 2aRe(Xo, X — Xa)-

FIT(x = xa)l1?

=2Re(T*(Txq — ¥) + aXa, X — Xq)-
Is

+allx = xall*.
+IT(x = xa)IIP + allx = xall.
para todo x € X. Se x® cumpre que

ax® + T*Tx = T*y.

entdo Ju,(x) — Jo(x®) > 0 paratodo x € X e Ju(X) > Ja(Xx9).

Por outro lado, se J,(x) > J,(x%) fazendo x = x® + tz obtem-se:
2tRe(T*(Tx™ — y) + ax®, z) + || Tz||> + at?||z||* > 0.
Dividindo por t > 0 e fazendo t — 0 obtem-se:
Re(T*(Tx“ —y)+ax®,z) >0 Vz € X.

Portanto, T*(Tx“ — y) + ax® = 0 e x® satisfaz a equagdo T*Tx“ +ax® = T*y. Aqui se
mostra que a equivaléncia da equag¢ao normal com o problema de minimizagdo como
pode ser consultado em [3, pag 38, Lemma 2.10] € equivalente. Agora, mostraremos
que al + T*T é injetor para todo o > 0. Seja al + T*T = 0. Multiplicando por x e
utilizando o produto interno,

a(x, x)+(Tx, Tx) = 0. Isto implica que, x = 0. Finalmente mostraremos que a/+ T*T é
sobrejetor. Como o/ + T*T € injetor e auto-adjunto, sua imagem é densa em X. Resta
provar que sua imagem é fechada. Seja z, = axn + T*Txn, — z uma sequéncia que
converge para algum z € X. Entdo zn— zm = a(xn— Xm) + T* T (xn — Xm). Multiplicando
a equacao por xn — Xm no produto interno implica:

allxn — Xml2 + | T (xn — xm) 11> =(zn — Zm, Xn — Xm).
<\lzn — zml|l|Xn — Xml|-

Assim, a||xn — Xm|| < ||zn — zml|. Portanto, (xn) € uma sequéncia de Cauchy e é
convergente a x € X que satisfaz ax + T*Tx = z. O
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Um fato que é importante mencionar € o seguinte: a solugédo da equacao (33)
pode ser escrita na forma x, = R,y com

Ry=(al+T*T)7IT*. Y = X. (34)
Teorema 2.29. Seja T : X — Y um operador linear, compacto e injetor, « > 0 e x* € X

a solugdo exata de Tx* = y*. Além disso, sejay’ € Y tal que ||y’ — y*|| < 6.

(a) Os operadores R, : Y — X de (34) formam uma estratégia de regularizacdo com

[|Ra|l < #& Este é o conhecido método de regularizagao de Tikhonov. Ry’ é

determinado como a tnica solugdo x? da equagdo
axd + T Tx) = T*y°. (35)
Toda escolha a(0) — 0 (6 — 0) com % — 0 (0 — 0) é admissivel.
(b) Sejax* = T*z € R(T*) com||z|| < E. Escolhemos a(5) = ¢ para algum ¢ > 0.

Entao a seguinte estimativa vale:

Iy~ 1 < 5 (g + vE) VOE (36)

2/3
(c) Paraalgumx = T*Tz € T*T(X), com||z|| < E, aescolha a prioria(§) = ¢ <%>
para ¢ > 0 leva a estimativa de erro dada por:

. 1
Iy~ ¥l < (7 + ) EVI2E. (37

Portanto, o método de regularizagao de Tikhonov é ideal quando ||(T*)1x*|| < E
ou ||(T*T)~1|| < E, respectivamente (sempre que T* seja injetora).

Demonstracdo. Uma prova deste fato pode ser consultada em [3]. O

Teorema 2.30. Seja T : X — Y linear, compacto e injetor de modo que R(T) é de
dimensé&o infinita. Além disso, seja x € X, e assuma que existe uma fungdo continua
a:]0,00) — [0,00) com «(0) = 0 tal que

; é —2/3 _
gln() ||Xa(5) — x||d =0

para todo y° € Y com ||y® — Tx|| < & onde xg((;) € X resolve (35) para o = o(6). Entéo
x = 0.

Demonstracao. A prova deste fato pode ser consultada em [3]. ]
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No momento de utilizar um método de regularizagéo, € imprescindivel fazer uma
escolha do paradmetro «. Para os métodos com os quais vamos trabalhar, existem
duas formas de realizar essa escolha, escolhas a priori e a posteriori. O parametro de
regularizacao deve ser escolhido em funcéo do nivel de ruido. Caso o parametro nao
dependa do vetor de dados perturbado, a escolha se conhece como escolha a priori.
Uma escolha a priori muito conhecida € a que é dada em [3, pag 36,teo 2.9]:

52
=a(d) > 0e ——= — 0, quando 6 — 0.
a = ad) a4
2.2.3 Principio da Discrepancia de Morozov

Um método muito conhecido e utilizado para obter parametros de regularizagao
a posteriori € denominado principio da discrepancia de Morozov [23]. Para os resulta-
dos que apresentaremos a seguir, assumimos que T : X — Y € um operador compacto
e injetor entre espacos de Hilbert X e Y com imagem densa T(X) C Y. Novamente,
consideramos a equacao
Tx=y,

para y € Y, usando regularizagéo de Tikhonov dada pelos operadores de regularizagao
Ry = (al+ T*T)"1T* paraa > 0,

0s quais aproximam a inversa nao limitada de T em T(X). J& vimos que x, = Ry.y
existe e € o unico minimo do funcional de Tikhonov. Os resultados e os teoremas apre-
sentados sao baseados no texto que mais citaremos neste trabalho [3]. Um tratamento
mais preciso e generalizado para o principio da discrepancia de Morozov pode ser
consultado em [20].

Teorema 2.31. Sgjay € Y, a > 0, e X,, a Unica solugdo da equacao
aXe + T Txo = Ty. (38)

Entdo x, depende continuamente em y e a. A fungdo o — ||x,|| € mondtona decres-
cente e
a—0

A fungdo o — || Tx, — y|| € monotona crescente e

lim Tx, =Y.
a—0

Se T*y + 0, entdo a monotonicidade estrita vale nos dois casos.
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Demonstragéo. A prova pode ser feita em 4 estagios.
(/) Usando a definigao de J,, e a otimalidade de x,,, concluimos que

04||on||2 < Ja(Xa) < Ja(0) = ||y||27

ou seja, ||xa|| < % Isto prova que x, — 0 quando o — oo.
(if) Escolhemos a > 0 e 3 > 0 e restando as equagées para x, € Xg:

a(Xa — Xg) + T*T(Xa — xg) + (a — B)x3 = 0. (39)
Aplicando produto interno com o fator x, — xz obtemos
ollXa = XgII* + [T (Xa = X)II” = (8 = a) (X3, Xa — X3). (40)
Desta equacéo, primeiro concluimos que
ofIXa — X5l < |8 = all(X3, Xa — x5)| < 18 = alllxglll|Xa — X3,

ou seja, ”
Y
allxa = xgll <16 = alllxsll < 18—« ik

Isto prova a continuidade da fun¢ao a — x,.

(i) Agora sejam 3 > « > 0. Da equagao (40) concluimos que (X3, Xo — X3) > 0.
Assim |1xg]I* < (x3,%) < lIxslllixall, ou seja, IIxsll < [Ixall, o que prova a mono-
tonicidade da fungdo a — ||Xa||-

(iv) Multiplicamos a equagéo normal para Xz por X, — X3 com o produto interno.
Isto equivale a

B(Xg, Xa — Xg) + (Txg — y, T(Xa — X)) = 0.

Agora, seja a > 3. De (40), vemos que (X3, Xo — Xg) < 0, OU seja,
0 < (Txg =y, T(xa = x3)) = (Txg = y. Txa = ) = || Txg — ylI*.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que || Txg — y|| < || Txa — Y-
(v) Finalmente, seja ¢ > 0. Como aimagem de T € densa em Y, existe x € X
com [|Tx — y||? < &. Escolha ag de modo que ag||x|[? < & Entdo

| Txo — YHZ < Jo(Xa) < Ja(x) < 62;

ou seja, || Txq — y|| < e paratodo a < ag O

Agora consideremos como se determina o parametro «(0) a partir do principio
da discrepéancia. Calcularemos a = «(§) > 0 correspondente a solu¢ao de Tikhonov
x2, obtida da equagéo

ax) + T Tx) = T*y°,
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isto €, o minimo de
JO(x) = | Tx — 2112 + al|x|)?, (41)

que satisfaz a equacéao
1% =¥l =6, (42)

E importante mencionar que a equacao (42) é sollvel somente se § < ||y°||, pois pelo
anterior teorema
lim || Tx% — ¥l = Iy°|l > 6
lim (1T — 0l = Y01l > o,

lim | Tx — 0| = 0 < 6. (43)
a—0
Além disso, a — || Tx? — y°|| é continua e estritamente crescente.

Teorema 2.32. Segja T : X — Y linear, injetor e compacto com imagem densaem Y.
SejaTx=ycomxeX,yeY,y’eYtalquelly—y’l <é<|yl. Sejaa solucdo
de Tikhonov x, ;) satisfazendo 17x0 o)~ yO|| = 6 para todo § € (0,4y). Entéo

(i) xg (5) — X para o — 0, quer dizer, o principio da discrepdncia é admissivel.

(i) Sejax = T*z € T*(Y) com||z|| < E. Entdo
||x§(5) — x|| < 2V/4E.

Demonstracdo. x° = x2 minimiza o funcional dado por:
JO(x) = I 5 () = a@IIXIP + (I Tx = y°II”.
Portanto, concluimos que
@I + 6% =sV(x) < SV (x),

=a(@)IIXIP +lly = y°II?,

=a(0)|IX]1* + 6,
e assim [|x?|| < ||x|| para todo & > 0. Isto d4 a seguinte estimativa:

1 = xII” =I1x°I1* — 2Re(x*, x) + [Ix|I*.
< 2[||x|I* - F?e(x‘s,x)] = 2Re(x — x‘s,x).

(i) Seja x € X e e > 0 arbitrario. A imagem de T*(Y) é densa em X, pois T € injetor.
Portanto, existe x = T*z € T*(Y) tal que ||x — x|| < 5. Ent&o concluimos que

IX? — x||?> < 2Re(x — X%, x — X) + 2Re(x — x°, T*2).
< 2||x — x5||§ + 2Re(y — Tx5,z).

€
< 2llx = XI5 + 4oll2]l.
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Isto pode ser escrito como (||x — X0 — §)2 < % + 46||z||. Agora, escolhendo § > 0

. , 2 . ,
tal que o lado direito é menor que 4€. Tomando a raiz uadrada, concluimos que
9 q
|Ix — x9|| < e para este 4.
(ii) Sejax = T*z,z€ Y. Entéao

IX? — x||? <2Re(x — x°, T*z) = 2Re(y — Tx°, 2).
<2Re(y — ¥, Z)+ 2F|’e(y‘5 — TxX°, z).
<20||z|| + 20]|z|] = 49]|z|| < 44E.

]

Observacao 2.33. A determinacéo de «(d) é equivalente ao problema de obter o zero
da fungdo monétona ¢(a) = || xS — y?||2 — 62. Nao é necessério que || Tx2 — y0|| = 6.
Uma inclusao da forma

c16 < |ITx = y°ll < e,

€ suficiente para mostrar as afirmacdes do anterior teorema.

Observacéo 2.34. Calculemos a derivada da fungéo o — x2, da express&o (38) temos
que:

d d d x
aoF = goxe = g (axg + T 7))

_ 0 d ) *
= ga(@Xa +a e () + T T(-(xa)
=x) 4+ (al+ T* T)(%(xg)

da
d d
Jalaxe) + o-(T"Txg)
d d , s
da
b
o
9 sy
= %(T y°) =0.
Assim, o célculo de «(0) pode ser obtido utilizando o método de Newton.
Teorema 2.35. Seja T : X — Y injetor e compacto, e seja a(§) escolhido pelo principio

da discrepancia. Assuma que, para todo x € T*T(X), y = Tx # 0, todas as sequéncias
dn— 0eydn e Y coml|ly—yo|| < énelly’|| > on para todo n, as solucdes de Tikhonov

xN = xi”( 5) convergem a x mais rapido que /on a cero, ou seja,
! ||x" — x|| = 0 quando n — (44)
— — Q.
Von

Entdo a imagem T(X) é de dimensé&o finita.
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Demonstragdo. Provaremos que a escolha de «(d) pelo principio de discrepancia im-
plica a limitacdo @, abreviando x9 = xg(é), temos para § < 1|yl

1 2
= =(1-= < — 20.
S =0 = DIyl < iyl

<lly =Yl +1IyY°ll = 26 < [ly°ll = 6.

=y’ =1y’ = Ty < ITX°1.

1 )
= —||ITT*(y" — TxO)|| < —||T|I?

onde aplicamos T a equagéao (38). Assim mostramos que existem ¢ > 0 com «(6) < ¢
para todo § suficientemente pequeno.

Agora vamos supor que dim R(K) = oo para obter uma contradigdo. Seja
{Mj, Xj,Yj i€ N} um sistema singular de T e vamos definir

1
X = Exl e y5" =y +dnyncomip = N%? (45)

entdioy = Tx = yyedp - 0quandon — 0e x € R((T*T)%) para todo o > 0 e
Iy — y|| = 0n < y/1+ 62 = |ly%n||. Portanto, a hipétese pelo principio da discrepancia
se satisfazem e assim se satisfaz. A solugdo da equacéo a(dp)x? + T*Tx" = T* yon &

dada por
X — M1 #ndn

a(dn) + 43" alon) + i

&(5n)Xn _ Mla((sn) X Mn@(5n)5g Xn.

1
a(dn) + 43 aldn) + up

n-

pix Kipon

T*Tx" = 5 5
a(0n) +p7  a(dn) + up

Xn-

Entao:

1 (o(0n) + p13) X ftndn(a(dn) + M%)X

a(6p)x" + T Tx" = :
o it T )

=p1X1 + ndnXn.
=T*(y1) +6nT*(¥n)-
=T"(y1 + dnyn)-
_THy b,
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0 X
XN x 231 Hnon 1

a(n) + 113 a(0n) + 13" m
:M% — ((dn) + M%>X1 ftndn
p1(e(6n) + pi3) a(dn) + 17
- —a(0n) ndn
= X1 )
1 (a(0n) + pf) a(dn) + pn

n-

Xn.

X" —xl _ a(dn)? 1

L L R + .
Von 13 (a(én) + p3)?  dn(al(dn) + pd)?
> Nn\/5_n
2 9"
a(dn) + Hn
_ on _ 1 S 1
- 1) 1) a aldn) " 1+c¢’

n

Isto é uma contradigédo pois contraria a hipétese (46) de que o quociente converge. [
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3 PROBLEMA INVERSO DE RECONSTRUCAO

Neste capitulo, se estudam as nogdes fundamentais do problema direto e do
problema inverso de reconstrucdo de fonte. Na primeira secao, se trata o problema
direto, em que o método de separacao de variaveis foi utilizado para obter a solugcao
analitica do problema. Em seguida, se aborda o problema inverso e se descrevem as
propriedades do operador compacto ‘B’ que aparece no lado direito da equacgao (4).

Um tratado pouco conhecido sobre o ISP € um livro de Victor Isakov publicado pela
American Mathemati-cal Society [27]. A vers&o inicial do manuscrito foi escrito em
Akademgorodok, um instituto de pesquisa da URSS, entre os anos de 1984-1986. Na
época, Victor Isakov decidiu emigrar da Unido Soviética pois foi destituido de seu cargo
na Universidade Estadual de Novosibirsk pelo professor M. M. Lavrentiev e substituido
pelo professor S. K. Godunov.

A verséo final do tratado foi concluida durante uma visita do professor Isakov na Cou-
rant Institute em Nova York. Neste livro, é possivel consultar uma revisao histérica e
detalhada do ISP a partir de uma abordagem tedrica.

3.1 RECONSTRUGCAO DE FONTE E SOLUGAO EM FORMA DE SERIE

Na primeira secado deste capitulo, abordamos a primeira parte que deve ser
conhecida antes de lidar com um problema inverso. Ao enfrentar problemas inversos, é
fundamental conhecer as propriedades e as formas de solu¢ao do problema direto. Na
literatura, esse tipo de equacéo € inicialmente abordado pelo bem conhecido método
de separacgao de variaveis; consulte [14, pag. 175] para um tratamento detalhado do
método.

3.1.1 Problema Direto

Considere o seguinte problema de valor inicial e de fronteira.

u—Au="f, em Qx(0,T),
u(-,t)=0 em 0Q x (0,T) (46)
u-,0)=¢ em Q.

Com f,¢ € L%(Q), onde 2 representa o dominio, considerando a fungéo f juntamente
com as condi¢des de contorno na equacao (46) conhecidas, o problema direto consiste



3.1. RECONSTRUCAO DE FONTE E SOLUCAO EM FORMA DE SERIE 33

em encontrar uma fung¢ao u que satisfaca essas condi¢des, as quais sdo conhecidas
como condi¢des de Dirichlet, conforme descrito em (46).

Denotamos por (-,-) e || - || o produto interno e correspondente norma em L2(9). Sejam
{A\k}ken Os autovalores do Laplaciano negativo (—A) com autofungdes associadas
{bk}ken, bk € H&(Q). Se sabe também que 0 < A} < XAy < ... com A, — oo quando
k — oo e que o subespago vetorial gerado por {by} ey forma uma base ortogonal
para o espaco L2(9), ver [14, pp 335, teorema 13].

Denotando (¢, bg) = ¢ € (f, bx) = fi, a solugdo em forma de série de (46) é dada por:

o0

u(x,t) =y (ke + (1 — e MON )by (%), T = (1, by), (47)
k=1

que converge em L2(0, T; H> N H} () N C([0, T]; L?(R2)), no sentido generalizado
ver [14].

Utilizando o método de separagédo de variaveis e transformando o problema em um
sistema de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO’s), o problema direto se transforma
em:

Uk (0) = (o, by),
O sistema acima é deduzido da seguinte forma. Utilizando o produto interno na primeira
equacéao de (46) tem-se:

/ uiby —/ AU - by :/ foy, Vt € [0, T] (49)
Q Q Q

Pelo teorema B.3 obtemos:
/div(Vu~bk)dx:/ Vu-bk~nds:/ Aut-bkdx+/ Vu - Vbydx. (50)
0 o0 Q0 Q

Entdo, como a segunda igualdade da anterior equacao € zero, pois u se anula na
fronteira, tem-se

{ Uy (1) + AUk (1) = (F, by), (48)

—/ Au-bkdx:/Vu-kadx, (51)
Q 0

pelo fato que os by se anulam na fronteira do dominio 2.

/utbkdx—/Au-bkdx:/ utbkdx+/Vu-kadx
Q 0 0 0

:/ utbkdx—/ uAbkdx:/ by dx.
Q Q Q
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Agora, utilizando novamente o teorema B.3

/div(u-ka)dx:/ u-kands:/ uAbkdx+/ Vu - Vbydx. (52)
0 o0 0 Q

/ Vu- Vbydx = — / uAbydx. (53)
Q 9]

Utilizando as expressdes que aparecem em (51), (52) e (53):

/utbkdx—/ uAbk:/ utbkdx+/Vu-kadx:/ fby dx
0 0 0 0 Q
/utbkdx—/ uAbkdx:/ fby dx
Q Q Q
/UtbkdX—/ U)\kbkdX:/ fbkdX
Q Q Q

%bkdx—/ uAkbkdXZ/ fby dx.
o dt Q Q

Pelo teorema de derivagéo sob o sinal da integral obtemos:

W dix — / UMby dx — / fby dx.
o dt Q Q

ﬂ[/ brax —)\k/ ubkdx:/ fby dx.
at| /o Q 0

Finalmente, denotando por uy(t) = [, ubkdx = (u, by) e
fx = [q foax = (f, by), uk(0) = [, dbkadx = (¢, by), se deduz o sistema de EDO’s (48).

Para k fixo a EDO dada por (48) tem por solucéao

t i T s
U () =e~ Jo Aty (0) + / (f, byyelo Akd"ars]
L 0

—o (0,50 + (1,05 (eMT - 1)
L Kk

o Jiwat _<¢’ be) + (f, bk><em B 1)}

Ak
—e fot Akt -<¢7 by) + (f, bx) et _ (f, bk)} ‘
L )\k )\k

Pelo principio de superposi¢ao para EDP’s lineares, a solugao do problema direto (46)
vem dada pela seguinte expansao em série:

- At f,b
u(- t) = kz::l e_/\kt<(f, by) eAk + ck), Cx = (¢, bg) — % (54)
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o0
Aplicando a condig&o final de tempo u(-, T) = g = 3. (gk, bk) bk, onde g € L%(Q) a
k=1
solugao no tempo final T:
> 1— e_/\kT T >
ot Ty = Y (PSR b + e N T (0.5 b= (0. b =g, (65)
k=1 k=1

que da a expressao de fonte exata dada por

- A
f= > (f.bi)by, com (f.b) = — (9. bx) — e (6, b)), (56)
k=1

A equacdo (56) é instavel para reconstruir f a partir de uma perturbagéo g; € L?(Q)
pois o ruido no coeficiente (g;, by) tende a aumentar quando k — oo. Veremos que
esse fato pode ser contornado usando técnicas de regularizagéo.

3.1.2 Problema Inverso

Dadas ¢,g € L%(Q) que satisfaz g = u(-, T), pretendemos recuperar o termo
fonte f € L?() da equagdo dada por

up—Au=1Ff em Qx(0,T),

u(-,t)=0 em 00 x (0, T), (57)
u(-,0)=¢ em €,

ui-,Ty=g em Q.

Assim, desejamos recuperar o termo de fonte desconhecido f da condicao de
tempo final u(-, T).
Com isto claro, define-se o operador ver [5]: B : L%(Q) — L?(Q2), como:

o

B(f) = (1—e )\ theby, fic = (f, by). (58)
k=1

Neste caso, sdo utilizados como dados de entrada as medidas no tempo final
da solugéo, ou seja, u(-, T), a solugdo no ultimo passo de tempo.

O operador B satisfaz B(f) = u(-, T) — ¢, onde

o0
=" dre by (x). (59)
k=1
Teorema 3.1. O operador B esta bem definido, € linear, compacto, auto-adjunto, posi-

. . o T
tivo e injetor com autovalores dados por oy = 1 ik .
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Demonstragdo. (i) B estd bem definido: Seja 1 a medida de Lebesgue sobre ) e sejam
f,g € L>(Q) de modo que f = g em y quase todo 2, entdo existe A na o-algebra de
Lebesgue sobre 2 tal que u(A) =0 e f(x) = g(x) para todo x ¢ A. Logo,

<1 — e M)\ by (x)

gk

B(f) =

Z At Gr b (%)
B(g

) parax ¢ A.

Assim, B(f) = B(g) em 1 quase todo €. Portanto, da definicdo do espaco L2(1),
B(f) = B(g) em L%(Q2) e B esta bem definido.

(i) B é linear: Sejam f, g € L%(Q), entdo

B(f+9) =Y (1—e M)\ (fi+ gr)bk(x).

k=1
[ee]
=3 (1 — e M feb(x) + (1 — e M)A gy (x).
k=1
(o] (o]
=3 (1 — e M Rbr(x) + Y (1 — e M)A gy (x).
k=1 k=1
= B(f) + B(g)
Seja a € R, entédo
o0
B(af) =Y (1 — e\ tafiby(x)
k=1
[ee]

=a Y (1 — e M heby(x).

—aB(f).

(iii) B é compacto: Definamos a seguinte sequéncia de operadores de L?(Q) em L%(Q):

n

Bn(f) =Y (1 — e M)\ iby(x).
k=1

Provaremos que (Bp) € uma sequéncia de operadores compactos que converge na
norma de operadores a B. Seja n fixo e arbitrario. Entdo pela desigualdade triangular
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e de Cauchy-Schwarz temos que:

n
1Ba(Hll =|| > (1 — e TN iby(x)
k=1
n T
[1—e M|
< ————f|llbk (x
k; o Vellibk(xl
n ~MT
|1 —e ']
< —||If
< kgzjl s L
n T
1—e 7
=<ZA—>H"II-
k=1 k
Como k% < )\, para todo k € N, obtemos que:
n T X 2
1-— k 2
I P B
k=1 k k=1

Assim, ||Bn(f)|| < E;||f||. Como n é arbitrério, a sequéncia de operadores (Bp) €
limitada. A sequéncia de operadores ¢ linear e a prova deste fato vem de utilizar (/i)
em By. Por outro lado, dado que R(Bp)= span {by, ..., bn}, dim Ba(L3(Q)) < oo e pelo
teorema 2.4 o operador B é compacto. Portanto, a sequéncia (Bp) € uma sequéncia
de operadores compactos. Finalmente, na norma de operador temos que:

L 1—e M
1Bn — Bl = sup ——Tkbk(x)
{feLl2(Q)IflI=1} | k=n+1 k
o0 ~MT
1—e 7k
< sup —‘HfH”bk”Q
{feL2(Q)IIflI=1} k=p+1
k=n+1 Ak
CXD —
Fazendo n — oo, obtemos que k, \y — e > # — 0. Logo, ||Bn — B|| — 0.
k=n+1

Portanto, pelo Teorema [2, 8.1-5,pag 408] o operador B é compacto.

(iv) Os autovalores de B sdo dados por oy = 1‘3?” e B é autoadjunto.

Provaremos agora que os autovalores associados ao operador B vem dados por
ok =(1— e‘AkT))\/:l >0,parak =1,2,....
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Seja f € L?(Q), aplicando B a f,

oo

B(f) =D (1 — e M )X Hbk(x) Zo—kfkbk,
k=1

dado que f pode ser descrita como

o0
f=>" fiby,
k=1

tem-se que (B(f), bx) = ox(f, bx) para cada k = 1,2, ... e assim utilizando as proprie-
dades do produto interno:

(B(f), by) — ok (f, bx) = (B(f) — oxf,by) =0paracada k = 1,2, ... .

Como by # 0 paracada k = 1,2, ... tem-se que B(f) —oxf =0 paracada k = 1,2,... .
Portanto, B(f) = oy f para cada k = 1,2, ... e os autovalores de B s&o 0s 0} s .

B é auto-adjunto: Sejam f,g € L?(2). Como {by}xcn € uma base ortonormal
para L2(9), as funcdes f e g podem ser expressas como:

(0.¢]
f=>" fiby,
k=1
oo
9= gkby.
k=1

Logo,

/\
TMg

/\kT )‘klfkbk Zgj >

< (1—e /\kT 1fkbk Zgj >

NE HM8

(1 — e~ ™)\ by (x), gk (X))

o

1

M

/Q (1 - e T gy

o
0
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k=1

=5 (fibk (%), (1 — e M)A ggby(x))
k=1

:kz:1<fkbk(x),;(1 e N\ 1gjb,(X)>
— j=

:<k2_:1fkbk(x),j§(1 e N\ 1g,b,(X)>

=(f, B(9))

Portanto, B é auto-adjunto. Mostremos que o operador B é positivo. Seja f € L?(Q),
entio:

k=1 J=1

= Z<(1 — e M)A by (x), > ’?b/(x)>
k=1 J=1

= (1 — e M)A by (x), fiebi (X))
k=1

:i/é(l e_/\kT))\ElfQ
k=1

>0

(v) Béinjetor: Sejam f, g € L2(9), suponhamos que B(f) = B(g), entdo B(f) — B(g) = 0.

0

Como B é linear tem-se que B(f—g) = 0, quer dizer 3 (1—e T\ 1 (f—g) by (x) = 0.
k=1

Assim, dado que (1 — e *T) £ 0 dado que \x # O paratodo ke —\, T #£0, e T £ 1.

by # 0 entéo (f—g), = 0 paratodo k, isto é (f — g, by) = 0 para todo k. Como { by } ke
€ uma base ortonormal entdo f — g € {bk}ﬁeN ef—-g=0.Portanto, f =ge Bé
injetor. O

A partir deste ponto, concentraremos nossa discussdo em métodos para recu-
perar a fungdo-fonte f a partir da condi¢éo final de tempo g.

Notamos que para g € L2(Q):
T

u(. Ty =Y <¢ke—m + 1‘f—kfk> be(x) = > gkbk(x)=g.  (60)
k=1

k=1
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onde gx = (g, bx). Dado que Ay — oo quando k — oo,

2 20T 2 A—20T 12
¢ke k _¢ke k/\k

2
= < ,
0/2( (1-— e*)‘kT)2 < 9k
L. - o0 ¢2672)\k7— i .
para k suficientemente grande k € N, entdo ) “& —— < 0o e 0 Teorema 2.9 impli-
k=1 k

o0
cam que S ¢xe T by (x) € R(B) (aimagem do operador B).
k=1

A recuperacido do termo fonte f € L%(Q) a partir da condicdo adicional g € L2(Q)

se reduz a resolver a equacgao de operadores dada por:

Bf=q, g=9—¢. (61)

Tem-se que g € R(B), tem Unica solugao sempre que g € R(B) e B seja um operador
positivo. Da equacéo (60), aplicando o produto interno, o coeficiente de Fourier f, da
solugéo exata f vem dado por:

Xk T
=gt ("Ok€ T+ 9K,
e assim
= = Ak T
FX) =) fibk(x) =) m(—@@ T+ gi) b (%),
k=1 k=1

o que implica que o termo fonte pode ser expresso como:
o
fx) =D o) (—oxe™™T + g)by(x), (62)
k=1

onde gx = (9, bk) € o) = (1 — e‘AkT))\,;l. E importante notar que ao ser o operador B
compacto 3.1, o operador B~! : R(B) — L?(Q2) é nao limitado. Assim, a equagao linear
(61) é mal posta. Pequenos erros nos dados de entrada g podem levar a perturbacoes
na solu¢cdo computada utilizando a solugao explicita dada em (62). Diferentes técnicas
de regularizagao para transformar o problema mal posto em um problema bem posto
tem que ser incorporadas.
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4 METODOS DE RECONSTRUCAO DE FONTE

Neste capitulo, abordaremos métodos de reconstrugéo de fonte para o ISP. Na
primeira segao, apresentamos a dedugédo dos métodos QBVM [16, 36,58], na segunda
secao se apresenta o método TSVE proposto em [6], na terceira sec¢ao se estudara
o meétodo de regularizagdo baseado em filtros para, posteriormente, na quarta secao,
apresentar a andlise de convergéncia dos quatro métodos. A analise de convergéncia
€ baseada em [5, 6].

4.1 METODOS QBVM, MQBVM E PQBVM

Este método envolve a modificagcdo da condicao final de tempo dada por u(-, T)
para uma condi¢ao que transforma o problema mal posto em um problema bem posto.

Sejam T > 0 e Q c R9d = 1,2) um dominio aberto e limitado com fronteira con-
tinua por partes 0f2. Consideremos o problema inverso de fonte de reconstruir o termo
nao conhecido f dependente do espago, e tal que f € L?(Q), a partir da condigéo final
g(-.T)=u(-,T) € H&(Q), baseado na seguinte equag¢do ndo-homogénea

up—Au=1Ff em Qx(0,T),

u(-,t)=0 em 0 x (0, T), (63)
u(-,0)=¢ em Q,

ui-,Ty=g em Q.

Aqui temos que ¢ € H&(Q) € uma condicao inicial e a condicao final g é desconhecida
exatamente, e somente fica disponivel como uma medida de ruido g; € L%(2), que se
assume satisfazer ||g — gsl|2 < §, com um nivel de ruido § > 0. Isso gera um problema
mal posto que requer técnicas de regularizacao efetiva.

O método QBVM [17] consiste em trocar a condic¢ao final u(-, T) = g por u(-, T)+pf(:) =
gs, 0 MQBVM [58] de trocar u(-, T) = g por u(-, T) — BAf(-) = g5 e o PQBVM [16]
de trocar u(-, T) = g por u(-, T) + B(af(-) — Af(-)) = g5, onde «, § séo parametros de
regularizacao.

Para nosso caso de estudo, vamos admitir que nosso dominio €2, no caso 1D, € um
intervalo aberto e no caso 2D é um retangulo aberto.
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4.1.1 Deducao Método QBVM

Sabemos de [16, pag 12] que a solugéo analitica da equagéao (63) vem dada por

Akt
Ze M( (F. o)~ ° + (¢, by) —%)b,{. (64)

Como a condigéo final da equagéo (63) para o QBVM vem dada por u(-, T)+ 5f(:) = g;,
substituindo no tempo final T e utilizando as expressdes em série das fungdes

f=> (f b)bx,
k=1
e
95 = <g<$>bk>bk7
k=1
obtemos que
00 AT
(T4 00 =3 T (1005~ + (00 - 52 b+ 3t
k=1
s 1 e*AkT AT
Zl(g_:l((f,bm()\—k— o 8) + (oo T b
00 oM T
:Z(<f=bk><1 ik +5> <¢bk>e)\kT>)bk
k=1
o0 A= T A
=3 (100 (P gonge T oy
k=1
=) (g5, bk) by
k=1

Aplicando produto interno na equagao anterior com o elemento by:

1—e MT

(W T) + 81,5 =(h ) (5= ) + (0. b)e™T
=(9s. bk)-
O que mostra que a expressdo para o termo fonte vem dada por:

Ak

_ T
1— e—AkTJrﬁ)\k((gaabm (¢, bk)e™*").  (85)

Mg

<f bk>bkv com <f bk>

k=1
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4.1.2 Deducao dos Métodos MQBVM e PQBVM

Para deduzir o método a partir da solu¢ao geral dada em (64) e que a condicao
final da equacéo (63) para 0o PQBVM é u(-, T) + f(af(-) — Af(-)) = g5, com f € L2(Q)
utilizamos as solugées em série das fungdes f(-), Af(-) e gs, lembramos que {by }ken
é uma base de Schauder para o espaco L2(2). Sabemos que:

Baf(:) = a(f, by) by

k=1

(V=) 5
k=1
BAF(-) = BIAT b)bx = > BAk(f, by) by
k=1
95 =Y _ (95, by) by
k=1

Assim se tem:

u(-, T) + Blaf()

M T
e f.b
T ( (1,50 %+ (6.bi) - < Ak’”)bk

Ze
+Zﬁafbk bk—25Af by )b
k=1

o0 )\kT
=Zl AT (1160 +<¢,bk>—%)bk
Balf, by)bx — BIAT, by) by

Observacao 4.1. O método PQBVM proposto em [16] procura construir sistemas
lineares regularizados com uma estrutura que permita acelerar a busca do termo fonte
conservando as taxas de convergéncia do conhecido método QBVM proposto em [17].

Aplicando as expressodes para os termos fonte de Saf(-), BAf(-) e g5 na ultima
equacao, faz que:

(0.9]

M T
ule Ty 8(af()-a1) = 3= | F526 0, e T 208 s, by (41, by | b
k=1
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- g (100 (1~ T+ ) — 51 + (6,60 o

= [0 (T A b+ 6.006 |
k=1~

= [ (ST ) i + 0. bge o
k=1"

= [ (T A ) e oy

- kfjl (19 (LTI g e Ty

il
I

Aplicando o produto interno:

1—e M 4 \Ba—A\2B _
(f, bk>< Iy a g ) + (@, br)e T = (gs, by).
o0
O termo fonte vem dado por f = >_ (f, bx) by, onde
k=1
A _
(f, by) = . (g, bk) — (6, b)), (66)

1— e MT 4 M\ Ba— A2
O método MQBVM [58] se deduz de forma analoga. O MQBVM vem de substituir & = 0
na equagao anterior.

Observacao 4.2. O método MQBVM [58] foi proposto no contexto de derivadas de
ordem fraciondria; alguns trabalhos do ISP com a derivada no caso fracionario podem
ser encontrados em [56,58-60, 62, 80—83].

4.2 METODO TSVE

Na secao anterior deduzimos os trés métodos citados em [16]. Nesta secao
abordamos o método de reconstrucao de fonte utilizando o método da expanséo em
valores singulares truncada, TSVE. Sabe-se que este método é util quando o sistema
singular do operador é disponivel. Neste caso, dado que o operador B citado na se¢céo
anterior € compacto e auto-adjunto, como o sistema singular do operador B vem dado
por {ok, bk, by} para k = 1,2, ..., a solu¢cdo construida pelo método TSVE é expressa
como:
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™ (b, 95)
fux) = > Kby (),
k
k=1
onde N funciona como parametro de regularizacao. O principio da discrepancia encon-
tra o primeiro N € N de modo que

llgs — B(F)Il < 74,

para algum 7 > 1. Na seguinte sec¢éo, se discutira o método de regularizagao baseado
em filtros.

4.3 METODO DE REGULARIZACAO BASEADO EM FILTROS

Na presente secao, se revisard uma forma de construir solucdes regularizadas
utilizando sistemas singulares de acordo com [3]. Seja B : F — G um operador linear
compacto entre espacos de Hilbert F, G, onde a imagem de B, R(B) é nao fechada,
e com sistema singular dado por {ok, pk, bx}, kK = 1,2, ...,. Considere a equagao de
operador linear dado por:

Bf =g. g € R(B), (67)
para o qual, pelo teorema 2.9,
1
fl=Blg=>" o9 bk (68)
k=1

€ a solugao de norma minima do problema de minimos quadrados min||Bf — g|| onde
Bt é a pseudo inversa de Moore-Penrose de B. Claramente, B' coincide com a inversa
ordinéria de B, B~! em R(B) se o operador B é injetor ver [20]. Se, em vez de g,
somente dados com ruido gs s&o disponiveis, de modo que

llg — gsll <6, (69)

para algum ¢ > 0, qualquer tentativa de avaliar f/ = BTg% como em (68),

e.¢]

1
=" —(gs bk, (70)
Ok
k=1
acarreta em problemas de estabilidade. Métodos de regularizacdo baseados em fil-
tros constituem aproximagdes estaveis a f! filtrando os fatores Uik em 9, utilizando

aproximacoes da forma
o0

1
fo= > Falok)-

k=1 k
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onde F, : (0,[|B||] — R é uma familia de fungbes parametrizadas por um parametro
de regularizacédo « > 0, conhecido como fator de filtro o funcéo de filtro, satisfazendo
as propriedades (i), (ii), (iii) do teorema 2.18. A vantagem da abordagem por filtros de
regularizacao é que eles facilitam a analise e permitem deduzir taxas de convergéncia.

Exemplos de métodos de regularizacdo baseada em filtros (71) com funcdes de fil-
tros satisfazendo as condigdes do teorema 2.18 incluem: regularizagéo de Tikhonov,
regularizagédo de Lavrentiev , método de corte espectral (TSVE) e método de Showalter.
A tabela seguinte mostra os métodos de regularizacdo baseados em filtros.

Método Fo(o)
Tikhonov | -2

_ ai—f—a
Lavrentiev | T~
TSVE UQX[a,oo)’ x a fungéo caracteristica

2

-0

Showalter | 1 — &5

T2

Com escolhas a priori ou a posteriori do parametro de regularizacao «, sabe-se
que fg — fT quando § — 0 ver [3,20], embora a convergéncia fg — ff quando § — 0
possa ser um pouco lenta. Porém, a taxa de convergéncia pode melhorar quando a
solugdo exata satisfaz alguma condicdo de fonte. Em particular, quando a solug¢ao
exata satisfazer a conhecida condicao de fonte de Holder:

fl = Blg e R(B*B)"), ju> 0, (72)

2
sabe se que It — f|| = O(é?uil), 0<p < pg— % onde y denota a qualificagdo do
método.

Quando fizemos a deducédo do método e chegamos na equacao (66), note que o
termo f(-) foi multiplicado por Sa. Neste caso, chegamos em outra expressao distinta
que tera nossa preferéncia por facilitar a andlise. Ela é deduzida de forma analoga
ao que fizemos antes. Consideramos o0 QBVM em um contexto geral onde fgﬂ sao
aproximagbes para a fungao f, com f, 3 sendo definida como a solugdo do modelo
regularizado

ur— Au =, em Q x (0,7),
u(-,t)=0 em 9Q x (0, T), 73)
u(-,0)=0 em €,

u(-, T)+ af(-) — BAf(:) = g5 em Q.
Se 5 = 0 obtemos 0 QBVM, o MQBVM se o = 0 e 0 PQBVM se «, 3 # 0, sabemos
da deducéao anterior dos métodos que a solucao em forma de série pode ser expressa
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como

(0.¢]
A
5= k i) by (X), 74
0,3 kll_e_)\kT+O‘)\k+/\i6<gé k) Ok (X) (74)

eque 0 , — f quando «a, 3 — 0, com a fonte exata f dada por
o.f

-3 02 =3 .6t 75)

Assim, «, 5 tem o papel de parametros de regularizacdo. Nas seguintes secoes, se
discutira o analise de convergéncia da equacao anterior onde a funcao ¢ € a funcao
nula, se estudarao estimativas de erro do termo ||f, — fgﬁn para escolhas adequadas
do parametro de regularizagao.

4.4 ANALISE DE CONVERGENCIA PARA OS METODOS QBVM E TSVE

Nesta secao, se estudara a analise de convergéncia para os quatro métodos
apresentados na secao anterior. A analise é baseada no artigo de [5] e se estabelecem
taxas de convergéncia para uma escolha a priori para os métodos de valor quase-
limite e uma taxa de convergéncia a posteriori baseada no principio da discrepancia
de Morozov para o método TSVE.

4.4.1 Analise de convergéncia do método QBVM

- T .
No presente caso, f =0 e oy = 1*‘f\k “_ onde T denota o tempo final. Como
solucao regularizada é dada por:

Ak
1— e—AkT + Oz/\k

M

0
fa70 -

(95, b ) bk (X)

=

—1
Ak

1— =X T
(=T )

M 1

x

I

—_
pS

(95 b, ) bK (X)

Jk—l-a Ok K

—_

M2 T8

o +a(95,bk>bk(x)-

k

Lembramos que FL&¥(5) = s1a € ofiltro de regularizagéo de Lavrentiev, assim
o QBVM é caraterizado por filtro de Lavrentiev [5].
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Observacao 4.3. Também se sabe que, do Teorema 2.27, a taxa de convergéncia de
f,.0 € O(62) e que a anterior taxa ndo pode ser melhorada para um operador B com
imagem nao fechada, ver [75]. Uma vantagem do método anterior é que independen-
temente de como foi escolhido o parametro de regularizagéo, seja de forma a priori ou
a posteriori, ||f — f, ol| — 0 quando o — 0 [5].

4.4.2 Analise de convergéncia do método MQBVM

Quando o = 0 em (74) podemos obter a solugdo aproximada dada por:

(o)
Ak
fax) = - (95, bic) b (X)
S 1l —e M+ 6%
= 1
=> o T (95 b)) b (x)
k=1 " T PAk

1
- by) by (x)
o (95 br) by
T
1
o2+pB(1—e k)

M

0
o
Q

1

(95, b ) bk (X)

k=1 o
(o) O'k
p— b
2 T ey 95k
o0 O'k
= , by )b
z::Uk—i-ﬁ(l—e XT) ok 7K (g5, bic) by (x)
%) o2 < b
k 95 bk)
= b
2 TGy o o6
o0
,b
=3 Pl 82 ),
k=1 k
Com fator de filtro dado por:
2
o
Fs(ok) = k . (76)

o2 + B(1— e MT)

Note que 2ab < a® + b2 implica ab < &40,
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Tomando a = oy € b= 1/58(1 — e~ T) obtemos:

204/ BV1 — e MT < of 4+ B(1 — e T,

2 T
1—e 7k
2\/3\/1—6—*”30"+6( ),
Tk
entdo isolando 2/3v1 — e~ A«T;
Fﬂ(gk) Ok 1

<
ok o+ BL—e M) T 981 —eMT

. o i o 1 . . .
P.roposu;ao 4.4. Se escolhemos .C(B) =/5€ C = Pyer=nt ficam satisfeitas as
hipétese do Teorema 2.18 para o filtro dado na equacéo (76).

(77)

Demonstragéo. Verifiquemos as condigdes (i) — (iii).
(i) Seja3>0e0 < o <|[B], entdo
o2 1
F, = =
IFalo)l o2+ B(1— e MT) L Bl—e )

<1
(ii) Seja ¢(p) = 2\/3\/1+e7_)\17'
2
Fs(o) = d < ?
5(0) 02“‘6(1 _ e—)\kT) = 2B /1 — e T
o
<

2W/BV1—eMT
)

2

ag
lim F, = lim
5@0 3(0) B—0 02 + B(1 — e MT)
1
= |lim
B‘)O 1 + ﬁ(l—:;AkT)

= 1.
]

Observacao 4.5. De acordo com [5, pag 7], para uma equacgao de operador geral
Tf = g5, onde o operador T ndo tem imagem fechada R(T), sob a hipétese que a
solucao exata satisfaz a condi¢ao de fonte

fl=Tlge R(T*T)* 1> 0, (78)
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se sabe de [20] e [19] que
17— 211 = O(6357),0 < pu < g — 112, (79)
onde o indice yy denota a qualificacdo do método de regularizagao.

Para a analise a seguir, vamos introduzir o termo dado por rg(og) = 1 — Fg(o).
A solucgao regularizada para o dado exato vem dada por

e i Falo) 19060 (80)
0,8 — B\Ok oK K-
k=1

Decompondo o erro eg como a soma do erro de regularizagdo com o erro devido ao

ruido, obtemos

e =(f—fyp) +(fs— 5 =esr+6sn, (81)
sendo
7b 9
sty = 02 Z F(ow L2 by
k 1
_Z 1_ gé?bk)bk(X).
ok

Denotando rz(ok) como sendo rg(og) =1 — Fg(ok):

- (9. b)
&5 = Y 15(0k) = b (82)
k=1 k
Ao mesmo tempo:
€s.n =l — 5,5 (83)
—iF K b — 3 Fy 9‘5’b">b 84
=2 Fslok k Z slo k- (84)
o0
_ Ok

A condigdo de fonte f € R(BQH) € equivalente a [20]:

(9,bk) _
Ok

o3"(z, bk), para todo k, (86)

com algum z € L%(Q) tal que B*'z = f. Entdo o erro de regularizac&o satisfaz

oo

lles > = > (rs(o)) 2o 1z, bi) 2. (87)

k=1
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Mas como
(oK) = 1= Fy(oy) < 1= FI¥(h) = 52—, (88)
o+ 15}
aparece a seguinte desigualdade
20
o _ 9k B
rg(og)oy < 89
Para limitar o erro de regularizacédo, temos que limitar a fungao
o213
hﬂ(O’):m, OSUSO'l. (90)

Proposicao 4.6. A funcéo definida na equagéo (90) atinge maximo emoy = /pf/(1 — 1)
para0 < u<1eemo =0y quando i > 1.

Demonstraggo. hy (o) = 522—:% derivando tem-se:

X (0) :2u02“_1ﬂ(02 + B) — 2B02KH1
w (02 4 6)2
202G 4 2521152 _ 93,2u+1
- (02 + B)? |
A expressao anterior tem que ser igual a 0 para encontrar os pontos criticos, ou seja 0
numerador deve anular:

20213 4 2021 52 _ 9,21+

po?i g 4 p2i=152 _ galntl

poi L 4 g2l g 2l

(1 — 1o+ 4 o=l —g

Bu= (1 - po’.

Finalmente as raizes do polinémio (u—1)o?#*t14+8uc? 1 sdo o = + 15_—/‘” Pelo criterio
da segunda derivada aplicado em a fungéo h, (o), o ponto de maximo é oy = =5
pois hy,(0g) = Qﬂggu2(52”(2“_1)+ﬂ((ﬂ4f;§)2“_1>+(2“2_5“+3)08) < 0.Quando y; > 1a
fungéo hy (o) é estritamente crescente e como os valores singulares s&o crescentes e
o maior deles € o1 a fungao atinge maximo em o; quando p > 1. O

Agora substituindo o(:

ﬁﬂ P‘ﬂ ﬁu P‘/B
o R e e s

hu(og) = = = = —
" g+8 s £ A-pt
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Assim, h,(c) < CpH, onde C = # Para 1 > 1, h,(c) € estritamente
crescente, pois a segunda derivada da fungdo h, (o) € dada por

h;;(a) _ 260 (B pp )4 B G- ) (2Bt 3)0%) para ;. > 1. Agora note-

(5+u )?
mos que hy,(oq 3# < Tﬁ dado que —r < —g, entdo hy (o) < 2P,
i+8 +6 1

Consequentemente, para C, apropriado, o erro de regularizago na norma L2(2) pode
ser limitado por

lleg rll < Cop”llzll, 0 < p < 1. (91)
Para a norma do erro devido ao ruido,
X [Fslox)]?
lesal? =3 V—} (g — g5 B2, (92)
kel Ok
usando (77) temos
Ci
e < —llg — . (93)
lleg nll \/ﬁllg gsll

As equacoes (91) e (93) juntas implicam
Cio

€)1l < Capllzll + == NG

)

e a selecao a priori de parametro g = (W

2H‘+1 pY . .
nos leva a estimativa

2
If = 1) 5ll = O(l|2I[716%%T), 0 < pu < 1. (94)

A estimativa de erro obtida é a mesma obtida ao aplicar a regularizacdo de
Tikhonov a uma equacgao de operador que envolve um operador compacto. A razao
para isso se deve ao fato de que a estimativa depende das expressodes (77) e (89)-(94),
que, por sua vez, dependem fortemente das propriedades do filtro de Tikhonov.

4.4.3 Analise de convergéncia do método PQBVM caso o = 2/3

No caso novo, temos que a # 0 e 5 # 0. Como foi deduzido anteriormente, a
aproximacao pode ser descrita em termos de fatores de filtro da seguinte forma:

@ Ok

com
2

o
E _ k 96
a’ﬂ(ak) al2( + aok + B(1 — e—AkT)’ (96)
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qgue descreve um problema de regularizacdo com dois parametros. Note que este filtro
nao é um filtro conhecido. Por enquanto, faremos uma breve discussdo no caso em
que o parametro « esta relacionado com o parametro 5 e realizaremos uma breve
discussao no caso em que a = 2+/3. Para isso, vamos decompor o erro da seguinte
forma:

eoz,ﬂ = (f - f [3) (fa,ﬁ - fgﬁ) = Ca By + eoz,ﬂ,m (97)
onde -
,b
€apy = Z[l - Fa,ﬁ(ak)]<g0—k>bka
k=1 k
e

,b
eo[ﬁ’n Z F g g5 k) bk

A condicao de fonte f € R(B?*) é equwalente a [20]:

b
(9:66) _ oi’“‘(z, by), para todo k,
Ok
com algum z € L?(Q) tal que B*'z = f. Analogo ao caso anterior estimamos os erros
de regularizacdo e erro devido ao ruido separadamente. Para a escolha de a = 2\/f3
vemos que

Fo 6(Uk> Cs
o 7 < 98
by (98)
e portanto
Cs
6,85l < —\/Bllg—gall- (99)

Procedendo como no caso anterior seja r2\/B,3(Uk) =1- FNB ﬂ(ak). Como

2

9k
Fovpolon) 2 o T oo

e como
e (2\/_0k+5)
fyy3.5(0K)0 < o2 +2\/_0k+5

precisamos fazer a analise da funcéo
(2v/Bo + B)o?
02 +2+/Bog + '
Proposicao 4.7. A funggo g,,(c) em (102) tem como ponto critico
o — VBVEN B+ A 4/

2(1 —2p) '

para0 < p < 1/2, e para i > 1/2 0 maximo é atingido em s* = o;.

(101)

0<o<||B|l, o>0, 38 >0. (102)

9ulo) =

(103)
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Demonstragéo. Aplicando a regra do quociente para a derivada obtemos que:

) (2v/Bok + B)o ") (0% + 2/Boy + B) — (0% + 2/Bok + B) (2v/Bo + B)o*H
9ulo) = (02 + 2/Boy + B)?

(104)
_2VBo B + 3y/Bo + (2p — 1)o7 (105)
(VB+o)? '
Agora temos que ter 2\/Bo?* 1B + 3v/Buo + (2u — 1)o?] = 0 para achar os pontos
criticos. Assim, dado que o # 0 entdo tem-se que (2p— 1)[Bu+3v/Buo + (2 —1)o?] = 0.
Esta equacao de segundo grau tem raizes dadas por:
p _—3VBuE VIB® — (81— 4)Bp
2(2p —1)Bp
—3vBu £ /981 — (8u — 4)Bp
2(2p = 1)Bp
—3v/Bu £ /98> — (8 — 4)Bu
2(20— 1)Bp
—3v/Bu £ \/98u? — 8?5 + 4Bu
2(2p—1)Bp
_—3BuE V2B + 48
T 22u—1)Bu
=3B /By +4
B 2(20 = 1)Bp '
Como a quadratica dada por 8u + 3v/Buo + (2i — 1)0? tem concavidade para cima e a
derivada muda de sinal de positivo em [0, s*] a negativo para s > s*, concluimos que
gy atinge seu maximo em s = s*. Se 1 > 1/2 entdo s* € positivo o qual implica que
a fungéo g, (o) € estritamente crescente e g, (o) atinge seu valor maximo em s* = o
por o fato de ser os o} s crescentes. O

Logo, para C4 apropriado obtemos que g, () < Cy8#, 0 < 1 < 1/2,0 < 0 < o7.
Usando isto na equacao (101) € facil ver que o erro de regularizagdo na norma pode
ser limitado como:

l1€9,/5,5,.1l < C1"|2]]. (106)
Assim, (101) e (106) implicam que
1f =15 3 4ll < Cull2l| 8 + 351726, (107)

e uma escolha a priori de § como no caso do MQBVM nos leva a seguinte estimativa:
2
I = £ 5 5ll = OUIZI|T5T6357), 0 < p < 172. (108)

Em resumo, temos obtido taxas de convergéncia para os trés métodos.
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Teorema 4.8. Seja fg za aproximagao geral dada por (73) e f a fungéo de fonte exata.

Temos as seguintes estimativas.
1

(a) Com 3 =0, se f € R(B*") e escolhendo o« = (”%”> Q#H, se tem

170 0 — fl] = O(6HT), 0 < < 1/2. (109)
a,0

2

(b) Coma =0, f € R(B?**) e escolhendo /3 = <i> QHI, tem-se

12|

2

2

(c) Coma =2,/ >0, sefe R(B*) e escolhendo 3 = (i) 2"“, tem-se:

[E4]
0 _2p
||fa7ﬁ—f||:O(§2#+1)’ O<M§1/2. (111)

4.4.4 Analise de Convergéncia do método TSVE

Lembramos que, como o operador B é compacto e auto-adjunto, e o sistema
singular do operador B é dado por {0k, bx} para k = 1,2, ..., a solugdo construida pelo
TSVE vista como filtro de regularizacdo pode ser expressa como:

00 N
R0 = 3 Falo) D9l ) = 3~ BreBilp )
k=1 Tk k=1 kK

onde N funciona como parametro de regularizacao. A funcao de filtro neste caso é
dada pelo filtro do corte espectral dado por:

1, 02> N,
0, o <N.

Nossa anadlise de convergéncia considera o caso em que N é escolhido utilizando
o principio da discrepancia de Morozov. Neste caso, o principio encontra o primeiro
N € N tal que:

195 = BIRII < 7, (112)



4.4. ANALISE DE CONVERGENCIA PARA OS METODOS QBVM E TSVE 56

para algum 7 > 1. Definamos o seguinte espa¢o como sendo:

(o] o0
D(AP) = {u =Y ukb e L2(Q): Y APlugl? < oo} ,p >0, (113)

k=1 k=1

onde )\ sdo autovalores de —A. Sabe-se que D(AP) é um espago de Hilbert munido
com o produto interno (u, v)s = (ASu, ASv) [58] e norma induzida dada por

1/2
||u||D<Ap>:(ZA |uk|2) Uk = (U, by, (114)

Para a nossa analise, assuma a seguinte cota a-priori para f, ver [36] e [80],
Ifllp(azvy < E, v >0. (115)
Também para uso posterior, g = B(f) implica que gx = oy bk, onde gx = (g, bk)

00 00 b2 1 00 AL E2
v
4v+2 Z 4v— NT 4VZ/\k by < — T (116)
k=1 —en’) k=1 (1—e )

onde se utilizou a deS|guaIdade dada por:

1 1
< <
1—1_e—AkT 1_e_A1T,VKeN,

Observacao 4.9. Daqui em diante usamos a abreviac¢do do termo (gs, bx) como sendo

9k, -
Com a nova abreviacao como
1195 — BUR)II* = llgsl* - ngr Z 9k 5 (117)
k=N+1
para o parametro de regularizacao escolhido pelo principio da discrepancia temos
> 9k5<7252<29k5 (118)
j=N+1

Teorema 4.10. Assuma que f € D(A%Y), v > 0, e que a cota a priori dada em (115) vale.
Suponha também que gs € L?(Q) satisfaz (69). Seja N o pardmetro de truncamento
dado pelo principio da discrepancia. Entdo a sequinte estimativa de erro vale:

I — £31] < CyEmrigavit, (119)

—2v

onde Cy = ((1 — 1)%) + (1 + 1)%)(1 — e M)z,
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Demonstragdo. A norma do erro pode ser limitada como

= R < I = fll + 1y — £,

onde
N
=Y gko bk(x)
k=1

Para a estimativa do erro de regularizacao,

F—tll= 3 (ﬁ)

k=N+1

Usando desigualdade de Hélder,

00 1/p , o0 g 1/q
> ek (S o) (L)
k= kU k:k() k:k(J

com

Qv + 1 ' gl?v-i-l _4v

p:2V+17q: 2v ,ij

o k
Fazendo isto obtemos

oo

1 2v+1
Z 2(2v+1) gk]

k=N+1 9

I = fll? <

ng

k=N-+1
Utilizando (116) o primeiro fator pode ser limitado como

(0. ¢]

KN 02 1— e MT)wi

) Bj 2V+17 kO:N+1

_1
3 %gﬂ R L e
(

(120)

(121)

(122)

(123)

Para limitar o segundo fator, denotemos o projetor ortogonal sobre o subespago

span{byn.1,bnio, ...} como Py . Entdo, com ajuda de (118) e

> k= 1IPN1 @I = [11PNs1(g — 99l + 11 Py (g5)I1]
k=N+1

De (124), (123) e (122) o erro de regularizagao fica estimado como

2v

1 2v+l 1 _2v

||f—fN||s(—1 *T”) e
_ef 1

< (14 7)%6%

(124)

(125)
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Para estimar o segundo termo em (120), note que por (69),

N 52
iy — P = U—2<g—g5,bk>2 <5 (126)
k=0 "k N

Utilizando a desigualdade de Minkowski
o0 % 0 % o0 %
(Canrs0?) < (L at) + (2 5)"
k=N k=N k=N

e fazendo uma andlise similar ao feito para deduzir (124) obtemos

k=N
< (L{i(ga—g, bk>2r+ {g\/gﬁr)?-
00 1.2
< <||95—Q||+ [Z g;%T) :

k=N
1

o0 o0
Logo, 70 < 0 + [ S g,%] 2, quer dizer, (7 — 1)262 < 3~ g2, e utilizando (116)
K=N

k=N
obtemos
o0
(7_ B 1>252 < U2(2v+1) Z 1 92 < U2(2v+1) 1 E2
=N 22v+1)Yk = °N (1—eMTydv ™"
k=N O
que resulta em
—2
52 (7- — 1)m 2 4v

— <

3 o E2v+ijav+T |
oy  (1—eMT)as

Esta dltima estimativa, junto com (126), levam a estimativa dada por:

=1
(T - 1)2”12 v 5347 (127)
(1 —e M T)ﬁ

Iy — Il <

A estimativa (119) é obtida combinando (127), (125) e (119). O
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5 IMPLEMENTACOES NUMERICAS

Neste capitulo apresentamos algoritmos numéricos para o ISP. Na primeira
secao, discutem-se algumas nocdes matriciais para os métodos QBVM, baseadas
em [16]. Na segunda parte, apresentamos uma versao do TSVE obtido a partir de um
método semi-discreto proposto em [5, 6].

5.1 IMPLEMENTAGCAO QBVM GERAL E TSVE

Esta secdo apresenta a implementacao discreta do método QBVM geral, junta-
mente com algumas de suas variantes, o método MQBVM e o método PQBVM. Esses
trés métodos sdo variantes do método de fronteira ndo local geral apresentado em [65].

5.1.1 Implementacao do método QBVM

O QBVM [17] para regularizar (63), corresponde ao seguinte problema de regulari-
zacao

up— Au =T, em Q x (0,T),
u(-t)=0 em 90 x (0, T), (128)
u(-,0)=¢ em €,

u(-, T)+ () =gs em Q,
onde 5 > 0 é um parametro de regularizacédo a ser escolhido baseado no nivel de ruido
0 > 0.

Seja I, € R™M g matriz identidade. Com o esquema de diferengas finitas no
espago, denotemos A, € R™*M a matriz Laplaciana discreta com tamanho de passo
uniforme dado por h > 0. A discretizacdo de (128) com condigao inicial u° = oh €
W ~ u(-,jr) sobre toda a malha no espaco vem dada por:

{ (W= Y —Apd —f,=0, j=0,1,...,n, (129)

u" + Bfy = gs p-
As relagdes anteriores podem ser reformuladas como um sistema linear ndo simétrico

esparso
Apup = by, (130)

Onde
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[ Bl 0 0 Ih ] [ fy ] [ 95.1 |
—/h /h/T — Ah 0 0 0 U1 gbh/T
. .y —Ip/r i — A 0 u? 0
Ap = .h .h h . h . up= 1| . |.,bp=
—1Ip 0 0 —IpiT Iy — Ap 0 T 0
__Ih 0 —/h/T /h/T— Ah_ i Un 0 i

(131)

Note que o primeiro bloco (1,1) S/ é diferente dos outros blocos diagonais impede
uma formulagdo em produto de Kronecker da matriz Ah, [16].

5.1.2

Implementacao dos métodos MQBVM e PQBVM

O PQBVM [16, pag 4] vem de resolver o seguinte problema direto:

Ut—AU: f,
u(-,t)=0
u('vo) :¢

u(-, T) + Blaf(-) — Af(-)) = g5 em €,

Neste caso, a discretizagcdo completa do PQBVM nos leva a :

{

u" + B(afy — Afy) = gs.p-

Multiplicando por 5~ a relagéo anterior produz um sistema linear ndo-simétrico

Com Ap,up e by sendo

[aly, — A,
—1y
—1y

0
In/T — Ap
—Ip/T

0
0
IW/T — Ay

A matriz A, pode ser escrita em um produto Kronecker da forma

em Qx (0,7T),
T
em 00 x (0, T), (132)
em Q,
(W —u")r—Apd —fp=0, j=0,1,....n, (133)
ApUp = bp. (134)
In/3 [ 1,
0 0 ut
0 0 u?
. yUp = . 7bh -
—IpiT Iy — Ap 0 un1
—/h/T /h/T — Ah_ | Un ] L
(135)
Ah=BR I — @ Ap. (136)

95 /5]

OplT
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A matriz I, = Iy € RM*M é a matriz identidade, Ay € R™M e no passo temporal
Iy € R(M1DX(n+1) & 3 matriz identidade e B € R(M1)x(n+1) ¢ 3 matriz de discretizagao
temporal dada por:

o 0 0 - e 18]
-1 1/ 0 0 e 0
-1 =17 1 0 0
B=| _ _ _ _ . (137)
-1 0 - =1 1Ur 0
-+ 0 - 0 =lUr 17

O caso a = 0 é o conhecido método MQBVM [58].

5.1.3 Implementacao do TSVE usando um método semi-discreto

Aproximando as derivadas na variavel espacial o sistema de EDQO’s dado em
(48) junto com a condicao inicial pode ser escrito como um sistema de Equagdes
Diferenciais Ordinarias com uma matriz de coeficientes constante dada por:

{ V(1) = —Apv(t) + fp, (138)
v(0) = op,

onde A, = —Ap denota o Laplaciano discreto negativo e ¢p, f, denotam vetores que
contém valores de ¢ e f em pontos interiores da malha. Como ¢ e f, ndo dependem
do tempo, a solucéo do sistema acima € dada por

v(t) = e Mlop + At (lm — e AN, (139)

Com a condigéo final v(T) = g5 , se tem de (139) que

ATy gn = gsp— e Mo (140)

Esse sistema de equagdes lineares pode ser resolvido para obter a fonte f;,. De forma
similar, para o QBVM geral temos

Bpfh = qp. com By = A, H(Im — e

V(T) + afy + BApf, = e AT gy + AL (I — e At + afy + BApfy = gsp (141)

O anterior leva a construir um sistema regularizado de Lavrentiev da seguinte
forma:

Lo gfh = ((Im—e~™7) + aAp + BAZ)fy = An(Gsh — €T op) = rp. (142)
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A matriz exponencial é calculada com elevado custo computacional, com uma
complexidade de O(m?) para célculos exatos. No entanto, se olharmos para a equagao
(140) e notarmos que a matriz Laplaciana discreta, que representa o operador da
segunda derivada, é diagonalizavel como A, = PAPT, onde P é a matriz de vetores
préprios da matriz Laplaciana, podemos concluir o seguinte:

By, =(PAPT) (I — e PAPTT)f,
=P TATLPL(PTP - PeATPTf,
—(PTY AP Y(PTP— Pe=ATPTHf,
—(PTy A=t P H(PTP— Pe=ATPTHf, (143)
—PAIPT(PPT — Pe=PT)f,
—PA NPT — e ATPT)f,
=PA Y (lm — e AT)PTH,

Logo, basta ter informagdes sobre o Laplaciano discreto e sua decomposig¢ao
em vetores préprios. Isso ajuda a reduzir os célculos, transformando os célculos da
matriz exponencial do operador Laplaciano discreto em célculos da matriz exponencial
de uma matriz diagonal, que apresenta custo computacional mais baixo.

Se A, = PAPT, com autovalores X, 0 < A\| < Xy < ... < Am, € autovetores

ortonormais, a matriz By, é simétrica, positiva semi-definida e tem decomposi¢cdo em
valores singulares (SVD)

Bn,=VSVT, V=[w,v,..,vm], £ = diag(dy, ..., om), (144)
valores singulares A
o l—eNT
6= ——— = 1,...,m, (145)

J
Vi " D e e
com autovetores dados por v; = ”7’” Se utilizamos a condicao inicial sendo ¢ = 0, a
J

solugéo f, de (140) pode ser escrita como:

m T -\T,T m T
A S VI KLV < L (146)
h = ' g 1 G ] = "

j=1 / j=1

Como se assume que a medida de tempo final g, ndo é conhecida; somente uma
aproximagéo de ruido contaminada g; , fica disponivel, a qual supomos que satisfaz

19 — gnsll = llell < op, (147)

onde 4y, fica disponivel. Isto evita dificultades, porque a solugéo do sistema linear

Bhfh = 9h.s: (148)
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obtida ao trocar g por gp s em (140) nao proporciona uma aproximagao significativa
de f, quando Bj € mal condicionada. Portanto, um método de regularizagdo para
obter solugbes aproximadas que sejam menos sensiveis ao erro em g, deve ser es-
colhido para determinar aproximagdes significativas para f,. Abordaremos o problema
de reconstrucao da fonte aplicando o método TSVD ao problema discreto (140) com
escolha do parametro de regularizacao dada pelo principio da discrepancia. Neste
caso, a k—ésima solugao regularizada de (148) é da forma

k
=2 (149)

Para efeito de comparacao, consideramos a verséo discreta da QBVM generalizada,
que se escreve como:

A~

m
)\.
fhos = — (gnsV;. (150)
o’ ;1—6_)‘17—+w\j+ﬁ)\j2] o

Existem também algoritmos iterativos para o ISP, alguns deles podem ser con-
sultados em [50, 53-55].
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Os resultados apresentados a seguir foram obtidos com o software MATLAB no
computador com as especificacdes MacBook Air (13-inch, 2017) procesador 1,8 GHz
Intel Core i5 de dois nucleos e meméria 8 GB 1600 MHz DDR3. Nas implementacdes
se contrastam o método QBVM, o método MQBVM junto com TSVD do método semi-
discreto.

Para as reconstrug¢des se utilizaram m = 20, 25, 30 pontos no espago e n = 20,25, 30
pontos no tempo respectivamente. Para as reconstrucées em 2D se utilizaram m =
20 x 20,25 x 25,30 x 30 no espaco e n = 6 pontos no tempo. Apresentaremos erros
relativos calculados para o caso em que m = n. Para o0 método semi-discreto a matriz
Ap da equacéo (138) é construida usando diferencgas finitas com m pontos interiores
igualmente espacgados.

Para evitar cometer um crime inverso, abordamos o problema direto usando o método
implicito de Crank-Nicholson. Nos exemplos numéricos, utilizamos dados perturbados
da forma gs , = gn + €, onde e € dado por e = Eth”QW com r gerado pela funcao
randn do MATLAB. Em nosso caso usamos ¢ = 10~1,1072,1075.

Observacao 6.1. No artigo [16] utiliza-se um modelo de perturbagdo multiplicativa:

9sh=9nxTr

onde
r=(1+erand(—1,1)), e ||r|l2 = 1.

Agora, é facil ver que

195,n — gnll2

=¢||lrand(—1,1)|]2 < e
A (=L1)

Isso mostra que a perturbacao multiplicativa ndo permite um controle efetivo no nivel
de ruido nos dados, o que difere do modelo de perturbacéo aditiva usado em nossos
experimentos.
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6.0.1

Consideramos o caso em que 2 = (0,7), T =

Exemplo 1

continua dada por:

X(m — x)sin(4x).

1, ¢(x) = 0 e a fungéo de fonte

As reconstrucdes dadas nas figuras abaixo mostram que em geral as melhores recons-

trugcdes séo obtidas pelo método TSVD.

3

T T
—— Fonte Exata

102

—— Fonte Exata| |
— — TSVD
QBVM
—_\|——MQBVM |

0 0.5

2 25 3

101

QBVM

—— Fonte Exata ||
\ |-—TsvD

\|[——MQBVM [

25

1073

T\ |-~ TSVD

QBVM

—— Fonte Ex:

\|—MQBVM |

ata | |

) 05 1

1.5

25

Figura 2 — Reconstrucdes fungao fonte continua com m=30 e n=30 pontos

As observagdes acima sdo confirmadas na tabela mostrada abaixo.

Tabela 1 — Erros relativos para a fungéo fonte continua.

Erros relativos na norma 2 Método TSVD. Erros relativos na norma 2 Método QBVM.
Nodos (m,n) | 10~ [ 1072 1073 [ Nodos (m,n) [ 101 [1072 [ 1073
(20, 20) 0.1084 | 0.0307 0.0087 | (20, 20) 0.4357 | 0.0903 | 0.0121
(25,25) 0.2767 | 0.0319 0.0097 | (25,25) 0.4984 | 0.1038 | 0.0157
(30, 30) 0.0806 | 0.0324 0.0111 | (30, 30) 0.5224 | 0.1191 | 0.0180

Erros relativos na norma 2 Método MQBVM.

Nodos (m,n) | 101 | 1072 1073

(20, 20) 0.9038 | 0.5618 0.1459

(25,25) 0.9151 | 0.5886 0.1605

(30, 30) 0.9210 | 0.6094 0.1734
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6.0.2 Exemplo 2

Consideremos o caso que 2 = (0,7), T =1, ¢(x) = 0 e a funcao de fonte ndo
diferenciavel dada por:

2X,

f(x)

|

2<7T - X)>

o
IA A

VB

T
X< 5
X <.

O método QBVM apresenta muita oscilagdo contrario ao MQBVM, o método TSVD
diminui a oscilacao e exibe melhor qualidade nas reconstrucoes.

3.5
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25¢
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Figura 3 — Reconstrugdes fungao fonte nao diferenciavel com m=30 e n=30 pontos

A informagao mostrada se mostra na tabela a seguir.

Erros relativos na norma 2 Método TSVD.

Erros relativos na norma 2 Método QBVM.

Pontos (m,n) | 101 | 1072 1073 | Pontos (m,n) [ 10-% [ 1072 | 1073
(20, 20) 0.1193 | 0.0463 0.0209 | (20, 20) 0.4865 | 0.1249 | 0.0357
(25,25) 0.1228 | 0.0519 0.0305 | (25,25) 0.4919 | 0.1221 | 0.0504
(30, 30) 0.1218 | 0.0475 0.0183 | (30, 30) 0.5309 | 0.1340 | 0.0537

Erros relativos na norma 2 Método MQBVM.

Pontos (m,n) | 10-1 [ 1072 1073

(20, 20) 0.4522 | 0.1214 0.0491

(25,25) 0.4971 | 0.1323 0.0561

(30, 30) 0.5203 | 0.1349 0.0542

Tabela 2 — Erros relativos para a fungéo fonte ndo diferenciavel.
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6.0.3 Exemplo 3

Consideremos o caso 2 = (0,7), T =
continua dada por:
-]

1, ¢(x) = 0 e a fungéo de fonte ndo

2

T
L3 3
0, outro caso.

<x<

Para nivel de ruido 102 0 QBVM apresenta melhores reconstrucdes para todos
0s casos e para 102 somente no caso de 20 pontos, nos casos restantes o TSVD
apresenta as melhores reconstrugoes.
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Figura 4 — Reconstrugdes fungao fonte nao diferenciavel com m=30 e n=30 pontos

A observacao é esquematizada na tabela a seguir.

Erros relativos na norma 2 Método TSVD.

Erros relativos na norma 2 Método QBVM.

Pontos (m,n) | 101 | 1072 10~3 | Pontos (m,n) [ 10-1 [ 1072 | 1073
(20, 20) 0.3268 | 0.2470 0.1142 | (20, 20) 0.5905 | 0.2422 | 0.0675
(25,25) 0.3358 | 0.2833 0.1320 | (25,25) 0.5593 | 0.2885 | 0.0645
(30,30) 0.3594 | 0.3064 0.1152 | (30, 30) 0.5688 | 0.3092 | 0.0981

Erros relativos na norma 2 Método MQBVM.

Pontos (m?,n) | 1071 [ 1072 1073

(20, 20) 0.5587 | 0.3948 0.2702
(25,25) 0.5890 | 0.4253 0.2915
(30, 30) 0.6229 | 0.4491 0.3051

Tabela 3 — Erros relativos para a fungao fonte descontinua.
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6.0.4 Exemplo 4

Para nosso exemplo em 2D considere 2 = (0,7) x (0,7), T

f(x,y) = x(m — x)sin(2x)y(m — y)cos(y).

L o(x,y)=0e:

Para o caso 2D as melhores reconstrucdes sao dadas pelo método TSVD em todos os

casos.

Grafica Fonte Exata

eje x

Grafica Fonte Reconstruida MQBVM

Grafica Fonte Reconstruida QBVM

x1078

gje x

Grafica Fonte Reconstruida TSVE

Figura 5 — Reconstru¢cdes TSVE, QBVM e MQBVM com m = 30 x 30 pontos no espago
e n = 6 pontos no tempo com nivel de ruido 1073

Na seguinte tabela segue-se a informacéao obtida.

Erros relativos na norma 2 Método TSVE.

Erros relativos na norma 2 Método QBVM.

Pontos (m?,n) | 10~1 [ 1072 10~3 | Pontos (m?,n) | 10°1 [ 1072 [ 1073
(202,6) 0.9962 | 0.9971 0.9981 (202,6) 0.9981 | 0.9981 | 0.9981
(252,6) 0.9976 | 0.9980 0.9987 | (252,6) 0.9988 | 0.9988 | 0.9988
(302, 6) 0.9981 | 0.9985 0.9989 | (302, 6) 0.9992 | 0.9992 | 0.9992

Erros relativos na norma 2 Método MQBVM.

Pontos (m?,n) [ 10=1 [ 1072 1073

(20%,6) 0.9985 | 0.9981 0.9981

(25%,6) 0.9991 | 0.9988 0.9988

(302, 6) 0.9994 | 0.9992 0.9992

Tabela 4 — Erros relativos para a fungéo fonte em 2D.
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7 CONCLUSOES

Nos experimentos numéricos apresentados no capitulo anterior é possivel ob-
servar que o método de regularizagao que se destacou por proporcionar as melhores
reconstrucoes e resultados em termos de erro relativo foi 0 método TSVE. Por outro
lado, 0 método de Lavrentiev demonstrou desempenho inferior tanto na reconstrugcéao
quanto no erro relativo.

A razao para esse fendmeno reside no fato de que o sistema regularizado de Lavrentiev,
representado por L, sf, conforme definido em (142), acarreta um custo computacional
consideravelmente mais elevado em comparagao com o sistema regularizado do mé-
todo TSVE, Bjf,, conforme mostrado em (143).

A principal vantagem do método TSVE € que ele fornece uma representagdo ma-
tricial na forma de uma decomposicao em valores singulares, resultando em um custo
computacional significativamente menor devido a diagonalidade da matriz exponencial.
Isso se diferencia da matriz exponencial associada ao método de Lavrentiev, que é
mais onerosa em termos de recursos computacionais. Em ultima analise, o método
TSVE geralmente apresenta estimativas de erro relativo superiores na maioria dos
exemplos analisados.

No entanto, € importante observar que houveram exce¢des. No exemplo 3, com um
nivel de ruido de 10~2 e um tamanho de passo no tempo e no espago de (20,20), o
método TSVD obteve um erro relativo superior comprado com o método QBVM. Além
disso, quando o nivel de ruido foi 1073, para todos os tamanhos de passo apresen-
tados, o método QBVM resultou em estimativas de erro relativo mais precisas. Em
resumo, o método QBVM demonstrou melhorias nas reconstru¢des em 11.11% dos
casos, enquanto o método TSVD superou com melhores resultados em 88.89% dos
casos.

O método MQBVM demonstrou melhorias nas reconstrucées em relagcdo ao método
QBVM para o segundo exemplo com tamanhos de passo (20,20) e perturbagéo de
ruido de 101,102, para o exemplo 3 com tamanho de passo (20, 20) e nivel de per-
turbacdo 10~ 1. O método MQBVM apresentou melhoria comparado com o QBVM, no
entanto comparado com o método TSVD nao apresentou melhorias em nenhum caso.
Assim, o MQBVM foi uma melhor alternativa ao QBVM em 11.11% dos casos e o QBVM
em 88.89% mais comparado com o TSVD, o método TSVD apresentou melhoria em
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100% dos casos.

Na tabela a seguir, a convencao 'NR’ representa o nivel de ruido, e "'TSVD 3/3 tp’
indica que o método TSVD obteve um erro relativo inferior para os trés tamanhos de
passo no tempo e no espaco: (20, 20), (25,25) e (30, 30). Enquanto "'TSVD 2/3 tp’ signi-
fica que, em dois dos tamanhos de passo no nosso caso ((25,25) e (30, 30)), o método
TSVD alcancou um erro relativo menor, enquanto o método QBVM sé superou em
(20, 20).

Exemplo | NR=10% | NR=20% NR = 30%

Exemplo 1 | TSVD 3/3tp | TSVD 3/3tp | TSVD 3/3 tp

Exemplo 2 | TSVD 3/3tp | TSVD 3/3tp | TSVD 3/3 tp
TSVD 2/3 tp

Exemplo 3 | TSVD 3/3 tp QBVM 1/3 tp QBVM 3/3 tp

Exemplo 4 | TSVD 3/3tp | TSVD 3/3tp | TSVD 3/3 tp

Tabela 5 — Resumo dos métodos de regularizagcao mais eficiente por exemplo teste e
tamanho de passo no tempo e no espaco

Vale ressaltar que o parametro de regularizacao foi escolhido a priori para 0 mé-
todo QBVM e MQBVM, enquanto a escolha foi feita a posteriori com base no principio
da discrepancia de Morozov para o método TSVD. Nos casos em que a escolha foi
feita a posteriori, 0 método obteve melhores reconstrucées em 88.89% das vezes, em
comparagédo com apenas 11.11% das vezes em que a escolha foi feita a priori. Isso
indica a eficiéncia da selegdo do parametro de regularizagdo em relagéo a diferentes
testes e tamanhos de passo.

Exemplo | NR = 10% NR = 20% NR = 30%

Exemplo 1 | Discrepancia 3 tp | Discrepéancia 3 tp Discrepéancia 3 tp

Exemplo 2 | Discrepancia 3 tp | Discrepancia 3tp | Discrepancia 3 tp
. A Discrepancia 2/3 tp .

Exemplo 3 | Discrepéancia 3 tp A priori 1/3 tp A priori 3 tp

Exemplo 4 | Discrepancia 3 tp | Discrepancia 3tp | Discrepancia 3 tp

Tabela 6 — Resumo dos métodos de regularizagao por parametro de regularizacéao por
exemplo teste e tamanho de passo no tempo e no espacgo

No que diz respeito a qualidade das reconstru¢ées, o método TSVD demons-
tra uma representacao superior do termo fonte. Isso ocorre porque o método QBVM
tende a exibir maiores oscilagées. O método TSVD, por outro lado, oferece uma melhor
filtragem dos coeficientes de Fourier e para ruidos pequenos o método MQBVM é
uma melhor alternativa ao método QBVM quando a fonte representa uma fungéo néao
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diferenciavel ou descontinua.

Um exemplo ilustrativo é o terceiro caso, no qual foram utilizados 30 pontos no espaco
e 30 pontos no tempo. Nas proximidades dos pontos de descontinuidade, 0 método
TSVE apresenta picos com uma oscilacao significativamente menor, evidenciando que
o fendmeno de Gibbs é mais proeminente no método QBVM na maioria dos casos. A
excecgao ocorre apenas quando o nivel de ruido é extremamente alto, atingindo 30%,
onde o0 método TSVE também exibe algum grau de oscilacéao.

Para estudos futuros, em relacdao ao método PQBVM, que ndao se baseia em um

filtro de regularizacdo amplamente reconhecido na literatura, pode ser relevante reali-
zar uma analise de convergéncia abrangente.
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APENDICE A - METODO DE CRANCK-NICHOLSON PARA APROXIMAGAO DA
EQUACAO DO CALOR E MATRIZ LAPLACIANA DISCRETA NEGATIVA

SejaT>0eQ)C RY com d = 1,2 e Q um dominio aberto limitado com fronteira
suave por partes 0f). A equacao que temos interesse em resolver é a seguinte:

ur—aAu=1Ff em Qx(0,T),
u(t) =0 em 99 x (0,T), (151)
u(-,0)=¢ em Q,

O método empregado para resolver a equagao anterior baseia-se principalmente
em [51,52] e uma abordagem que utiliza as derivadas de uma fungao. Para obter uma
aproximagao da primeira derivada, recorremos ao quociente do limite da derivada e,
através do fator infinitesimal, aproximamos o ponto desejado para a derivada. Dessa
forma, ao abordar tanto pela direita quanto pela esquerda e ao calcular a média dessas
abordagens, podemos gerar trés tipos de aproximag¢des que denominaremos diferen-
cas progressivas, regressivas e centradas.

A.0.1 Diferencas Progressivas

Considerando a expansao em série de Taylor de uma variavel em torno de um
ponto x;:

o (x=x)df (x — x;)2 d*f (x — x;)k df
f(x) = f(x;) + I dxly R TR . et T ok |, (152)
Para e entre x e Xx;.
Supondo que k = 2 e x = x; + Ax obtemos:
df (Ax)? d*f

Assim, a aproximagao da primeira derivada é:

df f(x; + Ax) — f(x;)  (Ax)% d*f

dx |y Ax 2 dx?

)
€

com seu erro de truncamento dado por:

—AX? o
O(Ax) = =57~ G| -
€
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E comum encontrar a expressao da seguinte forma:

af| _ fx+Ax) —f(x)
dx Y A O(Ax)

e simplificando a notaggo:
) fiig —f
Fo0)~ =5

A.0.2 Diferencas Regressivas
Pela equagéo (152) com k = 2 e x = x; — Ax obtemos:

df
f(x; — Ax) = f(x;) — Ax&

(Ax)? d?f

——| -
X; 20 dx2|,

(154)

Da equacao (152) obtemos a seguinte expressdo para a aproximagao da primeira

derivada:
df

dx
Onde ¢ fica entre x; e X.
Neste caso, a aproximagado de f’(x) por meio de diferengas regressivas de
primeira ordem e com um erro de truncamento de ordem O(Ax) vem dada por:

() — f(x;— Ax)  (Ax)? d%f

AX 21 dx?

)
€

Xi

af _ f(xi) — f(x; — Ax) o(Ax)| |
ax |y, Ax c
e simplificando a notagao:
/ f - f
f(x)~-L1—=1
(XI) AX

A.0.3 Diferencas Centradas

Levando em conta as equagdes (153) e (154) obtemos:

B df (Ax)? d?f (Ax)3 d3f
Fxi+ Ax) = f(x) + Ax . MR . S 3 ; (155)
° df (Ax)? d?f (Ax)? d3f
X X
fxi — Ax) = f(xp) — Ax . S o i i (156)
Subtraindo a equacéo (155) da equacao (156), obtemos:
df (Ax)3[d3f|  d3f
. — f(xi — — 2AX— . 157
F(x; + Ax) = f(x; — Ax) = 28x Xi+2 3 || T e, (157)
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Esta equacao nos leva a seguinte aproximacao da primeira derivada por meio de
diferengas centradas:

ﬂ
ax

(X + Ax) — f(x; — Ax)
o TAX + O((Ax)?).

E comum encontrar a derivada na forma
if f(x; + Ax) — f(x; — Ax)
ax 2AX

Xi
Finalmente por uma simplificacdo da notacao

ff.i—Ff
"y ~o i+1 i—1
Fixi) ~ =5

A.0.4 Derivadas de Segunda Ordem

Fazendo um processo similar ao feito com as diferengas centradas obtemos:

F(Xi + Ax) = F(x;) + Axf () + %;‘” (%) + (A:S—)!(me(x,-) - %ﬂ%),
e
f(x; — Ax) = £(x;) — AxF (X)) + <A2—)!()2f"(x,~) - (A?)—)!():))fm(x,-) + <A4—)!()4f(4)(e).

Se somarmos as duas equagdes anteriores e isolarmos a derivada de segunda ordem,
se anulam as derivadas de primeira ordem e portanto:

" — _ , . 2
£ (x;) = f(x; — Ax) (ZL(XX)I%+ f(xi +Ax) <A1)2() F49)(6),

Logo, a aproximacao da segunda derivada fazendo uso de diferencas centradas com
um erro de truncamento O((Ax)?) é dada por:
¢ (x) = f(xj — Ax) — 2f(x;) + f(x; + AX)
v (Ax)? '

Simplificando a notagéo, é comum encontrar a expressao como:

" fi_q—2f+ 1
f (X/)% I—1 (AXI)2 l+1-

A.0.5 Meétodo de Cranck-Nicholson em 1D e 2D

O método de Crank-Nicolson € uma técnica desenvolvida em meados do século
XX por John Crank e Phyllis Nicolson, ver [70]. Consiste em calcular uma média ponde-
rada entre uma férmula que inclui uma diferenca centrada e uma diferenca de segunda
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ordem centrada, juntamente com um termo de diferenga avangada na componente
temporal.

Um vantagem do método é que para o caso em 1D e 2D o método de Crank-Nicolson
€ que ele é um método incondicionalmente-estavel.

Teorema A.1. O método de Crank-Nicolson é incondicionalmente estavel.

Demonstragdo. Uma prova pode ser consultada em [8]. O

A.0.6 Caso 1D

Sejam T > 0 e 2 C R um dominio aberto e limitado com fronteira suave por
partes. A equacédo em 1D que temos interesse em resolver é a seguinte:

ur—auxx = f, em Qx (0, T),
u(-t)=0 em 9Q x (0, T), (158)
u(-,0)=¢ em Q.

Em nosso caso vamos considerar (2 sendo um intervalo aberto limitado na reta.
Lembremos das equacdes de diferencas para 1D.

<8U>k B Ulk—i—l . U/k

ar i N, Diferenga Avangada

k Uk Uk
(aU) St bl S il O Diferenca Centrada

Ox 2AX

i

2U\K UK, —2Uk+ UK
(8 U) = I+l ! =L " Diferenga Centrada de Segunda ordem
i

Ox2 (Ax)?2
Onde U(xj, tx11) = U;‘“, as anteriores férmulas sdo obtidas da formula de aproxima-
cao da Série de Taylor.
No primeiro termo de nossa equagao :

Uy — alxx =f

isolando o termo uy:
uy = f+ alUxx

K k_ gk, U205 US,
Denotemos F* por F* = + « Ax)?

Considere a seguinte grilha no espaco e no tempo:
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tn JUON) URN) UBN),  UM-1N) |

t4

3 .U0,3) U@3) Us3 =~ UM-13) |

o U1,2) UR2 UB2  UM-12)

yo U1 UR1 UBY UML)

p U0 URD UBO)  uM-10
X0 X1 X2 X3 XM-1 XM

Figura 6 — Discretizagcdo 1D

Logo, aplicando a diferenga avangada para a derivada de u no tempo e igualando
com a média entre F¥™1 e FK:

Ut U R
At N 2 :

(159)
O anterior esquema é o método de Crank-Nicholson para a equacao de difuséo.
Explicitamente, a representacao da equacao em diferencas finitas € da forma:

—aAt jk+1 alAt k+1 —aAt pk+1 _
(AX)? U: +(1+—)Ul- +—2(AX2U'

(Ax)? 2 Ei+l T
alAt 1k aAt \pk oAt gk, AtkTs
2(Ax)? Ui—l +(1- (Ax)2>Ui + 2(Ax)2 Ui+1 + Tf/ :

k+1 k

onde fk+3 — %7 parai=1,..n+1ek=1,... m+ 1. Observando bem em geral
temos um sistema tri-diagonal, a equagéo pode ser vista matricialmente como:
MUK+ = NUK + F

. - . , 1
Onde M e N sdo matrizes tri-diagonais e IF € um vetor que contem os termos fk+3.

i aAt —aAt T
1 + (AX)2 2(AX)2 Ce e 0
_aAt At —aAt
sax? Tz aaxez O 0
M = : : . :
_aAt At —aAt
0 0 SAx)? LT AXZ (A2
—aAt «
|0 0 0 a1 Ak
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1_ OéAt OZAt 0 T

(Ax)? 2(Ax)? 0
oAt 1— aAt aAt 0 .. 0
2(Ax)? (Ax)2  2(Ax)?
N = : . - . . :
At At At
0 0 e Q&X)Q - (ZX)Q Q(QAX)Q
At At
|0 0 0 SaxZ LT (ax]
[ Un | sz
U(271) f22 + f21
U(m_lvl) fl%’l—l + f%?—l
U(LQ) f13 + f12
Uiz,2) At f + 1
Uk = : F=—" :
2 3 3
U(m—1,2) fmfl + fmfl
- 1'
Uta.m) it + £
_U(m—l,n)_ _f,';,tl + fr??—l_

A.0.7 Caso 2D

Para nosso caso em 2D, a equacao que temos interesse em resolver € dada
por:
us—aAu=1Ff, em Qx(0,T),
u(t) =0 em 9 x (0, T), (160)
u(-,0)=¢ em (,
Em nosso caso consideramos 2 = (a,b) x (c,d), onde a,b,c,d € R sendo 2 um
retangulo aberto.

Considere a seguinte particao do retangulo €.

Do teorema de Taylor para fungdes de mais de uma variavel obtemos as equagdes de
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YN, : . . ses . .
i U(1,4) U(2,4) U(3,4)x UM-1,4)x

Y3 U(1,3)x U2,3)« U(3,3k U(M-1,3)

Yo U(1,2)c U@2,2x UB:2k  UM-1,2)«

vi YD UR kU@ UM-1.1)

Xo X1 X2 X3 XM-1 Xm

Figura 7 — Discretizagdo em 2D

diferencgas para o caso 2D.

ko Uk yk
( %_ltf > - '/Tt’/ _ Diferenca Avancada
2Nk UK —ouk UK
( ﬂzj > _ L o "L Diferenga Centrada de Segunda ordem
ox ij (Ax)

ank UK . — Uk + UK
(%) — Wt T ~! Diferenca Centrada de Segunda ordem
oy= )i (Ay)

Onde U(x;, yj, &) = U;‘j, as anteriores formulas sdo obtidas da férmula de aproximacao

da Série de Taylor.
No primeiro termo de nossa equacéao (160)

uy — Oé(Uxx + Uyy) = f,

isolando o termo u; temos:
uy = f+ Oé(Uxx + Uyy).
Uk

k k k k k
k _ ¢k 2 ULy U —200+ U
Denotemos por £ = f; + a (Ax)? (Ay)? '

Logo, aplicando a diferenca avancada para a derivada de u no tempo e igualando
com a média entre F,.k+1 e FK:

k+1 k k+1 k
Uj —Uy _ Ry +Fj
At 2 :
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O anterior esquema é o método de Crank-Nicholson para a equagéo de difusao.
Finalmente, isolando os termos com super indice n + 1 do lado esquerdo da
equacao, a representacdo em diferencas finitas € da forma:

Kk k « k k
(A Uiyt TRy Ui+ A&+ &y U+ Ay Ui + s Uiy =
(aix) Ui+ iy Ulja + 0 —&%)t? ~ Gy U+ Gy Y
o t K+3
( (At) )U/k+1/ f 2

1 fk+1+ k
onde f T” Observando bem em geral temos um sistema penta-diagonal, a
equagao pode ser vista matricialmente como:
MUK = NUK + Fk.

Onde M e N sdo matrizes penta diagonais e FK é um vetor que contém os termos

k+1
f
i.j
i alt adt oAt alt . il
(1+ [Ax)? T [Auu) T 2[Az)? 0 T2AY)” o ' 0
__alit . _alt __adt . 0
2(Ax)? T 2(Ax)7 2(Ay)?
oAt %
0 T (Ax)? : 0 0
M = _ ot & _ _alit
ABv* ) v Rl
: _ alt '._ ‘.' '.. 0
2{Ay)*
i _ nAr
aidt (ITAY O 2 7A Y 4 (2 7AY S
i 0 T 2{Ap)? 0 ~ 2{Az)? (1+ A)? T [ay)? J
-{l . st o alst } st 0 i\t “ =
adt . alt 0 aAt coci 0
2{Ax)? ’ 2{Ax)? 2{Ay)?
aAt ’
0 v 0 0
= adt alst
N 2 Ay)= 0 0 2{ Ay)
[ rats 0
Ay
ad
i s — st ol _ _aldAt _  aidt
L 0 2(Ay)? 0 2(Ax)? (1 (Ax)* |Au‘*}

Figura 8 — Matrizes M e N pentadiagonais
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- - ] ]
Yy o+
Uk K1 |, ¢k
(2,1) f271 + 7‘271
Uk et ' £k
('77(—171) m-1,1 1T m-11
Uiz flk,éH + f1k,2
k K+1 | ¢k
Ui,2) N o + 1o
Uk ' 2 fk—i-l fk
(m—1,2) m-12"TTm-12
k+1 k
Uﬁ m—1) fim1+tima
U(2 m—1) 2,m—1 T "2 m-1
k+1 k
U(kmi1 m—1) _fm—l,m—l + fm—l,m—l'_

A.0.8 Matriz Laplaciana Discreta negativa em 1D e 2D

No capitulo 4 foram apresentados diferentes métodos de reconstru¢ao, no mo-
mento de apresentar os métodos aparece uma matriz que é bastante curiosa e que
tem propriedades interessantes que é bom mencionar, a matriz laplaciana discreta ne-
gativa A, = —Ap é uma matriz tri-diagonal diagonalizavel com um conjunto ortonormal
de autovetores.

L I (161)

Proposicao A.2. Os autovalores da matriz (161) de tamanho n x n sdo dados por

Ak = %f(kh), h ( nil), com autovetores associados dados por:

Xy = (sin(kh), sin(2kh), ..., sin(nkh)) .

Demonstragdo. Consideramos as seguintes identidades trigonométricas para fazer a
prova:

sin(a + ) =sin(«)cos(B) + cos(a)sin(f).
162
%sin(mx)cos(nx) :%[sin((m + n)x) + sin((m — n)x)]. (162)
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Verifiguemos em primeiro lugar que se A; p, € a primeira linha da matriz (161),

: . : 2 — 2cos(kh
A1 nXk = 2sin(kh) — 2sin(2kh) = s:n(kh)(%).
Utilizando a primeira identidade que aparece em (162):
2sin(kh) — sin(2kh)  2sin(kh) — sin(kh + kh)
h? B h2 '
_2sin(kh) — (sin(kh)cos(kh) + cos(kh)sin(kh))
— ) _
2sin(kh) — 2sin(kh)cos(kh)
pum h2 .
. 2 — 2cos(kh
:sm(kh)(%).

Agora, sejaj € {1,....nf demodo que 1 <j—1 < j+ 1 < n. Entdo verificamos agora
que se A; p € a j-eésima linha:

Al — —sin((j — 1)kh) + 23/:2(jkh) = Sin(( - DRD) _ s 2 27:2)3(kh) \
Utilizando a primeira identidade de (162), tem-se que:
Al — —sin((j — 1)kh) + 23//'7r72(jkh) — sin((j + L)kh)
_ —sin((j — 1)kh) + 2sin(jkh) — sin(jkh)cos(kh) — cos{(jkh)sin(kh)
_ —sin((j — 1)kh) — cos(jkh)sin(/?;) + sin(jkh) (2 — cos(kh))
_ —(sin(jkh)cos(kh) — cosUkl?)2sin(kh)) — cos(jkh)sin(kh) + sin(jkh)(2 — cos(kh))
_ —sin(jkh)cos(kh) + sin(2 — cos(kh)) " |
_cos(jkh)sin(kh) —hZin(jkh) cos(kh) — cgs(jkh) sin(kh) + sinjkh) (2 — cos(kh))
h

(2 —2cos(kh))
h2

Finalmente mostramos que

=sin(jkh)

—sin((n — 1)kh) + 2sin(nkh)
h2

(2 —2cos(kh))
h2

An hXk = = sin(nkh)
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Utilizando a segunda e primeira identidade de (162):

—sin((n — 1)kh) + 2sin(nkh)  —(sin(nkh)cos(kh) — sin(kh)cos(nkh)) + 2sin(nkh)

h2 h2 )

_ —sin(kh)cos(nkh) + sin(nkh)(2 — cos(kh))
= = _
B —%[sin((n + 1)kh) + sin((n — 1)kh)] + sin(nkh)(2 — cos(kh))
- = :
_ —%2sin(nkh)cos(kh) + sin(nkh)(2 — cos(kh))
- ) :
_ —sin(nkh)cos(kh) + sin(nkh)(2 — cos(kh))
- 3 :
_ sin(nkh)(%?(kh)).

Portanto, Axy = (%f(kh))xk. N

A matriz laplaciana discreta negativa A, = —Ap no caso 2D tem uma relacao
com a matriz no caso unidimensional. De fato, A, = In ® Ap + AR ® In, ® € o produto
Kronecker de matrizes. A matriz Ay, € simétrica definida positiva com autovalores repe-
tidos mais com um conjunto independente de autovetores linearmente independente.
O seguinte teorema mostra qual € a forma dos autovetores e autovalores da matriz Ay,

Teorema A.3. Seja A € R™" com autovalores \;, e B € R™*™ com autovalores ;.
Entdo a matrizA® B = (Im ® A) + (B ® In) possui mn autovalores:

)\1 + Ml—i_a L] >\1 + “m, >\2 + K1, 7/\2 + Hmy -y )\n + K1y eeey >\n + “m- (163)

Se xi, ..., Xxp formam um conjunto linearmente independente de autovetores da matriz
A com correspondentes autovalores dados por Ai,...,An (P < n), € 21, ...,Z2q S40 um
conjunto linearmente independente de autovetores da matriz B com autovalores dados
por p1, ..., ig (@ < m), entdo z; ® x; € R™ formam um conjunto de autovetores
linearmente independente da matriz A& B correspondentes a \; + y;.

Demonstragéo. A prova vem de fazer o seguinte:

(Im® A) + (B® In)](z® x) =(z ® Ax) + (Bz ® x).
=(Z®@ AX) + (uz ® X).
A+ p)(Z® x).
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O anterior teorema mostra que os autovalores da matriz A;, vem dados por:

(2 — 2(;;;3(kh)> N (2 — 2;§s(jh)

onde h = (n%l) com autovetores dados por:

X @Y =(sin(kh), sin(2kh), ..., sin(nkh)) @ (sin(jh), sin(2jh), ..., sin(mjh)).

=(sin(kh) «y] ..., sin(nkh) +y]), j,k =1,...,n.

A matriz Ay, se gera com o seguinte comando em MATLAB.

), ,k=1,...n.

I = eye(m);

e = ones(m,1);

T = spdiags([e -4%e e]l,[-1 0 1] ,m,m); S = spdiags([e e]l,[-1 1],m,m);
A = (kron(I,T) + kron(S,I))/h 2;

A = -A;

(164)
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APENDICE B - ESPACOS DE SOBOLEV E IDENTIDADES DE GREEN

Agora, se introduzirdo nogdes basicas sobre Espacos de Sobolev e identidades
de Green. Os fatos e as definicbes que se apresentardo aparecem nos textos de
[12,14,21], os espacos que se apresentardao sao o conhecido e classico H& (A) onde A
é um conjunto arbitrario, em nosso trabalho A ¢ RY, onde d = 1,2 e o espago D(AP)
gue se introduz em [58] que apresenta uma modificacdo do método QBVM geral onde
o ISP envolve derivada fracionaria.

B.0.1 Espacos de Sobolev

Seja (a, b) um intervalo aberto em R, e LP o espago das fungdes mensuraveis
u, definidas em (&, b) com valores reais tais que

b
/ lu(t)|Pdt < oo.
a

Se u € LP(a, b), define-se a norma de u em LP(a, b) da seguinte forma:

b 1/p
||U||Lp(a7b) = </a IU(Z‘)Ipdt> )

Os espacos LP(a, b), 1 < p < oo, sdo de Banach e quando p = 2, L%(a, b) é um
espaco de Hilbert com produto interno dado por:
b
(U, V) 12(a,p) = / ut)v(t)dt |, u,v e L?(a,b).
a

com norma induzida

b 1/2
ull2(ap) = (/a |u(t)|2dt) .

Definicao B.1. Define-se um espaco de Sobolev de ordem m, sobre um intervalo
aberto (a, b), denotado por H™(a, b) como o espaco vetorial das funcdes u € L?(a, b)
tais que as derivadas no sentido de distribuicoes Diu, j=1,2,...,m[12], pertencem a
[*(a,b).

Define-se em H™(a, b) o seguinte produto interno:

b m b
(u, V>Hm(a7b) :/a uvdt+2/a D/ uD’ vat. (165)
j=1
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Com este produto interno tem-se a seguinte norma associada:

b m-
||u||f_,m(a7b) = /a lu(t)Pdt + > [Dul*dt. (166)
j=1

O espago H™(a, b) com o produto interno acima definido é um espago de Hil-

bert separavel [12]. O espaco H™(a, b) pode ser definido também como o fecho do

espaco de fungdes continuamente diferenciaveis até a ordem m: C™[a, b com respeito

a norma (166). Daqui em diante, o produto interno e a norma associada em H(a, b)

serdo denotadas por (-,-)m e || - ||m respectivamente. O subespago H(a, b) formado

pelas funcdes cujas derivadas de ordem menor ou igual a (m — 1) que se anulam

nos extremos do intervalo é denotado por H{"(a, b). Prova-se que H{’ é também um
espaco de Hilbert.

Espacos de Sobolev sdo importantes ja que podemos obter em forma precisa o grau
de regularidade de seus elementos.

Observacao B.2. Assim, por exemplo, demonstra-se que H!(a, b) est4 contido no
espaco de fungdes continuas C|a, b], onde a inclusdo deve ser entendida no sentido
que, para cada u € H'(a, b), existe uma fungao continua em C|a, b] que é sua repre-
sentante. Ainda mais, prova-se que H™(a, b) é compactamente imerso em Cla, b}, isto
€, a aplicacao:

i: HM(a,b) — Cla, b]

tal que, paratoda u € H™(a, b), i(u) = u € C|a, b] € compacta [12]. Consequentemente
considerando que em espacos de Hilbert bolas fechadas sao fracamente compactas,
temos que a bola unitaria em H™(a, b) é compacta em Cla, b.

Os resultados apresentados sobre as identidades de Green que se expde em
[21] se utilizardo para fazer a deducao dos métodos QBVM que aparecem em [16,17,
58].

B.0.2 Teoremas e Identidades de Green

Teorema B.3. Seja Q C R? um dominio limitado cuja fronteira 9Q) é uma unido finita
de curvas suaves. Seja F : Q. — R2 um campo vetorial de classe C' em Q. Entéo

/V-Fdxdy:/ F - hds, (167)
Q o0

O vetor n denota a normal externa unitaria ao conjunto ).
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Demonstracdo. Uma prova deste fato pode ser consultada em [21]. O

Teorema B.4. Seja 2 C R? um dominio onde vale o teorema da divergéncia e sejam
u,v € C%(Q). Entdo valem as seguintes identidades:

/(vAu+Vv-Vu)dxdy = v@ds, (168)
ou ov
/Q(vAu — UAV)dxdy = o (v% — u%) as, (169)

onde % é a derivada direcional na diregdo da normal unitaria externa n.

Demonstracdo. Uma prova deste fato pode ser consultada em [21]. O
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ANEXO A - CODIGOS

Neste anexo se apresentam codigos em MATLAB que implementam os métodos
QBVM, MQBVM e PQBVM em contraste com o TSVE utilizando o pacote regularization
tools do livro [84], os cbdigos utilizam o comando discrep do pacote para calcular o
parametro de regularizagdo a posteriori do principio da discrepancia.

Codigo em MATLAB para o método QBVM e TSVE em 1D

errelavec=zeros (1,30);

for m=1:30

np = 15; Jtamano no espa o

npt= 75; Jtamano no tempo

T=1; Jextremo superior no tempo

x = linspace(0,pi,np+2);

h x(2)-x(1); %espa amento no espa o

f= 1x((x(2:end-1)>=pi/3)&(x(2:end-1)<=2*pi/3)); £ =£f’;

Fon=0(x,t) (1*x((x>=pi/3)&(x<=2*pi/3))); %fonte ¥2*x.*x(x<=pi/2)+2*(pi-x)
S (x>pi/2) 1*x((x>=pi/3)&(x<=2%pi/3)) %sin(x)

g = (1-exp(-1))*sin(x(2:end-1)); g = g’; %solu ao analitica

u0=0(x) (zeros(size(x))); %condi ao inicial

dt = 1/npt; Jespa amento no tempo
lambda=dt/(2*h~2); %Coeficiente de Cranck-Nicholson
H=uO0(x(2:end-1));

H=H’;

%% Constru a da Matriz de Crank-Nicholson

unos=ones (np,1);

columnasl=[(-lambda)*unos (1+2*lambda)*unos (-lambda)*unos];
matrizl=spdiags (columnasl, [-1 O 1], np,np);
columnas2=[(lambda) *unos (1-2*lambda)*unos (lambda)*unos];

matriz2=spdiags (columnas2, [-1 O 1], np,np);

%% Resolu ao Numerica
t=dt;

F=zeros(np,1);
matrizl=full (matrizil) ;

matriz2=full (matriz?2) ;

while (t<T)
for i=1:mnp
F(i)=dt/2*x(Fon(i*h,t)+Fon(i*h,t-dt));
end
%Ensamblado del lado derecho
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Fl=matriz2*H+F;

H=matrizi1\F1; %SOR_HW(matrizl ,F1,ones ((N+1)*(M-1),1),0.5);

t=t+dt;

end

plot(x(2:end-1),g,x(2:end-1) ,H);
title(’Solu ao Exata’)

xlabel(’malla’)

ylabel(’Solu ao Analitica e Numerica?’)

grid on

legend(’Solu ao Exata em T=1 ’,’Solu ao Numerica em T=1’)

%% Inicio do QBVM

%Gerando delta e condi ao de ruido

tau=dt;

et=size(H); Yruid=-1+2*rand(et (1) ,1)
ruid=-1+2*rand (et (1) ,1); %-1+2*rand(et (1) ,1) %randn(size (H))
epsilon=10~-3; 7%10°-1,10"-2,10"-3,10"-4

auxl=ones (et (1) ,1);

gdelta=H+(epsilon) *norm(H)*ruid/norm(ruid); %gdelta=H+(epsilon)*norm(H) *

ruid/norm(ruid) H.*(auxl+epsilon*ruid)
delta=norm(gdelta-H,2);
beta=delta~0.5;

%#Constru ao da matriz Laplaciana

Ah = 2xeye(np)-diag(ones(np-1,1),1)-diag(ones(np-1,1),-1);
Ah = Ah/h/h; 7 ok

nip = size (Ah);

%Constru ao da matriz Ah
AT = kron(eye(npt),Ah);
%#Diagonal Principal
ATT = eye(size (AT))/dt+AT;
%Primeiro bloco
ATT(l:np,1l:np)=betax*eye(np);
%Ultimo bloco
ATT(1:np,end-np+1l:end) = eye(np);
%Primeira coluna
for j=1:npt-1

ATT (np*j+1:(j+1)*np,1l:np)=-eye(np);
end

%#Subdiagonal



78 for j=2:mnpt-1

79 ATT(j*np+1:(j+1) *np,(j-1)*np+1: j*np)=-eye(np)/dt;
80 end

81

82 %% Algoritmo QBVM

83

84 J%construindo b_h

85 eATT=size (ATT) ;

86 b_h=zeros (eATT (1) ,1);
87 b_h(l:np,1)=gdelta;
88 u_h=ATT\b_h;

89

90 % Extraindo a fonte
91 f_h=zeros(np,1);

92 for i=1:mnp

93 f_h(i)=u_h(i);
94 end

95

96 y=(h:h:pi-h)’;

97

98 %% Discrepancia using Ah

99 [Ulapla,Vlaplal=eig(Ah);

100 [d,ind]=sort (diag(Vlapla));

101 Vlaplas=Vlapla(ind, ind) ;

102 Ulaplas=Ulapla(:,ind);

108 Bh=Ulaplas*(inv(Vlaplas))*(eye(nip (1)) -expmdemol (-Vlaplas))*Ulaplas’;
104 gh=gdelta;

105 [U,s,V]=csvd (Bh) ;

106 [x_delta,lambdal]=discrep(U,s,V,qh,1.1*xepsilon);
107 plot(y,f,’b’,y,f_h,’r--’,y,x_delta,’g’);

108 title(’Fun ao Fonte?)

109 xlabel (’malla’)

110 ylabel (’fonte e fonte perturbada’)

111 grid on

112 legend (’Fun ao Fonte ’,’Lavrentiev’,’TSVD?’)

113

114 errelageric=norm(f-x_delta,2)/norm(f,2); %x_delta,f_h
115 if m==

116 errelavec(m)=errelageric;

117 else

118 errelavec(m)=errelavec(m-1)+errelageric;

119 end

120

121 end
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errela=norm(f-x_delta,2)/norm(f,2); %x_delta,f_h

errrelatotal=errelavec (30)/30;

Cdodigo em MATLAB para o método MQBVM,PQBVM e TSVE em 1D

errelavec=zeros (1,30);

for m=1:30

np = 30; ’Jtamano no espa o

npt= 120; Y%tamano no tempo

T=1; Jextremo superior no tempo

x = linspace(0,pi,np+2);

h = x(2)-x(1); %espa amento no espa o

f= x(2:end-1) .*x(pi-x(2:end-1)) .*sin(4*x(2:end-1)); £ =£f’; Yfonte 1*x((x>=

pi/3) & (x<=2%pi/3)) 2*x.*(x<=pi/2)+2x(pi-x).*(x>pi/2) x.*(pi-x).*sin
(4xx)

Fon=0(x,t) (x.*(pi-x).*sin (4%*x));

g = (1-exp(-1))*sin(x(2:end-1)); g = g’; %hsolu ao analitica

u0=0(x) (zeros(size(x))); %condi ao inicial

dt=1/npt; %espa amento no tempo

lambda=dt/(2*h~2); %Coeficiente de Cranck-Nicholson
H=uO0(x(2:end-1));

H=H’;

%% Constru ao da Matriz de Crank-Nicholson

unos=ones (np, 1) ;

columnasl=[(-lambda) *unos (1+2*lambda)*unos (-lambda)*unos];
matrizl=spdiags (columnasl, [-1 O 1], np,np);
columnas2=[(lambda) *unos (1-2*lambda)*unos (lambda)*unos];

matriz2=spdiags (columnas2, [-1 O 1], np,np);

%% Resolu ao Numerica
t=dt;

F=zeros(np,1);
matrizl=full (matrizl) ;

matriz2=full (matriz2) ;

while (t<T)
for i=1:mnp
F(i)=dt/2*(Fon(i*h,t)+Fon(i*h,t-dt));
end
%Ensamblado del lado derecho
Fl=matriz2*H+F;
H=matriz1\F1; %SOR_HW(matrizl ,F1,ones ((N+1)*(M-1),1),0.5);
t=t+dt;
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plot(x(2:end-1) ,g,x(2:end-1) ,H);
title(’>Solu ao Exata’)
xlabel (’malla’)

ylabel(’Solu ao Analitica e Numerica’)

legend(’Solu ao Exata em T=1 ’,’Solu ao Numerica em T=1?)

Inicio do PQBVM

%Gerando delta e condi ao de ruido

et=size (H);

ruid=-1+2*rand (et (1) ,1);

epsilon=10~-4; %10°-1,10"-2,10"-3,10"-4
auxl=ones (et (1) ,1);

gdelta=H.*(auxl+epsilon*ruid) ;
delta=norm(gdelta-H,2);

beta=dt*delta~0.5; %delta MQBVM %dt*delta~0.5 PQBVM
alpha=1/dt+dt/beta; % O MQBV,1/dt+dt/beta PQBVM

%#Constru ao da matriz Laplaciana

Ah=2*eye (np) -diag(ones(np-1,1) ,1)-diag(ones(np-1,1),-1);
Ah=Ah/h/h; 7 ok

nip=size (Ah);

%Constru ao da matriz Ah
AT = kron(eye(npt),Ah);
%Diagonal Principal
ATT = eye(size (AT))/dt+AT;
%Primeiro bloco
ATT(1:np,1:np)=(alpha)*eye(np)+Ah;
%Ultimo bloco
ATT(1:np,end-np+1l:end)=(1/beta)*eye(np);
%Primeira coluna
for j=1:npt-1

ATT (np*j+1:(j+1)*np,1l:np)=-eye(np);
end
%#Subdiagonal
for j=2:npt-1

ATT (j*np+1:(j+1)*np,(j-1)*np+1: j*np)=-eye(np)/dt;

end
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%Construindo a Matriz B

unosl=ones (npt,1);

columnas3=[(-1/dt)*unosl (1/dt)*unosl (0)*unosl];
B=spdiags (columnas3,[-1 O 1],npt,npt);

B=full (B);

B(1,1)=alpha;

B(2:npt,1)=-1;

B(1,npt)=1/beta;

%Construindo Ah

%Ih=eye (np) ;

%hIt=eye (npt+1) ;
%ATT=kron(B,Ih)-kron(It,-Ah);

%% Algoritmo MQBVM e PQBVM
eATT=size (ATT) ;
b_h=zeros (eATT (1) ,1);
b_h(l:np,1)=(1/beta)*gdelta;

%Inicio do algoritmo
%Z=reshape (b_h ,np,npt+1);
%[V,D]l=eig(B);
%[d,ind]=sort (diag(D)) ;
%Ds=D(ind, ind) ;
%Vs=V(:,ind) ;

%Algoritmo de 3 Pasos
%S1=Z/(Vs.?);
%S2=zeros (np ,npt+1) ;

%for j=1l:npt+1

%82 (:,j)=(Ds(j)*Ih+Ah)\S1(:,j);
%end

%u_h=82%*Vs?;

%u_h=u_h(:);

%u_h=real (u_h) ;

%% Inicio do Algoritmo com \

u_h=ATT\b_h;

%Extraindo a fonte

f_h=zeros(np,1);



126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146

147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157

o N o o A 0N

101

for i=1:np
f_h(i)=u_h(i);

end

y=(h:h:pi-h)’;

%% Discrepancia using Ah
[Ulapla,Vlaplal=eig(Ah);
[d,ind]=sort (diag(Vlapla));
Vlaplas=Vlapla(ind,ind) ;
Ulaplas=Ulapla(:,ind);

Bh=Ulaplas*(inv(Vlaplas))*(eye(nip(1))-expmdemol (-Vlaplas))*Ulaplas’;

gh=gdelta;
[U,s,V]=csvd (Bh) ;

[x_delta,lambdal]=

discrep(U,s,V,qh,1.1%xepsilon);

plot(y,f,’b’,y,f_h,’r--’,y,x_delta,’g’);
title(’>Fun ao Fonte?)

xlabel (’malla’)

ylabel (’fonte e fonte perturbada’)

grid on

legend(’Fun ao Fonte ’,’Fun ao Fonte Perturbada ’,’Fun ao

Melhorada’)

errelageric=norm(f-x_delta,2)/norm(f,2);

if m==

errelavec (m)=errelageric;

else

errelavec(m)=errelavec(m-1)+errelageric;

end

end

errela=norm(f-x_delta,2)/norm(f,2); %x_delta,f_h

errrelatotal=errelavec (30)/30;

Codigo em MATLAB para o QBVM e TSVE em 2D

% Diferencias Finitas para la ecuaci n

% U_t-alf*x(U_xx+U_

yy)==£

% Condiciones de frontera Dirichlet

% UCO,y,t)=0, U(L,
% U(x,0,t)=0, U(x,

Y,t)=0
H,t)=0

% Condici n Inicial U(x,y,0)=0

% Fuente puntual:

f(x,y)=x(pi-x)sin(2x)y(pi-y)cos(y)

%x_delta,f_h
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clc

%% Parametros

alf=1;

f=0(x,y,t) (x.*(pi-x) . .*sin(2.*x) .*xy.*(pi-y) .*cos(y)); %valor
puntual

hpeaks (x,y) %x.*(pi-x).*sin(2.*xx) .*y.*(pi-y).*cos(y)

%% Datos del dom nio

L=pi; %longitud en x
H=pi; %longitud en y

% Datos temporales

tf=1; % Tiempo final

%% Valores para la discretizacion

nx=30; Y%numero de subintervalos en x
ny=30; %numero de subintervalos en y
dx=L/nx; %incremento en x

dy=H/ny; %incremento en y

nnx=nx-1; Y%numero de incognitas en x

nny=ny-1; %numero de incognitas en y

ni=nnx*nny; %numero de incognitas
npt=6; %numero de pasos en el tiempo
dt=tf/npt; %incremento temporal

hh

%% condicion inicial

cz=zeros (ni,1);

%% valores para los calculos
adtx=(alf*dt) /(2*xdx*dx) ;
adty=(alfxdt)/(2*xdyx*dy) ;

dpi=1+2*adtx+2*adty; %Diagonal Principal Izquierda
dpd=1-2*adtx -2*adtx; %Diagonal Principal Derecha

dssi=-adty; %Diagonal Secundaria Superior Izquierda

de la fuente
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dssd=adty; %Diagonal Secundaria Superior Derecha
dsii=-adty; %Diagonal Secundaria Inferior Izquierda
dsid=adty; %Diagonal Secundaria Inferior Derecha
ddii=-adtx; %Diagonal Distante Inferior Izquierda
ddid=adtx; %Diagonal Distante Inferior Derecha
ddsi=-adtx; %Diagonal Distante Superior Izquierda

ddsd=adtx; % Diagonal Distante Superior Derecha

%% Termino Independiente

b=zeros (sqrt(ni),sqrt(ni));

%% Creacion de la matriz de coeficientes
mi=zeros(ni,ni); %Matriz nula

md=zeros (ni,ni); %Matriz nula

%% LLenado de las matrices
% Diagonal Principal
for i=1:ni

mi(i,i)=dpi;

md (i,i)=dpd;

end

%#Diagonales Secundarias
for i=1:ni-1
mi(i,i+1)=dssi;
md(i,i+1)=dssd;
mi(i+1,i)=dsii;
md(i+1,i)=dsid;
if mod(i,3)==0
mi(i,i+1)=0;
md(i,i+1)=0;
mi(i+1,i)=0;
md (i+1,1)=0;
end

end

%#Diagonales secundarias Distantes
for i=1:ni-nny

mi(i,i+nny)=ddsi;

md (i,i+nny)=ddsd;
mi(i+nny,i)=ddii;

md (i+nny,i)=ddid;
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end

o

t=dt;

Resolucion del m todo

F=zeros(ni,1);

while (t<tf)

%Ensamblado del lado derecho
for j=1:nny

for i=1:nnx
b(j,i)=0(dt/2) *(£(j*dy,i*dx,t)+f(j*dy,i*dx,t-dt));

end

end

F=b(:);

%Calculamos la nueva H

Fl=md*cz+F;
H=SOR_HW(mi,F1,ones(ni,1) ,0.5);
t=t+dt;

end

hh

Inicio do QBVM

%Gerando delta e condi ao de ruido

tau=dt;

et=size (H);

ruid=randn(size (H)) ;
epsilon=10~-2; %10°-1,10"-2,10"-3,10"-4

auxl=ones (et (1) ,1);

gdelta=H+(epsilon)*norm(H)*ruid/norm(ruid) ;
delta=norm(gdelta-H,2);
beta=delta~0.5; %MQBVM delta=0 PQBVM taux*delta~0.5

%#Constru ao da matriz Laplaciana

I = speye(nnx,nnx);

I=full(I);

E = sparse(2:nnx,1:nnx-1,1,nnx,nnx);

E=full (E) ;

D = E+E’-2%1;

Ah kron(D,I)+kron(I,D);

Ah=-Ah;

%Ah = 2xeye(ni)-diag(ones(ni-1,1) ,1)-diag(ones(ni-1,1),-1);
%h=dx ;

%Ah = Ah/h/h; 9% ok

nip

size (Ah);
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%#Constru ao da matriz Ah

AT = kron(eye (npt),Ah);

%#Diagonal Principal

ATT = eye(size (AT))/dt+AT;

%Primeiro bloco

ATT(1:ni,1:ni)=beta*eye(ni);

%#Ultimo bloco

ATT(1:ni,end-ni+1:end)=eye(ni);

%Primeira coluna

for j=1:mnpt-1
ATT(ni*j+1:(j+1)*ni,l:ni)=-eye(ni);

end

%Subdiagonal

for j=2:npt-1

ATT(j*ni+1:(j+1)*ni,(j-1)*ni+1:j*ni)=-eye(ni)/dt;

end

%% Algoritmo QBVM

%construindo b_h
eATT=size (ATT) ;
b_h=zeros (eATT (1) ,1);
b_h(1l:ni,1)=gdelta;
u_h=ATT\b_h;

% Extraindo a fonte

f_h=zeros(ni,1);

for i=1:ni
f_h(i)=u_h(i);

end

f_graff=reshape(f_h,[],sqrt(ni));

[N,M]=meshgrid(dx:dx:pi-dx);

P=M.*x(pi-M).*sin(2.*M) .*N.x(pi-N).*cos(N);

%% Discrepancia using Ah
[Ulapla,Vlaplal=eig(Ah);
[d,ind]=sort (diag(Vlapla));
Vlaplas=Vlapla(ind,ind) ;
Ulaplas=Ulapla(:,ind) ;

Bh=Ulaplas*(inv(Vlaplas))*(eye(nip (1)) -expmdemol (-Vlaplas))*Ulaplas’;

gh=gdelta;
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184 [U,s,V]=csvd(Bh);

185 [x_delta,lambdal]l=discrep(U,s,V,qh,1.1*epsilon);

186

187 x_delta=reshape(x_delta,[],sqrt(ni));

188

189 %% Grafica Fuente

190 subplot (2,2,1)

191 surf (M,N,P);

192 title (’Grafica Fuente’), xlabel(’eje x’), ylabel(’eje y’)
193 zlabel(’eje z?);

194

195

196 subplot (2,2,2)

197 surf (M,N,f_graff)

198 title (’Grafica Fuente Reconstruida’), xlabel(’eje x’), ylabel(’eje y’)
199 zlabel (’eje z’);

200

201

202 subplot (2,2,3)

203 surf (M,N,x_delta)

204 title(’Grafica Fuente Reconstruida’), xlabel(’eje x’), ylabel(’eje y?)
205 zlabel(’eje z’);

206

207 errela=norm(P-f_graff,’fro’)/norm(f_graff,’fro’);

Cdédigo em MATLAB para o MQBVM,PQBVM e TSVE em 2D

-
==

Diferencias Finitas para la ecuaci n

% U_t-alfx(U_xx+U_yy)=f

% Condiciones de frontera Dirichlet

% U0,y,t)=0, U(L,y,t)=0

% U(x,0,t)=0, U(x,H,t)=0

Condici n Inicial U(x,y,0)=0

% Fuente puntual: f(x,y)=x(pi-x)sin(2x)y(pi-y)cos(y)

o © 00 N O o M~ W N
==

—_

clc

_ a4 a4
w N =

%% Parametros
alf=1;
f=0(x,y,t) (x.*(pi-x) .*sin(2.%x) .*y.*(pi-y) .*cos(y)); %valor de la fuente

—_
o

puntual %x.*(pi-x).*sin(2.%*x) .*y.*(pi-y).*cos (y)
16 %peaks(x,y) %x.*x(pi-x).*sin(2.*x) .*y.x(pi-y).*cos(y)
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%% Datos del dom nio

L=pi; %longitud en x
H=pi; %longitud en y

% Datos temporales

tf=1; % Tiempo final

%% Valores para la discretizacion

nx=30; %numero de pontos en x
ny=30; %numero de pontos en y
dx=L/nx; %incremento en x

dy=H/ny; ’incremento en y

nnx=nx-1; %numero de subintervalos en x

nny=ny-1; %numero de subintervalos en y

ni=nnx*nny; ’%numero de incognitas
npt=6; Y%numero de pasos en el tiempo
dt=tf/npt; %incremento temporal

0/ 0

Toto

%% condicion inicial

cz=zeros (ni,1) ;

%% valores para los calculos
adtx=(alf*xdt) /(2*xdx*dx) ;
adty=(alfx*xdt)/(2xdy*dy) ;

dpi=1+2*adtx+2*adty; %Diagonal Principal Izquierda
dpd=1-2*adtx-2*adtx; %Diagonal Principal Derecha
dssi=-adty; %Diagonal Secundaria Superior Izquierda
dssd=adty; %Diagonal Secundaria Superior Derecha
dsii=-adty; %Diagonal Secundaria Inferior Izquierda
dsid=adty; %Diagonal Secundaria Inferior Derecha
ddii=-adtx; %Diagonal Distante Inferior Izquierda
ddid=adtx; %Diagonal Distante Inferior Derecha
ddsi=-adtx; %Diagonal Distante Superior Izquierda

ddsd=adtx; % Diagonal Distante Superior Derecha

%% Termino Independiente
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b=zeros (sqrt(ni),sqrt(ni));

Do
mi=

md=

hh

Creacion de la matriz de coeficientes
zeros(ni,ni); %Matriz nula

zeros(ni,ni); %Matriz nula

LLenado de las matrices

% Diagonal Principal

for

end

%Di

for

if

i=1:ni
mi(i,i)=dpi;
md (i,i)=dpd;

agonales Secundarias
i=1:ni-1
mi(i,i+1)=dssi;
md(i,i+1)=dssd;
mi(i+1,i)=dsii;
md (i+1,i)=dsid;
mod (i, 3) ==0
mi(i,i+1)=0;
md(i,i+1)=0;
mi(i+1,1)=0;
md(i+1,1i)=0;

end

end

%Diagonales secundarias Distantes

for
mi
md
mi
md

end

hh

i=1:ni-nny
(i,i+nny)=ddsi;
(i,i+nny)=ddsd;
(i+nny,i)=ddii;
(i+nny,i)=ddid;

Resolucion del m todo

t=dt;

F=z

whi

%Ensamblado del lado derecho

for

eros(ni,1);
le (t<tf)

j=1:nny
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for i=1:nnx
b(j,i)=(dt/2) *(f(j*dy,i*dx,t)+f(j*dy,i*xdx,t-dt));
end

end

F=b(:);

%#Calculamos la nueva H
Fl=md*cz+F;
H=SOR_HW(mi,F1,ones(ni,1) ,0.5);
t=t+dt;

end

%% Inicio do MQBVM e PQBVM

%Gerando delta e condi ao de ruido
et=size (H);

ruid=randn (size(H));

epsilon=10~-1; %10°-1,10"-2,10"-3,10"-4

auxl=ones (et (1) ,1);

gdelta=H+(epsilon) *norm(H)*ruid/norm(ruid); %H+(epsilon)*norm(H)*ruid/

norm(ruid) %H.*(auxl+epsilon*ruid)
delta=norm(gdelta-H,2);
beta=dt*delta~0.5; J%delta MQBVM %dt*delta~0.5 PQBVM
alpha=1/dt+dt/beta; % O MQBV,1/dt+dt/beta PQBVM

%% form 1

%Lap=1/dx~2*gallery (’poisson’,nnx) ;
%Ah=full (Lap)/2;

%I = speye (nnx,nnx) ;

%E = sparse(2:nnx,1:nnx-1,1,nnx,nnx);
%D = E+E’ -2x%T1;

%Ah = kron(D,I)+kron(I,D);

%Ah=full (Ah) ;

%Ah=Ah/2;

%Ahl1=1/dt ~2*gallery (’poisson’,nnx) ;
%Ah1=full (Ah1l) ;

%Ah = 2xeye(ni)-diag(ones(ni-1,1) ,1)-diag(ones(ni-1,1),-1);

%% form 2

h=dx;

I=eye (nnx) ;

e=ones (nnx,1) ;

E=spdiags ([e -4*e e],[-1 O 1],nnx,nnx);
D=spdiags ([e el,[-1 1],nnx,nnx);
Ah=(kron(I,E) + kron(D,I))/dx"2;
Ah=-full (Ah);

%% form 3
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Y%e=ones (nnx ,1) ;

%E=spdiags ([e -4*%e e],[-1 O 1] ,nnx,nnx);
%E=full (E) ;

%I=eye (nnx) ;
%Ah=kron(I,E)+kron(E,I)/dx"2;

%Ah=-Ah;

nip = size(Ah);

%#Constru ao da matriz Ah

AT = kron(eye (npt) ,Ah);

%#Diagonal Principal

ATT = eye(size (AT))/dt+AT;

%Primeiro bloco

ATT(1:ni,1:ni)=(alpha)*eye(ni)+Ah;

%Ultimo bloco

ATT(1:ni,end-ni+1:end)=(1/beta)*eye(ni);

%Primeira coluna

for j=1:npt-1
ATT(ni*j+1:(j+1)*ni,l:ni)=-eye(ni);

end

%#Subdiagonal

for j=2:mnpt-1
ATT(j*ni+1:(j+1)*ni,(j-1)*ni+1:j*ni)=-eye(ni)/dt;

end

%Construindo a Matriz B

unosl=ones (npt,1);

columnas3=[(-1/dt)*unosl (1/dt)*unosl (0)*unosl];
B=spdiags (columnas3,[-1 0 1],npt,npt);

B=full(B);

B(1,1)=alpha;

B(2:npt,1)=-1;

B(1,npt)=1/beta;

%% Algoritmo MQBVM e PQBVM
eATT=size (ATT) ;
b_h=zeros (eATT (1) ,1);
b_h(1l:ni,1)=(1/beta)*gdelta;

%% Inicio do Algoritmo com \
u_h=ATT\b_h;

% Extraindo a fonte

f_h=zeros(ni,l);
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192 for i=1:ni

193 f_h(i)=u_h(i);

194 end

195

196 f_graff=reshape(f_h,[],sqrt(ni));

197

198 [N,M]=meshgrid(dx:dx:pi-dx);

199 P=M.*(pi-M) .*sin(2.*M) .xN.*(pi-N) .*cos(N); %P

=M.*x(pi-M) .*sin(2.*M) .*N.*x(pi-N).*cos(N); %M.*(pi-M).*sin(2.*M) .*N.x*(
pi-N) .*xcos (N)

200

201 [U,LA] = disc_eigenp (nnx);

202

203 sigd=LA’;

204

205 % discrepancy for TSV:

206 coef = U’*gdelta;

207 for i=1:nnx*nnx-1

208 res(i) = norm(coef(i+1l:nnx*nnx)); % residuos

209 end

210 J= find(res<=delta) ;

211 ktrunc = J(1); ctrunc = (U(:,1:ktrunc) ’*gdelta)./sigd(1l:ktrunc
);

212 soltsvd = U(:,1:ktrunc)*ctrunc;

213 sol=soltsvd (:,ktrunc);

214 sol=reshape (sol, [],nnx);

215

216

217 %% Grafica Fuente

218 subplot (1,3,1)

219 surf (M,N,P);

220 title(’Grafica Fonte’), xlabel(’eje x’), ylabel(’eje y’)

221 zlabel(’eje z’);

222

223 subplot (1,3,2)

224 surf (M,N,f_graff)

225 title(’Grafica Fonte Reconstruida Lavrentiev’), xlabel(’eje x’), ylabel(
’eje y?)

226 zlabel(’eje z’);

227

228 subplot (1,3,3)

229 surf (M,N,sol)

230 title(’Grafica Fonte Reconstruida Discrep’), xlabel(’eje x’), ylabel(’
eje y?)
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zlabel (’eje z’);

errela=norm(P-f_graff’,’fro’)/norm(P,’fro’);
errelal=norm(P-sol,’fro’)/norm(P,’fro’);
function [U,VS] = disc_eigenp(nnx)
h = 1/(nnx+1);
SL = 2%(1-cos([1:nnx]*h))/h"~2;
VL = sin([1:nnx]’*[1:nnx]*h);
for i =1:nnx
VL(:,1i)=VL(:,i)/norm(VL(:,1i));
end
valsin = [(1-exp(-SL))./SL]’;
1 = SL;
for i=1:nnx
1k (:,i) = 1(i)+1;
for j=1:nnx
V(:,j) = kron(VL(:,j),VL(:,1i));
end
Vk(:,nnx*(i-1)+1:nnx*i)=V;
end
1kk = 1k (:);

[LK,I]=sort (lkk) ;
for i=1:nnx"2
Vet (:,i) = Vk(:,I(i));
end
U = Vet; VS = LK;

end
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