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RESUMO

Este trabalho de mestrado tem como objetivo explorar a medida de quanticidade de Gi-
rolami (GIROLAMI, 2019), definida como uma funcéo custo que quantifica a dificuldade
de preparar estados quanticos. Aplicamos essa medida na implementacéo do algo-
ritmo de Grover através de evolugdes continuas no tempo sem transicao, investigando
sua relacdo com complexidade computacional e eficiéncia do algoritmo.

Palavras-chave: Informacao quéantica. Computacao quantica adiabatica. Informacéao
de Fisher. Algoritmo de Grover. Assimetria quantica. Quantum speed limit.



ABSTRACT

This master’s thesis aims to explore the Girolami’s quantumness measure (GIROLAMI,
2019), which is defined as a cost function quantifying the difficulty of preparing quantum
states. We apply this measure in the implementation of the Grover algorithm through
transitionless continuous time evolutions, investigating its relationship with computa-
tional complexity and algorithm efficiency.

Keywords: Quantum information. Adiabatic quantum computing. Fisher information.
Grover’s algorithm. Quantum asymmetry. Quantum speed limit
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1 INTRODUGAO

"Uma computagéo classica é como uma voz solo — uma linha de tons puros
sucedendo um ao outro. Uma computagao quéantica é como uma sinfonia —
muitas linhas de tons interferindo umas com as outras.”" (LLOYD, S., 2007)

A citacdo acima traz uma interessante analogia entre computagdo e musica.
Uma melodia, um tom puro, estaria para a computacao classica como uma sinfonia
estaria para a computacao quantica. Essa é uma comparagao possivel porque assim
como a mecanica quantica, a mecanica das ondas sonoras esta sujeita a um mesmo
principio, o principio da superposi¢cdo. Quando duas ou mais ondas se encontram,
elas se interferem e geram uma onda resultante expressa pela combinacao linear das
duas ondas. Da mesma forma, quando expressamos o estado de um sistema quantico,
podemos denota-lo por uma superposicao de estados quanticos.

Apesar de parecer uma analogia simplista, ela € um bom ponto de partida para
ilustrar essa propriedade, porque é essa propriedade que pode fornecer uma vantagem
significativa frente a computacao classica: explorar a superposicdo de estados na
quantificacdo, armazenamento, processamento e transmissédo de informagao.

No seu nivel mais fundamental, a computacao classica tem uma unidade basica
de informacao, um bit. Uma quantidade que pode assumir somente dois valores, ou
dois estados, 0 ou 1. Ja a menor unidade de informagédo na computagéo quantica € o
qubit, uma superposicao arbitraria. Conforme o nimero de qubits escala, o numero de
bits necessarios para simular tais qubits escala exponencialmente. Como parametro,
podemos pensar que para simular n-qubits sdo necessarios 2"-bits (CHUANG; NIEL-
SEN, 2000). Por sorte, ndo precisamos simular nada, porque a natureza do nosso
mundo é regida pela mecanica quantica e encontramos sistemas desse tipo em todo
lugar ao nosso redor.

A mecaénica quantica, desde a sua origem ha pouco mais de um século, intriga
0s pesquisadores, dada a sua estranheza frente ao mundo que até entdo se conhecia,
mundo que passamos a chamar de classico. Para além da superposicao, algumas ou-
tras caracteristicas estranhas ao mundo classico que podemos citar sdo a quantizagao
da energia (PLANCK, 1901), a quantizacao do momento angular(BOHR, 1913), e 0
emaranhamento quantico (EINSTEIN; PODOLSKI; ROSEN, 1935; SCHRODINGER,
1935). Dentre essas, destacamos o emaranhamento, um tipo de correlagao entre sis-
temas quéanticos que ndo tem contrapartida no mundo classico. O emaranhamento
€ apenas um exemplo de correlacao quantica, existindo muitas outras correlacoes
possiveis, tais como: ndo-localidade de Bell(BELL, 1966), steering(WISEMAN; JO-
NES, S.; DOHERTY, 2007), discérdia quantica(OLLIVIER; ZUREK, 2001), coeréncia
quantica(BAUMGRATZ; CRAMER; PLENIO, 2014), entre tantas outras que podem
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ser encontradas apenas em sistemas quanticos. Para uma revisao sobre correlacoes
quanticas veja as seguintes referéncias(HORODECKI et al., 2009; MODI et al., 2012;
UOLA et al., 2020; ADESSO; BROMLEY; CIANCIARUSO, 2020).

A exploracao de correlagdes quéanticas, assim como a superposicao, sao res-
ponsaveis por algumas vantagens que o0 mundo quéantico possui ho armazenamento,
processamento e transmisséo de informacao. Um exemplo é o algoritmo de fatoragéo
de Shor(SHOR, 1997), que serve para encontrar os fatores primos de numeros inteiros
em uma escala de tempo quase que exponencialmente mais rapida que o melhor al-
goritmo classico conhecido. Tal algoritmo deu grande impulso para o desenvolvimento
da computacado quéntica, por conseguir quebrar chaves criptograficas utilizadas em
sistemas de transacdes bancaérias, por exemplo. Além do ganho no processamento
de informagdo, as memadrias quanticas economizam exponencialmente mais espaco
do que as suas versdes classicas (OHLSSON; KROLL; MOISEEV, 2003) e é possivel
fazer transmisséo de informagédo 100% segura com a criptografia quantica (BROAD-
BENT; SCHAFFNER, 2016).

Dentre todos esses elementos de distingdo entre o que é classico e o que é
quantico que podemos nos valer para computagéo, a motivacao inicial desse trabalho
se deu entorno de uma questao: seria possivel quantificar as contribuicées de feno-
menos puramente quanticos e fendmenos puramente classicos na execugao de um
algoritmo quantico?

Encontramos na referéncia (GIROLAMI, 2019) uma resposta para essa questao.
A medida de quanticidade proposta por Girolami, que denotaremos por QG, é uma
fungéo custo que quantifica a dificuldade de preparar um estado quantico em termos
do quao diferente esse processo é de um processo classico, em seguida é apresentada
uma estrutura de trabalho com a qual se pode minimizar o custo de preparo de um
estado quantico. Na proposta, encontram-se indicios de que essa quantidade poderia
estar relacionada com limites para a eficiéncia de algoritmos de computacao quantica,
mais especificamente, para alguns tipos de preparo, a quantidade parece estar rela-
cionada com limites para a complexidade computacional e o tempo de execuc¢éo do
processo.

Tendo em vista essa motivagao inicial, o problema central da pesquisa passou a
ser responder duas questdes. A primeira é "A QG esta relacionada com a complexidade
computacional do processo ou com o tempo de execugcao de um algoritmo?", enquanto
que a segunda € "Qual a interpretacao da medida e suas conexdes com outras medidas
de correlagdes quanticas?"

Visando encontrar uma interpretacdo adequada para a funcéao QG, inicialmente
realizamos uma ampla revisdo da literatura correlata a area de eficiéncia e tempos
de execucao de algoritmos e protocolos de informagdo quéntica, onde encontramos
algumas interpretagées para a funcdo QG. A primeira chave de interpretacdo € a
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relacdo entre QG e a informacao quantica de Fisher (PARIS, 2009), uma medida para
a eficacia da estimativa de um parédmetro associado a um sistema quéntico. A segunda
chave de interpretacéo € a relacédo entre QG e QSL (DEFFNER; CAMPBELL, 2017),
campo que investiga os limites fundamentais para o tempo minimo de evolucao entre
dois estados. A terceira chave de interpretacao € a funcdo QG como uma medida de
assimetria quantica (MARVIAN; SPEKKENS, 2014), uma medida informacional que
quantifica o quanto um estado quantico quebra uma simetria associada a dindmica
que conduz a evolugao desse estado.

Como objetivos especificos da pesquisa, partimos para o calculo explicito da
fungéo QG para algoritmos de computagao quéntica a fim de fazer um estudo compara-
tivo entre as complexidades computacionais conhecidas para algoritmos ja estudados
na literatura e o resultado do célculo da QG. Com esse foco, optamos por estudar o
modelo adiabatico de computag¢ao quéantica (ALBASH; LIDAR, 2018). Essa opcéo foi
feita porque ao contrario do modelo circuital de computagédo quantica, em que sequén-
cias de portas logicas sédo aplicadas a fim de implementar um algoritmo, o modelo
adiabatico se baseia em evolugbes continuas no tempo, nesse sentido se adequando
mais a proposta da funcdo QG. Como segundo motivo, por diferir do modelo circuital,
onde as medidas de complexidade de tempo sdo baseadas no numero de portas 16gi-
cas implementadas, a complexidade de um algoritmo adiabatico é medida pelo tempo
de execucgao baseada nas condigdes estabelecidas pelo teorema adiabético, o que,
na pratica, nem sempre é tao trivial de ser obtido. Sendo assim, seria interessante
encontrar novas formas de medir a eficiéncia algoritmica de processos desse tipo.

Delimitamos entdo o escopo dessa parte da investigacido ao algoritmo de busca
quantica de Grover (GROVER, 1996), algoritmo que implementa uma busca por um
elemento especifico de uma base de dados néo estruturada. Por ser um algoritmo
com versao adiabatica conhecido na literatura (ROLAND; CERF, 2002), com resultado
analitico para o gap de energia entre o estado fundamental e os niveis excitados e
com resultados compativeis para a complexidade computacional nos dois modelos de
computacdo, ou seja, uma complexidade da ordem de O(v/N), onde N é a dimens&o
do sistema utilizado na implementagédo, o que nos fornece um bom parametro de
comparacgao para o calculo da QG do algoritmo.

A presente dissertacao estd estruturada da seguinte forma: no capitulo 2 abor-
daremos o tema principal desse trabalho, em que apresentaremos a funcéo custo que
quantifica a dificuldade de preparar um estado quantico, denominada QG. Inicialmente
faremos uma revisdo completa da proposta e das motivagdes utilizadas na construgao
da funcédo QG e da estrutura de trabalho apresentada para a minimizacéo do custo de
preparo de estados quanticos, bem como discutiremos brevemente os casos particula-
res em que ela estabelece limites para a complexidade algoritmica. Em um segundo
momento, revisaremos o conceito de informagéao quantica de Fisher e demonstraremos
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qual a sua relagdo com a QG. Em um terceiro momento, revisaremos o conceito e 0s
resultados obtidos no campo de estudo de QSL e como é possivel relacionar esses
resultados com os limites estabelecidos a partir da funcao QG. Por ultimo, revisaremos
o conceito de assimetria quantica e demonstraremos que a funcao QG é, na verdade,
uma medida de assimetria.

No capitulo 3, faremos uma breve apresentacao do desenvolvimento histérico da
computacao quantica até a proposi¢cao do modelo de computagédo quantica adiabatica
como um modelo universal de computagcao. Faremos uma revisao completa do teorema
adiabatico, base para o funcionamento desse paradigma de computagcdo. Em seguida
apresentaremos como funciona e se implementa a computagdo quantica adiabatica,
tomando como exemplo, o algoritmo de Grover, que sera apresentado tanto na versao
circuital quanto na versao adiabatica. Por fim, apresentaremos resultados gerais para
QG de algoritmos adiabaticos.

Apresentaremos, no capitulo 4, os resultados obtidos para o calculo explicito
da QG do algoritmo de Grover. Os célculos foram feitos inicializando o algoritmo em
um estado em equilibrio com um reservatorio térmico. Os resultados foram divididos
por norma adotada no calculo explicito da funcao, dividindo-se em dois casos: utili-
zando a norma b e utilizando a norma induzida a partir da métrica de Bures. Por fim,
apresentaremos os resultados obtidos para os tempos limites associados a fungéo
QG.

No capitulo 5, apresentaremos as conclusdes e discussdes finais sobre os
resultados obtidos no desenvolvimento do trabalho, bem como as perspectivas futuras
que se abrem e se fecham a partir desse estudo.



15

2 QUANTICIDADE DE GIROLAMI

Esse capitulo se dividird em trés secoes. Na primeira sera apresentada a defini-
¢ao e construgao da funcdo QG conforme a referéncia (GIROLAMI, 2019). A segunda
segao sera dedicada a apresentar sua relagao com a informacao de Fisher. Na terceira
sera explorada sua relagdo com quantum speed limit (QSL) e, por fim, sera mostrado
que a funcao QG é uma medida de assimetria quantica.

2.1 CONTRIBUIGAO CLASSICA E QUANTICA NA EVOLUGAO DE ESTADOS QUAN-
TICOS

Considere um sistema quantico preparado em um estado inicial p e que se tem
0 objetivo de levar esse sistema para um estado alvo 7. A pergunta inicial é: Serd
possivel separar e quantificar a contribuicdo de fenémenos classicos e quanticos na
evolucao de um estado para outro?

Antes de responder essa pergunta, é necessario entender do que podemos nos
valer para diferenciar um fenédmeno classico de um fenémeno quéntico. Uma caracte-
ristica fundamental que distingue o que é quantico do que é classico é a superposicao
de estados. Um sistema quantico pode ser descrito como uma combinacéao linear de
estados em que uma observacao, ou medida em relagdo a uma base pode levar a um
resultado especifico de acordo com uma probabilidade. Ja um sistema classico néo
pode ser descrito da mesma maneira, uma vez que estados classicos permanecem
sempre distinguiveis (ortogonais) entre si. Seja um estado de um sistema descrito
genericamente por

) =2 aili), ()

com a; € C e onde a probabilidade de obter um estado denotado por |k) em uma
observacéo € dada por

P(k) = |ak|?. 2)

Podemos descrever esse mesmo sistema de outra forma, utilizando o forma-
lismo de operadores densidades. Um sistema descrito por uma superposicao de es-
tados sera descrito nessa notagdo por uma matriz densidade com elementos néao-
diagonais diferentes de zero

W) =Y _aili) = [p) <W|=Za/af|i> ul, 3)
i i

uma vez que para i # j e para a;, a; # 0 temos que a,-a]’f # 0.
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Na referéncia (GIROLAMI, 2019), que serviu de motivacao principal para esse
trabalho, Girolami propds um indice geométrico que define uma fungéo custo associada
a dificuldade em preparar um estado quantico capaz de captar essa propriedade. Em
que termos essa dificuldade é quantificada? Quantificando o quéao diferente de um
processo classico a evolugao é, se valendo da presenca de superposicao no sistema.

O problema é formulado geometricamente, onde a dindmica da evolugéo é
descrita por uma curvay : t — y; em uma variedade de estados quénticos M, onde a
curva é dada por y; = Y _;Aj(1)]i(f))(i(f)], e temos que ) ;A;(t) =1, <i(t)\j(t)> =0jj, Yo =p
e yT =7 é a decomposicao espectral do estado do sistema no instante inicial f =0 e
no instante T, o tempo final da evolucao.

Sendo p um estado descrito por uma matriz diagonal na base de referéncia
dada por {|i(t = 0))}, a comutatividade entre entrada p e saida T ocorre se a matriz que
descreve o estado de saida € diagonal na mesma base.

Prova. Sejays = Y Ai(t)li(t))(i(t)], Y25 Ai(t) = 1, (i(D)|j(1)) = . SeyT = >2;A(T)|i(0))(i(0)|
entdo [yg,y7] = 0.

lYovT] =
= 27\/(0)7\,'(7) (I/(0)> (i(0)11j(0)) (j(0)| = 1j(0)) (j(0)I1i(0)) </'(0)I>
ij
(4)
= ZA/(OV\/(T) (Ii(0)>(f(0)| - Ii(0)><i(0)l>
- 0.
N

Se o0 estado de saida nao é diagonal, o que acontece com a presenca de
superposicao na base de referéncia, o comutador diferira de zero, exceto se todos
autoestados forem isoespectrais no instante inicial.

Prova. Sejay; = > ;Ai(t)i(t))(i(t)] com Y= A;(t) = 1, (i(D)|j(t)) = 6j. Se A;(0) = A;(0) para
Vi # j, entdo [yg,y7] = 0.
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[YoaYT}

D AT (T j(0)) (k(0)] i(T)) A(0) (I/(0)></(0)| k(0)) ((0)]

ikl

(6)
—|k(0)) (j(0)] I/(0)>(/(0)|>

= S AT J(0)) (K(O)] (T)) (Ax(0) =2;(0)) [K(0)) ((O)

iik

A/(0) = A(0),¥j # k —> [yo.yr] = 0. 7)
]

Mapas para os quais os estados de entrada e saida comutam podem ser escolhi-
dos para representar processos classicos, ja que esses nao podem criar superposicao.

Utilizando uma abordagem da teoria de recursos quanticos e se baseando na
comutatividade de entrada e alvo, € enunciado um conjunto de propriedades desejadas
para uma boa medida do quao diferente esses processos sao entre si.

A teoria de recursos no campo da informacao quantica, inspirada em outros
campos do conhecimento, como na psicologia (FOA et al., 1993), refere-se a qualquer
modelo de processamento de informacao limitado a um conjunto restrito de operacoes
fisicas (CHITAMBAR; GOUR, 2019). Nesse contexto, as operagdes permitidas no pro-
cessamento sdo chamadas de operagdes gratuitas, e os estados acessiveis mediante
a implementacao de operacdes permitidas sdo chamados de estados gratuitos. Qual-
quer estado ndo acessivel mediante implementacao de operagdes gratuitas € chamado
de recurso.

No caso de estudo, se temos como entrada um estado p = > ;A;(0) |i(0)) (i(0)],
qualquer estado diagonal na base {|i(0))} pode ser preparado via implementacédo de
operacgdes gratuitas, i.e., mapas classicos para os quais o estado do sistema sera
descrito em qualquer tempo por um elemento de Mg = {p = Z,-f\,-(t) 1i(0)) (i(0)}, para
vt € [0,T], que sera o conjunto de estados gratuitos. Procura-se por uma quantidade
que reflita o custo de criar superposicao no preparo de um sistema, que independa
das operagdes gratuitas implementadas no preparo e seja sensivel somente aos fené-
menos de natureza quéntica no processo. Quais propriedades sao desejaveis nesse
caso?

Deseja-se encontrar uma funcdo dos estados de entrada e saida Q(p,r) que
satisfaca:

+ i) Custo zero no preparo de estados gratuitos: Q(p,7) =0 <= 1€ M.

« ii) Invariancia por operagdes gratuitas: Q(p, 1) = Q(p,7) / Vp € M.
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« iii) Contractividade: Q(p,1) > Q(I'(p),/ (1))

A primeira propriedade € compreensivel tendo em vista 0 que esperamos que
essa quantidade reflita. A segunda propriedade estabelece que ndo importa quais
mapas classicos sejam implementados ou por qual estado gratuito a curva passe
antes do preparo de um estado quéntico alvo e padroniza o custo de preparar um
estado quantico especifico 1, ou de criar uma correlagcao quéntica a partir de um
estado classico qualquer.

Na terceira propriedade, I € um canal quantico completamente positivo que pre-
serva o trago (do inglés, CPTP), uma transformacéo que mapeia operadores densidade
de um espago de Hilbert Hy para outros estados de um espaco de Hilbert Ho, preser-
vando o traco e sendo um mapa completamente positivo (CHUANG; NIELSEN, 2000).
Essa € uma propriedade desejavel porque ao passar informag¢ao por um canal com
ruido, que pode ser representado por um mapa CPTP, esperamos perder informagao
sobre o sistema conforme a desigualdade de processamento de dados (BEAUDRY;
RENNER, 2011).

Considerando que o estado do sistema durante o processo, por meio de uma
diagonalizag¢do, sempre pode ser decomposto como y; = Ut/\tU}L, onde Ay € uma matriz
diagonal com os autovalores do estado como elementos. A taxa de variagao de y; no
tempo fica

Yt = UAUl + UAUS + U U
= UrU] + GrUT U U] + U UL G U
= UU] + GiUyt +y U U] (8)
= UAU] + GiUly =y G U
= Ut‘/.\z‘UtT +i[yt,Hyl,

onde H; = iU,UZ € o gerador da diagonalizacdo do estado em todos os instantes e a
identidade U;U] = —U; U] foi utilizada.

Para mapas classicos, onde a qualquer instante o estado do sistema sera des-
crito por uma matriz diagonal em uma base de referéncia {|i(0))}, imbvel, sempre po-
demos optar por decompor o estado de forma que y; = A, onde U; = 1, logo somente
o primeiro termo da equacao (8) sobrevive, Ut = 0. Por exemplo, o canal quantico de
amortecimento de fase (do inglés, phase damping channell), e(Ag) = >_x Ex/g E);, com
conjunto de operadores de Kraus dado por {E4,E»}, dado por

Eyp=Va (; ?) (©)

e

' Por exemplo, ao preparar um estado de Bell, criamos emaranhamento.
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E1=m<:) _°1> (10)

Mapas quénticos sado aqueles em que somente o segundo termo da equacéao
(8) sobrevive. Como exemplo temos as transformagdes unitarias, do tipo y; = UiAg UT,
que tipicamente descrevem a evolucao de estados de um sistema associado a um
hamiltoniano independente do tempo, alteram a base de autoestados enquanto o
espectro ndo é alterado, logo o primeiro termo da equacgéao (8) é anulado, /\0 =0.

Em uma curva correspondente a um mapa CPTP genérico, ambos termos de-
vem coexistir. Considere agora a energia da curva® com extremidades fixadas, yq = p

eyt =T, dada por

)
EVi - /0 Iyel2et, (11)

em que a norma sera induzida de uma métrica Fisher-Riemanniana, Unica métrica
contractiva sob mapas com ruidos (PETZ, 1996; MOROZOVA; CHENTSOV, 1991;
LUO, 20083), para que a propriedade de contractividade seja satisfeita. Independente
da métrica utilizada, pode-se tomar vantagem do fato de que o espaco tangente da va-
riedade M tem estrutura de soma direta (BENGTSSON; ZYCZKOWSKI, 2007; AMARI;
NAGAOKA, 2007):

el = [ | + ity H1IP, (12

a partir disso, a energia da curva pode ser separada em dois termos:

EYVt = /T Hut/'\tUjHZdt, (13)
0

)
EY = /0 iy e, Hil 2t (14)

O primeiro termo € anulado quando mapas classicos sdo implementados, so-
brando somente a contribuicdo quantica para a energia da curva, e o outro termo
€ anulado para evolugdes unitarias, sobrando somente uma contribuicao puramente
classica.

Tomemos a métrica de Bures como exemplo (DEFFNER; CAMPBELL, 2017).
Paray; = > ;A;(1)]i(t))(i(t)], ela pode ser escrita como

2 Em geometria Riemanniana, a energia de uma curvay : [a,b] — M em uma variedade M pode ser
definida como fab [yelPat.



Capitulo 2. Quanticidade de Girolami 20

)| dy; |k(t)
Dp(ysy: + dy) = Z |Y+t7|\k z‘)>|

. 2
a2~ | U1 A KON a2 ()] lyeHa ()2
B TZ (1) +Ax(D) T ~ (1) +Ag(D)

o2 | G010 U k)| gz | GO0 = Ay e |
£

T Aj(t) + A (t) 2 T (1) + Ak(D)
2
o2 <~ | Gt)|Ar K(t) dtzzjo (0 = A (01 ()|
= — + —
2 % N+ 2 Aj() + Ak (1)
a2 < AZ(D) g2 (D) - Ak(D)2 ,
=T 2 amt o (O] Hy [k ().
4 - Aty 2 T Aj(t) + Ak (D)
(15)
2
No primeiro termo da terceira linha da equacao acima foi utilizado que Ejk ‘[g’f]é’ﬂ =
2
Z/k %. Por fim, obtemos a separagcédo em dois termos:
2 | (i \’[YtaHt]U )2
il Z 4}\ Z R (16)

O primeiro termo esta relacionado com a informagéo classica de Fischer e o
segundo termo relacionado a informagao quantica de Fischer, que sera apresentada
na secao posterior. A equacao (14) satisfaz todas as propriedades desejadas por
construcao e define uma funcéo custo para a contribuicdo quéantica na evolugao do
sistema, ou em outras palavras, o custo de preparar coeréncia em um sistema.

Do ponto vista operacional, pode-se trabalhar com a ideia de optimizacédo no
preparo de um estado. Suponha que estejamos limitados a implementagéo de mapas
classicos e transformacdes unitarias, i.e., preparacdes separadas em uma mudanca
no espectro e uma mudanca de base:

p= Z)\ 0)| — pY _Z)\ HT_ZA (M. (17

A componente quéntica da energia da curva minima necessaria para levar o
estado de entrada para o estado alvo pode ser encontrada realizando uma dupla
minimizagéo da fungdo custo sobre todos os estados de entrada p" isoespectrais ao
estado alvo T e sobre todas as curvas y{ : p“ — T que levam de um ao outro,
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Qp(7) = min EY’ (Y — 1), (18)
pUy¢

essa quantidade é definida como a quanticidade de Girolami (QG) da preparacéo de
um estado quantico.

Suponha que o estado alvo T seja d-dimensional e seus autovalores tenham
multiplicidade m, logo estados isoespectrais podem ser atingidos com d!/(] [; m;!) per-
mutagbes P, ou seja, pp = PpUP1. Sendo assim, o problema de minimizagdo nessa
etapa se torna encontrar P tal que a QG seja minimizada.

E quanto ao melhor caminho y{ para levar de um estado isoespectral até o
estado alvo?

A curva entre dois estados que minimiza a energia da curva EYt{(p — 1) equi-
vale a encontrar a curva que minimiza a distancia fOT |lyt||at a velocidade constante
(PETERSEN, 1998). Uma funcéao distancia relacionada a métrica de Bures é o an-
gulo de Bures: dg(p,7) = arccos (Tr{|,/p+/7| }). Para estados puros p! = |@gu) (ppu| €
T = |p7) (Pr| 0 &ngulo de Bures se torna a distancia de Fubini-Study, dada por:

Dfpg(pY,1) = arccos ’<(Ppu > .

O estado pY mais préximo ao alvo é o que apresentar a maior superposi¢ao

com este. A curva geodésica nesse caso é dada por (UHLMANN, 1976; BARNUM,
1998):

(19)

|‘Pyt ><pr“|

‘(l)y > (cos 6 —sin6/tan d) ‘(pp >+sm6/smd|(pT> (20)

onde 6 = dt/T é uma parametrizagdo para o tempo e d = Dgg(pY,7) € a distancia de
Fubini-Study entre o estado e o alvo.

Para estados mistos podemos trabalhar de forma andloga ao trabalharmos com
suas respectivas purificagdes.

O estado misto isoespectral mais préximos a um estado alvo, também misto, é
o estado com a purificagdo mais préxima a purificagdo do estado alvo. As expressdes
compactas para as purificagées mais proximas sdo (BARNUM, 1998):

‘Lppur/f> Z\/_” ) @ 1i(0)

purif\ _ U172 [muN1/2-5u\1/2 | : (21)
yf >—Z<p> wp) (P42 i(0)) @ [i(0)).

O caminho que minimiza a energia da curva ou a distancia entre dois estados
mistos pode ser encontrada tomando o traco parcial ao longo da geodésica que liga os
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estados purificados. Por construcao, essa quantidade também satisfaz todas as trés
propriedades desejadas enunciadas anteriormente e estabelecem um limite inferior
para a QG desse processo,

Qp(r) 2 Q (). (22)
P

Na pratica, o que esse indice reflete?

Por exemplo, seja a evolugdo de um estado descrita por uma unitaria sem
dependéncia temporal no hamiltoniano, U; = et um mapa tipicamente quantico,
ou seja, a QG equivale a energia da curva. Nesse caso a equacgao (16) é limitada
superiormente pela variancia do hamiltoniano vezes o tempo total de evolugéao.

Qo(1) < Vp(H)T, (23)

onde V(H) = Tr{sz} - Tr{pH}Z. A desigualdade acima é um tipo de relagcdo de
Mandelstam-Tamm (DEFFNER; CAMPBELL, 2017), que sera apresentada posterior-
mente e nos fornece uma relagcao entre a grandeza e o intervalo de tempo necessério
para levar o estado até um alvo.

Em outro exemplo discutido na proposta (GIROLAMI, 2019), a QG também
limita o nimero de portas ldégicas necessarias para o preparo de um estado. Seja um
mapa unitério y{ : pY — 1 sintetizado por N operadores que comutam entre si, ou
seja, portas l6gicas, onde yY = UpUU], Uy = e, H = N H;, [H,HJ =0, Vij. Um
exemplo de um processo assim é o preparo de estados simétricos com alto grau de
emaranhamento, (a|0> + b|1)> 2 [0)®N = 2|0y®N*1 4 p|1)y2N+1 onde a,b € C, com
portas controladas entre o primeiro e o /+1-ésimo qubit. Considere que a semi-norma3
de cada hamiltoniano seja ||H;|| = h; ;s — h; i, @ diferenga entre o seu maior e o seu
menor autovalor, ela serve como uma medida para a complexidade do hamiltoniano
uma vez que dependera do numero de portas légicas necessarias para implementa-lo
e do tamanho das correlagdes que ele cria (BOIXO et al., 2007; ZWIERZ; PE REZ-
DELGADO; KOK, 2010). Para a variancia desse hamiltoniano, vale que 4 V,(H) < || HHZ.
Tomando a média quadréatica da semi-norma sobre todos os hamiltonianos H, temos
que:

4V,(H) < N2THF. (24)

Se assumirmos que cada hamiltoniano tem a mesma semi-norma ||H,|| = h, VI,
da equacao (23) podemos concluir que o numero de portas légicas necessarias para
implementacao do hamiltoniano é limitado inferiormente por

3 Uma seminorma é uma norma de espagco vetorial que ndo necessariamente precisa ser positiva
definida.



Capitulo 2. Quanticidade de Girolami 23

(25)

o que nos fornece uma relacéo entre a QG e a complexidade de portas Iégicas para
esse tipo de preparo.

Isso parece mostrar que esse indice geométrico além de fornecer uma quantifi-
cacgao para a contribuigcdo de fenémenos quanticos no preparo de um estado quantico,
também fornece uma estratégia que permite encurtar esse processo ao trabalharmos
com a minimizagao da componente da energia da curva associada a essa contribui¢ao.
Isso poderia ter impactos no estudo de algoritmos de computagédo quantica, servindo
como uma medida de desempenho ou para estabelecer limites fundamentais no pro-
cessamento de informacao quantica.

Com isso em mente, no presente trabalho visamos investigar se 0 uso da QG
pode trazer ganhos de performance ou novas informacdes no estudo de algoritmos
quanticos. Inicialmente, a opcao de estudar o modelo de computacao quéantica adiaba-
tica foi feita, pois a anéalise de complexidade e de performance em algoritmos nesse
modelo n&o pode ser feita de forma tdo direta como no modelo circuital de computa-
cao quantica, dependendo principalmente da aproximacao estabelecida pelo teorema
adiabatico. Porém, os resultados terminaram por apontar que o uso da funcao QG é
mais adequado no caso da implementagao de atalhos para a adiabaticidade. Fizemos
a opcao de delimitar a analise a um algoritmo que ja possui versao de implementa-
cao adiabatica conhecida, optando pelo algoritmo de busca quantica, ou algoritmo
de Grover. Os resultados foram obtidos utilizando atalhos para a adiabaticidade na
implementagdo dessa versédo do algoritmo. Mais discussdes sobre esse modelo de
computacgdo, atalhos para adiabaticidade, o teorema adiabatico e o algoritmo de Gro-
ver serdo apresentadas nas segdes posteriores.

2.2 INFORMAGAO DE FISCHER

Aqui serdo apresentados brevemente aspectos da teoria da estimativa (DE-
VORE, 1994) visando abordar o conceito de informacao de Fisher.

A teoria da estimativa é uma area da estatistica com o objetivo de estimar com
boa aproximac&do um parametro de interesse dado uma amostra de uma distribuicéo
estatistica. Podemos pensar como exemplo de um parametro a ser estimado a média
ou o desvio padrao da distribuigao.

O objetivo € que o resultado obtido a partir da amostra seja 0 mais préximo pos-
sivel do valor real do parametro que descreve a distribuicdo. Denotaremos o parametro
a ser estimado por 6, e o resultado obtido a partir da amostra de 6. Em geral, tém-se
que
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6 = 6 + erro. (26)

Pode-se perguntar: considerando uma funcéo densidade de probabilidade p(x|6),
onde x denota uma variavel aleatéria, € 6 um parametro desconhecido, o0 quao pre-
cisa pode ser uma estimativa desse parametro a partir de uma amostragem X da
distribuicao?

Para fornecer uma resposta para essa pergunta, tentemos intuir sobre o que se
quer dizer por precisdo. Considere a distribuicdo normal como exemplo,

e 25 ), (27)

p(X!F’O) =

Suponha que tenhamos amostras da variavel aleatéria x, com desvio padrao o

conhecido, porém, com valor médio y desconhecido e seja esse o parametro 6 que se
deseja estimar.

00 Logaritmo da Distribuigdo Normal (Desvio Padrao = 25) 00 Logaritmo da Distribuigdo Normal (Desvio Padrao = 1)

Logaritmo da distribuigéo
i
15
e °
Logaritmo da distribuigao
L
5
°

20 30

X

Figura 1 — Graficos do logaritmo das distribuicdes das amostras com desvios padroes
25 (painel esquerdo) e 1 (painel direito) para diferentes valores médios.

Os graficos acima mostram o logaritmo das distribuicoes das duas amostras.
Note que no grafico da direita os valores estdo distribuidos em um intervalo mais
estreito no eixo horizontal. A partir disso poderiamos intuir que seria mais facil estimar o
valor médio para as amostras do gréafico da direita, onde teriamos uma margem menor
de erro para um chute. Quanto menor o desvio padréo, mais estreita a distribuicao no
eixo horizontal. Mas como essa estreiteza pode ser traduzida em informacao sobre a
estimativa de um valor médio?

Definamos uma variavel aleatéria U como

0
U= g Inlp(XI0)] (28)

Ela nos da a taxa com que o logaritmo da distribuicdo varia em relacdo ao
parametro que desejamos estimar, informando-nos sobre o comportamento da amostra
em relagcao ao parametro de interesse. Para a distribuicdo normal essa variavel sera
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u=2F. (29)
g

Tomemos agora o desvio padrdo da variavel definida acima,

VU= [ pixiwUixpiax= [ [~ pldiUiepian] = 5. @0
—00 —00 o

Obtivemos uma quantidade que € inversamente proporcional ao quadrado do
desvio padrdao da amostra. Ou seja, da mesma forma que a estreiteza dos graficos
acima era maior quanto menor fosse o desvio padrdao da amostra, 0 mesmo vale para
essa quantidade. Ou seja, podemos intuir que quanto maior essa quantidade, mais
facil é estimar o parametro de interesse.

Ou seja, quanto maior a dispersao da variavel que nos informa sobre 0 compor-
tamento da distribuicdo em relacdo ao parametro de interesse, mais facil € estima-lo,
ou em outras palavras, mais informacao se tem sobre este comportamento.

Essa quantidade € chamada de informacao de Fischer F(6). Em uma Unica
observagao (ou amostragem) de uma funcao de densidade de probabilidade p(X|6),
ela é definida como a variancia da variavel aleatoria U,

9
F(o) = V[%In[p(X|6)]]. (31)

Podemos trabalhar tanto com variaveis discretas quanto com variaveis conti-
nuas, como o caso do exemplo discutido. Para variaveis discretas,

F6) =3 ptaio) a% nipiien] - _Z p(xie) - 1n [p<x|e)]] 2
= S pwde)| 2 | > PO s 36 (x|e>]2
= pxi) _889 nipiien] - %;mxw)r (32)
=; p(x|0) _886 In[p(x|6)]—2— —((%1]2
=~ pai) —{fe —
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para variaveis continuas o resultado é analogo,

_ 42 2
- / pxlo) aaeln[p(x|8)] ol - / p(x16) 2 In[p<x|e)1dx]

- "2 2
_ / plo) a%lntp(xw)l ox — _oop(xw)ﬁa% (x|e>dx]
= /_ Oop(x|9 %In[p(xw)] dx — 55 _oop(x|9) dx] (33)
00 'a 12 :a ?
- / p(xIo)| 3 Inlp(xieN] | ce— 3—91]
N _ 5 -2 B
- / p(xie)| 35 mlp(xieN]| o

No caso de varias amostras tomadas de forma aleatéria e independente X1,X5,X3,...,Xn
vale que

p(X1,X2,X3,...,Xn|0) = p(X1|6)p(X2]|6)p(X316)...p(Xn|6). (34)

A variavel U nesse caso sera

0
U= =5 N[p(X1.X2.Xg.....Xnl6)]

= 55| In[P(X110)P(Xo10)p(Xs0)...0(XnlO)] (35)

;6 [lﬂ [p(X116)] +In[p(X2]6)] + In[p(X3]0)] + ... In [p(XA|O)]| -

Ao tomar a variancia da soma de duas variaveis A,B, em geral, tém-se que

VIA + B] = V[A] + V[B] + Cov[A,B], (36)

onde o ultimo termo corresponde a covariancia das duas variaveis. No entanto, como
partimos do pressuposto de que as amostras foram tomadas de forma independente,
a covariancia das amostras é zero, valendo a aditividade das variancias. Logo a infor-
macao de Fischer dessas amostras é
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Fn(6) = V a% In [p(X; ,x2,...x,,|e)]]

= V| 2 [inp(Xy10)] + IN[p0XI)] + In[P(X10)] + .. In [p(xn|e>]]]

= V] In[p(Xyl0)]| +V

In[p(X2|9)]] + V[In [p(X3|6)]] FotV

In [P(ane)]]

= nF4(6),

(37)
ou seja, a informacéao de Fischer de n amostras € igual a n vezes a informacao de
Fischer de uma uUnica amostragem. Pode-se entender isso pensando que ao tomar
duas amostras de uma distribuicdo estatistica vocé tem duas vezes mais informagéo.

Uma ultima propriedade a ser citada é a desigualdade de Cramer-Rao. Na
equacao (26) escrevemos o resultado da estimativa como funcao do parametro 6. Em
estatistica, podemos ter estimadores enviesados e nao-enviesados. O desvio padrao
do erro da estimativa é dado por

VI6 - 6] = E[(6-6)] - E?[(6—6)]
- E[(6-0)2] (E[0] - 0)2 (38)
N e’

0 segundo termo da equacdo acima € definido como o viés do estimador. Quando
ele é zero dizemos ser uma estimativa ndo-enviesada, caso contrario, € chamada de
estimativa enviesada.

Definamos agora um estimador de 6. Um estimador T n&o-enviesado de 6 é
aquele tal que seu valor esperado €

E[T] = / dx T p(x|6) = 6. (39)

Tomando a derivada da equagédo acima em relagdo ao parametro 6, obtemos
que

1= /dx T%p(xﬁ)
0
- [ ax T pixio) 3 Inpixio (40)

=E

0
T % In p(x|9)] .

Podemos utilizar agora a férmula para a covariancia de duas variaveis,

cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y]. (41)
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Sabendo que o valor esperado da variavel U € zero, temos

=E

06

0
cov [T,% In p(x|6)

7% p(x|6)] . (42)

Utilizando a desigualdade abaixo para a covariancia,

cov(X,Y)2 < V[X]V]Y], (43)

chegamos em

0
V[T]V[% In p(x|6)] > 1. (44)

Utilizando a definicao da informagéo de Fisher, finalmente chegamos no resul-
tado conhecido como a desigualdade de Cramer-Rao,
VIT > (45)
F(6)
O limite inferior da desigualdade pode ser entendido como a eficiéncia do esti-
mador. Se a variancia do estimador de 6 for igual ao limite inferior, ele é tido como um
estimador eficiente de 6.

2.2.1 Informacao Quantica de Fischer

Nessa secao, serd apresentada a informacéo quéantica de Fischer com base na
referéncia (PARIS, 2009).

O que seria uma versao quantica da informacao de Fischer? Em informacéo
quantica existem muitas quantidades que se tem interesse em medir, porém, nao
correspondem a um observavel fisico. Para isso € possivel recorrer a estimativa de
parametros realizando medidas de um observavel fisico valido O(6), que serve como
um estimador quéntico. Logo, o estimador O(6) de um parametro 6, deve ser um
operador hermitiano.

Seja pg 0 operador densidade parametrizado pela quantidade que queremos
estimar. Conforme a regra de Born, a funcéo densidade de probabilidade é dada por

p(x16) = Tr{Ixpo}, (46)

onde Iy sdo os elementos de uma medida com operador positivo valorado (do inglés,
POVM), i.e., um conjunto de matrizes definidas semi-positivas que somadas resultam
no operador identidade,

/ dx Iy = 1. (47)
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A informacao de Fischer de uma distribuicdo de probabilidade continua pode

ser escrita como
3 2
/dxp x|6) [—In[p x|6) ] /d P(X[0) [86 (x|6 )] : (48)

Aqui é necessario introduzir o operador autoadjunto Lg, chamado derivada si-
métrica logaritmica, que satisfaz a equacao

9pe _ Lepe +pole (49)

06 2
A equacao que define o operador € uma equacao de Lyapunov. A solucao geral

é descrita por

Lo=2 [ ot exp{-pat} (Gupe) exp{pot]. (50)

Utilizando o operador Lg, é possivel escrever a derivada da regra de Born como

0
7gPX10) = e Tr{IMxpo }

= Tr{l‘lxc?epe}

_ Tr{nx Lope ;PeLe }

1 1
=5 Tr{IMxLopo} + 5 Tr{ITxpoLo }
i 1 *
= E TI’{I_IXLQPQ} + ETr{(nXPQLQ)T}
1 1
=3 Tr{nxLQPQ} + ETF{LOPQHX}*
1 1
=3 TI‘{I_IXLQpQ} + ETV{”XLOPG}*

= RG{TI’{I_IXLQPQ}},
substituindo na equacéao (48), temos

F (o) - /dx Re{Tr{I‘IXLepe}}z. 52
Tr{Mxpo}

Com isso encontramos um quantitativo para a precisdo de uma medi¢ao quan-
tica representada por ITx. Porém, serd possivel encontrar limites para essa precisao
que reflitam a natureza quantica desse tipo de medida?

Utilizando que Re{a}? < |a|2, para a € C temos
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F(6) < /dx TH{ITxLapo}

_ / o [T (/PoVIT) (VLo /po) }
Tr{ITxpo } '
A partir da desigualdade de Schwartz,
2
‘Tr{AT BH < Tr{AT A} Tr{BT B}, (54)
utilizando que pg, Lg,l1x séo operadores hermitianos, podemos escrevé-la
2
T{ (Vo VT)(VTTxLoy/po) } | < T{polTx} Tr{fTxLopoLo}- (55)

Substituindo a equacgéao (55) na equacéo (53), obtém-se

F(o) < /dX Tl’{nngpQLg}

= Tr{ ( / dx nx> Lenge} (56)

= TF{LQPQLQ}.
Chegamos no resultado que a informagéao de Fischer € limitada superiormente
pelo valor esperado da derivada simétrica logaritmica ao quadrado,

F(6) < Tr{peLg} - <L§>p6. (57)

Essa quantidade é definida como a Informacédo Quantica de Fischer H(6), pode-
mos escrevé-la equivalentemente como

H(©) = T{poL } = Tr{(dopo)Le }- (58)

Escrevendo o operador densidade pg na base de seus autoestados, i.e., pg =
> - ncnlYn)(@n| e usando a equagéo (50):

o0
Lo = 2/0 dt exp{—pet } Proj(dgpe) exp{—pet}

=2 [ ot S exp-catHn) (pol(Gap) expi-cntipm) (o

23" (ol (@) [pm} [pn) (@l / " dt exp{—(cn + o)1)

(Wnl Dgpe [P m)
Chn+Cm

El\g

2 [Yn) (Pml-

A informacao quantica de Fischer pode ser escrita como
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[ Jope) (2 > WanefZ,\:Um) [@n) ($ml >]

=2y Pnl Sope [ m) Tr[(9epe) @) (Wml]

Ch+Cm

~ (@nl dopolpm) ©9)
_ ni9%6Pe (¥Ym
= 2%% Cr+ O (Ym| opo |Pn)
_ oy [0l dopolym)®
m Chn+Cm
Ao escrever dgpg em termos da base de autoestados de pg,
ope =99 (D _ cilwp) (i)
/
(61)
=) [(3eC/)|tP/> (Wil +c119eyp) (Wil + crly) (Gewl ] =
!
calculando (@n| dgpg [P m),
(Wnl dope [wm) =
=" [0 (Wnlws) (wilpm) + ¢ (wnldows) (pilpm) + ¢ (nlws) Gowi|pm |
/ (62)

= 8mndeCn + Cm (Yn|BeWm) + Cn (JoPn|Pm)

= OmndpCn + (Cm— Cn) <an\89le> ;

onde a identidade (Yn|dgwm) = — (down|wm) foi utilizada. O operador Ly pode ser
escrito da forma

Le_zzfsmnaecn+ Cm—Cn) (Pn‘aeil)m @

Ch+ Cm n) (Pml|
8 C Cm—C (63)
B oCn m—Cn
= an o |#n){nl +2 r; o 1o (Pnlowm) [pn) (pm .

Tomando o quadrado da expresséo acima,
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19)
( 6’C”Iq)n wnl+2Z o ~ (n|dopm) lwn) <le|)

IlIJk (Pk|+22 th} oW1) [Wk) (Wil
w7 Ck +C
_ (990,7 aGCn Cy
=> (%, ) o) wn|+22 o (o) woldown) lpn) w64

C C
+2 ; o () <wn|aenpm> ) (pml

P (C’" 0 (S (| ) (] Do) ) (]

Cn+Cm Cm+ Cy
m

Calculando o valor de (yn| Lg lyn), notando que o segundo e o terceiro termo
acima seréo anulados:

(Wl L5 |[pn) = (890,1) —42 (g::;nr;)z(#)n‘ae(l)ﬁ (Wm|Oown)

(B e (2

(65)

enfim, podemos escrever a informacao quantica de Fisher separada em dois termos,
H(O) = Tr{poL3 }
= Tr{ ( > calyn) <‘Pn|> Lg}
n
= > onTr{ln) (wrlt} @6)

= ZCn (Wnl Lg [Yn)

—Z aeCn) +220nm| lIJn‘aellJm } ,

Cn n#m

com onm = 2¢n[(Cm — cn)/(Cm + cn)]? + termo anti-simétrico, uma vez que o somatdrio
para qualquer termo anti-simétrico é nulo.

Observa-se que o primeiro termo da soma tem a mesma forma da expresséo
para a informacéo classica de Fisher. Reparando nisso, pode-se entender o segundo
termo como a contribuicdo puramente quantica para a informacao quantica de Fisher.

Da mesma forma que a desigualdade de Cramer-Rao estabelece um limite para
a informacéo de Fisher, também vale uma relagdo analoga para informagao quantica

de Fisher, nomeada de desigualdade de Cramer-Rao quantica,
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. 1
V[O()] > He) (67)

A informacéo quéantica de Fisher guarda uma relagéo direta com a métrica de Bu-
res. A métrica de Bures define a distancia infinitesimal entre dois estados quanticos no
espaco de operadores matriz densidade. Seja o estado descrito na sua decomposicao
espectral p = >, Ac|k)(k|, a métrica de Bures e dada por

dlp,p + dp]? = Z |</|Adf i’; . (68)

A relacao entre as duas € que a informagao quantica de Fischer é quatro vezes
a métrica de Bures e no lugar do infinitésimo dp temos a derivada parcial do estado
em relacao ao parametro 6 que desejamos estimar.

Aqui cabem algumas pontuacdes de interesse para o desenvolvimento do traba-
Iho. Podemos nos valer da intuicdo adquirida ao discutir sobre a informacéao classica
de Fisher de que essa € uma grandeza que nos da a quantidade de informacao que
temos sobre um parametro 6 de uma distribuicao estatistica que deseja-se estimar ao
coletar uma ou mais amostras. Para aplicar esse conceito no contexto de mecanica
quantica, ao invés de trabalharmos com uma funcao de densidade de probabilidade
de uma distribuicao, trabalhamos com o operador matriz densidade que representa
o estado de um sistema quéantico, cujas probabilidades podem ser deduzidas a partir
da regra de Born. Em primeiro momento, ndo foi especificado o parametro 6 o qual
gostariamos de estimar.

No contexto da funcao QG apresentada anteriormente, quando foi escolhida a
métrica de Bures nota-se que o integrando da fungdo que define essa grandeza esta
associado componente puramente quéantica da informacao quantica de Fisher,

;
_ / )Ty Hl| 3 yres

H
=/ dtZ' |’[Yt t](|;) DI _

A primeira observacgao a ser feita € que sendo o integrando associado a informa-
cao de Fisher, o parametro 6 a qual a informacao se refere nesse caso corresponderia
ao intervalo de tempo t da conducao de um estado entrada a um estado alvo, o que
aparentemente fortalece a hipétese de que para o estudo de algoritmos de computacao
quantica a funcéo poderia estar associada ao tempo de execuc¢ao ou a complexidade
do algoritmo, ou ao tempo de preparo de estados quanticos, se este for o caso (GIRO-
LAMI, 2019).

No entanto, uma probleméatica surge com a observagdo acima. Para estimar
um parametro 6 precisariamos de um estimador quéantico é(e) correspondente a um

(69)
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observavel fisico. Qual observavel fisico que poderia ser utilizado como um estimador
quantico para o tempo de preparo de um estado ou de execugédo de um algoritmo? Na
verdade, ndo existe tal observavel (HILGEVOORD, 1996, 1998, 2002).

Uma segunda observacao surge ao confrontar a interpretacdo da QG com a
interpretacao da informacgao de Fisher. Em principio, a chave interpretativa é de que
quanto maior a informacao de Fisher associada a um parametro, mais informagéo se
tem sobre este. Para encontrar sua versao quantica, procurou-se um limite superior
para a informacao associada ao estado de um sistema quantico e foi possivel separar
esse limite superior em dois termos correspondentes a uma parte classica e uma parte
puramente quéntica. No caso da fun¢do QG, foi proposto uma estrutura de trabalho
na qual a componente quantica da energia da curva associada ao caminho que leva o
estado de entrada a um alvo € minimizada. Ou seja, em um caso buscamos um limite
superior para uma medida de informacao e no outro buscamos um limite inferior para
uma medida de informacéo.

Com o objetivo de investigar essas perguntas, o desenvolvimento do trabalho
prosseguiu em duas frentes, estudando como a QG se relaciona com o tempo de
evolucao a partir do conceito de QSL, que sera o tépico da préxima secao, e calculando
explicitamente seu resultado para o algoritmo de Grover quando implementado via
atalhos para a adiabaticidade, buscando observar como eles se relacionam com os
resultados conhecidos para seus respectivos tempos de execucao.

2.3 QSLEQG

Nessa secao sera apresentada o conceito de QSL, o seu desenvolvimento histo-
rico, partindo da relagé@o de incerteza de Heisenberg, para os trabalho de Mandelstam-
Tamm, Margolus e Levitin até chegar na relacédo de incerteza de Mandelstam-Tamm
para estados quanticos mistos e uma dinamica arbitraria e discutindo como € possivel
relacionar QSL com a funcéao QG.

Uma propriedade fundamental da mecanica quéantica € a incerteza inerente a na-
tureza do comportamento de objetos muito pequenos. A precisdo de uma medida feita
sob um sistema quantico esbarra em limites impostos nao por dificuldades técnicas,
mas pela prépria natureza em si.

Um resultado notorio que reflete essa propriedade € a relacdo de incerteza,

AxAp > h, (70)

enunciado pela primeira vez por Heisenberg (HEISENBERG, 1927), sua deducéo era
motivada pelo argumento fisico de que ao analisar a trajetéria de um elétron utilizando
um microscopio de raios gama, devido ao efeito Compton, a incerteza na posicéao
e momento seriam aproximadamente ApAx ~ h, partindo entdo para derivar esse
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resultado a partir da relacdo de comutacao canénica,

[x,p] = ih. (71)

Em livros introdutérios de mecéanica quantica essa relacao é apresentada atra-
vés da mecanica ondulatéria (MESSIAH, 2014), analisando pacotes de onda e cons-
tatando que a funcdo de onda no espaco de posicdo e no espaco de momento sao
transformadas de Fourier uma da outra, o que permite derivar uma relacao de incerteza
adicional para a energia e o tempo, uma vez que

At = A—X

g (72)

oE
AE = 0_,0Ap = VAP,

0 que nos leva ao resultado que AEAt ~ h, onde v € velocidade de grupo do pacote
de ondas. Acontece que essa argumentacgao € insatisfatéria uma vez que é conhecido
que a relagao de incerteza é consequéncia da relagdo de comutacao candnica de po-
sicdo e momento, e em verdade, foi demonstrado por Robertson (ROBERTSON, 1929)
utilizando uma desigualdade de Cauchy-Schwartz que para quaisquer operadores A e
B vale que

AAAB > J|(IAB])], (73)

onde AO = \/<02>—<O>2 e (O) = (p| Oly). A relagao acima nos diz que se dois
observaveis A,B forem medidos em um sistema fisico, existe um limite maximo que
pode ser alcancado para o produto dos desvios padrdes de A e B. Uma vez que
o tempo nao pode ser expresso por um operador Hermitiano (HILGEVOORD, 1996,
1998, 2002), ndo se pode derivar a relagao de incerteza para a energia € o tempo, eis
o porqué da argumentacdo acima ser insuficiente.

A relacao de incerteza para a energia e tempo so foi colocada em termos de
uma argumentacao fisica mais robusta cerca de vinte anos depois por dois cientistas
soviéticos, Mandelstam e Tamm (MANDELSTAM; TAMM, 1945).

Sua analise reside no fato de que para sistemas quéanticos sob uma dinamica
dada pela equacao de Schrédinger, a evolucao de um observavel qualquer A é dada
pela equacao de Liouville-Von-Neumann,

0

i
8_tA = E[H’A]’ (74)

onde H é o hamiltoniano do sistema. Logo, a relagdo de incerteza geral para dois
observaveis implica que

AHAA > g'<—A>‘. (75)
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Se escolhermos o observavel A como o projetor no estado inicial do sistema
| (0))(y(0)], temos que (A);_o = 1 e a variancia do observavel sera dada por

AA=\J(A2) = (A2 = \/(A) - (A2, (76)

Substituindo na relagéo de incerteza para H e A, obtemos

AHV () - (A2 > g]<g/4>1

=52 ()
h — ot /|
(A)— (A
Integrando a desigualdade em ambos os lados e utilizando a parametrizagcao
(A) = sin6 e lembrando que (A)y = 1, obtemos

(77)

2AH A (9A) <n . )
~—t> —— 7 =2~ —arcsin,/(A), |. 78
. Via-az\2 | "

Se considerarmos apenas processos nos quais o estado final é ortogonal ao
estado inicial, i.e., (A); = 0, temos que o tempo minimo de evolucéo entre dois estados
ortogonais € dado por

T>TQsL = gAiH (79)
Com isso, ndo s6 se estabeleceu uma argumentacao coerente para a desigual-
dade de tempo e energia, mas também uma primeira no¢ao de QSL (rapidez quéntica
limite), i.e., um tempo minimo para uma evolug¢ao quéantica, interpretacéo formalizada
mais tarde por Aharanov e Bohm (AHARONOV, Y.; BOHM, 1961). Importante salientar
gue nao se trata de uma incerteza na duracdao de uma medida e na energia transferida
ao sistema, mas sim de uma escala de tempo intrinseca de uma evolugao quantica.
Esse resultado foi re-derivado em muitos trabalhos posteriores (FLEMING, 1973;
BHATTACHARYYA, 1983; ANANDAN; AHARONOQV, Y., 1990; VAIDMAN, 1992), no
entanto, Uffink demonstra em seu trabalho (UFFINK, 1993) que existem situacbes
onde AH da resultados irrealisticos para a velocidade de uma evolucao quantica, uma
vez que o limite inferior dado na equacao acima pode ser arbitrariamente pequeno em
casos que a variancia do hamiltoniano diverge (MARGOLUS; LEVITIN, L. B., 1998).
Foram Margulous e Levitin que propuseram um resultado alternativo para o QSL
(MARGOLUS; LEVITIN, L. B., 1998). Expandindo o estado inicial do sistema na base
de autoestados do hamiltoniano que governa a evolugao,

W(0)) =) cnlEn), (80)
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a solucao da equacao de Schrédinger com hamiltoniano independente do tempo é
descrita por

() = " cnexp{(~iEnt/M)} |En) . (81)

A superposicao deste com o estado inicial em qualquer instante é dada por
S(t) = (p(O)|w(t) = > |cnl® exp{(~iEnt/h)}. (82)
n
O novo QSL é obtido tomando a parte real da superposicao,
Re{S(t)} = > |cn[? cos (Ent/h)
n

2 [ E . (E
> Xn:|cn|2 [1 —;(T”t +sin (T”t>>

=1- %%ﬂ +Im{S(?)},

(83)

onde a desigualdade trigonométrica cos x > 1—2/m(x + sin x), Vx > 0 foi utilizada e se
assumiu que a energia média (H) € nao negativa.

Novamente limitando a desigualdade para processos em que o estado inicial e
o estado final sao ortogonais, temos que S(1) = 0 e concluimos que o tempo de QSL é

2(H)T
0=1-2Y0T
m h (84)
~m h
—— T Z TQSL = EW

A desigualdade acima define o limite de Margulus-Levitin, que apresenta uma
vantagem sobre o limite anterior, ela ndo depende da variancia de um observavel fisico.
Porém, surge um novo problema, existem agora dois tempos limites independentes
advindos de duas propriedades diferentes de um mesmo sistema quantico. O fato
dos dois tempos limites serem verdadeiros, foi demonstrado em alguns trabalhos pos-
teriores (UFFINK, 1993; BRODY, 2003; ANDRECUT; ALI, 2004; KOSIN SKI; ZYCH,
2006; GIOVANNETTI; LLOYD; MACCONE, 2003; ZANDER; PLASTINO; CASAS, 2007;
LEVITIN, L. B.; TOFFOLI; WALTON, 2003).

Para contornar essa ambiguidade e os cenarios onde o tempo de evolucéo é
arbitrariamente pequeno, passou-se a assumir o valor maximo entre os dois limites
como o tempo de QSL para a evolugao entre estados ortogonais,

TTh’lTh}= Th (85)

TosL = max {EA_H’E (H) (= @H+ (H —|AH=(H)])’
No entanto, Levitin e Toffoli (LEVITIN, L.; TOFFOLI, 2009) demonstraram que
s6 existe uma familia de estados para as quais o limite é unificado.
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Teorema 1. Reescalando a energia do estado fundamental de um sistema quantico
para zero,
1. O unico estado que atinge o limite dado pela equacgao (79) é:

W) = %uw +|P1)), (86)

onde H |pg) = KEj |py) para k = 0,1.

2. O unico estado que atinge o limite dado pela equacéao (84) é o estado dado pela
equacéo (86). O estado (86) & unico por fatores de fase arbitrarios para |yg) e

P1)-

Demonstracdo. 1. Seja o estado inicial dado na base de autoestados do hamiltoni-
ano:

p(0)) = Z cnlEn), (87)

com ), |cn\2 = 1. O estado do sistema a qualquer instante sera descrito por

(1)) = cnexp{—iEnt/h} |En), (88)
n
logo, 0 mdédulo ao quadrado da superposicao S(f) = (np(O)\np(t)) com o estado
inicial é
2 _ 2, |2 _(En—Em)t
S0 = 3 [enl?lemf? exp |2

nm
Eqt JEqt
= [col* + [c1|* + leoPlcs [ exp (z%) +exp (—:—;,)]

Eqt
- ool + et + 2lco ey 2 cos (1511
= Z ’Cn‘2‘0m|2COS {M} ]

h
n,m

(89)

Utilizando a desigualdade abaixo e observando que ela satura para x = 0 e
X = %,

4 2
cosx >1-— Fxsmx— sz, (90)

temos que
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4 (En—Em)t . (En—Em)t
2 2 2 n m

>
()] E ‘C| |Cm|“ — E ‘Cn| |Cm| 2 a sin :

2
-3 lenlent 3 ° ( Em”) .

(91)

Note que,

2
2 ~-E, 212
§ :\Cn| |cm|2 ( m)t > = WE " |cnl?|cm|?(ES — 2EnEm + E5)
nm

=:2_1‘;2<Z|Cm|2<E2>_2<E>2+Z|Cn|2<52>>
m n

212

T mn

412

_ 2
TrZhQAE

(2<E2>—2<E>2)

Fazendo essa substituicdo em (91), obtemos

4t d 412
1S(1)[2 > 1 +FE\S(1‘)\2—WAEZ. (93)

Sempre que S(t) = 0, segue como consequéncia que d|3 )L também é zero.

Para um tempo 1 tal que S(r) = 0, para que a desigualdade acima permaneca
valida, & necessario que:

472
m2h?
O que equivale ao limite de Mandelstam-Tamm. Porém, para a desigualdade ser
saturada é necessario que

(94)

En=EmT _o o (En—EmT_. (95)

h h
para qualquer m,n tal que cp # 0, cm # 0.

Como se assumiu que a energia do estado fundamental € zero, ndo pode ocorrer
que En = Em para qualquer m e n, nesse caso, todas as energias do sistema
se anulariam e 0 mesmo se daria com a variancia da energia, o que entraria em
contradigdo com a desigualdade (94), logo, concluimos que s6 pode haver dois
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niveis de energia, Eg = 0 e E; = mh/t, sem degenerescéncia do nivel excitado de
energia.

Calculando a variancia da energia,

AE? = 2B + |y [2E2 - (]coyon +cy \251)2
ey (™)~ oy 4 (T) (%)
nh)z.

= (ler P = les ) (5

Sabendo que a desigualdade (94) é saturada, podemos realizar uma substituicao
para calcular o valor de |cq],

0=1-4(c1°~[c1|*) = o] = 1/V2. (97)

Pela normaliza¢do do estado, obtemos que |co|2 = 1/2 e concluimos que a forma
do estado para que o limite dado por (79) seja atingido tem que ser

) = %utpw 1), (98)

podendo ocorrer a presenga de fatores de fase arbitrarios para |pg) € |P1).

2. Na deducao de limite de Margulus-Levitin, utilizamos a desigualdade

2 .
cosx >1- ;(x+ sin x). (99)

A desigualdade é saturada para x = 0 e x = . Ou seja, no instante T em que
a superposicao S(t) é zero, para a desigualdade (83) ser saturada existem dois
valores possiveis,

% =0 ou %r =
ou seja, existem dois niveis de energia possiveis, um nivel de energia zero, que
no enunciado do teorema foi dito ser correspondente ao estado fundamental e
um nivel de energia excitado. Quando saturado, o limite de Margulus-Levitin nos
fornece a equacao

1, (100)

_2r

1 (H)

or (101)
- = ] cn|2En,

podemos entdo desprezar a contribuicdo do estado fundamental e obter
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2T 2 Th 2 1
1=%Z’Cn\ (T) — > |cnl =5 (102)
n#0 n0

Pela normalizacédo do estado obtemos que \00\2 = 1/2 e 0 estado para o qual o
limite de Margulus-Levitin é atingido necessariamente deve ser

1

= — : 103

@) \/§(|W0> + 1)) (103)

onde o estado excitado pode ser degenerado e pode ocorrer a presenca de
fatores de fase arbitrarios para |@q) € |p1).

[

No mesmo trabalho, Levitin e Toffoli demonstraram também que nenhum estado
misto pode ter mais rapidez que o limite dado por (85), ou seja, ela estabelece o limite
fundamental para a evolugao entre estados ortogonais e hamiltoniano independente
do tempo.

A préxima questdo que naturalmente surge € generalizar esse resultado para
estados com angulos arbitrarios e dindmica conduzida. Por conduzida, queremos di-
zer uma dindmica governada por um hamiltoniano parametricamente variando com o
tempo.

Para estados puros, encontrar o &ngulo pelos quais esses sdo separados € algo
trivial,

L(Ip(0)), [yp(7))) = arccos ((p(0) (1)), (104)

onde £ mede a menor distadncia entre dois estados puros, em outras palavras, é a
curva geodeésica.

Para estados mistos, € necessario generalizar a no¢ao de superposi¢ao de es-
tados. Foi Uhimann (UHLMANN, 1976), quem mostrou uma generalizagcao apropriada
para a superposicao de estados quanticos é dada pela fidelidade quantica,

2
F(po.pr) = [Tf{ VPo, T\/P_o}] : (105)

Josza (JOZSA, 1994) mostrou que essa, na verdade, é a Unica escolha correta.
Logo, a generalizacao para o angulo entre dois estados quénticos arbitrarios é dado
pelo, ja citado anteriormente, &ngulo de Bures (BURES, 1969; KAKUTANI, 1948),

L(pg.pr) = arccos (F(pg.pr)- (106)

Com esse resultado, Ulhmann (UHLMANN, 1992) conseguiu generalizar o limite
de Mandelstam-Tamm para estados mistos e dindmica conduzida. O limite também foi
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re-derivado alternativamente por Deffner e Lutz (DEFFNER; LUTZ, 2013a) posterior-
mente. Por simplicidade, sera apresentada essa verséo.

Braunstein e Caves (BRAUNSTEIN; CAVES, Carlton M., 1994), mostraram que
o angulo de Bures infinitesimal entre dois operadores densidade p e p + dp pode ser
escrito como

a2 = Tr{dpR;1 (dp)}, (107)
onde o super operador R;1 (O) aqui é escrito em termos dos autovalores p; de p, com

p =3 piliil*,

1 UIOIk)
R, Z o o, ) (K- (108)

A dinamica que descreve a evolugao do operador densidade sera dada por uma
equacao de von Neumann. Re-escrevendo ela da seguinte forma,

WP (i) = [F= () pi] = [SHep], (109)

em que (H;) € o valor esperado do hamiltoniano e por ser um namero real, ndo altera
o valor do comutador. Combinado as equagdes (107)-(109), temos

4 A definigdo do super operador R;1 (O) utilizada aqui difere por um fator 4 da definicao utilizada na
referéncia.
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= ?,
onde foi utilizada uma desigualdade triangular na quinta linha. Agora tomando a raiz
positiva da equagéo, com a desigualdade

dc dc AHt
dt ~ldt|~ h’
integrando dos dois lados sob todo intervalo de tempo 7, temos

E(pO!pT) 1 T
/ ac < —/ dtAH;. (112)
0 hJo

Podemos aplicar o teorema do valor médio do lado direito da desigualdade e
teremos que

(111)

L(pg,pr) < TT, (113)

onde AH; é a média temporal da variancia do hamiltoniano,

A= [\ () - (2 (114

Por fim, o limite de Mandelstam-Tamm generalizado para estados mistos arbi-
trarios e dindmica conduzida arbitraria tem forma
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h
T>TQgL = A:HtE(pO,pT). (115)

Em analogia com a cinematica, o menor tempo que se pode gastar para evoluir
de um estado para o outro € a menor distancia entre eles dividida pela rapidez média
com que a evolugao ocorre, no caso a média temporal da variancia do hamiltoniano.
Resultados similares foram encontrados por Braunstein e Milburn (BRAUNSTEIN; MIL-
BURN, G. J., 1995) e compilados por Braustein et al. em (BRAUNSTEIN; CAVES,
C. M.; MILBURN, G., 1996).

Uma generalizagdo para o limite de Margolus-Levitin ao estilo do que foi feito
acima se mostrou muito mais dificil de ser encontrada. Para hamiltonianos independen-
tes do tempo, Giovanetti, Lioyd e Maccone (GIOVANNETT]I, V.; LLOYD, S.; MACCONE,
L., 2002, 2003, 2004) obtiveram numericamente que o QSL deve ser dado por

TQsL = Max {AiHE(PoaPT), %52(/00,/01)}- (116)

Esse resultado esta em concordancia com a generalizacao do limite de Mandelstam-
Tamm obtida por Uhimann e pelo tratamento de Deffner e Lutz, porém, também fica
claro que o limite de Margolus-Levitin ndo € generalizado como se esperaria, ao estilo
de um resultado analogo ao limite para estados ortogonais e hamiltoniano indepen-
dente do tempo.

Posteriormente houve tentativas de generalizar o limite por Jones e Kok (JONES,
P. J.; KOK, 2010), Zwierz (ZWIERZ, 2012) e novamente por Deffner e Lutz (DEFFNER;
LUTZ, 2013a).

2.3.1 Computacao quantica e metrologia quantica

A questao de quao rapido um estado quantico pode evoluir atraiu muito interesse
tendo em vista o paralelo que surge com as areas da metrologia e o processamento de
informacao quantica. A evolucao entre estados ortogonais, uma vez que somente es-
ses podem ser distinguidos sem ambiguidade, pode ser entendido como um processo
elementar da computacao quéntica, uma vez que ele poderia representar a versao
quantica da operacao bit-flip (CHUANG; NIELSEN, 2000).

Bremmermann esteve entre os primeiros a utilizar a relagéo de incerteza para
energia e tempo para discutir possiveis limitacdes computacionais que ela poderia
acarretar (BREMERMANN, 1967). Lloyd (LLOYD, S., 2000) melhorou essa abordagem
analisando a questao partindo de outro pressuposto. Suponha que se dispde de uma
quantidade de energia prévia para realizar uma operagcdo computacional, denotada
por (H), se Af; denota o intervalo de tempo que a porta logica / leva para executar
uma operagao logica e cada operagdo demanda uma quantidade E; de energia para
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ser implementada, pode-se estimar o numero total de operagdes légicas por segundo
como

Sa (117)

Sabendo que s6 dispomos de uma quantldade de energia (H) para executar
todas as operagdes, temos que limitar o numero total de operagdes légicas por segundo
por

1 _2(H)
XI: A_t/ = (118)

Lloyd ainda utiliza a equivaléncia de massa e energia E = mc? para estimar que
um computador com um quilograma poderia executar um maximo de 5.4258 x 10°0
operagdes por segundo.

Nessa estimativa, duas ideias importantes para o desenvolvimento da investiga-
cao aqui apresentada ficam patentes. A primeira € que ao invés de estar relacionado
com um tempo de evolucao, aqui o0 tempo aparece como uma escala intrinseca de um
sistema quantico utilizado para realizar uma computacao. A segunda é que o quao ra-
pido uma operacao pode ser implementada esta relacionada, na verdade, com a quan-
tidade de energia investida na sua implementagao, podendo ser acelerada conforme
maior for a quantidade de energia a disposicdo. Essa segunda ideia aparece de forma
mais explicita por Santos e Sarandy (SANTOS; SARANDY, 2015), onde utilizando
atalhos para a adiabaticidade para implementar portas légicas eles demonstraram que
essas operacgoes podem ser implementadas com maior velocidade conforme forem
acompanhadas de um aumento no custo energético de sua implementagéo. Os atalhos
para a adiabaticidade serao discutidos em maior detalhe em seg¢des posteriores.

O outro paralelo que naturalmente surge € com a metrologia quantica. Por
exemplo, ao se perceber que a relagao de incerteza para dois operadores A e B dada
na equacao (73) é um tipo de desigualdade de Cramer-Rao, e sendo o objeto principal
de estudo dessa area alcancar a melhor precisao possivel ao estimar um parametro
de interesse, a relacao fica mais aparente.

A desigualdade de Cramer-Rao quantica para um parametro u é dada por

Vip] > (P (119)

onde H(u) é ainformagé&o quantica de Fisher. Suponha que o pardmetro que desejamos
estimar € o intervalo de tempo que uma evolucao governada por umo hamiltoniano
independente do tempo H. Sabemos que a informacao quantica de Fisher é quatro
vezes a distancia infinitesimal de Bures com a derivada em relagéo ao tempo de um
estado p no lugar do infinitésimo dp. Ou seja, simplesmente multiplicando a equagéo
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(110) por 4 obtemos que a informagéo quéantica de Fisher Fg, para evitar problemas
de notacdo, é a convexificagdo da variancia do hamiltoniano, (Y., 2013; TOTH; PETZ,
2013)

Rearranjando a expressao para

h/Fn
AH > 20, (121)

se tomarmos a variancia do hamiltoniano por seu extremo dado pela desigualdade
acima e substituirmos no limite de Mandelstam-Tamm para estados ortogonais, con-
cluimos que o QSL pode ser escrito em termos da informacéo de Fisher como

T>Toe = 122
asL

VFa

Para estados puros essa relagdo equivale exatamente ao limite de Mandelstam-
Tamm e por trabalhar com o extremo da variancia acaba sendo mais precisa, ou
“apertada”, que esse em casos gerais.

A referéncia (FROWIS, 2012) aponta que a similaridade entre essa desigual-
dade e a desigualdade de Cramer-Rao vem da conexao entre a metrologia quantica e
o estudo de QSL é fundamentalmente oriunda da distinguibilidade dos estados iniciais
e finais. O leitor pode encontrar mais discussdes sobre essa relagdo nas referéncias
(GIOVANNETTI, V.; LLOYD, S.; MACCONE, L., 2011; TADDEI et al., 2013; JONES,
P. J.; KOK, 2010; ZWIERZ, 2012; GIOVANNETTI, V.; LLOYD, S.; MACCONE, L., 2006;
ZWIERZ; PE REZ-DELGADO; KOK, 2010; ZHANG et al., 2017; BEAU; CAMPO, 2017).

2.3.2 QGeQSL

Assim como existe uma associacao entre informacao quantica de Fisher e a
funcao QG, é inevitavel fazer uma associacao entre QG e QSL.

Quando € escolhida a métrica de Bures para o calculo da QG, percebe-se que
seu integrando corresponde ao termo puramente quantico da informacao de Fisher
quando o parametro a ser estimado € uma escala de tempo associada a evolucao de
um estado quantico. Existe correspondéncia entre os dois se a evolugdo em questao
for uma transformacao unitaria, como discutido no primeiro capitulo.

Em se tratando de QSL, quando o objetivo era generalizar o limite de Mandelstam-
Tamm para estados mistos iniciais e finais arbitrarios e angulos arbitrarios, a métrica
de Bures aparece porque ela define a distancia infinitesimal no espago de operadores
densidade. Para descrever a evolugcao entre esses estados foi utilizada a equacao de
von Neumann,
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ol
ISPt = [He.pt] (123)

onde p; € o operador densidade que descreve o estado do sistema a qualquer instante
e H; é um hamiltoniano dependente do tempo. Para fins de comparacéo, h = 1.

Na construgéo da fungédo QG, o operador densidade p¢, que descreve o estado,
foi decomposto em um processo de diagonalizacao,

d . P
pt = UNU] = qiPt= UpheUj + I[Pt,/'/t}, (124)

onde H; = iUtU}L é gerador de U;. Apesar de coincidirem no caso de transformagdes
unitarias, em casos gerais ele nao corresponde ao hamiltoniano que descreve a evo-
lucao do estado. Logo, o ponto de partida para descrever o caminho entre inicio e fim
difere nos dois casos.

No entanto, € possivel fazer um paralelo entre os dois se utilizarmos como
motivagado a forma de obtencao do limite de Mandelstam-Tamm. E possivel obter uma
desigualdade que define uma escala de tempo associada a fungcao QG. Para a métrica
de Bures,

2
] [pt,Ht} it >)
0 Z”'yr}/ dtg 0+ B0
. 2
s \/[pt,éHt ol
_p“,yt / y pi(t) + pj(t)
| )2. T
= d 6H.
min / t,zj +p, (i(t) 6Fe (1) 125)
2
dt i(t)| OHy [j(t
- min 5 / Z, o (0| (0I8F )|
1 /7 2
<min | dt;j(p,-mp, )| ite) 84 8
= mi dtAH?,
Fm’lyn?/o tA

onde de forma analoga foi definido §H; = H;— <I:It>. Agora podemos utilizar o teorema

do valor médio para integrais e definir a quantidade M(H;) como a média temporal do
quadrado da variancia do gerador associado a funcao QG,

H; _?pmuyn/ dtaAH?. (126)
t
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Por fim, obter uma desigualdade que nos da uma escala de tempo associada
ao custo quantico de preparo de um estado,
r> S0 (127)
M(H;)
Se lembrarmos que a QG é uma parte da energia da curva entre o estado inicial
e final, pode-se obter a cadeia de desigualdades

T 2 T
dc )
Qp(r)g/ dt(—) g/ dtAH2, (128)
0 at 0

ou seja, obtém-se um limite menos apertado para a QG trabalhando com o hamiltoni-
ano do sistema, e os limites coincidiriam caso se tratasse de uma evolugao unitaria.

Porém, essa escala de tempo associado a QG tem realmente significado fisico
ou relevancia na implementagéo de protocolos de informagao quantica, ou na eficiéncia
de algoritmos? A essa altura do desenvolvimento do trabalho, a Gnica opg¢ao viavel
para responder essas perguntas é estudar na pratica o comportamento da funcao QG
em algoritmos conhecidos da computacao quantica.

2.4 ASSIMETRIA

A QG esta relacionada a propriedade de assimetria de estados quanticos (Gl-
ROLAMI, 2019). Uma evolucao simétrica € uma evolucao temporal que comuta com
a acao do grupo de simetria. Por exemplo, uma dinamica invariante por rotacao é
uma evolugao temporal tal que a rotagcao do estado antes da evolugao tem o mesmo
efeito de rotacionar o estado apés a evolugdo. Uma medida de assimetria quantifica o
quanto a simetria em questao é quebrada por um estado quantico dado. Em seguida
apresentamos as definicoes e motivagdes para medidas de assimetria com base em
medidas de informacao conforme a referéncia (MARVIAN; SPEKKENS, 2014).

Definicao. Uma funcéo f levando de estados quanticos para o conjunto dos reais
€ uma medida de assimetria se a existéncia de uma dindmica simétrica levando do
estado p para o estado T implica que f(p) > f(r) (BARTLETT et al., 2006; VACCARO
et al., 2008; GOUR; SPEKKENS, 2008).

Por exemplo, uma medida de assimetria rotacional € uma funcao sobre estados
qguanticos ndo-crescente sobre uma dindmica invariante por rotacao.

Pode-se especificar uma simetria de interesse escolhendo um grupo G de trans-
formacoes sobre estados quanticos e sua representacao apropriada. Para uma sime-
tria genérica descrita por um grupo G, a transformacgéo de simetria do elemento g do
grupo € dada por um mapa p — Ug(p), onde Ug(p) = U(g)p Ut(g) e Ug, € um operador
unitario. No caso de uma rotagdo sobre um eixo n por um angulo 6, um operador
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densidade descrevendo um sistema sera transformado por p — e"ej'f’p eiej’f’, onde
J = (Jx,Jy, Jz) € o vetor do operador momento angular. Um estado p n&o quebra a
simetria G, ou é simétrico relativo ao grupo G, se para qualquer elemento g € G vale
que Ug(p) = p.

Uma evolucao temporal = em geral € uma transformacéao linear do espaco de
operadores densidade para ele mesmo, p — ¢(p). A transformagéo ¢ é simétrica em
relagdo ao grupo G se ela comuta com a transformacéo de simetria p — Ug(p) para
todos os elementos g do grupo G.

Marvian e Spekkens (MARVIAN; SPEKKENS, 2014) propuseram uma forma
geral de construir uma medida de assimetria de estados quénticos. Se é possivel
realizar uma transformagéo p — 1 por uma dinamica simétrica, por definicdo, qualquer
estado da 6rbita do grupo de p leva para um estado correspondente da érbita do grupo
de 71, i.e., Ug(p) — Ug(t) para qualquer g € G. O conjunto de estados {Ug(p) : g €
G} pode ser entendido como uma codificagdo quantica do elemento do grupo g e a
dinamica que leva de Ug(p) — Ug(T) como um tipo de processamento de informagéo.
Por argumentos de simetria, podemos concluir que a codificacdo T nao pode ter mais
informacao sobre g do que a codificagéo p.

Da teoria da informacao vem o conceito da desigualdade de processamento de
dados, que diz que qualquer medida da quantidade de informagédo contida em uma
codificacao é uma fungao das codificagdes para o conjunto dos numeros reais que
nao cresce sobre processamento de informacdo (BEAUDRY; RENNER, 2011). Na
informacao quéntica, / € uma medida de informacéao se para dois estados quénticos
diferentes que codificam uma varidvel classica aleatéria x € X, {px : x € X} e{rx : x €
X}, a existéncia de uma dindmica que leva de px para 7x para todo x € X implica que
I{px - x € X}) > I({Tx : x € X}).

Segue que se definirmos uma fungao f tal que o seu valor sobre um estado é
uma medida de informagé&o sobre a orbita de grupo do estado, ou seja, f(p) = Hig(p) :
g € @G}, entédo f é uma medida de assimetria. A prova € que se existe uma dinamica
simétrica que mapeia p para 7, logo para todo g € G, o estado Uy(p) € mapeado para
Ug(T) por essa dinamica, logo, tem-se que Hig(p) : g € G} > Hug(r) : g € G}, 0 que
implica que f(p) > f().

Uma classe de medidas de quantidade de informag&o de um conjunto de esta-
dos sao medidas de distinguibilidade entre um par de estados no conjunto. Para um
par de estados p4 e po, uma medida de distinguibilidade é definido como uma funcéao
D do par de estados para o conjunto dos numeros reais, tal que para qualquer mapa
quantico ¢, vale que

D(p1,02) = D=(p1):c(p2). (129)

Em nosso caso de estudo, a medida de distinguibilidade se dara entre dois
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estados pertencentes ao conjunto da orbita de grupo do estado p. Sem perda de
generalidade, podemos escolher o par de estados como p e Ug(p) para algum g € G.

Considere G sendo um grupo de Lie e tomemos como medida de distinguibili-
dade a disténcia na norma trago (HELSTROM, 1969), ou norma /,

D(p1.p2) = llp1 = p2ll, (130)
onde || X||, = Tr{\/XXT}. Podemos definir uma fungdo ndo-crescente dada por

Fg(p) = [lp—Ug(p)]] - (131)

Utilizando que G € um grupo de Lie, podemos considerar um par de estados

p e Ug(p) onde g ¢ infinitamente préximo ao elemento identidade do grupo. Especifi-

camente, sempre € possivel escrever U(g) = e'oL para algum gerador L e fase 6 e no
limite em que 6 — 0 temos

Ug(p) = U(g)pU'(g) ~ (1 + iBL)p(1 —iBL) = p—i6[p,L] + O(6?). (132)

Logo concluimos que para qualquer gerador L do grupo G a funcao

Frlp) =|[[p:L] (133)
€ uma medida de assimetria.

Qualquer estado simétrico sobre a acdo do grupo comuta necessariamente
com todos os geradores do grupo, ou seja, para tais estados F;(p) = 0. Isso signi-
fica que um estado € assimétrico relativo a um grupo associado a um gerador L se
houver coeréncia no espago de autoestados de L, ou seja, se [p,L] # 0. Com isso,
espera-se que alguma norma do comutador [p,L] seja uma medida de assimetria e 0
resultado acima demonstra que a norma /4 funciona por ser derivada de uma medida
de distinguibilidade.

Como mencionado anteriormente, na referéncia (GIROLAMI, 2019), para evolu-
¢Oes unitarias a QG é uma medida de assimetria, dada por

)
EY - /0 lilye Hell P, (134)

onde y; descreve o estado em evolugdo no tempo e H; é o gerador da transformacgao
que diagonaliza o estado na base de referéncia a todo instante. Por construgéo, a
norma adotada tem que ser contractiva sobre mapas CPTP, portanto, ela satisfaz a
propriedade de ser uma funcdo ndo-crescente sobre processamento de informacéo.
Uma vez que ela é contractiva por definicao, a operagao de integracdo também nao
afeta essa propriedade. Ou seja, estamos somando as assimetrias em relacdo ao
grupo que diagonaliza o estado a cada instante da evolugao, resultando em uma
medida de assimetria total do processo.
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3 COMPUTACAO QUANTICA CONTINUA NO TEMPO SEM TRANSIGAO ENTRE
ESTADOS

A ideia de computagcdo quantica surgiu no inicio da década de 1980, com as
propostas de Benioff de maquinas de Turing quanticas (BENIOFF, 1982, 1980) e com
as ideias de Feynman (FEYNMAN, 1982) para contornar as dificuldades de simular
sistemas de mecéanica quantica com computadores classicos, culminando no trabalho
de Deutsch, onde ele propde um modelo de computacao quantica universal, 0 modelo
circuital de computacao quéantica ou o modelo de portas l6gicas quanticas (DEUTSCH;
PENROSE, 1989).

Nesse modelo, é possivel simular qualquer computacao feita por uma maquina
de Turing com a promessa de que o0 custo computacional para sua implementacao
sera no maximo dado por uma funcéo polinomial do tempo. Como exemplo do poten-
cial desse novo modelo de computacao, foi proposto o primeiro algoritmo quéntico, o
algoritmo de Deutsch (DEUTSCH, 1985). O seu obijetivo € verificar se uma funcao boo-
leana de um bit f : {0,1} — {0,1} é constante, i.e., se f(0) = f(1), ou se ela é balanceada
f(0) # f(1). Posteriormente generalizado para n-bits no algoritmo de Deutsch-Josza
(DEUTSCH; JOZSA, 1992), esse algoritmo ilustra a vantagem potencial dos computa-
dores quanticos, uma tarefa que para um computador classico poderia ter um custo
computacional de até O(2") consultas ao oraculo ¢ feita com apenas uma consulta por
um computador quantico.

Outro modelo de computagédo quéantica que surge como uma alternativa ao mo-
delo circuital € o modelo de computagdo quantica adiabatica. Enquanto no modelo
circuital, em principio, a computagao esta codificada em portas I6gicas quéanticas repre-
sentadas por transformacdes unitarias, no modelo adiabatico, a computacao parte de
um hamiltoniano inicial cujo estado fundamental € facil de preparar e é conduzida para
um hamiltoniano final cujo o estado fundamental codifica a solucdo para um problema
computacional. O teorema adiabatico, ou a condi¢do para adiabaticidade, garante que
o sistema permanecera no estado fundamental a todo instante da evolu¢do, uma vez
que o hamiltoniano passara por uma variacao suficientemente lenta (BORN; FOCK,
1928).

A ideia de codificar a solugao para um problema computacional no estado funda-
mental de um hamiltoniano descrevendo a dindmica de um sistema quantico aparece
no trabalho de Apolloni et al. (APOLLONI; CARVALHO; DE FALCO, 1989), onde o ob-
jeto de estudo eram problemas de otimizacdo combinatéria e o processo foi chamado
de otimizagao quantica estocastica.

Por inspiracdo na técnica de Simulated Annealing’ (KIRKPATRICK; GELATT JR.;
Método para resolver problemas de otimizagdo por meio de flutuagdes térmicas, encontrando o

minimo (ou maximo) global de uma fungéo, emulada por um potencial termodinédmico que descreve
o sistema fisico simulado.

1
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VECCHI, 1983), em trabalhos posteriores (APOLLONI; CESA-BIANCHI; FALCO, 1990)
a técnica de otimizacao quantica estocastica foi nomeada de Quantum Annealing,
um algoritmo que utiliza simulacdes de flutuagcdes quéanticas e tunelamento quantico
para resolver problemas de otimizagdo, com potencial para ser mais eficiente que sua
contraparte classica.

Motivada pela implementacédo experimental de Quantum Annealing em um fer-
romagneto quantico desordenado (BROOKE et al., 1999; BROOKE; ROSENBAUM;
AEPPLI, 2001), surge a ideia de pensar nesse algoritmo na perspectiva da computagéao
quantica, i.e., desenvolver um aparato fisico que solucione problemas de optimizacao
via uma evolugao quantica. Assim é levantado o conceito de algoritmo quantico adi-
abatico (FARHI et al., 2001, 2000), onde um computador fisico resolve um problema
de otimizagao combinatéria ao evoluir adiabaticamente em seu estado fundamental. A
terminologia computacao quantica adiabatica foi introduzida em van Dam et al (DAM;
MOSCA; VAZIRANI, 2001).

No trabalho de Aharanov et al. (AHARONOV, D. et al., 2007) é que a universali-
dade da computacao quantica adiabatica e a sua equivaléncia com o modelo circuital
de computacao é demonstrada e onde se pode encontrar uma definicao formal de um
computador quantico adiabatico. Em sua definicao, ele utiliza o conceito de Hamiltoni-
ana k-local, uma matriz hermitiana H agindo no espacgo d-dimensional de particulas
que pode ser escrito como H = Y"7_; H; onde cada H; age em até k particulas, i.e.,
H; = h;j ® 1, onde h; € o hamiltoniano que age em k particulas e 1 é o operador
identidade.

Definicao (Computagdo quantica adiabatica). A computagdo quantica adiabatica k-
local é especificada por duas hamiltonianas k-locais, Hy e Hy, agindo em um espago
d-dimensional de n particulas, com d > 2. O estado fundamental de ambas hamil-
tonianas € unico e é um estado produto. A saida do processo € um estado que é
e-préximo na norma Iy ao estado fundamental de Hy. Seja s(t) : [0,T] — [0,1] e seja
T o tempo minimo para que o estado final de uma evolugao adiabatica gerada por
H(s) = (1 —s)Hy + sH; para o tempo T seja e-préxima na norma l ao estado fun-
damental de Hy. O tempo de execugédo da computagdo adiabatica € definido como
T - maxs [|[H(s)]|},-

Ao comentar essa proposta de definicdo, Albash e Lidar (ALBASH; LIDAR, 2018)
tecem alguns comentarios. Primeiro, a unicidade do estado fundamental de H; nédo
€ necessaria, por exemplo, em problemas de otimizagao classica, multiplos estados
fundamentais nao sdo um empecilho, uma vez que qualquer um dos estados finais
serd uma solugdo 6tima. Segundo, para algumas tarefas desempenhadas por um com-
putador quantico adiabatico a evolugcao pode ocorrer em estados excitados. Terceiro,
como ja apontado por Aharanov et al. (AHARONOQV, D. et al., 2007), pode-se introduzir
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mais umo hamiltoniano intermediaria que se anula para s = 0 ou 1, funcionando como
uma catalisadora da evolugéo.

Outra questao fundamental é sobre o tempo de execuc¢ao, ou o custo de exe-
cucao de um algoritmo adiabatico. No modelo circuital o custo equivale ao nimero de
portas l6gicas implementadas. Sendo os dois modelos equivalentes, uma opc¢ao seria
contar o numero de portas l6gicas necessarias para implementar o anélogo circuital
do algoritmo adiabatico. Outra op¢ao seria utilizar o tempo da evolugdo T dado pelo
teorema adiabéatico, porém, para ter alguma significancia fisica seria necessario definir
uma escala apropriada de energia, o que € considerado na definigdo acima, do contra-
rio, 0 tempo poderia ser arbitrariamente pequeno por meio de mudangas na unidade
de tempo ou por escala de energia, multiplicando o hamiltoniano por algum fator de-
pendente da dimensao do sistema utilizado. Para uma analise adequada do tempo de
execucao de um algoritmo adiabatica € sempre necessario realizar a compara¢ao com
a profundidade da sua versao no modelo circuital. Faremos essa comparacgao para o
algoritmo estudado nesse trabalho em se¢des posteriores.

3.1 TEOREMA ADIABATICO

Foi explorado até entdo o modelo adiabatico de computacao quéantica, mas o
que seria a condicao para a adiabaticidade desse tipo de computacao?

A palavra tem origem grega, adiafarog, sua romanizagéo é “adiabatos”. O
prefixo a, que significa “ndo”, negacao, éia, que significa “através”, ou “entre”, farog
que significa “passavel”, de Bauviv, “passar”. Pode ser traduzida como “impenetravel”.
Em fisica, o termo adiabéatico foi utilizado pela primeira vez no desenvolvimento de
termodinamica por W. J. M. Rankine (RANKINE, 1859) para se referir a um sistema
isolado de quaisquer trocas de calor, entretanto o conceito de processo adiabatico ja
havia sido explorado no livro de memérias de S. Carnot de 1824 (CARNOT, 1824)
e no tratamento formal do ciclo de Carnot feito por Clapeyron (CLAPEYRON, 1834)
composto de duas transformacdes isotérmicas e duas transformacdes adiabaticas.

As origens da condi¢ao para a adiabaticidade na mecanica quéantica tem inspira-
cao na Adiabatenhypothese de Einstein (EINSTEIN, 1914): “Se um sistema for afetado
de maneira reversivel e adiabatica, movimentos permitidos sao transformados em
movimentos permitidos”. Ou seja, apds uma perturbacédo adiabatica em um sistema,
existem quantidades invariantes, que preservam seu valor. Ehrenfest utilizou o con-
ceito de invariantes adiabaticos e previu, antes da teoria quantica estar completamente
estabelecida, que as leis da mecéanica quantica somente permitiriam classes de mo-
vimento invariantes sob transformacdes adiabaticas (EHRENFEST, 1916). Em 1928,
Born e Fock (BORN; FOCK, 1928) apresentaram a primeira versao da aproximacao
adiabatica e algumas décadas depois Kato (KATO, 1950) colocou essa aproximagao
em uma base matematica mais sélida e provou provavelmente o primeiro teorema
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adiabatico. No apéndice A é apresentada uma versao do teorema adiabatico com base
em (SARANDY; WU, L.-A.; LIDAR, 2004; GUARIENTI, 2016).

O cerne da aproximacdo adiabatica pode ser resumido da seguinte forma, se
um sistema quantico descrito por um hamiltoniano dependente do tempo H(t) nao
degenerado estiver inicialmente no n-ésimo autoestado n(t = 0) de H(t = 0), e se H(t)
evoluir de forma suficientemente lenta, entdo o estado do sistema no tempo T perma-
necera no n-ésimo autoestados de H(T) (MESSIAH, 2014). O teorema adiabatico nos
da que a condicdo necessaria para o tempo de evolucao T é

max |(k(s)| dsH(s) |n(s))]

h A2
minAZ, (S)

<T, (135)

onde s = t/T é uma parametrizacao do tempo, A, (S) € o gap entre os niveis de energia
En(s) e Ex(S), Apk(S) = En(s)—Ek(s). No denominador é tomado o valor minimo do gap
e no numerador o valor maximo do elemento da matriz dsH(s) durante o intervalo de
tempo da evolugao. A interpretagdo da condicao de adiabaticidade (135) é que para o
par de niveis de energia o valor esperado da taxa de variagéo temporal do hamiltoniano
deve ser pequeno em comparagao com o gap de energia.

3.2 ALGORITMOS ADIABATICOS

Nessa secao sera apresentado a versdo adiabatica do algoritmo de busca de
Grover. Pode-se sintetizar um algoritmo adiabatico da seguinte forma:

» Solucao do problema é codificada no estado fundamental de H(T), onde T
é indica o instante final de execug&o do algoritmo.

» O estado no instante inicial é o estado fundamental de H(0) e € um estado
de facil preparo.

+ O hamiltoniano do sistema é resultado da interpolagao dos dois hamiltonia-
nos, sendo descrito por

H(s) = (1 =s)H(0) + sH(t), (136)

onde geralmente s = t/T, podendo assumir outra forma de parametrizagao.

+ O teorema adiabatico fornece a condicéo para o sistema evoluir do estado
fundamental de H(0) para o estado fundamental de H(t), sem que haja
transicao para estados excitados, garantindo que apés o tempo T o estado
final codificard a solugédo do problema desejado.

3.2.1 Algoritmo de busca de Grover

Nessa sec¢éo sera apresentado o algoritmo de busca de Grover, um algoritmo
que tem implementacao conhecida tanto no modelo circuital quanto adiabatico com



Capitulo 3. Computagdo quéantica continua no tempo sem transicdo entre estados 55

resultados compativeis para a complexidade de tempo nos dois modelos. A sua for-
mulagao na computacao circuital pode ser encontrada no apéndice B. Aqui sera apre-
sentada a sua versao adiabatica, com base no trabalho de Roland e Cerf (ROLAND;
CERF, 2002) e a discussao sobre o speed-up quadratico relatado.

Imagine uma lista de telefones contendo N nomes arranjados em ordem com-
pletamente aleatdria, ou uma base de dados nao estruturada, e que a tarefa seja
encontrar um nome especifico. Um algoritmo classico, seja ele deterministico ou pro-
babilistico, precisa, em média, consultar N/2 nomes para encontrar o nome especifico.
Um algoritmo quéntico explora a superposicéo para fazer consultas em uma espécie de
paralelizagao, s6 que de natureza quantica (CHUANG; NIELSEN, 2000), e com ajustes
apropriados de fase nas operacdes, o numero de telefone desejado pode ser encon-
trado utilizando O(v/N) passos. Essa é a tarefa do Algoritmo de Grover (GROVER,
1996).

3.2.1.1 Computacao adiabatica

Na versao adiabdtica, o oraculo sera definido em termos do hamiltoniano final
H(T) = hw(1-|m)(m|), onde |m) é o estado solug&o. No procedimento da apresentagéo
utilizaremos sempre que hw = 1, uma vez que do teorema adiabatico sabemos que é
mais determinante que o gap entre os niveis de energia seja grande o suficiente do
que o valor absoluto da energia em si.

Nessa representacao, a base computacional é constituida pelos autoestados de
0z, i.e.,07]0) =1|0) e oz|1) =—=1]1). O estado solucdo é o estado fundamental de
H(T), que denotaremos por H(1), hamiltoniana n-local, com estado fundamental com
energia 0 e todos os outros estados da base computacional tem energia 1.

O hamiltoniano inicial € dado por H(0) = 1—-|p)(¢p|, onde |p) & uma superposi¢cao
uniforme,

N-1
=— i = |+ : 137
)= 5 2 =1 (187)
el|t) = \/ié(|0> + |1)). Toma-se o hamiltoniano dependente do tempo como uma inter-
polacéo,

H[s(t)] = (1 —s(t))H(0) + s()H(1)
= (1=s(0)(1—lp){e@l) + s(t)(1 = [m)(m]) (138)
=1-(1-s(t)lp){p| = s(t)|m)(m],
em que s(f) = t/T € [0,1] é a parametrizacao linear do tempo e T é o tempo total

de computacgdo. E possivel definir uma funcédo A(s) para ser utilizada no lugar de s(t),
chamada de schedule que pode ser otimizada, como veremos posteriormente.
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Se o estado de entrada do algoritmo ¢é inicializado no estado fundamental de
H(0), i.e., |p(0)) = |p), entdo a evolucdo do sistema esta restrita a um subespaco
bidimensional, definido pela base {|m), ’m¢>}, onde )mi> = \/% Zﬁ;} |i} € a super-
posicdo de todos os estados da base perpendiculares a |m).

Na base de estados {|m), ‘mL>}, o hamiltoniano pode ser escrito como

_(A-90-5) ~(1-5¥~
H(s) = = N (139)
—(1-9)¥x— 1-(1=-5)(1-5)
Calculando as autoenergias do hamiltoniano temos que:
1
Eq = 5(1 —A(S)),
] (140)
Eq = 5(1+4(s)),
onde o gap entre os dois niveis de energia é dado por
A(S) = \/(1 —-25)2 + %3(1 —3). (141)
Podemos reescrever o hamiltoniano da seguinte forma,
12 0 12— (1-8)(1 - 1) (1—s) N1
H(s) = - N N (142)
0 12 (1=8)Yx— -12+(1=-s)(1-x)
Notando que
1 2 N-1 2 A(S) ?
[1/2—(1 -9)(1-7)| + [(1 —s) | = [T] , (143)

podemos reescrever o hamiltoniano em termos de uma rotagdo por um angulo 6(s)
dependente do tempo parametrizado, similarmente a agdo da iteracao de Grover sobre
o estado inicial na verséo circuital:

His) = 1 ll—A(s) (cose(s) sino(s) )] (144)

2 sinf(s) —coso(s)
onde
sino(s) = %(1 —s)- I\/Iv_1’ (145)
cos 0(s) = ﬁ (1 -2(1 —s)<1 —%)) (146)

e os autoestados do hamiltoniano séo
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_ 009 . 6(s)| |
10(s)) _cosT|m>+smT‘m > (147)
|1(s)>=—sin@|m>+cos?‘m¢>. (148)
Um resultado que sera util posteriormente, é que esses autoestados obedecem
. 6(s)2

(k(s)its)) = %6,(,, (149)

) 0, sek=1
(k&)is)) =9 " (150)

(—1)'6(s)/2 se k #1I.

Se aplicarmos a condi¢do para a adiabaticidade da evolugao do sistema imple-
mentado no algoritmo, nos deparamos com um problema. Calculando o valor minimo
do gap entre as energias, obtemos que ele acontece no instante s = 1/2,

d
0= EA(S)
_o(1_1)(s-1) (151)
B 2(1 N) A(S)
= s=1/2,
e que nesse instante o gap vale
1
A(s=1/2) = TN =Amin- (152)

Calculando a derivada do hamiltoniano em relacao a s, obtemos

OsH(s) = |) (el = m) (m]. (153)

Calculando os elementos da matriz na base das autoenergias do hamiltoniano
utilizados na aproximacao adiabatica,

VN -1 N-1
N cosO(s) +

Utilizando as equagdes (145) e (146), temos que

(0(s)[ 0sH(s) [1(s)) = (1(s)[ dsH(s) |0(s)) =

sinf(s). (154)

[0sH(S)]o,1 = = (1595)

A(s) N
Podemos encontrar o valor maximo da equagéo acima substituindo o gap pelo
valor minimo obtido na equacao (152)

N-1
—

—

max}[&sH(s)]OJ = (136)

s€[0,1
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Tomando N > 1, percebe-se que o valor esta limitado superiormente por

max [0sH(S)lp1 < 1. (157)
s€[0,1] ’

Aplicando a condig¢ao para a adiabaticidade dado na equagao (135), obtemos
que

T> N, (158)

onde utilizamos h = 1.

Eis o problema. De acordo com esse resultado (ROLAND; CERF, 2002), o
tempo de execucdo da versdo adiabatica do algoritmo de Grover escalaria com a
dimensao do sistema da mesma forma que um computador classico escalaria.

No entanto, Roland e Cerf (ROLAND; CERF, 2002) perceberam que ao aplicar
a condicao para a adiabaticidade globalmente, i.e., durante todo intervalo de tempo T
de execugao do algoritmo, a taxa de evolugao é constringida durante toda computacao
enquanto o gap entre os niveis de energia sé fica pequeno o suficiente ao redor de
s = 1/2. Inspirando-se na técnica de passagem adiabatica rapida, com longo histérico
de uso na area de ressonancia magnética nuclear (POWLES, 1958), ao invés de impor
uma condi¢cdo para a adiabaticidade globalmente, escolheram uma funcao schedule
na qual a adiabaticidade seja imposta localmente a cada instante para aumentar a
velocidade da evolugao continuamente no tempo.

Para escolher a funcado schedule adequada, é preciso encontrar uma nova
funcdo s(t) que ainda respeite as condigdes s(0) = 1 e s(T) = 1. Para esse fim, é
utilizada uma versao ligeiramente diferente da condicdo para adiabaticidade dada na
equacao (300). E definido um parametro adimensional ¢ tal que € < 1. Sem tomar os
valores maximos e minimos globais, a condicdo é reescrita como,

ds [0sH(s)]o,1 ds A2(s)
dt a2s) —°  dt " “[0sH(S)os

Utilizando que [0sH(s)]p 1 € limitada superiormente por 1, obtemos um limite
mais apertado,

(159)

ds 2
= < ed%(s). (160)

Utilizando a desigualdade acima, é escolhida uma taxa de evolugao, s(t), que
seja solugéo de

Y~
o =420 (161)

A partir dessa equagéao, o tempo total de execugéo do algoritmo é encontrado a
partir da integral,
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1
T=1/ %
€.Jo A%(s) (162)
1 N
= — arctanvN-1.
£ VN-1

Com isso concluimos que conforme a dimenséo do sistema utilizado para imple-
mentar o algoritmo escala, i.e., com a aproximacao N > 1, o tempo de execucéao do
algoritmo € dado por

T
T="\N 1
SN, (163)

0 que coincide com a versao circuital do algoritmo e demonstra que com a escolha de
um schedule adequado € possivel obter um speed-up quadratico para o algoritmo.
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4 RESULTADOS

4.1 QG E ALGORITMOS ADIABATICOS

Estamos interessados em investigar o que a funcao QG nos entrega de infor-
macao em relacdo as caracteristicas quanticas da implementagdo de um algoritmo
adiabético. Mas ao se debrucar sobre essa questao em especifico, constatamos algo.

Em geral, todo algoritmo de computacdo quéntica adiabatica € inicializado e
permanece durante toda execuc¢ao, no estado fundamental de um hamiltoniano depen-
dente do tempo. O estado do sistema passa por uma evolucdo unitaria até atingir o
estado final onde esta codificada a solucao para um problema, portanto o gerador da
funcdo QG coincide com o hamiltoniano que descreve a evolugao do sistema, como
discutido anteriormente.

O que decorre disso é que o comutador entre o estado do sistema e o gerador
da funcao para qualquer algoritmo adiabatico é zero, ou seja,

p(t)H(1)] = [lO(t)><0(t)|,ZEn(t)|n(t)>(n(t)|]
= ;5nOEn(t)[|o(t)> {n(t)| = |n(1) <0(f)|] (164)

= Eo(?)

10(£))(0(D)[ - |0(f)><0(f)|]

=0,

o que implica que a QG também ¢é nula. A obtencao do gerador da fungao pode ser
encontrada no apéndice C.

Isso significa ndo haver nada de quantico em um algoritmo de computacao
quantica adiabatica? Certamente essa chave interpretativa ndo é a mais adequada.
Quando pensamos em termos de comutatividade do estado inicial |p)(¢p| e do estado
final |m)(m|, percebemos que esses estados ndo comutam, ou seja, houve criacéo de
superposi¢éao na base em que |p) (| € diagonal. Mas a que se refere a funcdo ser nula
entdo?

Aqui cabe uma hip6tese sobre a interpretacao fisica da funcao QG definida em
(18). Na Secéao 2.4, foi citado que a QG tem todas propriedades de uma medida de
assimetria. No caso, o grupo de simetria € formado pelas unitarias que diagonalizam
a matriz densidade e o gerador € H; = ihUtU}L. Se o gerador ndo comutar com a
matriz densidade, teremos assimetria, e portanto, QG nao nula. Em se tratando de
uma evolucao adiabatica, isso sé vai ocorrer se o0 estado inicial ndo comutar com o
hamiltoniano, ou seja, se existir coeréncia inicialmente na base de autoestados de H(0).
Da equacao (18), temos que a QG é a integral da assimetria instantanea sobre todo
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intervalo de tempo da evolucgao, i.e., € somada a assimetria de toda evolucao.

O fato é que uma evolucado adiabatica, na verdade, € um processo ideal, irre-
alistico, onde é imposta a condi¢cdo de que ndo haverd transicdo entre nenhum dos
niveis de energia que caracterizam o sistema, € no caso de um algoritmo de computa-
¢ao quantica, esse serd descrito a todo momento por um estado |n(s))(n(s)|, onde n
geralmente se refere ao estado fundamental.

Se em um algoritmo adiabatico é garantido, aprioristicamente, que a todo ins-
tante o sistema estara no mesmo nivel de energia, qual o risco de perder informacao
sobre a simetria do sistema, ou colocado de outra forma, qual o custo de preservar
informacao sobre a simetria? Nao ha risco ou custo algum, ja que, por definicao, a
dindmica de algoritmos adiabaticos € simétrica.

Se em um algoritmo adiabatico a QG nao é de muita serventia, ndo significa
que, na pratica, ndo seja. Na corrida pelas tecnologias quéanticas, mais especifica-
mente na area de controle quantico, se desenvolveu a aplicagdao de atalhos para a
adiabaticidade. Um atalho para a adiabaticidade é um processo rapido que leva para
o mesmo estado final que uma evolucdo adiabatica levaria (GUE RY-ODELIN et al.,
2019). Muitas técnicas para aplicacao de atalhos para a adiabaticidade foram desenvol-
vidas(WU, N.; NANDURI; RABITZ, 2015; CAMPBELL et al., 2015; CAMPO; BOSHIER,
2012; MASUDA; NAKAMURA, 2010, 2011; TORRONTEGUI et al., 2012b, 2012a; MA-
SUDA; NAKAMURA; CAMPO, 2014; KIELY et al., 2015; DEFFNER, 2016; DEFFNER;
JARZYNSKI; CAMPO, 2014; JARZYNSKI, 2013; PATRA; JARZYNSKI, 2016; CHEN
etal., 2011; STEFANATOS, 2013; SABERI et al., 2014; SELS; POLKOVNIKQV, 2017;
XIAO; GONG, 2014; MASUDA; RICE, 2015; TORRONTEGUI; MARTINEZ-GARAOT;
MUGA, 2014; ACCONCIA; BONANCA; DEFFNER, 2015; MARTINEZ-GARAOT et al.,
2015; KIELY et al., 2016), entre elas a técnica de conducéao contradiabatica (DEMIR-
PLAK; RICE, 2003, 2005).

A condugdo contradiabatica consiste em adicionar termos representando in-
teracOes auxiliares a um hamiltoniano de referéncia Hy(t) de forma que a dinamica
siga precisamente a evolugéo adiabéatica conduzida por Hy(t)(GUE RY-ODELIN et al.,
2019), porém, ndo adiabatica em relacdo ao novo hamiltoniano. Entre as técnicas de
conducao contradiabatica, a que se destaca é o algoritmo de evolugcao sem transicao
(do inglés, Transitionless driving algorithm) (BERRY, M., 2009).

Na secéo posterior, apresentaremos o algoritmo de evolugcdo sem transicao e
demonstraremos para esse caso que ao adicionar um termo diabatico o hamiltoniano
total, a funcdo QG deixa de ser nula.

4.2 ALGORITMO DE EVOLUGAO SEM TRANSICAO

Formulado por Berry (BERRY, M., 2009), o algoritmo de evolugdo sem transi¢ao
€ construido em um processo de engenharia reversa.
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O ponto de partida € um hamiltoniano de referéncia Hy(1),

Ho(t) = > En(t)n(t)){n(?)]. (165)

Da aproximacao adiabatica sabemos que um sistema inicializado no autoestado
|n(0)) de Hp(0) ira continuar no n-ésimo autoestado se a evolug¢do ocorrer lentamente
o suficiente na forma

pnlt)) = eV |n(t), (166)

onde

t t
yn(t)=—1/0 En(t’)dt’+i/0 {n(t)|0pn(t)) dt’. (167)

Reversamente, ao invés de achar um estado que seja solugao de um hamiltoni-
ano, queremos achar um hamiltoniano onde o estado dado em (166) seja a solugéo
exata da equacao de Schrédinger dependente do tempo,

i0¢ lpn(t)) = H(t) [n(t)) , (168)

onde h = 1. Para construir esse novo hamiltoniano, utilizamos o operador de evolugao
unitaria que notadamente agindo sobre o estado inicial |n(0)) o levara para o estado

lWn(t)),

Ut = > e n(t)) (n(0)]. (169)

Da equacao de Schrddinger, sabemos que o operador de evolugdo unitaria
obedece i0;U(t) = H(t)U(t), logo podemos obter o novo hamiltoniano de

H(t) = i(@tU(t)> ut(). (170)

Calculando 0;U(t):

orU(t) = 3 & ((i0gyn(®)) In(t)) (n(0)] + 1¢n(t)) n(O)] )
no (171)
= > O (i=En(t) + 1 (n(8) 2n(8))) (1)) {A(O)] + (1) (n(0)] ).

Calculando Uj:

Ul =3 e k(0)) (k(t)]. (172)
k

O novo hamiltoniano é dado por
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= > EaIn@®)(n(t)l =i (n(t)[9en(t)) In()) {n(B)] + i |9en()) (n(B)]
n

(173)

Note que o primeiro termo & equivalente ao hamiltoniano de referéncia Hy(t).

Ou seja, o termo contra-diabético, que denominaremos por H,(t), adicionado para criar
um atalho para a adiabaticidade é dado por

Hi(t) =Y ~i (n()|0¢n(®) In(6)(n(t)] + i () (n(2)]
n

(174)
= Z iflo¢n(t)) (n(t)],|n(D) {n(D)I],

sendo hermitiano e contendo elementos fora da diagonal na base |n(t)) dos autoesta-
dos de Hpy(t).

Agora note que se calcularmos o comutador que define a funcéo QG, i.e., o
comutador desse hamiltoniano com um autoestado da base do hamiltoniano de refe-
réncia, digamos |0(t))(0(t)|, ele nao é mais nulo,

[10(t))(O(8)],Hy (t ]—IZ t)|on(t)) [0(1)) (n(t)] —|0:0(t)) (O(t)], (175)

logo a funcao QG em qualquer métrica adotada deixa de ser nula. Segundo a hipétese
apresentada, isso ocorre porque com a introdugdo de um termo contra-diabatico surge
um custo associado a sua implementagao. Um resultado similar ja é conhecido no
estudo de QSL.

Na referéncia(ZHENG et al., 2016) foi proposta uma familia de funcionais para
quantificar o custo associado a implementagéo de Hq(t). Um membro dessa familia
(SANTOS; SARANDY, 2015; SANTOS; SILVA; SARANDY, 2016; COULAMY et al.,
2016) € dado pela norma |||,

)
- [ et (176)

A norma l» é dada por
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- \/Tr{HI(z‘)H1 (t)} (177)
Calculando H.|2(t) para o algoritmo de evolucdo sem transicao:

HE(t) = (Z ()|0en(D)) In(1) (n(D)] + |0n(1)) (n(l‘)l>

n(t)|0en(t))” n(t))(n()] = (n(£)|d¢n(D)) (n(t)|dym(D)) |n(t)) (m(2)]
nm
= (n()]9¢n(1)) [9¢n(t)) (n(t)] + (n(t)|om(2)) |Oen(t)) (m(D)] .

Tomando o trago,

T{H()} = Z< ()] HE (8) k(D)
= —Z (1)|0ek (1) = (k(B)|Dpk(1))® = (K(D)| ek (1))® + (n(t)| Ok (1) (k(B)|Bpn(D))
= Z (]0ek(1)® = (n(B)] D¢k (1) (k(t)|ayn(t))

= Z ek (0) |k (8)) (k(8)|Ork(D)) + (Opn(t) | k(1)) (k(1)|Opn(t))
K

n
=Y (@n(®)|oen(t))
n
(179)
onde foi utilizado que (0¢k( |k = 0, o que é verdadeiro para qualquer hamiltoniano

com espectro inteiramente discreto, e que <3tn(t)}k(t)> =— (n(t)]f)tk(t)). Logo o custo
instantaneo é dado por (CAMPBELL; DEFFNER, 2017)

9C(t) = \/Z (Opn(t)|0n(1)). (180)

Em (DEFFNER; LUTZ, 2013b), Deffner e Lutz demonstraram que a taxa maxima
de variacdo do angulo £; = arccos (| pt |po) entre um estado inicial puro e o estado
no instante t, pode ser obtida de

d d ol 9t o)l [{wol [Hept] o)
dt'C( < dt|£(t)‘ ~2cosL(f)sinL(t) ~ 2cos L(H)sinL(t) (181)
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Utilizando a desigualdade (BHATIA, 1997),

[(wol [Hept] lwo)| < (Hp) (182)

chega-se em

d
L0 = (Hp. (183)

Integrando dos dois lados obtemos o tempo de QSL,

2cos L(t) sin L(t)

rost = Tsin2 L(t) .
2 [o dt (Hy)
Substituindo o valor esperado do hamiltoniano para o algoritmo de evolugao
sem transi¢cao, dada por

(184)

_ ST En2+ (00’ (185)
> (arctn)
n

chegamos na relagéo de troca entre velocidade e custo de implementagao do atalho
para a adiabaticidade. Quanto menor o tempo de evolucao do sistema quantico até
seu estado final, maior o custo energético de implementacao do atalho.

Ou seja, a similaridade dos resultados advém do fato de que ha um acréscimo
no custo em ambos os casos. No caso de QSL, ha um acréscimo energético associado
ao termo contra-diabatico para aumentar a velocidade da evolugao, e no caso da QG,
a adicao do termo contra-diabatico ao hamiltoniano faz com que essa deixe de ser
nulo.

No procedimento do trabalho, devido a esse resultado, foi feita a opcao de
investigar a funcao QG para algoritmos de computagdo adiabatica na versdo de evo-
lugdo sem transigdo, buscando compreender qual a sua relagdo com a eficiéncia do
algoritmo.

4.3 QG DO ALGORITMO DE EVOLUCAO SEM TRANSICAO

Nessa secao calcularemos a QG para o algoritmo de evolugdo sem transicao. A
QG de um estado de entrada p e um estado alvo t € definida como a minimizagéo da
componente quantica da energia de uma curva, dada por y; = > ;A;(1)]i(t)) (i(f)|, com
y(0) =pey(T)=71e T é o tempo de evolugéo. A curva liga os estados da seguinte
forma:

p =2 (0l (i(O)] ~ p* —ZA HT—ZA )i(T)]. (186)
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A minimizagao é feita sobre todos os estados pY diagonais na base de autoes-
tados de p e isoespectrais ao estado alvo T e sobre todas as curvas y{ : p“ — 1 que
levam de um estado ao outro,

Qp(1) = min EYf (Y — 1), (187)
pYyt
onde
Y¢ T 2
qu@“%f>=/0 [ [yf He] ||, (188)

H; = iUtUI é 0 gerador da dindmica e a norma ||-|| € uma métrica induzida de uma
norma Fisher-Riemanniana.

No caso da evolugdo sem transi¢cao, o caminho que leva do estado inicial para o
estado alvo ja é pré-estabelecido pelo algoritmo, tornando o processo de minimizagao
sobre todas as curvas y;’ e estados pY desnecessario. Como a evolugao sem transigdo
€ uma transformacao unitaria, ou seja, a componente classica da energia da curva é
nula, a energia da curva associada ao algoritmo corresponde a QG.

Para calcularmos o comutador que define a funcéo, tomemos uma curva descrita
por um estado genérico dado por

pt =Y _ pPmn(t) M) (n(1)]. (189)
mn

Por ser uma transformacgéao unitaria, o gerador associado a funcao QG coincide
com o hamiltoniano do algoritmo. Da equacéao (173) temos que

He = >~ (Ek(t) =i (K(O]0ck(D) ) IKO) k()] + 1 10ck(D) (K(D)
k

(190)
= Z¢k<t)|k(t>><k(t)| + P10k (1) (k(B)],
onde @ (f) = Ex(t) - \8, ). O comutador que define a QG fica
lpt.Hi] = men ) [m(®) (n()] .S @r(O) k() k(D) + i [0k (1)) k(D)
k

= Z PrB)pmn(IM(L)) (n(B)].1k(8)) k(O] + ipmn(DI[m(1)) (n(t)] . |0tk (1)) (k(B)[]

mnk

> (cpn () Pmn(®) (D) (A(8)| = iomn(t) |:m(D) (A1)

+ Z ipmn(t) (n(t)|0¢k(t)) |m(t)) (k(2)]
mnk

= > amn(O)pmn(t) [m(8)) (n()| = ipmn(t) [8:m(t)) (n(B)] + > ipmn(t) (n(1)|Ork(t
mn mnk

(191)

m(t)) (k(t
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em que amn(t) é

amn(t) = @n(t) —pm(f)
= En(t)—i (n(t) ]atnt — Em(t) + i (m(t)|9ym(1)) (192)
= I( m(t)|0;m(t)) — (n(t)|9¢n(t) > —Amn(t),

e Amn(t) é o gap entre as energias do termo adiabatico.

4.3.1 Estados puros

Para o estado puro na base de autoestados do hamiltoniano no instante inicial,
Ho, pt = 1i(1)) ()], na equagéo (189) temos

pmn(f) = dmj6p;. (193)

O comutador que define a QG se torna

lot.Ht] Zamn (D)6 mjbni IM(1)) (N(E)] = i6mip; |0rm(t)) (N(H)[ + Z 16 i pj (n(t)| Ok (1))

mnk

_/Zg )|Oek(t (O = 710:(D) ()] -
(194)

Com isso demonstramos que com a adigdo do termo contra-diabatico a QG
nao € nula. Isso se deve ao fato do estado ter coeréncia na base de autoestados do
hamiltoniano Hy e por consequéncia adquire assimetria.

Para proceder com o célculo da fungéo € necessario escolher uma norma. Com
fim de obter um resultado analitico, adotamos a norma k' e a norma induzida da
métrica de Bures.

4.3.1.1 Norma b

A norma l» é dada por

1Al = \/ Tr{AAT}. (195)

Seja 0 comutador denotado por C = [py,Hy]. Calculando CCT:

! Na referéncia (PEREZ-GARCIA et al., 2006) é demonstrado que normas |, sé&o contractivas para
evolugdes unitais

m(t)) (k(t
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ccl =

= i3 ook ) ko] - 140 G )
k
=i 3 @0 i) 1) G0l - 10t oo ) (19)

/

= Z |G ak() [P0 G0 = (D] 2ei(0)) LiCt)) (Dri(2)]

3t/ D)) 104(6)) G(E)| + 104(8)) (D (D).
Tomando o trago:

w{ccf} -

= 37 |4t agk(n) |2~ 2] Gn] ot | + @4 arit) (197)
k

Logo concluimos que a QG é dado por

-
=2/0 S [Golokn) - 21Gn]o(0)] + @(0) o) | ot (198)
k

4.3.1.2 Meétrica de Bures

A norma induzida da métrica de Bures, conforme a equacao (15), é dada por

)| dy¢ |k(t
Dalyeye + o) = Z'U LIS (199)

ondey; = >k Ak(D)Ik(E))(k(f)| € a decomposu;ao espectral do estado. Para o comutador
C, o elemento (m(t)| C |n(t)) € dado por

(m(t)| C |t (Zo )|ork(t ()1 = 1104i(D) G(D)1 ) In(®)
(200)
= ( {8tn - ‘3” )
A QG para essa norma fica
2/ at 37 |4 aen(t)) — (m(®)|ai(1)) [°. (201)

m=#n

4.3.2 Estados térmicos

Além de estados puros, decidimos estudar estados térmicos. Estados térmicos
descrevem sistemas quéanticos em equilibrio com um reservatério térmico e sdo de
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especial importancia para entender a dependéncia da temperatura no preparo de
estados quanticos e implementacao de algoritmos, principalmente no contexto de
quantum annealing e algoritmos adiabaticos. Estudando a dependéncia da temperatura
da funcao QG visamos entender o quao bem ela reflete uma eficiéncia algoritmica.
Para um estado térmico inicialmente descrito por
g PHo
Pterm = Z
_ye e PEn0) )><n(0)|

n

(202)

b

onde Z = Tr{e‘:BHO} é a fungéo de particdo e B = kg T, em que kg € a constante de
Boltzmann e T é a temperatura na escala Kelvin. Aplicando a transformacéao unitaria
associada ao algoritmo de evolugao sem transicao,

Pt = UtPtermU;r
BEnO)n(0)) (n(

_ (Z evk(t) |k(t)) (k(0)| ) (Z €
P n
e PEO) | n(t)) (n(t)]
= Xn: Z :

O)|> (Z e~ |1(0)) </(t)|>
/

(203)
Para esse estado o coeficiente pmn(t) da equagéo (189) fica
e PEn0)
Pmn(t) = dmn > (204)
= 6mnpn(0).
Substituindo na equacéao (191),
lot.He] = amn()pmn(t) |m()) (n(t)| + >~ ipmn(t) (n(1)|0tk (1)) [M(1)) (k(t)] = iomn(t)
mn mnk mn
= Zamnmésmnpnm) Im(#)) (n(O)] + > _ i8mnpn(0) (n(t)| k(1)) Im(t)) (k(2)]
mnk

—Zl(SmnPn ) [0rm(t)) (n(?)]

=Zann )Pa(0)n()) (n(t)] + Y ipn(0) (N(1)] k(1)) [n(B)) (K(B)] = ipn(0) [3¢n(

nk n

=D ipn(0) (n(®)]d¢k (1)) |n(1)) (K(H) = > _ ipn(0) [0n()) {n(1)
nk n

=Y ipn(0) (n(t)|0ym(t)) [n(t)) (M(t)| = ipn(0) [d¢n(t)) (n(t)] .
mn

n

(205)

|0pm(t))

) {n(?)|
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4.3.2.1 Norma b

Vamos calcular a norma l, dada na equagéao (195). Realizando a substituicdo
A= [ptHil,

(IpeH) (IpeH) =( 3 ion0) () ogmit) (e (m(t)] - > ien(©) 2en(t ) (n(t)])
x (S =iox(0) (2110 k(1) (D) (K(1)| + Z/pk ) k() (Ork(0)] )
Kkl k
(3= Pal0)x(0) (n(t) 2rm(t)) (@em(D] k(1) In(t)) (k)
mnk
—an Pm )|0¢m(2)) |n(2)) (Opm(t)]

(206)
Tomando o trago:

Tr{ ([PtaHtD ([Pt,HtDT} = (I(b)] ([Pn"’t]) ([PtsHt})T (1))
/
=Zp%(0)}<n(t)}atm }—Zp/ )Pm(0)|(I(t)|omit)) |
—an )Pi(0)|(1(1)| ()| +an (Oen(t)|0gn(t))

= an @en(D]on(t) + 3 (pn —2pm(0)pn(0) )| n(D)|dm(1) [?.
! (207)
Por fim a QG fica

Q- / dtlzpn @en(Dforn(t) + 3 (PB(0)—20m(0)Pn(0)) |<n<t)|atm(t>>|2].
(208)
Realizando a substituicdo pp(0) = 6jn, em que j se refere ao estado fundamen-
tal, recuperamos o resultado para o estado puro dado na equacéo (198). Esse deve
ser o resultado em um regime de baixas temperaturas (8 > 1), onde s6 o estado
fundamental passa a ser populado.

4.3.2.2 Meétrica de Bures

Calculando o elemento (j(t)| [0z, H;] |k(t)),
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(1 [p.He] k(1)

(o)1 (3 ien(0) (n(t) 2em(D)) In(0) (m(D] ~ ipa(0) |2en(t)) (n(D)] ) IK(1)

(pj |at — Px(0 ‘61‘ )
= i(1(0) - px(0)) U(t)!atkm

(209)
Note que se quisermos recuperar o resultado (200) para o estado puro |n(t)) {(n(t)|,
basta fazer a substituicao p;(0) = 6p;

GO [oesHe) 1K(8)) = (8 =8k ) 4i(0) D1k (D)

. (210)
= i((n()[ork() = (o) an(n) )
A QG nesse caso fica
2
k(0)
/ Z F pk(o> o]k (211)

J7K
4.4 QG DO ALGORITMO DE BUSCA

Nessa secao calcularemos explicitamente a QG para a versao sem transi¢ao do
algoritmo de busca de Grover. Os célculos serao feitos considerando que o algoritmo
foi inicializado em um estado térmico.

Recapitulando brevemente os resultados obtidos para o algoritmo anteriormente.
O estado que codifica a solu¢ao sera denotado por |m), o oraculo sera definido em
termos do hamiltoniano final H(T) = 1 —|m)(m|. A base computacional é constituida
pelos autoestados de o, i.e., 0z|0) = 1|0) e 0z|1) = —11). O estado solugdo € o
estado fundamental de H(T), que denotaremos por H(1), hamiltoniana n-local, com
estado fundamental com energia 0 e todos os outros estados da base computacional,
denotados pela superposicao ‘mi>, tem nivel de energia 1.

Os niveis de energia do algoritmo sao dados por:

Eo = (1 -A(s)),

] (212)
Eq = 5(1 +A(S)),
onde o gap entre os dois niveis de energia é dado por
4
A(S) = \/(1 —-25)2 + Ns(1 - 5). (213)

Os autoestados do hamiltoniano sao dados por
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0(s)) =cos@|m)+sin? ‘mi>, (214)
]1(3))——5in®|m>+cos®‘m¢> (215)
- 2 2 ’
em que
sino(s) = %(1 —5) ’\/’\/"1 , (216)
1 1
cose(s)=m<1—2(1—s)(1 _N>>’ (217)
e esses autoestados obedecem
YRV
(n(s) ) = X 51mn, @18)
mis)|ifs)) = { em=n (219)
B (—1)”@ se m#n.

Calculamos a fungao para duas parametrizagdes do tempo, para a parametri-
zacao linear usual em algoritmos adiabaticos s = t/T e para o schedule utilizado no
trabalho de Roland e Cerf (ROLAND; CERF, 2002), onde % = eA%(s), e e < 1,6 um
parametro adimensional.

4.4.1 Norma b

Inicializando o algoritmo em um estado térmico, a QG € dado por

]
Q- /0 dtlzp,%(m (@n(®)|0rn(1)) + > (PB(0) ~20m(0)pn(0) ) |<n<t)|afm(t>>|2] -

(220)
Reparametrizando o tempo para s = t/T,
dt = Tds
(221)
opf = 190
T Os

e substituindo na equagéao obtemos
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2(0) —
_ /O Tds[ pn ey + PO 2;;21(0)@7(0) <n(s)}r’n(s))2]

N2
-1 /0 dslzp?,(st’) £ Y (30 —2pm<0)pn(0))97(‘°’)] (222)

m=#n

=21—T[;pn = pm(0)pn(0 ]/ dsé(s)

m#n

Para encontrar a funcéo 6(s) basta derivar a equacao (216),

d .
ESsme() coso(s

d A(s)
gs sino(s) ( ( s )

2 (—4) 1—2s )(1=1/N) ’
-‘—S) N (s) * (223)
2 VN-1 B B B 5
=% N ( 2(1-5s)(1-2s)(1=1/N) + A=(s ))
2 N -1
= _A3—(s) N (1 -2(1-s)(1- 1/N)>,
dividir pela equacgéao (217)
o(s) = — A/Iv_1 A2L(s)' (224)

Integrando 6(s)?,

1 4 1
/Odsé(sz=u/0 dSA4i(s)
/d 1—23 s(1—s)>4

4 (225)
ds 5
0 (4Ms2—4ﬁs+1>

—/ “ 32 4S+N—>2-

Realizando a substituicdo ¢ = N/(N — 1), vamos nos valer do fato de que




Capitulo 4. Resultados 74

L 4 (1.9 —1
dsé(s)?=—— [ ds—|—
/0 S0 = N3 0 8301432—4s+c]
4 ) 1 1
- -2 ads ———— 226
N—1< 80)/0 *4s?—4s+c (226)

L 1/1 as
" N-1\ oc)4 )y (s-1/22+(c—1)4

Realizando a substituicdo (s — 1/2)2 = ((c — 1)/4) tan? v,

1 U
/Odse(s)2=% —a% % ; 02_1du
4 0 1
=57\ ~ 3¢ 2\/CT(arc’[an\/_—arctan \/_>]
=% _8% 01_1<arctan 01_1>] (227)
4 [ 1 1
= NZ7 2\/_ arctan\/T 202 c]

=2|vVN-1arctanvN-1 +

Calculando explicitamente a dependéncia da temperatura,

—2,8En e B(En(0 +Em(0))

> " pn(0)2 =" pm(0)pn(0 Z > - (228)

m#n m=n

Da equagdo (212) temos que no instante inicial as energias sédo Ep(0) = 0 e
E4(0) = 1. Calculando a fungéo de particao Z,

z=Tr{eFt|
= Z e_ﬁEn(O) (229)
n

-1+eP.
Substituindo na equacéao (228),

2 _(1+e2P-2eP)
;Pn(o) mz#npm(O)Pn(O)— (11 PP

(1-eP)2 (230)

(1 + e h)2

_tanh2®.
tan 5
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Por fim a QG fica

Q=;_ \/N—1arctan\/N—1+¥ tanhz'g. (231)

Se tomarmos o limite de N > 1 para ver o comportamento conforme a escala
do sistema aumenta
mv N

Se quisermos o resultado da QG para o estado fundamental, basta analisar seu
comportamento em regimes de baixa temperatura, i.e., quando 8 > 1. Tomando esse
limite, Q tende a

lim Q= l vVN-1arctanvN-1+ N

—1
Booo T N | (233)

Por ser um estado puro, pelos resultados obtidos na subsecéo 4.3.2.1, conclui-
mMos que no regime de baixas temperaturas o comportamento da QG para estados
térmicos se torna idéntico ao de um estado puro. Para o regime de altas temperaturas,
i.e., quando § < 1, temos que

lim Q=0, (234)
B—0

ou seja, a QG é dissipada. Sendo ela uma medida de quantidade de informacéo de
assimetria, o efeito de uma alta temperatura € destruir a quantidade de informagao
contida no estado do sistema.

O resultado (232) evidencia que apesar de existir uma dependéncia de v'N
como o resultado obtido por Roland e Cerf (ROLAND; CERF, 2002), a grandeza QG
€ inversamente proporcional ao tempo de evolucao, similar a uma relacao de custo
ou de trade-off entre as duas grandezas como nos resultados obtidos para o QSL em
atalhos para a adiabaticidade (CAMPBELL; DEFFNER, 2017; SANTOS; SARANDY,
2015; SANTOS; SILVA; SARANDY, 2016). Para reduzir o tempo de execucdo do algo-
ritmo, € necessario aumentar a QG, ou seja, existe um custo em reduzir o tempo. Se
tomassemos como parametro para o tempo o resultado obtido para a parametrizagao
linear s = t/T no trabalho, onde o tempo escala com N, assim como um algoritmo de
busca classico, a QG escalaria com 1/v/N, o que demonstra que ela néo coincide com
0s resultados obtidos para a complexidade do algoritmo na literatura.

Utilizando o schedule que resulta no speed-up quadratico do algoritmo, dado
por & = eA?(s), obtemos
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ds
eA2(s) (235)
Oif = eA(s)f.

Calculando a funcédo obteremos um resultado anélogo para a temperatura, a
dependéncia continuara a mesma, alterando somente a dependéncia em N,

dt =

1
Q= /0 . A(;ITS) [;};(EAZ(S))‘?,D%(O) <h(s)\h(s)>+(eAZ(s))‘?(p?,(O)—zpm(o)p,,(o)> <n(s)|m(s)>2]
d 2 °

1 a 2
2 0<(s) 2 6<(s)
- /0 ea?(s) slzpn(0)7+2 (pn(O)—zpm(O)pn(O))T]

n m=#n
= % [ZP% Z Pm(0)pn(0 ] / eA?(s) 62(s) ds.
n m#n

(236)
Fazendo a integral acima, chega-se em

1
€ 2 2 _
2/0 asA=(s) 6(s)
/ ds——
(237)

arctan vN

_oe N1
N2 m

= 2¢ A//V_1 arctan VN —1.

Por fim, a funcéo QG fica

Q=2 [Zp%(m = Pm(0)pn(0)

m—T»’n

I\IIV_ 1 arctan VN — 1

(238)

=2£[tanh2'8} N ! arctan VN=T.

Se tomarmos o limite N > 1,

T iann2 P
Q—>\/Ntanh 5 (239)

0 que demonstra que mesmo escolhendo a parametrizagao do tempo resultante no
speed-up quadratico do algoritmo, a funcdo ainda nao coincide com os resultados
relatados para a complexidade do algoritmo.

Tomando o limite em que > 1, conforme discutido anteriormente, € obtido o
resultado para estado puros,
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lim Q=2¢ N-=1 arctan vN-—1. (240)

B—o0 N

Para altas temperaturas, f < 1, novamente, temos que a QG é anulada

lim Q=0. (241)
B—0

4.4.2 Meétrica de Bures

Nesse caso a func¢do sera dada por

2
Pk (0) T
22( )/()dt\g(t)\atk(tmz. (242)

T 0) + px(0)

Para a parametrizagao s = t/T,

2
(O-P(®)" 11 2
2T§ 0) + px(0) /OdST

( ) ) (243)
1 N — 1 p;(0) — px(0)
- 77 [\/N—1 arctan VN -1 + N % 00+ o0
Calculando a dependéncia da temperatura,
2 2
(PO -pk©®)" (po(©)-p1(0))
s p;(0) + px(0) Po(0) + p1(0)
(1/2 _ e-ﬁ/z)2
=2 (244)
1/Z +eP/z
(1-eP)?
=2—
(1+e ﬁ)
_ 2P
= 2tanh 5

Novamente encontramos 0 mesmo tipo de dependéncia da temperatura. A QG
resulta em

= lT vN-1arctanvN-1+ N tanhZﬁ (245)

O resultado obtido a partir da métrica de Bures € metade do obtido a partir da
norma k. O mesmo se repetira para o schedule utilizado por Roland e Cerf:
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2
i(0) — pk(O 1 72
oo 15~ (PO -Pc0) [ oot

22 pi(0) + pk(0) 4
/N1 246)
_ 2 IB eVvVN-1 — (
= 2(2 tanh §> (Z N arctan v~ N 1>
= e[’[anh2 ’g] A/IV_ 1 arctan vN -1,

o resultado calculado a partir da métrica de Bures é metade do resultado calculado a
partir da norma b.

4.4.3 Escala de tempo associada

Anteriormente, em 2.3.2, derivamos um speed limit associado a QG quando a
adotada a métrica de Bures, i.e., uma escala de tempo associada a funcao, dada por

r> 9

M(Hy)

Para o caso do algoritmo de evolugdo sem transicao, por se tratar de uma

evolugdo unitaria, temos que H; = H; e a fungdo M(H;) é a média temporal do gerador
dada por

(247)

;
M(H;) = lT /0 dtAH?, (248)

que podemos interpretar como uma velocidade associada a QG do algoritmo. Para
estados puros a desigualdade é saturada, como verificaremos em seguida.

Como ja obtivemos a QG, basta calcular M(H;). Inicializando o algoritmo em
|0(s))(0(s)|, estado puro na base de Hyp, o termo adiabatico do hamiltoniano, obtivemos
gue a variancia de H; é dado por

AH? = (9,0(8)[30(t)) + (0(1)|,0(t)) . (249)

Para a parametrizacao linear, a integracao resulta em

7 " otar? - 7/ 1 rds 2 ({0(s)[0()) + (0(s)[0t))”)

1 /1, 6%(s)
—L vN—-1arctan vV N -1 +N_1
S 272 N |

A razéo entre a QG e M(H;) resulta em

- T. (251)
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Para o schedule ‘C’;—?, a integracao resulta

- / AHAFE = - / £A2 )2(<0(s)(0(s)>+ <0(s)]0(s)>2)
/ dseA2 S) (252)
= T N arctan\/—

e novamente, a razado resulta em:

Q
M(H)
Quando inicializamos o algoritmo em um estado térmico, denotamos p; por

- T. (253)

pt =Y _ pn(0)|n(t))(n(t)!. (254)

O hamiltoniano do algoritmo é

H =Y oi(OIk(t) k()] +i[0¢k()) (k(D)]. (259)

Primeiro retomaremos alguns resultados para a versao sem transicao do algo-
ritmo de Grover. ¢y € dado por

Pk = Ex(t) + i (k(1)|0ek (1)) - (256)

Os niveis de energia do algoritmo sao dados por:

Eo = (1 -A(s)),

1 (257)
Ey = §(1 +A(S)).
Os coeficientes pp(0) do estado sdo dados por
5 1
0= >
4
o (258)
Pr="7
Os autoestados do algoritmo obedecem as relacdes
Ny 62(s
(m(s)|n(s)) = —i )8 mn, (259)

. 0, sem=n
(m(s)|n(s)) = { . (260)
(-1)"6(s)/2 se m#n.
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Calculando explicitamente a variancia. O valor esperado do gerador da dinamica

(H) = Tr{pH;}
= > (m)] (Pa(@)In() ()] (@r(IKO) (K(B)] + 1 0ek(D) (K] ) Imit)

kmn

= S (m(t)] (3 POk (DI k(] + > ion(0) ((D|ack(D) (D) (K(t)] ) |mt)

Kk kn
= Pm(0)@m(1) + iom(0) (m(t)|0pm(t))

- 1(1(1 —A(s))) + ﬁ(lﬁ +A(S)))

z\2 z \2
- 21_2((3_ﬁ +1)+ (e - 1)A(s))
= %(1 +A(s)tanh 'g)

(261)

Elevando-o ao quadrado, temos

(Hp)? = % [1 + 2A(s) tanhg + A2(s) tanh? g] . (262)
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Ja o valor esperado do operador ao quadrado é

<H?>=Tf{PrH?}
=2 (m ( )In()n(0) )
(Zsok )|+§klj/gok ()[or/(1) (t)></(t>\+§kji<pk(t>|atk<t)><k(t>|
—% 0)|el(t)) |0k ( ><<t>|)|m<t>>
-2 (mit (Zpk )pi(t )><<)|+Zipk< )px(t) (K(D)|0r1(0) [K(D)) (I8
+ 2 Otttk %:Pn (t)|at/<t)><n<t>\atk<t)>rn(t>></(t>\)rm(
- ijpm Jpm(t)? + 2i0m(O)pmit) <m<r)|atmr<’t>> =3 pm(0) (k(1)|arm(D) (m(D)|ork(D)
= ;Pm(O)CPm(t)Z +2ipm(O)@m(t) (m(D]dm(t)) + > pm(0) (k(1)|0rm(1) (Orm(t) (D)

= me(O)qom(l‘)z +2ipm(0)pm(t) (m(t)|0pm(t)) + Pm(0) (9rm(t)|d¢m(t))

1(1 A(S)2 1 /ds\20(s)2 e P (1+A(s)2 P /ds\26(s)?
?4*2()4*24*2()—

dt at) 4
1 2 B 2.2
‘2[1 +4(s) + 2A(s) tanh - + (dt> 6(s) } -
Logo, a variancia do hamiltoniano do algoritmo é dada por
AH? = <Ht2> — (Hp)?
264)
Ay k2B 2 as\2. o (
_Z[(1 tanh §>A () + <E> 6(s) }
A média temporal da variancia M(H;) sera
1 / TthH2
dt 8 deu 2 (265)
2 2 S ANYRY:
T/ ~tanh? 5 )4%(s) + (G ) 0(s)?).
Para a parametrizacao linear s = t/T,
1
M(H;) = % / ds[(1 —tanh? g)AZ(s) + %9(3)2]
0
_1 2f\N+2 266
= [(1 anh 2) 3N 27_2 <\/ 1 arctan VN — 1 + )} (266)

4
= <1—tanh2’B>N+'2

N — 1
2N 27_2(\/ 1arctanvN—-1+ )
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A QG nesse caso é dada por

tanh2 2. (267)

_lT \/N—1arctan\/N—1+N% 5

A razéo entre Q e M(H;) fica

o lT VN—=1arctanvVN—1 + N ] tanh? ﬁ
M(Hy) (1 —tanh? 'g) %% + # (\/ N—1arctanvVN-1+ %1) (268)
_ I( N +2 >1—tanh2'g+ 1 -
6 \NvVN—-1arctanvVN—-1+N—-1/ tgnn2 /2_3 T tanh2 g '

Substituindo na desigualdade,

>[I< N+ 2 >1—tanhzg 1

-1
+ : 269
NV N—-1arctanvVN—-1+N—-1 tanhzg Ttanhzéj] (269)

e isolando o tempo, chegamos a

T2< N+2 >1—tanh2g 1 > 1
—_ +
NvN-1arctanvN—-1+N-1 o

tanh? 'g tanh? 'g (270)
NvN-1arctanvVN—-1+N-— 1

2
>
= T >-6 N2

Esse resultado termina por ndo trazer nenhuma informag&o nova, uma vez que o
tempo necessariamente tem que ser maior que zero em uma evolugao, a desigualdade
acima s6 reflete que T2 > 0, o que é algo trivial e ndo diz qual é a escala de tempo,
apenas que ela é maior que zero.

Para o schedule alternativo, os resultados apontam na mesma dire¢éo, diferindo
apenas por serem referentes ao parametro ¢ < 1. Em (ROLAND; CERF, 2002), 2 é
definido como a probabilidade de erro do algoritmo.

M(Hy) = lT /O 1 mz—i)% [(1 —tanh? §>A2(s) + <£A2(s)>292(s)]

—tanh2’8> N arctan\/

(271)

~ el
Arazédo entre Qe M(H;) é
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Q € [’[anh2 g] VN=1 arctan N
M(Hy) ~ 42—T (1 —tanh? g) + VN=1 arctan N
(272)
. € [tanh2 g} TV arctan v'N
= (1 —tanh? g) + %TV’\” arctan v'N
A desigualdade resulta em
[tanh2 g ] VN1 aretan N
1>
4l£<1 tanh2B> +eYN-1 arctan N
1 2P 2B _JVYN-1 (273)
— (1= Py S P _ VN —
= e (1 tanh 2) > e[tanh 5 1} N arctan v N -1
~ 4v/N—-1arctanvN -1

Novamente temos uma desigualdade que sé reflete que €2 > 0, que significa
que a probabilidade de erro na execugao do algoritmo existe, o que é bastante trivial.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nessa dissertagcao investigamos se uma nova fungéo de custo de preparo de
estados quéanticos apresentada por Girolami na referéncia (GIROLAMI, 2019), denomi-
nada de quanticidade de Girolami (QG), seria uma medida de eficiéncia para algoritmos
de computacao quantica ou se poderia trazer resultados relativos a novos limites de
eficiéncia algoritmica ainda nao obtidos. A funcdo QG é um indice geométrico que
quantifica esse custo em termos de quao diferente o processo de preparo é de um pro-
cesso classico, utilizando a coeréncia, a habilidade de um estado quéntico preservar a
superposigao diante de interagdes externas (KONIK, 2021), como uma caracteristica
fundamental de diferenciacao entre o que é classico e o que é quantico.

Mais especificamente, procedemos a investigacao tentando entender se a QG
estaria relacionada com o tempo de execugado de um algoritmo e com a complexidade
computacional do processo. Isso foi motivado por encontrarmos na proposta demons-
tracoes de que para tipos especificos de preparo, a quantidade aparecia tanto como
um limite para quantidade de portas l6gicas necessarias para a implementacao, bem
como um limite para o tempo de execucéo desse algoritmo. Outra motivacao se deu
por essas quantidades serem o principal objeto de pesquisa para se demonstrar a
superioridade da computacao quantica frente a sua contraparte classica.

Em nossa abordagem, visamos investigar a QG por meio de trés chaves inter-
pretativas, sua relacdo com a informacao quantica de Fisher, sua relagdo com QSL e a
interpretando como uma medida de assimetria quantica. Ao investigar sua relacao com
a informacao quantica de Fisher, averiguamos que a QG, quando calculada a partir da
métrica de Bures, corresponde a integral do termo puramente quantico da informacgéo
de Fisher sob todo intervalo de tempo em que se da a evolucao,

.
Q- /0 Folt) dt, (274)

onde denotamos a componente quantica da informag&o de Fisher por F. Por ser uma
medida da quantidade de informagéo sobre um parametro a ser estimado, identificamos
que nesse caso o parametro seria o0 tempo, que daria margem para interpretar a funcéao
como uma quantidade de informacao total sobre o tempo de execucao do algoritmo.
No entanto, verificamos que tal interpretagdo néo € satisfatéria porque uma estimativa
precisa ser baseada em uma medida de um observavel fisico, e como o tempo néo
pode ser expresso por um operador hermitiano (HILGEVOORD, 1996, 1998, 2002),
esse caminho ndo se demonstrou viavel.

Quanto a segunda chave interpretativa, na proposta original (GIROLAMI, 2019)
foi demonstrado que para a métrica de Bures, no caso de evolugdes unitarias inde-
pendentes do tempo, é possivel relacionar tempo de execucao com a QG por meio
de uma desigualdade de Mandelstam-Tamm (MANDELSTAM; TAMM, 1945). Por essa
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ser uma relacao que originou todo um campo de pesquisa em QSL, investigamos se
poderiamos usar QSL para obter uma relagdo entre QG e tempo de evolugao. Usando
como motivacao a generalizacdo de desigualdade de Mandelstam-Tamm obtida por
Ulhmann (UHLMANN, 1992), conseguimos um time limit associado a QG, i.e., uma
escala de tempo limitada inferiormente por

Q

> —, (275)
M(H;)
onde M(Flt) € uma fungao do gerador I:lt associado a funcao QG dada por
S L
M(H;) = 7/ dtAH; . (276)
0

Como medida de quantidade de informacéao, concluimos no procedimento do
trabalho que a abordagem mais viavel para a interpretacédo da funcao € como medida
de assimetria de estados quanticos, i.e., uma medida que quantifica o quanto uma
simetria € quebrada por um estado quantico. Verificamos que a QG satisfaz todas
as propriedades necessarias para ser uma medida de assimetria, e que ela mede o
quanto o estado p; durante uma evolugéo € assimétrico em relagdo a transformagéo
de simetria do gerador H; associado a QG. Através dessa abordagem conseguimos
interpretar a relagéo da fungéo com a coeréncia instantédnea, uma vez que o estado p;
€ assimétrico em relacado ao gerador I:It se houver coeréncia na base de autoestados
de Hy, ou seja, se [pt,/:lt} # 0, 0 que significa que podemos pensar na fungao como
uma quantificacao da assimetria.

Ainda restava verificar quais resultado obteriamos através de uma implementa-
cao pratica destas novas informacdes. Visando isso, decidimos calcular explicitamente
a funcado QG no contexto do modelo de computacédo quantica adiabatica. Essa escolha
se deu porque a andlise de complexidade nesse modelo de computacéo funciona di-
ferente da versao circuital de computacao quantica, onde geralmente a complexidade
€ medida em termos do numero de portas ldgicas implementadas em um algoritmo
ou no numero de consultas a um oraculo. Em geral, a analise da complexidade no
modelo adiabatico se da em termos do tempo de execucao do algoritmo e depende
das condi¢des dadas pelo teorema adiabatico. Com isso esperdvamos um resultado
que nos fornecesse um direcionamento nesse sentido. Com esse objetivo, decidimos
calcular a QG para o algoritmo de busca de Grover, cujos resultados para a complexi-
dade computacional sdo conhecidos e compativeis tanto para o modelo circuital quanto
para o modelo adiabatico e serviriam como parametro de comparacao para o resultado
obtido.

No entanto, ao realizar os calculos percebemos que para todo algoritmo adiaba-
tico a QG € nula. Isso se da pela dindmica adiabética ser simétrica em relagéo ao nivel
de energia, se inicializamos o algoritmo no estado fundamental do hamiltoniano, apés
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aplicar uma evolug¢ao conduzida por uma dindmica adiabatica, o estado permanecera
no estado fundamental, ou seja, a simetria ndo € quebrada. Para contornar o problema,
decidimos calcular a QG para algo similar a um algoritmo adiabatico. Utilizando o algo-
ritmo de evolucédo sem transicdo (BERRY, M., 2009), um tipo de algoritmo que se utiliza
do método de atalhos para a adiabaticidade, realizamos os célculos para o algoritmo
de Grover para essa implementagdo. Como nessa versao, um termo contra-diabatico
€ adicionado ao hamiltoniano, a simetria é quebrada e a QG deixa de ser nula.

Realizamos os célculos explicitos adotando duas normas, a norma l, € a norma
induzida da métrica de Bures, onde constatamos que os resultados para as duas séo
idénticos a menos de um fator numérico multiplicativo. A QG calculada a partir da
métrica de Bures em todos os casos é metade do resultado obtido para a norma /.

Os resultados foram obtidos inicializando o algoritmo com estados térmicos a
fim de investigar a dependéncia da QG com a temperatura. Verificamos que o compor-
tamento da fung@o no regime de baixas temperaturas, > 1 se torna idéntico ao de
estados puros. Para o regime de altas temperaturas a QG se anula, que interpretamos
como uma dissipacéo de informagao sobre a assimetria do sistema.

Na implementacéao do algoritmo, utilizamos duas parametrizacdes para o tempo,
a parametrizacao linear e o schedule utilizado no trabalho de Roland e Cerf. Como re-
sultado, obtivemos duas dependéncias diferentes para da QG em relagdo a dimensao
N do sistema. Para a parametrizacgo linear, obtivemos que a QG escala com v/N. Ape-
sar desse resultado bater com a complexidade computacional do algoritmo de Grover
relatada tanto na vers&o circuital, quanto na verséo adiabdtica, seria imprudente fazer
essa associacao, porque em relagao ao tempo total de execucdo do algoritmo a QG é
inversamente proporcional, 0 que € muito mais similar as relages de trade-off entre
tempo e energia relatadas no estudo de QSL em atalhos para a adiabaticidade (SAN-
TOS; SARANDY, 2015; ZHENG et al., 2016; CAMPBELL; DEFFNER, 2017). Ou seja,
sendo a QG definida como uma fungao custo, isso implica que para reduzir o tempo de
implementagéo do algoritmo, maior necessita ser a QG, ou em outras palavras, maior
o custo. Quando aplicamos o schedule de Roland e Cerf, que foi a parametrizagéo que
permitiu atingir o speed-up quadratico na versao adiabatica do algoritmo de Grover,
i.e., 0 tempo de execugdo do algoritmo escalando com /N, obtivemos um resultado
diferente. Nesse caso, conforme a dimensao do sistema escala, a QG escala com
1/v/N e néo existe dependéncia do tempo T.

Por fim, utilizamos o tempo limite derivado nesse trabalho para a QG quando
adotada a métrica de Bures. Mas obtivemos resultados menos conclusivos ainda. Para
estados puros, apesar de a desigualdade ser saturada, ele ndo chega em resultados
explicitos para o tempo. Quando aplicamos a desigualdade para estados térmicos
obtemos que, no caso da parametrizagao linear do tempo, o tempo de execugao deve
ser maior que zero, e na parametrizagao alternativa, que o parametro adimensional
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¢ < 1, que na formulagdo de Roland e Cerf se trata da probabilidade de erro do
algoritmo, também deve ser maior que zero. Tais resultados, além de triviais, sdo
inconclusivos.

Como perspectivas para o desenvolvimento posterior dessa pesquisa, espe-
ramos calcular explicitamente a funcdo QG para outros algoritmos de computacéo
quantica que tenham complexidade computacional e implementagado conhecidas na
literatura para melhor interpretagéo da funcao. Também esperamos investigar a relacao
obtida para o tempo limite associado a fungdo a QG e se ele pode trazer resultados.
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APENDICE A - TEOREMA ADIABATICO

A.1 CASO NAO-DEGENERADO

Considere um sistema cuja evolugéo € governada pela equacao de Schrddinger
dependente do tempo,

i 1p(0) = HD) [0 (277)

onde H(t) € o hamiltoniano e |Y(t)) € #D ¢ um estado quantico do sistema que
pertence a um espaco de Hilbert D-dimensional.

Assumindo que o espectro de H(t) seja discreto e nao degenerado, a base
instantanea de autoestados pode ser expressa como

H(t) [n(t)) = En(t) [n(1)) , (278)

onde <k(t)|n(t)> = 6n, kK,n=0,1,2,...,D e Ep(t) sdo autoenergias instantaneas.
Expandindo |p(t)) em termos da base de autoenergias de H(t),

D
=" an(t)er o WEL ey, (279)

onde an(t) € uma funcdo complexa do tempo tal que Zﬁ=1 |an(t)|2 = 1. Substituindo a
equacao (279) em (277), temos

D D
—i [t gy / - d Si et ,

n=1

D it e e D /
Zan(t)e%' Jo ot Ealt) E(t) |n(t)) = ih<zé‘, ()en 2 [t En(t! ) In(t )
=1

n=1

-~

D \
+ an(t)%lEn(t) 0 IENt) | () (281)

n=1

- —
+ 3 an(tyen o AWEA (1)) ) '
n=1

Observando que os dois termos sublinhados se anulam, chegamos em

D D

> an(tet o HEA n(e)) == 3" an(er o X E) ). (282)
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Multiplicando a equagéo acima por (k(f)|,

it gy / D 'E /
(e Jo WEW) Z 5 an(t)ed Jo A EA) (k(t)] (1))
5 (283)
— () ==Y an(t)e? o AMAn) (k(t) (1))
n=1

onde definiremos A, (t) = En(t) — Ex(t) como o gap entre as autoenergias do sistema.
E possivel reescrever (k( )\n(t)) derivando a equacéao (278) e multiplicando por

(k(D)],

k(D) (H(@) (e )>+H<t)|n<t)>)=<k<t)|( n(t) In(®)) + En(t) [ (1) )
= En(t) k(D) n(t >+En (k(D)] (1)

()| (5)) = En(?) (284)
(K(8)| H(t) In(t)) + Ex(t) (k(£)| (1)) = En(t)Skn + En(t) (k(D)|A(t))
(k(B) H(®) [n(t)) = En(t)8kn +Ank(t) (k(1)] (1))
Da equacao acima podemos concluir que para n = k,
(n(t)| H(t) |n(t)) = En(1), (285)
e para n # Kk,
(kDI H(E) [n(1) = Apk(t) (k(D)] (D)) - (286)
Isolando (k \n ) da equacao acima, obtemos
: (k(t) H(t) | n()
(0]a0) = -==4- 5 (287)

Substituindo na equacéo (283) e separando o termo n = k, chegamos a seguinte
expressao

ak(t) = —ax(t) ( k(0| k(1)) - Z an D100} o3 Jg oantt) (2gg)
nk(t)
A equacao acima descreve a evolugao temporal de cada coeficiente a(t).
Manipulemos a equacao (288) para obter uma forma mais adequada para a
aproximacao.
Primeiro, multipliquemos por um fator de fase e¥«(!), onde y,(t) = ¢ dt’< (t)‘k(t)>,

D ) '
ék(t)e_iyk(t) _ —ak(t) <k(t)’k(t)> e—/yk(t) _ Z an(t)< ‘AHk(t)|n > %’ fot df’Ank(t/)e—lYk(t)’
n+k n

(289)
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observemos que

2 (e 0) = ay(e 0 + ag(n) (ko k(o)) <0, (290)

e facamos a substituicdo na equacao (289), obtemos

ﬂ(a (e ) __ia (o) SKOLHO I0(0) 2 12 ottt iyt
at \ 7% ) n#k " Apk(D)
(291)
“Z an(t)y oKD o3 [ atAnd(t)
n#k t)

em que definimos Fp(t) = an(t) (k(t)| H(t) |n(t)) =Y.
Tomando a integral de ambos lados da equacdo de 0 até T, onde T é o tempo
total da evolugao,

T T D
| e (aeo) - [ et fo ot andt (292)
o at 0 n#kAnk(t)
b Fri(t) d =i / /
— ay(T)er(T) = ak(O)—ihZ/ tookl = e Jo Al At
n=#k 0 Ank(t) at
T d [ Foclt) =t drag
= a,(0)—ih / dt — [ —2K " g7 Jo AAn(t) (293)
g( o dt\ 42 (1)
+ihZ/ ot (ing(t)>eh o Ot An(t)
n#k 0 An (1)

A integral do segundo termo do lado direito da equacgéo & trivial,

/T dtﬂ(’:nk(f) o7 Io dt’A,,k(t’)) Fri(T) o7 1) dt At _ Frc(0) (294)
o d\AZD) 2,(1)° 4%,(0)

Para calcular a integral do terceiro termo do lado direito, realizamos uma troca
de variaveis dada port=sT,com0 < s <1,

T . 1 o
/ ot (% AF—Z"E;DeE’ o ot Andt) / ds <%AF—QKES;)J Jo d54n(s) - (295)
0 nk 0 nk\S

Assumindo que a funcao (%55"2 ; é integravel, conforme o lema de Riemann-
nk

Leguesbe a integral se anula no limite em que T — oo devido a oscilagbes muito
rapidas do integrando,
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1 j s / /
im [ ds 2 Fk(8)) 3T 5 dsamis) _ g (296)
T—oo Jo dsA2 (s)

Substituindo os resultados das integrais na equacao (293) e isolando a,(T),

o7t o atand(t) _ Frk(O) | Jiyi(m) (297)

a(T) = a,(0)e"<(T) — in
« Z ) 42,(0)

n+#k

Uma aproximacao que anule ou torne muito pequena a probabilidade de haver
uma transicdo do k-ésimo autoestado para qualquer outro estado é necessparia, 0
que significa que os coeficientes precisam evoluir de forma independe um do outro,
precisamos que o segundo termo do lado direito da equagédo desapareca. Para isso
acontecer, necessariamente nao podemos ter cruzamento dos niveis de energia em
nenhum momento da evolugao, i.e., Ak (f) # 0, Vi € [0,T]. Ou seja, para uma dinamica
ser considerada adiabética essa € uma condigdo necessaria (SARANDY; WU, L.-A.;
LIDAR, 2004).

Na equagéo acima, ainda existe acoplamento do k-ésimo autoestado com os ou-
tros autoestados do hamiltoniano. Precisamos impor uma condicdo que desacople 0s
autoestados do sistema. Reescrevendo a funcao F,(t) como an(t) (k(t)| H(t) |n(t)) e Y«(®),

ak(T) = efv«(T -mZ 2ol A2 (T()T)’n(T)> e Jo dAn(t)
n#k (298)
_ an(0) (k(0)| H(0) |n(0)) eiykm]
A2, (0) ’

uma condicao suficiente para que os dois ultimos termos do lado direito da equacgéo
sejam anulados € impor que para qualquer instante da evolugéo Vvt € [0, T] tenhamos
que

(k(D] H(t) | n(t))
A (1)

<1, (299)
:ffT At An(t) 4 e .. .
uma vez que e Jo nkit) é um termo oscilatério e, portanto, limitado. Como medida
de precaucao ainda maior, pode-se tomar o caso mais critico dessa condicao como
garantia de que ela sempre valera,

max | (k()| H(t) |f7(t)>’
. <1 (300)

minA2, (1)

ou seja, estamos tomando o valor maximo que max ‘( t)| H(t) |n(t))| assume durante
toda evolucao, e tomando o valor minimo que o gap entre as energias assume durante
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toda evolugao, para garantir que os autoestados do hamiltoniano sejam desacoplados.
Ou seja, duas consideracoes foram feitas para garantir que a evolucao seja adiabatica,
um tempo de evolucdo grande o suficiente e a condicdo dada por (300). Podemos
agregar essas duas consideracoes fazendo a substituicdo de variaveis dada por t = sT
com s € [0,1], chegando no seguinte resultado,

minAZ, (s)
0 que nos fornece um parametro de comparagao para saber quao longo o intervalo de

tempo T deve ser.

A.2 CASO DEGENERADO

O caso degenerado é analogo ao nédo degenerado. A generalizagdo da aproxi-
macao adiabatica para esse caso vem do fato de que ao invés de termos autoestados
individuais evoluindo sem acoplamento com nenhum outro autoestado do hamiltoniano
H(t), teremos autoespacos degenerados de H(t) evoluindo independentemente.

Para chegar a esse resultado basta definir uma base instantdnea de autoener-
gias como:

H(t) [n(t),i) = En(t) [n(t),1) . (302)

Cada autoespacgo fica definido como {|n(t),i}} com i = 0,1,...,gn € onde gp sera o

grau de degenerescéncia do autoespaco e valera que (k(t),j|n(t),i) = xnbji. A expan-
sdo de um estado |y(t)) sera

D 9n

i) =55 an(te o AE) )y, (303)

n=1 i=1
onde ap;(t) € uma fungdo complexa dependente do tempo tal que

D 9n

SN lantF =1. (304)

n=1 i=1

O fator de fase utilizado em (289) nesse caso sera dado por e ik(!) onde

t
Yik(t) = /0 at’ (k(t'),j] Dy |k(t),i). (305)

O restante do procedimento segue similarmente, culminando na condicao para
a adiabaticidade dada por

 max ‘(k(t),jl H(t) In(t),i>(

minA2, ()

< 1. (306)
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A interpretacédo da condi¢do segue a mesma com a diferenca de que ao invés
da restricdo n # k, a restricdo deve ser En(t) # Ex ().
Note que a condicdo para o tempo de evolucdo € analoga,

max |(k(s),j| OsH(s) |n(s),i)]

h ——
minAZ, ()

<T, (307)

sendo a largura do gap determinante para determinar o quao rapido o sistema se torna
adiabatico.

A.3 FASE DE BERRY

Acima utilizou-se a equacao de Schrddinger dependente do tempo (277) para
descrever a evolucdo do estado do sistema, e utilizando a equacéo (278), expres-
samos o estado que descreve o sistema o expandindo na base de autoenergias do
hamiltoniano,

D
(1) = an(t)e™ W |n(1)), (308)
n=1

em que

_ t
On(t) = % /0 dt' En(t)) (309)

€ denominada fase dindmica do sistema.

Na equacao (298), quando foi imposto a condi¢do adiabatica para que somente
o primeiro termo sobreviva, um novo fator de fase, também dependente do tempo,
aparece na equagio a(t) = a,(0)e«(!), onde

t
Yi(t) = i/o dt’ {n(t')| % In(t')) . (310)

Esse fator de fase € chamado de fase de Berry e aparece sempre que o hamil-
toniano depende de um parametro real multidimensional R(t) que parametriza uma
curva, no caso um processo adiabatico e ciclico. Generalizando, podemos escrever a
fase de Berry como

Yn(C)=ij1{C<n(ﬁ)‘ﬁ-ﬁ n(ﬁ’)> dR, (311)

onde C é a curva que delimita uma regido e corresponde ao ciclo (BERRY, M. V.,
1984).
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APENDICE B - ALGORITMO DE GROVER

Suponha uma fungéo Booleana de n-bits f : {0,1}'? — {0,1}, onde o dominio da
funcéo representa os indices de uma lista ndo estruturada e f(x) = 1 se e somente se
o indice x corresponde a um item da lista que desejamos encontrar.

Podemos obter o resultado de f(x) aplicando um oraculo quéntico, um operador
unitario O que quando age sobre os estados da base computacional tem o seguinte
resultado,

x) — (1)) |x), (312)

ou seja, o estado ganha um sinal negativo se corresponder ao item procurado e per-
manece igual caso contrario.

Algoritmo. Algoritmo de busca de Grover:

1. Inicialize o sistema em |pg) = [0)®".

2. Aplique a transformada de Hadamard:

N-1
1
1) = H o) = N X)=1s), (313)
x=0
o0 resultado é uma superposicdo uniforme.
3. Aplique o oraculo:
;M=
@2) = Olp1) = —= > (1) ™ |x). (314)
\/N x=0
4. Aplique a transformada da Hadamard:
N-1 N—1
p3) = H o) = Z YN ), (315)
x 0 y=0

onde x - y é um produto escalar bit a bit.
5. Aplique uma reflexdo sobre |0)®" no plano formado por |p3) e ]0)®"

N-1 N—1

a) = (2102 (0% - 1) |pg) = Z S - VXY (=1)8v0=n ). (316)
x 0 y=0

6. Aplique a transformada de Hadamard:

N—-1 N—1 N-1

ws) = H" |gg) = stz SN - Y (=)0 (=1)Y 2 |2). (317)

x=0 y=0 z=0
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7. Repita os passos 3 a 6 na ordem de 7+/N vezes.

8. Mecga o estado resultante na base computacional.

Os passos 3 a 6 do algoritmo sdo chamados de iteracao de Grover G. Uma ma-
neira alternativa de enxergar sua acao é a interpretando por meio de uma visualizacao
geométrica. Note que

G = H2N(0®M (0% - 1)H®"O
= (Is)(s|-1)0,

onde |s) é a superposi¢éo uniforme de todos os estados da base. Suponhamos agora
gue na lista ndo estruturada na qual a busca é realizada existam M solu¢des possiveis.
Antes da iteracdo de Grover ser aplicada, o estado se encontra no estado |s), podemos
expressar esse estado em termos de uma superposi¢cao uniforme de estados que nao
sao solugdes |a) e uma superposi¢do uniforme de estados que sdo solugdes |3).
Adotemos a convencao da referéncia (CHUANG; NIELSEN, 2000) de um somatorio
Z/ indicando soma sobre todos |x) que correspondem a uma solugéo e um somatoério
Z” indicando soma sobre todos |x) que ndo correspondem a uma solugao:

(318)

1 1
= X), 319
00 = =z > 1%) (319)
1 /
= x) . 320
B) = 7 2 1) (320)
Com a normalizagdo adequada podemos expressar |s) como
N-M M
8) =/ =5 o) + 1/ 1B (321)

A acdo de O no estado |s) gera uma reflex@o sobre |a) no plano formado por |a)
e |B),i.e, O(ala) + b|B)) = ala) —b|B). De forma analoga, a acdo de (|s)(s|—1) gera
uma reflexdo no mesmo plano, s6 que dessa vez sobre o vetor |s). Como resultado,
temos que a agédo do operador G na verdade € uma rotacdo, que nao importa quantas
vezes seja aplicada, a todo tempo mantém o estado do sistema no plano formado por
o) e |B). E conveniente escrevermos |s) da seguinte forma

|s) = cosB|a) +sin6|B). (322)

ApoOs a aplicagdo do oraculo, nota-se que o estado foi girado em um angulo de
—26 radianos,

O|s) = cos 6 |a) —sin6 |B)
= C0S (6 —20) |a) + sin (6 —20) |B) (323)
= €0s (-0) |a) + sin (-9) |B) .



APENDICE B. Algoritmo de Grover 107

Se agora o estado se encontra a um angulo de —26 radianos, apos a reflexao
sobre |s) o que acontecera € que ele estara a um angulo de 26 radianos do estado
inicial, i.e., |s). Ou seja, concluimos que a acao da iteracao de Grover gira o estado
em um angulo de 26 toda vez que é aplicada. o que significa para um numero R de
repeticdes da iteragao,

OF |s) = cos[(2R + 1)0] |a) + sin[(2R + 1)6] |B) . (324)

Da equacao (322) notamos que o estado |s) estd a um angulo de /2 — 6 radi-
anos do espaco das solugdes |B). O que significa que apés um numero inteiro R de
aplicacoes da iteracao, desejamos girar o estado inicial nesse angulo,

g—e= R - 26. (325)

Utilizando que sin6 = vV M/N, se assumirmos que N > M, que equivale a fazer
uma busca por poucas solugdes em uma estrutura muito grande de dados, podemos

nos valer da aproximacao
/M
6~ N’ (326)

e substituindo na penultima equacao, temos

' M M m /N 1

0 que equivale ao resultado apresentado no passo 7 do algoritmo para M = 1,

m | N
R~ Ny (328)
A probabilidade de medir o resultado correto segundo a equacéao (324) sera
dada por sin? [(2R + 1)6]. Utilizando as equacgdes (326) e (328), temos que a probabili-

dade é muita préxima de 1.

sin2 [(2R + 1)6] = sin? (g + %) ~1. (329)
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APENDICE C - GERADOR DA DINAMICA ADIABATICA

Em uma evolucao adiabatica, um autoestado do hamiltoniano inicialmente em
|n(0)) evolui por

p(t)) = /@A+PEO) n(py) (330)

onde (p,?(t) € a fase dindmica e go,Cf(t) é o fator de fase geométrica. Podemos escrever
o operador da evolugdo como

)= el@n i) | n(t)) (n(0) . (331)
n
Se |p(0)) = |n(0)), entdo

p(t) = (1) {n()l, (332)

onde as fases se cancelam. Note que a generalizagdo para um estado misto é imediata.
Portanto,

p(t) = Uaa(8)In(0)) (n(0)| UL (1), (333)

e 0 gerador da dindmica sera

H(t) = inUt U (¢). (334)

Mostraremos que o gerador H(t) coincide com o hamiltoniano H(t),

H(t) = inUt U (t) = H(t). (335)
A derivada de U,(t) é dada por:

U(t):Z[i(¢,9(t)+<p,?(t))]n(t))< )| l@ROPFM) 1 |A(t)) (n(0)] &R O+PSD)]

n

(336)
e Ul (t) fica
Ze"% 250 |n(0)) () (337)
Substituindo na equagéao (334):
1= 3 [i@R () + GF(ONn) ()] + 1) () ] (338)

Como |yY(t)) é solugao da equacdo de Schrédinger, decorre que:
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ind [ei(soﬁ)(t)wﬁ(f)) In()) | = H(t)e'@rO+e5(0) | n(t))

ot

in|i@R(D) + (D) In() + (1) | ' Pr RN — k(1) e/@n (=07 (0] |n(r))

Da equacao acima decorre que

i(@nR(1) + PR () () +|A(t) = =2 (1))

Substituindo em (338), concluimos que

Fitt) = iy iR +@§(0) n() + (1) | (n(2)

= ihzn: E;’Tst) [n(t)) (n(?)]
=) En(t)n(t)(n(t)!.
n

Como queriamos demonstrar.

(339)

(340)

(341)
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