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RESUMO

Neste trabalho demonstramos a existéncia de solucdo fraca para as equacdes de Navier-
Stokes através de duas abordagens distintas. Em um primeiro momento, utilizando o método
de Faedo-Galerkin, provamos a existéncia de solucdo fraca para Navier-Stokes em dimensao
menor ou igual a quatro, em dominios limitados. Neste método, criamos um problema apro-
ximado em um espago vetorial de dimensao finita, € mostramos a existéncia de solucdo para
este problema. Entdo, utilizando a técnica de passagem ao limite, recuperamos o espaco ori-
ginal do problema e provamos a existéncia de solucdo fraca. A unicidade desta também é
provada quando a dimensao do espago € dois, um resultado classico na teoria. Em um segundo
momento, através de uma discretiza¢do no tempo, demonstramos a existéncia de solu¢do para
dominios ilimitados no R". Por fim, é provado que a solu¢cdo em questio possui derivada fra-
ciondria de ordem 0 < a < 1/2, e apresentamos uma regularidade para tal derivada, além de

uma estimativa.

Palavras-chave: Equacdes de Navier-Stokes; Método de Faedo-Galerkin; Derivada Fraciondria.



ABSTRACT

In this work, we demonstrate the existence of a weak solution for the Navier-Stokes equations
through two distinct approaches. Initially, using the Faedo-Galerkin method, we prove the exis-
tence of a weak solution for Navier-Stokes in dimensions less than or equal to four, in bounded
domains. In this method, we formulate an approximate problem in a finite-dimensional vector
space and establish the existence of a solution for this problem. Subsequently, employing the
method of passing to the limit, we recover the original vector space and prove the existence of
the weak solution to the original problem. The uniqueness of this solution is also demonstrated
when the dimension of the space is two, a classical result in the theory. In a second step, through
a time discretization, we demonstrate the existence of a solution for unbounded domains in R”.
Finally, it is proven that the aforementioned solution possesses a fractional derivative of order
0 < o0 < 1/2, and we provide regularity for such a derivative along with an estimate.

Keywords: Navier-Stokes Equations; Faedo-Galerkin Method; Fractional Derivative.
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1 Introducao

As equacdes de Navier-Stokes sdo um conjunto de equacdes diferenciais parciais que des-
crevem o movimento de fluidos, como gases ou liquidos. De fato, a primeira tentativa de mode-
lar o comportamento de fluidos foi feita por Leonard Euler (1707-1783) em seu famoso artigo
“Principios Gerais do Movimento dos Fluidos” (ver [8]), em 1757, no qual introduziu a equagdo
de Euler, que considerava apenas o caso de fluidos inviscidos (isto €, que ndo apresentam Vvis-
cosidade).

Posteriormente, F. L. M. H. Navier (1785-1836) e G. G. Stokes (1819-1903) desenvolveram
independentemente as equacdes que hoje sdo conhecidas como equacoes de Navier-Stokes, e
que incluem em sua deducao o termo de fricc@o entre as particulas, ou seja, considera fluidos
com viscosidade ndo nula, e portanto sdo mais adequadas a condi¢Oes reais. Essas equacdes
foram apresentadas por Navier no trabalho “Mémoire sur les lois du Mouvement des Fluides”
(ver [17]) em 1823, apesar de haver grandes falhas tedricas em sua deducao, falhas estas que fo-
ram reparadas no trabalho de Stokes em 1845 (ver [24]), o que justifica 0o nome que as equagdes
levam até hoje.

Em sua forma cléssica as equacdes de Navier-Stokes apresentam a seguinte formulacao:
Assuma que Q C R" € um dominio limitado com fronteira suficientemente regular preenchido
por um fluido newtoniano. Seja 7' > 0 e u(x,7) o campo de velocidade do fluido, p(x,7) a
pressdo e f(x,) a densidade de for¢a por unidade de volume a que o fluido estd submetido, em
um ponto (x,¢) € Q x (0,T). Entio,

du

E—f—(u-V)u—vAu—i—Vp:f em dQx(0,7)

Div(u) =0
u=0 em JQx(0,T)
u(x,0) =up(x) em Q,

onde v > 0 ¢é a viscosidade cinemética do fluido e ug(x) é uma fun¢do dada. Aqui, a condigdo
Div(u) = 0 indica que o fluido é incompresivel, ou ainda, que a densidade é contante. A im-
portancia destas equacdes se comprova nas mais diversas dreas da ciéncia, como mecanica dos
fluidos, metereologia e magnetohidrodinadmica, e portanto sao largamente estudadas em ma-
temadtica, fisica e engenharia.

De fato, grande esforco foi colocado na tentativa de demonstrar que as equagdes de Navier-
Stokes em dominios limitados do R* admitem uma tinica solucdo, problema que ainda encontra-
se em aberto. Motivados pela beleza deste problema buscamos demonstrar neste trabalho a
existéncia de solucdo fraca para as equacdes de Navier-Stokes seguindo duas abordagens dis-

tintas, e para tanto dividimos o trabalho do seguinte modo:
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No primeiro capitulo, introduzimos alguns conceitos matematicos fundamentais que prece-
dem a teoria de Navier-Stokes, abrangendo resultados de anédlise funcional, teoria da medida,
espacos de Soboleyv, distribui¢des, e informagdes relevantes sobre o operador trilinear b, ampla-
mente reconhecido na teoria. Além disso, fornecemos demonstracdes completas dos resultados
mais significativos.

No capitulo dois, partindo da formulagao classica de Navier-Stokes deduzimos sua formu-
lacdo fraca, e entdo, admitindo que Q é um conjunto aberto e limitado de R" (com n < 4),
com fronteira suficientemente regular, utilizamos o método de Faedo-Galerkin para provar a
existéncia de solucdo fraca para Navier-Stokes. Como é costumeiro neste método, a prova
segue criando inicialmente um problema aproximado do original em um espaco de dimensao
finita. Apods a demonstragdo de que o problema aproximado possui uma solucdo sdo feitas
algumas estimativas, estas que serdo usadas adiante na passagem ao limite, onde recuperamos o
espaco original e demonstramos o teorema central deste capitulo. Ainda, apresentamos a prova
da unicidade da solu¢dao quando a dimensao do espaco é dois, resultado cldssico na teoria.

No capitulo trés, baseados no artigo “Fractional Derivatives of Solutions of the Navier-Stokes
Equations” (ver [23]), apresentamos a prova da existéncia de solucdo fraca para as equagdes
de Navier-Stokes no caso em que Q C R" é um dominio (limitado ou ndo), com fronteira
suficientemente regular. A demonstracdo inicia com uma discretiza¢do no tempo, que leva ao
que o autor chama de equacao de Navier-Stokes quantizada. A prova da existéncia de solugao
para esta equacgdo ¢ feita em seguida, e novamente, utilizando um argumento de passagem ao
limite prova-se que as equagdes de Navier-Stokes admitem solucdo. Por fim, é provado que
a solugdo em questdo possui derivada fraciondria de ordem 0 < o < 1/2, apresentado uma

regularidade para esta derivada e finalmente, provamos uma estimativa.



2 RESULTADOS PRELIMINARES 11

2 Resultados Preliminares

Neste primeiro capitulo estaremos interessados em estudar os principais aspectos da teoria
precedente as equacdes de Navier-Stokes, como alguns resultados de andlise funcional, espacos
de Sobolev, distribui¢des, espagos L7 (0,T;X) e teoremas a respeito do operador trilinear b, am-
plamente conhecido na teoria. Claramente, nao serd possivel realizar todas as demonstracdes, e

portanto o leitor serd referido a bibliografia para mais detalhes.

2.1 Uma Breve Introducao a Analise Funcional

A menos de mencao em contrdrio nos referiremos sempre a espagos vetoriais sobre o corpo
dos nuimeros reais, para os quais todos os resultados a seguir sdo vélidos. As principais re-

feréncias utilizadas nesta subsecao sdo [3], [13] e [21].

Definicdo 1. Seja X um espago vetorial com norma || - ||x. Dizemos que X é Banach se for
completo com a norma || - ||x. Ainda, se H é um espago vetorial com produto interno (-,-)g
e é completo com a norma induzida por este produto interno, dizemos que H é um espaco de

Hilbert.

Definicao 2. Dado um espaco vetorial normado X, definimos seu espaco dual como o conjunto
de todos os funcionais lineares limitados de X, e o denotaremos por X*. Ainda, X* é um espaco

vetorial normado com a norma,

1Fllxs = sup [f(x)].

[lxllx <1

Proposicao 2.1. O espaco dual X* de um espago vetorial normado X é Banach, mesmo que X

ndo o seja.
Demonstracdo. Ver [21], paginas 92-93. |

Teorema 2.1 (Representacdo de Riesz). Seja H um espaco de Hilbert com produto interno

(,Yu. Para cada f € H* existe um unico u € H (dependendo de f) tal que,

(uvyg=f(v), V veH.

Além disso, || f||a+ = ||u| g
Demonstragdo. Ver [13], paginas 188-189. |

Definicao 3. Seja X um espaco normado. Definimos o espago bidual de X como o espaco dual

de X*, e o denotamos por X**.
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Definicao 4. Seja (x,),ewy € X, com X um espago de Banach. Dizemos que x,, converge fraca-

mente (ou fraco) para x € X, e denotamos x, — x, quando f(x,) — f(x), para todo f € X*.
Proposicao 2.2. Sejam X um espago de Banach e (x,),en C X. Entdo,

1. Se x, — x € X, entdo x ¢ unico.

2. Se x, — x, entdo toda subsequéncia de (x,),cN converge fracamente para x.

3. Se x, — x, entdo (||xn||x)new € limitada, e,

x]lx < liminf [x.]|x.
nelN

4. Se x, — x entdo x,, — X.
5. Se X tem dimensado finita, convergéncia fraca implica convergéncia forte.
6. Seja (fo)new CX*. Sex, —xe f, = f € X7, entdo fn(x,) — f(x).

7. Se X é um espago de Hilbert entdo, x, — x se, e somente se, (x,,v)x — (x,v)x, para todo

veX.
Demonstragdo. Ver [13], paginas 258-260. |

A partir de agora denotaremos f(x) = (f,x), para f € X* e x € X. Tal notagdo se justificara
mais adiante no texto, pois simplificard a escrita de vérias equagdes.

Seja agora X um espacgo de Banach e considere a fungio J : X — X™* tal que,

(fix)=UX),f), V fEX", V xeX.

Pode ser mostrado que J ¢ linear, injetor e ||J(x)||x= = ||x||x para todo x € X, de modo que

¢ uma isometria sobre sua imagem J(X).
Defini¢ao 5. Quando o operador J é sobrejetor, isto é, J(X) = X™*, dizemos que X ¢é reflexivo.

Teorema 2.2. Seja X um espago de Banach reflexivo. Seja (x,)nen € X uma sequéncia limi-
tada. Entdo existe uma subsequéncia (xnj) jeN € (Xn)new e um elemento x € X tal que x, — x.
Em outras palavras, toda sequéncia limitada em um espaco de Banach reflexivo possui uma

subsequéncia fracamente convergente.
Demonstragdo. Ver [3], pagina 69. |

Um resultado conhecido na anélise funcional é o fato de que todo espaco de Hilbert é re-
flexivo, e portanto, toda sequéncia limitada em um espago de Hilbert possui uma subsequéncia

que converge fraco.
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Definicao 6. Um espaco métrico M é dito ser separdvel se possui um subconjunto D C M,
enumerdvel e denso em M.

Definicio 7. Sejam X um espaco de Banach e (f,) ey C X ™. Dizemos que f, converge fraco es-

trela (ou fraco™) para f € X* se (fn,x) — (f,x) para todo x € X. Denotaremos tal convergéncia
por fu = f.

Proposicio 2.3. Sejam X um espaco de Banach, (xp)nen € X e (fu)new € X*. Entdo,
1. Se f, = fentio (|| ful|)new € limitada.
2. Se f, — f entdo f, = f.
3. Se fy = fex,—xemX, entdo (fn,xn) — (f,x).
Demonstracdo. Ver [3], pagina 63. |

Um resultado de grande importancia na andlise funcional é o Teorema de Banach-Alaoglu,
que estabelece que a bola unitéria fechada em X* é compacta na topologia fraca estrela. Uma

versao equivalente deste teorema que serd util adiante € o seguinte.

Teorema 2.3. Seja X um espaco de Banach separdvel. Entdo toda sequéncia limitada em X*

tem uma subsequéncia que converge fraco estrela.
Demonstracdo. Ver [3], pagina 76. |

Definicao 8. Sejam XY espacos normados. Dizemos que Y estd imerso em X, e denotamos

Y — X se Y é um subespaco vetorial de X. Dizemos ainda que a imersdo deY em X é,

1. Continua, se existir ¢ > 0 tal que,

Ixllx <cllxlly, V xeY.

C . . .
2. Compacta, que é denotada por Y — X se, para toda sequéncia (up)new C Y limitada,
existe uma subsequéncia (uy, j) jelN que converge na topologia forte de X, isto ¢, converge

na norma de X.

2.2 Uma Breve Introducao aos Espacos de Sobolev

Para a elaboracdo desta subsecao as principais referéncias utilizadas foram [3] e [9]. Ainda,
ao longo desta, consideraremos © C R" um conjunto aberto. Iniciaremos com a seguinte

definicdo.
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Defini¢ao 9. Seja Q C R" um conjunto Lebesgue mensurdvel e 1 < p < oo. Denotamos,
LP(Q) = {u :Q— R : uéLebesgue mensuravel e/Q lu(x)|Pdx < oo} ,

e para p = oo denotamos,

L*(Q)={u:Q—R : uéLebesgue mensurdvel e existe C > 0 tal que |u(x)| <C g.t.p.}.

E importante lembrar que os espagos L sdo, na realidade, conjuntos de classes de equi-
valéncia de funcdes mensurdveis cujo modulo elevado a p € integravel, mas assim como ¢é
comum na teoria da medida, abusaremos da notagio e diremos apenas que os elementos de L”

sdo fungdes. Nos espacos L7 (Q) definimos a norma,

1/p
[/ |u(x)|pdx] , se 1<p<oo
||””LP(Q) = Q )

ess supgu(x)|, se p=woo
de modo que,
ess supg|u(x)| =inf{c : |u(x)| <c gq.t.p. em Q}.

E um fato conhecido da teoria da medida que os espagos L” () equipados com essa norma
sdo Banach, de modo que assumiremos isto sem mais comentdrios. Ainda, durante o que segue
estaremos particulamente interessados no caso p = 2, isto é, LZ(Q). Neste espaco adotamos o

produto interno e a norma,

)y = [ ubv(ds e Jull) = e,

e também é um resultado conhecido que este espago é Hilbert com a norma || - || 2(Q)-
Introduziremos agora uma sequéncia de desigualdades elementares, que serdo muito uteis na

teoria de Navier-Stokes.

Teorema 2.4 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p e g < oo tais que 1/p+1/q = 1. Dados

a,b > 0, entdo,

al bl
ab < — + —.
p q

Demonstragdo. Ver [3], pagina 92. |

Teorema 2.5 (Desigualdade de Holder Geralizada). Sejam 1 < p; < oo comi € {1,... k}, tais
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que 1/pi+...+1/pr=1. Seu; € LPI(Q) paratodoi=1,...,k, entdo u; - ... u € L'(Q), e,

L < ol e
Demonstragdo. Ver [3], pagina 93. |
No caso em que k = 2 temos a desigualdade de Holder, isto é,
| el < (0 a5

Teorema 2.6 (Desigualdade de Minkowski). Sejam u,v € LP(Q) com 1 < p < eo. Entdo,

[ +vl|zr@) < lullr@) + IVl e )

Demonstragdo. Ver [3], pagina 93. [

Defini¢ao 10. Uma funcdo f : [a,b] — R é dita ser absolutamente continua se, para cada € > 0
existe 8 > 0 tal que, para cada cole¢do finita disjunta {(a;,b;)}*_, de intervalos abertos em

(a,b) temos,

M=

1

k
(bi—ai) <8 = Y |f(b:)—fla)| <e.
i=1

Toda fungdo absolutamente continua é claramente continua. Contudo, como o dominio €
compacto, podemos concluir que toda fun¢do absolutamente continua € uniformemente conti-
nua. A afirmagdo oposta, entretanto, nao é verdadeira de modo geral. Alguns exemplos podem
ser construidos, como a funcio de Cantor, mas ndo abordaremos tais exemplos aqui (ver por

exemplo, [7], pagina 3).
Teorema 2.7 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial). Seja 1 : [0,T] — R uma funcdo

absolutamente continua e ndo negativa, que satisfaz,

n'(t) <en)+y(r), qtp. em [0,T];
onde @,y :[0,T] — R sdo fungdes integrdveis e ndo negativas.

1. Entdo,

n() < 6/0 oL)ds l

n(O)—i—/Oll;/(s)ds}, v 1 e0,7].
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2. Em particular, se n'(t) < @(t)n(t) em [0,T] e n(0) = 0, entdo,
n=0 em [0,7].

Demonstragdo. Ver [9], paginas 224-225. |

Definicao 11. Seja 1 < p < oo, Denotaremos o conjunto das funcoes de Q em R que sdo
localmente p-integrdveis por,

LP

loc

(Q)={u:Q—R : uel?(K) ¥V KCQ compacto}.

E facil notar que L”(Q) C L (), pois se uma fungdo € integravel sobre todo o €, entdo é
integravel sobre qualquer compacto contido neste. Ainda, € um resultado conhecido na teoria
da medida que, se Q é limitado entdo L”(Q) C L' (Q) para todo 1 < r < p < co. Assim obtemos
que LP(Q) C L}OC(Q) para todo 1 < p < oo, quando Q C R" € limitado. Quando € € ilimitado,
basta notar que L‘ID () C L,.(Q) para todo 1 < r < p < oo, e portanto obtemos novamente
L7(Q) C Lo (@).

A partir de agora, durante toda esta subse¢@o, assumiremos sempre que Q C R" é aberto.

Definicao 12. Seja ¢ : Q@ — R continua. O suporte de ¢ é o conjunto,

supp(¢) = {x € Q 1 ¢(x) #0}.
Note que supp(¢) é um conjunto fechado por defini¢do, e quando for compacto, diremos que
¢ possui suporte compacto.

Definicao 13. Denotaremos o conjunto das funcoes infinitamente diferencidveis com suporte
compacto em Q por C.(Q). Por vezes nos referiremos a fungdes ¢ € C; (Q) como fungdes

teste.

Teorema 2.8. Seja Q C R" um conjunto aberto. Entdo C; (Q) é denso em LP(Q), para todo

1 <p<oo
Demonstragdo. Ver [3], paginas 109-110. |
Agora, uma n-upla a = (0, .., a,) de inteiros positivos é dita ser um multi-indice de ordem

|| = o + ...+ . Assim, podemos definir a derivada fraca de uma funcio u € L}, .(Q).

Definicio 14. Sejam u,v € L},.(Q) e a um multi-indice. Nés dizemos que v é a a-ésima deri-

vada fraca de u, e denotamos v = D%u se,

| up®g@dx= (=1 [ viwowar. v ¢ ecri)
Q Q



2.2 Uma Breve Introdugao aos Espacos de Sobolev 17

dado que,
a ay a oy

D% = e ———
R

$.

Lema 2.9. A a-ésima derivada fraca de uma funcéo u € L}, .(Q), se existe, é tinica a menos de

um conjunto de medida nula.
Demonstracdo. Ver [9], pagina 243. |

Definicao 15. Seja 1 < p < oo e k um inteiro ndo negativo. Definimos o espaco de Sobolev,
WEP(Q)={uecL”(Q) : D cLP(Q) paratodo |a|< k}.

Definiciio 16. No espaco de Sobolev W*P (Q) definimos a norma,

( 1/p
Z/|D°‘u|p , se 1<p<eoo
lulhyogey = L=t . 2.1
Y esssupg|D%ul, se p=-co
CE:

Uma propriedade fundamental dos espagos de Sobolev é que estes sdo Banach, com a norma

introduzida em (2.2.1) (ver por exemplo, [9], pagina 249).

Defini¢io 17. Quando p = 2 denotamos W*?*(Q) = HX(Q). E em H*(Q) definimos o produto

interno,

ey = ¥ 00Dy = ¥ [ DUeDDHdx (222

o<k | <k

Note que a defini¢do acima é de fato um produto interno, pois € a soma de produtos internos
de LZ(Q). Ainda, observe que a Desigualdade de Holder garante que o produto interno esta
bem definido.

Proposicao 2.4. Para todo k= 1,2,..., temos que H k(Q) € um espaco de Hilbert com a norma

induzida pelo produto interno definido em (2.2.2).
Demonstragdo. Basta notar que,

1/2
- , = D% 24 — 2o,
Jallsiay = [ty = | ¥ [ @) dx| = ullyeaqay

lo|<k

e que Wk’z(Q) ¢ Banach com a norma introduzida na Defini¢do 16. |
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Note que H k(Q) ser Hilbert para todo k = 1,2, ... justifica a notacdo com a letra “H”.

Definicao 18. Denotamos por Wg’p(Q) e HY(Q) o fecho de C°(Q) em W*P(Q) e H(Q) res-

pectivamente, isto €,

H (Q)

k, -
Ve HE Q) =Cr @)

WP (Q) = Cr(Q)

Por defini¢o, isto significa que, dado u € W(f P(Q) existe (un)nen C C(Q) tal que u, — u

em W5P(Q). No espago W(;C’p(Q) usamos a norma || - [|ykp(q), € em HE(Q) usamos a norma

IRIFTSE
Ainda, como Wé‘ P (Q) é subespaco fechado do espaco de Banach W*”(Q) com a norma

2

induzida, obtemos que esse espago € também Banach. De forma anédloga vemos que H{f (Q) é
Hilbert.

Se € é um conjunto limitado com fronteira suficientemente regular, intuitivamente, podemos
pensar que u € Wé‘ ?(Q) quando ocorrer de u € WSP(Q) e ainda D% = 0 em dQ para todo

|| < k— 1, em algum certo sentido; discutiremos isto melhor mais a frente.

Teorema 2.10. Seja 1 < p < oo e k um inteiro ndo negativo. Entdo,
kpmn\ _ wkp/mpn
WEP(RT) = Wy (R"),

e em particular, HY(R") = H*(R™).
Demonstragdo. Ver [12], paginas 55-56. [

Introduziremos agora algumas nogdes relativas a teoria de distribuicdes, que serd de grande

importancia no estudo das equagdes de Navier Stokes.

2.3 Uma Breve Introducao a Teoria de Distribuicoes

As principais referéncias utilizadas na elaboragdo desta subsecdo foram [9] e [19]. Nova-

mente, ao longo desta, consideraremos Q C R” um conjunto aberto.

Definicao 19. Seja (¢,)ev C Co (Q). Dizemos que ¢, converge para zero, e denotamos ¢, — 0

se,

1. Para todo multi-indice @, a sequéncia (D*@,),cn converge uniformemente (em relacdo

a x) para 0.
2. Existe K C Q compacto e independente de n tal que supp(¢9,) C K, para todo n € IN.

Deste modo, dizemos que ¢, converge para ¢ € C. () se (¢, —¢) — 0.
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Definicao 20. Uma distribuicdo T é uma funcdo do conjunto das fungoes teste em R tal que,

1. (T, @1 +222) = M (T, ¢1) + A2 (T, ¢2) para todo A, Ay € R e para toda ¢, ¢, € C7°(Q).

2. Se ¢, — 0, entdo (T, ¢,) — 0.

Aqui, (T,¢) denota a avaliacdo da distribuicdo T na funcdo teste ¢. Ao decorrer do texto
usaremos tal notagdo quando estivermos fazendo referéncia a distribuicées. Ainda, usaremos

a notagdo C; (Q)* para denotar o conjunto de todas as distribuicoes sobre C; (Q).

Um fato importante a respeito de distribui¢des € que toda funcdo localmente integravel, isto

¢, toda f € L}OC(Q), define uma distribui¢@o 7y da seguinte forma,

(T, 9) = /Q Fx)0 (x)dx.

Porém, nem toda distribuicao € proveniente de uma fun¢do localmente integrdvel. Um contra

exemplo importante € a distribui¢do delta de Dirac centrada em xy € Q e definida por,

<5x07¢> = (P(Xo), V g€ CZO('Q)'

A demonstragdo de que a distribui¢do &, ndo pode ser gerada por uma fungdo localmente
integravel pode ser encontrada em [12], pagina 7. Além disso, toda distribui¢ao possui infinitas

derivadas, e todas estas sdo distribui¢cdes, como veremos a seguir.

Definicao 21. Seja T € C.°(Q)* uma distribui¢do e oo um multi-indice. Definimos a o.-ésima

derivada distribucional de T por,
(DT, ¢) = (—1)®(T, D), V ¢ €CT(Q).

Vejamos que D*T é uma distribuicdo. A linearidade segue diretamente da linearidade da
derivada fraca. Agora, se ¢, — 0 entdo DP ¢» — 0 uniformemente, para todo multi-indice f3, e
é facil notar que supp(D%*¢,) C K, para todo @ e para todo n € IN, onde K é o compacto tal que
supp(¢,) C K para todo n € IN. Entdo D%¢, — 0, e como,

(DT, 9,) = (—1)*(T,D%¢,) =0,

obtemos que D*T é uma distribui¢io, para todo «.
Outra ferramenta muito utilizada ao trabalhar com as equacdes de Navier-Stokes € o Teorema
de Green, mas para introduzi-lo precisaremos primeiramente apresentar algumas definigdes.

Comecemos introduzindo a seguinte notagao,

C*(Q) ={uec¥Q) : D% admite uma extensdo continua para Q, V |o| <k},
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com C*(Q) = C(Q) e C*(Q) = MkenCH(Q).

Definicao 22. Seja Q C R" um aberto e limitado e k € {1,2,...}. Dizemos que a fronteira de Q
(denotada por 0Q) é de classe ct (ou simplemente, ct ) se para cada ponto xy € dQ existe r >0
e uma funcdo v: R — R de classe C tal que, a menos de uma reordenacdo e renomeagao,

se necessdrio, temos,

QNBy(xg) ={x€By(x0) : x5 >7V(x1,...,%0—1)}

Dizemos ainda que 0Q é C* se é C* para todo k € {1,2,...}.
Definicao 23. Nas condigoes da defini¢do anterior, defina,
F:R"—=R
(X1yeeeyXn) = X — V(X1 ey X 1)

e portanto, para cada p € dQ definimos o vetor unitdrio normal apontando para fora como,

v:dQ — R"

Frequentemente usaremos a nota¢do v = (v',....v"). Por fim, para cada u € C'(Q) defini-
mos,
du 1 du
My vu=y viZ"
av =1 8x,~

Teorema 2.11 (Integrac@o por Partes). Seja Q C R" um aberto, limitado e com dQ de classe
C'. Sejam u,v € C'(Q). Entdo,

d d ~
M ix=— [ uZax+ wv'dS, Y i=1,2,...,n. (2.3.1)
Q dx; Q Jx o0
Demonstragdo. Ver [9], pagina 628. |

Observacao: Por um argumento de densidade pode-se mostrar que a férmula de integracdo por
partes é vélida para todos u,v € H' (Q). Neste caso, é importante notar que as derivadas sao no
sentido fraco, e a integral € sobre o espaco L? (Q). Usaremos tal fato sempre que necessario, e

para mais detalhes o leitor pode consultar [3].

Teorema 2.12 (Férmula de Green). Seja Q como nas hipéteses do teorema anterior, u € C' (Q)
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eve C*HQ). Entdo,

/Vu-Vvdx: —/ ulAvdx + a—udS
Q Q 9Q dV

Demonstragdo. Como v € C*(Q) entdo dv/dx; € C'(Q), e usando (2.3.1) temos,

du dv 82 dv
Qa—XZa—XZd)C ax dX+ agua—x!v dS Vi= co,n.

Somando sobre i € {1...,n} temos,
" du dv
UV = — / d / P yigs,
/ X 5 ax, ”Z a2t ax,v
isto €,
/Vu-Vvdx:—/ uAvd)H—/ uVvy-vds,
Q Q o0

ou seja,

/Vu-Vvdx:—/ uAvdx+/ uﬂdS,
Q Q 00 0V

como queriamos demonstrar.

21

Observacao: Como anteriormente, mostra-se que a férmula de Green € vilida para funcdes

uveH 2((2), e o leitor é convidado a consultar a bibliografia para mais detalhes.

O ultimo resultado apresentado aqui serd as imersdes de Sobolev, que desempenham papel

fundamental em vérias desigualdades que usaremos no decorrer do trabalho. De fato, ela nao

foi colocada na se¢do anterior pois dependia do conceito de regularidade da fronteira.

Teorema 2.13. Seja Q C R" um aberto limitado com fronteira de classe C Lel < p < oo, Entdo

vale,

1. Se p < n temos,

whr(Q) ‘—>Lp/(£2), onde —=———.

2. Se p = n temos,

WIP(Q) = LI(Q), Y ge[p,).
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3. Se p > n temos,
WhP(Q) = L7(Q).

Além disso, todas essas imersdes sdo continuas.

Demonstragdo. Ver [3], paginas 284-285. |

2.4 Alguns Espacos Especificos do Problema

No estudo das equacdes de Navier-Stokes trabalharemos com fung¢des vetoriais, como por
exemplo a fungdo velocidade u : Q x [0,7] € R*™! — R”, de modo que faz-se importante
estender o conceito de espagos L e alguns espacos de Sobolev para o caso de fungdes vetoriais.
Tais ideias sdo tratadas a seguir, e a principal referéncia desta subsecao é [25]. Novamente

assumiremos que Q C R” é um conjunto aberto.

Definicao 24. Sejan € IN, 1 < p < o e k um inteiro positivo. Definimos,
CI(Q) = (CT(Q)", LP(Q)=(LP(Q)", HYQ)=(H(Q)", HyQ)=(H(Q)",

e nestes espagos definimos as normas e produtos internos,

;

D=

1/p
[ Huiui,,(m] Cse l<p<e
—1

1
H””LP(Q) =3 =x

Z HuiHL“’(Q)a S€ p=o°
i=1

\

[ n T 1/2 n

||”HH/<(Q) = Z H”iHIqu(g) J <”7V>Hk(§2) = Z<”i"’i>ﬂk(§z)
=1 ] i=1
[ n T ]/2 n

||uHH(1)(Q) = ; Huz'”%q&(g) ; <M7V>H(')(Q) = ;(ui,Vi>Hg(Q)'

Segue de maneira simples que HF (Q)e H(l) (Q) sdo espagos de Hilbert, com o produto interno
e as normas definidas acima, para todo k inteiro positivo. No caso de p = 2, definimos o produto

interno,

-

<”av>]L2(Q): <ui7vi>L2(Q)7

1

1

e portanto L.?(Q) é também um espaco de Hilbert.
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Uma desigualdade de grande relevancia no teoria das equagdes de Navier-Stokes € a desi-

gualdade de Poincaré, que introduziremos a seguir.

Teorema 2.14 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C R" aberto e limitado e 1 < p < . Entdo
existe C > 0 (dependendo somente de Q e p) tal que,

1
luller@) < ClIVullLr@)y, ¥ ueWy"(Q).

Demonstragdo. Ver [3], pagina 290. |

Agora note que, se u € Hé (Q) com Q aberto e limitado, ento,

Il o) = X I1D%ull72q)

la|<1
2
= H“HLz(g) +|z|: HDauHL2(Q)
al=1

n

< couwuiz(m Ly

i=1 L2(Q)
Z1 LZ(Q),
e por outro lado,
! ou ||*
< ull2 ou ],
; 92 || 2 Julizia S 110%i |l 20 H ”Hé(g)

e portanto, gracas a equivaléncia de normas que obtivemos, podemos definir uma nova norma

) 1/2
)
L*(Q)
a qual € construida a partir do produto interno,

"/ Ju dv
=550 )

l:

em H{ () como sendo,

du
8x,~

H”HHg(Q) = <Z
i=1

Por fim, introduziremos os espagos 4. (2),V e H que sdo amplamente utilizados na teoria

das equagdes de Navier-Stokes. Definimos entdo,

Q) = ueC™(Q) : Divu) =0}, H=Z=@)" @, v-z=@™? @41

C
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com Div(u) denotando o divergente de u, isto &,

oy v du
DW(Lt)_l.:Z{a_xi'

Em V utilizamos a norma || - ||IHI(1, (@) © 0 produto interno (-, '>H5 ()» que serdo denotados || -[|y
e (+,-)v, respectivamente. Em H utilizamos a norma || - [|2(q) € 0 produto interno (-, )1 2(q) que
serdo denotados || - ||z e (-, ), respectivamente.

E importante observar algumas caracterizacdes e propriedades dos espacos V e H, que serdao
uteis no texto. Para isso, assumiremos pelo restante desta se¢do que Q C R" é um conjunto

aberto, limitado, e com fronteira dQ de classe cl.

Teorema 2.15. Os espacos V e H sdo Hilbert (portanto reflexivos) quando munimos V e H
com as normas e produtos internos acima definidos. Disso decorre que V* e H* sdo Hilbert

(portanto, também reflexivos). E temos, V <i> H=H" —V* com ambas imersées continuas.
Demonstracdo. Ver [25], pagina 248. [ |
Como os espagos V e H sdo separaveis (ver por exemplo, [25] pagina 283), existe uma
sequéncia (w;) jew € €, () de fungdes ortonormais em H, ortogonais em V e total em V, ou
seja,
(wj,wilg = &;j,  (wj,wi)y =0 se i # j,
paratodo i, j € IN e span(w;) jew é denso em V e em H, ou seja,

Hy ()

- — YT
V =span(w;) jew e  H=span(w;)jen ()

Como V e H sdo Hilbert isso implica também que V* e H* sdo separaveis.
Teorema 2.16. Os espacos V e H podem ser caracterizados como,
V={ucH)(Q) : Div(u)=0}, H={ucl?Q) : Div(u)=0 e u-v=0 sobre dQ}.

Demonstracdo. Ver [25], Teoremas 1.4 e 1.6. [ |

2.5 Sobre os Espacos Bochner-Lebesgue L7 (0,7;X)

Nesta subsecdo estenderemos os resultados da Teoria de Medida para fungdes cujo contra-

dominio é um espago de Banach, e a principal referéncia utilizada para a elaboragao desta é

[6].
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Definicao 25. Seja X um espaco de Banach. Denotamos por C(0,T;X) o espago das fungdes

u:[0,T] — X continuas, e munimos este espaco com a norma,

lullcio,rxy = sup [lu(®)]lx.
t€[0,T]
E um resultado conhecido da Andlise que C(0,7;X) munido com a norma || - lcor:x) €

Banach, e portanto assumiremos este fato sem mais comentdrios.

Definicao 26. Sejam X um espaco de Banach, T > 0 e 1 < p < oo, Definimos LP(0,T;X)
como o espago de todas as fungoes u : [0,T] — X mensurdveis (no sentido de Bochner) tais que

|lu(®)|lx € LP(]0,T]). Ainda, neste espago definimos a norma,

T 1/p
[Nwnga] " e 1<p<e
= 0

el zr(0,7:x) (2.5.1)

ess supo 7l|u(t)|lx, se p=ee

Proposicao 2.5. Para 1 < p < « espagco LP(0,T;X) é de Banach com a norma definida em
(2.5.1).

Demonstracdo. Ver [6], pagina 18. |

Observacao 1: A mensurabilidade no sentido de Bochner é uma extensao do conceito de men-
surabilidade da teoria da medida, para fungdes cujo contradominio é um espaco de Banach. Tal
extensao foge ao escopo deste trabalho, e portanto o leitor € convidado a consultar [6] ou [27]
para mais detalhes.

Observacio 2: Seja 1 < r < p <eo. Note que, se u € L”(0,T;X), entdo ||u(t)||x € L7 ([0,T]), e
da teoria da medida temos ||u(7)||x € L"([0,T]), portanto u € L"(0,T;X ). Em simbolos temos,

L2(0,T:X) CL(0,T:X), ¥ 1<r<p<es,
e ainda da teoria da medida sabemos que ||[|u()||x || z(jo,7)) < &|ll[u(#)[|x [ zr(j0,r)> de modo que,
lullzro,rx) < Kllullro,rx)y, V u€LP(0,T;X), V 1<r<p<eoo
Teorema 2.17. Seja X um espaco de Banach e 1 < p < oo tal que 1/p+1/q = 1. Entdo

[LP(0,T;X)]|" é isométrico a L1(0,T;X™). Para o caso p = o temos L™(0,T;X™) isométrico a
[L'(0,T;X)]*.

Demonstracdo. Ver [6], paginas 27-29. |
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Teorema 2.18. Se X é um espaco de Banach reflexivo e separdvel, entdo LP (0,T;X) é reflexivo

para 1 < p < oo, Ainda, temos L'(0,T;X) separdvel.
Demonstracdo. Ver [6], paginas 34-35. |

Teorema 2.19. Se Y é um espaco de Hilbert entdo,
LP(0,T;Y)=LP(0,T;Y")=LP(0,T;Y™), V 1<p<eo,

onde o simbolo “=" indica uma isometria.

Demonstragdo. Basta definir o operador,

1:LP(0,T;Y) — LP(0,T;Y*)

u+— Pu

e ndo € dificil checar que este é uma isometria, onde P é a isometria entre Y e Y.
|

Note ainda que se u € LP(0,T;V) entdo, u(t) € V e como V — H continuamente, existe

L > 0tal que ||u(?)||g < Ll|ju(t)|lv, para todo ¢ € [0,T], e portanto,

T T
oy = [ e <2 [ o) e = g

ou seja, LP(0,T;V) — LP(0,T;H), para todo 1 < p < e (a demonstragdo quando p = o é
andloga), com a imersdo sendo continua. Analogamente temos L?(0,7;H") — LP(0,T;V™)
continuamente para 1 < p < oo, pois H* < V* continuamente.

Agora, quando p = 2, se Y é Hilbert entdo LZ(O,T;Y ) é Hilbert. Para ver isso defina o

produto interno,
(V2o L0, T:Y) X L2(0,T;Y) = R

(u,v) = /0 ") (@)t

e note que esse produto interno induz a norma || - {| ;2o 7.y)-

Assim como no caso dos espacos L”, temos,
LP(0,T:X) C L}, (0,T;X), ¥V 1<p<eo,
para todo espaco de Banach X, onde,

L (0,T;X)={u:[0,T]+X : uell’(K,X)V KC[0,T] compacto}.

loc
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Deste modo, para toda funcio u € L},.(0,T;X) definimos sua distribui¢io T;, como,

T
(T, 0) = /0 u(t)p(t)dr, ¥ ¢ € C((0,T)),

e sua derivada por,

<Tu/7¢> = _<Tua¢/>7 vV ¢ge Cf((OaT)),

de modo que obtemos novamente que toda distribui¢do a valores vetoriais é suave (isto €, C).

2.6 Transformada de Fourier e a Derivada Fracionaria de Riesz

Nesta subsecdo apresentaremos alguns resultados sobre a transformada de Fourier, porém,
para fungdes cujo contradominio € um espago de Banach (ou Hilbert). Como principais re-

feréncia citamos [25] e [26]. Seja entdo W um espago de Hilbert. Definimos L? (IR, W) como,
LP(R,W) = {v :R— W : v éBochner mensuravel e / [v()|[4dt < oo} :
R

eparav e L' (R,W) definimos sua transformada de Fourier como,
P(y) = / e MYy (1) dt.

E um resultado conhecido da teoria de andlise em espagos de Banach que ¥ € Co(R,W) (ver
por exemplo [26], pagina 106), isto €, ¥ € continua e tende a zero quando y tendo a +oo. Além

disso, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.20 (Plancherel). Seja W um espaco de Hilbert e v € L>(R,W) NL'(R,W). Entéo

P e LX(R,W) e [Vl 2wy = 19l 2 m,m)-
Demonstragdo. Ver [26], pagina 109. |

Com isso podemos definir a derivada fracionaria de Riesz, de ordem y > 0, como,
DIv(y) = (2ziy)"0(y), V¥ veL'(R,W),
e introduzimos o espago,

AR, V,H)={ve*(R,V) : DlveL*(R,H)},
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que com a norma,

]l/2

Y

e ey 1127 S

¢ um espago de Hilbert (ver [25], pdginas 273-274). Além disso, se K C R é compacto, defini-

mos,
Y (R,V,H) = {ve#"R,V,H) : supp(v) CK}.
Teorema 2.21. Para todo K C R compacto e qualquer y > 0 temos,
AL (R,V,H) — L*(R,H),

com imersdo compacta.

Demonstragcdo. Ver [25], pagina 274. [ |

Dois ultimos lemas que serdo importantes durante o capitulo seguinte sdo apresentados a

seguir.

Lema 2.22. Se u € L*(0,T;V) e u’ € L*(0,T;V*), entdo u é igual (a menos de um conjunto de

medida nula) a uma fungdo em C(0,T;H) e vale,

a0l =20 (0), (),

no sentido das distribuicoes escalares (isto é, cada termo da igualdade define uma distribuicdo
escalar). Além disso, a fungéo [0,T) > t — |u(t)||} € R é absolutamente continua.

Demonstracdo. Ver [25], paginas 261-264. |

Lema 2.23. Seja X um espaco de Banach e u,g € L' (0,T;X). As condi¢bes abaixo sdo equi-

valentes.

1. A funcdo u é, a menos de um conjunto de medida nula, igual a funcdo primitiva de g, isto

é,
t
u(t)z?t—l—/ g(s)ds, gq.t.p. em [0,T],
0

eAcX.

2. Paratoda ¢ € CZ(|0,T]) temos,

T T
| ute'@dr =~ [ g0
0 0
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3. Para todo n € X* temos,

< (n.u(t) = (n,80)),

no sentido das distribuicoes escalares (isto é, cada termo da igualdade define uma distribuicdo).

Se qualquer uma das condicées acima é satisfeita (e portanto todas sdo) temos u igual, a menos

de um conjunto de medida nula, a uma funcdo continua de [0,T] em X.

Demonstragdo. Ver [25], paginas 250-252. |

2.7 Alguns Resultados Importantes

Nesta subse¢do apresentaremos uma série de desigualdades que serdo de grande importancia
no que seguird. Ainda, abordaremos diversos resultados a respeito do operador trilinear b, que é
fundamental no estudo das equacdes de Navier-Stokes. Como a relevancia destes resultados nao
pode ser ignorada, faremos suas demonstracdes na integra. As principais referéncias utilizadas
sdao [1] e [25].

Lema 2.24 (Desigualdade de Ladyzhenskaya). Seja Q C R? (n = 2) um aberto. Entdo vale,
lull sy < 24l g IVl s ¥ € HE (). @1.1)
Demonstracdo. Fixe ¢ € C.°(). Defina a extensdo por zero de ¢,
¢:R2= R

o(x), se xeQ
0, se xe RA\Q

X =

Note que ¢ é continua, pois ¢ = 0 em Q\supp(¢). Escrevendo x = (x,x;) temos,

GWP= [ 255 m)Pds =2 [ 55002 55, )ds

mas definindo,

temos,

[0(x))* <26, (x2). 2.7.2)
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De forma andloga, definindo,

temos,

[0(x)]* <2, (x1). 2.7.3)

Multiplicando (2.7.2) e (2.7.3) e integrando temos,

[ B@ar<a [ 5y)d (x)dnds
R R

:4(/R$2(x1)dm) (/}Ral(m)dxz)
=4(/R/R!6<xl,r>|\§a<xl,r> dtdxl) (//w)sxz ‘ 9(s,1)

dsdx2>

J —
—4(/ 300 |5 )(/ 99 [=—5(x)|d )
Dai, usando a Desigualdade de Holder temos,
_ 0 99
[ B ar <l | 22| Blow |22
R 1 2(R2) 2 2(R2)
e da Desigualdade de Young,
29 |’ |’
[0 (0] dx < 2(19]I7> g2 H— ‘—
/IRZ L (R) axl LZ(RZ) aXZ L2(R2)

<2007 2y VO 2 )

e portanto,
1142y < 24191l 22 IV l2m2) /%,
mas como ¢ =0 em ]RZ\Q temos,

1112 () < 24 (1]l 2 IVOllLz@) /2 ¥ ¢ € CR(Q).
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Agora, dado u € H}(Q), existe (@) C C(Q) tal que || ¢, — ull g1 () — 0, € € claro,

19allz4(0) < 24 (I 8nll 20 IV Bulli2(e) /2, (2.74)

para todo n = 1,.... Como pelo Teorema 2.13 temos que Hj (Q) — L*(Q), entio
9nllz2(@) = lll (o) < 190 —ull () < Clign —utll (),
e portanto,
[9nll2@) = [lull4@) quando n — e
Ainda do Teorema 2.13 temos H{ (Q) < L*(Q), de onde obtemos,
1€nllr2) = llull2(@) quando n — e,

e por fim,

2

|

1V, — V”Hﬂzﬂ(g) =

(On—u)

-

Il
_

</ — u”%{l(g)a
L2(Q)

NS)

l xl

de modo que,
IVOulli2@) = [Vulli2q) quando n — eo.
Todas essas convergéncias permitem aplicar o limite em (2.7.4) de modo que,

leell 40y < 24l 2 1Vl 2(0) 2

como queriamos demonstrar. [

Lema 2.25. Seja Q C R" um aberto limitado com fronteira de classe C 1, para n < 4. Defina,

b:VxVxV =R

(u,v,w) /Q[(MV)V] - wdx

Entdo b é trilinear, continua e vale,

b(u,v,v) =0, b(u,v,w)=—=b(u,w,v), Y u,vywelV.
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Demonstragdo. Note que,

b(u,v,w) = /Zu,aXI

i,j=1

e da linearidade do somatorio juntamente com a linearidade da integral, concluimos que b é

trilinear. Dividiremos o restante da prova em uma série de afirmagdes.

Afirmagdo 1: b é continua.

Demonstragdo. Como u,v,w € V entio u,v,w € H}(Q), e portanto, u;,v Wi € H(% (Q) para
i,j € {1,2,3,4}. Mas entdo Dv; € L*(Q), ou seja, dv;/dx; € L*(Q) para i,j € {1,2,3,4}.
Como Hi(Q) < L*(Q) (segue diretamente do Teorema 2.13) e da Desigualdade de Holder

Generalizada temos,

Vi ov;
/Q uia—xj_w]' dx < [Juil| 20 8_XJ y )”WjHL“(Q)
i il
(2.7.5)
v
< Kllull oy |52 Iwillage
0 ox; 12(9) 0
ou seja,
(u,v,w) /u, wjdx
UZ’] ox;
<y / w g dwild
i,j=1
8
<K Z el 17y () will g o)
7] 1 LZ(Q
(9\/]

= KZ (Z 44l 73 2)

Wil g1
. (Q)> jlHl (@)
n n n 9 2 1/2
Vi
_KZ (ZHWH%&(QJ (Z = ) Iwillg @)
j=1 \u=1 i=1 L2(Q)

8x,~
= Klullgy o) X Vil o) 1will o)
=1
12 12

n n
2 2
< Kllulyo | L1320 | | X 19513
j=1 j=1

= Kllullg ) IV lley () Wl 0

= Kl[ullv[Ivllvwllv,
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e concluimos que b € continua. U

Afirmagdo 2: Para todo u,v € V vale b(u,v,v) = 0.

Demonstracdo. Fixe ¢,y € €. (Q). Entdo, usando a férmula de integragdo por partes (2.3.1)

temos,

n 8 .
b(o,w,y) =) /Q¢ia—‘)’fwjdx

ij=1
n 2
£ foe |3
n 2 " 2
_i’;l/g‘;i’: % d +,-,,z—“1/89¢l % vidS
_%/Qi7ji_l‘3_f: 2d
- QDZV(¢);w}dx

Agora, dado u,v € V, por defini¢do, existem sequéncias (@, ),eN, (Win)mew C €. (Q) tal que

On — ue Y, — vem H}(Q). Como b é continua temos,

b(n, W, Wn) — b(u,v,v), quando n — oo,
ou seja, b(u,v,v) =0, como queriamos demonstrar. O
Afirmagdo 3: Para todo u,v,w € V temos b(u,v,w) = —b(u,w,v).
Demonstragdo. Basta notar que,

0=>b(u,y—w,y—w)

= b(u,v,v) —b(u,v,w) —b(u,w,v) +b(u,w,w),

isto é, b(u,v,w) = —b(u,w,v), para todo u,v,w € V. Isso finaliza a demonstracao. [

Com essas afirmac¢des demonstradas, completamos a prova do lema. [
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Agora, vamos definir o operador,

B:VxV —=V*
(u,v) = B(u,v) : V=R

wi— b(u,v,w)

Que B € de fato bilinear e continuo segue da trilinearidade e continuidade de . Denotemos

ainda Bu = B(u,u), de modo que temos,

[[Bullv+ = [|B(u,u) ||y

= sup |[(B(u,u),w)|

Iwllv<1

= sup [b(u,u,w)] (2.7.6)

Iwllv<1

2
<K sup |lully(jwly
[[wlly<1
2
= K[ully,
e para o operador B temos o seguinte resultado.

Lema 2.26. Seja Q C R" um aberto limitado com fronteira de classe C I Entéo,

1. Sen<4deuc LZ(O,T;V), temos Bu € LI(O,T;V*), de modo que
(Bu(t),v) = b(u(t),u(t),v), gq.t.p. em [0,T].
2. Se n =2 temos,
b v w)| < llullalully VI Iwllv [wlla)' 2, ¥ wvwev.
3. Sen=2eucL?*0,T;V)NL>(0,T;H) entdo Bu € L*(0,T;V*), e,

12
|Bull 20,75+ < 2 / [l 2= 0,721 |l 220,720

Demonstragdo. Faremos a demonstragdo dos trés itens.

1. Note que,

|Bu(t)ly+ = sup [b(u(t),u(t),v)| < sup Cllu(t)|[7]v]lv = Clu(®)],

[vllv<t [vilv<t
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e portanto,

T T
IBulusorivey = [ 1Bu@)v-dr <C [ ult) s = ClulFg < o=

ou seja, Bu € LI(O, T;V*).

2. Fixe u,v,w € V. Entdo, de (2.7.5) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos,

2

)}

i,j=1

an
axi

e

Y il

1

I
_

2 av;
) < Yl |22] sl
i,jz_’l L@ || 3, L A(Q)
2 2 v
— Y |l } i
— |: LA Q) J:Z,l 0x; 2@ JILA (L)
Y 2 30 5 20 FAZ1
< U; Willj4
i=1 LH®) i=1 | j=1 oxi 2(Q) T
- 2
Y a2 v | (v ]2z N Y w2 N
< U; - W
i=1 B@) j=1 Ix; L2(Q) Jj=1 TIA@)

) 1/2 ) 1/2
)3 HWJ'HIZJ‘(Q)
(Q) j=1

2 ) vy, 1/2
- (Z{””ini“(ﬂ)) Z] VJ'IZJ(;(Q)) (21 Wjiét(sz))
i= j= j=

) 12 s 1/2
i=1 Jj=1

2 v 12
= |v|lv <Z||ui\|i4(g)> (Z Wj|i4(g))
i=1 j=1

1/2
1/2
i=1 (
1/2
1/2
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Mas agora, da desigualdade de Ladyzhenskaya (2.7.1) temos,
2 ) 2
¥ el 24 0y < V2 Y Nl 2 Va2
i=1 i=1

i 2 1/2
<2 (Z HuiHiZ(Q)> (Z HVLtiHIiZ(Q))
i=1 i=1

2 1/2
8u,~

8xj

2 2
:\/§||”HL2(Q) ZZ
i=1j=1

Q)

) 12
= V2ull 0 (; ”“f”%w)

= \/§||MHL2(Q)HMHH(1)(Q)
= V2||u| g |||y,

e de forma analoga temos,
2 2
Y willfaq < V2Iwllzlwlly,
j=1

de onde concluimos que,

(B, vow) | < (vl 2l el ]z ) 2,

como queriamos demonstrar.

3. Para u,v,w € V temos b(u,v,w) = —b(u,w,v), e portanto,

1B, v,w)| = 1b(u,w,v)| < [wlly Qllullalully [VavIv)'2,
de modo que,

|b(u7u7v)| S21/2||V||V||”t||H”u||V? v u,vev,

€ assim,

36

|Bully- = sup [b(u,uv)| <22 sup [lllullaliuly =22 ullalluly, ¥ we V.

vllv<1 vllv<1
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Agora, se u € Lz(O, T;V)NL™(0,T;H), do item (1) temos Bu(t) € V*, e portanto,
1Bu(t) [l < 2" |ju(@)|lallu@)|v, qi.p. em 0,T;
de modo que,
d 2 d 2 2
| 1B e <2 [ ute) By
T
<2 [ (ess supyo o) ) () [ s
2 d 2
=2y [, Il
= 2””||%°°(0,T;H) H“H%z(o,r;v)’
isto €,
[ Bul <2172||u] [Jul
Ullr20,rv+) = WilL=(0,1;H1) 141 L2(0,T;V)>

de modo que Bu € L*(0,T;V*).
Com isto finalizamos a demonstragao. [

Uma convergéncia que serd fundamental na passagem ao limite, durante o método de Faedo-

Galerkin, que desenvolveremos no proximo capitulo, € a seguinte.

Lema 2.27. Se uy — u em L*(0,T;V) e ux — u em L*(0,T;H) entdo, para toda fungdo w tal
que w € CL((0,T),6°(Q)) temos,

T T
| blate)awio)d > [ (o), (o), w(o)dr, ke
0 0
Demonstragdo. E facil ver que,

CH(0,T),67(Q)) CL7(0,T;V),L7(0,T;L°(Q)).



2.7 Alguns Resultados Importantes 38

Agora note que,

/buk e a’t—/ b(u w(t))dt
‘/ (g (1), g 1 dt—/b w(t))dr

[ plate) o) w03t~ [ blutc), ) wiey
‘/ (1) — (e, e (1), () )

(2.7.7)
_|_

+ /()Tb(u(t),uk(t) u(t),w(t))dt|,

e vamos mostrar que ambos 0s termos convergem para zero quando k — oo,

Para o segundo termo defina,
T:L%0,T;V) =R
v /0 () v(0), wli) )
Note que,
W)l = ,w(t))dt
/ Jue) Iy I )l (o) e

< sup eSS[o,nHW(t)Hv/O lu(®)lv[[v()[lvar

< HWHL‘”(O.,T;V)H”HLZ(O,T;V)HVHLZ(O,T;V)7

o que mostra que 7 estd bem definido e € limitado. Ora, a linearidade segue diretamente da
linearidade do operador b e da integral, de modo que T € (L*(0,7;V))*. Como uy — u em
L*(0,T;V) temos T (ug) — T (u), ou ainda,

T T
/ b(u(t),u (1), w(1))dt — / b(u(t),u(t),w(t))d, quando k — oo,
0 0
isto é,

[ 000, 00) o) w0t

— 0, quando k — oo,

e obtemos a convergéncia do segundo termo de (2.7.7).
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Agora, para o primeiro termo temos,

S ) = e)) - V) |dx<”21 L) =), = P
< ¥ ) w0l a;ﬁ Iwle)
i,j=1 RV 2(0)

duy(1); ||’
8)6,'

n n 1/2 n
< -21 ():1 (e () —u<r>>,~||iz(g>> (Z
J= =

i=1

= [l (1) = u(®) 120 Z|uk illzg @) W) ll=@)

< e (2) — ()| ZHuk il @ ZHW =@
1/2

< e (t) — () | [|w(2) |~ () Z [Jue( HH vn
= v/nlu(t) —u(®) |5 we) L= lu () lv,
e assim,
T
/O\/ﬁHuk(f)—u(f)HHHW(I)HM(Q)Huk(f)HVdf
< \/ﬁ”w||L°°(O7T;L°°(Q))/OT (et (2) — w(t) || [ uagc (2) || vt

<Vl =070 luk — ull 20 70 1k |20, 72v)

39

mas como iy converge fraco em L?(0,T;V), ([[uxllr2(0,7:v) ) ke € limitada, e assim obtemos a

convergeéncia do primeiro termo de (2.7.7), o que completa a prova do lema.

Vale destacar que assumimos Q C RR" aberto, limitado e de classe Cl, para que todos os

passos sejam validos.
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3 Equacoes de Navier-Stokes e o Método de Faedo-Galerkin

Neste capitulo estaremos interessados em estudar as equacdes de Navier-Stokes em R”, para
n < 4. Para tanto, partindo da referida equacgao, apresentamos a deducdo da sua formulagao
fraca, e posteriormente, utilizando o método de Faedo-Galerkin, demonstramos a existéncia de
solugdo fraca para n < 4. A unicidade de solucdo fraca para n = 2 também é provada no final

do capitulo.

3.1 Equacoées de Navier Stokes e a Formulacao Classica do Problema

Assuma por um momento que Q C R" é uma regido do espaco preenchida por um fluido e
seja T > 0. Considere as fungdes p,p: Q x (0,7) > Reu:Qx[0,T7) — R", onde, p(x,?)
¢ a densidade do fluido, u(x,7) é a velocidade e p(x,t) é a pressdo, em um ponto x € Q e um
tempo ¢ € [0,7). Se o fluido é Newtoniano, as fungdes p,u e p sdo governadas pela equagio de

conservacao do momento, equagdo da continuidade e alguma lei conectando p e p, isto é,

) LA
8_? + Z uia_)bct- — uAu— (3A + u)grad(Div(u)) + grad(p) = f
i—1 i
p
> + Div(pu) =0,

onde i > 0 € a viscosidade cinematica, A uma constante fisicae f: Q x (0,7) — R" é a for¢a
por unidade de volume a que o fluido est4 submetido.
Se o fluido € homogéneo e incompressivel, entdo a densidade p independe de x e ¢, isto é, é

contante. Com isso obtemos,

du <& Jdu
P [E +,~; “ia_xi] — pAu+grad(p) = f
Div(u) =0.

Algumas simplificagdes feitas usualmente sdo tomar p = 1, colocar v = e usar o operador

diferencial gradiente,

para escrever,

%—I—(u-V)u—VAM—}-Vp:f

Div(u) = 0.
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Compreendido alguns aspectos fisicos das equagdes de Navier-Stokes e a notagado utilizada,

podemos enunciar a formulacao cldssica do problema.

Seja Q C R" um conjunto aberto, limitado e conexo, com fronteira dQ de classe C2, e
v,T > 0. Sejamainda f: Q x (0,7) — R" e up : Q@ — R”" fun¢des dadas. Queremos encontrar
u:Qx[0,T)—-R"ep:Qx(0,T)— Rtais que,

du

E%—(u-V)u—vAu%—Vp:f em Qx(0,7)

Div(u) =0 em Qx(0,7)
u=>0 em JdQx (0,T)
u(x,0) = up(x) em Q.

(3.1.1)

Como € costumeiro na teoria de EDP’s, concentraremos nossos esforcos na demonstragao da
existéncia e unicidade de solu¢do para a formulacdo fraca das equacdes de Navier-Stokes, que

serd deduzida a seguir.

3.2 Formulacao Fraca das Equacoes de Navier-Stokes

Nosso objetivo nesta subse¢do serd deduzir a formulagdo fraca das equacOes de Navier-
Stokes (de fato, sao duas formulacdes fracas equivalentes), e para que todos os passos a seguir
sejam validos, assumiremos a partir de agora que Q C R" (n < 4) é aberto, limitado e com
fronteira de classe C'.

Sejam u e p solugdes classicas das equagdes de Navier-Stokes, ou seja, u € p possuem a

seguinte regularidade,
ueC(Qx[0,7),R)NCH(Qx[0,T),R"), e peC(Qx(0,T),R),
e u e p satisfazem (3.1.1). Ou equivalentemente,
ue C*([0,T),C*(Q,R"))NCc'([0,T],C'(Q,R"), e peC'((0,T),C(Q,R)).

Vejamos agora que u € L*(0,T;V). Como Div(u) = 0, basta mostrar que u(t) € H{(Q).
Como u = 0 em dQ, u é limitada, e em particular, pertence a ]LZ(Q). Com o mesmo raciocinio
notamos que Du € L.?(Q), e portanto u € H'(Q). Disto e de u = 0 em 9Q temos u € H}(Q).
Por fim, como u € continua (na varidavel 1) num compacto, € limitada, e em particular pertence a
L*(0,T). Isso mostra que u € L>(0,T;V).

Note ainda que,

| lude= [ ufde= [ )= [ ),
0.7] (0.7) 0.7) (0.7]

) ) El
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e portanto podemos definir # em qualquer um dos intervalos acima.
Como u € L*(0,T;V), entdo u(t) € V, logo podemos tomar @ € €:°() e considerar o pro-

duto interno,

<%(I)—VAu(t)+(u(t)-V)u(t)+Vp(t),(p> ={f(t),@)u, q.t.p. em (0,T),
H
isto é,

<%(l‘)7 (P>H - V<Al/t<t), (P>H + <(u(t) . V)M(t), (p>H + <Vp(t), (P)H — <f(t), (P>H, (321)

g.t.p.em (0,T). Agora note que,

(Au(t), @) i(1), 91) 12 ()

I
™-
>
<

ey

M: I M:

/ Au;i(t) Qidx

[ /wl V(p,dx—i—/ ; av)ds]

:—Z/ Vu;(t) - Vdx
n i<8u,() a<p,>
e dx; 0x; 2@

pois @; = 0 em dQ. Além disso,

W /ap(r)
<Vp(t),¢>H_§< ox; ’(p’>L2(Q)
_y [ 9p0)
“L o
:l_il [_ Qp<t) afzdﬁH—/a P(t)(szldS]
n a ;i
:—/Qp(f);a_fid
= /Q p(t)Div(@)dx,
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pois novamente @; = 0 em dQ e Div(@) = 0. Assim podemos reescrever (3.2.1) como,

du

5, 0,9 ) A vut). @)y + (ult) - Vult), @) = (f(t), @)1z, g1.p. em (0.T).

H
Também temos que,
(o) -V )ute), @) = [ ()~ V)u(r)] - @ax = blu(e)u(r) )

onde b é o operador introduzido no Lema 2.25. Pelo Teorema 2.15, supondo f(¢) € V, temos
que f(t) € H, o que nos permite identificar f(¢) com seu representante em H*, que nova-

mente denotaremos por f(t), e usando o Teorema de representacio de Riesz, deduzimos que

(f(t),9) = (f(t), ), de modo que reescrevemos (3.2.1) na forma
<%(i),(p> +v{u(t), @)y +b(u(t),u(t),e) = (f(t),9), qt.p. em (0,T).
H

Com o mesmo argumento usado para mostrar que u € L>(0,T;V) obtemos du/dt € L*(0,T;V).
Assim,

[|(z00), |

e portanto a funcao,

2 2

dt < oo,
\%4

u

u
E(t)

E(t)

T T
ar< ol | ar <Kol |

H

0, T]>t— <%(r),<p>H eR,

é L2(0,T), para todo @ € €°(Q), e portanto, define uma distribuicio, de modo que para toda
funcao teste ¢ € C°(Q) temos,

<<%<r>,cp>H,¢> - [ (Grone) et
- [ (Goetre) a
([ Foetane)

onde usamos o Teorema de Fubini para comutar as integrais. Mas agora, como u € LZ(O7 T;V)
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define também uma distribuicdo (a valores vetoriais), de modo que podemos escrever,

<<%<z>,<p>H,¢> ~( [ Goewde)
_ <—/0Tu(t)%¢(t)dl,(P>H

_ _/OT <u(t)%(p(t),(p>Hdt

T d
== [ (0. @) 0 0y,

e ndo ¢ dificil notar que [0,7] 3 1 — (u(t), @)y € R estd em L*(0,T), de modo que define

também uma distribuicdo. Portanto concluimos que

<<%(I)’¢>H’¢> - _/OT<”(t)7(P>H%(P(l‘)dt
—— (. gl 50
— (G0,

para toda ¢ € C.°(0,T). Obtivemos entdo que,

(5i0.0) = Lol ¥ oeE@)

mas € facilmente verificavel que um argumento semelhante prova a igualdade acima para qual-

quer v € V. Assim temos,

d

o), @)+ vu(t), @)y +b(u(t),u(t), 9) = (f(t).9), gt.p. em (0,T),

para todo @ € €°(Q). Agora, parav € V, existe (¢,),eny C 6, (Q) tal que @, — vem || - |

v, €
usando a Desigualdade de Cauchy-Scharwz, a continuidade do operador b e a continuidade do

funcional f(t) é facil ver que,

d

E(u(t),v>H+v<u(t),v>v +b(u(t),u),v)=(f(@),v), gqt.p. em (0,T),

para todo v € V. Assim, podemos enunciar a seguinte formulagdo fraca para o problema de

Navier-Stokes.
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Primeira Formulacao Fraca

Dado f € L*(0,T;V*) e ug € H queremos encontrar u € L>(0,T;V) tal que,

d

E<u(t),v>H+v<u(t),v>v—|—b(u(t),u(t),v):(f(t),v), g.t.p. em (0,7),

para todo v € V e tal que u(0) = uy.

Note que, como u € L2(0, T;V), u pode assumir qualquer valor em ¢ = 0 (ou mesmo nio
estar definido neste ponto), e portanto a condi¢éo u(0) = ug, a principio, ndo faz sentido.

Fixe v € V e considere o funcional,

Av:V = R

u— (u,v)y
que € claramente linear, continuo e satisfaz,
(Av,u) = (u,v)y, Y ueV. (3.2.2)

Além disso, note que,

[(Av,u)| = [(u,v)v| < [lullv][v]lv,
de modo que,

[Av]ly= = sup [(Av,u)|= sup [(u,v)y[< sup [lullv|v]ly =[]vllv, ¥V veV. (323

[lully=1 [[ullv=1 llully=1

Assuma vadlida a primeira formulacdo fraca de Navier-Stokes. Entdo, usando o Lema 2.26

podemos escrever,

Eult), ¥ =~ (o), v)y — bl u(0).v) + (),
= —V(Ault),v) — (Bu(t), ) + (1), (324)
= (—vAult) — Bu(t) + £(0),),

g.t.p.em [0, T], para todo v € V. Note que f € LZ(O, T;V™), assim como Au, pois,

T T
| 14O ede < [ o) e < e,
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de modo que (novamente usando o Lema 2.26),
—VAu—Bu+ f € L'(0,T;V*).

Mas como demonstramos anteriormente temos,

%(u(t),v}H = <%(t),v>H = (d(1),v). (3.2.5)

Logo
u' = —VAu—Bu+f,

ou seja, u’ € L'(0,T;V*). Sejan € V** e denote o representante de u(r) em V* com a mesma

notacao. Entdo,

< (n,ulr)) =

- (1)

(m,
= (n,u'(t))v-

= (N, —vAu(t) = Bu(t) + f(t))v+
= (N, =VAu(r) — Bu(t) + f(1)),

e assim, pelo Lema 2.23 temos u igual, a menos de um conjunto de medida nula, a uma fun¢do
em C(0,7;V™). Como H pode ser visto como um subconjunto de V*, provamos que a condi¢do
u(0) = up tem sentido, e assim temos a segunda formulagdo fraca para as equacdes de Navier-

Stokes.

Segunda Formulacao Fraca

Dado f € LZ(O, T;V*) e ugp € H queremos encontrar u satisfazendo,
ueL*(0,T;V), e u LY (0,T;V"),

com,

W+ VvAu+Bu=f em (0,T), e u(0)=u.

Para ver que a segunda formulacgdo fraca € equivalente a primeira basta notar que,

(u'(t),v) = (—vAu(t) — Bu(t) + f(t),v), V veV,

e o resultado segue diretamente das equagdes (3.2.4) e (3.2.5). Com isso obtemos que ambas

formulacdes fracas sdo equivalentes.
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3.3 Existéncia de Solucao Para R" (n < 4)

Teorema 3.1 (Existéncia de Solugdo Fraca). Seja Q C R" (n < 4) aberto, limitado e com dQ
de classe C'. Sejam f € L’ (0,T;V*) e ug € H. Entdo existe pelo menos uma fungdo,

ueL*(0,T;V)NL?(0,T;H),

tal que,

d

E(u(l),v>y+v<u(t),v>v+b(u(t),u(t),v):(f(t),v) g.t.p. em (0,7), (3.3.1)

para todov € V e u(0) = u.

Demonstragdo. A demonstracio seguird pelo método de Faedo-Galerkin, que dividimos em
vdrias partes para facilitar a compreensdo. Ainda, pelo que foi feito na subsecdo 3.2 esta claro
que demonstrar este teorema equivale a demonstrar ambas formulacdes fracas de Navier-Stokes.
As principais referéncias utilizadas para a demonstracio deste teorema foram [1], [4], [20] e
[25].

Parte 1 - Construcao da Solucao Aproximada

Como vimos na subsecdo 2.4, existe uma sequéncia (w;) jew C €, () de fungdes ortonor-

mais em H, ortogonais em V e total em V, ou seja,

I, sei=]j o
<Wj7Wi>H = , <WJ',W,'>V =0 se i+#j,
0, sei#j

para todo i, j € IN e span(w;) je € denso em V, ou seja,

——Hl(Q
V = span(wj) jeN 0@

Para cada m € N defina V,, = span{wy,...,w,,} e considere o seguinte problema:

Queremos encontrar uma fun¢do,
U : 10,T] — Vy

m
t (1) = Y A (£)wi
tal que, para cada j € {1,...,m} temos,

(t (8), Wiy + V(m(2), W) v + b(um (1), um(t),w;) = (f(t),w}), (3.3.2)
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parat € [0,T] e uy(0) = umo, com,

m
umo = Y (1o, wj)awj, (3.3.3)
=1
ou seja, a projecdo ortogonal de ug sobre o espago Vy,.

Iniciaremos com uma afirmacao.

Afirmagdo: w0 — ug em H quando m — oo e ||uyo||g < ||uo||a-

Demonstracdo. Primeiramente note que,
wo =Y (uo,w;)uwj,
Jj=1
e como (w;) jev € ortonormal em H a Desigualdade de Bessel ¢ uma igualdade, de modo que,

luoll7 =), (w0, w ),
j=1

o que em particular implica que |(uo,w;)n| — 0 quando j — co. Ora, entdo,

2

[

luo —umollFy = || Y. (uo,wj)uw;

j=m+1
J H

=( Y (wo,wj)uwj, Y (uo,wi)uwi
j=m41 i=mt 1 "

(o)

= Y |uwo.wjul,

j=m+1

e a série converge para zero pela justificativa anterior, de modo que temos u,,0 — ug em H.

Para a outra parte da afirmagdo basta notar que,

letmol|7 = <
j

(ngE

m
(o, wi)Hwj, Z(Mo, Wi>HWi>
H

j=i

—

(a0, w )|

I
M=

—.
I
—_

(a0, wj) |

IA
gk

I
—_

J
2
= |luollz,

o que finaliza a prova da afirmacao. 0
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Agora, supondo que u,, é pelo menos diferencidvel em [0, 7| e substituindo u,, () em (3.3.2)

temos,

<il{m(t)w,-,wj> +v <i?t,-m(t)wi,wj> +b <i A«lm(t)wlailim(t)wiij> = (f(l),Wj),
=1 H i=1 v =1 =1

isto é,
ix,-'moxwl-,wjm VY Aant) w3y +l_ilm<r> 3" Aan(0)b 001w w5) = (£(0), 7).

i=1 = i=1

e de (3.3.3) vem,
m m
Um0 = Z)Lim(o)wi = Z<u0>wj>HWj = Aim(0) = (uo,wi)n,
i=1 j=1
paratodoi € {1,...,m}. Entdo obtemos as equagdes,

ili/m(tﬂwi,wﬁfl+Vilim(l‘)<wiawj>v+ i )le(t)lim(t)b(wlawhwj) = (f(t)ij)

i=1 1i=1

Aim(0) = (uo, Wi, i=1,...,m.

Essas equacdes podem ser interpretadas como um sistema de equagdes diferenciais ordindrias

nao lineares dado por,

AnX),(t) + VB X (t) +Cpu(t) = Fy(t)

Xn(0) = Xino
colocando,
<W1,W1>H <Wm,W1>H b(um(t),um(t),wl) ).lm(t)
A, = , Cu(t) = , Xn(t) =
_(wl WadH e (Wi, wm>H_ _b(um(t)7 um(t),wm)_ A ()
wi,wi)y oo (W, wi)y (f(t),wy) (up,w1)n
B, = s Fm(t) - ) Xmo =
_<w1,wm)v <wm,wm>v_ _(f(t),wm)_ _(uo,wm>H
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Mas pela ortonormalidade de (w;) jew em H temos A,, = I,, de modo que podemos escrever,

X, (1) + VByuXpn (t) + Con(t) = Fu(t)
Xm(o) = XmO

ou ainda,

: (3.3.4)

onde G (Xin(1),t) = Fyp(t) — VByXp(t) — Cu(t).

Agora, podemos colocar,

Gn:R"x[0,T] = R"
(y7t) = Fm(t) _VBmy_Cm(t)

e mostrar que G,, satisfaz as hipoteses do Teorema de Caratheodory (ver [10], pagina 28). De
fato, que G,, é continua em y para cada ¢ € [0,T] fixado, ¢ imediato. Agora, fixe y € R".
Note que f € mensurdvel, pois estd em Lz(O, T,V*) e u,, também o é, pois é diferencidvel. O
operador b é mensuravel pois é continuo, de modo que obtemos a mensurabilidade de F,(z) e
Cn(t). Além disso, B,, é mensurdvel pois é constante na variavel . Assim, paray € R" fixo,
G () é mensurével para todo ¢ € [0, T].

Agora, para K C R™ x [0, T] compacto temos,

|Gy )| < 1En ()]l + |G ()| + vmax 1Buyll, ¥ (1) €K,

onde || - || denota a norma euclidiana em R™, e ndo é dificil ver que esta fungdo € integravel.

Portanto a EDO em (3.3.4) possui pelo menos uma solugao X, : [0,7,) — R", para algum
intervalo [0,T;,) C [0,T] com X,, € C'([0,T;,),R™). Daf segue que A, € C'([0,T;,)) para todo
1 < j < me portanto u,, € C'([0,T},),V), para todo m € IN.

Parte 2 - Estendendo o Intervalo de Solucao

O objetivo nesta parte serd mostrar que a solu¢do do problema aproximado esta definida em
[0, T]. Para tanto, comegamos multiplicando (3.3.2) por A;,,(¢) e somando sobre todos os indices

i=1,...,m,de modo que,

(1t (8)t6m () 11 4V (s (1) 10 (£))v + D (1t (£) 14 (£), 14 (£)) = (F(2), 0m (1)),
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mas do Lema 2.25 e como,

1d ,
5 27 Ol = (2, 0 (1)) 1, (33.5)

reescrevemos essa equacao da seguinte forma,

%Ilum(ﬁllé + 2l (1)1 = 20F (1), 1 (1))

Agora note que,

2(f (@), um (1)) < 21[f () lv+[|wm(2) lv

_a§;w<mwwaom

1
<Vl @I + S IF O
e portanto temos,

d 1
(@7 + 2Vl lm O < VIum @ + < 17O+,

dt
isto €,

d 1
SOV + Vil @I < S 1O (3.3.6)

Da equagdo (3.3.5), como u,,,u,, € o produto interno fungdes sdo continuas, obtemos que

7 ||t (2)]|3 é continua. Agora, para s € [0,T,,) fixo (o que garante que as integrais a seguir sio

finitas), pelo Teorema Fundamental do Calculo temos,

S d S 1 S
| Sl @ e v [ (o) e < [ 170 -t
0 at 0 v Jo
ou seja,
Jim )y < Nin O+, [ 10)

<ol + 3 [ 170 G

1
— 2 2
= lluollz + S 1Iz20. v+
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e portanto,

| 1/2
sup im0l < (Iolfs + 317 rr))  =C ¥ me,
s€[0,T) v

de modo que lir¥ ||tm(s)||# < C, para todo m € IN.
S— iy

Agora,

et (1) 177 = <ilim(t)wz', ilim(t)wj'> = i Aim(@)]> = 1 Xu ()], ¥ 1 €0,T],
= [

i=1 j

€ portanto,

lim || X,,(2)|| <C,

s— Ty

de modo que, da teoria de EDOs, podemos estender a solucdo X, para o intervalo [0,T], e

consequentemente estendemos u,,. Em particular temos,

sup ||um(@®)||lg <C, YV meN,
t€[0,T]

e portanto ||, || ;= 7.1y < C, para todo m € IN, ou seja, a sequéncia (u)me estd contida em
um conjunto limitado de L™(0,T; H).
Agora, podemos integrar (3.3.6) de 0 a 7', de modo que,

Td 2 ! 2 Lt 2
i) v [ O3 < < [0,
0 at 0 v.Jo

ou seja,

T 1
et (T 7 + V/O lm (0 [t < lumollzy + 1 220,74 (3.3.7)

de modo que,

1
2 2 2
Vllumllz2 0.7y < lumollz + ;||f||L2(0,T;V*)’

€ portanto,

1 5 1 ) 1/2
o) < (10l + 21 B )

para todo m € IN. Assim, (i, ) e estd contida em um subconjunto limitado de L2(0,7;V).
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Passo 3 - Limitacao da Sequéncia (u,,),,cN

Comecamos esta parte da prova definindo a extensdo por zero de u,,, ou seja, consideramos

U, : R — 'V dado por

um(t), se te€l0,7T]
Oy, se teR\[0,T]

Up(t) =

Nosso objetivo neste passo serd mostrar que a sequéncia (I, ) e estd contida em um sub-

conjunto limitado de .7/ (R,V,H) (relembre-se que este espago ja foi introduzido e discutido

[0,7]
na Sec¢do 2.6).

Como u,, € L*(0,T;V)NL'(0,T;V) temos @, € L*>(R,V)NL'(R,V), e portanto colocamos

u,,, como sendo a transformada de Fourier de #,,, isto é,

() = /1R (1) d,

com i, € LZ(IR, V). Mostraremos agora que,

—_ 1
| PTG Edy <€ para 0<y<y.

Como @, € L*(R,V) C L}, .(R,V) define uma distribuigo, entdo possui derivada distribuci-
onal. Assim, para ¢ € C. (R) temos,

(', @) = — (1, @")
—— [ @e' 0
R
_— / (1) (1)t
[0,7]

= —up(T)Q(T) +un(0)@(0) + | i, (t)p(t)dt
0.7]

= s (T)(T) + 1(0)9(0) + /R ()9 (t)dt
= — (T (87, 0) + 14 (0) (8, ) + (i, @)
<_um(T)6Ta (P> + <um0607 (P> + <%7 (P>

(=t (T)87 + tto S0 + 1, @)

ou seja, obtivemos que,

@/ = _um(T)ST + um050 +ﬂ7
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cujas derivadas sdo no sentido distribucional. Denote entdo f,, = f — Au,, — Bu,, € seja f,
a extensdo por zero de f,,. Vale notar que, da definicdo de f, de A e do Lema 2.26 temos
que f,, € L'(0,T;V*), e consequentemente f,, € L'(R,V*), o que permite-nos calcular sua
transformada de Fourier.

Agora, para todo j € {1,...,m} vale,

d d

)0 = G

<_um(T)6T + Um0 o +%(t>7wj>1‘1
(=t (T )87, W) i1 + (o0, w )1 + (i, (1), W) 1
(

—um(T),w i) 81 + (Umo, W) 60 + (U, (1), W) H,

mas da equacio (3.3.2) e da defini¢do dos operadores A e B temos,

(up (), Wb = (F(),w)) = V(@ (1), wj)v — b (1) (1), W)
= (f(1),w)) = V(AT (1), w;) — (Bt (1), )
= (f(t) = VAU(t) — Bitn (1), w;)
= (fn(t),)),

e portanto,

(1) w311 = (—tn () ;117 i, w3} 1180+ (), 3.

Podemos aplicar a Transformada de Fourier em ambos os lados dessa equacao. Notando que,

[ e = ([ Tatte 2 drons ) = (ulhow),

e integrando por partes o termo do lado esquerdo,

+27rzy/ U (t w]>He*2mtydt

(6, = G0,

—o0

= 27rzy< e 2t w; >
H

= 27”)’ m(y), W1>H

Para as fungdes delta de Dirac usamos que & = 1 e 87 = ¢ 2#1¥ de modo que para todo

j=1,...,mtemos,

27yt (), W) g = (E()’);Wj) + (ttmo, W) H — (um(T)7Wj>He—2ffiTy.
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Defina JLJ_m :R — R por,

Tonlt) = Ajm(t), se t€]0,T]
0, se te€R\[0,T]

e note que, como Aj, € L*(0,T), entdo A;, € L*(IR), e podemos calcular sua transformada de

Fourier, que serd denotada por A4,,(y). Assim,

—_ o~ — —_—

271y (U (), Ajm V)W) 1 = (i (0)s Ajm (V)W) 4 (U0ms Ajm ()W)
- <um(T)> )ij (y)wj>H67277:iTy’

e agora podemos somar sobre todo j = 1,...,m, e tendo em vista que a transformada de Fourier

¢ linear obtemos,
270y (i (), i (9)) 1 = (B () o () + (tt0m, B ()11 = (T B () e,
isto é,
270y (V) |77 = (P ()8 (7)) + (4m0, () )11 = 1t (T) i () s>
Tomando o médulo em ambos os lados dessa igualdade,

GO < 5 (10, D]+ 0, () 1|+ |t (7))

[Hfm( vl W) v+ l[umoll | m () | + Hum(T)HHHﬁZ(y)HH} -

Como a imersdo V < H é continua, existe Cyp > 0 tal que ||it,(y)||g < Colltm(y)|]y. Além

disso, ||umol||z < ||uo||x e de (3.3.7) concluimos que ||u,, (T)||z < C;. Assim, podemos escrever,

MG < @)y (Tl +K1), ¥ yeR (338

Afirmagdo: Afirmamos que,

FnO)llv- <Cay ¥V yeER.
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Demonstragdo. Note que,

FaO)llv- = H [ e hunya

V*

< [ NFate)v-s
T
= [ @) ly-a
0
T
= [ 10 = vAun(0) = Buun(0) -
T
< [ UFOlv -+ ViAun (6l + [Bun )y

e usando as equacdes (2.7.6) e (3.2.3),

e T
[ fn ) [+ S/O £ @Oy~ Vlttm ()|l + K | (1) 5

= Hf”Ll(o,T;v*) JrV||”mHL1(0,T;V) +K”um“L2(O,T;V)
<G| fllz0,7:v+) + VCallumll 20 7:v) + Kllttml 20, 7:v
<,

para todo m € IN, pois (it )men € limitada em L?(0,7;V). Como y € R foi arbitrario temos,

sup [| fin(y)[lv+ < G,
yeR

o que conclui a demonstragdo da afirmagao. U

Desse modo obtemos de (3.3.8) que

W lam ) |7 < LilumO)|lv, ¥ y€R, (3.3.9)

para algum L > 0.

Afirmagdo: Se 0 < y < 1/4 entdo existe C (dependendo apenas de y) tal que,

1+ |x|

2y L vl B

vV xeR.
E relevante ressaltar que a validade dessa desigualdade estaria assegurada mesmo se tivesse-
mos apenas que 0 < ¥ < 1/2, contudo, ao longo do restante do texto, € imprescindivel impor a

restri¢do mais rigorosade 0 < y < 1/4.
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Demonstragdo. Defina,

f:R—R
27 (1 + x| —27)
1+ |x|

Note que f é continua e,

(1 + x| 2Y)

X—yo0 X—yo0 1+¢x|
Y + |x]
a1y
2711
X—00 m+1

57

pois 2y — 1 < 0. De modo andlogo concluimos que lim f(x) = 1. Assim, f é limitada, ou seja,

X—r—00

existe C > 0 tal que,

2y 1-2y
R ) JPR O R
1+ |x| 1+ |x|1=2Y
como queriamos demonstrar.
Da afirmacéo acima e de (3.3.9), se 0 < v < 1/4 temos,
—~ T+yl |~
24 hdy <C nd
[ BP0y <€ [ R ) iy
[ N2 12
—C / H”m()?k{ dy+ ’y’””m(lyzgﬂ
R 1+ [y[!=27 R 1+ [y[!=2

<K d
o[/ )R-+ [ Ol

Vamos mostrar que o lado direito desta igualdade € finito. Do Teorema 2.20 temos,

T
[ Ny = [ @)l = [ (o) e <
R R 0

Nt ) [lv:

bllE0)IE
gc/um Wiy + | S

Hv

)

x e R,

:
:
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e para a segunda integral utilizamos a desigualdade de Holder, de modo que,

)l LT
Jorvom st < | fomrprmps] | Imo

1 1/2
<M —T .
= U]R<1+|y\127>2 y}

1/2

Afirmagdo: Temos que,

/ ! dy <
R (1+ [y 22

Demonstragdo. E facil ver que a fungio que estd sendo integrada é par, portanto,

1 * 1
5 d :2/ ———5d
Jomrrpmm® =2, wrm
—2 /1 S— [ S—
T YT ey

mas note que, se 0 < ¥y < 1/4 entio 0 <2y < 1/2ecomo0<y<1temos 0 <y’ <1, e
portanto y < y1 72", de modo que,

1 1 1 *© 1
———dy <2 / ——d +/ ————d
TR <2 |, Trt ) T y]

1
=142 ————dy.
o2

Agora, como paray > | temos que y2747 < (1+ y1*27)2 , deduzimos que

1 |
5 <1-|—2/ ——d
/R(HM”Y)Z ' I

a

1
=1421lim | ——Fdy

a—seo Jq y2—4y
4y—1 |a
—1421im (y )
1

a—e \ 4y—1

_ 2 4y—1
_1+4Y— 6}1_1)1010(61 —1)
- 2

O 4y—1

pois 0 < y < 1/4, e isso conclui a prova da afirmacao. U
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Assim obtivemos que,

b By = DGOy <o ¥ me.

Agora, como (i) mely estd contida em um subconjunto limitado de L*(0,T;V), temos que

(Thm)mely estd contida em um conjunto limitado de L*(R, V), e portanto,

7|2 7|2 |12
H”m“,;ﬂ(ﬁy,ﬂ) = H“mHLz(R,v) + !Hy!”umHLz(R’H) <eo, VmeN,

ou seja, (im)men estd contida em um subconjunto limitado de s#7(R,V,H). Mas [0,T] é

compacto, e portanto, (i, ), estd contida em um subconjunto limitado de Jﬁ Y (R,V,H).

0.7]

Assim, temos,

1. (4pm)men contida em um subconjunto limitado de L™ (0,7;H).
2. () men contida em um subconjunto limitado de L*(0,T;V).

3. (#m)mew contida em um subconjunto limitado de .7, I

[()7T] (Ra VaH)

Passo 4 - Passagem ao Limite

Do Teorema 2.21 temos a imersao %‘Tg 7]

uma subsequéncia (i) jeN C (#m)meN que converge na topologia forte de L*(R,H). Mas

(R,V,H) < L*(R,H) compacta, ou seja, existe

entdo (uy;);jeN converge na topologia forte de L*(0,T;H), ou seja, existe u € L*>(0,T;H) tal

que,
U, —> U €m L*(0,T;H).

Agora note que (uy;) jen € limitada em L%(0,T;V) e portanto, pelo Teorema 2.2, existe uma

subsequéncia (um;, )ien S (Um;) je € Ux € L*(0,T:V) tal que,
Um;, — Uy €M Lz(O,T;V).
Renomeando a sequéncia (”’"J‘z )iew como (U )reN temos,

wy—u em L*(0,T:H), e ux—u, em L*(0,T:;V).

Afirmagdo: Temos u = u,.

Demonstragdo. Seja f € (L*(0,T;H))*. Da convergéncia forte temos que f(ux) — f(u), e da

convergéncia fraca que f(u;) — f(u,), uma vez que f pode ser encarado como um elemento de
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(L*(0,T;V))*. Dai, da unicidade do limite, temos que f(u) = f(uy). Mas entdo f(u—u,) =0,

para todo f € (L*(0,T;H))*. Disto decorre que u = u,, como queriamos demonstrar. O

Agora note que,

L=(0,T;H) = L”(0,T;H*) = (L' (0,T;H))*,

[yl )

onde o simbolo “=" indica uma isometria. Daf, como (u; e € limitada em L™ (0,T; H) entdo
(u)kew C (L'(0,7;H))* é limitada (aqui usamos o simbolo u} para denotar o representante
em (L'(0,T;H))* do elemento u). Como L'(0,7;H) é separdvel, do Teorema 2.3 existe uma
subsequéncia () jen de (g )rew € uj € (L'(0,T;H))* tal que U, Soupem (LY0,T;H))*.

Afirmacdo: u=ugeu € L*(0,T;V)NL"(0,T;H).

Demonstra¢do. Como u,tj S ufem (LY(0,T;H))* temos,
u,”;j(v) —uj(v), Y velL(0,T;H),
mas por defini¢ao isto é,
T T
i (v) = / (1, (), v(2)) e — / (o) V(D) mdi, ¥ veL'(0,T;:H).  (33.10)
0 0
Por outro lado temos u; — u em L*(0,T;H), ou seja,
flug) = f(w), ¥ fe(L*(0,T:H))",
e pelo Teorema de Representacao de Riesz isto €,
T T
/ (1 (£), w(r) et — / (w(t),w()udt, ¥ weL20,T;H). (3.3.11)
0 0

Comparando (3.3.10) e (3.3.11) vemos facilmente que,

T T
/ (o (1), w(t)) gt = / (w(t),w(t)mdi ¥ we L20,T:H),
0 0

ou seja, u = ug, como queriamos demonstrar. U

Podemos entdo, afim de simplificar a notag@o, denotar (u;) jew por (ug)kew. Assim obtive-
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mos,

up —u em L*(0,T;H)
upy —u em L*(0,T;V)

*

up—u em L”(0,T;H),

com a ultima convergéncia sendo a menos de uma isometria.

Agora, da equacao (3.3.2) e para j < k fixo, temos,

(i (0),wi) e + v (u(t),wiy 4+ b(ux(t), ue(t),w;) = (f(1),w;).

Seja agora ¢ (1) € C*([0,T]) tal que ¢ (T') = 0, de modo que multiplicando a equagio anterior
por @(¢) e integrando de 0 a T temos,

T

T
| o +v [ o) wpvoedr
T

isto €,

T T
[ w0 0wmwudr+v [ (0.0 0wy
T T
+ /0 b (6, e (£), 6 (£)w )t = /0 (F(2), 0(e)w;)dr.

Integrando o primeito termo por partes, vem,

T T
| 00w mds == [ (uele), 0" (6w mdt = (0. 6 (0w

€ portanto temos,

T

T
— [ o). 0" (6w i + v / ()0 0w v+ [ blao)an0). 000wy

(3.3.12)
—/ WJ dl‘—l—(uko (P( ) >H~

Nosso objetivo agora serd usar as convergéncias da sequéncia (uy)rey €m seus respectivos
espacos para mostrar a convergéncia de cada um destes termos. A convergéncia da integral do

operador b segue diretamente do Lema 2.27, isto é,

T T
| b0, 0 wpwy)dr [ b(u(0).u). 00w
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Note que ¢w; € C*([0,T];V) C L*(0,T;V) para todo j € IN. Assim, para o primeiro termo

temos,

T

T
/0 <Mk(f),¢'(f)Wj>de—/0 (u(t), o' (O)wj)ndt| = [(ur, O'w ) 20,7501 — (W) r20.70)|

= |(ux —u, ¢/W.i>L2(O,T;H)’

<l — ”||L2(0,T;H) ||¢/Wj||L2(O,T;H)7

e da convergéncia forte de (1) em L?(0,T; H) obtemos a covergéncia do primeiro termo.
Para o segundo termo temos u; — u em LZ(O,T;V), e como Pw; € LZ(O,T;V) obtemos

diretamente,

<uk7¢wj>L2(O7T;V) — (u, ¢WJ>L2(O7T;V)'

Ora, para o ultimo termo € facilmente verificavel que,

| (0, 9 (0)w )i — (o, 9 (0)w ;)| < [Juxo — o[ [|@ (O)wj|lz — O

quando k — c. Assim, a equagdo (3.3.12) apds a passagem ao limite escreve-se,

T

[ tute). Oy v |
= [ (00,06 wi)ai + (0,6 O .

wm¢mem+/b u(0), 0 (0)w,)dr

Ora, da linearidade da integral, do produto interno e do funcional f(¢), segue que esta igual-

dade vale para todo elemento de span(w;) jcI, isto &, para toda ¢ € span(w;) jciv Vale,

T T T
- [ w9 Ohudt+v [ w0000+ [ blae).ute). 6 (1) p)e
0 0 0
T
= [ (0.600)dr +(w0,9(0)9)

Por densidade mostraremos a validade desta equagdo para todo elemento de V. Seja entdo

veEVe (@Qu)new C span(w;) jew tal que ¢, — v nanorma || - ||y. Faremos apenas para o primeiro

[ 10,0000l

<H%—wg/u o' (1)

termo, pois os demais sao analogos. De fato,

T
[ tute). 0 @ — [ w000 <

< Kllou vl [ 1) 1"l
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que converge para zero quando n — oo, Assim obtivemos,

- /0 T(u(t),(p’(t)v)Hdt—l-v / (u(), @ (r)v)vdr + / b(u 9(1)v)dr

(3.3.13)
= [ (@00t + a0, 00,

paratodo v € V. Agora, se ¢ € C;°((0,7)) a equagdo (3.3.13) € escrita como,

T

_/T<M(t)aV>H¢’(t)dt+V/ (u(t),v)yv o (1)dt
0 0
T T
+ [ b0 )90d = [ (100 (r,

e nao € dificil notar que as funcodes,

[O>T] St <u(t)7V>H7<u<t)>v>V>b(u(t)ﬂu(t)av)v(f(t>7v) €R,

definem distribui¢des, de modo que podemos escrever,

(G 009),0 )+ ¥ (1)) 01+ (ule)(1),9).0) = (70).),0),

ou ainda,

(SO V)04 000,900 ) = (F00).0). ¥ 0 € CZO.T)

e para todo v € V, o que demonstra a equagao (3.3.1).
Passo 5 - Condicao Inicial

Nosso objetivo neste passo serd mostrar que u(0) = up em H. Para tando comegamos notando
que se ¢ € C((0,7)) étal que ¢(0) =1e ¢(T) =0, da equagdo (3.3.12) temos,

T T
_ /O (e (£), 0 ()w ) adt + v / (e (£), 0 (F)whvdi + / b(ug (1), e (2), 0 (£)w )t
—/ w] dt—i—(uko,w])

Usando as convergéncias da sequéncia (uy)ren como fizemos no passo anterior obtemos,

T T
— | o), 90w i + v / (), 9 e pwi)vai-+ [ (), u(0), 00wy

(3.3.14)
—/ tywj)dt + (uo,w;)u.
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Agora, como sabemos que,

d

) w3} v (0), )+ blale), u(0), ) = (1)), (3:3.15)

escolhendo, como acima, ¢ € C7((0,7)) tal que ¢(0) =1 e ¢(7) = 0, multiplicando (3.3.15)

e integrando obtemos,

/OT %<u(t)7wj>H¢(l)dt+V/()T<M(l),wj>v¢(l‘)df+/()Tb(u(t),u(l‘),wj)q)(f)dt
:/O (F(£),w))9 (t)dt,

e notando que a fungio [0,7] 3 ¢+ (u(t),w;)u é L' ([0,T]) e a derivada no primeiro termo é no

sentido fraco, podemos integrar o primeiro termo por partes e obter,

T

—/OT<u(t),wj)H¢'(t)dt—l—v/ (u(t),wj)veo(t dH—/ u(t),w;)¢(t)dt

(3.3.16)
—/ (1)t + (u(0),w,)a.

Comparando as equagdes (3.3.14) e (3.3.16) temos diretamente u(0) = up, como queriamos

demonstrar. [

3.4 Unicidade da Solucao para R" (n = 2)

Como € conhecido na teoria de Navier-Stokes, a unicidade de solucdo fraca existe apenas no
caso n = 2, sendo este o resultado que apresentamos a seguir. Além da unicidade, conseguimos

mais alguns resultados relativos a regularidade da solugao.

Teorema 3.2. Sob as mesmas hipéteses do Teorema 3.1 com n = 2, a fungdo u é vinica. Além
disso, u é igual q.t.p. a uma fungdo em C(0,T;H).
Demonstragdo. Demonstremos primeiramente o resultado relativo a regularidade. Como u é

solucdo fraca de Navier-Stokes, entdo da segunda formulagdo fraca temos,
W =f—VvAu—Bu em (0,T),

mas note que cada termo do lado direito estd em L*(0,7,V*). De fato, f por hipétese, Au por
defini¢do e Bu pelo item (3) do Lema 2.26 (onde usamos fortemente a hipétese n = 2). Disto
segue que i’ € L? (0,T;V*), e portanto, do Lema 2.22 temos u igual, a menos de um conjunto
de medida nula, a uma fungio em C(0,7;H).

Agora para a unicidade, suponha que u; e up sejam duas solugdes fracas satisfazendo o

Teorema 3.1. Defina u = u; —up. Ainda, da segunda formulacao fraca temos u € L2(O, T;V),
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W' € L2(0,T;V*) e,
W +VAu+Bu=0 < o +VvAu=—Bu;+Bus,

com u(0) = 0. Ora, entdo podemos escrever,

(u'(2),u(t)) + v(Au(t),u(t)) = —(Bu(t),u(r)) + (Buz(1),u(t)),

e usando os Lemas 2.22, 2.26 e a equagao (3.2.2) temos,

5 2 O+ VI 15 = b (1), 11 (1), () + blua (1), w2 2), (1)),

ou ainda,

d
E||u(t)l|%1+2\’|lu(t)||5 = =2b(uy (1), u1 (), u(r)) +2b(uz(t), ua (1), u(t)).
Mas note que (cf. Afirmagdo 2 do Lema 2.25),

—2b(uy (), u1 (1), u(t)) +2b(uz (1), u2 (1), u(r))
= —=2b(ur (t),u1 (1), u(t)) + 2b(ur (1), u2 (1), u(t))
= 2b(ur (1), uz (1), u(t)) +2b(ua (1), uz (1), u(t))
)sur (1) —ua(t),u(t)) = 2b(uy (1) — ua (1), u2 (1), u(r))
) = 2b(u(t), ua (1), u(r))
);

us
= —2b(uy
= —2b(uy (), u(t),u(t)
= —2b(u(t),ux(t),u(t)

t

(1
(

e usando o Lema 2.26 temos,

25(u(),(0), ()] < 2%/ o) o) Iy s 1)
=231ty Y2 ) o)l
< 20} o) s o)1

de modo que,

d 1
@ +2vIe@IF < 2v @5+ - @)l O]
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isto &,

d 1

@ < @l (07

Como ||u(t)||% é absolutamente continua (cf. Lema 2.22), e ||u(t)||%, ||u2(¢)||Z sdo integraveis
(pois u,uy € Lz(O, T;V)), usando a Desigualdade de Gronwall (cf. Teorema 2.7) obtemos dire-

tamente,

(@)l =0,

e portanto u;(t) = up(t), como queriamos demonstrar. [

Vejamos agora por que nao conseguimos demonstrar a unicidade de solu¢do quando a di-
mensdo do espago € igual a trés. Note que na demonstragdo do segundo item do Lema 2.26
utilizamos a Desigualdade de Ladyzhenskaya (ver 2.7.1), onde assumimos a hipétese n = 2. De

fato, se n = 3 a desigualdade de Ladyzhenskaya torna-se,

1/2 3/4

lull o) < 2" lull oo 1Vully gy Y u € H (),

vélida para qualquer aberto Q C R? (ver por exemplo, [25], pagina 296). Assim, seguindo a

demonstrancdo do item dois do Lema 2.26 obtemos,

1/2

3/4 1/2 3/4
b, vy w)| < KWl ull i 2l w2 wl v wvwev,

e alguma constante K > 0. Usando a propriedade que b(u,v,w) = —b(u,w,v) temos,
3/2
[Bullv- < Kllullulluly/, Ve V.
Agora se u € L*(0,7;V)NL>(0,T;H) entdo,
3/2
[Bu(t)l[v+ < Kllu(@)||allu@)lly " g.t.p. em (0,T),
e portanto,
4 3 4/3 4/3 2
[ o) < K [ o) 5 o)t < K

ou seja, Bu € L3 (0,T;V*), e seguindo a demonstragdo do teorema 3.2 obtemos u’ € 43 (0,T;V"),
de modo que nao podemos utilizar o Lema 2.22, e portanto ndo podemos concluir a unicidade

de solugdo.
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4 Derivada Fracionaria nas Equacoes de Navier-Stokes

Neste capitulo, discutiremos o notavel artigo M. Shinbrot, Fractional derivatives of solutions
of the Navier-Stokes equations, Archive for Rational Mechanics and Analysis, 40(2):139-154,
1971. O foco desse artigo era aprimorar a resposta a uma questao intrigante inicialmente levan-
tada em 1959 por Jacques-Louis Lions sobre a regularidade de solugdes fracas das equagdes de
Navier-Stokes. Lions, influenciado pela derivada fracionédria de Riemann-Liouville, conjectu-
rava que uma solucao fraca dessas equacdes poderia eventualmente exibir alguma regularidade
além daquela garantida pelas técnicas de Faedo-Galerkin. Com base nessa questdo, Lions de-
monstrou em [16] que, se a dimensao fosse n < 4, entdo, para quaisquer dados iniciais, exis-
tiria uma solug@o fraca com derivada temporal fracionédria de Riemann-Liouville com ordem
a € (0,1/4) em L*((0,00); H).

Shinbrot menciona em seu trabalho que alguns anos apds o artigo de Lions, ele proprio
conseguiu provar, quando n = 3, a existéncia de solucdes fracas com derivadas temporais fra-
ciondrias de Riemann-Liouville com ordem o € (0,1/3), e posteriormente Lions aprimorou
para a € (0,2/5). Surpreendentemente, nenhum deles publicou esses resultados.

De qualquer forma, ambos conjecturavam que solucdes fracas deveriam ter derivadas fra-
ciondrias de Riemann-Liouville regulares de ordem no maximo o = 1/2, embora nenhum deles
conseguisse provar essa hipétese. Com base nessas indagagdes, Shinbrot, em seu trabalho [23],
demonstra que, para quaisquer dados iniciais, existe uma solu¢do fraca com uma derivada fra-
ciondria de qualquer ordem a € (0,1/2) em L?((0,0); H). E importante observar que Shinbrot
conseguiu uma demonstracao que vale para qualquer dimensao, superando as restri¢des anteri-
ormente impostas pelos estudos prévios.

Enderecando agora o artigo [23] propriamente dito, podemos resumidamente dizer que o
autor inicia seu estudo com a discretizacdo do tempo e a definicdo das “equacdes de Navier-
Stokes quantizadas”. Em seguida, ele demonstra a existéncia de solug¢do para essas equagoes,
utilizando o método de passagem ao limite para estabelecer a existéncia de uma solucao fraca
para as equacdes de Navier-Stokes. Por fim, o autor prova que, sob condi¢des especificas, a
solucdo fraca encontrada possui derivada temporal fraciondria de Riemann-Liouville de ordem
o € (0,1/2), apresenta uma estimativa e prova também que ela estd em L?((0,00); H).

Durante toda esta secdo, onde desenvolveremos os cdlculos realizados no artigo, assumi-
remos que Q C R" é um dominio (aberto, conexo, e com fronteira suficientemente regular),
limitado ou ndo.

Seja €.°(Q) como anteriormente (relembre mais detalhes em (2.4.1)). Dai, denote por

Z£2(Q) o completamento de €°(Q) quando imbuido da norma de L?(). Agora, observando
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que

. 1/2
Z HV”iH]%}(Q)] )
i=1

Il gty =

define uma norma em %, (), gracas a compacidade do suporte das funcdes testes e a Desi-
gualdade de Poincaré (2.14), podemos denotar por %! (Q) o completamento de €°(Q) quando
o imbuimos da norma || - || ) (@)- Como Q pode ser um conjunto ilimitado, ndo temos necessa-

riamente a inclusao %’61 Q) CZ Z(Q). Deste modo, podemos considerar o espago,
L2(Q) N (Q),

com a norma,
1/2

IV i = | M2y + 1700

Além disso, € possivel demonstrar por meio de equivaléncias, as quais s@o omitidas, uma

vez que nao compdem o cerne deste capitulo, que

2@ =77@)" @, Q=@

2 2ol
%M(Q)i” (@Q)NA (@)

Cc

=.24Q)N A (Q),

e detalhes mais finos sobre estes espacos podem se encontrados em [2, 5, 15].

Assim temos a seguinte decomposi¢ao cldssica (ver [14], pagina 27),
L*(Q) = G(Q) & L*(Q),
onde G(Q) denota o conjunto de todos os gradientes, isto é,
G(Q)={V¢ : ¢ €L, (Q) e Dp € L*(Q)},

e podemos entio considerar P : L2(Q) — L?(Q) a Projecdo (de Leray) ortogonal de L?(Q) em
Z2(Q). E resultado conhecido que P ¢ linear, limitado, P*> = P e,

(P(u),v)12(q) = U, P(V))120q), V u,vE€ L*(Q).
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4.1 As Equacoes de Navier-Stokes Quantizadas

Se considerarmos a densidade do fluido constante e igual a um, bem como sua viscosidade
cinemadtica, e supormos que nao existem forcas externas agindo sobre o fluido, as equacdes de

Navier-Stokes tomam a forma,

%—Au—l—(wV)u:—Vp @4.1.1)
Div(u) =0 4.1.2)

u(x,t) =0, YV x€dQ 4.1.3)
u(x,0) = up(x), (4.1.4)

onde up : Q — R" é dada. Uma solugdo é uma fungdo vetorial u : Q x [0,00) — R" e uma fungio
escalar p : Q x [0,00) — R que satisfacam (4.1.1)-(4.1.4). Agora, por causa de (4.1.2), do fato
de Q ser aberto e de (4.1.3), uma solu¢@o das equagdes de Navier-Stokes deve ser uma fun¢do
que, para cada ¢ fixo, pertence a .Z 2(Q), e que para cada x associa uma funcao no dominio do

Laplaciano. Em simbolos,

u:(0,00) = 2(Q)
t—u(-,t) = D(A)

x— u(x,1)
De acordo com isto, reescrevemos (4.1.1) como,

%(;) —Au(t) + (u(t) - V)u(t) = —Vp(t),

e podemos aplicar a projecdo ortogonal P nesta equacdo de modo que, assumindo algumas
hipGteses sobre p(t) (a saber, p(t) € L7, .(Q) e D p(t) € L*(Q)) temos,

%(t} — P[Au(t)] + P[(u(z) - V)u(r)] = 0. (4.1.5)
Agora, substituimos du(t)/dt em (4.1.5) pela aproximago,

u(t) —u(t—nh)
—

e um dos u(z) do pendltimo termo da equagdo (4.1.5) por u(t — h), obtendo assim,

w(t) — u(t — h) — hP{Au(t)] + hP[(u(t — h) - V)u(r)] = 0. (4.1.6)
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Faremos agora uma discretizacdo do tempo, da seguinte forma. Se temos uma condi¢cdo
inicial u(fy) = uo dada, colocamos t =ty + hk com k € IN, de modo que u(tg + hk) = uy e

portanto,
U — Up_ —hP[Auk]+hP[(uk_1 V)Mk] =0, k=1,2,... 4.1.7)

e chamaremos (4.1.7) de Equacdes de Navier-Stokes Quantizadas. E importante notar que,
se atribuimos um valor a u;_1, a equacdo (4.1.7) torna-se linear em relacdo a uy, sendo esta
a principal justificativa para as substitui¢des realizadas a fim de obtermos (4.1.7) a partir de
(4.1.6).

Baseados nas observagdes e construgdes acima, podemos obter as seguintes consequéncias.

Definiciio 27. Sejam h > 0 e v € £*(Q). Dizemos que w é uma solugdo fraca do problema,
w—hP[Aw]+h(v-V)w =, (4.1.8)

se w € LQ)N A (Q) e satisfaz,

(W, @)12(q) + h{w, (Pbg;)l @ TR VW, @)120) = (v, @)1210),

para todo ¢ € 6" (Q).
Lema 4.1. Seja h > 0. Entdo (4.1.8) tem ao menos uma solugdo fraca para todo v € &> (Q).
Demonstracdo. Fixe v € €.°(Q) e para cada w € .2%(Q) N4 (Q) defina o funcional,
F,: 22(Q)nAHQ) - R
¢ = (W, @)12(q) + h{w, €0>%1 @) TV V)W, @)12q)
Que F,, € linear segue da linearidade dos produtos internos. Agora note que,
B (@)] < [(w, @)12(0) + 1w, @) 1 @) | +1I((V- V)W, @)12(0)

< Wl M@ +alwl g @l el @) + Il - VWl g lelleg)

< HWHme%l H‘PHzm;@ +hHW||32m%l H‘PHzijsﬂol +h[|(v- Vw2 ) ||‘PH$2rwf017

e como ainda temos,

[0Vl = [ 19w

2
dx
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j=1 \i=
no w2
- e £ (5) <
/ =1\ 0%
5 n
- Vw;-Vw;d
r)?eagyz;\v(x)\ /QJ; wj-Vw;dx
2
_ 2
— (max bl ) 1B
2
2
< (max b0 )

obtemos que,

Fu@)] < 1] g 19120+ 1102 191 s + s 0 ] 20 191 0
= (14t v ) Il 0] 2y

= cnllwll 2201 101l 220
(4.1.9)

e portanto F,, é limitado em .2%(Q) N4 (Q), ou seja, F, € [L*(Q) N4 (Q)]* (note que
h > 0 estd fixo). Assim, pelo Teorema da Representacdo de Riesz, existe um tnico elemento,
que denotaremos Aw € .2*(Q) N/ (Q) tal que,

Fo(9) = (AW.0) grr 01, ¥ @ e 2 Q)N (Q). (4.1.10)

Vejamos que o operador A ¢ linear e limitado. De fato, se w,u € £*(Q) N4 (Q)e A e R
entdo F,, 5, € [£%(Q) N (Q)]* e portanto existe um tnico A(w + Au) € £*(Q) N4 (Q)
tal que,

Fuiau(@) = (AW +2u),0) o, ¥ @ € L3Q)N A (Q).
Mas ora,

<A(W+Au)a (p>$2m;fol = Fw-i—lu((p)
= Fw(‘P) +;LFu(§D)
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= (Aw, q’)me%l + A (Au, §D>$2m<%001
- <AW + /'LAM, (p>$2ﬁ%l ,
para toda @ € .£%(Q) N4 (Q), ou seja, A é linear. Agora, quando @ = Aw de (4.1.9) e (4.1.10)

temos
2
Fy(Aw) = <AW,AW>gzm%g)1 = HAWHgm%I < ChHWHmey/g HAWH,%ZQJKBU
e portanto,
1AWl 2 < nllwl o, ¥ w e LAQ)NA (),
ou seja, A € limitado.

Afirmagdo: Para todo w € ZL%(Q) N Q) e v € €7 (Q) temos ((v-V)w, W)Lz (q) = 0.

Demonstragdo. Note que esse resultado ndo decorre diretamente da afirmagdo dois do Lema
2.25, pois ndo assumimos Q C R" limitado e ndo impomos restri¢do sobre a dimensido do
espaco, de modo que faremos sua demonstracio na integra. Comecaremos mostrando que para

Yy € 6.°(Q) temos,

(V- V)Y, ¥)p2q) =0.

De fato, pelo Teorema de Green,

(v- Vv, v Z /v, o Ly idx

i,j=1

_ oy}
T2 Z / ' Ox;

,Jl

_ 1! 3\/, 2
JZ:I/ 3x,

- _EJZI/QDI'V(V)WZ

=0.

Agora, como w € ) (Q) N.Z*(Q), seja (Yp)new C €°(Q) tal que W, — w na norma de
22(Q) N4 (Q). Entio,

(O V)W, W) 12@) = (V- V)W W) | < [{(V- V)W, Yo = W12
FHE-V)W =), whi2(g)l,
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e estd claro que mostrar a convergéncia de ambos os termos para zero prova a afirmacao. Ora,

(V- V)W, Wn)r2 () — (V- V)W, W)
< K- V)W, W = w2l + (- V) (W = i), w2 ()]

< Gl i@ Wl 1 @ 1Wn = wliL2 @) + Callv =) [Wn = wllz1 @) WllL2 (o)
< C Ml ¥l gt 22 19— Wl et 2+ Callvllmqy 19— Wl i
o que demonstra a convergéncia e finaliza a prova. 0

Assim temos,

1AWl z2m 1 Wl 2t = (AW, W) 2
= FW<W>

= W2 () + WIS o)

. 2
> mln{l,h}Hngzm%l,
portanto,
1AW g2 = min{ LA} Wl] 21 (4.1.11)

€ consequentemente,

AWl g2t = mind 1A} [wl] g2, (4.1.12)

pois ’|A*W”$2m%l = ||Aw||$2m%1 (visto que A € limitado), onde A™ é o operador adjunto de A,
isto é, o tnico operador em .Z%(Q) N .7 (Q) tal que,

(Aw, V>,$2m;f61 = <W,A*V>$2m%1, V wv e LHQ)NA Q).

Continuaremos com a demonstracao ao apresentar as seguintes duas afirmag¢des fundamen-

tais.

Afirmagdo: (4.1.12) implica Ker(A*) = {0} e portanto, Im(A) é densa em .Z%(Q) N7 (Q).

Demonstragdo. Sejaw € £2(Q)N.4! (Q) tal que A*w = 0. De (4.1.12) temos ||Wngm%%1 =0,
ou seja, w = 0, isto é, Ker(A™) = {0}. De um resultado conhecido da andlise funcional (ver [21],

pagina 99) temos Ker(A*) = (Im(A))~, e ndo ¢é dificil mostrar que,

(Im(A))* = Im(A) .
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Assim, temos a seguinte decomposi¢ao (ver [13], paginas 146-147),

22(Q)N A4 (Q) = Im(A) @ Im(A) = Im(A) © Ker(A*) = Im(A),

como queriamos demonstrar. 0

Afirmagdo: (4.1.11) implica que Im(A) é fechada.

Demonstragdo. Seja (y,)new C Im(A) uma sequéncia convergente na norma || - || 2 - Entdo

para todo n € IN existe x, € .£2(Q) N4 (Q) tal que Ax,, = y,. Assim,

|¥n _ymH_eruz%l = ||Ax, _Axm“f%jfol > min{1, i}||x, _meiﬂ%%lv

e portanto a sequéncia (x,),cn € de Cauchy, logo, convergente. Seja x o limite da sequéncia

(xn)new €y o limite da sequéncia (y, ). Como A € limitado,

| Axy —Angmﬁ%l < [|A][[lxn _XH.,%%%U

e portanto Ax, — Ax. Da unicidade do limite temos Ax =y, ou seja, y € Im(A), e portanto Im(A)
¢ fechada. O

Das afirmagdes provadas acima obtemos que,

22(Q)N A Q) =Im(A) = Im(A),
ou seja, A € sobrejetivo. Defina agora o funcional linear,

G: Q)N (Q) =R,
¢ = (1, 9)12(0)-
Que G é linear e limitado é facil ver. Entao, pelo Teorema da Representacdo de Riesz, existe

um tinico v; € £%(Q) N (Q) tal que,

(1 9)120) = G(9) = (11,0) g, ¥ 9 € LHQNA (Q).
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Como A é sobrejetivo, existe w € .Z2(Q) N4 (Q) tal que Aw = v e portanto,

<V7 ¢>L2(Q) = <V17 @)fzﬂ%l
= <AW7 (P>$2ﬁ%61
= <W7 ¢>L2(Q) + h<W7 q’)g%%l + h<(V ' V)W7 (P>L2(Q)7
para toda ¢ € £2(Q) N4 (Q), ou seja, w é uma solugio de (4.1.8) para todo v € €°(Q).
Agora, para v € .Z%(Q), seja (vu)new C €2°(Q) tal que v, — v na norma || - l12(q)- Seja

(Wn)new C ZHQ) N4 (Q) a sequéncia de solugdes de (4.1.8) que, como acabamos de de-

monstrar, existe. Assim, para cada n € IN temos,
Vi, @)12(0) = Wn, @)12(0) + A Wn, @) 1 (@) T 1V - V)W, 9)12(), (4.1.13)
para toda ¢ € £2(Q) N .4 (Q). Colocando @ = w, temos,
(Vs wn)L2(0) = (Wny Wn)1L2(0) +h<anWn>yf61 () +1{(Va - V)Wn, Wa)12()
isto &,
(vnwidiz() = Wallgaa) +Alwall 2 o) 4.1.14)
Agora note que,
(Wn>Wn>]L2(Q) +2h||WnHé%l Q) — ||WnH]iZ(Q) +2h|lwn||i%l Q) — <VnaWn>]L2(Q) +hHWnHi%l Q)
e portanto,
(v — Wnawrt)ILP(Q) = h”W”H%I(Q)'
Como (v, — wy, v, — Wn>L2(Q) > (0 temos,
(Viy Vn — Wn>]L2(Q) > (Wi, Vi — Wn)]]}(g) = hHWn‘@g%l Q)
ou seja,

<vnuvn>L2(Q) 2 hHW’lHigg)l(Q) + <Vn7Wn>L2(Q)- (4115)
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De (4.1.14) e (4.1.15) obtemos,

||Wn||i2(g) +2h’|wnl|ig6l(g) = <VnaWn>IL2(Q) +h||Wn||iﬁ)l(Q) < <Vn7Vn>IL2(Q) = Hv”H]iZ(Q)a
(4.1.16)

e portanto,
. 2 2 2 2
min{ 1, 28} {1Wall "o o1 < [IWnllzz () +201wall 5 ) < IValliz ), ¥ ne NN,

ou seja, a sequéncia (wy e ¢ limitada em 22(Q) N .74 (Q) (note que h esté fixo), pois a

sequéncia (v, )eny é convergente na norma de (). Como .£2(Q) N7 () é Hilbert, existe

uma subsequéncia (wy;) jev que converge fracamente, digamos, para w € . 2Q)NAH Q).
De (4.1.13) para ¢ € €.°(Q2) temos,

(Vi @)120Q) = Wnj @)r2() + 1Wnj, @) i () + (V- VIWnjs @)12(0), ¥V JEN.

(4.1.17)
Vamos mostrar agora as convergéncias para cada termo de (4.1.17). Note que,
[V, @) — (v @z < vn; — Vil 192 @) — 0,
pois v,; — v na norma || - [|12(q). Defina os funcionais,
(@) LR N A (Q) = R )i LR N A Q) = R
u (U, Q)r2() v (V@) i)

E facil ver que esses funcionais sdo lineares e limitados em .22 (Q) N4 (Q), e portanto, da

defini¢do de convergéncia fraca temos,

Wnj @)120) = W @)12(0) € AWay @) i) = BW, @) i ()
e portanto, resta mostrar a convergéncia do dltimo termo de (4.1.17).
Afirmagdo: ((vn; - V)wn;) jeiw converge fracamente para (v-V)w em LY(Q).

Demonstragdo. Apenas para facilitar a notagdo denotemos,

(Vi - V)W) jewx = (k- V)W) ke
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Usando a Desigualdade de Holder nao € dificil ver que,
(k- VIwge (v-V)weLI(Q), V keN.
Agora seja @ € (L!(Q))*. Vamos mostrar que,
@ ((vie- VIwi) = @7 ((v- V)w).
Como ¢* € (L!(Q))* entdo podemos dizer que existe ¢ € L™(Q) tal que,
0" (ve-V)we) = [ [ V)] - g,
e portanto basta mostrar que,
L1V pax = [ (-9 .

Para tanto, note que,

el g [ (09 pas < [ 10w~ (- V-
g/ |[(vk-V)wk—(v-V)wk]-<pydx+/ (v-V)we— (v- V)w] - g|dx

= [ 0=y plax+ [ 1[0 ¥)(wi =) pla,

e vejamos a convergéncia de cada um dos termos. Para o primeiro, usando a Desigualdade de

Holder Generalizada temos,

/|[(vk—v) Ywi] - @ldx < Z/ Vi — )jgoj dx
Q i,j=1
9(W1<)j
< 2 vk=villpe |5 @)l
,JZ:I L 8x,’ LZ(Q) JIE (Q)
o 2 ;. 3w, I 1/2
W)
<) (Z ||(vk_v)i||%2(g)> (Z 8xk~ : ) ®illz=()
J=1 \i= i=1 i 2(Q)
) 1/2
< Clve—vll2 — 19jll 2=
o i,Jz—:l il J—Zl e

= Clvik = vz @ l1@ll=@) Wil 1 ()

que converge para zero, pois (wy)ren € limitada em .Z%(Q) N .7 (Q), e portanto limitada em
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%’61 (Q). Para o segundo termo, definimos,

T:2%(Q)nAQ) - R

w /Q[(V-V)W] - Qdx

Como wy — w em Z2(Q) N4 (Q), basta mostrar que T € [£?(Q) N4 (Q)]*. Ora, a

linearidade € facilmente verificada. Para a limitacdo note que,

700 = [ [0-9)01- pa

Y Vill e

ij=1

IN

ox; : ||‘Pj||L°°(Q)

2(Q

IN

V2@ Iwlg @ ll@ll=(@)

< Vllezo) Wl g2nm 101,

e isso conclui a prova da afirmacao. U

Agora note que ¢ € £.°(Q) C L=(Q), e como L™(Q) ~ (L' (Q))*, existe uma tinica funcio
0" € (LY(Q))* tal que,

0" (u) = / ¢ udx, ¥V ucl(Q).
Q
Da afirmacao acima temos,
" ((vn; - V)wn;) = @*((v-V)w),
isto €,
/ (v, - V)W - @dx — / (v-V)w] - pdx,
Q Q

ou ainda,

<(an 'V)ana (P>IL2(Q) — <(V'V)W’ (P>IL,2(Q)7

e portanto temos a convergéncia do dltimo termo de (4.1.17).
Assim, obtemos que w € .Z%(Q) N4 (Q) é a solugio fraca de (4.1.8). |
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Lema 4.2. Para h >0 e v € 2*(Q), tome w € L(Q) N (Q) como sendo a solucdo fraca

de (4.1.8) cuja a existéncia é garantida pelo Lema 4.1. Entdo vale,
2 2
IWIiE2iqy + 2hlwl 500 o) < WVlIE2iqy € Wl )+ 1w = Vil () +20IWI%0 o) < IWIIE2(q)

Demonstragdo. Como vimos na prova do lema anterior, existe uma sequéncia (v, ),ew C 6. (Q)
convergindo fortemente para v em LL>(Q) e uma sequéncia (w,)peny € 22(Q) N4 (Q) das
correspondentes solugdes de (4.1.8), convergindo fracamente para w em £2(Q) N7 (Q).

Ainda da prova do lema anterior, temos de (4.1.14) e (4.1.16) que
(m iz = Wl H Il iy € Iwal22(q) 2l 0 < IVl
para todo n € IN. Note que,

anH]iZ(Q) - ||V||]i2(g)‘ = ’(HVHH]LZ(Q) + [Vlle2 @) (valliz@) = V@)
< Cl[valliz @) — VIl (o)]

< Clva =2
para todo n € IN, e portanto anH}é () converge para HVHiz (q)- Assim,
1im [|[wal|? 2,0 + 28 Wal 21 o] < 1M [[valZ2,00 = [V 200- (4.1.18)
n—eot MILA(Q) AN Q) = e THILA(Q) L2(Q)

Agora, como w, converge fraco para w em .2%(Q) N7 (Q), temos f(w,) — f(w), para
todo f € [Z*(Q) N (Q)]*. Seja g € [L*(Q)]* e deixe g’ denotar a restrigio de g para
L2(Q)N A4 (Q), de modo que g'(w,) — g’ (w). Como g(w,) = g'(w,) e g(w) = g’ (w) te-
mos w, — w em L?(Q). Da proposi¢do 2.2 segue que,

Wlli2q) < 11m]11\111f||wn||L2 (4.1.19)

mas por propriedade do limite inferior temos,
2
2 L _
||w||L2(Q) < <11}£I€1]11311f|\wn]|L2(Q)) hmlll\rllf”WnHLz < hm HWn”]LZ : (4.1.20)

Analogamente concluimos que w, — w em .74 (Q) e portanto temos,

1157 (o) < iminf Iwall g o) < Jim [nlls g
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e de (4.1.18) segue que,

||w||]i2(g) +2h|]w||%1(9) < ||V||i2(g)7

0 que prova a primeira equagao.

Para provar a segunda equagdo, primeiro reescrevemos (4.1.14) como,
(Wa = Vi, W) 120 + hlwall%1 ) = 0
Wn —Vn,Wn L2(Q) Wn yf(:)l (Q) s
e note que,

”Wn - Vn”]%}(g) "‘h”WnHig%l Q) — <Wn —Vny,Wn — Vn>IL2(Q) +h||Wn||iﬁ)l(Q)

= <Wn - Vnawn>L2(Q) - <Wn - Vn»Vn>]L,2(Q) +h||wn||ig61(g)

= _<Wn - Vn7Vn>]L2(Q)
= _<Wnavn>]]_,2(£2) + ||Vn||i2(g)

= ||Vn||]i2(g) - ||Wn||]i2(g) _hHWI’LH:Z;%l(Q)v

sendo que na passagem para a ultima linha usamos novamente a identidade (4.1.14). Mas entao
[[Wn _VnH]iZ(Q) +2h|‘wn’|iﬁ)l(g) + HwnHiZ(Q) = Hvl’lH]iZ(Q)ﬂ vV nelN.
Note agora que, como w, — w e v, — v em LL?(Q) para todo f € [L*(Q)]* temos,
JWn—vn) = f(wn) = f(vn) = fw) = f(v) = fFw—v),
e portanto (w, —v,) — (w—v) em L>(Q), de modo que,
W —=vllL2q) < lirflfel]il\lllfHWn —VallL2 (@)

o que implica,

W =[50y < Hminf||[w, — va|? 2,0y < lim [[w, — v,|? (4.1.21)

L2(Q) = ey T TMILA(Q) = e 1T TILA(Q) o

e assim, usando novamente que ||v;, 22 converge para ||v 22 , € as desigualdades (4.1.19),
q L2(Q) gep L2(Q) g
(4.1.20) e (4.1.21), concluimos que

1220y + I = vIZa ) 20w @) < IM2(0y,
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como queriamos demonstrar. |

Teorema 4.3. Seja h > 0. Se ug € £ 2(Q) as equagoes de Navier-Stokes quantizadas (4.1.7)

tem uma sequéncia (u)rew C L2 (Q) N (Q) de solugdes fracas, isto é,

(e, @)12(0) — h{P[Au], @)y () +h{(uk—1 - V)uk, @)12(0) = (Uk—1, P)12(0)
V e € (Q) eV keN. Mais ainda, a sequéncia (uy) e satisfaz

letell 20 +2h\|uk||%ﬂl ) < luollFaiqys ¥ kEN, (4.1.22)

ZHuk—uleLz +2hZ||ukH%1 ) < ol (4.1.23)
k=

Demonstragdo. A sequéncia (uy)ren é construida da seguinte forma. Como uy € .Z%(Q), to-
mando v = uy no Lema 4.1, existe a0 menos uma solucdo fraca w; € .Z*(Q) N4 (Q) das
equacgoes de Navier-Stokes quantizadas. Claramente w; depende de 4. Coloque w; = uy, de
modo que, para 0 mesmo 4 temos uma solugdo fraca w, das equacoes de Navier-Stokes quanti-
zadas. Coloque wy = uj e continue repetindo este processo.

Indutivamente obtemos uma sequéncia (uy)renw C -Z2(Q) N (Q) de solugdes fracas de

(4.1.8), com u; sendo solugdo fraca para v = uy_1, para todo k € IN. Isto é,

(e, @)12(0) — h{P AW, @) () + A (ur—1 - V)uk, @)r2(0) = (-1, @)12(0)s 7V @ €67 (Q),
ou ainda,
(uk — hP[Aug] + hP[(we—1 - V)ug] — w1, @)12(0) =0, V @ € 7(Q),
de modo que obtemos a igualdade,
up —hP[Aug] +hP[(ug—1 - V)ug] —ux—1 =0, YV k€N,

o que nos leva novamente as equagdes de Navier-Stokes quantizadas.

Agora, do Lema 4.2 temos,

2 2 2
lalEo) + 20l S o) < Ntiilifag) = lwellz gy < luillfaggy,  41.24)
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de onde ¢ facil deduzir que HukHLz < H“OHLZ para todo k € IN, e portanto obtemos,
||“k||L2 +2h||uk|| S ||u0||i2(g); vV ke NN.
Ainda do Lema 4.2 temos,
o B + o = -1y + 2k s ) < Nt By

e somando sobre k até um valor M € N qualquer, ficamos com

M M
2
[ PRI AN 5 0
k=1 k=1
ou ainda
u 2 2 2
b = 1 B+ 20000 | < Tl )~ B < g

de modo que,

Z (| oag — w4y 1||]L2 —|—2hZ ””kH%l < ||”0Hi2(g)
k=1

como queriamos demonstrar. [

4.2 As Equacoes de Navier-Stokes

Como vimos na se¢do anterior, as equacdes de Navier-Stokes podem ser reduzidas a,

u

(1) = PlAu(r)] + P{(u(t) - V)u(r)] = 0, (4.2.1)

e procuramos por uma solucio satisfazendo u(0) = uy € .2*(Q).

Definicao 28. Uma funcdo u é uma solugdo fraca das equacoes de Navier-Stokes se,
u € L7([0,00), 2%(Q)) N L((0,0), 75 (Q)),
e ainda satisfaz,

/:(u(t), V()20 + (u(t), AW (1)) 20 + () - V)W (0) u(t))12)dt = — (0, ¥(0)) 120
4.2.2)
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para toda y € C; ([0,0), 6. (Q)).

Vejamos como podemos obter (4.2.2) a partir de (4.2.1). Seja y € C°([0,00),%."(2)). Ana-
logamente a discussoes que ja fizemos no decorrer deste trabalho, na equagdo (4.2.1) podemos

assumir que o termo do lado esquerdo pertence a L (Q), e dai podemos tomar o produto interno,
du
(G0~ Pl + PLte) D) v ) =0,
L2(Q)
isto €,
du
<§m»wﬁww—wwm»wmww+wwmwmmmwmy@=0

e pela propriedade da projecdo ortogonal,

du

—- (1), y(r) — (Au(t), y(1)) 12 (o) + ((u(t) - V)u(t), w(t))12q) = 0.

at ]Lz(Q)

Supondo que u € suficientemente regular, podemos integrar ambos os lados dessa equacgao e

usar a integracao por partes no primeiro termo, de modo que,
—((0), ¥(0))12(q) —/0 (1), W' (1) )2y + (Bu(), W(8)) 2 () — ((u(t) - V)ule), w(t)) 2yt
=0,

pois é claro, y(t) = 0 para ¢ grande. Para o segundo termo usamos a férmula de Green duas

vezes, de modo que,
(Bu(0). ¥ (0200 = [ Bule) - wlo)d
:_i_il /Q Vu(t);- Vy(t)idx
_ / u(t) - A (t)dx
Q
= (u(t),Ay(1))12(q)-

Para o terceiro termo note que u(t) € .£2(Q) N4 (Q). Entdo temos a afirmacio.

Afirmagdo: Para todo u,v € L*(Q)NAH(Q) e ¢ € €°(Q) temos,

(- Vv, @)120) = (- V)@, v)12(q). (4.2.3)
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Demonstra¢do. Como vimos anteriormente, se @, 1 € 6. (L), temos

(N-V)@,0)120) =0,

mas entdo, se (M, )new C €. (Q) é tal que N, —> uem || - ||32m%1 temos,

(M- V)@, 0)120) — (- V)9, 0)1200)| = (M — ) - V)@, @)12(q)]

< Kil[1n = ull2 @19l o) | 9lli=(@)

< Ki||nn —Mngm%l||§DH%1(Q)H‘P||L°°(Q)=
de modo que temos,
(V)@ @)2) =0, Y ue LHQNA(Q), V ¢ecE7(Q).
Agora, para @,y € €°(Q) e u € £%(Q) N (Q) entio,

0

((u-V)(@+y),(@+V¥))i2q)
(- V)@, ¥)r20) + (- V)W, 0)12(q),

de modo que,
(- V)@, ¥)20) = (- V)V, 0)12q)-
Seja entdo (Y, ),ew C €7 (Q) tal que y, — vem || - ngm%l. Logo,

(- V)@, W)r200) — ((u- V)@, V) 120y = (4 V)@, Y — V)12

< Kallulliaiqy Y IVOslli=o) 1Wn — 2
=

n
< Kollulliz(q) Y 1IVillLe@ ¥ =il 220
j=1

(- V) W, (p>]L2(Q) - <(”'V)V»(P>]L2(Q)| = [{(u- V) (i _V)a(P>L2(Q)|
< Ksl|ullp2 i) [ Wn =Vl g @)l @llL=(0)

< Ks””HLZ(Q) 7 V”iﬂﬂjﬁ)l H(PH]L“’(Q)a
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o que demonstra a convergéncia dos dois termos, e portanto,

(- V)@, v)120) = (- V)V, 0)12(q),

como queriamos demonstrar. 0

Assim, podemos escrever o terceiro termo da equacao como,

((u(r) - V)u(t), y(1))12@) = —{(u(r) - V) (1),u(r))12(0),

e portanto obtemos,

(O) WOz + [ (W) W0)) 20y + (e AW 20 + () V) W0), ()2
=0,
que € precisamente (4.2.2).
Sejam agora h > 0, ug € L%(Q) e (up)rew C L*(Q) N (Q) a sequéncia de solucdes

fracas das equacgdes de Navier-Stokes quantizada obtidas gragas ao Teorema 4.3. Do que foi

feito anteriormente, sabemos que u; depende de h. Fixe h > 0 e defina,

up 1 [0,00) = L2(Q) N A (Q),
S (4.2.4)
£ ) Kinkoa(es 1) (0,
k=0

COM X[uk n(k-+1)) TePresentando a fungdo caracteristica do intervalo [hk, h(k +1)).
Nosso objetivo agora serd mostrar que uma solucao fraca de (4.2.1) pode ser construida a

partir das funcdes uy,.

Lema 4.4. Sejam h > 0 e uy € £*(Q). Entdo a funcdo y, definida acima satisfaz,

lan ()12 20+ 20l (D) 121 ) < N0l 2y ¥ 12 (4.2.5)

1 oo %}
Z/h Huh(t)—uh(t—h)Hiz(Q)dt—l—Z/h RGIEN Y (4.2.6)
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Mais ainda, se y € C.([0,0),%.°(Q)), entdo,

c

/0 (un(t), W' (1)) L2 (o) +(un (1), A ()1 2(q) + ((un (1) - V) W (2), un (1)) 1.2 () dt
—(uo, W(0))12() +o(h'/?).
Demonstragdo. Ora, reescrevendo (4.1.22) em termos de u;, temos,

e (0) 122 + 28l (1) 21 g < 1t

mas quando k = 0 temos uj, = ug, de modo que a desigualdade acima s6 € satisfeita para k > 1,

ou seja, para ¢t > h. Para a segunda desigualdade note que de (4.1.23) temos,

o [ =l gyt +2 [ )]

h(k+1) h(k+1) )
Z/hk it — 01 P dt—|—22/ el oyl

5 h(k+1) h(k+1)
Huk—uklum)z/hk +22 oy [t

|| Up — Uj—1 H]sz(Q) +2h Y HukH?%l @
k=1

S| =

I
s .

I
x~ x~
III" 8 ﬂ‘

IN
=
S
F_
I\-)

Agora, como vimos no Teorema 4.3, (u)rey € Z2(Q) N7 (Q) é uma sequéncia de

solucdes de (4.1.8), e portanto, para toda ¢ € €. (Q) temos,

(U, @)12(Q) + h(utk; @) 11 () + A (-1 - V)i, @)12(0) = (-1, @)12(0)

ou ainda,

<Mk —Up_1, (p>L2(Q.) + l’l<1/ik, (P>f{%l Q) ‘I‘h((uk,l : V)I/lk, (p>]L2(Q) =0. (427)
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Para o segundo termo, usando a férmula de Green, obtemos
V(uk)j . V(pjdx

<uka(p>jfl Q) —

>,
AL

l/tk ]7A(p] L2 (Q)

[y

J
Z ) j> (AP) j) 120
Jj=
<Mk7A(p>]L2 (Q)-

Para o terceiro termo usamos (4.2.3), de modo que,

(k=1 - V)ug, @)12(0) = = (=1 V)@, 1)1 2 ()
e assim reescrevemos (4.2.7) como,
(ke — w1, Q)12 () — M, AQ) 2 () — h{(u—1- V) @, )12y = 0.
Mas entdo, usando a definicao de uy, temos,
(up(t) —up(t —h), @)12(q) — h(un(t), AQ) 2 (@) — h{(up(t —h) - V)@,up(1))12(0) = 0, (4.2.8)

se t > h, ja que quando k = 0 obtemos u,(t) = up para 0 < ¢ < h de modo que t —h < 0, 0 que
nao esta definido. Assim a equacao acima € vélida apenas para k > 1, ou seja, t > h.

Agora, se Y € C°([0,00),%,"°(Q)) podemos reescrever (4.2.8), como

(un(t) = un(t = h), W(0)) 1) = hun(t), Ay ())12) — h((un(t = h) - V)W (1), un(t))12(0) =0,

para todo ¢t > h, ou ainda,

<uh(t - h]’)l —lt) ll/(t>> + (un (1), AW (1)) 12(0) + ((n(t = h) - V)@ (1), un(t))12() = O,
L?(2)

para todo ¢ > h. Integrando esta equacao temos,

= [up(t —h) — up(t)
(T ) sy
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+ ((un(t — ) -V)y(t),un(t))12(q)dt = 0.

Note que da igualdade acima deduzimos que

[ o), A0y = [ ), Azt + [ (0, A0
o it =)~ (0
— [ o). 8w g [ (M= ,w<r>>w)dt
= [ e =)V )0 (0)12 0t
h oo o0
= [ ) 8w @)t [ =1 Wi+ [ o) Oz

— /:((uh(t —h)-V)w(t),un(t))p2(q)dt,

e na segunda integral da tltima igualdade fazemos a substituicdo y =t — h, de modo que obtemos

(renomeando y igual a 7),

{00 A1)t = h<( ar— 2 [t sy
) | /

3 [t - [ (e Vw0 0) s
(4.2.9)

Agora, podemos computar que,

/w<uh(t) W’(I)>L2(Q)+< n(t), Ay (1)) 2 12(Q )+<(”h(t)'V)‘l/(f),uh(l)>Lz(Q)dt
_/ uy (t ((uh(t)-V)l[/(t),uh(t»Lz(Q)dt

+ / it + () V)W) )iyt + [0, AW},

e substituindo (4.2.9) na expressao acima ficamos com,

0 W Oz + 0. 89020+ (n(6)- VWO, 00
= [ ). W @)1+ (1) VWO 002
09 @0 (0 (0)- 90 (1))

+/0h(uh( oydt — / 2(q)dt
1

IR0 / (1t — ) - V)Y (E), 05 (1) )12y
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_/ up (1), Ya(q) + (un(t) - V)W (), un(t)) 120 + (un (1), AW (2)) 20t
- h 1 rh
/ < W(t) Z/(t+ )>]L2(Q)_;l 0 un(0), Wt + 1))z )t

+/h () = un(t = 1)) - V) @r(t),un(t) )2y dt,

e somando (ug, ¥ (O)>Lz(9) de ambos os lados desta igualdade e reordenando-a obtemos,

/Ow<uh(l)» V(1) 1200 + (un (), AW (1)) 12q) + ((un(t) - V)W (t), un(t))2(q)dr + (uo, W(0))12(q),

(0, ¥ O)) i)~ [ (). Wl B3y

h
+ <”h(t):‘/’l<t)>IL2(Q)+<(”h(t) VIw(t),un(t))12(q) + (un(t), Ay (1)) 12 dt

[ (v + 0= >

(0 = e =) - V)00

Nosso objetivo agora serd mostrar que cada um destes termos do lado direito da igualdade
acima converge para zero quando /& converge para zero. Para facilitar o entendimento dividire-
mos a prova em quatro afirmacoes, sendo cada uma correspondente a cada linha do lado direito

da equagdo. Além disso, esta claro que demonstrar tais afirmagdes completa a prova deste lema.

Afirmagdo 1: Vale,

1 rh
<u0’w<0)>ﬂ"2(9)_ﬁ (up(t), w(t+h))2 12(q)dt =0 quando h— 0.

Demonstragdo. Basta notar que,

h

1 /h 1
= | (0, ¥(0))r2(0) — 5 A (o, W(t +h))r2(q)dt

(o, Y(O))nz) =7, | (un(t), Wt +h))rzo)dt

— h/ ug, Y —|—l’l>> L2(Q )dl‘

< [ ol | WO wle + Wz
< 2@ mavx [(0) = w(e-+ )| / dr

= loluzio) max [¥(0) w4 )|

= o(h),
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pois Y é suave com suporte compacto na variavel ¢.

Afirmagdo 2: Vale,
[ 09 O+ )9 002+ ) A1) 0.

quando & converge para zero.

Demonstragdo. Note que,

h
/0 (un (1), W' (1)) 12(q) + ((un(t) - VIW(0),un(1))12(q) + (un(t), AW (1)1 2()dt

= | [ 00+ ) 9 )w0) + 290} 3

h
= | [ w0, (0)+ (10 9)p(0) + 8y (1)

< [ ol 1W/0) + (a0 9)90) + w03y

< hH”OHLZ(Q)tggX 1/ () + (uo - V) (1) + Ay (1) [| 120
< hlluol[2(q) Mhax ||‘l/ (uo - V)W (1) + Ay (t)[l12(q)
= O(h)a

como queriamos demonstrar.

Afirmagdo 3: Vale,

/oo <uh(t),l//’(t)+ ll/(t)_lll(t—i_h)> dt -0, quando h— 0.
h h 12(@)

Demonstracdo. Como y tem suporte compacto, seja a > 0 tal que y(¢) = 0 para todo ¢ > a.

Entao,

[ (i Opemy

h
i H—y(i+h
S/ leen(®) 20 () + YO Z’( ) P
h L2(Q)
' )= y(t+h
= [l v+ EOHEER)
h 12(Q)
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mas de (4.2.5) temos ||uy(?)[l12(q) < lluollr2(q) para todo ¢ > h, e quando 0 < < h temos

uy(t) = up, de modo que,

= y(t) —y(t+h)
/h <uh(t), v (1) + % >L2(Q) dt

o)+ PO ¥R

< (=)ol 20) max

“ 12(Q)
t+h)—y(t
< aloll 2y max ||y () — LEER =¥
e L2(0)
=o(h),
como queriamos demonstrar. -

Afirmagdo 4: Vale,

/:(((Mh(f)—uh(l—h))-V)(p(t),uh(t)>Lz(Q)dt—>O quando h — 0.

Demonstra¢do. Como vimos no inicio da demonstragdo deste lema podemos comutar os dois

ultimos vetores no produto interno, de modo que,

|0y == 1) - 9)p(e) (1)

[ (0~ e =) )0, 90} 2y

o ch(k+1)
Ll ) Vo)

k+1
/hk /| w— 1) - V] - @ (1) |dxdi
k 1

. (k+1) n d(ug); "
Z/hk R 1 (ke — ug—1)i o, —— (1) | dxdr
i/h(k“)i TR YA
< Uk — Ug—1 o)l
= 3 I B N e A
(p = U — Uj— 2(0 t
- l_] 1 P axl L2(Q)

h(k+1)
<cy / 10l = 1 2 g ey
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< Ch the[hkmhagﬂ @0l ke = 1120 1l g1

[

<Chtg[10ax o)L= Z = w12 (@)l 71 ()

e usando a Desigualdade de Youngcom p=g=2e € = h*1/2/2, temos,

/;(((uh(t) —up(t —h))-V)@(t),un(t))r2(q)dt

1/2 - 2 2
< C2h / tn[l(?x H(p ||]LD<, ; ||l/lk_uk71H]LZ(Q) +h”uk”%l(9)]
112 2
< C2h max, 1o (1) l[L=(@) luollL2 (o)
o(h'/?),

sendo que para a ultima desigualdade usamos (4.1.23). Isso completa a prova da ultima afirmacao.
0

Tendo demonstrado as quatro afirmacdes a prova do lema esta completa. |
Lema 4.5. Seja ug € £L*(Q) e ¢ € €°(Q). Entdo, a fungdo uy, definida em (4.2.4) satisfaz,
|{un(t) = un(s), P)r2@)| < C(lt =s[+h), ¥V 1,5>0,

para alguma constante C > 0 dependendo apenas de ug e ¢.

Demonstragdo. Ora, se t = s o produto interno fica igual a zero e ndo ha o que demonstrar.

Assuma entdo, sem perda de generalidade, que r > s > 0. Sejam k, j € IN tais que,
hk <t <h(k+1) e hj<s<h(j+1). (4.2.10)

Se k = j entdo uy(t) = uy(s) = ux e novamente nao hd o que demonstrar. Assuma entdo, sem
perda de generalidade, que k > j+ 1.

Da prova do lema anterior temos que,
<l/ln — ul’l*la(P>]L2(Q) = h<un,A(P>L2(Q) +h<(1/tn,1 . V)(P,Mn>]L2(Q), V n € IN,

€ portanto,

Z (n —tn—1,9)12() = Z h{un, A@)1 2y +h((Un-1- V)@, un)12(0) |
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mas note que,

= (ujr1 —uj, Q)r2(q) + (Uj42 —Ujr1, @20y + -+ (U — W1, @) 120

= <l/tk —uj, (p>]L2(Q)7

de modo que temos,

(un(t) — un(s), Pr2() = (ux — uj, )r2(0)

k
= Y (A, AQ) 1210y + 1{(tn—1- V)@, )1 2(g)]
n—j+1
=h Z I/tn,A(P L2(Q <(un*1'v)(p7un>L2(Q)]‘
n=j+1
Assim,
[TCRTIE RN V3 s [ RN RS (e T |
n=j+1

m
ShZ [Iunlle 1A@ll12(0) + Kllun-1lL2 (0 Zlvfpzhm lunll12(0 ]

n=j+1 i=1

k
(HA(PH]L2 +KZ||V(P1HL°° ) Y (lunllize) + lun-1llLao) lunllia):

i=1 n=j+1
mas entdo, usando (4.1.22) temos,

k
|<”h(t)_”h<s)a(l)>1[}(9)|Sh(HAq)HLZ +KZ||V(P1||IL°° ) Y, (luolizaia) +lluoliF2q))

i=1 =j+1

(HA(P”]L2 +KZ IVoillL=(o ) (luoll2 @) + 1ol 2 ) (k — )

i=1
= C(hk — hj),

onde,

(HNPHLZ +KZ Vil ) (Iletol| 20 + el 2 -

=1

De (4.2.10) temos,
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e somando ambas as equagdes obtemos t — s+ h > hk — hj, de modo que,
[(un(t) — un(s), @)r2 )l < Clhk—hj) <C(t—s+h) < C(|t—s[+h),

como queriamos demonstrar. [

Tendo demonstrado todos esses resultados podemos provar agora a existéncia de solugdo

fraca para as equagdes de Navier-Stokes.

Teorema 4.6. Seja up € £ 2 (Q). Entdo, as equagdes de Navier-Stokes (4.2.1) possuem pelo

menos uma solugdo fraca com ugy sendo a condigdo inicial.

Demonstragcdo. Suponha inicialmente que Q é limitado. Nosso primeiro objetivo serd mostrar
que existe uma sequéncia (h,),ewy € R tal que A, — 0 e wy, (t) converge fraco em .£%(Q),
para todo ¢ > 0.

Ora, do Lema 4.4 temos, para todo i > 0,

lun(0) 2@y < luollg@ys ¥ £ 0, (4.2.11)

pois se 0 <t < h, temos uy(t) = ug. Seja {t1,t2,13,...} uma enumeracdo dos racionais. Es-
colha uma sequéncia (h,),ew C (0,00) tal que h, — 0. De (4.2.11) temos que (uy, (t1))neN
¢ limitada em .2%(Q), e como .Z*(Q) é Hilbert, existe uma subsequéncia (hn, ;) jen tal que
U, | (t1) converge fraco em .Z2(Q). Mas entdo, de (4.2.11) temos (”hnu (2)) jew limitada em
.,2”2(9), e assim existe uma subsequéncia (fin, ;) jeN € (fn, ;) jen tal que p,, () converge
fraco em .Z%(Q). Além disso, note que, p,, (1) converge fraco em .£%(Q), pois (hny ;) jen €
subsequéncia de (/i ;) je-

Podemos entdo prosseguir com estes passos indutivamente e através do argumento da dia-
gonal de Cantor, considerar a sequéncia (/) jeN que € tal que tn,, (t,) converge fraco em
7 (Q) para todo #; racional. A fim de ndo carregar a notagdo denotemos essa sequéncia por
(hn)nel» OU seja, uy, (1;) converge fraco em #%(Q) para todo f; racional quando n — oo, e
h, — 0.

Vejamos agora que uy, (¢) converge fraco em .#*(Q) para todo ¢ real. Fixe ¢t > 0 qualquer.

Seja ¢ € €.°(Q) e s um racional ndo negativo. Note que gragas ao Lema 4.5 temos,

| Cttn,, (), @120y — (1, (), @) 120y | < [t (1), @)12) — (U, (), @)12(0)]
+|<Mhm(s),(l’> — (up, (s), > |+|<”hn( ), P)2q) — (Un, (1), @120
< C(|t =] +hm) + (un, (5), (P>]L2(Q) — (un, (5), P)r2(0)l
+C(|t —s| + hy)

= C(|t = 5|+ by +hn) + |(un,, (5), @)12(0) = (U, (5); @)12(0) |,
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mas como s foi arbitrario, escolhendo-o apropriadamente fazemos o termo |t — s| ficar tdo pe-
queno quanto desejarmos. Ora, como h,, — 0, escolhendo m e n grande o suficiente temos
hm + hy, tdo proximo de zero quanto desejarmos, e para o ultimo termo basta notar que, como s €
racional, uy, (s) converge fraco em .Z%(Q), de modo que (uy, (s), ¢)12(q) converge em .Z 2(Q),
e portanto € de Cauchy. Assim, escolhendo m e n grandes o suficientes o dltimo termo também
fico tdo pequeno quanto desejarmos.

Com isso obtemos que ((uy, (1), @)12(q))nen € de Cauchy para todo ¢ > 0 e para toda fungdo
@ € €°(Q). Seja agora v € L*(Q) e (¢)ew C €°(Q) tal que ¢; — v na norma || - L2(0)-
Note que,

[, () V)12(0) — (un, (1) V)20 | < [un, (8),v)12(0) — G, (1), @112 (o)
+ [(utn,, (1), @112 () — i, (1), @1)12(0) |
+ [ un, (1), @112 () — (un, (1), V)12 ()|
< lun,, (O ll20) IV = @tll2 @) + [un, (), @1)120) — (n, (), @)12(0)|
+ [lun, (O ll2 @) |00 = VL),

e da limitagio de uy, (¢) em .£2(Q) e do resultado anterior, obtemos que ({uy, (), V)12(Q) Jnen
é de Cauchy para todo v € XZ(Q), etodor > 0.

Como todo espago de Hilbert é fracamente completo, existe u(r) € £ (Q) tal que (uy, (1), V)2 @)
converge para (u(t),v)12(q), para todo v € Z£*(Q) e para todo t > 0, ou seja, uy, (t) converge
fraco em XZ(Q), para u(t), para todo t > 0. Assim,

Ju(t) 2y < Timif [, (1) |2y < limintluo(0)ll2(@) = luollzay, ¥ 120, (42.12)
Seja T > 0 fixo. Entdo para todo n € IN vale,

T T
|, 0122yt < [ 0] gt = Tlluol 2

e de (4.2.6),

T oo
2 [, O @t <2 [, 01 @t < ol @213)

de modo que somando ambas desigualdades obtemos,

T T 1
[ O+ [ T, 01y < (745 ) Bl ¥ ne
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ou seja,
(up, Jnen € limitada em L2(0,T;.2%(Q)) eem LX(8,T: .74 (Q)),

paratodo 0 < 0 < T < oo,

Seja entdo a subsequéncia (”hnj) jelN que converge fraco em L*(0,T;.2%(Q)), e seja u; seu
limite. Ora, essa sequéncia (claramente, a menos de uma restri¢do no dominio) ainda € limitada
em L*(8,T;.74! (Q)), e portanto possui uma subsequéncia (uh"/‘, )iew que converge fraco em
L*(8,T; 74 (Q)), digamos, para uy. Renomeando esta tltima éequéncia para u;, novamente

temos,

w, —uy em L*(0,T;2%(Q)) e u, —uy em L*(8,T; 4 (Q)).

Afirmagdo: u; = uy = u, onde u € a funcdo construida na afirmacgdo anterior.

Demonstragdo. Seja f* € (L*(8,T;.£*(Q)))*. Como (a menos de uma restricio do dominio

das funcodes),
L*(8,T;65 (Q)) CL*(8,T;2%(Q)), e L*0,T;.2%(Q)) CL*(8,T:£%(Q))

podemos considerar a restricio f’ de f* para o espaco L*(8,T;.74(Q)), e f a restricdo de f*
para L>(0,T;.£2(Q)), de modo que temos,

fun,) = fur) e f'(un,) = f'(u2)
Mas note que f(uy,) = f'(uy,) para todo n € N, e portanto,

fuw) = fw) = f'w) = f(w), ¥V e @8,T:2%Q)"

ou seja U] = uy.

Agora, sejav € L*(0,T;.22(Q)). Entio sabemos que,

(uan, (1), v(1))12(0) = (u(t),v(1))12(), ¥V 120,

mas note que,

[ (e, (1), v(1))12(0) | < Nlutollz (@) V(D) lz (@), ¥ 120,
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e portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos,

T
/0 (u, (1),v(t))12(0 df—>/ 12(0)dt,

isto &, u,, — uem L*(0,T;.2*(Q)). Da unicidade da convergéncia fraca obtemos uj = u, e a

prova da afirmacao estd completa. 0

Nosso préximo objetivo é mostrar que uy, converge forte para u em L*(0,T;.2%*(Q)). Para

isso comecamos com a afirmacao.

Afirmagao: Existe (¢;) jen C €. (Q) tal que para todo € > 0 e todo v € ' (Q) existe N tal
que,
2 ¢ 2 2
||V||]L2(Q) = Z (v, @)1zl —’_SHVH%l(Q)?
=

para todo v € 4 (Q).

Demonstragdo. Este resultado é notoriamente complexo e requer um entendimento mais apro-
fundado do Lema de Friedrich’s, cujos detalhes escapam ao escopo da discussdo que esta-
mos conduzindo nesta dissertagdo. Para obter informagdes mais detalhadas sobre esses pré-
requisitos, recomendamos consultar a literatura [11]. Dessa maneira, optamos por omitir a

apresentacdo desta demonstracao. U

Assim temos,

[ (00 22 gy = / o 4 ) By + [ (0) ) P

/ Jan, 6) = (1) |2
T | Ne
+ /5 L. o, ()= 0) szl + €l ()= 0y |
0 2 d 2
= [, (0= () B2 i + € /5 i, (1) = (1) B
T Ne 5
+/ Z| up, (¢ 1), 9j)12(q)l dt
< [ @l P + 26 /Tmu O 0y + 14012 )
= Jo 01lL2(Q) s hy, %I(Q) %I(Q)

T Ne
2 Mo 6=l P
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1 T Ne
< Aug 22,8 + e (T+5) ol + [, X o () — (), 931200 Pl
j=1

pois (uy, ) € limitada em L?(8,T;.74 (Q)).

Esta claro que escolhendo € e 6 pequenos, os dois primeiros termos ficam tao pequenos
quanto se queira. Para o terceiro termo basta notar que uy, (f) converge fraco para u(t) em
£ 2(9), e que N¢ depende apenas de € (assim a soma dentro da integral ndo possui mais termos
quando variamos n, para um € > 0 fixo). Isso mostra que u;, — u em L*(0,T; Z*(Q)).

Agora vamos mostrar agora que u(t) é solucgdo fraca das equacdes de Navier-Stokes. Fixe
Yy € C7([0,00),%6°(2)) e escolha T > 0 tal que y(r) = 0 para todo 7 > T. Entdo, do Lema 4.4

temos,
[ o), 9 O+ ), 8V )+ () VYW1
= — (1o, ¥(0))12(q) +0(h'?),
ou ainda,
|t @0 )i+ [, (0,80 @)y + [, (1)) 0).t (1))

= —(uo, 1/’(0)>]L2(Q) +0(hn1/2),

e a convergéncia do primeiro e segundo termo segue diretamente do fato que u,, — u em

L*(0,T;.2%(Q)). A convergéncia do termo a direita da igualdade para,

—(uo, ‘V(O))M(Q)’

¢ imediato, ja que € constante, de modo que basta mostrar que,

((un, V)@, un,) 201, 22(0) = (U V)@, 1) 120 7.922())-

De fato, note que,

[((un, V)@, ) 120 7,22 (0)) — (- V)@, 1) 1200 7. 2202
< [(un, - V)@, un, ) 120, 7,22(0)) — (- V)@, un, ) 120 7,22 ()]
+ (- V)@, un,) 1207220 — (- V)@, 1) 120 7. 22 (02))|
= [([(un, —u) - V1@, un,) 200,722 | + (- V)@, u—up,) 120 7,22 (0)) |

€ mostraremos apenas a convergéncia para o primeiro termo, pois para o segundo a demonstracao

¢ andloga.
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Veja que,

(o =10 h00,) 20| < [ 1, (0) = 0)) ) 0), 1, ()12

<K [, (0) ) e ) L 19000, ) o

<th[loa>;ZHV<P lu=@lltn, = all20 77200l 207220

com m sendo a dimensao do espaco, que claramente estd fixa, e a convergéncia vem do fato que
up, — uem L*(0,T;.2%(Q)).

De (4.2.12) temos u € L=((0,0); .£%(Q)) e como uy,, — uem L*(8,T; .7 (Q)) e ainda vale
(4.2.13), temos que

T T lueo 17> 1
2 .. 2 .. L?(Q) 2
/5 Jue(0)] gt < 11%1% i ()] gyt < Timinf 2 = g
Como 6 > 0e T > 0 foram arbitrarios, podemos fazer 6 — 0 e T — o0, de modo que obtemos
u € L*((0,00); 7' (Q)), e isso mostra que u é solugdo fraca das equagdes de Navier-Stokes,
quando Q € limitado.

Quando Q ndo € limitado seja (£2,),cw uma sequéncia de dominios limitados tais que,

Q,CQu1 e 1limQ,=Q.

n—so0

Pelo que acabamos de provar, existe uma sequéncia de solugdes fracas (u,(t)),cn das equagdes

de Navier-Stokes, que como anteriormente satisfazem,

[un(®)]lL20,) < lluolli2(o,) < luolliz)y, V¥ 1=0,

* 1
L o)1y g < S0l < 5 0l

ou seja, (itn)nen € limitada em L™ ((0,00);.22(Q,)) e em L?((0,00); 54! (Q,)) e portanto existe
uma subsequéncia (uy;) jeNn L*((0,00); 5! (Qy;)) tal que u,; — u. Vejamos que u € solugio
fraca das equacoes de Navier-Stokes.

Que u € L((0,00);.7 (Q)) é imediato. Para ver que u € L™((0,0);.£>(Q)) note que Un;

converge fraco para u em L*(0,T; 7 (Qy;)), para todo T > 0. Como €,; € limitado, temos a
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imersao continua,

Lz(ov T;%l (Qn,)> - L2(07 T;gz(an))a
e portanto u,; — u em LZ(O, T, 2(Qn ;). Com o argumento andlogo que utilizamos na passa-
gem ao limite, durante o método de Faedo-Galerkin, obtemos que u € L*(0,T;.£?(Q)). Como
T > 0 foi arbitrario, temos u € L™((0,00); . Z*(Q)).

Agora, note que uy; satisfaz (4.2.2) em Q,;. Assim, dada y € C([0,%0),%6."(Q)) existe
J € N tal que,

supp(y(2)) € Q,; C Q,

e portanto u satisfaz (4.2.2) em €, para todom > j, de onde segue que satisfaz (4.2.2) em Q.
[ |

4.3 Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville de Ordem o«

Nosso objetivo inicial nesta subsecdo é mostrar que, para cada condigdo inicial ug € .Z 2 (Q),
existe uma solugdo fraca das equagdes de Navier-Stokes que tem derivada fracionéria de Riemann-
Liouville de ordem a € (0,1/2). Dai, obteremos uma certa regularidade desta derivada fra-
ciondria e ainda mostraremos que vale uma estimativa. Para tanto, comecaremos definindo esta

nog¢ao de derivacao.

Definicio 29. Seja X um espaco de Banach, o € (0,1), f € L'(0,T;X) e considere a funcdo
ga € LY(0,T;R) dada por: gu(t) =t* ' /T(at) para t € (0,T) e identicamente nula caso
contrdrio. Se fxg\_q e (d/dt)(f *gi_q) estdo em L'(0,T;X), podemos definir a derivada

fraciondria de Riemann-Liouville de ordem o de f por

DS = 5 e o 69 2 6as| = |7 xar-a)0)],

com (d/dt) denotando a derivada no sentido fraco.

Observacao 1. Para simplificar os cdlculos e também para seguir a notacdo utilizada por

M. Shinbrot na época, a partir deste ponto, utilizaremos o simbolo DY f(t) para denotar a

HAIEORIC T

Essa simplificagcdo é adotada sem prejuizo, uma vez que a omissdo da fun¢do gama ndo impac-

expressdo:

tard negativamente nossas estimativas. Pelo contrdrio, essa abordagem garantird que nossas
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estimativas permanegcam idénticas ao texto original, proporcionando maior clareza e evitando

confusoes desnecessdrias.

Lema 4.7. Sejam ¢, D% € L*(0,T;.2%(Q)) com 0 < o < 1. Entao,

T a/z 5 Tca T o
| IDE R 002 gyt < see (T ) [ (DEp(1), (1)t

Demonstragdo. Assuma inicialmente que T = o e complete ¢ e DX por zero quando ¢ ¢
[0,00). Seguindo célculos cldssicos (mais detalhes podem ser vistos em [18, Section 2.9.2])

temos que D?(p\(t) = (—it)*@(t), e portanto pela identidade de Plancherel,

|| 0000z = [ (Do) 0(1)a0ds

—

L= .
— - | _(DFo(0), (1)t

_ %/_Z((—it)“@(t),@(l)>L2(Q)dt

L= aya
— o [ i 1e0IR )

—o00

onde a segunda igualdade € vélida pois a Transformada de Fourier preserva produto interno.

Agora, como @(¢) é uma fun¢do com componentes reais temos,

0= [ empldi= [ pds= i),

onde a barra denota o conjugado complexo. Portanto,

16(1) 22 0 =

= (0(=1),o(—1))1210)
(=) @)
=(0(=1),0(—1))12(0)

ou seja, a fungdo || P(7) HH%Z(Q) ¢ par. Assim,

0

| 0@t = [ (=010 Exqyde+ [ (i) 1(0) 2 gt

(o] 0
= [T 100 Ryt + [ 160 g

= [ @0"190) (gt
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de modo que,

[ 00w, 00 =5 [ P 1001 g,

:ﬁ —0Q
Mas como,

. . . . i) % )%
con (757 ) 1 = 5l P = (e e =
obtemos,

© 1 o = .
[ 0E 0000 = 505 (5 ) [ 00N g
_ T [ N Y YRNIE
= - cos (7) | 1200|120 de
1 T\ [~ a2
= 5 cos (7) /MHD,‘X O(0)[22 i

o *
— cos <7) / D00 gt

To o0 2
— cos <7) /0 1D (1) 22 gyt

e o resultado € uma igualdade quando 7" = oo. Agora, se T < oo defina a extensdo por zero de ¢,

o), 0<r<T

de modo que,

na - 2
= cos <7)/0 HDza/ (PT(I)||]2L2(Q)dt

o T 2 Zipe/2
— cos <7) [/0 D%/ ¢T(t)||i2(9)dt+/T [ro%da o1 (1)1 20t |
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mas parat > T temos,

2
a/2 2 4 or(s)
1D o (1) [|12(0) = E/o mds

L2(@)
2

(| el o [foer(s)

||dt [/0 (t—s)“/zd +/T (t—s)“/zd]

L*(Q)
4 [T o)
||t /0 (t —s5)2/2 s

2

L2(Q)
>0,
e portanto,
[ 080000 = o5 (%) [ 1DE0r 0] g
—cos (%) [ I0E 00 Bz gyt
como queriamos demonstrar. |

Agora, a fungio uy,(¢) definida em (4.2.4) tem derivada fraciondria de ordem o € (0,1). De

fato, para nh <t < (n+ 1)h temos,

d 4 upls
D) = 4 [ —(t_<s))ads
d [n=l phtrn) g, tou,
“ir |5 (r—sw"”/hn(t—s)““]

d [=1 h(k+1) ¢
Z”k/ (t—s)“ds+un/ (r—s)"%ds
k=0

T dr

k hn
_d "ilu (t—h(k+1))1_“—(t—hk)1_“_u (t —hn)! =%
dr | = a—1 " a1

n—1
= ﬁ (Z Mk[(l — OC)(Z‘ —h(k+ 1))*05 _ (1 — a)(t_hk>*06] —un(l _ (X)(t _hn)oc>
k=0

n—1
— Y w6 — k)~ — (1 — h(k+ 1)) ] + (e — ) ~©,
k=0

4.3.1)
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para todo n € N. Agora, para T > 0 fixo, existe m € IN tal que mh < T < (m+ 1)h. Entdo,

T o 2 (m1)k a 2
| IDf @R < [ D02 gt

m  ch(k+1) o )
=Y [, IPruolE g

m . eh(k+1) [ k=1
e 3 A e O e R T P O
k=0 =0

m k—1 5 h(k+1) . ‘ Can
<CY Ylhultg [ =R~ (e =i+ 1) Pr
k=0 j=0 hk

m 5 h(k+1) un
FCY el [ N0 P,
k=0 hk

e ndo ¢ dificil ver que quando k = 0 as integrais convergem apenas se & < 1/2, e portanto

D,a/zuh € L*(0,T;.2%(Q)) paratodo 0 < o < 1.

Lema 4.8. Seja uy € £*(Q). Se 0 < o < 1, entdo ch/zuh € L*(0,T;.2*(Q)), paratodo T < oo

Além disso,

P

(1— a)cos (?)

Demonstragcdo. De fato, basta apenas provar a estimativa. Para nh <t < (n+ 1)h sabemos que

T
| IDE P02 gyt < (r+h)-e.

n—1
D uy (1) = Z upl(t —hk)~% — (t —h(k+ 1)) "% + u,(t — hn) ™%,
k=0
mas por defini¢do uy(t) = u, neste intervalo, e portanto,

(D' un(t), un(t))12(q) = (Dr un(t), un)r2(q)

= Y (s ttn) .2 (0 — )™ — (1 = (K + 1)) ™) (g, 1)y 2 (¢ — )~

k=0
n—1
= k_0<uk,un>]L2(Q)[(t — hk)ia — (l — l’l(k—l- 1))706] + (un,un>L2(Q) (t — hl’l)ia
n—1
— (tn, tn)12(02) kzb[(t —hk)™% = (t = h(k+1))"%]
n—1
+ (Uns ) 2() k;)[(t — k)" — (t —h(k+1))" %]

n—1

= Yt — ths )2 [0 — ) = (¢ = Bk + 1))+ P %
k=0
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Tomando o médulo e integrando sobre o intervalo [nh,n(h+ 1)) temos,

h(n+1) o
L 10 0), (1))

h
n—1

h(n+1 o —(x ) h(n+1) o
< Y = mtn)iay| [ =0~ = bk D)+ By [
k=0 n "

mas note que t —hk >t —h(k+ 1), e portanto (t —h(k+1))"% > (t — hk)~%, ou seja, o inte-

grando na primeira integral é negativo, de modo que,

h(n+1) o
L D) (1))
<

- (n+1) o 5 h(n+1) o
Z T \/ (— )% — (¢ — h(k+1)) |a’t—|—HunHL2(Q)/h %y
=0 n
"

1 h(n+1) " " ) h(nt1)
Z u,,,u,,>L2(Q)|/h (t—h(k+1))"% — (1 — hk) dt—|—||u,,||L2(Q)/nh %y
1—o n—
h — )20 | 20— k) T F = (n—k+ 1) " = (n—k—1)'7%]
2 hl_a —a l1-o
+ l[unlli2 g m[(”‘“) —n ]
11— n—1
N ik — a2y (= K 1) =200 — )1 (n— k— 1)1
l—ak )
il [ 1) 1]
n ]LZ(Q)l_a .

Agora, escolhendo T > 0 existe N € N tal que AN < T < h(N + 1), de modo que,

T
‘/0 (D up (1), un(t))12(q)dt
T
< /0 (D% un(t),1n(1)) L2 |t
h(N+1)
< /O (D un (1) (1)) 12

N rh(n+l1) o
- Z/ ‘<Dt uh(t)auh(l)>L2(Q)|dl‘
n=0

hloan

Z Y =ty tn) 20 [[(n—k+ 1)1 " =2(n = k) =%+ (n—k—1)'7%]
n 1k=0
hl o N

Z e[ 2y [(n+ 1) 7% ==,

pois € claro, k > 0. Nosso objetivo agora serd estimar os dois termos nesta soma. Comegamos
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com o segundo,

N

N
3 a2 [0 1)~ =11 < g2y 3 [0+ 1) = 1] = g2 g (N 1)1

4.3.2)

Para o primeiro, observamos que k < n— 1, isto é, n — k > 1. Mostraremos entdo que,

2= (e 1)
1- 1— 1-
0<2(n=k)"% = (n =kt 1) — (= k= )7 < =g

mas para ¢ =0, @ = 1 ou n—k =1 o resultado é imediato, de modo que podemos assumir
O<a<len—k>2. Definax=n—k.

Afirmagdo: Para0 < a < 1 e x € [2,0) temos,

N , L, 2l x )
OSZXI a_(x+1>l O!_(x_l)l QST

Demonstracdo. Comecaremos provando a primeira desigualdade. De fato, como a prova é mais

facil, mostraremos que a desigualdade € valida para todo x > 1. Fixe 0 < o < 1 e defina,

fi[l,o) > R

xi= 2 (x4 D) (1)
E ficil ver que f(1) =2—2!"% > 0. Agora,
f)=2(l-apx®—(1-a)(x+1) "~ (1-a)x—1)""

o fe () ()

mas € claro que (1 — at)x % > 0 para todo x € [1,c0). Coloque s = 1/x de modo que s € (0,1] e
defina,

g:(0,1] =R
s—=2—(14+5)"%—(1—s)"¢

Note que limg(s) = —eo e limg(s) = 0. Além disso,
s—1 s—0

g'(s)=a(l+s) " —a(l-5"7
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mas,
l4s>1-s5s = (1+s) % T<-—s5'"9

de modo que g'(s) < 0, ou seja, g(s) é decrescente, € disto concluimos que g(s) < 0 para todo
s € (0,1]. Assim f’(x) < 0 para todo x € [1,), ou seja, f é decrescente. Mostraremos agora
que lgm f(x) =0, e isso conclui a prova da primeira desigualdade.
X—>00
De fato,
lim f(x) = lim 2x' =% — (x4+ 1)17% — (x— 1)!7¢

X—ro0 X—ro0

1 -« 1 -
= lim x!' ¢ 2—<1+—) —(1——) ,
X—oo X X

e por I’Hopital temos,

Para a segunda desigualdade note que,

1= (% 1)

T+a +x+ DI (x—1)Imx oyl

1 -« 1 -«
=" [21_0‘(2“— Dx 2+ (l-l-—) + (1 — —) —2] )
x x

mas é facil ver que x! % > 0. Coloque s = 1/x, de modo que s € (0,1/2]. Defina,

1

s 2170% D) H (145744 (1—5)7% =2
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Entao,
H(s) =22 %% — s+ (1 - 0)[(1+5) "% — (1-5)"9

R'(s) =227%0Q% — 1) —a(1—a)[(145) %1+ (1 —5)" %]
K (s) = a(1—a)(1+a)[(1+s)"* 2= (1—5)"%77,

mas como 1+s > 1 —s temos,
(1 —|—s)_o‘_2 < (1 —s)_a_z,

e portanto 4" (s) < 0 para todo s € (0,1/2]. Segue que h”(s) é decrescente neste intervalo.
Afirmamos agora que #”(1/2) > 0 para todo 0 < a < 1, e portanto /#”(s) > 0 para todo
s€(0,1/2].

De fato, note que,

o (%) =2290% ) —q(l—a) [(g)—a—l + (%)—a—ll

=2 (2%~ 1)~ a(1 - @)2°[1+379)),

€ mostraremos que,

2l-ax 1) 4 |
- s> 1437% Vo<ac<ld,
o(l—a)2* = 3 *

0 que prova a afirmacdo. Ora, a segunda desigualdade é facilmente verificivel analisando o
sinal da derivada e avaliando a fun¢do em o = 0. Para a primeira desigualdade vamos mostrar

que,
1-a/Ha 4 a
2R 1) —za(1-a)2? >0, ¥V 0<a<l.
Note que,
4 4
21*“(2“—1)—505(1—05)2“:2“ 21*“(1—2*“)—§a(1—a) :

e é claro, 2% > 0. Defina,

g:(0,1) =R

4
a2 —27%) — Jo(1-0a)
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Entao,

8 4
¢(a) = 30+ 2272%1n(2) — 217 %1n(2) — 3

8
¢'(a) =222 4’ (2) 4 3,
mas colocando 2~% =y e fazendo g’ (&) = 0 temos,

4
3In%(2)’

4y —y =
de onde obtemos,

In(8) & 1/192+91n2(2)
241n(2) ’

y =
e portanto,

In(8) 4 1/192+91n%(2)
241n(2)

OC*:—Ing €<071)7

e assim g’(o) > 0, ou seja, g’ tem um ponto de minimo no intervalo (0, 1), e portanto temos
g’ (o) > 0 paratodo o € (0, 1). Dai temos que g € crescente, mas como g(0) = 0 temos g(o) > 0
para todo o € (0, 1), o que prova que h”(1/2) > 0.

Assim, h"(s) > 0 para todo s € (0, 1/2], de modo que /' (s) € crescente neste intervalo. Como
;il?) i (s) = 0 temos A'(s) > 0 para todo s € (0,1/2]. Assim h(s) é crescente, ¢ novamente

liII(l) h(s) = 0, de modo que A(s) > 0 para todo s € (0,1/2], o que conclui a prova da afirmacao.
Nad
U

Da equagdo (4.1.24) temos [|un|[12(q) < |[ukl|12(q) para todo k < n e portanto,

| = tny )12 ()| < 2|l llunlliz )
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de modo que para o primeiro termo temos,

N

N
Z Z — )20 [(n—k+ 1) "% =2(n— k)" "+ (n—k—1)'7%]

N

N n— l—-a/~ra
2 (2% —1)
<2 lurlli2@llunlliz @) —— e
L ; TR (e

N b k2
=22 ||t ||y 2 —_—
g b (Q)k:() (n_k)1+a

ol gl o)
<4Z [t li2(0) m

1/p'

N Up | N /n-1 g | 4
ez
<4 [21 ||Mn||£z(9)] Z,l <Z m) ;

k=0

onde usamos que 22*0‘(2“ — 1) < 4 (facilmente verificdvel), e Holder para a dltima desigual-

dade, onde € claro,

1 1
p P
Afirmagdo: Afirmamos que,
1/p'
/ 1/p 2/p
8l iz ) y LAY
X < | X Nl )M e B
n=1 (k_O (n—k)l+e n=1 @) k=1
Demonstragdo. Defina as sequéncias (a,)ueN € (bn)neN por,
[unlli2(), se 1<n<N n U+ e 1<n<N
an = ; bn =
0, se n>N 0, se n>N

A convolucao destas sequéncias é dada por,

U flugllpzig)

= —— se I<n<N
(an)neN * (bn)nen = (Z akbn_k) = ,;) (n—k)l+ta 7
nelN

k=0 0, se n>N
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e ndo € dificil ver que,

1 1 1

+ +—,
24 p /2

de modo que usando a Desigualdade de Young para convolugdes temos,

1(@n)nen * (br)newllp < (@) newlpll (Br)newll /2

isto &,
J 1/p'
Y el o)
[ (an)new * (bn)nen|l y = Z (Z W
1/p e/ 2/p'
(X
|n=1
que (a menos de uma renoamecao de indice na segunda soma) demostra a afirmacao. U

Ora, com o resultado da afirmac¢do obtemos,

N
Z Z — thn, )20 [(n—k+ 1) "% =2(n— k) "+ (n—k—1)'7%]

S

/

N 2/p N (4! 2/p
g4[zluunn§z(m] [zk] ,

mas ¢é facil ver que,

N (+a)p’ (1+a)p

_ (+a)p! N (e ONI="2 2N'="2
Z k 2 S/ X T dx= S )
= 0 2—(14+a)p = (14+o0)p’

se (14 a)p’ < 2 (o que garante que a integral € finita e também a tiltima desigualdade). Usando
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isto e a equacdo (4.1.22) temos,

S

N
Z Z — )20 [(n—k+ 1) "% =2(n— k)" "+ (n—k—1)'7%]

2/p
2N17<1+;‘)[’/ /

N 2/p
<4 ugl|? - -

2/p'
2 2 2 S=(+a)
< Aluolliz )N (m) N

2 2 2/p -
:4||”0||L2(Q) (m) N )

para todo 1 < p’ < 2/(1+ «). Entdo,
N
Y Y Nk =ty un) 2| [(n =k 1) % =2(n = k)% 4 (n—k—1)"77]

2/p
< 11m 4H“0||L2 (#/) Ni-@ (4.3.3)
p4)1+05 (1+a)p

—4Hu0HLz Nl *.

Agora, usando as equagdes (4.3.2) e (4.3.3) temos,

1-a

T
\ | 00y < T (0] ) N+ 1)+ 40|22 V')

_ “uOHLz(Q)

-«
“uOH]%Z(Q)
— I 5(R(N+1))

< s+ 1))
5]|uoll?

< L2(Q)

- 11—«

(h(N+1)'% 4 4(NR)'—%)

_|_h)170t7

pois Nh < T < (N+ 1)h. Do Lema 4.7 temos,

/ 1D 2y (1) ||t < sec( > ‘/ (D up(t),un(t))r2(q)dt

Slluollf
o 2(Q
< sec (7[2 > 1—}L(T—|—h)1*a,

como queriamos demonstrar. |

Tendo demonstrado estes dois resultados, podemos provar agora o teorema central desta

subsecao.
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Teorema 4.9. Seja ugy € XZ(Q) Entdo, existe uma solugdo fraca das equacoes de Navier-
Stokes com condigdo inicial ugy e tendo derivada fraciondria de ordem 0 < a < 1/2. Esta
derivada fraciondria estd em L*(0,T;.£*(Q)) e satisfaz,

5””0Hi2(9) 71

20 (4.3.4)
—2a)cos(mar)

T
| I0fu) Ry <

Demonstragcdo. Do Teorema 4.6 existe uma sequéncia (%,),ew C (0,00) convergindo para zero
tal que uy, (t) converge fraco para u(r) em .£(Q), para todo > 0. Da equagdo (4.2.11) temos
que uy, € L°(0,T;.£%(Q)). Fixe 1 < p < wesejag* € (LP(0,T;.£%(Q)))*. Como,

(LP(0,T;.2*(Q)))" = L1(0,T; [£2(Q)]*), onde 11)+61]:1,

temos g € LI(0,T;[.£2(Q)]*), e portanto,

(8(1), un, (1)) = (g(r),u(r)), ¥ 1€[0,T].

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos,

T T
/ (g(1), un, (1))dt — / (2(t),u(t))dt,
0 0

mas isto por definigdo &,

¢ ) = [ (60,00 > [ (50),ue)dr = "),

ou seja, up, — u em LP(O,T;XZ(Q)), paratodo 1 < p < e,

Agora, do Lema 4.8 e notando que a sequéncia (h,),cn € limitada, temos (D uy, )pen li-
mitada em L2(0,7;.%%(Q)) para todo 0 < o < 1/2. Portanto, possui uma subsequéncia con-
vergindo fraco, que chamaremos (D{*uj, ),y novamente e v seu limite fraco. Nosso objetivo
agora serd mostrar que v € a derivada fraca de u.

Vejamos como podemos recuperar a fung@o uy, (¢) a partir de sua derivada fraciondria. Fixe

t € [0,T]. Um calculo simples utilizando a Desigualdade de Holder mostra que a fungao,

uhn(s)

((—s)%

é integravel no intervalo [0, 7], de modo que a fungéo,

0,7] 5 s — 22(Q),

LU, (s) 2
[O,T]Bt»—)/o s € £7(),
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¢é absolutamente continua. Além disso,

")yl < |2 (= )22 s
0 (t—s)o || = Hmlizonz@) )

120

_ 2

- ||uhn ||L2(0J;$2(Q)) 2(X——1
tlea

< 2

< ””hn||L2(0,T;$2(Q))m7

que claramente converge para zero quando r — 0, visto que 0 < a < 1/2. Assim, pelos Teore-
mas 2.3 e 2.4 de [22] (paginas 43-45) obtemos,

t D%
wy, (1) = /O %d& (4.3.5)

Defina entdo o operador,
J:L20,T;.2%(Q)) = LP(0,T;.2%(Q))
row(s)
———d
w»—>/0 ((—s)l @ Ry

e vamos mostrar que J € limitado sempre que (1 —2a)p < 2. Ora, que J € linear é imediato.

Agora, note que,

t )
J(w . = / 1 g4
|| ( )”LP(07T,$2(Q)) H 0 ( )1—OC LP(O7T,$2(Q))

< HWHL2(0,T;$2(Q))W“71 : 1$2(Q)\|Lq(o,r;z2(g))
T | 1/q
~ @@ Wl ([ 10 1ar)

onde,

pela Desigualdade de Young para convolugdes, € 1 o> @) denota o elemento neutro de . 2(Q).

Mas € claro que a integral € finita apenas quando (1 — ot)g < 1, ou seja,

de onde segue que (1 —2a)p < 2, e portanto J é limitado.
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Agora, se f € (LP(0,T;.2%(Q)))* temos foJ € (L*(0,T;.2%(Q)))*, e portanto,
(f o) (Dfun,) = (foJ)(v),
ou seja, J(D%uy, ) — J(v) em LP(0,T; £%(Q)), isto &,
/ Diup,(s) / (s
0 (t _ S 1 OC S)l (X
Disto, da equagio (4.3.5) e de u;, — uem LP(0,T;.£*(Q)) temos,

W):/J%d& v 1e0,7T].

Convolucionando ambos os lados dessa equagdo com ¢t~ % temos (como 0 < ¢ < T, a convolugo

/0’ %ds: /ot t—ls) (/OY (S_V(r’;)ladr) ds
_// (t—s o:}((sr —gdrds,

e usando a formula de Dirichlet (ver [22], pagina 9), ap0s a substitui¢do s = r temos,

r_uls) _ [ ! dr
/0 (f—S)“dS_/o v(s)/s (l—r)a(r_s)l—ads’
e substituindo r = s+ (¢ — s) temos,
T ou(s) N 1 dt
/0 (f—s)"‘ds_/o v(s)/o a1~ ya

t
:/vsds
0

e para a segunda igualdade ver [22], pagina 29 (lembre-se que estamos assumindo a fun¢do

esta bem definida),

Gamma constante e igual a um). Assim,

/Ot %ds = /O[v(s)ds,

e derivando ambos os lados dessa equagao e usando a férmula de Leibniz temos,

D,au(t):i/t “9) g5 = o),

dt Jo (t—s)%

ou seja, u tem derivada fraciondria em L?(0,T;.2%(Q)) e D*u(t) = v(r). A estimativa (4.3.4)
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segue diretamente do Lema 4.8 com 2 no lugar de . |
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