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RESUMO

O presente trabalho de pesquisa tem o intuito de descrever e investigar o comporta-
mento de campos quanticos no espaco-tempo de Schwarzschild, Kerr e no buraco ne-
gro magnetizado de Kerr-Papapetrou-Wald usando alguns elementos da Teoria Quan-
tica de Campos em Espaco-tempo Curvo. Para esse propésito, utilizamos a equacao
mestre de Regge-Wheeler-Zerilli para campos de spin s = 0,1 e 2 em torno do buraco
negro de Schwarzschild e a equagdo mestre de Teukolsky para a anélise de campos
de spin s = 0, £ 1/2,+£1 e £2 sob condigbes de contorno especificas. Além disso,
apresentamos a deducao das equacoes de Klein-Gordon-Fock no espago-tempo de
Kerr para um campo massivo e carregado em acoplamento minimo com o campo ele-
tromagnético de Papapetrou-Wald, qual seja, uma solucéao das equacoes de Maxwell
livre de fontes nesse espaco que representa o campo eletromagnético no exterior de
um buraco negro de Kerr imerso em um campo magnético assintéticamente uniforme e
alinhado com o seu eixo de rotagdo. Nesse caso, as equacgoes diferenciais parciais de
Euler-Lagrange para o campo escalar ndo sao separaveis para a métrica de Kerr em
coordenadas de Boyer-Lindquist r € 6 para todo r € (r;,+00) e 6 € [0, 2mr]. Deste modo,
fizemos uma restricdo na variavel angular do tipo 6 << 1 para investigar a regiao axial
em angulos muito pequenos. Nesse regime, as equacdes de movimento se separam
na variavel radial e angular e, assim, podemos estudar a dindmica do campo escalar
concentrado em um pequeno cone truncado 6 € (0,6;), com 6; << 1, uma regido
onde a aceleracao de particulas carregadas pelo campo de Papapetrou-Wald € mais
intensa e pode ser fonte de raios-césmicos ultrarelativisticos. Como veremos, todas
as equacdes de campo referentes a dire¢do radial supracitadas podem ser mapeadas
na equagéao confluente de Heun e, assim, podemos utilizar as propriedades analiticas
conhecidas dessa equacao até o momento para calcular a taxa de criagédo de radiacao
Hawking com greybody factor e assim obter a intensidade de radiagao emitida como
funcé@o dos parametros de cada modelo e de cada modo de frequéncia dos campos.
Em especial, langamos mao de novos resultados analiticos sobre uma das solu¢des
assintoticas da equacao confluente de Heun em torno do infinito para determinar o
espectro de cada particula a partir da imposi¢do de condigdes polinomiais sobre a
relacéo de recorréncia de trés-termos que define os coeficientes dessa solugédo. Dessa
forma, encontramos que os modos de frequéncia dos campos sob essas condigdes
devem ser nUmeros complexos com parte imaginaria negativa, ou seja, possuem um
termo de atenuamento conforme a variavel temporal t — +oc.

Palavras-chave: Buracos negros. Campo de Papapetrou-Wald. Equacdes de Heun.



ABSTRACT

The present research work aims to describe and investigate the behavior of quantum
fields in the Schwarzschild, Kerr space-time and in the magnetized Kerr-Papapetrou-
Wald black hole using some elements of Quantum Field Theory in Curved Space-time.
For this purpose, we use the Regge-Wheeler-Zerilli master equation for spin fields
s = 0,1 and 2 around the Schwarzschild black hole and the Teukolsky master equation
for the analysis of spin fields s = 0,+1/2, +£1 and 42 under specific boundary conditions.
Furthermore, we present the derivation of the Klein-Gordon-Fock equations in Kerr
spacetime for a massive and charged field in minimal coupling with the Papapetrou-
Wald electromagnetic field, that is, a source-free solution of the Maxwell equations in
this space that represents the electromagnetic field outside a Kerr black hole immersed
in an asymptotically uniform magnetic field which is aligned with its axis of rotation. In
this case, the Euler-Lagrange partial differential equations for the scalar field are not
separable for the Kerr metric in Boyer-Lindquist coordinates r and 6 for all r € (ry, + o)
and 6 € [0, 2m]. Therefore, we made a restriction on the angular variable of the type
6 << 1 to investigate the axial region at very small angles. In this regime, the equations
of motion separate into the radial and angular variables and, thus, we can study the
dynamics of the scalar field concentrated in a small truncated cone 6 < (0,6,), with
6, << 1, a region where the acceleration of charged particles by the Papapetrou-Wald
field is more intense and can be a source of ultrarelativistic cosmic rays. As we will
see, all the field equations referring to the radial direction mentioned above can be
mapped onto Heun’s confluent equation and, thus, we can use the analytical properties
known for this equation to date to calculate the rate of creation of Hawking radiation
with greybody factor in order to obtain the intensity of emitted radiation as a function
of the parameters of each model and each field frequency mode. In particular, we
make use of new analytical results on one of the asymptotic solutions of the confluent
Heun equation around infinity to determine the spectrum of each particle by imposing
polynomial conditions on the three-term recurrence relation that defines the coefficients
of this solution. Thus, we find that the frequency modes of the fields under these
conditions must be complex numbers with a negative imaginary part, that is, they have
an attenuation term as the temporal variable t — +oc.

Keywords: Black holes. Papapetrou-Wald field. Heun’s equations.
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1 INTRODUGAO

O trabalho de pesquisa que apresentamos aqui € fruto da curiosidade em es-
tado bruto de um estudante recém formado no bacharelado em Fisica cujo interesse
reside, a longo prazo, em contribuir para a resolugao do problema da Gravitacao Quan-
tica. Esse problema é motivado pelo consenso praticamente unanime da comunidade
internacional de pesquisadores e pesquisadoras dos Fundamentos da Fisica a res-
peito de aparentes paradoxos relacionados as duas teorias fundamentais utilizadas
para a criacdo de modelos que descrevem sistemas fisicos: a Teoria Quantica de
Campos(TQC) e a Relatividade Geral. Contudo, apesar da ampla concordancia da
comunidade cientifica acerca da necessidade de resolver esse problema para que
obtenhamos uma descricdo unificada da natureza, o alcance de nossos dispositivos
experimentais ainda se encontra muito distante do regime de parametros previsto para
a Gravitacdo Quantica(energia de Planck, comprimento de Plack,etc) e, portanto, qual-
quer teoria disponivel até agora acerca da gravitacao na escala de Planck permanece
sendo puramente especulativa [54]. Assim, uma vez que nao ha qualquer dispositivo
na Terra até o momento capaz de produzir um experimento de Gravitagdo Quantica de-
vido a necessidade de uma fonte de energia exorbitante concentrada em uma pequena
regiao do espaco, podemos nos perguntar se, a0 menos, existem alguns sistemas
fisicos fora do nosso planeta capazes de servir como laboratérios naturais para nos
guiar no empreendimento de construgao dessa teoria. Logo, como veremos, o sistema
astrofisico aqui proposto como reservatério dessa grande quantidade de energia e
como emissor de fétons e particulas altamente energéticas serdo os buracos negros
magnetizados em rotacao gerados a partir de hipernovas induzidas em sistemas bina-
rios. Esses sistemas foram propostos em [44] para explicar a emissao de gamma-ray
bursts de longa duracao com fétons na faixa de GeV observados pelo satélite Fermi
através do mecanismo de radia¢ao sincrotron e, em principio, ainda ha espaco nesse
modelo até mesmo para a emissdo dessa radiacao por buracos negros na faixa de
PeV (ainda longe do valor da energia de Planck de E, ~ 101° GeV).

Postas essas consideracoes, o leitor j& deve estar alertado sobre as dificuldades
técnicas associadas ao teste de teorias de Gravitacdo Quantica e de seu consequente
carater especulativo. Deste modo, o empreedimento levado a cabo nesse trabalho
pretende ser um pouco mais modesto. O que essa pesquisa oferece é a andlise de
um sistema astréfisico extremamente energético, representado pelos buracos negros
magnetizados, sob o ponto de vista da Teoria Quantica de Campos em Espago-tempo
Curvo (TQCEC) [10]. O que se estima é que a investigacao das propriedades desse
sistema através da TQCEC deve oferecer ao menos uma descri¢ao fidedigna no regime
semiclassico, isto €, no regime em que a gravidade é forte o suficiente para que seu
efeito seja considerado sobre a propagacado de campos quanticos, mas que a reagao
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dos campos quanticos sobre o campo gravitacional pode ser negligenciada. Em outros
termos, a TQCEC é uma teoria que descreve a evolugdo de campos quanticos em um
espaco-tempo de fundo fixo, com o campo métrico mantendo a classicalidade. Assim,
essa teoria pode ser considerada como uma boa teoria efetiva acerca dos efeitos da
gravitacdo em campos quanticos mesmo quando esses campos se encontram muito
préoximos do horizonte de eventos de buracos negros [52]. Esperamos, dessa forma,
que a descri¢do da interagdo de campos quanticos com buracos negros magnetizados
por meio dessa teoria semiclassica possa acarretar em conhecimento relevante para
a elaboragéo de uma teoria mais completa no futuro, assim como a equacéao de Dirac
sujeita a acao de campos eletromagnéticos classicos indicou a existéncia de novos
estados de energia acessiveis ao elétron do atomo de hidrogénio no passado [55]
e pavimentou o caminho para o tratamento posterior desse sistema em termos do
formalismo de segunda quantizacéo e integral de caminho da QED.

Entrando mais especificamente no tema, a énfase do presente trabalho consiste
na exposi¢cao de campos quanticos em trés situagdes fisicas diferentes. A primeira e
principal situacao consiste em usar a equacao de Klein-Gordon-Fock para estudar o
caso de um campo escalar massivo e carregado no espaco-tempo a que nos referimos
aqui como buraco negro de Kerr-Papapetrou-Wald. Esse sistema é formado por um bu-
raco negro de Kerr imerso em um campo magnético uniforme e alinhado com seu eixo
de rotacao longe do buraco negro(assintéticamente). Como mostraremos, essa é uma
solugéo das equacdes de Einstein-Maxwell livre de fontes no espago-tempo de Kerr
que pode ser construida de maneira bastante elegante com o auxilio de propriedades
interessantisimas relativas a vetores de Killing em espagos-tempo de vacuo(Ryy = 0)
[7]. Nesse caso, a solucéo para o campo eletromagnético de fundo pode ser conside-
rada como decorréncia de uma interagdo gravitomagneética, na qual a geometria do
buraco negro interage com um campo magnético que possui suporte nas correntes de
plasma do disco de acrecao [44].

No capitulo 5 deste trabalho tratamos das outras duas situagdes fisicas res-
tantes. Na secéo 5.1 iremos estudar campos sem massa de spin s = 0,1 e 2 no
entorno do buraco negro estatico e com simetria esférica representado pela métrica
de Schwarzschild através da equacao mestre de Regge-Wheeler-Zerilli. Essa equa-
cao é bastante conhecida no meio astrofisico e leva esse nome pois, em uma Unica
equacao para um escalar, basta substituir o valor do parametro s e transformar a so-
lucdo por meio de uma algoritmo simples para obter as solugbes das equagdes de
Klein-Gordon(s = 0), Maxwell(s = 1) e de perturbacdes lineares das equacdes de
Einstein(s = 2) no espago-tempo de Schwarzschild [36, Apéndice A] [39]. A ultima situ-
acao fisica consiste numa generalizagdo do que tratamos na secao 5.1. Nesse caso,
estudamos o comportamento de campos sem massa de spin s=0,+1/2,+1 e +£2 no
buraco negro estacionario e com simetria axial de Kerr utilizando a equagdo mestre
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de Teukolsky. Essa equagao mestre é o analoga a equacao de Regge-Wheeler-Zerilli
s6 que para o caso de um buraco negro em rotagao e, portanto, associa um escalar
a cada uma das solucdes das equacdes de Klein-Gordon, Dirac(s = 1/2), Maxwell e
pertubacoes lineares da métrica de Kerr [38] [39].

Uma vez que enunciamos o conteudo fisico apresentado nesse trabalho, agora
€ preciso frisar que a mencéao a equacao confluente de Heun no titulo do trabalho nao
€ em vao: todas as situagdes fisicas envolvendo campos quanticos em espagos-tempo
de buraco negro citadas acima compartilham o fato de poderem ser mapeadas nessa
equacao diferencial ordinaria linear depois de realizarmos a separacao de variaveis
das equagdes de campos. Dessa maneira, podemos lancar mao de propriedades es-
pecificas dessas equacgdes especiais da classe Heun de maneira inédita para estudar
problemas especitrais relacionados aos campos quéanticos de cada sistema, ou seja,
para calcular, construtivamente, observaveis relacionados aos modos de frequéncia(ou
energia) dos campos sob condi¢des de contorno especificas. Como veremos, as con-
dicdes de contorno impostas as equagdes de campo desse trabalho sdo chamadas
de condi¢cbées de contorno de radiagdo Hawking, uma vez que usamos solucdes da
equacao confluente de Heun que representam a combinacao linear de ondas ingoing
e outgoing na vizinhaca dos horizontes de eventos e ondas puramente outgoing na
direcao de um observador no infinito assintotico. Como ficara mais claro adiante, essas
condi¢cdes de contorno nos permitem calcular os observaveis do capitulo 5 associados
a taxa de emissao de radiacao por parte de um buraco negro devido a interacado do
seu horizonte de eventos com o vacuo quantico. Por fim, a organizacao desse trabalho
em cada capitulo pode ser sumarizada como a seguir

No capitulo 2 dessa dissertacdo nos debrugamos sobre os fundamentos da
Relatividade Geral e apresentamos todas as ferramentas matematicas de geometria
diferencial e calculo tensorial necessarias para tornar o leitor ao menos apto a entender
os calculos realizados nos capitulos 3,4 e 5 a um nivel operacional.

No capitulo 3 apresentamos as métricas de buraco negro de Schwarzschild e
Kerr, assim como demonstramos como deduzir a métrica de Kerr a partir da proposicao
de um ansatz em coordenadas esferoidais oblatas como solugédo das equacgdes de
Einstein no vacuo. Depois disso, também dedicamos uma sec¢éo a discussao de alguns
processos hipotéticos de extracao de energia rotacional e eletromagnética de buracos
negros em rotagdo para, entdo, finalizarmos o capitulo com uma seg¢éo dedicada a
deducéo do campo eletromagnético de Papapetrou-Wald a partir dos vetores de Killing
da métrica de Kerr.
No capitulo 4 tratamos acerca do tema principal desse trabalho, qual seja, a dinamica
de campos escalares massivos e carregados no espaco-tempo de Kerr-Papapetrou-
Wald. Neste capitulo, estudamos o comportamento da solugéo assintética outgoing
decorrente da equacao radial obtida pelo método de separacao de variaveis aplicado
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a equacao de Klein-Gordon-Fock. Em especifico, nos atentamos a essa equacao no
limite de angulos muito pequenos da variavel angular (6 << 1) que descreve o angulo
de abertura com relacao ao eixo de rotacdo do buraco negro, uma vez que o campo
eletromagnético nessa regidao deve ser extremamente intenso. Assim, para tratar a
solucdo assintética da equacao radial utilizamos propriedades analiticas especificas
da equacéao confluente de Heun que nos permitem escrever essa solugao em termos
de polinémios e, dessa forma, também nos permitem calcular o espectro de energia
associado a esses polinémios.

No capitulo 5, dedicamos uma secéo ao calculo da taxa de emissao de radiacéao
Hawking e greybody factor de campos de spin s = 0,1 e 2 usando a chamada equa-
cao mestre de Regge-Wheeler-Zerilli para o espaco-tempo de Schwarzschild. Neste
caso especifico, nos dedicamos a mostrar como funciona o método de Damour-Ruffini-
Sannan para o célculo da radiacao Hawking produzida imediatamente na vizinhanga
do horizonte de eventos e também apresentamos brevemente um método heuristico
inédito o qual usa fun¢des racionais chamadas de aproximantes de Padé para estimar
o greybody factor para os modos de energia reais positivos dos campos como um
protétipo de um método mais preciso que usa a teoria da extrapolagcdo ressurgente
e que deve ser explorado em um artigo posterior. E importante frisar que esse cal-
culo com aproximantes de Padé é realizado apenas para o caso do buraco negro de
Schwarzschild na secédo 5.2, uma vez que esse € o Unico buraco negro para o qual
0 greybody factor dos campos analisados possui um limite inferior exato calculado
em [35] e, assim, os resultados preliminares e hipdéteses levantados nesta se¢éo po-
dem ser discutidos em meio a um substrato melhor embasado. Além dessa discussao,
terminamos o capitulo 5 tratando da equacao mestre de Teukolsky no espaco-tempo
de Kerr, da radiacdo Hawking decorrente dos campos descritos por essa equagao e
do espectro de energia calculado a partir das solugdes polinomiais associadas a sua
solucao assintética, assim como fizemos com o campo escalar no capitulo 4.

Finalmente, encerramos essa introducao atentando o leitor ao material exposto
no Apéndice B, em torno do qual revolvem todos os resultados fisicos relacionados aos
observaveis calculados nos capitulos 4 e 5. Neste espaco, tratamos acerca de algu-
mas propriedades analiticas da equagéo confluente de Heun, introduzimos o conceito
de solugbes locais dessa equagao e também o conceito de problema de conexo de
dois pontos. Especialmente, mostramos nesse apéndice que, dentro do conjunto de
solucdes locais, existe um conjunto de solugdes chamadas de solugdes assintdticas,
as quais sao representadas por séries de poténcias divergentes meramente formais.
Dessa forma, mostraremos brevemente como € possivel transformar a série divergente
em uma solucdo analitica fazendo o uso das funcdes aproximantes de Padé ou utili-
zando o processo de soma de Borel e, alternativamente, como podemos transformar
essa série de maneira mais facil e direta em um conjunto infinito e enumeravel de
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solucdes polinomiais inversas da equacao confluente de Heun ao impormos certas
condi¢cdes sobre a relacao de recorréncia de trés-termos geradora dos coeficientes da

série.
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2 FUNDAMENTOS DE RELATIVIDADE GERAL

Nesse capitulo, iremos expor brevemente todas as ferramentas fisico-matematicas
necessarias para o entendimento da teoria da gravitacao de Einstein. O material ex-
posto aqui € largamente baseado nas referéncias [56-58] e as mesmas sao recomen-
dadas ao leitor que deseje se debrucar mais profundamente sobre os conceitos que
apresentamos. O conhecimento prévio assumido nessa presente exposicao é apenas
o conhecimento basico de Mecanica Lagrangiana e o formalismo de calculo tensorial
da teoria da Relatividade Restrita.

A Relatividade Restrita, segundo formulada por A. Einstein em 1905 [59], é
uma teoria que exige invariancia das leis da Fisica sob transformacdes de Poin-
caré(rotacdes, boosts e translacdes) entre referenciais inerciais. No entanto, essa
teoria € incapaz de descrever a natureza fundamental de sistemas fisicos sob a acao
do fenbmeno da gravitacdo apenas com esses requisitos. Deste modo, a teoria da Rela-
tividade Geral nasce em 1915 [60] a partir do postulado de covariancia geral, sob o qual
todas as leis da Fisica devem ser invariantes por difeomorfismos, i.e, transformagdes
de coordenadas arbitrarias, desde que essas transformagdes sejam diferenciaveis, bije-
tivas e possuam uma transformacao inversa também diferenciavel. Em outras palavras,
ndao ha nenhum sistema de coordenadas privilegiado no universo em que as leis da
Fisica se tornam diferentes e desse fato decorre que fendmenos de gravitacdo até
entdo explicados pela teoria de Newton devem sofrer uma drastica reinterpretacao.

Assim, nas sec¢des seguintes iremos apresentar ao leitor conceitos chave de
geometria diferencial e da teoria de gravitagéo de Einstein para que os célculos expos-
tos nos capitulos seguintes envolvendo espacos-tempo de buracos negros possam ser
entendidos ao menos a nivel operacional.

Na secédo 2.1 iremos percorrer por todos os objetos matematicos necessarios
para a construcdo da famosa equacao de Einstein. Nesta secéao, introduziremos a
intuicdo por tras do conceito de variedade diferenciavel como a estrutura natural para
descrever um espago-tempo com curvatura, trataremos de mostrar quais sé@o as leis de
transformacao de coordenadas que devem ser obedecidas por tensores, discutiremos
o conceito de transporte paralelo de um vetor e sua relagdo com um operador diferen-
cial chamado derivada covariante, apresentaremos o tensor métrico e sua relagdo com
a conexao métrica do espaco-tempo, deduziremos a equacao da geodésica que deter-
mina a dinamica de uma particula sob acdo de um campo gravitacional, discutiremos a
no¢ao de curvatura do espago-tempo através da introdugéo do tensor de curvatura de
Riemann e seus derivados e, por fim, mostraremos como obter as equacdes de Killing
cujas solugdes permitem descrever as simetrias do espaco-tempo associadas a uma
certa métrica.

Na secao 2.2 o conhecimento matematico adquirido na se¢ao precedente sera
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reunido em uma exposicao sucinta da teoria fisica da gravitacdo de Einstein. Dessa
forma, os pressupostos tedricos utilizados na construcao dessa teoria serdo elencados
para que possamos prosseguir com a deducéo das famosas equacdes tensoriais de
Einstein partindo do principio de Hamilton, usando o funcional de a¢do de Einstein-
Hilbert. Em seguida, realizaremos a interpretacao fisica das equacdes de Einstein
como sendo uma teoria na qual tanto a geometria do espago-tempo, representada
pelo tensor métrico, quanto distribuicado de matéria no espaco-tempo, representada
pelo tensor de energia-momento, sdo quantidades cuja dinamica dependem uma da
outra.

2.1 NOGOES DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

A geometria diferencial € o ramo da matematica que lida com o estudo de
objetos geométricos usando calculo e equacgdes diferenciais e pode ser considerada
como a linguagem da Relatividade Geral. Como veremos na se¢ao seguinte, o objeto
de estudo central da gravitagdo Einsteiniana consiste na dindmica do espago-tempo, o
qual, do ponto de vista da matematica da geometria diferencial, € modelado por uma
variedade diferenciavel pseudo-Riemanniana em (3+1)-dimensées. Contudo, descrever
rigorosamente a maneira como esse objeto matematico € construido e o significado de
cada termo nesse conceito foge do propdsito do presente trabalho. Assim, para fins de
manter a brevidade dessa exposi¢ao, basta dizer que a variedade diferenciavel pseudo-
Riemanniana que descreve o espago-tempo € idéntica a um espaco que, localmente,
se assemelha ao espacgo-tempo de Minkowski, € dotado de uma funcao que associa
quaisquer dois pontos desse espaco a uma nocao de distancia e no qual cada ponto
pode ser descrito por conjuntos de coordenadas distintos que se relacionam por meio
de transformacdes continuas e diferenciaveis invertiveis. Deste modo, o leitor vera
que nos referiremos ao termo “espaco-tempo"de forma intercambiavel com o termo
“variedade"em muitas situagdes nessa dissertacao, apesar de, a rigor, 0 espago-tempo
ser um tipo especifico de variedade dentro da grande area da Geometria Diferencial.
Para mais detalhes, o leitor € aconselhado a leitura de [58, pg. 11].

Apesar de nem sempre enunciado explicitamente em cursos de Relatividade
Restrita, nessa teoria também fazemos uso de certas no¢des de Geometria Diferencial,
de forma que é correto dizer que essa teoria também possui uma estrutura geométrica
especifica, ainda que possa prescindir do conceito de curvatura que introduziremos
nessa sec¢ado. Nesse caso particular, sabemos que os fenbmenos acontecem em um
espaco-tempo de fundo dito plano, codificado pela métrica de Minkowski. Contudo, do
ponto de vista empirico, quando analisamos medidas no espago-tempo fisico(usando
relégios para medir o tempo e também para medir distancias por meio do método de
radar) percebemos que, a rigor, 0 espaco-tempo plano é puramente uma idealizagao,
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pois, na presenca de um campo gravitacional, a geometria medida por nossos ins-
trumentos é a geometria de um espago-tempo curvo, ou seja, € a geometria de um
espaco-tempo pseudo-Riemanniano, apesar do efeito da geometria de fundo curva
ser negligenciavel para descrever certos processos fisicos como, por exemplo, 0s que
ocorrem em aceleradores de particulas.

No que tange a estrutura geométrica de um espaco curvo, devemos fazer uma
distincao entre a sua geometria afim e a sua geometria métrica. Esses dois tipos de
geometria correspondem a duas formas diferentes de determinar a curvatura de um
espaco. A primeira forma passa pela nocao de transporte paralelo de um vetor(ou
mais geralmente de um tensor) no espaco-tempo, a qual, em suma, consiste em
mover esse vetor ao longo de uma curva sem alterar a sua diregao e magnitude
com relacao a geometria local dessa variedade, apesar dessa quantidade poder ser
alterada ao percorrer a curva pela geometria global. Desta forma, podemos examinar a
mudanca de vetores quando sdo paralelamente transportados em um caminho fechado
na variedade e, portanto, se a direcéo final do vetor for diferente da direcéo inicial,
significa que estamos lidando com um espaco curvo, pois no espaco tempo plano
esses vetores seriam idénticos. Sao essas mudancas produzidas no vetor devido ao
transporte paralelo que caracterizam a geometria afim.

Complementarmente, ainda podemos detectar a curvatura de um espaco de
outra forma: através de medidas de distancias e areas. Por exemplo, é possivel dese-
nhar um circulo na superficie de uma esfera para entdo checar a relagao entre raio
vs perimetro ou entre raio vs area do circulo. Assim, quando ha desvios do que é
esperado em uma superficie plana, temos a caracterizacdo da geometria métrica.

2.1.1 Sistemas de coordenadas e tensores

Na descricao mais geral de uma variedade como as mencionadas anteriormente,
podemos considerar que cada ponto nesse espago pode ser associado a um conjunto
de N coordenadas (x1,x2,...,xN) no caso de estarmos lidando com uma variedade
N-dimensional, com essas coordenadas assumindo valores no conjunto dos numeros
reais ou em um de seus subconjuntos. No entanto, apesar dessa secao poder ser
conduzida assumindo o tratamento de variedades N-dimensionais, é preciso alertar o
leitor de que a variedade pseudo-Riemanniana que descreve o espaco-tempo fisico
possui apenas quatro dimensdes. Nao obstante, dados 0s nossos propdsitos visando
aplicacao a fisica, a apresentacao a seguir poderia ser levada a cabo considerando
esse caso especifico sem perda de generalidade no tratamento do célculo envolvendo
tensores usando a convencao de soma de Einstein, uma vez que o calculo com ten-
sores pode ser feito de forma abstrata com o nimero de indices e suas contracdes
apenas sendo substituidos no momento final de aplicacdo a modelagem de um sistema
fisico. A ndo ser que tenhamos uma motivacao particular dada pela boa acomodacao
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de um sistema de coordenadas a simetrias da variedade, ndo ha uma necessidade
especifica por um sistema de coordenadas especifico a ser usado para descrever
pontos no espaco-tempo (como o caso do sistema cartesiano no espaco-tempo de
Minkowski). Dessa forma, iremos usar aqui coordenadas curvilineas gerais do tipo
xH = (x9, x1, x2, x3) para denotar as coordenadas no espaco-tempo quadridimensional.
Vejamos, por exemplo, o que acontece se fizermos uma transformagéo de um con-
junto de coordenadas arbitrario para outro. Supondo que o sistema de coordenadas
inicial é representado por x* e o novo sistema de coordenadas por x’H, entdo as novas
coordenadas sao funcdes das iniciais, i.e,

x'H = xH(x) (1)

e vice-versa,

xH = xH(x'). 2)

Por conseguinte, os diferenciais das coordenadas obedecem a seguinte lei de
transformacéo:

I

ax't = %dx"; 3)
U

dxt = gj:,v dx". (4)

No caso das transformacdes do grupo de Lorentz da Relatividade Especial, as
derivadas parciais 9x#/0x"V sdo constantes. Mas agora, como estamos lidando com
transformacgdes de coordenadas gerais, essas derivadas parciais devem ser dadas em
funcdo de x’* ou x¥. Uma vez que as transformacgdes (1) e (2) devem ser a inversa
uma da outra, temos,

(9X/V aX’B M
oxB ox"v — 7V
e as leis de transformagao para o operador diferencial J, séo

o X 0
OxH — OxH oxv’

0 _ ox"v o @)
OxH  OxH oxV’

Deste modo, trabalharemos com tensores utilizando suas propriedades sob
transformacdes de coordenadas gerais. Um objeto de quatro componentes AX é dito
um vetor contravariante sob transformacdes de coordenadas gerais(difeomorfismos)
se esse objeto se transforma de acordo com,
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ox'H
AH AV
oxv:' ®)

Alternativamente, um objeto de quatro componentes B, € dito um vetor covariante se

, oxY
= oxH
Tensores de maior rank obedecem as leis de transformacéao

B,. 9)

A
op.n  OXCoxPoxh
A = =7 B ...axKA/“ (10)

g ax* oxB ox »
of..A = OX'H OxV' T 9xIK “HV-K (11)
se sdo contravariantes e covariantes, respectivamente.

2.1.2 Transporte paralelo e derivada covariante

No espaco-tempo de Minkowski, em um sistema de coordenadas x*, é possivel
construir tensores de rank maior por meio da aplicagao do operador diferencial d,.
No entanto, essa propriedade ndo se conserva no caso mais geral de um espaco-
tempo curvo, ou seja, a aplicacao da derivada parcial usual em um tensor néo leva a
uma quantidade tensorial. Podemos observar isso diretamente ao relembrar a lei de
transformacé&o para um vetor AI’_, :

OxH

logo

DAL OxH 0Ay,  9PxH Xt ox¥ 0Ay  9PxH

oxB = 9x'% gxiB " oxagxB Y T 9x'% gxiB oxB T oxragx’B A
Perceba que o lado direito da equacéo acima difere da lei de transformagéo para um
tensor covariante de rank-2 apenas por um termo aditivo. E possivel ainda olhar pela
Otica da definigéo da derivada 0A,/0x" para entender porque a derivagdo simples falha
em produzir uma quantidade tensorial:

(13)

OA, _ iim Au(x + dx) = Au(x)
0xV  dx—0 axV
Veja que no numerador da equagéo acima os vetores sdo avaliados em diferentes
pontos da variedade. Assim, apesar da diferenca entre dois vetores localizados no
mesmo ponto ser um vetor, 0 mesmo nao acontece para vetores localizados em pontos
separados, pois a lei de transformagéo depende da posi¢ao. Isso sugere que, para
obter um numerador vetorial, devemos fazer o transporte paralelo de A, de x até

: (14)
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X + dx antes de realizar a subtracao, de modo que ambos os vetores no numerador
sejam avaliados no mesmo ponto. Portanto, a construcao de tensores por um operador
diferencial demanda primeiro a construcao da descricdo de transporte paralelo de
um tensor ao longo de uma variedade, qual seja: transporte paralelo consiste na
operagao de mover um vetor ou tensor ao longo de uma curva em uma dada variedade
mantendo a sua dire¢cdo e magnitude relativos a geometria local conforme é movido ao
longo da curva. Como exemplo simples de transporte paralelo de um vetor podemos
considerar a figura 1 abaixo na qual um vetor paralelamente transportado ao longo
de uma curva fechada contida em um plano leva ao mesmo vetor inicial (antes do
transporte). Essa figura entra em evidente contraste com a figura 2, na qual um vetor
paralelamente transportado ao longo de um caminho fechado na superficie de uma
esfera- um exemplo de variedade com curvatura- se desvia do vetor inicial.

Isto posto, denotaremos matematicamente por 6A;, a mudanga produzida nas
componentes do vetor A, pelo seu transporte paralelo ao longo de um pequeno inter-
valo dxP. Essa mudancga 6A, deve ser linear em dxP e, também, deve ser linear em Ay,
pois vamos requerer que a mudanga em uma soma vetorial A, + B, produzida por trans-
porte paralelo deve ser igual a soma das mudancas em cada vetor individualmente.
Assim, 6A;, deve poder ser representado na forma,

Ay =I"p A, dxP (15)

na qual o objeto I“;uﬁ de 4 x 4 x 4-componentes é uma funcao da posicédo. Esse
objeto geométrico esta associado a nog¢ao de derivacédo covariante em uma variedade,
como veremos adiante. Contudo, como ainda nao introduzimos uma métrica para
a nossa variedade(o espago-tempo), podemos, por ora, considerar r‘;J,B como uma
funcéo arbitraria que caracteriza o transporte paralelo no espago-tempo, i.e., uma
funcdo que caracteriza a geometria afim desse espaco. Na literatura, o objeto I "HB
€ conhecido como conexdo afim. Uma vez que (15) define o transporte paralelo de
um vetor covariante, entdo o transporte paralelo de um vetor contravariante BY é
determinado pela necessidade da quantidade A, B+ ser escalar. Logo,

0 = 5(AyB) = §A,B + A 5B (16)

= (™ pA LB + ASB) = A, (I 0xPBY + 6B . (17)

Como o lado direito da equagao acima deve ser satisfeito para qualquer A,
arbitrario, entdo o termo em parénteses deve ser nulo, portanto,

8B = 158" axP. (18)

Aqui assumiremos que a conexao € simétrica nos seus indices covariantes, i.e.,
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B =gy (19)

Dessa forma, estabelecemos a condi¢cao (19) para que nossa variedade seja

livre de torsdo ou, em outras palavras, para que de fato essa variedade seja uma boa

aproximacao do espaco plano localmente, ou seja, uma boa aproximagao na vizinhanga

de qualquer ponto P arbitrario da variedade. Dessa forma, podemos proceder para a

construcao de um operador diferencial que mantém o carater tensorial de qualquer

tensor no espago-tempo. Como foi dito anteriormente, para fazer o numerador em (14)

ser um vetor, devemos fazer o transporte paralelo de A,(x) de x até x + dx antes de
realizar a subtracdo. Fazendo isso, obtemos

A+ A —AX)=8A, . Au(x+dx) — Ay(x) axP
u u u u w(X)
dgrllo dxv B dlmo dxV I g/ axV (20)
0A
= v ~ A (21)

Essa é, finalmente, a definicdo de derivada covariante de um vetor A,(x). Na
literatura € comum encontrarmos a notacdo de ponto e virgula ou nabla para esse
operador e apenas virgula para a derivada parcial usual, como na expressao a seguir:

AIJ7V = VVAIJ = Ay’v _r(z'vAa, (22)

na qual temos A, v = dvAy,. Perceba que, por construgao, a derivada covariante de um
vetor € um tensor de rank-2. Também temos uma definicdo analoga para o caso de um
vetor contravariante BV:

Bp;v = BI{V + rIJavBa- (23)
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[ €3

Figura 1 — llustagdo de um vetor sendo paralelamente transportado ao longo de um ca-
minho fechado em um plano, exemplificando uma variedade sem curvatura.

S

Figura 2 — llustracdo de um vetor sendo paralelamente transportado ao longo de um
caminho fechado na superficie de uma esfera, exemplificando uma varie-
dade com curvatura. Perceba que o vetor no ponto A inicialmente tem sua
direcao e magnitude alteradas ao retornar a esse mesmo ponto depois de
realizado o transporte paralelo.
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2.1.3 Tensor métrico

Qualquer campo tensorial simétrico e covariante de rank-2, como gyy(x), de-
fine uma métrica [57, pg. 81]. Uma variedade dotada de uma métrica € chamada de
variedade Riemanniana. A métrica € um objeto matematico que pode ser utilizado
para definir distancias entre pontos e a magnitude de vetores em uma variedade. A
distancia infinitesimal(ou intervalo invariante, em relatividade), denotada por ds, entre
dois pontos vizinhos x# e x* + dxH é definida por

ds® = guv(x)dxHax", (24)

na qual o quadrado do intervalo invariante, ds2, é geralmente chamado de elemento
de linha.

Sem perda de generalidade, podemos considerar que o tensor métrico é si-
metrico, i.e., guv = gvu, POIS qualquer parte antisimétrica de g,y seria anulada em
(24) quando contraida com os tensores dx”dx",que sdo simétricos. Podemos mostrar
que guv de fato € um tensor apelando a propriedade de invariancia do intervalo no
espaco-tempo ds? da seguinte forma,

ds’? = ds? = gyydxHdx". (25)
Pela regra da cadeia para os diferenciais, temos
_ oxH OxY
= G Ix'* 5x'B
Dessa forma, podemos ver que o tensor métrico transformado para as coordenadas
x'® é dado por,

ds/2

dx@dx’P. (26)

/ oxH oxY

v = et I (27)
Ou seja, esse objeto de fato obedece a lei de transformacgéao para um tensor covariante

de rank-2.

Agora, podemos também estabelecer uma relacédo entre a geometria afim e
a geometria métrica, ou seja, uma relacdo entre a conexao afim f“aﬁ e guv- Essa
relagdo decorre da necessidade de o transporte paralelo de um vetor arbitrario A¥
dever manter a sua norma A’Ag,, inalterada. Com mais generalidade, podemos
considerar o transporte paralelo de dois vetores AY e B . Nesse caso, o0 seu produto
escalar A“B"g,y, deve permanecer inalterado,

(APng,uv),ﬁ = 0. (28)

Como a quantidade acima é escalar, podemos substituir a derivada comum por uma
derivada covariante, pois, de acordo com a definicdo (22), o efeito de operar com
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a derivada parcial usual € o0 mesmo de operar com a derivada covariante quando o
tensor é de rank-O(um escalar). Assim, diferenciando termo a termo usando a regra de
Leibniz, temos

(A'B'Guy).g = A“; 3B G + A'B' gy + A'B'gy, 5 = 0. (29)
Uma vez que as unicas mudancas nos vetores AY e BY sao aquelas promovidas por

transporte paralelo, entdo essas derivadas covariantes devem ser zero e a €q.(29) se
reduz a

A'B'g,p = 0. (30)

Como os vetores AY e BY sao arbitrarios, temos

Guvip =0 (31)
Dessa forma, pela expressao para a derivada covariante de um tensor de rank-2, temos
que

ag,,v

P gavrﬁp gparﬁv =0 (32)

Deste modo, podemos expressar as derivadas da métrica em termos da conexao afim,
99

’lg gorvr/gy + Qparﬁv (33)

Alternativamente, podemos expressar a conexdo em termos de derivadas da métrica.
Para tanto, fazemos a permutagéo ciclica dos indices uy e v na equacéo (33) para obter

aT\fl = g(xpr?,ﬁ + gﬁaro\(/p (34)
° 0

9

8):5 = gaﬁrpv + gvar IB (35)

Agora podemos adicionar as equagodes (34) , (35) e subtrair a eq. (33) e, consi-
derando as simetrias da métrica e da conexdo afim, teremos

ag,By agvﬁ _ agpv

axv T axE T gxB 290! v (36)
de modo que,
1 99u  99p  dguv
a _ 1 op 4 vB _ 9Yu
Fiv=39 < oxv " oxk axﬁ) ' 37)

Dessa forma, podemos ver que o tensor métrico determina completamente a conexao
e, portanto, a geometria métrica determina completamente a geometria afim. Nesse
caso especifico, € comum encontrar essa forma da conexdo denotada na literatura
pelo nome de conexdo métrica ou simbolo de Christoffel.
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2.1.4 Equacao da geodésica

Assim como na Mecanica Newtoniana o conceito central que descreve a dina-
mica de uma particula massiva é a trajetoria calculada a partir da forga resultante no
sistema, a dindmica de uma particula massiva(ou néo) sujeita a agdo de um campo
gravitacional na Relatividade Geral € descrita pelo conceito de geodésica. No espaco-
tempo curvo, uma definicdo possivel para uma geodésica € a de que esse objeto
consiste em uma curva cujo comprimento € um extremo para dois pontos fixos e distin-
tos dessa variedade. Podemos, por meio desta definicdo, considerar as geodésicas do
espaco-tempo a através da sua geometria métrica, ou seja, podemos definir as curvas
geodésicas fazendo a extremizagao do intervalo invariante entre dois pontos fixos e
distintos Py e P, do espaco de configuragoes,

P>

6 ds = 0. (38)
P;

E possivel reescrever o intervalo invariante como em (24) considerando os diferenciais
dxH como funcdes do tempo préprio da seguinte maneira,

Pa [ dxH dxv
6/,;)1 gva dT dT = 0, (39)

com o parametro T sendo o tempo proprio, de forma que a equagao de Euler-Lagrange
decorrente deste principio variacional deve ser dada por

d ax’\ 1 ax™ dxP
dr (QPVF) " 29w g gr = (40)
Como
dguy dx?
dr - gpv,aF (41)

podemos escrever (40) na forma

d2xv ax®dx¥ 1 dx® dxB

gHv—dT2 + va,aFE - §gO’IB’VFF _ 42)
e multiplicando por g°¢ , temos
d*x7 1 ax™ dxB
dr2 + ng <2gpﬁ,a —gaﬁ,,,> g o C 0. (43)

Devido & simetria de dx®dxP nos indices o e B, entao o termo 2g,,5 o (dx*/dr)(axP/dr)
é igual a (gpﬂ’a + gya,ﬁ)(dxa/dr)(dxﬁ/dr). Dessa forma podemos reconhecer que a
combinacao de derivadas na eq.(43) € idéntica ao simbolo de Christoffel rf;ﬁ. Essa
equacao toma entao a seguinte forma
d?x° . dx® dxP
+I =
ar2 B dr dr

0. (44)
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Deste modo, finalmente deduzimos a equacao da geodésica que permite prever qual
deve ser a curva percorrida por uma particula classica em um espago-tempo de fundo
curvo, representado pelo tensor meétrico g,,y, em fungao do parametro de tempo proprio

T.

2.1.5 Tensor de curvatura de Riemann

A maneira mais simples de detectar a curvatura em uma geometria é realizar
o transporte paralelo de um vetor em torno de um caminho fechado e entao verificar
a diferenga entre o vetor inicial e o final. Outra forma equivalente para determinar
0 quanto um espaco-tempo se desvia do espago de Minkowski € tomar o tansporte
paralelo de um vetor saindo de um ponto P e chegando em P’ por dois caminhos
distintos. Matematicamente, esse procedimento pode ser codificado pela aplicagdo do
comutador de duas derivadas covariantes V,, e V, em qualquer vetor A arbitrario do
espaco-tempo, ou seja, como

VA% = 9, (aVAO‘ + r;XVAY) e <8VA'B + r{ivAY) 1L, <aﬁA°‘ + r)?‘ﬁAY) (45)
e como
VUVpA = 0 (A + TG AY ) + 18, (AP + T A ) =1, (9pA° +TSAY) . (46)

Logo,

VIJVVAG - VVVIJAG = gvaﬁ + <r21/v - /_\),/p> VYAG (47)
Como estamos interessados apenas em conexdes livres de torsédo, entdo a equagéao
acima toma a forma

VuVvAY =V, V, A% = RS AP, (48)

Buv
com o tensor no lado direito da equagao acima sendo o tensor de curvatura de Rie-
mann, cuja definicdo em termos da conexao e suas derivadas € dada por

RS =Ty + T8y + o By~ TSR, (49)

Dessa maneira, por construcdo, as componentes desse tensor sdo iguais a zero em
todo ponto se estivermos no espacgo-tempo plano e devem ser ndo-nulas ao menos na
vizinhang¢a de um ponto no espago-tempo curvo, devido as distintas propriedades de
cada espago por transporte paralelo.

Esse tensor obedece diversas identidades importantes que séo utilizadas para
encontrar varios resultados em Relatividade Geral. No que segue, elencamos algumas
dessas identidades:
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Ropuv = —Rpopv ; (50)
Ropuv = —Ropuy ; (51)
Rapuv = Ruvap (52)
(53)

Raﬁpv + Rapvﬁ + RO(V,B,U = 0

Podemos contrair o primeiro e ultimo indice em Raﬁpv para obter um tensor de rank-2
Rﬁy:
— of

Rg, =R Buar (54)
Esse tensor é chamado de tensor de Ricci e € simétrico nos seus indices, i.e.,

Rg, = Ryp- (55)

Contraindo mais uma vez os indices no tensor de Ricci obtermos o escalar de curvatura

R= F{ﬁﬁ - R‘“ﬁﬁa. (56)

2.1.6 Isometrias do espaco-tempo e campo vetorial de Killing

Se o tensor métrico de certo espaco-tempo € invariante sob transformacgdes
de coordenadas x# = xH(x), entdo essa transformacéo é dita uma simetria ou uma
isometria do espago-tempo em questdo. Como exemplo, podemos citar a ja conhecida
invariancia da métrica de Minkowski n,,y sob transformagoes de Poincaré, como transla-
cOes, rotacOes espaciais e boosts. Isso quer dizer que em vez de considerarmos essas
transformacdes de coordenadas como a mudanca de um sistema de coordenadas
para outro, podemos nos valer de um ponto de vista alternativo e apenas considerar
essas mudancas de coordenadas como mudancgas de posi¢cao dentro do sistema de
coordenadas originario. Deste modo, as isometrias podem ser entendidas em outros
termos como a invariancia do tensor métrico com relagdo a sua avaliacao em diferentes
posicoes relativas no espaco-tempo.

Vamos considerar uma transformacéo de coordenadas geral de um tensor mé-
trico gy em g,’N. De acordo com o que ja foi exposto acima, essa transformacao deve
ser dada por

p p _oxH oxY
9up (X (X)) = ax—,aax—,ﬁgpv(x)- (57)

No lado esquerdo dessa equagao, a coordenada transformada x’ esta expressa como
uma fungéo de x para enfatizar que ambos os lados da equacéo estdo sendo avaliados
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no mesmo ponto do espacgo-tempo. Alternativamente, a transformacéao inversa dessa
equacao deve ser dada por
Ia /]

gl = 20 O g1 (X)) (59
Assim, uma vez que consideramos que a transformagao de coordenadas em questao
€ uma isometria, entao o tensor métrico € invariante sob essa transformacéao, o que
acarreta no tensor métrico transformado ser a mesma fungdo que o tensor métrico
para o seu argumento em coordenadas transformadas, isto &,

9opX) = Gop(X') € g (X'(X)) = go (X'(X)) . (59)
Portanto, a equacgao (58) toma a forma,
OxX'% 9 B
Guo(X) = 5 2= Gap (X' () (60)

As isometrias de um certo espaco-tempo geralmente ficam evidentes a partir
da inspecao das variaveis ignoraveis(ausentes) na dependéncia das componentes do
tensor métrico representado em um sistema de coordenadas do tipo (xg, Xq, X2, X3).
Caso contrario, é necessario encontrar as transformacgoes x’(x) através da solugéo da
equacéo (60). Porém, na prética, essas equagdes sdo muito dificeis de resolver se x’(x)
€ uma transformagéo de coordenadas finita. Deste modo, € possivel simplificar enor-
memente essa solugao se nos restringirmos ao caso mais simples de transformacdes
de coordenadas infinitesimais do tipo,

X% =x%+e€%x), com &—0, (61)

na qual £%(x) € um campo vetorial gerador de uma isometria que depende da posigao.
Para essa transformacéo, temos
ox* 08
= —. 2
ol SIJ + € ol (62)
Por consequéncia, tomando apenas termos até O(c) e trocando g;,‘, por guv @ equagao
(58) toma a forma

o s
gpv(X) = (52( + 82%) <6€ + ng{") g(lxﬁ (X/(X)) (63)
o s
~ G (X00) + 2 G (X' () + €25 g0 (X () (64)

Para expressar todos os termos como fung¢des explicitas de x, vamos usar a expansao
de Taylor,
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/

oJe] ag,
G (X' () = Gly(X) + 675 = gy(X) + 675 (65)
Dessa forma, a equacgao (64) se torna,
Ogu(x) & &P
Gl) = Gl (x) + €T L O G x) + 20 g ). (66)

Pela condicdo de invariancia do tensor métrico sob isometrias infinitesimais g;,v(x) =
Guv(x), temos,

(04
229 08 g )+ 2L g5 =0,
Logo, essa equacao € a versao de (60) para transformacdes infinitesimais. Ainda
podemos manipular um pouco mais essa equacao ao tomar as derivadas de & em
termos de componentes covariantes ao diferenciar &, = gov&°:

O9uv ISy 99av 0 a9 B
a”IH _£a ToH _gBEHP )
o t <8XP § 8x:“>+ <8x" & o ) =0. (68)

E possivel perceber que as derivadas da métrica na equagdo acima se combinam em
um simbolo de Christoffel da seguinte maneira,

(67)

o0& o8
ot g~ 2ol =0 (69)
ou, alternativamente,
Ev,’u + E'u,v = 0 (70)

Essa equacao diferencial covariante € chamada de equacéao de Killing e, como discuti-
mos, sua solugdo sdo 0s campos vetoriais geradores da algebra de Lie que descrevem
as simetrias infinitesimais de um dado espaco-tempo.

Podemos ilustrar melhor o conceito de campo vetorial de Killing e sua relagéao
com a simetria de um espago ao considerar o exemplo da métrica de Minkowski em
coordenadas esféricas. Nesse sistema, a métrica do espago-tempo nas coordenadas
(t,r,6,) € dada por,

100 0
010 0

= , 71

W=l 02 o (71

0 0 0 r?sine

de maneira que as variaveis ignoraveis da métrica que mencionamos no comeco dessa
subsecado se tornam manifestas e, assim, nos permitem inferir qual devem ser algu-
mas das simetrias desse espaco-tempo. Ou seja, apenas atentando a dependéncia
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funcional das componentes do tensor métrico g,y podemos concluir que a métrica
nao tem dependéncia temporal e também nao tem dependéncia com relagdo ao an-
gulo azimutal ¢, de forma que temos, respectivamente, d; guy = 0 € dp guw = 0.
Logo, é possivel demonstrar de maneira simples que os vetores K; = K{J Ou = 0l0r e
Ky = Kg Ou = 0/0¢ associados, respectivamente, a invariancia da metrica por trans-
formacdes de translagdo temporal e rotagdo axial(nesse caso em torno do eixo z das
coordenadas cartesianas) devem ser solucdes da equacao de Killing (70). Para fazer
isso, basta considerar a equacao (69) com a conexao expressa de maneira explicita e
os vetores de Killing §, substituidos por vetores do tipo K, (abaixo consideramos que
K. representa, em um Gnico simbolo, tanto o vetor K; quanto Ke):

oKy .\ oK, K, g (8%” . 998 B 8g,uv> _o. (72)
OxH ~ Oxv oxv — OxH  oxB

Perceba que, sendo 6’(,’ a funcéo delta de Kronecker, uma vez que as componentes
contravariantes de cada um desses vetores de Killing K; e K, devem ser dadas por
KI' = & e K, = &, entao a sua forma covariante deve ser dada por K, + = g K} = gus
eKig = g,NK(; = gug- Deste modo, basta substituir a forma covariante dos vetores
K na equacgao (72) e entéo ficara evidente que, de fato, esses vetores satisfazem a
equacao de Killing (70). Essa discusséo € particularmente importante aqui pois, como
veremos adiante, campos vetoriais de Killing sdo objetos chave para a construcédo do
campo eletromagnético associado ao buraco negro magnetizado de Kerr-Papapetrou-
Wald que estudamos nesse trabalho.

2.2 TEORIA DA GRAVITACAO DE EINSTEIN

A Relatividade Geral ou teoria da gravitacdo de Einstein é uma teoria proposta
por Albert Einstein em 1915 para descrever a gravidade por meio da curvatura do
espaco-tempo causada pela massa e energia da matéria [56-58] [60]. Em outras pala-
vras, essa é uma teoria que permite construir modelos sobre o acoplamento entre uma
certa distribuicao de matéria no espaco-tempo, representada pelo tensor de energia-
momento THY, e a geometria pseudo-Riemanianna do espago-tempo decorrente dessa
distribuicao de matéria, representada pelo tensor métrico g,,y. A relagao entre essas
duas quantidades € dinamica e retro-causal(a distribuicdo de matéria determina a ge-
ometria e a geometria determina a distribuicdo de matéria no espago-tempo ) e leva,
inevitavelmente, a equagOes de campo nao-lineares envolvendo g,y € 0s campos em
THY. Por questao de concisdo, adotaremos uma abordagem axiomatica da teoria da
Relatividade Geral para deduzir as equacdes de campo de Einstein e, s6 entao, pros-
seguiremos para a interpretacao fisica usual dessas equagdes. Antes disso, vamos
discutir as condi¢bes requeridas pelas equagoes de campo para a métrica gy :
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1. As equagles de campo para o tensor simétrico g,y devem depender da dis-
tribuicdo de matéria no espaco-tempo, representada pelo tensor de energia-
momento THY.

2. As equacbes de campo devem ser equagdes tensoriais, ou seja, devem ser
dadas em forma covariante.

3. As equagdes sao de, no maximo, segunda ordem nas derivadas de g,y €
sao lineares com relacao as derivadas de segunda ordem.

4. O tensor de energia-momento se conserva no espago-tempo curvo, de
acordo com a equagao T}, = 0.

5. A teoria da gravitagdo de Newton deve ser recobrada no regime de campos
fracos e velocidades baixas, ou seja, esse € um principio de correspondén-
cia.

6. As equacdes de campo podem ser derivadas pelo principio de Hamilton
através de um funcional de acao invariante por difeomorfismos S.

Deste modo, é possivel mostrar que todos os requisitos acima sao satisfeitos se
utilizarmos o funcional de acao de Einstein-Hilbert na presenca de matéria, S, dado
por

S=SG+SM=/Qd4x E—K(R—MHEM V=g (73)
no qual S e Sy séo, respectivamente, a parte referente a geometria métrica do
espaco-tempo e a parte referente a distribuicdo de energia-momento no espacgo-tempo
da acédo S, com Q correspondendo a uma regido de integracdo qualquer dessa vari-
edade, L), sendo a densidade de Lagrangiana dos campos de matéria, R o escalar
de Ricci e A o0 termo de constante cosmoldgica que descreve a expansao observada
do universo (para mais detalhes ver [57, pg. 148]). Assim, as equagdes de campo que
desejamos podem ser deduzidas do principio variacional 6S = 0 ao fazermos a extremi-
zagao dessa agdo com relagéo a variagoes arbitrarias 6gyy que se anulam na fronteira
0Q) de Q) . Procedendo dessa forma, temos que a variagdo da parte geométrica da

acao, definida por
Sg = / d*x {l(R—Z/\)] V=9, (74)
O 2K

€ dada por

§Sg = / d*x/=g % [Ag“"— RHY + %g’”ﬁ’] 6Quv + / d*x\=g 9"'6Rw,  (75)

uma vez que,
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Ainda podemos mostrar que o segundo termo do lado direito da equacéao (73) deve ser
zero. Para isso, basta considerar que

Riov = ol = Ty + T\ = T3 T, (77)
dessa forma,
8o = Vo (87, ) =V (676,) (78)

portanto,

PSRy = 9" |Vp (878,) — Vv (675) | = Vo [0 (8760) -0 (6r5,) |- (79)

Note que no lado direito da equacéo acima temos um operador de quadridivergéncia
covariante aplicado a um vetor formado pela métrica e as variagées da conexao. Es-
sas variacdes da conexado podem ser escritas em termos de variacdes da métrica e,
pelo teorema da divergéncia, uma quadridivergéncia em um hipervolume Q pode ser
avaliada como uma integral sobre a hipersuperficie Q. Assim, como condideramos
que 6guv = 0 em 9Q), devemos ter

/ dx/=g g"6 R = 0. (80)

Agora, voltando nossa atencdo para a parte da acao referente ao conteudo de matéria
dessa teoria de campos, vamos definir

Sy = / d*XL /=G, (81)

cuja variacao é dada por

5Sy = % / d*XTH \/~g8 g, (82)

na qual estamos definindo o tensor de energia-momento

T i= éﬁ (gf ), (83)
com a derivada em 6/6g,,y acima sendo a derivada funcional de Euler-Lagrange de
v—9 L. Por conseguinte, juntando todos os resultados obtidos até agora, podemos
ver que a variacado 6 S pode ser escrita como

(ot U (Ypgv g pagev| o Vvl =
68_/d X{ZK 2Rg R Ag +2T V—=969uv. (84)
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Dessa maneira, é possivel perceber que a extremizacao da acao (6S = 0) para qual-
quer variagao arbitraria 6gy,y deve levar a seguinte equagéo

1
va - §Rg’uv + Agpv = KT,JV (85)

na qual k = 8mG/c*. Portanto, podemos finalmente escrever as equacdes de campo
de Einstein na forma,

Ry — %Rgpv +AQuv = 8CL4G Tuv. (86)
Perceba que essa equacao tensorial transparece de maneira cristalina como a geo-
metria do espago-tempo e o conteudo de matéria do mesmo estéo relacionados, uma
vez que, no lado esquerdo da equacgao, temos apenas quantidades geométricas, en-
quanto que, no lado direito, temos o tensor de energia-momento construido puramente
a partir de campos de matéria. Assim, para interpretar essa equagao € comum se
referir a maxima de John A. Wheeler na qual ele diz: "a matéria diz ao espago como
ele deve se curvar e o0 espaco determina como a matéria deve se mover". Isto posto,
€ importante frisar que a concepgéo do principio de covariancia geral(invariancia das
leis da Fisica por difeomorfismos) e as equacdes de Einstein decorrentes desse prin-
cipio se mostraram verdadeiramente frutiferas ao longo do tempo para expandir o
conhecimento da humanidade acerca da realidade, com aplicagdes e previsdes que
nao seriam possiveis com a teoria de gravitagdo de Newton, como, por exemplo, a
previsao da precessao do periélio do planeta Mercurio, lentes gravitacionais, o desvio
ao vermelho (redshift) de ondas eletromagnéticas que se propagam para longe de
um corpo massivo, ondas gravitacionais e os buracos negros estudados nesse traba-
lho(para uma exposicao nao-exaustiva sobre alguns dos testes empiricos da teoria da
Relatividade ver [57, pg. 192]).

Deste modo, finalmente terminamos nossa exposicéo a respeito do aparato
fisico-matematico da teoria da Relatividade Geral e estamos em posicao de avancar
no campo da modelagem de sistemas fisicos por meio dessa teoria da gravitacao.
Mais especificamente, iremos utilizar o que foi exposto até agora para estudar o com-
portamento da matéria quantica no espago-tempo de uma classe importantissima de
solugdes das equacdes de Einstein no vacuo: os buracos negros. Para tanto, iremos
antes dedicar o proximo capitulo a uma exposi¢ao sucinta da deduc¢ao dessas solugdes
especiais e das suas motivacdes iniciais advindas do estudo de objetos astrofisicos.
Por fim, também é importante mencionarmos que as solu¢des de buracos negros das
equacles de Einstein estudadas nesse trabalho se dao nos chamados espagos-tempo
de vacuo assintéticamente planos, ou seja, em espac¢os em que a constante cosmolé-
gica, A, que determina a taxa de expanséo acelerada do universo é zero e em regides
exteriores a qualquer distribuicao de mateéria(7,y = 0).
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3 BURACOS NEGROS

Como foi dito na Introducéo, o presente trabalho é um estudo de Teoria Quéantica
de Campos em Espacgo-tempo curvo. Dessa forma, uma vez que mostramos no capitulo
anterior o que o termo "espaco-tempo curvo" significa, agora ja estamos na metade
do caminho necessario para o entendimento da interpretacao fisica das equacdes de
campos e dos problemas espectrais que resolveremos nos capitulos 4 e 5.

A motivagao principal desse trabalho € chamar a atenc¢do para algumas possi-
bilidades de modelagem de sistemas quanticos no espaco-tempo de buracos negros
cercados por campos eletromagnéticos. Esse interesse foi despertado a luz de de-
senvolvimentos recentes acerca da explicacdo do espectro de energia de gamma-ray-
bursts(GRBs) de longa duracdo (que duram mais que 2 segundos) observados pelo
detector de radiagdo gamma do satélite Fermi. Em [44], Jorge A. Rueda, Remo Ruffini
e Roy P. Kerr utilizaram o que chamaram de campo eletromagnético de Papapetrou-
Wald [7] para modelar um buraco negro em rotacédo cercado por um plasma de baixa
densidade que da suporte a esse campo. Nesse artigo, o sistema formado pelo buraco
negro e o campo eletromagnético é tido como uma configuragédo de equilibrio apds o
colapso de uma estrela de néutrons ser induzido por uma supernova em um sistema bi-
nario que inicialmente é formado por essa estrela de néutrons e uma estrela moribunda
com nucleo de carbono e oxigénio. Dessa forma, os autores sdo capazes de descrever
0 espectro na faixa dos GeV emitido por eventos especificos de GRBs através do
calculo da taxa de emisséo de fétons gamma provenientes da aceleracao de particulas
carregadas (radiacao sincrotron) no entorno do buraco negro utilizando a equacao da
geodésica para uma particula carregada classica minimamente acoplada ao campo
eletromagnético de Papapetrou-Wald e levando em conta a reacao de radiacao.

Posto isso, adiantamos que a exposi¢ao desse capitulo sera uma descri¢cao de
espacos-tempo de buraco negro na qual comecamos descrevendo a métrica de buraco
negros no sentido do mais simples ao mais complexo, culminando com a construgao
do que chamamos de buraco negro de Papapetrou-Wald.

Historicamente, a primeira solucédo exata das equagdes de Einstein para uma
distribuicdo esfericamente simétrica e estatica de massa, a solucao de Schwarzchild,
foi encontrada apenas alguns meses apds a publicacado das equagdes de campo de
Relatividade Geral[40]. E possivel que o desenvolvimento da teoria da Relatividade
Geral tivesse sido bastante diferente caso essa solucdo nao fosse encontrada, uma
vez que o proprio Einstein admitira que, devido ao carater ndo-linear e tensorial das
suas equacdes de campo, ele sé possuira a esperanca de realizar calculos concretos
usando pequenas correcoes de campos fracos da gravitacdo Newtoniana [42]. A exis-
téncia da solucédo de Schwarzchild suscitou uma busca por outras solugdes exatas das
equacdes de Einstein: modelos cosmoldgicos puderam ser formulados com base nas
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solucdes de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker e Lense e Thirring[41] encontraram
0 campo exterior a uma esfera massiva em rotacao lenta até a 12 ordem no momento
angular. Entretanto, foram necessarios cerca de 50 anos desde a concepcao da mé-
trica de Schwarzchild para que uma solucao exata representando a métrica para um
corpo massivo em rotacao fosse encontrada, ou seja, a métrica com simetria axial e
estaciondria de Kerr[4]. Essa é a principal métrica de buraco negro que iremos explorar
nesse capitulo e mostraremos brevemente como ela pode ser deduzida utilizando um
ansatz para o tensor métrico em coordenadas esferoidais oblatas.

Deste modo, na se¢éo 3.1 iremos descrever as métricas de buraco negro de Schwarzs-
child e Kerr e discutiremos o significado de cada métrica do ponto de vista astrofisico.

Na secao 3.2, faremos uma breve dedugédo da métrica de Kerr ao resolver as
equagbes de Einstein no vacuo, R,y = 0, utilizando um algoritmo muito parecido com
o empregado por Karl Schwarzschild em sua solugao esfericamente simétrica, através
de um ansatz para a métrica em coordenadas elipsoidais oblatas.

Na sec¢éo 3.4, introduziremos o leitor ao conceito de ergosfera da métrica de Kerr e
discutiremos o papel desse buraco negro como fonte de energia para uma série de
processos astrofisicos.

Por fim, na secéo 3.4 mostramos como deduzir o campo eletromagnético de Papapetrou-
Wald usando os vetores de Killing (ver subsecéo 2.1.6 ) da métrica de Kerr partindo do
teorema provado em [4], o qual dita que vetores de Killing em espacgos-tempo de vacuo
também sdo, necessariamente, solugées das equacdes de Maxwell livre de fontes
nesse espago.

3.1 SOLUGOES DE SCHWARZCHILD E KERR

Como discutimos anteriormente, a métrica de um espago-tempo também pode
ser representada na forma do intervalo invariante ds2. Todas as métricas apresentadas
nesse trabalho seguem a convecao de assinatura “mostly plus"(—, +, + ,+). Para o caso
do espago-tempo de Minkowski a métrica em coordenadas Cartesianas € dada por

ds® = —dt® + dx® + dy? + dz? (87)

e em coordenadas esféricas por

ds? = —dt? + dr? + r?de? + r? sin® 0d¢?. (88)

Para encontrar sua solugédo, Schwarzchild assumiu que o espago-tempo fora de uma
distribuicdo de massa com simetria esférica e estatica deve ser representado por uma
métrica independente do tempo t e deve sofrer alteracbes com relacao a métrica de
Minkowski (86) somente na parte temporal-temporal(gy) e radial-radial(gr), com a
mudanca sendo apenas dada por funcdes de r do tipo
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ds® = -2V a2 + W dr2 4 r2de? + r? sin qu) (89)

Uma vez munido desse ansatz, Schwarzchild prosseguiu para a resolucao das equa-
cbes de Einstein no vacuo, ou seja, essa métrica permite calcular os coeficientes de
conexao r‘;w a partir dos quais é possivel calcular o tensor de Ricci e entdo impor a
condigéo R,y = 0 na regido externa a distribuicao de massa para encontrar equagoes
diferenciais para as func¢oées v(r) e w(r). Dessa forma, assumindo também a consis-
téncia com a gravitacdo Newtoniana no regime de campos fracos, a primeira solucao
exata das equacdes de Einstein € a métrica de Schwarzchild dada por [40]

—1
ds? = — (1 2;\/7) at® + < g) dr? + r2de? + r? sin® ode. (90)

Também é possivel elencar as componentes covariantes ndo-nulas dessa métrica da
seguinte forma,

2M 2M .
it = <1 - T) g = (1 - T) oo = °, Gpep = r°5in°6. (31)

Portanto, a métrica que descreve o campo gravitacional no exterior de uma distribuicao
esférica e estatica de massa deve ser descrita pela métrica (88) e, com ela, é possivel
modelar o espago-tempo no exterior de um corpo astrofisico compacto, como uma
estrela ou um buraco negro sem momento angular. Contudo, é muito pouco provavel
que a maioria destes objetos astrofisicos ndo possuam momento angular, uma vez
que séo criados a partir do acumulo de gas e poeira em galaxias. Durante o processo
de acumulacao, esse tipo de matéria massiva que até entao se encontrava fracamente
coesa passa a se acumular de maneira ndo-uniforme com o passar do tempo, conforme
a interacdo gravitacional entre massas promove nao sé a troca de for¢gas, como também
a troca de torques entre as partes dessa matéria compactamente distribuida. Assim,
€ natural pensar que toda estrela decorrente desse processo possui a0 menos uma
pequena quantidade de momento angular e, por consequéncia, 0os buracos negros
criados apds o colapso estelar também devem conservar uma parte do momento
angular da sua estrela geradora. A métrica que descreve o campo externo de um
buraco negro em rotagéo foi descoberta por Roy Kerr em 1963, através do estudo de
espacos algébricamente especiais [4]. Nas coordenadas de Boyer-Lindquist [5] essa
métrica toma a forma

. 2
ds? = (1-%’”’) dt2 + = Zar? + 3dg? +Asm ode? — 2BMISINT0 i (92)
na qual X = r2 + a2c0s20, A = r° —2Mr + &, A = (r° + a%)? — Aa®sin®0, com M e

a = J/M sendo, respectivamente, a massa e o momento angular por unidade de massa
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do buraco negro.
Em representagdo matricial, a métrica toma a seguinte forma:

9t 0 0 gip
0 20 0
= 93
v 0 0 0 93)
Gtp 0 0 Goo
com
__(1- 2Mr 2
it = 5 ) 9rr = A’
= —2Mrasin2 6 =X
Gt = 5 966 = 2,
2Mra? A
9o = [rz +a+ Zra sin? e] sin?6 = 5 sin 0.
E a matriz inversa é dada por,
gtt 00 gt(p
A
gv=| 2 390 (94)
0 0 5 O
gl* 0 0 g¥?
com
1 ra? A
t__'|,2, 2 2o __ 2
g = r<+a+ sin© 6 A’
2Mr
tp _ =7
g ZA a’

_I-2Mr A-a2sin?@
" SAsin?6  3Asin2e

Note que a rotagdo nessa métrica é indicada pelos termos fora da diagonal do
tipo gip © gyt € que a métrica de Kerr se reduz a métrica diagonal de Schwarzchild
quando o parametro de spin se anula(a = 0).

gQDQD

3.2 DERIVAGAO DA METRICA DE KERR

Nesta secao iremos deduzir a métrica de Kerr através de um algoritmo conciso,
que é muito semelhante ao empregado inicialmente por Karl Schwarzchild. Dessa
forma, iremos nos valer de um bom ansatz inicial para a métrica, em um sistema de
coordenadas adequado a geometria de um corpo massivo em rotagéo, o qual, através
das equacoes de Einstein no vacuo, levara a solucao de Kerr em coordenadas de
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Boyer-Lindquist(92) [5]. A vantagem de proceder dessa forma € que podemos evitar
as complicagdes ensejadas pela introducao de novos conceitos que sdo usados em
outros métodos de deducdo comuns na literatura, como a introducdo do conceito de
especialidade algébrica usado por Kerr [4] ou 0 de tétradas nulas quando usamos o
algoritmo de Newman-Janis [51].

Para comecar, vamos considerar que o efeito da rotacdo na geometria do
espaco-tempo deve produzir, a0 menos, um "achatamento"com relacdo a geometria
sem rotacao de Schwarzchild. Deste modo, esse efeito aparecera de forma mais sim-
ples se utilizarmos elipsoides oblatos para definir o sistema de coordenadas, no qual
uma familia de elipsoides confocais r = cte se relaciona com as coordenadas cartesia-
nas da seguinte forma

x = Vr2 +a2sin6cos o, (95)
y =V r2+alsinfcos o, (96)
Z =rcoseé. (97)

Assim, a métrica de Minkowski pode ser escrita em coordenadas elipsoidais oblatas
como a seguir

2

dr? +3d6? + (r? + %) sin® 0dg?. (98)
re + a2

ds® = —dt® + dx® + dy? + dz? = —dt? +

Ou ainda podemos rearranjar os termos da métrica acima para encontrar uma forma
diagonal [42, pg.13][43]:

2., 2 2, 2212 ain2
ds? =t & g2, dr? + 3 do? 4 T E)SIN76 4o, (99)
r2 + a2
com dT = dt—a sin0 do e d® = dp— 2 dt .

A partir daqui, podemos proceder analogamente a deducdo da métrica de
Schwarzchild, ou seja, vamos fazer as componentes da métrica nos termos "temporal-
temporal"e "radial-radial"diferirem apenas em fun¢des que dependem de r e 6 para
termos uma solugdo com simetria axial e estacionaria da seguinte maneira,

(r? + a°)? sino
>

E relativamente f4cil calcular o tensor de Ricci com o auxilio de um software de compu-

tacdo simbolica como o Mathematica ou a biblioteca Sympy na linguagem de progra-

macao Python, assim como feito em [43]. Uma vez feito isso, encontraremos equagodes

diferenciais para v(r,0) e A(r,0) através das equagOes de vacuo de Einstein, R,y = 0,

ds? = —e2V(rO)gr2 4 2Ar0) g2 | 5 g2 4+ do. (100)
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que nos deixardo com o resultado e = e™. Assim, podemos requerer que essa mé-
trica se reduza a métrica de Schwarzchild quando o parametro de momento angular,
a, se anula, i.e.,
jim 2V = 1 2M (101)
a—0 r
e também podemos requerer que a métrica seja idéntica a métrica do espaco-tempo
plano(99), no limite de auséncia de qualquer fonte de massa M, i.e.,

re+ a2

nlzifoezv= 5 (102)

Tomando em conta tudo o que foi exposto acima ficaremos com

2V re —2Mr + a2

" r24+32cos20’ (103)
(104)

oy r?+a®cos?e 105
T rR_2Mr+ a2 (105)

Dessa maneira, conseguimos deduzir a métria de Kerr em coordenadas de Boyer-
Lindquist na forma ortogonal dada por

dop— ———dt

(r? + a)2sin? 6 a 2
2 r2 + a@ '

ds? = —‘E‘ (dt— asin? qu))z 4 %drz +3de? +
(106)

Essa métrica representa o espago-tempo de equilibrio apds o colapso de uma estrela
suficientemente massiva com momento angular, ou seja, ela representa um buraco

negro em rotacgao.

3.3 DISCUSSAO ACERCA DAS PROPRIEDADES DO BURACO NEGRO DE KERR

Como ja discutimos na subsecao 2.1.6, ao apenas atentar para as variaveis
ignoraveis em uma meétrica representada em um certo sistema de coordenadas, é
possivel inferir quais devem ser alguns de seus vetores de Killing e, consequentemente,
quais séo algumas das simetrias manifestas em um espaco-tempo. Assim, no caso da
métrica de Kerr (92) fica evidente que, assim como no exemplo da subsec¢éo 2.1.6, dois
dos seus vetores de Killing devem ser dados por Jy € 9; , 0s quais séo associados,
respectivamente, a simetria axial e a estacionariedade dessa métrica. Deste modo,
podemos estudar uma regidao proposta por J. A. Wheeler e R. Ruffini na métrica de
Kerr [61, pg. 161], na qual o vetor de Killing 0; associado a estacionariedade dessa
solucao no tempo deixa de ser timelike e passa a ser spacelike em uma regido fora do
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horizonte de eventos. A fronteira dessa regiao se localiza onde esse vetor de Killing se
torna nulo (lightlike):

Ot 0=y =0 —> rergo = M+ M2 —a2cos?6. (107)

Essa é a superficie de limite estacionario ou, alternativamente, a ergosuperficie. A re-
gido ry < r < rergo €ntre o horizonte de eventos r, e a ergosuperficie € denominada de
ergosfera. Nessa regiao é possivel formular varios tipos de mecanismos de extracao de
energia para um buraco negro em rotacdo. Como exemplo, podemos citar o Processo
de Penrose[45]. Nesse experimento gedanken, uma particula com 4-momento p pode
assumir estados de energia negativos E = —p - 9y dentro da ergosfera. O processo
hipotético de Penrose consiste em considerar uma particula que se propaga na ergos-
fera e que decai em duas outras particulas, com uma das particulas criadas possuindo
energia negativa e caindo para dentro do buraco negro, enquanto a particula restante
€ lancada ao infinito com mais energia que a particula original, devido a necessidade
de conservacgao da energia. Essa é, portanto, uma forma de extrair energia rotacional
de um buraco negro em rotacéo.

No entanto, o processo original de Penrose parece néo ser o suficiente para
explicar a radiagao proveniente de objetos astrofisicos[46]. Contudo, existe um pro-
cesso mais eficiente e analogo ao processo de Penrose no qual solugdes de equacoes
de onda em torno de buracos negros eletromagnéticos podem sofrer o fenémeno de
superradiancia: o chamado processo de Blandford-Znajek[47]. Nesse caso, a energia
rotacional e eletromagnética do buraco negro é extraida através do fluxo energético
negativo que vai da ergosfera em direcdo ao buraco negro, com o campo eletromag-
nético possuindo suporte no plasma do disco de acrecdo. Outro processo, ja discutido
no comego desse capitulo, recentemente proposto em [44] para a extragdo de energia
rotacional e eletromagnética de um buraco negro € através da radiagao sincrotron
proveniente de elétrons e ions acelerados pelo chamado campo eletromagnético de
Papapetrou-Wald. Nesse modelo, as particulas carregadas provenientes de um plasma
de baixa densidade sdo aceleradas a ponto de se tornarem fonte de radiacao eletro-
magnética altamente energética e, deste modo, esse processo pode ser usado para
explicar o espectro de energia de objetos como gamma-ray bursts e as emissdes de
nucleos ativos de galaxias. Os autores em [44] também demonstram que a regido
extremamente préxima do eixo de rotacdo pode ser uma fonte de raios césmicos ultra-
energeéticos, pois nessa regiao a perda de energia da particula por radiagao sincrotron
é negligenciavel e a maior parte do trabalho realizado pelo campo elétrico é utilizada
para a aceleracao da particula ao longo do eixo de rotacdo. Assim, por motivos que
ficardo mais claros adiante, é justamente o campo de Papapetrou-Wald no regime
préximo ao eixo do buraco negro de Kerr que iremos explorar no capitulo 5 usando a
equacao de Klein-Gordon-Fock.
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Para terminar, ainda podemos dizer um pouco mais a respeito da ergosfera do
buraco negro de Kerr ao explorar o efeito conhecido como frame-dragging. Esse efeito
€ utilizado para descrever o "transporte de referenciais"que deve ocorrer a partir do
momento em que uma particula cruza a superficie de limite estacionario rergo. Quando
isso acontece, mesmo um féton ndo é capaz de se propagar contra a rotacdo do
buraco negro na ergosfera. Em outras palavras, isso € o que quer dizer o efeito de
frame-dragging: sempre que buscamos uma transformacao de coordenadas particular
dentro da ergosfera para observar uma particula em movimento estacionario, entao ne-
cessariamente o sistema de referencia que adotamos deve se mover com a velocidade
angular do buraco negro.

Utilizando o que foi exposto na se¢ao 3.2 podemos calcular a velocidade angular
do buraco negro dentro da ergosfera utilizando as componentes da métrica de Kerr
em forma diagonal. Na pratica, essa forma da métrica descreve um referencial local
co-rotacionando com o buraco negro com momento angular Q que depende do raio
r e do angulo 6 com relagcao ao eixo de rotacdo. Essa velocidade angular pode ser
calculada levando em consideragdo que uma métrica com termo de frame-dragging
didp é dada forma geral por,

ds® = gttdtz + 2gkpdtdgo + grrdr2 + g99d62 + G d(p2 (108)

e reordenando os termos podemos obter a forma diagonal,

7)
g 2

ds? = | gy— 2 | df? + gyrdr? + ggodo2 + Joop (d(p + gﬁ) . (109)
Yo 9o

Deste modo, a definicdo da velocidade angular de frame-dragging do buraco negro
dentro da ergosfera é dada por[43]

9tp 2Mar

Jpp  3(r2 + a2) + 2Ma2rsin26’
enquanto que a velocidade angular do horizonte de eventos )y pode ser determinada
pelo termo d® em (99). Isto é,

Qr,8) = (110)

a
= 0

d® = do - =——.
P2 S I

(111)

3.4 SOLUCAO DE PAPAPETROU-WALD DAS EQUAGOES DE EINSTEIN-MAXWELL

O campo eletromagnético de Papapetrou-Wald que trataremos aqui € uma so-
lucdo das equacodes de Einstein-Maxwell para a situagao em que um buraco negro
estacionario, com simetria axial e levemente carregado(Q << M), € colocado em um
campo magnético que, originalmente, é uniforme e alinhado com o eixo do buraco
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negro. Dessa forma, a seguir sera mostrado como essa solucao pode ser calculada uti-
lizando vetores de Killing do espaco-tempo de Kerr conforme procedimento empregado
em [6-7].

Como sabemos, um vetor de Killing  satisfaz a equacao

‘fp;v + Ev;p =0, (112)

na qual ponto e virgula denota derivada covariante. E sabido que um vetor de Killing
de um espaco-tempo de vacuo gera solu¢des das equacdes de Maxwell no mesmo[9].
Ou seja, se estabelecemos

va = ev;p - é:/J;v = _2£/J;v (1 13)

entéo F,y satisfaz as equagdes de Maxwell livres de fontes

Fv., =—2&"", = 0. (114)

Para provar a equacgao (114), usaremos a equagao que define o tensor de curvatura
de Riemann,

E;J;v;o - Ep;o;v = _EA R)\pvo- (1 15)

Permutando os indices y, v, o ciclicamente, adicionando as equagdes resultantes, usando
a equacao (112) e a identidade Rﬁ;va] = 0, encontramos que todos os vetores de Killing
devem satisfazer

EIJ;V;O = 67\ RAG/JV' (116)

Podemos contrair os indices v e o para obter

é‘P;V;v _ E)\R/\v kv _ Rl-;\gﬂ, (117)

no entanto, em um espago-tempo de vacuo temos R,y = 0 e, portanto, obtemos a
equacao (114).

Deste modo, se n e ¥ sao, respectivamente, os vetores de Killing time-like e space-like
da metrica de Kerr, podemos ver que a solugao para o 4-potencial eletromagnético, A,
de um buraco negro de Kerr que possui carga Q e um campo magnético de intensidade
By uniforme assintéticamente (longe do horizonte de eventos) é dada por

B Q

Como nH = 6“t e WYH = 8”(p, as componentes nao nulas do 4-potencial nas coordenadas
de Boyer-Lindquist da métrica de Kerr sdo dadas por
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— Q 2 r

A =—~(aBy—57) + [aBoMu + cos e—o)] : (119)
— oin? BO 2 2y | 42 20 r

A(P = Sin 6{?(” +a°%) [a BoM(1 + cos<06) aQ} S0 (120)

E interessante notar que o termo —%qp na métrica de Kerr leva ao mesmo campo
eletromagnético do espacgo-tempo de Kerr-Newman a menos de uma constante aditiva
na componente temporal do 4-potencial[7].

As figuras 3 e 4 demonstram como o campo eletromagnético de Papapetrou-
Wald se comporta em torno do horizonte de eventos externo r = r, do buraco negro de
Kerr quando o campo magnético By é, respectivamente, assintéticamente paralelo e
antiparalelo ao eixo de rotacdo. Podemos ver que a interacdo gravitomagnética entre
buraco negro e campo magnético induz a criagdo de um campo elétrico em forma
de cruz preenchendo o espaco e que o campo elétrico da figura 3 aponta no sentido
propicio para a aceleracao de particulas negativamente carregadas em torno do eixo z,
enquanto que particulas positivamente carregadas devem ser aceleradas para longe
do buraco negro em torno desse eixo no caso da figura 4.

Esses plots foram realizados através da transformagéo do sistema de coordena-
das de Boyer-Lindquist para as pseudo-coordenadas cartesianas de Kerr-Schild cuja
relacédo é dada por,

ré—a?+ \/(rf2 — a2)2 + 48222

2
r > ; (121)
r |x2+y2
6 = arctan Nzl (122)
_ y a
@ = arctan (x) + arctan <r) , (123)

com r; = \/x2 + y2 + z2. Os campos elétrico e magnético podem ser obtidos direta-
mente através das componentes do tensor do campo eletromagnetico F,y = A, v —Av
, com suas componentes sendo dadas por E; = Fyj e B; = eiij/k, respectivamente.
Para mais detalhes sobre as transformagdes de coordenadas de Boyer-Lindquist para
Kerr-Schild, (t,r,6,p) — (t,x,y,z), ver [44, Apéndice A.2].
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Figura 3 — Campo elétrico(esquerda) e campo magnético(meio) em torno de um Bu-
raco negro de Kerr imerso em um campo magnético assintéticamente uni-
forme e paralelamente alinhado com o seu eixo de rotagdo com o parametro
adimensional de spin a/M = 0.3 e carga elétrica Q = 0. O plot é feito em
coordenadas de Kerr-Schild com as distancias sendo dadas em unidades
de massa M e o campo eletromagnético em unidades de By. Na ultima
figura (direita) apresentamos uma sobreposi¢cdao do campo elétrico (azul) e
do campo magnético (amarelo).
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Figura 4 — Campo elétrico(esquerda) e campo magnético(meio) em torno de um Bu-
raco negro de Kerr imerso em um campo magnético assintéticamente uni-
forme e antiparalelamente alinhado com o seu eixo de rotacdo com o pa-
rametro adimensional de spin a/M = 0.3 e carga elétrica Q = 0. O plot é
feito em coordenadas de Kerr-Schild com as distancias sendo dadas em
unidades de massa M e o campo eletromagnético em unidades de By. Na
ultima figura (direita) apresentamos uma sobreposicdo do campo elétrico
(azul) e do campo magnético (amarelo).

Deste modo, terminamos nosso objetivo de expor os objetos principais utilizados
nas equagdes de campos quanticos dos capitulos seguintes, qual seja, a métrica
de Schwarschild e Kerr, representadas por gy, € 0 4-potencial eletromagnético de
Papapetrou-Wald, representado por A;,.
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4 EQUACAO DE KLEIN-GORDON-FOCK EM TORNO DO BURACO NEGRO DE
KERR-PAPAPETROU-WALD

Agora que ja fizemos toda a exposicao do espaco-tempo de Kerr e do campo
eletromagnético de Papapetrou-Wald, estamos em posicao de tratar a respeito do
principal objetivo desse trabalho: o estudo de particulas quanticas massivas e carre-
gadas de spin-0 sob a acdo de campos eletromagnéticos intensos no que chamamos
de espaco-tempo de Kerr-Papapetrou-Wald, de acordo com a proposta de Rueda et
al em [44]. Dessa forma, podemos partir da acdo para um campo escalar complexo
carregado em espago-tempo curvo na forma minimamente acoplada dada por([10], pg.
407)

S=/d4x\/—_g [(D“W)T(D,JW)—mzllPlz—%FFVF“" : (124)

na qual Dy, = Vy, + ieA, é a derivada covariante de gauge em espago-tempo curvo. As
esquacoes de Euler-Lagrange correspondentes a essa acgao sdo dadas por

(DVDj + M)W = 0. (125)

Como foi mostrado na secao 3.4, o quadripotencial A, que lidaremos aqui, dado pela
expressao (118), € uma combinacgao linear de vetores de Killing, que possuem quadri-
divergéncia nula. Portanto, temos que VA" = 0 e a equagéo (125) toma a forma

(O + ieA'dy — A A, + MP)Y = 0. (126)

Assim, na secédo 4.1 desse capitulo iremos deduzir as equagdes de Euler-
Lagrange (126) no que chamamos de regido de emissdo de raios cosmicos ultra-
relativisticos, na qual fazemos uma restricido de pequenos angulos na variavel de
Boyer-Lindquist 6 correspondente ao angulo de abertura com relagao ao eixo de rota-
¢ao z (em coordenadas pseudo-cartesianas de Kerr-Schild) do buraco negro (6 << 1).
Em seguida, essa equacao € resolvida pelo método de separacao de variaveis em
coordenadas de Boyer-Lindquist e a equacao radial € mapeada em uma equagao
confluente de Heun na forma canénica (233). Na secao 4.2, exploramos uma das

propriedades analiticas da equacgao confluente de Heun (233) expostas no Apéndice
B para encontrar o espectro de energia complexo associado a solugdes polinomiais
inversas decorrentes da solugao assintética dessa equacao. Dessa forma, demons-
traremos qual é a forma tomada pelo espectro de energia w para diferentes valores
dos parametros fisicos do buraco negro e do campo escalar, assim como fazemos
uma simulacao numérica desse espectro para o caso realistico de gamma-ray-bursts
e nucleos ativos de galaxias. A secao 4.3 é dedicada ao estudo da equacéao radial

proveniente das equagdes parciais de Euler-Lagrange citadas acima por meio de uma
transformacao na variavel independente e dependente que colocam essa equacao
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na forma de uma equacéao de Schrddinger. Ao final desta secao, usamos a forma de
Schrédinger da equacéo radial e o seu potencial efetivo para discutir porque a dindmica
do campo escalar ndo depende da parametro de intensidade do campo magnético, By,
na vizinhanca do horizonte de eventos para o campo escalar aproximado até a primeira
ordem.

4.1 SOLUGAO DAS EQUACOES DE EULER-LAGRANGE DO CAMPO ESCALAR

Uma vez munidos da métrica de Kerr e do quadripotencial A, podemos escrever
a equacao (126) explicitamente. Deste modo, essa equagao toma a forma

(\/L__ga,,(gw\/——gav) +ieAld, — EPAA, + m2) W= 0. (127)

Assim, uma vez que ,/—g = X sin 6, podemos analisar a equacéao (127) termo a termo:

(r2 + a2)

1 1 2 a2 4Mar
—=5 0" VG0 = S 0F + 0,0y

2 92—
A? A

acpat +

. 1 . 1
+ & sin? eatz + S Jg SINOB0y + 739%},

ino sin®o
By Q\
By Q
= ?Oqo + (aBO - m) at,
AA, = AlA + APA
Q 2 Q 2 r
= —(aBg—57,)* +(aBo— 577) [aBOMﬁ + cos e)—o] ,
By .2 [Bo, 2. 2 [.2 2. r
+ ?sm e{?(r +a°) [a ByM(1 + cos<6) aQ] S(

Como neste trabalho estamos interessados em estudar o comportamento do campo
escalar sob a agdo de campos eletromagnéticos extremamente intensos, vamos nos
restringir a estudar a regiao de emissao de raios césmicos ultra-relativisticos muito
proxima do eixo de rotacdo do buraco negro discutida em [44]. Para tanto, vamos
substituir os termos acima na equagéo (127) fazendo uma restricdo de pequenos
angulos na variavel angular 6 << 1 e tomando apenas a aproximacéao até O(0). Deste
modo, ficamos com
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. Q .eBo 2 Q 2 2 Q 2 r 2
{D +/e (aB m) 8t+/78q)+e (aB m) e“2M | aB m §+m Y=0
(128)
Uma vez que a métrica e o campo eletromagnético possuem simetria axial e séo

estacionarios, podemos propor a seguinte separacao de variaveis,

W = R(r)S(0)eFP egiwt (129)

Assim, substituindo a solugao proposta e multiplicando a equacéo (128) por X, ficare-
mos com

2 2\2 2
r<+a 1
{(—) Wy + 589(689)—g—2 +

2
2 a o _ 4Mar
w* + 0r(A0r) + “H A

+ {e (aBo - %) w — e%p] 2+

Q\? Q\?
—€° (aBO——) S +26°M (aBO——) r+m22}R(r)S(e)=o (130)

A

2M 2M

Dividindo por R(r)S(6) e reorganizando a equagao acima, temos

2M

1(1d (,d\ 2|l

Tomando A como constante de separacao, temos as equacgdes separadas, dadas por

2
+26°M (aB —~ 3) r}R +

d d (P+d)? , &, r
aart A W T Mg
Q 2
+A(r? + @) +26°M (aBy— —— | r—A|R(r)=0
oM
(132)
1d (a1 lse) -0 (133)
0do \ do) o2 B
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4.1.1 Solucao angular e constante de separacao A

A equacéao diferencial para S(6) € dada por

2 2
[d 11—“—”\] S(6) = 0, (134)

multiplicando por 62 , temos

2
2d” g9 2_ 2 _
[e 70t (VA6)Z — ] S(6) = 0. (135)
Sabemos que a equacao de Bessel de ordem p é dada por
zzd—2+zi+22— 2 w(z) =0 (136)
dz2 T dz P -

assim, é possivel verificar que a equacao para S(6) € uma forma da equacao de
Bessel com z = VA6 e p = u, tal que y € um numero inteiro. Portanto, uma vez que
S(6 = 0) < 0o a solugao angular € dada por uma funcdo de Bessel de primeira espécie,
i.e.

S(6) = c1Ju(V6). (137)

Vamos impor a condi¢do de contorno no angulo limite 6; dada por,

S(6) = c1du(VA6)) = 0, (138)

e deste modo, obtemos o autovalor da equacéo angular, dado por,

KPI 2
A= (—) , talque /1 =0,1,2,..., (139)
0L
com K, sendo o |-ésimo zero da fun¢do de Bessel de ordem p e, dessa forma, a

solucao da equagéo angular fica completamente determinada.

4.1.2 Solucao para R(r)

Usando A = (r — ry)(r — r-) e considerando agora a equacgao radial (132), a
equacao diferencial para R(r) é dada por
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°R
(”‘h)(”‘”—)ﬁ +[(r=r)+(r—rs)] art

R=0.

(r? + @2)2w? + a2p? — (AMawp)r 2, 2 2 _Q i =
(r=r)(r—r-) P @)+ 2e"M{ @B =57 ) 1=

+

(140)

Dividindo a equacgao acima por (r —ry)(r — r-), temos

d2R+ 1 . 1 @Jr
ar2 r—r. r—r-) dr
> 2 2
L <(r+a)w_ap) Ar? + 3%) +26°M ( aB Q \® A+2 R=0
=) | remr—ry  TATra)rze (a O_W) r-A+2aw| R=

(141)

e para transformar a equacgéo acima na equacao confluente de Heun (233) apresentada
no Apéndice B, vamos fazer uma substituicdo de Mébius, dada por
r—r-

142
ry—r- (142)
e uma decomposicao em fragdes parciais do termo que acompanha R. Dessa forma,

podemos escrever (141) da seguinte maneira,

X =
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d?°R (1 1 \dR 5 o
W+(;+m)a+{(f+—r_) ((.U +/\)

N [(r_2 + az)w—ap] 2 1

(re —r-)

N [(rf+az)w—ap]2 ( 1

(ry—r-) x—1)2

2( a’u? - 2a%uw — 2ar, r-pw + a*w? + 28 r r-w? + 2ry rPw? — r*w 2)
+

(re —r-)2x
—r_€?Q? + 2MA — 222 MA — 2r2 MA — 4aMpw + 4ar_e2MQB,, — 4a?r-e?* M2 B2
¥ 2Mx
2 (—azpz +2a%uw + 2ar, r-uw — a*w? + rtw? —2a°r,r-w? - 2r3 r_wz)
+

(re —r-)2(x = 1)

T e2Q2 —2MA + 282 MA + 2r2MA + 4aMpw — 4ar, 2 MQB, + 4a°r, 62 M? B2 }R 0

2M(x = 1)

(143)

Agora, para eliminar o termo constante e a poténcia dos termos proporcionais a 1/x2
e 1/(x —1)2, vamos realizar uma transformacao s-homotépica na variavel dependente,

R(x) — y(x), dada por

R(x) = €% *xP2 (x = 1)Py(x)

na qual os coeficientes By, B> e B3 sdo dados por:

By = i(ry — r-)y/ (w?2 + A)

B, - I.(r_2 + az)w— au
2 ry—r-
2 22V
B, = I,(r+ +ra_)(;) a
= I
A equacéo diferencial para y(x) fica
d?y 1+2B, 1+2Bg3)\ dy
a2’ (281 x T x— )dx
+ {B-] —B2 +28182—B3—282B3 + B4
X

B1 +Bz+ BS +2B1 Bs+23253+ Bs

(144)

(145)

(146)

(147)

- }y:O (148)
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ou ainda podemos rearranjar alguns termos, de modo que a equacgao acima tome a
forma de uma equacao confluente de Heun em forma canénica (233) (ver Apéndice B)

2
dy 2B 1+282+1+283 %
a2’ x—1 ) dx
{(231 +2B-| Bz+2B1 B3+ B4+ B5) (B1 Bz +2B1 82—83—28233 + B4) }y

x(x—1) =0

(149)

com B, e Bs dados por:

2 <a2p2 —2a%uw - 2ar, ruw + a*w?
(ry —r-)2

—r_?Q? + 2MA — 222 MA — 2r2MA — 4aMpw + 4ar_e?MQB, — 4a?r-e®* M2 B2
+ 5N (150)

+28%r, r-w? + 2r.r3w? - rfw 2)
By =

2 (—82;12 +2a%uw + 2ar, r-uw — a*w? + rtw? —2a2r,r-w? - 2r3rw )
(ry—r-)2
r.€2Q2 —2MA + 282 MA + 2r2MA + 4aMuw — 4ar, 6> MQB, + 4a°r,. 6> M2 B3
+ o1/ . (151)

Logo, os coeficientes da ECH (233) que descrevem esse modelo sdo dados por:

Bs =

g re*@? A PArn. 2 4822 2w  2irrPw . 2irdw
M T (-r)2 r—r- (rn—-r))2 (r,-r)2

2 48%r2w?  4Ar.r3w?

—2auw
8apw _darrpw 4ar?uw N 4a*w? N 482r.r-w N N

(e —r)2  (rp—r)2 (re—r)2 (re—r2)2  (re—r)2  (re—r)2 (rp—r)2
+ (ir+ —ir— +2au — 28°w — 2r_2w) VA +w? + 2ar_€? QBp - 2a°r_-e®MB2, (152)

rne?@? re?Q?

511 511 +r2A-rPA+2r2w?—2r2w?+ <2ir+ —2ir_+ 4au— 42w — 4r_2a)> VA +w?

—2ar, e’ QB + 2ar-e° QB + 2a2r+ezMB§ — Zazr_ezMBg (153)

(r? + @)

2 2
y=1+2i )

§=1421 ¥ TI0=8 i oy S w2 ),

w-—ay
ry—r- ’ ry—r-
(154)

Caso o leitor deseje converter os parametros fisicos do modelo de unidades Plancki-

anas para o sistema de unidades CGS, basta fazer e = 77—0, m = —h—, M = C(’;’ZW a= %

1/2 o . . p
e By = Gc—zBo, nas quais as quantidades com chapéu denotam os parametros no
sistema CGS.
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4.2 SOLUGAO POLINOMIAL INVERSA DA EQUAGAO RADIAL DE KERR-PAPAPETROU-
WALD LIMITADA A PEQUENOS ANGULOS(6 << 6;) A PARTIR DA SOLUGAO
ASSINTOTICA DA ECH

Nesta secao iremos explorar o espectro de energia w complexo associado as so-
lucbes polinomiais inversas decorrentes da solucao assintética da equacao confluente
de Heun apresentadas no Apéndice B, com a finalidade de representar ondas escala-
res outgoing longe do horizonte de eventos do buraco negro de Kerr-Papapetrou-Wald.
Por questao de simplicidade, podemos aproveitar que a segunda condi¢cao polinomial
em (246) para a série assintotica esta escrita de maneira fatorada. Logo, essa condicao
é satisfeita se

ne+a=0 (155)

ou

(n+1-y)e+a=0. (156)

Portanto, podemos substituir os parametros da ECH pelos parametros fisicos do mo-
delo e, fazendo isso, obteremos duas equagdes algébricas para w com um termo
sendo multiplo da raiz quadrada vw? + A . Devemos isolar esse termo e entdo elevar
ambos os lados das equacgdes ao quadrado para retirar os termos de dentro da raiz.
Dessa forma, conseguimos uma equacao algébrica de quarto grau em w para cada
condicao (155) e (156), cuja solucao exata pode ser dada pela conhecida férmula da
quartica. As equacdes quarticas para o espectro w decorrentes das equacdes (155)
e (156) foram obtidas por meio de um software de computagcdo simbdlica como o
Mathematica e sdo bastante grandes. Deste modo, as quatro solucdes exatas de cada
equacao de quarto grau se tornam igualmente convolutas e representa-las aqui na
forma mais geral em termo de todos os parametros fisicos M, a, e, m, By, n e u apenas
fatigara o leitor com um exercicio inutil de reconhecimento de padrdes. No que segue,
iremos apenas demonstrar os resultados da experimentagcdao numérica das solugdes w
ilustradas por graficos para diferentes valores especificos dos parametros do modelo
em questao com o intuito de analisar a estabilidade das solugdes polinomiais Pn(r)
da equagao confluente de Heun que representam a solugao radial R(r) em torno de
r = oo (ver Apéndice B). Por simplicidade, estamos fixando os parametros em unidades
Planckianas em M = 1(~ 1078M.), By = 1(~ 10°*G) e m = 0 para gerar as figuras 5,
6 e 7 abaixo, de modo que € possivel dizer que elas representam o espectro polino-
mial w de um campo escalar sem massa em torno de um buraco negro em rotagao
de massa planetéria cercado por um campo magnético extremamente intenso. Assim,
com essas restricdes as equacdes quarticas para w decorrentes das condigdes (155)
e (156) podem ser, respectivamente, escritas da seguinte maneira,
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16(-1 +2V1—a2) w* + [16/32(1 +n) +16i(=1 +V1—a)(1 + n)+
—-16a(-1+Vv1- az)p)} w3+
—4{—1 +4a*e® —2n—n® - 2eu + 4V 1 - a2eu

+a((4-8vV1-a2)e+2ivV1-a2(1+n)u)

+a(1+8(-1 + \/ﬁ)e2 +2n+n? +p2)} w?+
+ [89(—2&1 + 2826 + p)(—id2(1 + n)—i(=1 + V1 —-a2)(1 + n)
+al-1+ \/ﬁ)p)] w+
+ {e(p(—Z —4n-2n° + eu) + 4a4e(2n + P +y2)+

—423(1 + P + (-1 —2iV1 - a®)eu +y2+
+n(2-2iV1—a2eu))+
— &P (—2u(1 —4iV1-a2 + (2—-4iV1—-a2)n+

+n? +p2) +e8n+ 4n? +p2))+
+4a(1 + n? — eu+ivil— azy2+

+n2+iV1-a2u?))| =0 (157)

16(—1 + a°) w?* + (1 - &°)(-16ae—4(1 + n)? + 8eu) w?+
+(1—a%)(—4a’e® — 4ae(1 + n)?
+4a%6?(1 + n)? + 4ae’y + 2e(1 + n)°u—e2y?) = 0. (158)

As solucdes das equacgdes quarticas em w apresentadas nas figuras 5, 6 e 7 foram
plotadas no w-plano complexo usando cédigos em Python com fungdes da biblioteca
de precisao arbitraria mpmath. Deste modo, o que o leitor estd vendo nessas figuras
€ o resultado de uma sobreposicao de raizes das quarticas (157) e (158) tomando
valores sobre o espaco de parametros formado pela carga elétrica da particula escalar
e € [-1,0] e pelo parametro de momento angular a € [0,1] em intervalos de A e = 0.01
e A a=0.01 com numeros quéanticos n = 0 e u variando. Cada um dos subplots dentro
de cada figura representam uma regidao do w-plano complexo magnificada para que
a estrutura de raizes das quarticas seja evidenciada. E preciso frisar que a regido de
interesse da nossa analise é o 4° quadrante do w-plano, no qual se encontram as
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solucdes estaveis da equacéao de Klein-Gordon-Fock. Nas figuras 5 e 6 encontramos 4
tipos morfoldégicamente distintos da estrutura de raizes do polinbmio conforme ocorre
a variagdo em u. Nesse caso conseguimos encontrar tanto modos w com parte real
positiva quanto com parte imaginaria negativa, mas, mesmo que alguns modos pare-
cam tocar o eixo real em alguns dos graficos, a magnificacao desses modos sempre
demonstra a existéncia de uma pequena parte imaginaria negativa. Isso pode ser visto
no subplot a direita do grafico da figura 6(a), na qual fixamos um valor para o produto
da carga elétrica da particula e do campo magnético, dado por eBjy = —0.5, para cada
a € [0,1] variando em intervalos de A a = 0.01. A figura 7 gerada pela sobreposicao de
raizes de (158) apresenta uma estrutura morfologicamente mais simples, com apenas
padroes em formato de cruz. Nesse caso, mesmo apds a magnificacao extrapolar a
precisao numérica de 100 casas decimais que adotamos, ndo apareceu a presenca de
uma pequena parte imaginaria nas solucdes proximas ao eixo real, de modo que assu-
miremos que, de fato, essa equacgao algébrica possui valores puramente reais para o
espectro. Deste modo, essas solugdes representam ondas outgoing sem atenuamento
no tempo t — +oo. Por completude, € interessante notar que a solugédo completa das

equacoes de Euler-Lagrange do campo escalar na regiao de emissao de raios césmi-
cos ultrarelativisticos, dada pela equacéao (128), pode ser escrita de maneira mais geral
em termos das solugdes polinomiais inversas advindas das condi¢cdes (246) imposta
sobre a série assintotica (241) da ECH da através da seguinte combinacgao linear:

— : Kul \ ey vt 51
L,U = Zzzan,p’/elwq‘)ﬂ)n,}lt).jp (Q_HLG) eZXX 2 (X_ 1) 2 ,C;’Op,/(x), (159)
I=1 u=0 n=0

na qual any,l sdo constantes e as funcdes polinomiais inversas geradas pelas equa-
cbes (155) e (156) usando os parametros do buraco negro de Kerr-Papapetrou-Wald
possuem a seguinte dependéncia Pﬁju’, = P,‘;?F’I(M,a,e,Bo,m; r) para cada um dos nu-
meros quanticos n,u e /. Note que, como discutido no Apéndice B, para construir as
solugdes do tipo P/ basta impor a condi¢ao polinomial (246) e usar as relagoes de
recorréncia de trés-termos (242) para obter os coeficientes de cada solugéo polinomial

inversa particular de ordem n.
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-4000 -3000 -2000 ~1000 0 1000 2000 3000 4000

Figura 5 — Espectro de energia w para n = 0 e y = {0,1,5,50}, correspondendo, res-
pectivamente, as Figuras 5(a), (b), (c) e (d) para diferentes valores de
eBy € [-1,0] e a/M < [0,1] calculado a partir da equagéao(157) usando

Ntarv/alAae nimarincne AR YN N N4 a AlA/A - N NA



Capitulo 4. Equacéo de Klein-Gordon-Fock em torno do buraco negro de Kerr-Papapetrou-Wald 59

100 +
0
~200 + 0
—400
-100
5 —600 3
E le—12 E
800 4 ] I - 2 7 0.00
~200 -
~1000 0 01
. ~0.50 |
-1 i -5 =21
~1200 1 } + ~300 4 : ; : . T
-0.2 0.0 0.2 0020 0025 0.030 2 o 2 00 01 02 03
~1400
T T T T —400 A T T T T T T T
—4 -2 0 2 4 —400 300 -200 100 0 100 200 300 400
Re w Re w
50 4 100 4
50
0
0
504
_50
-100
3 3 _100
E £
2 -0.6 a5 4
0 '\_ 0 =] L/
0 5 o8 0.0 . -3.0
—200 { i 200958 '/]
-2 T r T T —351 T T
-5 0 s 0.0 0.2 0.4 2501 -100 0 100 00 01 02
-250
-300
-750  -500  -250 0 250 500 750 1000 -15000 -10000 —5000 0 5000 10000 15000
Re w Re w

Figura 6 — Espectro de energia w para n=0 e u = {0,1,5,50}, correspondendo, respec-
tivamente, as figuras 6(a), (b), (c) e (d) para eBy =-0.5 e a/M < [0,1] calcu-
lado a partir da equacéo(157) usando intervalos numericos A(a/M) = 0.01.
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Figura 7 — Espectro de energia w para n = 0 e p = {0,1}, correspondendo, respecti-
vamente, as figuras 7(a) e (b) para eBy € [-1,0] e a/M < [0,1] calculado
a partir da equagéo(158) usando intervalos namericos A(eBy) = 0.01 e
A(a/M) = 0.01. Nesse caso temos apenas modos w puramente reais ou
puramente imagindrios.
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4.2.1 Espectro de energia para os parametros de buracos negros em gamma-ray
bursts e nucleos ativos de galaxias

Ainda nos referindo ao espectro de energia w do campo escalar determinado
pelas condi¢des polinomiais (155) e (156), agora iremos calcular os estados de energia
acessiveis a modos outgoing polinomiais do campo no caso mais realistico de pions de
carga negativa 7, cuja massa € dada por m;- ~ 139.58 MeV, e para os parametros
M,a e By do buraco negro de Kerr e campo eletromagnético de Papapetrou-Wald
associados ao GRB 190114C e ao nucleo ativo da galaxia M-87 (AGN- M-87) , cujos
valores dos parametros fisicos podem ser encontrados em [62].

GRB 190114C, M = 4.4M.,a/M = 0.4 e By = 4 x 10'0G:

No caso do evento de gamma-ray-burst GRB 190114C podemos notar pela fi-
gura 8 que o espectro polinomial w (agora em unidades de GeV) associado a condigéo
(155) para diferentes valores dos numeros quanticos n e u se distribui em uma regido
compacta da regiao de estabilidade (4° quadrante) do w-plano mesmo quando calcu-
lamos 40000 niveis de energia, apesar desse espectro ainda se manter teoricamente
discreto devido a sua dependéncia dos parametros inteiros n e p.
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Figura 8 — Plot de raizes sobrespostas da equacgéo quartica para w complexo derivado
da condicao polinomial (155). Esse grafico foi feito usando os parametros
fisicos do evento GRB 190114C e com 0s numeros quanticos assumindo
valores n € {0,1,...,200} e p € {0,1,...,200}, de modo que temos 40000
estados de energia expostos nessa figura. Note como os estados de energia
do 4° quadrante do w-plano se distribuem em uma regido compacta nesse
caso.

Ja no caso da figura 9 é possivel perceber que o espectro w associado a con-
dicdo polinomial (156) apresenta o interessante fendmeno de estrutura fina. Usamos
esse termo aqui para nos referir aos estados de energia aglomerados em torno de uma
certa regiao no 4° quadrante do w-plano. Em outras palavras, é possivel perceber que,
apesar de parecer que a figura 9(a) possui uma distribuicdo em pontos razoavelmente
paralelos ao eixo real, na verdade cada um desses pontos podem ser magnificados em
algumas vezes para percebermos a estrutura fina em uma escala de w mais refinada,
conforme ilustrado para pontos distintos nas figuras 9(b) e 9(c).
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Figura 9 — Plot de raizes sobrespostas da equacgédo quartica para w complexo deri-
vado da condicao polinomial (156). Esse gréaficos foram feitos usando os
parametros fisicos do evento GRB 190114C e com os numeros quanticos
assumindo valores n € {0,1,...,50} e y € {0,1,...,50}. Aqui a subfigura (a)
representa todos os 2500 pontos plotados do espectro w, enquanto que as
subfiguras (b) e (c) representam a magnificagéo de dois pontos distintos da
figura (a). Ao se realizar o experimento numérico, € possivel perceber que
todos os aparentes pontos da subfigura (a) possuem estrutura fina tal qual
em (b) e (c).
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AGN (M-87), M = 6 x 10°M,,a/M =0.1 e By =10G :

Agora vamos discutir o espectro w polinomial (em MeV) para o caso dos para-
metros fisicos atribuidos ao nucleo ativo da galédxia M-87, na qual ha a presenca de um
buraco negro supermassivo central cercado por um campo magnético relativamente
fraco. Perceba que nesse caso o espectro é radicalmente diferente do que vimos para
o GRB 190114C, apesar de também possuirmos estrutura fina associada ao espectro
w gerado pela condicao polinomial (155), de acordo com o que esta ilustrado na figura
10 e na magnificacao dos pontos do 4° quadrante na figura 10(b).
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Figura 10 — Plot de raizes sobrespostas da equagéo quartica para w complexo deri-
vado da condicao polinomial (155). Esse graficos foram feitos usando os
parametros fisicos do AGN no centro da galaxia M-87 e com 0os numeros
quanticos assumindo valores n € {0,1,...,100} e y € {0,1,...,100}.

Alternativamente, podemos considerar o espectro w decorrente da condigao
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polinomial (156) para o AGN-M-87 ilustrado na figura 11. Perceba que neste caso os
estados de energia w se distribuem de maneira que a sua parte imaginaria se mantém
relativamente constante, enquanto a parte real varia para diferentes valores de n e p.
Também é possivel notar que a magnificacao do 4° quadrante, ilustrado na figura 11(b),
demonstra uma distribuicao "granular"em uma linha horizontal para o espectro w.
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Figura 11 — Plot de raizes sobrespostas da equacéo quartica para w complexo deri-
vado da condicao polinomial (156). Esse graficos foram feitos usando os
parametros fisicos do AGN no centro da galaxia M-87 e com os numeros
quénticos assumindo valores n € {0,1,...,100} e y € {0,1,...,100}.

4.3 FORMA DE SCHRODINGER DA EQUACAO RADIAL

E interessante notar que a equacéo radial (132) também pode ser escrita na
forma de uma equacao Schrédinger, principalmente por conta da discussao a ser reali-
zada na sec¢ao 5.1 acerca do potencial efetivo da equacao mestre de Regge-Wheeler-
Zerilli. Para mostrar isso, vamos realizar uma transformacao para coordenadas tortoise
r«, definidas por
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dr. r?2+a?
- A (160)
e transformar a variavel dependente da seguinte forma
Ypw = (r? + %) '2R. (161)
Dessa maneira, podemos reescrever a equacao radial(132) na forma
d2
d_r*Z + V[J,/ pr =0 (162)
na qual Vp,, € um potencial efetivo dado por
A 3r2
V,((r)=———5=5 |A —1]-=4'r
i) (r2 + a2)3 [ <r2+32 ) ]+
A ((r2+a2)w—ap>2 2, .2 2 Q\? Kur\ 2
+(r2+a2)2 A +2awp +A(r< + a%) + 2e M(aBO"'m) r_<9_L>
(163)

Note que que no regime proximo ao horizonte de eventos externo (r ~ r;) nas coorde-
nadas de Boyer-Lindquist, o potencial efetivo (163) pode ser aproximado da seguinte
forma,

(r? + &®)w —au ?
Vi, () = 5 5 s = Iy, (164)
re+a

de modo que a equacéao (162) nesse regime pode ser escrita da seguinte maneira:

d? . ((r2 +a8)w—au

dr*2 2 4 2

) yPW =0; r—r. (165)
r+

Assim, é possivel perceber que a solugdo da equacao (165) na vizinhanca do horizonte
de eventos r; deve ser dada por uma combinacao linear de ondas outgoing e ingoing
com relagéo ao horizonte da seguinte forma,

.|:(r2+a‘2)w—ap r —j (r2+32)w—ap:|r*

i ; . j
R~ A g | } +AM e [ I R A (] (166)

na qual as constantes A% e A" acompanham a solugdo outgoing e ingoing, respec-
tivamente. Desta maneira, podemos inferir que a dinamica do campo muito préxima
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do horizonte ndo depende do parametro fisico By relacionado ao campo magnético
do nosso modelo quando consideramos aproximagdes do campo escalar em ordem
baixa. Na verdade, é possivel comparar essa expressao com a solu¢cdo em torno do
horizonte de eventos de um buraco negro de Kerr sem campo magnético (By = 0)
para ver que as solugdes sao idénticas e, deste modo, a taxa de criacao de radiacéao
Hawking na vizinhaga do horizonte calculada na subsecao 5.3.1 para o buraco negro
de Kerr deve ser idéntica a taxa de radiagdo Hawking para o caso do buraco negro
de Kerr-Papapetrou-Wald quando usamos o método de Damour-Ruffini-Sannan a ser
apresentado na se¢ao 5.1.

As figuras 12 e 13 abaixo ilustram qual é a forma tomada pelo potencial efetivo
Vi, quando tomamos novamente os parametros fisicos do evento GRB 190114C
para o caso do pion negativo m~ em uma regido extremamente proxima do eixo de
rotac&o do buraco negro (6; ~ 10~11). Nessas figuras, é possivel perceber que cada
modo de energia do campo esta sujeito a um potencial diferente e, se a interpretacéao
de equacéao de Schrddinger com potencial efetivo for tomada literalmente, entdo os
potenciais efetivos das figuras 12 e 13 devem permitir estados ligados, uma vez que
possuem um valor minimo.
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Figura 12 — Potencial efetivo Vp,/ do pion negativo 7~ para alguns valores dos nu-
meros quanticos p e / com w tomando valores pequenos ( ~ 1.5 my-),
M = 4.4M., alM = 0.4, By ~ 101G e angulo limite 6, ~ 10~ (regido de
emissao de raios cosmicos ultrarelativisticos).
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Figura 13 — Potencial efetivo V), ; do pion negativo 7~ para alguns valores dos nimeros
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M = 4.4M., a/lM = 0.4, By ~ 101G e angulo limite 6, ~ 10~ (regido de
emissao de raios cosmicos ultrarelativisticos).
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5 MAIS SOBRE CAMPOS QUANTICOS NO ENTORNO DE BURACOS NEGROS:
RADIAGCAO HAWKING, GREYBODY FACTOR E ESPECTRO POLINOMIAL
PARA EQUACOES MESTRE

Neste capitulo iremos explorar alguns aspectos de equagdes de onda e suas so-
lucoes nos espacos-tempo de buracos negros de Schwarzschild e Kerr. Como se sabe,
solucdes de equacgdes de campo como para escalares, spinores, vetores e tensores
de rank-2 sdo representantes abstratos das particulas do modelo padrao. Também ja
€ sabido desde o artigo seminal de S. Hawking[52] que buracos negros devem emitir
radiacdo em uma distribuicdo de corpo negro associada a uma certa temperatura fixa.
Deste modo, iremos investigar, no que segue, exclusivamente equag¢des de onda cujas
condi¢des de contorno correspondem a emissao de radiagdo Hawking do horizonte
de eventos externo dos buracos negros até um observador no infinito. Para fazer isso,
lancaremos mao do método de Damour-Ruffini-Sannan[16,17] para calcular o nimero
médio de particulas Hawking criadas por unidade de tempo para cada modo de vibra-
cao dos campos que estudaremos no horizonte de eventos, assim como utilizaremos
0 método do Wronskiano para calcular a probabilidade de tunelamento desses modos
através do potencial efetivo gerado pelos campos externos ao horizonte de eventos
para um observador no infinito, ou seja, o greybody factor.

Inicialmente, na secado 5.1, iremos exemplificar como a taxa de emissao Haw-
king pode ser calculada pelo método de Damour-Ruffini-Sannan usando a equagéo
mestre de Regge-Wheeler-Zerilli que permite descrever campos de spin s = 0,1 e
2 no espago-tempo de Schwarschild, assim como calculamos o espectro de energia
dos campos quanticos associado as solug¢des polinomiais inversas, as quais ja foram
melhor expostas no capitulo precedente e no Apéndice B.

Na secéo 5.2 discutimos melhor o conceito de greybody factor e de que maneira
podemos adaptar o método do Wronskiano empregado em [18] para 0 nosso caso
em que 0s espacos-tempo sao assintoticamente planos através do uso de funcoes
racionais chamadas de aproximantes de Padé para realizar a continuagao analitica da
série assintética da equacgao confluente de Heun (241). Dessa forma, conseguimos
estabelecer alguns resultados preliminares interessantes, apesar de imperfeitos, os
quais indicam que métodos de continuagdo analitica mais avangados apresentados
em [30-33] podem fornecer uma maneira de calcular o greybody factor de maneira
exata e com precisao arbitraria em trabalhos futuros.

Por fim, na se¢éo 5.3 utilizamos a equacao mestre de Teukolsky para estudar
campos de spin s =0, £1/2,+1 e +£2 no espaco-tempo de Kerr. Deste modo, procede-
mos com o calculo da taxa de emissao de radiacdo Hawking por um buraco negro em
rotacéo pelo método de Damour-Ruffini-Sannan de maneira andloga a executada na
sec¢ao precedente 5.1 para, em seguida, investigarmos o comportamento do espectro
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de energia a partir da imposi¢ao da condi¢ao polinomial inversa analogamente ao que
foi feito nas segbes 4.2 e 5.1. Dessa maneira, terminamos a se¢édo 5.3 demonstrando
como o autovalor da equacao angular de Teukolsky pode ser obtido de maneira exata
e com precisao arbitraria, de acordo com calculos analogos realizados em [18].

5.1 RADIAGAO HAWKING PELO METODO DE DAMOUR-RUFFINI-SANNAN

Em 1975, Stephen Hawking foi a primeiro a calcular a radiacao que deveria ser
emitida por buracos negros. Para tanto, ele se valeu de um procedimento altamente de-
pendendente do processo de colapso gravitacional e do formalismo de segunda quan-
tizacdo dos campos emitidos. Segundo o céalculo de Hawking, existe um desacordo
entre os estados de vacuo observados por um observador no horizonte de eventos e
um observador assintoticamente distante do buraco negro. Deste modo, em virtude
da curvatura do espacgo-tempo no horizonte de eventos ser diferente da curvatura do
espaco-tempo plano no infinito, o observador no infinito ira medir o estado de vacuo
do observador no horizonte como sendo um estado populado por particulas em uma
distribuicao Planckiana [3], [10], [52]. Desde entao, novos desenvolvimentos analitcos
e interpretagdes do processo de evaporacao de buracos negros foram criados[24-26],
com muitos destes levando a procedimentos de célculo mais concisos, ao passo que
também concordam numericamente com os resultados obtidos por Hawking.

No presente caso, iremos utilizar um método desenvolvido por T. Damour e R.
Ruffini e posteriormente aperfeicoado por S. Sannan. Esse método foi construido com
base em uma interpretacao de tunelamento de funcdes de onda através de uma bar-
reira classicamente proibida e faz uso apenas de uma transformacéao de coordenadas
relativamente simples para a métrica de buracos negros, na qual apenas o horizonte de
eventos futuro é levado em consideragao [16], [53]. Esse método foi entdo aperfeicoado
em [17] ao se demonstrar a intima conexao entre a estatistica de particulas bosénicas
e fermidnicas e as suas distribuicbes espectrais obtidas através das amplitudes de
probabilidade relativa calculadas através do método de Damour e Ruffini.

5.1.1 Equacao de mestre de Regge-Wheeler-Zerilli no espaco-tempo de Schwarz-
child

Para exemplificar o que foi exposto acima, iremos primeiro calcular a radiacao
Hawking emitida para o caso mais simples de campos sem massa de spin s=0,1 e 2
no exterior de um buraco negro sem momento angular. Isso pode ser feito com o
auxilio da equacdo mestre de Regge-Wheeler-Zerilli (para uma deducdo completa
dessa equacao mestre ver[36, Apéndice A]), que descreve perturbacdes lineares da
métrica desse buraco negro devido a acao desses campos de spin s. Neste caso, a
métrica usada € a de Schwarzchild, dada por
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1
ds® = — (1 - g) dt? + (1 - ﬁ) dr? + r>de? + r’sinede. (167)

na qual M é a massa do buraco negro e o sistema de unidades usado assume G = ¢ =
h=1.
A equacao mestre de Regge-Wheeler-Zerilli é dada por,

f(r)% (f(r)%R(r)) +(W?=Vs) R(r) =0 (168)
eom 2M I(1+1) 2M
fr)=1-=2, Vs(r) = f(r)( r’; ~(1 —s2)r—3>. (169)

E possivel demonstrar que essa equacgdo se transforma em uma equacédo do tipo
Schrédinger quando efetuamos a transformagéo da coordenada radial para coordena-
das tortoise, dadas por

ar. 1 r
E_?@r*_r+2M/n<m—1>. (170)
Dessa maneira, a equacao correspondente na coordenada r, é dada por
> 5
+w“—=Vs| R=0. 171
(drg S> ( )

Essa equacgao nos permite interpretar a emissdo de radiagao Hawking pelo buraco
negro de Schwarzchild como o tunelamento de uma fungé&o de onda através do po-
tencial efetivo Vs. Podemos perceber através da figura 14 que os potenciais efetivos
devem oferecer resisténcia a emissao das particulas criadas no horizonte de eventos,
representadas por ¥, até um observador distante do buraco negro.

Também é possivel mapear a equacao mestre de Regge-Wheeler-Zerilli(168) na equa-
cao confluente de Heun. Para isso, basta fazer a transformacéo para coordenadas
adimensionais z = r/(2M) e a seguinte transformacéao na variavel dependente:

R(Z) — Z1 +S(Z— 1)_2iMw92iszy(Z). (172)

Deste modo, a equacéao de Regge-Wheeler-Zerilli € mapeada na equacao confluente
de Heun na forma canénica, dada por

y”(z)+(’é+zf1 +e> y’(z)+zo(i:?)y(z)=0 (173)
com
g=I1(l+1)—s(s+1)+4iMw(1 +2s), a= (4M(1))2 +4iMw(1 + 8), (174)

y=1+2s, §=1-4iMw, e&=4iMw. (175)
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Uma particula Hawking criada pela interacao das flutuagdes do vacuo quantico com
o horizonte de eventos de um buraco negro tem tanto a possibilidade de ser enviada
a um observador assintoticamente distante do horizonte (representada por uma onda
outgoing) quanto a possibilidade de ser refletida pela barreira de potencial externa ao
buraco negro e ser reabsorvida (representada por uma onda ingoing) [18]. Deste modo,
a forma de representar matematicamente a condi¢gdo de contorno obedecida por uma
particula Hawking na vizinhanga do horizonte de eventos do buraco negro deve ser
dada por [64]

15 (1-9)
2

R(r) ~ Ci(r—rp)2 + Co(r—rp)” 2 (176)

Portanto, considerando apenas a parte temporal e radial, as solugdes ingoing e out-
going no horizonte externo s&o dadas por

Wiy = &0l r— )2 (177)

15
2

Wour(r > ry) = €CYr—rp) (178)

A solugéo outgoing nédo é analitica no horizonte de eventos rj, = 2M. Assim, de acordo
com o método desenvolvido por T.Damour e R.Ruffini em [16], podemos fazer a con-
tinuacdo analitica da solugcédo outgoing de fora do horizonte de eventos para o seu
interior ao fazer uma rotacao de —mr sobre o plano complexo formado pela variavel r,
ou seja,

(r—rp) — }r—rh|e_i" = (r,—r)e”'™ (179)
Logo, a solucao outgoing imediadamente no interior do horizonte de eventos r = r; é
dada por

. . 1%
Youllr < 1) = 67t [(r—ne™™| 7, (180)

dessa forma, a probabilidade relativa de espalhamento é dada por

2imr(1-6)

| Wour(r > "h)‘z
1 Wou(r < rp)
Uma vez que todos os campos considerados na equacgao de Regge-Wheeler-Zerilli
possuem spin s inteiro, podemos considerar o argumento heuristico de Sannan[17]
para calcular o numero médio de particulas bosbénicas que devem ser criadas na
vizinhang¢a do horizonte de ventos no modo de frequéncia w por unidade de tempo,
dado por

Pw =e g 8mMw (181)

_ T'w

No> = Gt (182)
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E importante frisar que essa é exatamente a distribuicdo espectral obtida por Hawking
em [52] para bdsons sendo emitidos por um buraco negro de Schwarzchild. Podemos
perceber que o espectro é de corpo negro a menos de um fator 'y, que é determinado
pela interacao dos modos de frequéncia w outgoing dos campos com o potencial efe-
tivo gerado pelo campo gravitacional e eventuais campos eletromagnéticos externos
ao horizonte de eventos que o buraco negro possa possuir em situagées mais gerais,
por isso ele leva o0 nome de greybody factor. Deste modo, essa quantidade pode ser
interpretada como a probabilidade de tunelamento de uma particula Hawking de ener-
gia w através da barreira de potencial externa a um buraco negro até um observador
no infinito(muito longe do buraco negro).

Vo vy
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Figura 14 — Potenciais efetivos Vs da equacdo mestre de Regge-Wheeler-Zerilli para
s = 0,1 e 2 vs variavel radial r, com r partindo do horizonte de eventos
rp, = 2M e dado em unidades de r,.

5.1.2 Solucoes polinomiais inversas da equacao de Regge-Wheeler-Zerilli a par-
tir da solucao assintoética da ECH

Para encontrar solucdes da equacao de Regge-Wheeler-Zerilli no infinito, pode-
mos usar as condigdes polinomiais (246) para a solugéo assintética da ECH expostas
no Apéndice B, de modo que, substituindo os parametros da equacao confluente de
Heun (233) pelos parametros fisicos do modelo dessa secao na segunda das equa-
cdes em (246), ficaremos com uma equacéo algébrica de segundo grau em w dada
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por:
o i (n+1)2 -2
— 1 - F - _ 1
w +2M(n+ ) w o2 0, (183)
cuja solucao é dada por,
. (h+1)Es
Wn,s =—I |: aM . (1 84)

Ou seja, nesse caso, todas as solugdes polindmiais inversas P/ descritas no apéndice
B possuem espectro de energia puramente imaginario negativo. Dessa forma, todos os
modos polinomiais inversos dos campos devem sofrer atenuamento conforme t — oc.
Deste modo, a solugdo mais geral da equagéao mestre de Regge-Wheeler-Zerilli escrita
em termos de polindbmios inversos pode ser dada por,

Rs(r) =) anPp%s(r) (185)
n=0

com ap sendo constantes quaisquer e Py representando solugdes polinomiais inver-
sas particulares com os niumeros quanticos n e s advindos solucao da equacao mestre
de Regge-Wheeler-Zerilli colocados em evidéncia.

5.2 GREYBODY FACTOR

Existe uma vasta miriade de métodos dedicados ao célculo do greybody factor.
No que diz respeito a espacos-tempo do tipo Kerr ou Kerr-de Sitter, a grande maioria
desses métodos recorrem a aproximacoes em regimes de alta/baixa frequéncia ou
de rotagéo lenta, como as aproximacées WKB ou eikonal no limite de altas frequén-
cias [49]. No entanto, recentemente em [18,19], os autores aplicaram com sucesso
aquilo que chamaram de método da fungdo de Heun local ou método do Wronskiano
para calcular observaveis como modos quasinormais e greybody factor relacionados
as equacodes de Teukolsky no espacgo-tempo de Kerr-Newmann-de Sitter de maneira
exata, sem qualquer restricdo sobre os parametros do modelo e com precisao arbi-
traria. A partir do que foi exposto nesses artigos, se as equacgdes angular e radial do
problema em questdo podem ser transformadas na equacao de Heun esse método se
mostra bastante simples e direto quando comparado ao formalismo de Mano-Suzuki-
Takasugi [20-23]. Contudo, se estivermos lidando com um buraco negro da familia
Kerr-Newman,i.e., sem constante cosmoldgica e, portanto, assintéticamente plano a
aplicagéo desse método nédo é tao direta. Isso acontece pois, no limite de A — 0, a
equacao de Heun que é a equacéo radial do problema de Kerr-de Sitter passa pelo
processo de confluéncia de uma de suas singularidades com o ponto no infinito e se
transforma em uma equacgéao confluente de Heun. A principio, isso deveria ser proble-
matico para a aplicacao do método da funcao de Heun local pois a equacao confluente
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de Heun possui uma singularidade irregular no infinito, em contraste com a equacao
de Heun que possui 4 singularidades regulares. Deste modo, a expansao da solu-
cao da equacao confluente de Heun em séries assintoticas em torno infinito se torna
divergente. Todavia, como discutimos no Apéndice B, & possivel extrair informacao
relevante dos coeficientes dessas séries e, por conseguinte, séries divergentes nao
s&0 necessariamente inuteis.

No que segue, apresentamos uma nova proposta para calcular o greybody
factor para campos no entorno buracos negros através de adaptacées do método da
funcdo de Heun local. Esse célculo sera feito apenas para campos no espaco-tempo
de Schwarzchild por questao de simplicidade e porque possuimos limites inferiores
analiticos bem estabelecidos para o greybody factor nesse caso [35]. Porém, para
comegar a demonstrar nosso método adaptado, vamos antes atentar aos seguinte
fatos:

Perceba que a equacao radial (132) esta escrita na forma auto-adjunta. Dessa
maneira € possivel realizar uma simples manipulagéo para encontrar que

AW[Ry, Ry] = cte (186)

para quaisquer duas solugdes Ry e Ry, com W[R1,Rs] sendo o Wronskiano entre elas.
Como estamos lidando com o processo de emissao de radiagdo Hawking por horizon-
tes de eventos até um observador distante do buraco negro, as condi¢cdes de contorno
naturais para estudar esse processo devem ser dadas pela combinacéo linear de ondas
outgoing e ingoing na vizinhanca do horizonte, representadas, respectivamente, pelo
comportamento dominante das solu¢ées que acompanham as constantes DYP e D"éf
assim como pelo requisito de que haja uma onda outgoing transmitida ao observador
no infinito, representada pelo comportamento dominante da solugéo assintética (241)
que acompanha a constante D@ (para mais detalhes sobre as condi¢des de con-
torno ver [18]). Assim, as condi¢des de contorno de emissao de radiagado Hawking do
horizonte de eventos r = r, até o infinito podem ser matematicamente representadas
por,

DUP(r—r) 2 + D (r—r))y"2, r—r, (187
£ 5 a 187
ptrans e?zzzT‘f , r— oo,

1-6 1-5
2
+

R(r) ~

com os parametros representados por letras gregas acima sendo 0os mesmos para-
metros da equacao confluente de Heun que descreve as equagdes de onda. Como o
potencial efetivo obedece V{(r) = Vs(r), pela equagéo (171), o complexo conjugado de
R deve ser outra solucéo linearmente independente da equacéo radial, cujas condi¢coes
de contorno relacionadas s&o dadas por,
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1-6 1-6
DUP*(r—r)y"z + D™ (r—n)z, r—r,
R*(r) ~ . (159 (188)
ptrans« e 2°z 2 ¢
> ) r — oo

Deste modo, se r — rp, temos

WIR(r),R*(r)] = —(1 — 8)(DUYP DYP* — pref prefy(r — )~

= AW[R(r),R*(r)] = —(1 = 8) rp(DYPDUP* — D'®f prefx)

eser— oo(z — ),

AWI[R(r),R*(r)] = —2¢ r, D'rans plrans=,

Logo, pela equacao (186)

lim AW[R(r),R*(n] = lim AW[R(r),R*(r)]

r—rp
Portanto, arrumando os termos para que representem amplitudes de probabilidade
normalizadas teremos o coeficiente de reflexdo da radiacdo Hawking, R, e o coeficiente
de transmissao da radiacdo a um observador no infinito, 7T,

Dref Dref* 2¢ Dtrans Dtrans*
1= puppue- *\ 7= ) ~Duppupr (189)
com
- pref prefx _ Wx[y1oo’y1] 2 (190)
Dup Dup* Wily$°.y2]
¢ Dtrans Dtrans*
- (5) Somme o (o)

Assim, conseguimos uma expressao para o greybody factor em termos dos
Wronskianos entre solugdes locais da equacao confluente de Heun,

rw=( 2¢ ) Wxly4,yo]
1-6) | Wy ys]

A quantidade acima €, finalmente, o greybody factor que queriamos calcular, a qual
representa a probabilidade de um modo de frequéncia outgoing, w, de radiagdo Haw-
king criada no horizonte de eventos tunelar através da barreira de potencial externa ao
buraco negro e atingir um observador assintoticamente distante do horizonte.

2
. (192)
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5.2.1 Matching dos coeficientes de conexdo com as constantes DUP, D¢ e
Dtrans

Aqui iremos demonstrar como as constantes DUYP, D' e Drans se relacionam
com os coeficientes de conexdo (256) e (260) da equacao confluente de Heun discuti-
dos no Apéndice B. Voltando as condigdes de contorno (187), temos
DYP(r — rh)% + Def(r — rh)‘%, r—rq

R(r) ~ (193)

y+6

ptrans o377
z b

Uma vez que a solucao radial da equagao mestre de Regge-Wheeler-Zerilli pode ser

representada por solugdes locais da equacao confluente de Heun, podemos escrever a

solugéo A(r) em termos das solugdes yy, y» € y7° do Apéndice B (aqui representadas,

respectivamente, por Ay, Ry e A7 ) cujo comportamento assintético dominante sugere

que

r — oQ.

D11Ry(r) + D1oRo(r), r—ry

R3(r), r — oo.

R(r) ~ (194)
Assim, podemos encontrar a relagdo entre as constantes em (193) e os coeficientes
de conexao em (194) ao igualar ambas as condi¢cdes de contorno para solugao R(r)
quando r — r. € r — oo, portanto

DY = eB1 Dy, D' = eB1Dy,, DS - 1. (195)

5.2.2 Uso heuristico de aproximantes de Padé para o calculo de greybody fac-
tors de campos quéanticos no buraco negro de Schwarzchild em compara-
cao com o limite inferior exato.

Nesta subsecao iremos apresentar resultados preliminares de uma linha de in-
vestigacdo ainda em andamento, de modo que o exposto a seguir consiste em uma
tentativa exploratéria bem motivada por novos métodos de continuagédo analitica de
séries de poténcias divergentes. Deste modo, aqui iremos fazer o uso heuristico de
aproximantes de Padé para calcular o greybody factor de particulas de spin s = {0,1}
e frequéncia w € R* a partir da equagao mestre de Regge-Wheeler-Zerilli. Como
mencionado no Apéndice B, aproximantes de Padé de séries de poténcia possuem a
propriedade de extrapolacdo e aceleragdo de convergéncia quando aplicados a séries
de poténcia convergentes e, com frequéncia, podem ser usados para aproximar séries
divergentes/assintéticas do seu valor "correto". Para mais detalhes sobre a motivagao
por tras do uso essa funcao, sugerimos a leitura de [36,apéndice C] e [48] . A seguir,
iremos apenas fazer algumas ponderagdes acerca dos resultados encontrados atra-
vés de experimentos numéricos usando aproximantes de Padé, discutiremos porque
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esse método falha em certos regimes de frequéncia e argumentaremos porque esses
resultados indicam que a continuagéo analitica das solugdes locais da ECH usando
extrapolacao ressurgente pode levar a uma aproximacao para o greybody factor com
maior grau de precisdao numérica. Para nos orientar na seguinte exposicao usaremos
um resultado ja estabelecido em [35] para o limite inferior do greybody factor I, 50“”0’
de particulas no espaco-tempo de Schwarzchild, dado por

2
Bound o [21(/+1)+(1-5%)
I'o > sech [ 8w . (196)
Por simplicidade, podemos escrever o greybody factor calculado acima como,
fw=1-R. (197)

Usando aproximantes de Padé para extrapolar as solugdes da ECH além do seu raio
de convergéncia, temos

Wy y1oo[N/N], y1[N/N]] >
Wy yfo[N/N], £N/N]]

fw=1- (198)

z2=2y, WER*

Aqui as funcdes do tipo y[N/N]

; (2) sao os aproximantes de Padé diagonais de ordem
[N/N] das séries de poténcias y; (ver definicdo dessa fungdo em [36, Apéndice CJ),
Zp € qualquer ponto no intervalo real (1*, cc) e, nesse trabalho, vamos nos restringir
a valores de w na semi-reta positiva R*. Aqui iremos escolher o ponto z; = 8, em
linha com o conhecimento ja consolidado em [36] acerca do uso de aproximantes de
Padé para o célculo de modos quasinormais da equacao mestre de Regge-Wheeler-
Zerilli. Nesse artigo, os autores sao capazes de calcular os modos quasinormais com
concordancia de até 30 casas decimais usando aproximantes de Padé de ordem
[60/60] quando comparados com o método mais antigo e estabelecido de Leaver[37],

que usa fragdes continuadas para resolver problemas de conexao em EDQO’s lineares.

Sem mais delongas, vamos discutir brevemente o resultado dos experimentos
numeéricos realizados para o calculo do greybody factor I, em (198) e seu limite
inferior exato rgound, dado por (196), no caso de s =0,1 e /=0,1,2,3,4 e 5, conforme
ilustrado nos graficos da figura 2 e figura 3. Nesses casos, podemos perceber quatro
comportamentos notaveis que elencamos pelo nome de caracteristicas: 1. em todos
esses gréaficos é possivel perceber uma anomalia numérica conforme w se aproxima
de zero, ou seja, no regime de baixas frequéncias; 2. no regime de altas frequéncias Iy,
sempre concorda com rgound para qualquer valor de s e /, em outros termos, ambos
preveem que o potencial efetivo é transparente para particulas de alta energia; 3. fora
do regime de baixas frequéncias, o greybody factor concorda com a normalizacao
imposta em (189), i.e, temos 0 < I, < 1, como é de se esperar de uma quantidade
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probabilistica; 4. I',, sempre cumpre a condicao imposta por rgw"d para/ > 3 em
ambos os casosde s=1¢e 2.

Posto isso, € possivel perceber que o que temos em maos €, de fato, um mé-
todo plausivel para resolver problemas de conexao de dois pontos envolvendo solu¢des
locais da ECH. As caracteristicas 2.,3. e 4. enunciadas acerca dos gréaficos deixam evi-
dente que o método do Wronskiano combinado com as solugdes locais representadas
em termos de aproximantes de Padé observa varios requisitos tedricos necessarios
ao valor verdadeiro do greybody factor (preservagéo da interpretacédo probabilistica e
observancia do limite inferior rgound no regime de altas frequéncias e valores altos de
/) para cada frequéncia w € R* e que, no minimo, esse método funciona bem para
altas frequéncias.

Ainda temos o que comentar sobre a anomalia evidenciada na caracteristica
1. dos graficos. Aqui conjecturamos que essa falha de aproximacado acontece pois
até mesmo a funcao transformada de Borel (252) (discutida no Apéndice B) da série
assintdtica y7° tem seu raio de convergéncia tendendo a zero conforme a massa M do
buraco negro ou a frequéncia real positiva w tendem a zero no p-plano de Borel. Em
outros termos, podemos calcular o raio de convergéncia R da transformada de borel
B(p) = £~ {x%‘1 y{°}(p) atraves da solugao assintdtica da relagao de recorréncia de
trés termos (250) da seguinte maneira,

n! bn+1
(n+1)! bp
e portanto temos R¢ = |¢| = 4Mw. Deste modo, é possivel perceber que a conjectura
que fazemos para explicar a caracteristica 1. estd fundamentada na evidente perda de
informacao analitica acerca da funcao B(p) no plano de Borel no limite de Mw — 0
. Esse defeito devera ser sanado em um trabalho posterior utilizando o método de
extrapolacdo ressurgente de Padé-Borel-Uniformizante(PBU), conforme apresentado
em [33]. Segundo o que foi elaborado pelos autores, uma vez que a localizacao das
singularidades da funcao transformada de Borel B(p) da série assint6tica em questéao
€ encontrada no p-plano de Borel, entdo devemos fazer uma transformacao ou mapa
uniformizante da variavel independente p = p(¢), tomar os aproximantes de Padé da
série de Taylor truncada da transformada de Borel B((), retornar a variavel original
através da transformacao inversa ¢ = {(p) para, em seguida, finalmente ressomar a
série assintética usando a transformada de Laplace £{Bppg(p)}(x). Esta demonstrado
por teoremas em [33] que esse método mais avancado usando mapas uniformizantes
€ 6timo, ou seja, ndo ha outra transformacgao da variavel independente melhor do que
p = p(¢) para adquirir informagao global a respeito de séries assintoticas como y7°(x).

p <0 = ol <|el (199)

|1
_Ep
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Figura 15 — Greybody factor Iy, vs limite inferior r29Und para s = O(escalar) e diferentes
valores de / usando aproximantes de Padé de ordem [50/50] com w € R*.
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Figura 16 — Greybody factor Iy, vs limite inferior r2oUnd para s = 1(fétons) para dife-
rentes valores de / usando aproximantes de pade de ordem [50/50] com

w € R*.

Como ja foi dito anteriormente, esses calculos usando aproximantes de Padé
foram feitos de forma exploratéria, de modo a mostrar como o método da funcéo de
Heun local adaptado pode ser usado e acreditamos que muito trabalho ainda deve ser
feito até que resultados totalmente confiaveis possam ser obtidos. Contudo, esperamos
conseguir isso em trabalhos futuros ao fazer a uniformizagcéao do plano de Borel da série
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assintotica e ao estudar o comportamente da funcéo erro associada a representacao
em séries prescrita pelo método mais rigoroso de Padé-Borel-Uniformizante de [33].

5.3 EQUAGAO MESTRE DE TEUKOLSKY

A equagao mestre de Teukolsky é a ferramenta basica utilizada para estudar
as perturbacdes lineares da métrica de Kerr para campos sem massa € com spin
s=0,+1/2,+1,+3/2,+2 e constitui uma generalizacdo da equagéo mestre de Regge-
Wheeler-Zerilli para o caso do buraco negro de Schwarzschild. Essa equacao surge
a partir das equacdes de Einstein linearizadas e permite estudar varios aspectos da
métrica de Kerr, como, por exemplo, a sua estabilidade frente a pequenas pertur-
bacdes e equacdes de campo de spin s em condicdes de contorno especificas (o
nosso caso) . No formalismo empregado por S. Teukolsky[38], todos esses campos
podem ser descritos através de uma unica equagao diferencial para um escalar do tipo
W(t,r0,p) = (ML) R(r)S(6) em coordenadas de Boyer-Lindquist. Partindo desse
ansatz é possivel separar a equacao diferencial parcial de Teukolsky em duas EDQO’s
lineares: a equacao radial de Teukolsky e a equagao angular de Teukolsky.

A equacéo radial de Teukolsky(ERT) é dada por,

2
A—S% (AS+1 %R(r)) + (KT - is%%/( ~ L) R(r) =0 (200)

com A sendo a constante de separacao e o numero azimutal podendo assumir apenas
os valores m=0, +£ 1,42,... para campos de spin inteiro e +£1/2, +3/2,... para o0 caso
de spin semi-inteiro. Aqui definimos K = w(r? + a82)—mae L =A—s(s + 1) + 8w? —
2maw — 4iswr.

Expandindo a ERT ficamos com,

2
d—F?(r)+(S+1)( 1 + 1 )iF?(r)+

ar2 r—r. r—r

1 K? . 1

* (r=ry)(r—r-) [(r— re)(r—r-) - (r—r+ Ay

E possivel mostrar que a ERT pode ser mapeada na equagao confluente de Heun pelo

menos através de oito maneiras distintas[45]. Como queremos escrever essa equacao

para qualquer valor de s na forma candnica da ECH (233), entdo devemos escolher a
seguinte transformacao de Mdbius

) K—L] R(r)=0 (201)

r—r-

7= (202)
ry—r-
e escolher dentre o tripleto de transformagdes s-homotépicas R(z) = 2B (z—1)Bz €55 y(z).

w(r3+a-m

Definindo K+ = —a a , temos que,
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Bf =—iK., Bj=-s+iK, (203)
B =—iK., By =-s+iKi, (204)

e
By = +i(r, — ro)w (205)

Por simplicidade, vamos escolher apenas os valores By, B e B} para a transformagao
da variavel dependente. Assim, a ERT toma a forma

1+s+2B] 1+s+2B; oz —
y'(z) + ( 7 L P +2B3) y'(2) + (Z(Z—?)) y(z) = 0. (206)

Deste modo, podemos ver que a ERT pode ser mapeada na ECH na forma canénica
(233) com os seguintes parametros,

y=1+s+2B], 6=1+s+2B;, &=2Bj, (207)

2

o = 2w <r+ +(1+irs—r(1+(1+)s)+(1=i)rPw—(1 +i)rPw + 2ia(m— aw)) ,

_ 1
(re —r-)?
N (2(s+s —A) (3 + 1) + (3 + 5)S)w + (4 + 4i)rPw 2)

<—8a3mw+(1 +0)ry (1 +s)a)+4a4 2

q:
—r2 (s + 82— A+ (3+3i)r_sw—(1 - )rw((=1—2i) + 2r_w)) +
_r (s + &2 A+ (1+3i)sw + (1 + )rw(l + 2r_w)> +

+ 2iam ((1 + 2i)r+2w +r-(1+s+(1+20)r-w)—r.(1+s+ 2r_w)) +

2 (4m2 —iw ((2 + 30w -2r,(1+s+@—i)rw)+r-(2+2s+ (2 + 3i)r_w)>> .

5.3.1 Radiacao Hawking para particulas sem massa no buraco negro de Kerr

Agora que conseguimos mapear a equagao radial de Teukolsky na equacéo
confluente de Heun (233), podemos calcular a radiacdo Hawking emitida por um buraco
negro de Kerr. Para isso, basta utilizar o método de Damour-Ruffini-Sannan exposto
na secao 5.1. Procedendo dessa forma, a probabilidade relativa de espalhamento é
dada por

Wout(r > ry) |2 ir(1-6) —Z (w—wo)
= | "7 e = 208
Yout(r < rs) = l (208)
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—_am__ - lrn-r i i
COM Wp = 2, 2 = mQy,K=5 r3++a2 e Oy sendo a velocidade angular do horizonte de
eventos externo. Assim, é possivel obter a distribuicdo espectral da radiacdo Hawking

através do argumento heuristico de Sannan para bésons[17], dada por,

[w

Ny = ef(w—w—o)_f (209)

enquanto que para particulas de spin semi-inteiro a distribuigcdo é fermidnica e dada
por,

[w

Ny = w0 1 (210)
No limite de w continuo podemos calcular o fluxo total de particulas emitidas.
am L I

5.3.2 Solucoes polinomiais inversas da equacao radial de Teukolsky a partir da
solucao assintética da ECH

Para encontrar solugdes outgoing da equacao radial de Teukolsky no infinito,
podemos usar as condi¢des polinomiais (246) da solugéo assintética da ECH expostas
no Apéndice B, de modo que ficaremos com uma equacao algébrica de segundo grau
em w dada por:

2y + 1) ((1 +i)@2+ir? + r_2) ,
w +

fy—r—

_[@+2ia(r, + r-)m+2a2(—i—in+ s),
ry—r-

(1) (r_2((1 +i)+(1+i)n+is)—r2@+2n+(1 + 2/)3))
— :| w+

ry—r-
_(I+n+is)@im+r(1+n+ (1 +0)s)—r(1+n+(1+1i)s)) _0, (212)
ry—r-
cujas solucdes sao dadas por
B ~(1+n+is)
Wigp = 2(1+I) P (213)
e
—iry +ir-+2am—iryn+ir-n+ (1 =irys— (1 —i)r-s

(Us,nym — + + ( ) + ( ) ] (214)

282+ (1+ )2+ (1=i)r2
A solugéo w5 » pode ser ignorada, uma vez que sua parte real € sempre negativa e, as-
sim, ndo acarreta em uma solucao fisicamente aceitavel para os modos de frequéncia
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outgoing dos campos. J& a solugéo ws n,m apresenta um comportamento fisicamente
mais interessante. Como podemos ver na figura 17, os plots realizados para diferentes
valores dos numeros quanticos s,n e m demonstram que existem valores para o para-
metro de momento agular, a € [0,1], tal que o espectro possui, simultaneamente, parte
real positiva e parte imaginaria negativa. Isso significa que, para certos estados de
rotagdo do buraco negro de Kerr, devemos ter que as solugdes polinomiais represen-
tam a emissédo de ondas outgoing atenuadas no futuro(t — +o00) por parte do buraco
negro, cuja possibilidade de observagao por um observador a uma certa distancia do
buraco negro depende do tempo de decaimento desses modos do campo até zero. Os
graficos na figura 17 também expéem que, uma vez fixados s e m, entdo a variagao
de n acarreta em um afastamento do ponto de transi¢cao a da origem, no qual temos
R(ws,n,m) > 0, enquanto que o contrario vale se fixamos s e n e variamos m.

Assim, a solucdo mais geral da equacao de Teukolsky escrita em termos de
polinbmios inversos pode ser representada na forma,

We(t,r,0,p) = Z Z e (MP~wsnmt) Sg ) 1(6) €222'7 (2-1)7 Py m(z),  (215)
m=0 n=0
na qual Ss n,m(0) corresponde a solu¢do da equagéo angular de Teukolksy apresentada
na proxima subsecao com a sua dependéndia dos numeros quanticos evidenciada,
enquanto que a fungéo Pg, m(r) € a solugédo polinomial inversa da equagao confluente
de Heun discutida no Apéndice B.
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Figura 17 — Espectro de energia complexo ws n.m para diferentes valores dos numeros
qguanticos s,n e mvs parametro de spin do buraco negro de Kerr, a, com
M = 1. Linhas continuas representam a parte real do espectro, enquanto
que linhas tracejadas representam a parte imaginaria.

5.3.3 Equacao angular de Teukolsky e constante de separacao A

A equagéo angular de Teukolsky(EAT) é dada por,

(m? + s2 + 2mscoso)
sine

1 d . d 5 o o
Sinb do (SII’IG%S(G)>+ A + & w*cos“6 —2sawcoso
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Nesta subsecdo demonstraremos como € possivel obter o autovalor A da EAT para
qualquer valor dos parametros do modelo com precisédo arbitraria. Fazendo x = cos 6 e
definindo ©(x) = sin?6 = (1 — x)(1 + x), conseguimos uma equagao na seguinte forma,

d (. d 2 2.0 _(m? + $? + 2msx)
X (OdXS(X)) + l)\+a weX* —2sawx o S(x) (217)

Tornando essa equacéao ainda mais explicita, temos

d? 1 1\ dg
Al (ﬁ x—) x>
1 (m? + s2 + 2msx)
)(1

A0 +x) A=x){1 +x)

[ + 8w2x2 —2sawx —

e ] S(x). (218)
Essa é uma equacéo diferencial que pode ser mapeada tanto na forma simétrica da
ECH[11,12] quanto na forma canénica (233). Contudo, a equacao (218) basta para
a exposicao que faremos a seguir. De acordo com o que foi exposto no Apéndice A,
essa equacao possui duas singularidades regulares em x = +1 e uma singularidade
irregular em x = oo. Entretanto, ao contrario do que aconteceu na subsecéao 5.2.2 na
qual conectamos uma singularidade regular com uma singularidade irregular da ECH,
aqui devemos apenas encontrar os coeficientes de conexao entre duas solugdes de
Frobenius cujos intervalos de convergéncia sdo nao-disjuntos. Em outros termos, uma
vez que as solugdes de Frobenius em torno de x = —1 e x = 1 sdo necessariamente
convergentes, respectivamente, em |x + 1| < 2 e |[x — 1| < 2, € possivel perceber
que podemos encontrar o comportamento assintotico da solucdo angular através da
equacéo indicial em torno de cada singularidade, dado por

So1.5(X) ~ (1+X) ™21+ O0(1+x)],  Sop.s(x) ~ (1+x)S™M2[1+0(1+x)], (x — 1),
(219)

St1,6() ~ (1=x) ™AL O(1-X)],  Spz,s(x) ~ (14 X) ™21+ 0(1-x)], (x = 1).

(220)
A solugéao geral S(x) de (218) € dada por uma combinagao linear das solugdes S; (),
com indices | = {0,1} e i = {0,1}. Para que a solucdo angular seja regular em x =
+1(ou, equivalentemente, em 6 = 0 e 6 = 1) devemos escolher, respectivamente,
Sot,s 0u Spo s paras—m S 0 e Syq s ou Syp s para m+ s < 0. Dessa forma, além
de requerer regularidade da solucdo geral em x + 1, também requeremos que as
solucdes regulares tenham o mesmo comportamento préximas das singularidades.
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Assim, podemos demandar que as solucdes exatas devem possuir dependéncia linear,
codificada pelo Wronskiano da seguinte forma,

W, [Sois Stye] =0, 1= 1 TTEZ N T MR )
2, (m-s5<0), 2, (m+s>0).

Essa equacéo € satisfeita exatamente para um buraco negro sem momento angular
com a = 0 pelo autovalor A = /(/ + 1) — s(s— 1) do caso da equacao de Regge-Wheeler-
Zerilli. Ja para o caso de um buraco negro em rotagao, temos que a equacao (221)
depende implicitamente de A e w. Deste modo, uma vez que temos as solugdes de
Frobenius Sj; s e fixamos x = Xy para qualquer xp € (—1,1), é possivel determinar A
para cada w fixo utilizando um algoritmo de root-finding como o método de Newton-
Raphson. Nesse caso, é preciso colocar um input inicial suficientemente proximo das
raizes A para que a convergéncia ocorra mais rapidamente (ver [18] para uma aplicacao
completa desse método).
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6 CONCLUSAO E PROXIMOS PASSOS

No inicio dessa dissertacao, apresentamos o objetivo geral dessa pesquisa
como sendo a exploragdo das propriedades de campos quanticos quando sujeitos
aos campos gravitacionais intensos de buracos negros e discutimos porque buracos
negros magnetizados podem ser vistos como grandes reservatorios de energia € como
emissores de radiagdo altamente energética, principalmente quando considerados a
luz de artigos recentes desenvolvidos por Rueda et al. [44] nos quais os autores sao
capazes de explicar emissao de fétons gamma pelo buraco negro de Kerr-Papapetrou-
Wald através do mecanismo classico de radiagéo sincrotron.

No capitulo 2, apresentamos todos os conceitos chave de Geometria Diferencial
necessarios para o entendimento da teoria da Relatividade Geral, assim como mostra-
mos a deducdo das equacgdes tensoriais de Einstein a partir de um principio de agéao
minima que usa o funcional de agdo de Einstein-Hilbert. Assim, mostramos ao final
desse capitulo como essas equagdes tensoriais relacionam quantidades referentes a
geometria do espaco-tempo com a distribuicao de matéria no mesmo, de modo que a
Relatividade Geral pode ser interpretada como uma teoria que associa o fendbmeno da
gravitacao a curvatura do espaco-tempo.

Uma vez que obtivemos o conhecimento necessario acerca da teoria da Relati-
vidade Geral para os propésitos desse trabalho, prosseguimos no capitulo 3 com uma
discussao a respeito das solug¢des de buraco negro das equacdes de Einstein e de sua
motivacao astrofisica como sendo o estado de equilibrio da métrica do espago-tempo
apos o colapso de uma estrela suficientemente massiva. Nesse capitulo, também mos-
tramos uma breve deducgado da solucdo de Kerr para buracos negros em rotacdo ao
nos utilizarmos de um ansatz em coordenadas elipsoidais oblatas para a métrica e
um procedimento andlogo ao utilizado por Karl Schwarzschild na dedugéo da métrica
externa a um corpo massivo com simetria esférica e estatico. Deste modo, passamos
entdo a discutir as propriedades especificas que surgem com a rotacao de um buraco
negro e prosseguimos para a dedugédo do campo eletromagnético de Papapetrou-Wald
a partir das propriedades de vetores de Killing em espagos-tempo de vacuo(R,y = 0).

No capitulo 4, uma vez munidos da métrica de Kerr g, e do potencial eletro-
magnético A, de Papapetrou-Wald, passamos a estudar as propriedades de campos
escalares massivos e carregados em torno do buraco negro de Kerr-Papapetrou-Wald
usando a equacao de Klein-Gordon-Fock em um modelo dependente de 5 parametros
fisicos, M, a, e, By e m, dados, respectivamente, pela massa do buraco negro, pelo
parametro de spin do buraco negro, pela carga do campo escalar, pela intensidade
do campo magnético longe do buraco negro e pela massa do campo escalar. Dessa
forma, realizamos a solu¢ao dessa equacgao pelo método de separacao de variaveis
fazendo uma restricao na varidvel angular para o regime de pequenos angulos (6 << 1)
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com a finalidade de estudar o campo escalar no que chamamos de regido de emissao
de raios cosmicos ultrarelativisticos. Depois disso, no restante do capitulo estudamos
0 espectro de energia w complexo do campo escalar associado a propriedades es-
peciais da equacgao confluente de Heun, ou seja, utilizamos as solu¢gdes polinomiais
inversas dessa equagcao diferencial ordinaria geral expostas no Apéndice B e as condi-
¢bes polinomiais (246) para determinar w em diferentes situac¢oes fisicas. Em especial,
estudamos o caso mais realistico do espectro de energia do pion 7~ usando os pa-
rametros fisicos do evento GRB 190114C e do buraco negro supermassivo no centro
da galaxia M-87, para, em seguida, terminar o capitulo dando lugar a uma discussao
sobre a equacéo radial que descreve o campo escalar fazendo uma transformagao
dessa equagao em uma equacao de Schrédinger.

Por fim, no capitulo 5, realizamos o estudo de campos de spin s = 0,1 e 2 no
espaco-tempo de Schwarzschild através da equacao mestre de Regge-Wheeler-Zerilli.
Nesse capitulo, mostramos como é possivel calcular a radiacdo Hawking criada imedi-
atamente na vizinhanga do horizonte de eventos de um buraco negro para cada modo
real de energia w dos campos por unidade de tempo pelo método de Damour-Ruffini-
Sannan, assim como também apresentamos o conceito de greybody factor como sendo
a pobabilidade destes modos de energia w escaparem dos potenciais efetivos externos
a regido do horizonte de eventos até um observador no infinito assintético. Especifi-
camente no caso do greybody factor, fizemos uma discussao sobre o estado da arte
dos métodos disponiveis para o calculo desse observavel e expressamos 0 NOSSO
descontentamento com a impossibilidade atual de calcula-lo de maneira exata e com
precisao arbitraria para espacos-tempo de buracos negros assintoticamente planos,
em contraste com o0 que acontece na situagao de um espago-tempo assintoticamente
de Sitter estudados por H. Motohashi e S. Noda em [18]. Deste modo, seguimos pelos
passos de Motohashi e Noda para entdo propor na secao 5.1.2, de maneira preliminar
e heuristica, como o método do Wronskiano empregado pelos autores em [18] pode
ser utilizado em espacgos-tempo assintéticamente planos com o auxilio das funcdes
aproximantes de Padé apresentadas em [36, Apéndice C] para realizar a continuagao
analitica da série assintética divergente que representa a solucao radial da equacéao
mestre de Regge-Wheeler-Zerilli expandida em torno de r = oco. Assim, os resultados
preliminares apresentados na se¢ao 5.1.2 demonstram que de fato devemos ter em
maos um método plausivel para o céalculo do greybody factor, ainda que de forma
imperfeita, e que esse método deve poder ser melhorado com técnicas de continuagéo
analitica mais avancadas em trabalhos posteriores. Além dessa discussao, no capitulo
5 também estudamos a equacao mestre de Teukolsky que permite o estudo de campos
de spin s =0, + 1/2,+1 e +£2 no espaco-tempo de Kerr. Nesse caso, também realiza-
mos o calculo da taxa de radiacdo Hawking dos modos de energia w reais pelo método
de Damour-Ruffini-Sannan, mas sem o calculo do greybody factor, uma vez que, como
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ja foi dito, o0 nosso método ainda precisa funcionar de maneira mais robusta para o
caso mais elementar de campos no espaco-tempo de Schwarzschild. Ndo obstante,
prosseguimos para o calculo do espectro w complexo da equagéo mestre de Teukolsky
de maneira analoga ao que foi feito no capitulo 4 para o campo escalar e descobrimos
que w pode assumir valores estaveis no 4° quadrante do w-plano com parte real e
negativa simultaneamente, em contraste com 0 que acontece no espacgo-tempo de
Schwarzschild estudado na secao 5.1.2 que sé possui espectro polinomial puramente
imaginario.

Isto posto, gostariamos de salientar que a exposigao realizada aqui acerca de
modos w complexos de campos em torno de buracos negros decorrentes de solucdes
polinomiais construidas a partir da solugao assintética da equagao confluente de Heun
€ um estudo inédito e, no momento, ndo fazemos mais do que apontar a sua existéncia,
assim como realizar a sua exploragdo em alguns experimentos numéricos. Deste modo,
uma vez que nesse trabalho colocamos um foco maior em discutir os modos w no 4°
quadrante do w-plano complexo, podemos dizer ao menos que solugcdes desse tipo
podem ser interessantes para estudar a dinamica de campos quanticos logo apos
a formacao do horizonte de eventos de um buraco negro, ja que a parte imaginaria
negativa em w aponta para uma situacao fisica em que um horizonte de eventos pode
inicialmente estar cercado por uma certa distribuicdo de campos que é entdo atenuada
até que os campos atinjam o estado de vacuo no futuro assintético (t — o).

Por fim, outra linha de pesquisa que podemos perseguir no futuro se relaciona
ao supracitado célculo do greybody factor em espacgos-tempo de buracos negros as-
sintoticamente planos de maneira exata e com precisédo arbitraria. Como comentamos
nas sec¢des 5.1.2 e no Apéndice B, acreditamos que isso pode ser feito ao se encontrar
as singularidades da solucao assintética divergente da equacgao confluente de Heun
no plano de Borel e através do estudo da funcao erro da aproximacgao relacionada
aos métodos de extrapolacao ressurgente apresentados em [30-33]. Acreditamos que
esses artigos desenvolvidos por O. Costin e G. V. Dunne devem ser suficientes para
convencer o leitor de que séries divergentes nao sao necessariamente inuteis e de
que podem ser utilizadas no calculo de observaveis fisicos de maneira rigorosa. Caso,
ainda assim, esses artigos ndo sejam suficientes para convencé-lo sugerimos a leitura
do breve artigo [63].
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APENDICE A - ASPECTOS BASICOS DE EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS DE SEGUNDA ORDEM COM COEFICIENTES POLINOMIAIS.

Por questao de completude e para tornar esse trabalho relativamente autocon-
tido, iremos expor nesse apéndice alguns resultados solidamente estabelecidos acerca
de equacodes diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem. Os resultados aqui
enunciados néo serdo acompanhados de provas matematicas rigorosas. Deste modo,
recomendamos [11,12,28,34] ao leitor que deseje se debrucar sobre as propriedades
dessas equacdes de maneira mais aprofundada e rigorosa.

Para comecgar, vamos considerar a seguinte equacgéo diferencial de segunda
ordem:

y"(2) + P1(2)y'(2) + P2(2)y(2) = 0. (222)

Aqui assumiremos que P1(z) e P»>(z) sao fungdes racionais, isto €, que sdo fun¢des
formadas pela razdo entre polindmios. E facil perceber que as equacgdes da classe
hipergeométrica e Heun sao desse tipo.

O primeiro passo para analisar a equagéao diferencial (222) € investigar o comporta-
mento dos coeficientes P{(z) e Po(z) em torno de singularidades(polos, pontos de
ramificacado, singularidades logaritmicas,etc). Uma propriedade interessante de EDO’s
lineares € a seguinte:

pontos singulares das solugbes de (222) — pontos singulares de (222), (223)

apesar da proposi¢ao contraria ndo ser geralmente valida.

Se tanto P;(z) quanto Py(z) forem analiticas em z = z,, esse ponto é dito
um ponto ordinario de (222). Contudo, se P4(z) possui no maximo um polo simples
em z = zy e P»(z) tem no maximo um polo duplo nesse mesmo ponto, entdo z =
Zp é dito um ponto singular regular ou uma singularidade regular de (222). Caso
contrario, a singularidade nesse ponto é chamada de singularidade irregular. Como
aqui estamos considerando fungdes definidas na esfera de Riemann C U {oc}, entéo as
singularidades em z = co podem ser estudadas através da transformacao de variaveis
z = 1/§. Como veremos a seguir, € possivel construir solucées de (222) em termos
de séries poténcias multiplicadas for fungdes elementares(mondmios, exponenciais,
logaritmos,etc) na vizinhanca de cada ponto singular.

A.1 SINGULARIDADES REGULARES

Em virtude da definicdo enunciada acima, as expansodes de Laurent dos coe-
ficientes P{(z) e P>(z) em torno de uma singularidade regular zy devem ser dadas
por
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P1 P2 —1
P - 1 P. = e — . 224
(@)= 525 0 Po@)= 2540 ((2-20)"), 202 (229
Por conseguinte, € sempre possivel construir duas solugées de Frobenius linearmente
independentes de (222) que devem possuir expoentes caracteristicos p dados pelas
raizes da seguinte equacgéo indicial:

ple—1)+pip+p2 =0, (225)

na qual podemos escrever py e po , alternativamente, em termos de residuos no ponto
Z( COMO a seguir:

p1 = Resz—z,P1(2), po = Resz—z,(z— zy)Po(2). (226)

Vamos supor que p; (i = 1,2) sdo duas raizes da equacdo indicial. Deste modo, se
(01 —p2) ¢ Z, entdo duas solugdes de Frobenius linearmente independentes podem
ser construidas através de

oo

Yil2) = (2200 Y an(z-z9)*, =12 (227)
k=0

Ja no caso de (p1 —p2) € Z, uma vez que obtemos y;(z) como na forma acima,
podemos construir uma segunda solugdo y»(z) linearmente independente com um
termo logaritmico na seguinte forma,

o

¥2(2) = (2= 29)P2 Y ap(z— 29)* + Cp y1(2) log(z - zp). (228)
k=0

E importante frisar que todas as solucdes acima em termos de séries sdo
necessariamente convergentes ao menos em uma vizinhanga da singularidade. Para
ser mais exato, o raio de convergéncia de cada expansao de Frobenius em torno de
uma singularidade arbitraria zy € dado pela distancia dessa singularidade até o ponto
singular mais proximo de zy no plano complexo. Dessa forma, é possivel perceber
que as expansodes de Frobenius levam a solugbes analiticas, em constraste com o que
acontece no caso de expansdes em séries em torno de uma singularidade irregular.

A.2 SINGULARIDADES IRREGULARES

A construcao de solucdes analiticas em torno de singularidades irregulares nao
€ tao direta como no caso regular. Para ndo fugir muito do escopo desse trabalho,
iremos assumir a seguir apenas o caso particular de uma singularidade irregular em
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z = co. No geral, solugdes formais(geralmente divergentes) podem ser construidas em
torno de z = oo em termos de séries assintéticas do tipo

r—1

o0
yiforma/(z) = z%io exp Zal-kzk Z C,-k(Z—Zo)k, i = 1,2, (229)
k=0 k=0

nas quais os multiplicadores na frente das séries sdo conhecidos como multiplicadores
caracteristicos e determinam o comportamento assintético dominante dessas solugbes
conforme z — oo. Na expressao (229) r € chamado de rank da singularidade irregular
e os coeficientes aj, sdo chamados de coeficientes caracteristicos de ordem k [12].

E possivel obter o rank r da singularidade irregular em z = oo a partir dos
coeficientes da equacéo diferencial (222). Se P;(z) e Py(z) em (222) se comportam
assintéticamente da seguinte forma

Pi(2) = 0(z%), Pa(z) = 0(z2"%), z— o, (230)

entédo o rank r é dado por

2
e os coeficientes aj, e cj podem ser obtidos substituindo a solugéo (229) na equacgao
diferencial (222).
Como exemplo do que foi exposto acima, podemos considerar a equacao con-
fluente de Heun (233) mostrada abaixo no Apéndice B. Nesse caso, os coeficientes
andlogos a P4(z) e P»>(z) se comportam da seguinte forma:

F =1+ max (K1,@> (231)

PECH(z) = 0(1), PECH(z)=0(1), z— . (232)

Assim, temos KECH = KECH = 0 e, portanto, a singularidade irregular dessa equagéo
em z = oo é de rank-1. Deste modo, as solugées assintéticas da ECH sdo dadas por
(239) com seus coeficientes podendo ser determinados ao se substituir as séries da
forma (229) em (233), como era de se esperar da teoria geral das séries assintéticas.
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APENDICE B — EQUACAO CONFLUENTE DE HEUN, SOLUCOES LOCAIS E
COEFICIENTES DE CONEXAO DE DOIS PONTOS.

Neste apéndice vamos estudar a equacgéo confluente de Heun(ECH), que é uma
equacao especial bastante geral que aparece em varias areas da fisica e da matema-
tica. No que diz respeito as aplicacoes a fisica, essa equacao tem se mostrado util para
descrever sistemas desde em Fisica Atdmica e Molecular até equagbes de onda em
sistemas astrofisicos (0 nosso caso) e de cosmologia. A ECH faz parte de uma classe
de equacoes investigadas pelo matematico alemao Karl Heun, cujo interesse na época
era estudar uma classe de equacdes que generalizassem a equacgao hipergeométrica
[11-12]. Na dita forma canédnica, a equagéo confluente de Heun, dada por

y'(2) + (g " Zf -+ e) y'(2) + Z"(‘i - f) y(2) =0, (233)

€ uma equacao diferencial ordinaria com duas singularidades regulares em z = 0 e
z = 1 e uma singularidade irregular de rank-1 em z = oo (para mais detalhes ver
apéndice A). Essa equacéo leva esse nome pois pode ser obtida pelo processo de
confluéncia[12, pg. 17], isto &, pela unido de duas singularidades regulares da equacao
de Heun geral e, como veremos, o entendimento de alguns dos seus aspectos nos
permitira calcular observaveis relacionados a campos quanticos no entorno de buracos
negros, uma vez que as principais equacoes diferenciais que descrevem esses campos
nos espagos-tempo que estamos estudando podem ser mapeadas nessa equacao e,
portanto, compartilham suas propriedades analiticas.

B.1 SOLUCOES EM TORNO DE z = 1

Observando a equacéo (233) a luz do que foi exposto sobre a teoria geral das
EDO’s lineares no Apéndice A, podemos notar que o ponto z = 1 € um ponto singular
regular dessa equagao com expoentes caracteristicos das solu¢cées de Frobenius
dados por py = 0 e po = 1—-056 . No nosso caso, ndo ha motivo fisico para impor que
p1—p2 € Z. Dessa forma, as duas solu¢des de Frobenius linearmente independentes
devem ser dadas pelas seguintes séries de poténcia,

yil2)= (=1 alz-1" =12, (234)
n=0

com coeficientes definidos pela seguinte relacdo de recorréncia de trés termos [36, pg.
31]:

ALg L plall) Lol gl o, (235)
n

n+1 + n-1"

com
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AZ:(n+p,-)(n+p,-+1)+5(n+p,-+1), (236)
B,",,=(n+pi)(”+p,-+y+6+£—1)+a—q, (237)
C,’;,= (n+pj—1)e+a. (238)

E possivel mostrar que essa série é convergente no disco |z—1| < 1 através do com-
portamento assintético da relacdo de recorréncia (235), mas, devido a um teorema
atribuido a Cauchy, ja podemos observar que de fato essa deve ser a regido de con-
vergéncia da série de poténcias em torno de z = 1, pois a singularidade mais proxima
da ECH partindo desse ponto se encontra em z = 0.

B.2 SOLUGCOES ASSINTOTICAS TORNO DE z = oo

Ainda é possivel encontrar mais um par de soluc¢des linearmente independentes
da ECH quando fazemos a analise de (233) em torno do ponto em z = co. Para tanto, €
necessario fazer a mudancga de variaveis z = 1/§ e entdo propor uma solugcao em série
de poténcias em torno de § = 0 multiplicada pelos fatores dominantes conforme § — 0
(x — o0) [12, pg. 11]. Procedendo dessa forma, ficaremos com duas solugées do tipo,

(0.}
iZ b Ck. ;_
o2 =620y s i=12, (239)
k=0
na qual
o o
(a1,b1) = (0,—5) e (ag,bp) = (—&,~y -6+ E)' (240)

Apesar de possuirmos duas solug¢des assintoticas linearmente independentes, € im-
portante frisar que, até o0 momento, as solugdes em torno do infinito sdo meramente
formais, ou seja, apesar de satisfazerem a equacao (233) ndo ha garantia de analitici-
dade e, muitas vezes, solugdes desse tipo relacionadas a singularidades irregulares
sao divergentes(possuem raio de convergéncia nulo).

Para os propdésitos desse trabalho iremos utilizar uma solugéo assintética dada
por

Y@ =27y bn. (241)

pois essa solucao nos permite descrever o comportamento de ondas outgoing longe
do horizonte de eventos de buracos negros nos capitulos 4 e 5 referentes a equacdes
de campos quanticos . Uma vez que essa solugao ¢é introduzida na ECH ficaremos
com a seguinte relagdo de recorréncia de trés termos
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A%Obn+2 + qulobn+1 + C;?)Obn =0, (242)
com
AY =(n+2)¢ (243)
-1 2
B,%Q=—n2+n(y+6—£—3—2—o{)+q—0(—y+5—£—2—2—0(+M—(l2
€ € 3 €
(244)
0o _ a v+ 2
n _<n+£)<n+1 y+€>. (245)

Deste modo, é possivel mostrar que existe um modo simples e direto para tranformar
a série assintética (241) em uma expressao analitica, independentemente da anélise
da sua convergéncia. Nesse casso, basta que facamos a imposicdo de que a série
(241) seja truncada acima de certa ordem n para dar lugar a solugdes em termos de
polinbmios inversos. Em outras palavras, devemos impor as seguintes condigées sobre
a relacao de recorréncia de trés termos(242) e o seu coeficiente(245):

bn1=0 eC=0. (246)

Fazendo isso, € possivel obter uma quantidade infinita e enumeravel de solucdes po-
linémiais inversas a partir da solugéo assintotica (241), que denotaremos por P;°(x),
para n = 0,1,2,..., analiticas em z € (0%, o0), as quais serdo utilizadas nos capitu-
los 4 e 5 para representar ondas outgoing no infinito, com a segunda das condicoes
(253) permitindo encontrar também o espectro de energia w relativo a essas solugdes
quando substituimos os parametros da equacéao confluente de Heun pelos parametros
fisicos dos modelos tratados aqui, de acordo com o indicado em [50]. Para o caso dos
modelos de campos quanticos apresentados nesse trabalho, estamos considerando o
indice / em Pp° como o conjunto de todos os valores permitidos aos numeros quanticos
pertinentes a cada modelo dos capitulos 4 e 5, de modo que devemos ter, por exem-
plo, I € {s,n,m,u, [}, com s sendo o spin do campo, m e u representando os numeros
quanticos azimutais e assim por diante. Para entender melhor essa notacao, o leitor
deve se atentar a quais numeros quanticos aparecem em cada modelo, uma vez que
as solucdes mais gerais de cada equacéo diferencial na secédo 4.2 (eq. (159)) e nas
subsecdes 5.1.2 (eq. (185)) e 5.3.2 (eq. (215)) s&o representadas por combinacdes
lineares infinitas de solugdes especificas em cada variavel (t,r,0,¢) de Boyer-Lindquist
sobre todos valores admissiveis para esses numeros quanticos.



APENDICE B. Equagéo confluente de Heun, solugdes locais e coeficientes de conexdo de dois pont&8

B.3 DISCUSSAO ACERCA DO RAIO DE CONVERGENCIA DA SOLUCAO ASSIN-
TOTICA y°(z) E METODOS DE CONTINUAGAO ANALITICA

Uma equacéo do tipo (242) em uma variavel discreta n também € conhecida

na literatura especializada como uma equacéo de diferenca linear de segunda or-
dem de Poincaré-Perron [27, pg. 340] . Muitos dos teoremas e ferramentas que séo
utilizados em equagdes diferenciais ordindrias lineares possuem uma contraparte ana-
loga aplicavel a equacgdes de diferenca lineares. Um exemplo disso é que a ordem
dessas equacoes em variavel discreta também determina o nimero de solugdes line-
armente independentes que devemos obter para obter a solugdo mais geral, assim
como existem transformadas analogas a transformada de Laplace para as equacoes
de diferenca, chamadas de Z-transformadas[27, pg. 273] e assim por diante. A seguir,
iremos apenas analisar o comportamento assintético da solu¢ao da equacéao (242)
quando n & um numero natural grande.
Para analisar como os coeficientes b, se comportam para n >> 1, vamos tomar os
termos mais relevantes na equacio (242) e vamos substituir b, = s”, com s sendo
uma constante qualquer. Deste modo, ficaremos com a seguinte equacao algébrica de
segundo grau para s,

ne s> —nPs+n’=0. (247)

Resolvendo essa equacao, obteremos duas solugdes assintéticas em n:

ntny/1- 4—,;5
S= o (248)
0 que implica
im s= fim 2ot 1 (249)
n—o00 n—oo  bp £
Ou segja,
n!
bp ~ o n — oo. (250)

Em outros termos, a equacdo acima determina que a série de poténcias (241) possui
raio de convergéncia nulo, isto é, € uma série divergente e portanto essa é uma
solucdo meramente formal da ECH. No entanto, ao contrario do que é geralmente
propagado em cursos de Fisica a nivel de graduacao, séries divergentes ndo séo
necessariamente inuteis [63]. A partir do que sabemos a respeito de bp, ha duas
vias de investigacao possiveis nas quais a série divergente (241) pode se transformar
em uma fungdo analitica no intervalo de interesse para nossos propositos, i.e., 0
intervalo z € (1,00). A primeira dessas vias consiste na investigacdo das solucoes
polinomiais inversas ja expostas na secao precedente. Por outro lado, o tratamento
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analitico de séries divergentes, ou dizendo mais precisamente, de séries assintéticas,
foi alvo de investigacao por Henri Poincaré no século IXX [28]. O trabalho de Poincaré
et al estabeleceu as bases do que hoje é chamado de Teoria Classica das Séries
Assintéticas, na qual essas séries sao definidas em setores do plano complexo e a
sua representacao analitica aproximada pode ser obtida através do que é chamado de
ponto otimo de truncamento da série, que consiste em truncar a série assintotica na
ordem a partir da qual a adicdo de mais termos torna a aproximagao pior, em constraste
com o que acontece com séries convergentes[29, pg. 113]. Contudo, apds o periodo
classico varios outros pesquisadores se debrucaram sobre o problema das séries
assintéticas e foram capazes de criar ferramentas ainda mais potentes para encontrar
a soma correta dessas séries de maneira sistematica. Um desses procedimentos, que
€ mais rudimentar e heuristico(portanto menos rigoroso), consiste em utilizar fungdes
chamadas de aproximantes de Padé que possuem as interessantes propriedades de
extrapolacao e aceleracdo de convergéncia [48], as quais sdo brevemente exploradas
na secao 5.2.2. Outra forma-agora mais sisteméatica e rigorosa- de somar uma série
assintética é utilizando o procedimento de soma de Borel. Esse procedimento consiste
em aplicar a transformada de Laplace inversa na série assintética para encontrar a
funcao kernel chamada de transformada de Borel, ou seja, se temos uma série do tipo

= d
yx) =Y xn% (251)
n=0
entdo podemos aplicar a transformada de Laplace inversa, dada por,
(0 ¢)
Bp) = £ 0o = 3 I (252)
n=0

e assim a série assintética pode potencialmente ser convertida em uma expressao
analitica desde que algumas condicdes sejam satisfeitas[29, pg.103]. A funcao B(p) é
conhecida na literatura como fungéo transformada de Borel. Uma vez que tomemos a
transformada de Laplace da expressdo acima a ressoma de Borel da série assintética
toma a forma

Veorel(X) = LIB(D)} = /O ~ Bo)e ™ dp. (253)

Note que no caso da série assintética da ECH (241), os coeficientes b, crescem, no
maximo, de maneira fatorial. Deste modo, uma série assim é dita de tipo Gevrey-1 e
sua funcéo transformada de Borel leva a uma série convergente na variavel p € C
no chamado plano de Borel. Portanto, essa série € passivel de ser ressomada pelo
procedimento de soma de Borel[29, pg.103] e, de acordo com desenvolvimentos re-
centes criados por O. Costin e G.V. Dunne usando Teoria da Ressurgéncia, expansoes
em séries de poténcias como essas em torno do infinito podem ser extrapoladas de
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maneira precisa para toda a semi-reta x € (0%, co) ou até mesmo para todo o plano
complexo[30-33]! Contudo, apesar de termos pincelado alguns aspectos da teoria
classica das séries assintéticas, da teoria da somabilidade de Borel e da teoria da ex-
trapolacdo ressurgente, nao iremos utilizar esses resultados analiticos nesse trabalho,
uma vez que a sua aplicacao para 0 nosso propdésito enseja alguns problemas relaci-
onados a implementagdo numérica que deverdao ser sanados em um artigo posterior.
Dessa forma, como ja dissemos, das funcdes discutidas nessa secao iremos utilizar
apenas as funcgdes aproximantes de Padé para encontrar resultados preliminares e
exploratérios na secao 5.2.2 envolvendo o célculo de um observavel (greybody factor)
através desse método mais rudimentar de continuacédo analitica da série assintotica
(241).

B.4 COEFICIENTES DE CONEXAO DE DOIS PONTOS

e

E comum em cursos de Fisica-Matematica que os estudantes sejam introdu-
zidos a equacées diferenciais e funcbes especiais sujeitas a certas condigdes de
contorno dependentes do sistema fisico a ser decrito. No geral, esses problemas
chamados de problemas de autovalor ou problemas de condicdo de contorno sao
resolvidos ao se impor valores especificos em pontos regulares do dominio de equa-
cOes diferenciais e fungdes especiais como, por exemplo, as conhecidas fungdes de
Legendre e de Bessel. No entanto, como mencionado no Apéndice A, ha uma classe
mais geral de equacdes diferenciais que possuem singularidades de carater regular
ou irregular. Nesses casos, € possivel que o problema fisico associado a essas equa-
cbes necessite que condi¢des de contorno sejam impostas tendendo a certos pontos
singulares. Deste modo, solu¢cdes de problemas de autovalor podem se tornar mais
complicadas devido aos raios de convergéncia restritos de solugdes em termos de sé-
ries de poténcia, como as mostradas acima, e entao precisamos recorrer a abordagem
de problemas de conexdo de dois pontos para resolvé-los [12, pg. 37][34, pg. 101].
Problemas de conexao de dois pontos geralmente sado formulados usando dois pares
de solugdes da equacéo diferencial em questao, com essas solu¢des sendo expansoes
em séries de Frobenius ou séries assintéticas. O problema de conexao é entéo resol-
vido quando as condicdes de contorno sdo impostas a equacao e, conseguintemente,
as constantes ou coeficientes de conexao de dois pontos sao encontrados em termos
dos parametros da equagéo diferencial. Para equacdes relativamente gerais como as
da classe hipergeométrica, ja existem solucées em forma fechada para esses coefi-
cientes que conectam vérias solugdes em pontos singulares[12, pg. 55][34, pg. 111],
todavia, para as equacgdes ainda mais gerais da classe Heun, a solugédo exata para
os coeficientes de conexao ainda é um problema em aberto. Nao obstante, podemos
contornar essa auséncia de solugdes exatas utilizando o método do Wronskiano para
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conectar diferentes solugdes de EDQO’s lineares em torno de pontos singulares(z =1 e
Z = 00, N0 NOSSO caso), como mostraremos a seguir.

Como a ECH é uma equacéo diferencial linear, as suas solu¢des locais(em torno
de um ponto) em z = 1 sdo relacionadas as solucdes locais em z = oo através de
combinagdes lineares:

¥1(2) = C11y7°(2) + C12¥5°(2), (254)
¥2(2) = Co1¥7°(2) + Coy5°(2). (255)

E facil mostrar que os coeficientes de conexdo devem ser formalmente dados pela
razao entre os Wronskianos da seguinte maneira,

o - Wiyl _ Wiy iyl _ Walyays°] _ Walyayp]
T WAl T WAyl AT T WP sl TR Wx[ygo,(;;é;

— ,dv _ du
com Wz[uvl=ug — 7V

Alternativamente, as solugdes locais da equacao confluente de Heun em z = oo podem
ser expressas da seguinte forma:

¥7°(2) = D11y1(2) + Dy2yo(2), (257)
¥5°(2) = Do1y1(2) + Dooyo(2), (258)
com
—
D11 Di2) _ (C11 Ciz)  _ Wiy 051 [ Coo —Ci2 (259)
Doy Dop Co1 Coo Wxly1,y2] \-Csy Cq1 )’
ou seja,
Wi [y$°, Wi [yo°, Wi [y2°, W, [y2°,
D Wiyl - Wil Wyl WAt

Wilyr.yol w127 Wilyanl 21T Walygyel 22T Wx[Y2:Y1(%E';O)

Perceba que até agora os coeficientes de conexao obtidos acima sao relacées me-
ramente formais. Assim, para que possamos obter um valor numérico para eles em
termos dos parametros da ECH a partir das suas solu¢des, basta que os Wronskianos
sejam avaliados em qualquer ponto z = z; do conjunto formado pela intersecgao do
intervalo de convergéncia de cada solugéo e, portanto, esses intervalos nao podem
ser conjuntos disjuntos.



APENDICE B. Equagéo confluente de Heun, solugdes locais e coeficientes de conexdo de dois pont®S

B.5 FORMA AUTO-ADJUNTA DA EQUAGCAO CONFLUENTE DE HEUN

Para mostrar que os coeficientes definidos em termos de razdes entre Wrons-
kianos supracitados de fato correspondem a constantes, vamos langar mao da forma
auto-adjunta da equacéao (233). Para reescrever essa equacgao nessa forma, basta mul-
tiplicar ambos os lados da equacao pelo fator z¥(z— 1)595’(. Dessa forma, a equacgéao é
dada por

% Y (z- 1)%“% y(z)} + [azY(z— 1)5-1eX — gz¥=1(z - 1)5-1 efx] y(z)=0. (261)

Assim, se y4(2) e y»(2) sdo duas solugdes arbitrarias e linearmente independentes da
equacao confluente de Heun, entdo é possivel usar a equacao acima para provar que

2Y(z=1)0eEZ Wyy,y»] = cte (262)
e, portanto,
Wiy1.y2l
Wit.2] (269)

para quaisquer solugées y4(2),y2(2),y1(2),y2(2) linearmente independentes da ECH e
para qualquer valor de z € C/{0,1,00}.

Através da forma auto-adjunta da ECH ainda poderiamos ir além e estudar a orto-
gonalidade das solucbes dentro do intervalo de interesse x € (1,00), uma vez que,
manipulando a equacéao (261) através do método classico de Sturm-Liouville, pode-
mos mostrar que

|| weamayeads = 21z 1562 Wiy (.5 (0] (264)

com a funcdo peso dada por w(x) = 2z - 1)5‘1 e®X. Dessa forma, para que as
solugdes y e y» em (261) sejam ortogonais no intervalo (1%, co) € necessario investigar
sob quais condi¢des o lado direito da equacao acima se anula. Contudo, ir mais a fundo
nessa discussao foge do escopo do presente trabalho.
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