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RESUMO

Neste trabalho estudaremos alguns métodos para solucao de sistemas nao lineares mono-
tonos. Encontrar a solu¢ao de um sistema nao linear significa encontrar x € R™ que é raiz
simultaneamente de todas as equagoes nao lineares que definem o sistema. Tais equacoes
podem ser organizadas e associadas as componentes de um operador F' : R" — R" e
buscamos x tal que F(x) = 0. Sistemas nao lineares tem muitas aplicagoes em fisica,
economia, engenharias e outras areas. Estudaremos um caso mais especifico de sistemas
nao lineares, que sao os sistemas nos quais F' é mondtono e Lipschitz continuo. Neste caso
podemos usar métodos que nao necessitam da derivada do operador, diferentemente de
métodos classicos para o problema, como o método de Newton. Apds apresentar com certo
detalhe resultados de convergéncia para trés métodos desta classe, avaliaremos o desem-
penho pratico destes em problemas teste da literatura, e em duas aplicagoes relacionadas
a processamento de sinais. Tais experimentos computacionais indicam que os métodos
sem derivadas que tiram proveito da monotonia do operador podem ser mais eficientes
que métodos classicos quando a informacao de derivada nao esta disponivel e precisa ser
aproximada.

Palavras-chave: Sistemas nao lineares, operador monétono, Lipschitz continuo, métodos
sem derivada.



ABSTRACT

In this work, we will study some methods for solving monotone nonlinear systems. Finding
the solution of a nonlinear system means finding z € R" which is a simultaneous root
of all the nonlinear equations defining the system. These equations can be organized
and associated with components of an operator F' : R” — R", and we seek x such that
F(z) = 0. Nonlinear systems have many applications in physics, economics, engineering,
and other fields. We will focus on a more specific case of nonlinear systems, where F' is
monotone and Lipschitz continuous. In this case, methods can be used that do not require
the derivative of the operator, unlike classical methods such as the Newton’s method.
After presenting convergence results in some detail for three methods of this class, we
will evaluate their practical performance on test problems from the literature and on
two applications related to signal processing. Computational experiments indicate that
derivative-free methods taking advantage of the monotonicity of the operator can be more
efficient than classical methods when derivative information is unavailable and needs to
be approximated.

Keywords: Non linear systems, monotone operator, Lipschitz continuous, derivative-free
methods.
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1 INTRODUCAO

Métodos para solugdo de sistemas de equagbes nao lineares F'(x) = 0 sdo muito
importantes, ja que diversos fend6menos naturais e fisicos sao descritos por tais sistemas,
tendo aplicagbes em vdrias dreas cientificas como na economia e circuitos elétricos (KHA-
LIL, 2002). Por isso, desde o século passado muitos estudos sobre métodos iterativos para
resolugao de sistemas nao lineares foram feitos, se aproveitando da evolugao dos computa-
dores, inclusive métodos para casos especificos de sistemas nao lineares, como os sistemas
mondtonos.

Para sistemas nao lineares diferenciaveis um dos métodos de resolucao mais conhe-
cidos é o método de Newton (BERTSEKAS, 2003, Capitulo 1) que faz uso da Jacobiana
(matriz de derivadas parciais) para determinar os iterados. No entanto, em certas aplica-
¢oes a funcao F' nao é diferenciavel em toda parte, ou ainda a informacao de derivada nao
esta disponivel, o que demanda o uso de métodos sem derivadas.

Com isso em mente, neste trabalho, estudaremos métodos para sistemas nao li-
neares monétonos que nao demandam a Jacobiana do operador F', mas tiram proveito
da propriedade de monotonia. Tais métodos utilizam apenas a informagao F'(zy), i.e. o
operador F' avaliado no iterado atual z, para gerar o novo iterado x| = zj — i F'(xy),
em que t;, > 0 é um tamanho de passo apropriado. Explorando o fato de F' ser mono-
tono e uma escolha adequada do tamanho de passo é possivel mostrar a convergéncia da
sequéncia (xj,) para uma solugao do problema.

Iremos analisar com certo detalhe a teoria de convergéncia de trés métodos nesta
classe e avaliar sua eficiéncia computacional comparando-os com outros métodos mais
genéricos em problemas teste da literatura. Além disso, uma aplicacao de sistemas nao
lineares em processamento de sinais (SMITH, 1997) também serd discutida.

O trabalho esté organizado da seguinte maneira: o Capitulo 2 trard nogoes fun-
damentais sobre sistemas de equacgdes nao lineares, operadores mondétonos, Lipschitz
continuos, e resultados auxiliares que serao utilizados no decorrer do trabalho. No Ca-
pitulo 3 apresentamos trés algoritmos para resolugao de sistemas nao lineares que nao
fazem uso da derivada. Estudaremos em detalhes a boa defini¢ao e convergéncia de tais
algoritmos. No Capitulo 4 avaliaremos a eficiéncia dos algoritmos estudados em alguns
problemas teste da literatura, e também no problema de processamento de sinais esparsos,
o qual pode ser escrito como um sistema nao linear mondétono.

Por fim, no Capitulo 5 discutiremos as consideragoes finais e trabalhos futuros.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo revisaremos alguns resultados e defini¢cdes da teoria de operado-
res, sequéncias reais, sistemas nao lineares e otimizagao continua, que serao utilizados
no decorrer deste trabalho. Todo o conteido aqui apresentado é baseado nas referén-
cias (BAUSCHKE; COMBETTES, 2017), (BERTSEKAS, 2003), (DENNIS; SCHNABEL,
1996), (KHALIL, 2002), (LA CRUZ, 2017), (ROCKAFELLAR; WETS, 1998) e (XIAO;
WANG; HU, 2011).

2.1 SISTEMAS DE EQUACOES NAO-LINEARES

Seja F' : R” — R"™ uma aplicacao de R” em R” tal que F(z) = (Fy(z), ..., Fn(z)T,
em que F; : R" —» R, para ¢ = 1,...,n. Também chamamos F de funcao vetorial de R"
em R", ou ainda de operador de R™ em R". O problema de interesse neste trabalho é o
de encontrar (se possivel) x € R™ tal F(z) = 0, isto ¢, determinar z € R" cuja imagem
por F' é o vetor nulo de R™, ou ainda, x € R™ que resolve, simultaneamente, as equacgoes
nao-lineares Fj(z) =0, parai=1,2,...,n.

O sistema de equagoes F'(z) = 0 é chamado sistema nao-linear e denotaremos o

problema de interesse por
encontre z € R" tal que F(z) = 0. P’

E possivel transformar o problema P’ em um problema de otimizacao (minimizagao)

equivalente. Note que P’ admite solugao se, e somente se, o minimizador global L de
1 2
fla) = S lIF @)l (1)

é zero (em que || - || é a norma usual em R"). De fato, sabemos que %HF(:{:)H2 >0
Vx € R", e entdo se x é solugao de P’, x é minimizador global de f(z). Por outro lado,
se z minimizador global de f é tal que f(z) = 0 entao, %HF(Z)H? =0, logo ||F(2)|| = 0,
e concluimos que F(z) = 0 e portanto z é solugdo de P’. Dada essa equivaléncia, iremos
considerar também o problema:

1
min  =||F(z)||>. p
z€Rr 2

Para esses problemas existem muitos métodos classicos da literatura, como por
exemplo o método de Newton (BERTSEKAS, 2003, Capitulo 1) e métodos de Gauss-
Newton e Levenberg-Marquardt (DENNIS; SCHNABEL, 1996, Capitulo 10). Porém, mui-
tos desses métodos utilizam a Jacobiana do operador para calcular o préximo iterado,
e isto pode ser um impeditivo quando o operador nao ¢é diferenciavel em todo R, ou

simplesmente nao conhecemos sua derivada. Com isso em mente o foco deste trabalho

L Sejam f:R" - Rey e R se f(y) < f(z) Vo € R", entdo y é minimizador global de f.
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foi estudar algoritmos que nao utilizam a Jacobiana do operador. Esses algoritmos sao
para uma classe particular de sistema nao linear, que sdo os sistemas que tem o operador
associado mondétono e Lipschitz continuo, ambos conceitos serao apresentados na secao

seguinte.

2.2 OPERADORES MONOTONOS E LIPSCHITZ CONTINUO

Nesta secao veremos a definicdo de operador mondtono e Lipschitz continuo, tra-
zendo também exemplos desses operadores. A seguir, discutiremos algumas particularida-

des de sistemas nao-lineares definidos por estes tipos de operadores.

Definigao 2.2.1. Seja F' : R™ — R™ um operador e (-,-) o produto interno usual em

R"™. Dizemos que F é um operador mondtono se

Observagao 1. Se (F(z) — F(y),z —y) >0 Vaz,y € R" com x # vy, diremos que F ¢

estritamente mondtono.

Definicao 2.2.2. Seja F': R" — R" um operador e ||-|| a norma usual em R", dizemos

que F' ¢ Lipschitz continuo se existe £ > 0 tal que
|1F(z) = F(y)ll < Lz -yl Vo,y € R

Para esses conceitos ficarem claros, apresentaremos alguns exemplos de tais opera-

dores.

Exemplo 1. O operador F(z) = Az —b com z,b € R ¢ A € R"™" semidefinida positiva

¢ monotono e Lipschitz continuo.

De fato, para x,y € R", temos que:

(F(z) = F(y),r —y) = (Az = b— (Ay = b),x — y)
= (A(x —y),r —y).

De A ser semidefinida positiva temos que (Az,z) > 0 Vz € R". Logo, da igualdade
anterior segue que (F(x) — F(y),x —y) > 0. Portanto F(z) é mondtono.

Agora para mostrar que é F' Lipschitz continuo veja que:

[1F(x) = F(y)|| = [[Az = b= (Ay = )|
= [[Az — Ay
= [|A(z — )|
< [[Allllz = yll
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(em que ||A]| é a norma usal de matrizes). Logo ¢ = ||A||, e portanto F'(x) é Lipschitz

continuo.
Exemplo 2. Se f é conveza e diferencidvel em R™, o operador F(z) = V f(x) € mondtono.

Com efeito, sejam z,y € R". Da convexidade e diferenciabilidade de f temos as
seguintes desigualdades (BERTSEKAS, 2003, Apéndice B):

fy) = f@)+ V@) T (y—2) Va,yeR",
f@) = f)+Viyl(x—y) Va,yeR™

Agora, somando tais desigualdades temos:
f) + F(@) 2 f@) + f) + Vi@ =)+ Vi@ -y)
0= V) (y—2)+ Vi (@-y)
Vi@ @ —y) = Vi) -y
(Vf(z),z—y) = (Vf(
(Vf(z) =Vf(y),z—y
(

Portanto F'(x) é mondtono.

Exemplo 3. Seja C' C R™ um conjunto ndao-vazio, convexo e fechado. Se F' : R" — ('

denota a projecdo ortogonal sobre C', entao F é mondtono e Lipschitz continuo.

Sejam x,y € R" e F(z) = [z]T e F(y) = [y]*, em que [2]* denota a projecio
ortogonal de z € R em C. De [z]T ser a projecio de z em C temos a seguinte propriedade
(BERTSEKAS, 2003, Apéndice B):

(z—[2]T, o —[2]T) <0 (Vz€O).
Analogamente para [y]T temos:

z=ty-[hH <0 (vzeC).

Como [y]T e []T pertencem a C substituindo z por [y]* e [z]T respectivamente obtemos:
(" = [2]", 2 =[] ") <0,
([2]" = [y = ") <0.
Agora somando ambas inequagcoes:
([ ="y =) + ()" — [T~ [2]) <0 (2)

Como
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substituindo (3) em (2) temos:

(21" ="y = W) = (] = )" e — [2]F) <0
([z]" ="y =" =2+ [2]7) <0

([z]" =Wy —a+ 2] = [y)") <0

) <0.

De onde segue que:

(2] = [y]", 2] = [y ) +{[2]" =[]y —2) <0
([2]" =[],y —2) < ([2]" = [y] ", [2]" = [y])
([2]" =yl y =) <[ [2]* = [y "7
| 2] = [l 1P < (2] = [y T e —y)

e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, e supondo || [z]T — [y]T|| > 0, segue que:

| " = 1P < ([t =)y =) < [ )" = [y "] [z —
2] = WP < 1 ] = )] [ =yl

] = [Tl < Ml =l
| () = F@)Il < llz = yll.

Portanto F' é Lipschitz continuo com ¢ = 1.

Vale destacar que operadores mondtonos generalizam a noc¢ao de gradiente e de-
rivadas, através do uso de subderivadas, subgradientes e inequagoes variacionais (ROC-
KAFELLAR; WETS, 1998, Capitulo 12). Essas ferramentas proporcionam a solugao de
muitos problemas de otimizagao sem utilizar a derivada do operador.

Se F' for estritamente mondtono e diferenciavel, entao é possivel mostrar que se z
I

nao é solucao de P’, entdo —F'(x) fornece uma dire¢io de descida para ||F(x)||* a partir

de zx.
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Proposigao 2.2.1. Seja F' : R" — R™ um operador estritamente mondtono, diferen-
cidqvel e f(z) = %||F(x)||2 Se F(x) # 0, entio —F(z) é uma diregio de descida ? para
i

Demonstragio. Para mostrar que —F(x) é dire¢ao de descida basta mostrar que
T
V(@) (~F(x)) < 0.

Como Vf(z) = J(x)T F(z) temos que:
Vi)' (~F(2)) = (J(2) F(2))" (= F(2)) = =F(2)" J(2)F ().

Agora, vamos mostrar que (J(z)v,v) > 0 Vo € R" e Vo € R" \ {0}. Para isso
assuma por contradigdo que existe um v € R™\{0} tal que (J(z)v,v) < 0. Note que o
sinal do produto interno nao muda para qualquer vetor nao nulo u multiplo positivo de v.

Usando a aproximacao de Taylor de primeira ordem com u sendo miltiplo de v temos:
F(z+u) = F(x)+ J(x)u+ o(||ul]]).
Disso temos:
(F(z+u) = Fz),u) = (F(z) + J(x)u+ o([[ul]) — F(z),u)
= (J(@)u, u) + oful|?
Agora dividindo tudo por ||ul|*:

(Plo+u)— F@)u) () | ofjull
Tul? =T E T ©)

Como % = a <0, pois u é multiplo nao negativo de v, tomando um u com

2
norma suficientemente pe t ol ull fi Sdul i
pequena, o termo - fica menor em modulo que a e assim o

lado direito de (5) fica ndo positivo, mas (F(x +u) — F(x),u) > 0 por F ser estritamente
monotona, chegando a uma contradigdo (que veio de assumirmos que YV € R" existe um
v € R"\{0} tal que (J(x)v,v) < 0). Logo, (J(z)v,v) > 0 Vz € R" e Yv € R". Portanto

J(x) é definida positiva, e finalmente:
Vi)' (~F(x)) = —F(x)" J (@) F(z) < 0.
Com isso concluimos que —F'(x) é uma diregao de descida para f(x). O

Os algoritmos que estudaremos no préximo capitulo farao uso de um multiplo
positivo da dire¢do —F' () no intuito de reduzir o valor de f(z), embora tal reducdo possa

nao ocorrer em toda iteracao.

2 Sejam f:R"™ - R,z € R" e d € R". Se existir € > 0 tal que f(x + td) < f(z), com t € [0, €], entdo d
é uma direcao de descida.
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2.3 RESULTADOS AUXILIARES

Encerramos este capitulo com alguns resultados técnicos de analise que serao tteis
em capitulos posteriores. Tais resultados foram extraidos de (LA CRUZ, 2017) e (XIAO;

WANG; HU, 2011), mas apresentamos suas demonstrag¢oes por uma questao de completude.

Lema 2.3.1. Sejam (ay.) e (b,) sequéncias positivas em R tais que:
apy1 < (1+by)ag, + by, (6)

00
Zbk:ﬁ<oo.
k=0

Entdo a sequéncia (ay) converge.

k-1
Demonstragao. Vamos mostrar que (ay,) é limitada superiormente. Seja ¢, = [] (1 + b;).
=1
o0 o0 !
Entdo ¢ > 1, e note que [] (1 + b;) converge se S by < oo , pois (1 + by) < eb e
1=1 k=0
fazendo o produtério em ambos os lados temos:

o0

[T (1+0g) < e,
k=0

Portanto (cj) é limitada superiormente e como (c) é crescente entao (cj) converge. De

(6) segue que:

a1 (1 +bp)ag N by,
Ck+1  Cktl Chk+1
a b a

€k Ck+1 Ck

. . a .
E aplicando (6) recursivamente para £ + by, obtemos:

m
Am+1 a . a1
C:ZH <o +k2_:16k§7'_ 1 + 5.

Entao ami1 < (cma1)y < veP =: a , logo (aj) também serd limitada e portanto terd
ao menos um ponto limite. Agora suponha que existam subsequéncias (ay,) e (a,) de

(aj.) que convergem respectivamente para w e v. Como a; < a, temos que se kj = K,
k.

J
usando (6) e uma soma telescopica, obtemos ay, —ay, < (1+a) > by , fazendo kj — oo
k=k;
obtemos:
o0
w—ap, < (1+a) > b
k=k;

Agora fazendo k; — oo:
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Fazendo analogamente se k; > k; teremos v —w < 0. Logo w = v e portanto (ay,)

converge. O

Lema 2.3.2. Sejam a,b,c,d € R, entdo

min(a, b) — min(c,d) = (1 —m)(a — ¢) + m(b — d) (7)
em que
0 se b>a,d>c
m = 1 ,se a>bc>d
min(a,b)—min(c,d)+c—a

b —dic—a ,caso contrario.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em quatro casos.

Caso(i): b > a,d > ¢, nesse caso m = 0, substituindo em (7)
(1-0)(a—c)+0(b—d)=a—c=min(a,b) — min(c,d).
Caso(ii): a > b,c > d, nesse caso m = 1, substituindo em (7)

(1-1)(a—c¢)+1(b—d)=b—d=min(a,b) — min(c, d).

Caso(iii): b > a,c > d, nesse caso m = min(a’bg:gfé(_c&dHC_a = b_g;f_a, substituindo em
(7)
c—d c—d b—d+c—a+d-c c—d
(1_b—d+c—a)(a_c)+b—d—i—c—a(b_d)_ b—d+c—a (a_c)+b—d+c—a(b_d)
B b—a (a— )+cb—cd—bd—|—d2
_b—d—i—c—aa ¢ b—d+c—a
Agora note que
b—a (a— )_’_cb—cd—bd—}—dz_ba—bc—aQ—}—ac—i—cb—cal—bd—i—al2
bfd+cfaa ¢ b—d+c—a b—d+c—a
_alb+c—a)—db—d+c)+da—da
N b—d+c—a
_alb—d+c—a)—db—d+c—a)
- b—d+c—a

= a — d = min(a, b) — min(c, d).

min(a,b)—min(c,d)+c—a _ p

Caso(iv): a > b,d > ¢, nesse caso m = —dre—a = b—d?—ccl—a’ substituindo em
(7)
b—a b—a b—d+c—a+d—c c—d
1-— "% Na-)+——2 (h—ad)= o)+ —"%  h-d
( b—d—i—c—a)(a C)+b—d+c—a( ) b—d+c—a (a C>+b—d—|—c—a( )
B c—d (a— )+b2—bd—ab—|—ad
“b—dtc—a € b—d+c—a
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Agora note que
c—d ( )+b2—bd—ab+ad7—c2+ca—da+cd+b2—bd—ab+ad
b—dtc—a" © b—d+c—a b—d+c—a

_bb—d—a)—c(—d+c—a)+cb—cb
N b—d+4+c—a
_bb—d+c—a)—c(b—d+c—a)
N b—d+c—a
=b— ¢ =min(a,b) — min(c, d).

Com isso mostramos que a equagao (7) é valida para todos os casos possiveis. O]
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3 ALGORITMOS SEM DERIVADA PARA SOLUCAO DE SISTEMAS NAO-
LINEARES MONOTONOS

Neste capitulo apresentamos os métodos sem derivada para sistemas nao-lineares
mondtonos, baseado nos artigos (LA CRUZ, 2017), (SOLODOV; SVAITER, 1999) e (YU
et al., 2009), bem como a teoria de convergéncia para tais métodos.

Os trés métodos utilizam a dire¢do de busca d, = —aF(x}), o > 0, e procuram
garantir um decréscimo, ainda que nido-monétono, no valor de ||F(z)||? ao longo das
iteragoes.

Para os resultados apresentados neste capitulo iremos assumir as seguintes hipote-

ses:
H1: Existe z* € R" tal que F'(z*) = 0.
H2: F' é mondtono e Lipschitz continuo.

3.1 ALGORITMO DFSANME

Primeiro apresentamos o algoritmo para a solucao de sistemas nao-lineares DF-
SANME (Derivative-Free Spectral Algorithm for Nonlinear Monotone Equations) desen-
volvido por La Cruz em (LA CRUZ, 2017).

Algoritmo 1: DFSANME
Inicializagao. Escolha zg € R", 1 < g < 00, g € (0, amaz), 7,0 € (0,1) e

o0
uma sequéncia positiva (n;) que satisfaz Y n, =n < oco. Faca k := 0.
k=0

Passo 1. Se ||F(z)|| = 0, pare.
Passo 2. Tome )\ := 1.

Passo 3. Enquanto ||F(z), — AapF(z))|[* > [|F(xp,)||* +mp — v | F(a)]]?
faca A == \.

Passo 4. Defina A\, = A\, x11 = 2 — Aoy F(xy) e

|‘xk+1_1'k”2 se <F(:Ck+1)aF(xk)> <1—= 873
X1 = (Tpr1—xk, F (xp41)—F (z1)) || E ()2 - ¥maz
Cma caso contrario.

Passo 5. Faca k := k + 1 e volte para o Passo 1.

No Algoritmo 1 temos as seguintes definigoes:

Thy1 = T — Ao F () (8)
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|1 F(z), — Mo F(@p))||? = 11F (zp)1? < NF @I + 0 — vARF @)l (9)

em que (8) é a definicao do préximo iterado x4 1, e (9) é uma busca linear que utiliza uma
sequéncia 7. para possibilitar uma busca nao mondtona pelo tamanho de passo A;, nao
exigindo um decréscimo estrito no valor da norma do residuo. A sequéncia ;. ser somavel,
significa que a sequéncia deve ir para zero suficientemente rapido. Esta é uma condicao
técnica necessdria na prova de convergéncia do algoritmo, segundo (LA CRUZ, 2017). Para
mostrar as propriedades de convergéncia do Algoritmo 1, e que este estd bem definido,

vamos assumir além das hipdteses enunciadas no comego deste capitulo a seguinte condigao:
H3: Assuma que o conjunto Qg = {z € R : ||F(x)]|?> < ||F(x0)||* + 71} ¢é limitado.
Com essas hipdéteses podemos comecar a apresentar os lemas necessarios para

mostrar que o algoritmo esta bem definido e sua convergéncia global.

Lema 3.1.1. Se H1, H2 e H3 sao satisfeitas, entdo as iteragoes do Algoritmo 1 estao

bem-definidas e xj. € Qo Yk > 0, em que (z1.) é a sequéncia gerada pelo algoritmo.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que o < qupge para k > 0. Como F' é mondtono
e T = o) — A\pogF(xy), para k > 0 temos:

0 < (@psr — ap, Flzpgr) — Fap)) = Mpar(|[F(ep)|? — (F(zrr), F(ar)))- (10)

Substituindo (10) em oy 1 temos:

Ao |F ()] oo (PG Paw) |
[ (@) [P = (F (#p41) F (k) |F (@)l — maz
X1 =
Omax , caso contrario.

Pela expressao acima é facil ver que:

F F
A1 = Qmax, S€ < (ﬁ?r&)km(fk» >1- ailzm~
F F
Agora se { (ﬁ?&)km(f’“» <1-— a?‘n’zz temos:
ap
< . 11
T )P S e (1
[[F(z)]]?

Novamente pela definicao de a4 1:

Ao || F ()| [?

(8% = = A Ak
L RGP (R FG) — O | T |
Tk
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Como A, € (0,1) de (11) segue que o1 < Qunaz, € portanto ay < aupgz para todo k.
Agora como F' é continua, n. > 0 e [|F(zg)|| < oo , usando um argumento indutivo

assuma que a busca linear:
1F (= MpanF(@)l? < [1F@ll? + m — v 2| F ()12
é satisfeita ap6s um nimero finito de reducdes de A. Assuma por contradicao que a busca

linear nao é satisfeita para k£ + 1 em um nimero finito de redugoes de A, entdo teriamos:

1F (21 = A Flap))IP > 1E (@)1 + gr — A2 F ()| P

para todo A > 0. Entdo para A — 07 obtemos, gracas a continuidade de F e de || - ||:

1P (@)1 > [P (g )| + ey

Como 7;, > 0 temos uma contradicao que veio de assumirmos que a busca linear nao é
satisfeita apos finitas redugoes de \. Portanto a busca linear (9) é satisfeita para todo k,
logo 0 método DFSANME estd bem definido, pois gera xj 1, para todo k > 0.

Por fim usando (9) e um argumento indutivo ¢é facil notar que:

k—1
1P (p)l? < (1 (20)l|” + 2 i para k2 1.
1=
o0
Disso e como Y n =n < 00, temos:
k=0

1 (zp)l| < |F(xo)|* +n para k > 0.

Portanto a sequéncia (zj,) gerada pelo Algoritmo 1 pertence a )y como queriamos mostrar.
[

Nos préximos resultados assumiremos que o algoritmo nao para, isto é, || F'(zy)|| > 0

para todo k, de modo que o algoritmo gera uma sequéncia infinita (x}.).

Lema 3.1.2. Se H1, H2 ¢ H3 sao satisfeitas e () € a sequéncia gerada pelo Algo-

ritmo 1, entao as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) A sequéncia (||F(xy)||) converge.

(ii) Existe uma constante cuyiy, > 0, tal que: i < oy, , para k > 0.

(i) T,y o0 Ag || F'(z )| = 0.

() A sequéncia (z) satisfaz limy_, ||k — 2|| = 0.

(v) Eziste um conjunto K C N que contém uma sequéncia infinita de indices tal que:

<F<xk+1>,F<xk>>:( —M)HF@H)H?, vk e K. (12)

OLt1

Demonstragio. (i) Seja ay, = ||F(x1)]|? e by, = n. Como ||F(x)][> >0, (L+m) > 1e

Tpaq = T — \poyF(z) , substituindo isso na busca linear (9) temos:

IE @y )I1? < E @)+ < (04 mp) || F ()12 +
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Entao pelo Lema 2.3.1 e a definiciio de (1) a sequéncia || F(z,)||? converge, logo ||F (x)]]
também converge como queriamos mostrar.
(ii) Defina ayy;, = min{¢~1 ag}. Como F é Lipschitz continuo com constante ¢, usando

a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos:

(Er—en, (@) = F(ex) o |lzep =zl [ [[F@ra) =Fed)l] -,
|2ks1—2k]]? - [k 11—z 2 -

Disso e da definicao de a1 temos que:

-1 ki1 —wk|? _
< = > 0.
= @i F(@e)—Fap) | (k1 Pama k20
Portanto /=1 é menor igual que todo oy, para k > 1, logo oy, = min{l~1 ag} é cota
inferior de ay, para k > 0.

(iii) Da busca linear (9) para k > 0 temos:

A%||F(xk)||2 < % + ||F($k)||2_||F($k+1)||2

5
o0

Como Y m =n < oo, fazendo o somatério em ambos os lados obtemos:
k=0

o0
kZOA%HF(xk)IIQ <y~ + [P (o)) < co.

Veja que A € (0,1], pois da definigao do DFSANME Ay =1e )\, = oF\ com o € (0,1),
portanto limy_, o A\r||F'(x})|| = 0.
(iv) Como zp 1 — xp = —ApapF(xy) , entao

l2pg1 — il = || = Mg F' ()
e de oy, ser limitado e de (iii) temos que limy_, o ||z — 2|| = 0.
(v) Como (12) é satisfeito se ||F(zp)|| = 0, assuma que 0 < |[|F(z)|| < oo. Agora
defina o seguinte conjunto:
F F
K:{k:GN:< (Th41). (;k»gmax(ak ,1— . )} (13)
|[F'(z)]| Omaz Qmax

Vamos provar que K possui infinitos indices tal que (12) é satisfeito. Como F' é

monotona , ay, > 0 e A\ € (0, 1], entdo por (10) temos:

2
(F(ag1), Fag)) < |[F ()]l (14)
para todo k > 0. Suponha que K = (), entdo temos que:
F F
||F(xk)||2 Amax QOmax

Entdo pela defini¢do de a1 e (15) temos que o = gz € dai:
(Frp1), Fzg) _ ay
[k )] |2 Omaz
2
(F(xpg1), Fag)) > [|F(ep)]|” para k =0,

=1,
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contradizendo (14). Entao K é nao vazio. Se supomos que K ¢ finito usando o mesmo
argumento de antes, chegariamos numa contradicdo quando oy, = amqe para algum k que
nao pertence a K. Agora resta provar que (12) é satisfeito para todo k € K. E claro que

ap < aymag para todo k € K. Disso, de (10) e da construgdo de a1 temos que:

_ Ao [F (@) ||
e+l = TFan)P—(Flopsr) Fa)) P1a K € I,

isto é,
Arak _ (F(zx11),F(2x))
et = LT T FE? para k € K.
Portanto (12) é satisfeito para todo k € K. O

Teorema 3.1.3. Se H1, H2 e H3 sao satisfeitas e (x}.) é a sequéncia gerada pelo
Algoritmo 1, entao

T [P = .
Demonstragio. Do Lema 3.1.2(i) temos que (|| F(x})||) converge e pela definigdo do algo-
ritmo () € (0,1] Yk > 0.

Se A\, > A > 0 para todo k € K, em que K é o conjunto definido por (13), entao
do Lema 3.1.2(iii) segue que limpc g ||F(z)|] = 0. Mas como (||F(z)||) converge, temos
que limy o0 || F'(2p)[| = 0.

Caso contrario, existe uma subsequéncia (A\;) i, com K1 C K tal que limgc g, A, =

0. Como para k € K7 suficientemente grande, A\, < 1 satisfaz a busca linear (9), entao

A = % nao satisfaz (9), ou seja, 5\; seria o ultimo tamanho de passo que falhou na
iteragao k. Logo
v 2 2 T2 2
1 F (g = Mg F ()17 > [[F @)l +mg = v Ak [ ()]
—~2

> |[F ()P = A 1 F ()l (16)
Defina
o — ApapF () = oy,
o — ApapF(rg) = opyq.

Como (||F(z)||) converge, ||F(z;)|| < M para algum M > 0 e por F ser Lipschitz

continuo temos que:
|1F(@g) = Flape)l* < Cllag — 2l
= ||z — Npag F(zg) — o, + Mgy, F ()|
= ||\ = Mo F ()|
< Capae|IF ()P = Ml
< P2 M2\ — £ P

1
2 2 242 2
oM )‘k;’l |<.
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Disso e pela desigualdade triangular reversa obtemos:
PG = 1P ()| < IFGE) = Flapg)l] < e (Camaa M1 = 1),

Mas veja que:

E @)l = 1 @D D UFE @+ T )]
< ([[F (7 |—||F( +0)I)2M

HF(%)HQ HF(%H)\P + )‘kek para k > 0

IF@R)IP = P ()|

Portanto podemos escrever:

para uma sequéncia limitada adequada (). Assim a inequagao (16) se torna:

1P (DI~ E @I >~ GlF@)? + o%ep). (17)

Agora usando o fato de F' ser Lipschitz continuo e a igualdade (12), para k € K1 C

K podemos escrever:

23| F(ap)l|2 > ||F(xgy) — F(ap)|
= ||F(ag3)]]? = 2(F (xg41), Fag)) + | F ()|

= ||F(zpy)|* -2 (1 A’f“’f) 1E ()] + |1 F ()] 2
O+
= ||F (1) —HF(%)H2+2()\I€%)HF( WP (18)
L+

Agora, do Lema 3.1.2(ii) e da demonstragao do Lema 3.1.1, existem oy, € Qmaz

tais que qupin < ap < ez para k > 0, disso temos que:

U 5 Qmin > (0 para k > 0. (19)

07y | Omax

Assim, de (19), (17) e (18) para k € K1 obtemos:

Ak Qg
Exal Pl > % GIF@I +0%a) +2 (322 [P

T2 Amin
> K GIF@I +0%a) + 22 (52 ) [Pl

max

Dai substituindo 5\; = % e dividindo tudo por \; temos:

/\k oy g
0B IF@I > ~ 5GP )]+ o%) +2 (QL) IF@l?  (20)

max
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para k € K7. Agora, como limgc g, A\, = 0, fazendo o limite em ambos os lados de (20)

obtemos:

0>2 (M> lim ||F(ay)|[-
Omazx ) k€K,

Uma vez que a sequéncia (||F'(x})||) converge, temos portanto que limy_, ||F(zz)|| =
0. [

3.2 UM ALGORITMO BASEADO EM PROJECAO

Agora veremos outro algoritmo para solucao de sistemas nao lineares mondtonos,
desenvolvido por Solodov e Svaiter em (SOLODOV; SVAITER, 1999), que utiliza uma
estratégia um pouco diferente daquela do Algoritmo 1. A ideia é explorar um hiperplano
que separa o ponto atual do conjunto solugao para trazer o iterado corrente para mais
préximo do conjunto solucao através de sua projecao em tal hiperplano.

Para facilitar a exposicao, no Algoritmo 2 faremos algumas simplifica¢oes em relagao
ao trabalho original: a direcao d;. ¢ definida originalmente pela solucao do sistema linear
0 = F(zp) + (G + upl)dy. + ep, em que Gy é uma matriz positiva semidefinida e ey,
representa o erro na solucao do sistema linear. Aqui, assumiremos que e =0 e G = 0,

ou seja, o vetor d é obtido de forma exata e dado por um multiplo de —F'(x},).

Algoritmo 2: Método da Projecao

Inicializagdo. Escolha xg € R", 5,0 € (0,1) e (up) em Ry .
Faca k := 0.

Passo 1. Se F(x}) = 0, pare.
Passo 2. Faga d;. = —%F(mk)
Passo 3. Defina ;. = " com m;. sendo o menor inteiro tal que

—(F(xp, + 8™dy), di) > S |di] %,

e faca
Y = Tk + Yd
Fys),zn—
Passo 4. Compute zp 1 = xp, — WF(%)

Passo 5. Faca k := k + 1 e volte para o Passo 1.

Do Algoritmo 2 temos as seguintes definigoes:

_ (F(yr): 2k — Yg)
Tpyl = Tf — H’;,(y:mg MR (y), (21)

—(F(zy, + B™dy), dy,) > Syl |di| | (22)
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0= F(.Tk) + ppdy,. (23)

Na andlise a seguir também iremos assumir que p; > 0 é limitada e afastada de
zero (existe 0 > 0 tal que § < ug Vk > 0 ). Deste modo, dj, ¢ a mesma nos Algoritmos 1
e 2.

Para mostrar as propriedades de convergéncia e que o Algoritmo 2 esta bem definido,
comegaremos com o seguinte lema (SOLODOV; SVAITER, 1999, Lema 2.1).

Lema 3.2.1. Seja F' um operador mondtono e x,y € R™ tais que

(F(y),z —y) >0. (24)
Se

ot = o — LWy gy

I (y)II?

entao para qualquer © € R™ tal que F(x) = 0 temos que:
|t —2||* < [le — 2| - [Jat — 2|

Demonstragio. Seja z € R" tal que F(z) = 0. Por F' ser mondtono segue que para

qualquer y € R":

(F(y),r —y) <0.

Entao segue de (24) que o hiperplano

H:={s e R"(F(y),s —y) = 0}

+

separa estritamente = de z. Também ¢é facil ver que x™ é a projecao de x no semiespago

{s e R" | (F(y),s—y) <0 }. Como Z pertence a esse semiespaco, segue das propriedades

do operador projecao que (xr — et T — z) > 0. Dai temos que

|z —7|? = [Jx — 2T + 2T — 7|2
=llz—zT|P+ |zt 7|+ 2@z — 2T, 2T — 2)
> ||z — 2|2+ [Ja - 7|2

le = 21> = |lz — 2 |* > [la* — 2|,
como queriamos mostrar. O

Agora com esse lema podemos mostrar a convergéncia global com o seguinte teo-

rema.
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Teorema 3.2.2. Seja F' um operador continuo, mondtono e (xy,) uma sequéncia gerada

pelo Algoritmo 2. Para qualquer T tal que F(x) =0, temos que
=112 =112 2
|1 — Zl]” < log = 2|7 = [log41 — 2™

Em particular (xy,) € limitada. Além disso, a sequéncia (xy,) € finita e o dltimo iterado é

a solucao, ou a sequéncia € infinita e
lm ||zg4q — 2] = 0.
k—o0
Se a sequéncia (x1) € infinita e (uy) € limitada e afastada de zero, entdo (xy,)
converge para algum T tal que F(Z) = 0.

Demonstracao. Primeiro note que se a sequéncia termina em algum iterado k, entao
F(z;.) = 0, portanto estamos na solugao. Por isso a partir de agora assumiremos que
dj. # 0 para todo k. Agora mostraremos que o método esta bem definido e uma sequéncia
infinita (z;) é gerada.

Primeiro mostraremos que a busca linear (22) sempre termina com um tamanho de
passo positivo 7. Suponha por contradi¢do que para algum iterado k isso nao é verdade,

ou seja, para todos os inteiros m temos que:
2
—(F(z + B"dy.), di) < Spelldy ] (25)

Porém aplicando o limite para m — oo em (25) e o fato de dj, = —ﬁF(xk) temos

Spgel|d||* > im  —(F (g, + 8" dy), dy)
= —(F(zy),dy)
1
= —<F($k)7—M—kF($k)>
L pen2
= ukHF( ol

i 2
= 5 [|F'(x)]
He

2
= pug| | dy]]

implicando em
(1= O)uglldi|* <0,

que é um absurdo, pois § € (0, 1), up > 0 e dj, # 0. Portanto a busca linear (e o algoritmo)
estd bem definida.

Agora, por (22) temos

(Fyp), ok — y) = =1 (F (yr). di) > Spgpl|del|? > 0. (26)
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Seja  um ponto qualquer tal que F(Z) = 0. Por (21) e (26) e o Lema 3.2.1 segue

que:

=112 =112 2
g1 = 2l < llog = 2117 = [lzpgr — 2l (27)

Logo, a sequéncia (||z;. — Z||) é ndo-crescente e convergente. Portanto, a sequéncia

(xy) é limitada, e

i [fog1 — ] = 0. (28)
—00

Por (23), . ser limitada e o fato de F' ser continua segue que

(Rl = plldgl],
[ )]
. |l

Assim, (dj,) é limitada e, consequentemente, (y;) também serd. Novamente pela
continuidade de F', existe uma constante C' > 0 tal que 6||F(y;)|| ™' > C. Usando (21) e
(26), obtemos

(F(yk), xp — yg) 2
g1 — 2| = > Cugvglldgl|
* || F (yg)]|

e de (28) temos que
0= lim py]|dgl|*. (29)
k—00

Com isso consideramos duas possibilidades
lim [|F(xg)||=0 ou lim ||F(xg)|| > 0.
k—o00 k—o0

No primeiro caso a continuidade de F' implica que a sequéncia (x},) possui um ponto
de acumulacao 7 tal que F(Z) = 0. Como Z foi uma solucao arbitraria, podemos escolher
T =7 em (27). A sequéncia (||x}, — Z||) converge, e como & é um ponto de acumulagao de
(1), entao (x}) converge para Z.

Agora considerando o segundo caso, como pg > fyin > 0 para todo k,

lim inf g >0
—00

()] = gl
segue que limy,_, o inf ||d;|| > 0. Disso e de (29) temos que:
limp_ 00 vk = 0.

Entéo similarmente mj, — oo. Pela regra do tamanho de passo temos que (22) nao

é satisfeito para S""*-1, ou seja:
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—(F(xp + B™1dy), dy) < Spg||dy| |-

Como as sequéncias (), (ug) e (dy) sao limitadas e usando uma subsequéncia se

necessario, quando k£ — oo temos:
—(F(),d) < spl|d|]

onde Z,/i e d sao os limites das subsequéncias correspondentes. Mas por (22) e um

argumento ja usado temos que:
—(F(#),d) = alld]]*

Dessas duas tltimas relagoes temos uma contradigdo ja que ¢ € (0,1). Portanto

o caso limy_, ||F(z1)|| > 0 nao é possivel, logo s6 vale limj_, ||F(z})|| = 0 como
desejado.

O

Note que algl, com «, como definido no Algoritmo 1, satisfaz as hipdteses neces-

sarias de p para a demonstracao de convergéncia, logo podemos fazer

1

—_— 30
= o (30)

Essa estratégia serd usada no algoritmo da proxima secao.

3.3 UM ALGORITMO COM PROJECAO E PASSO ESPECTRAL

Por fim, veremos o terceiro algoritmo estudado neste trabalho, apresentado no
artigo (YU et al., 2009). Tal algoritmo (Algoritmo 3) consiste no Algoritmo 2 com uma
busca linear um pouco diferente e empregando a ideia do pardmetro espectral (apresentado

no Algoritmo 1) com uma salva-guarda.
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Algoritmo 3: Método da Projecao com parametro espectral
Inicializagdo. Escolha xg € R™, 5,0 € (0,1) e r > 0 e defina

0p =1 Faca k:=0

Passo 1. Se ||F(xy)|| = 0, pare.
Passo 2. Compute a diregao dj, = —0,.F(xy,).

Passo 3. Defina ~;, = ™ com mj, sendo o menor inteiro em que

—(Fay, + 8" dy), di) > o5™(|dy ]|
e entao faca zp = . + Ydg.

Passo 4. Atualize

_ oy FCGr) zg—2g)
Tyl = Tg RESIE F(z).

Passo 5. Compute s = 2311 — 71 ,

(Sk: Sk)
Yp = F(opq1) — Flag) +rs e Oppq = -
<Sk> yk>
Passo 6. Faca k := k + 1 e volte para o Passo 1.
Do Algoritmo 3 temos as seguintes defini¢oes:
—(F (g, + B"dy), diy) > oB™||dg||?, (31)
(F(2k): v — 2p)
Tht1 = Th — F(zg), (32)
- |1 (2)]2
(Sk: Sk)
yp = F(wp1) — Flag) +rsp e Oy = : (33)
<Sk7 yk>

Observacao 2. Note que o parametro espectral é similar ao do Algoritmo 1, exceto pelo
termo rs; no produto interno do denominador.
A busca linear também € similar a do Algoritmo 2, o que muda € que ao invés de

usar o pug. no lado direito da inequagdo, € usado B"".

Com os lemas apresentados a seguir podemos mostrar a convergéncia global do
algoritmo. O primeiro lema consiste em mostrar que a busca linear estd bem definida e o

segundo ¢é para mostrar que o parametro espectral é limitado.

Lema 3.3.1. Se H2 ¢ satisfeita, entdo existe um nimero nio negativo my, tal que (31) é

satisfeita.
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Demonstra¢io. Suponha por contradigdo que na iteracdo k a desigualdade (31) nao é

satisfeita para nenhum my, isto é
—(F(ay, + 8" dy), di) < o™ || dg]]?, Vm > 1.

Fazendo m — oo obtemos

—(F(xy), dy) <0 (34)
e pelos passos 1,2 e 5 temos que F(xy) # 0 e dj # 0.

Como F' é monotono segue que

T T T
Ye—15k—1 = (Flzg) = F(@p—1), 0% — Tp—1) + 75 _15k—1 = rSj_15k—1 >0

e por F' ser Lipschitz continuo, usando a desigualdade de Cauchy-Scharwz temos

U151 = (F(w) = F(aog_1), 2 — 3p—1) +rsf_ysp-1 < (C+7)s)_ysp-1.  (35)
Agora de (33) e (35) obtemos

T
5118
_ Sk—1%k-1 1
Gk = s > s > 0.
Yp—15k-1

Logo
—(F(xp), dg) = Op(F(zy), F(zg)) > 0.

Mas essa tltima inequagao contradiz (34), portanto a busca linear estd bem definida. [

Lema 3.3.2. O parametro 0}, é limitado.

Demonstragdo. Ja vimos na demonstragao do Lema 3.3.1 que 6, > HLT Para mostrar

uma cota superior vamos olhar para a defini¢ao de 0y ;:

9, — \Sk:Sk)
ML s )
_ logr1 — 2
(Tpg1 — g, Frggr) — Flag) +7sg)
|zpi1 — ol ?

(@hs1 = o Flog) — Flag)) +rlloge — ol *
Como F' é mondtono (ry1 — xp, F(xg1) — F(xp)) > 0, disso segue:

|zp1 — ol 2
Op+1 <
rl|zgsy — zpl 2
1
<.
.

Portanto H% <6, < %, para todo k. O
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Com esses dois lemas temos o que é preciso para mostrar a convergéncia global:

Teorema 3.3.3. Se H1 e H2 sdo satisfeitas e (x},) € a sequéncia gerada pelo Algoritmo 3,

entdo () converge para um z* € R" tal que F(x*) = 0.

Demonstragio. Primeiro vamos mostrar que a sequéncia ||z — xp|| converge para 0.
De (31) temos:

(F(zp),ap — 21) = = F(21) di) > o73]|dgl]* > 0. (36)

Agora usando um argumento ja visto no Teorema 3.2.2, seja z* um ponto qualquer tal
que F(z*) = 0. Entao, de (32), (36) e do Lema 3.2.1 segue que

2 2 2
|z — 277 <o — 27|17 = [logpp1 — 2l (37)

Portanto como j& visto no Teorema 3.2.2 (z},) é limitada e:

m |z — ]| = 0.

k—00
Veja que pelo Lema 3.3.2 ;. ¢ limitada, logo:

1
k|l = Okl F(@p)ll < ~—[1F (2 )]

Portanto (dj,) é limitada, consequentemente (z;) também serd, e com isso caimos numa
situagao analoga ao Teorema 3.2.2 e seguindo de forma similar a demonstracao daquele

teorema, apods a equagao (28), chegamos no resultado desejado. O

Neste capitulo estudamos trés métodos que sdo “matrix-free”, isto é, nao demandam
a resolucao de sistemas lineares em cada iteracao. O principal custo por iteracao é o de
uma ou mais avaliagoes do operador F', a depender do niimero de backtrackings (redugoes
do tamanho de passo) até que a condigdo da busca linear seja satisfeita. Infelizmente
todos dependem de uma escolha externa de parametros, por exemplo, 1. no Algortimo 1
e r no Algoritmo 3, e tal escolha pode impactar a performance dos mesmos. Para uma
investigagao preliminar destas questoes experimentos numéricos foram realizados e serao
descritos no Capitulo 4.

Vale notar também que a teoria de convergéncia do Algoritmo 2 nao pede a hipdtese
do operador ser Lipschitz continuo (apenas continuo), e por isso ele pode ser aplicado a
uma classe mais ampla de equagoes mondtonas.

Com isso concluimos o estudo tedrico dos algoritmos para sistemas nao lineares
monotonos. No préximo capitulo iremos focar na implementagao computacional, e fazer
uma comparacao dos algoritmos estudados com algoritmos genéricos para solugao de
sistemas nao lineares — que nao utilizam a monotonia do operador como ferramenta para
chegar na solugao. Este estudo numérico considera nao apenas problemas teste da literatura
como também duas aplicacdes em processamento de sinais, onde serao comparados com

um algoritmo especifico para este tipo de problema.
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4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo serdo apresentados experimentos numéricos a fim de analisar a efi-
ciéncia dos algoritmos estudados. Além dos algoritmos DFSANME (Algoritmo 1) e o
Algoritmo 3 que denominaremos por projexpec, que foram discutidos nos capitulos anteri-
ores, também iremos considerar o algoritmo “Trust-region-dogleg” (MORE; SORENSEN,
1983) (implementado na rotina fsolve do Matlab/Octave para resolu¢ao de sistemas de
equagoes nao-lineares e problemas de quadrados minimos nao-lineares), o algoritmo FISTA
(BECK; TEBOULLE, 2009) para problemas convexos e o algoritmo SGCS (XIAO; WANG;
HU, 2011) muito semelhante ao Algoritmo 3, mudando apenas a escolha 6| que serd
comentada no futuro.

Os experimentos foram divididos em trés conjuntos de testes, o primeiro sdo pro-
blemas testes da literatura propostos em (LA CRUZ, 2017). O segundo consideramos um
problema de processamento de sinais, mais especificamente na recuperacao de sinais es-
parsos, e o terceiro trata do problema de deblurring de imagens, ambos problemas podem
ser encontrados em (XIAO; WANG; HU, 2011). Vale ressaltar que para esses testes, nao

mostramos que a hipotese H3 é satisfeita para aplicar o Algoritmo 1.

4.1 DETALHES DA IMPLEMENTACAO

Todos os testes foram feitos no Octave e em um computador Intel Core i5 2.90GHz
com 16GB de RAM, sistema operacional Windows10. Para todos os algoritmos defini-
mos o numero maximo de iteragdes como 10000. Os demais parametros algoritmicos sao

especificados nas se¢oes a seguir.

4.2 PROBLEMAS TESTES DA LITERATURA

Nesta segdo vamos considerar cinco problemas do tipo F(z) = 0 em que F(x) =
(fl(x),...,fn(x))T e f; : R" - R parai =1, ... ,n, com F mono6tono, extraidos de
(LA CRUZ, 2017), para diferentes dimensoes n e pontos iniciais x.

Foram usados os pontos iniciais xél) = (10,..., 1O)T , xéQ) =(1,..., l)T e xés) =
(=1,...,—1)T, e o critério de parada sendo ||F(x)]| < 1074

Para esses problemas os parametros usados no Algoritmo 1 foram: v = 10~ |
0=05,a0=1, ame =45 x 10° e n, = (0.999)%(10° + ||F(z0)||?) para k > 0.

Para o Algoritmo 3 os parametros usados foram: g =1, 5 =05, A =0.01,r =1
er=0.1.

Comparamos esses algoritmos com o fsolve que teve como parametros o critério
de parada e o méaximo de iteragoes mencionados no comego deste capitulo, o algoritmo
utlizado foi o padrao “Trust-region-dogleg”, a Jacobiana do operador nao foi passada ao

fsolve, e com isso ele calculou as derivadas utilizando diferencas finitas com o tamanho de
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fsolve Alg. 1 Alg. 3 (r=1) Alg. 3 (r=0.1)

n xo | IT F t(s)| IT F t(s) IT F t(s) 1T F t(s)
21626 313126 24.9| 982 982 0.35| 2079 11810 1.13| ** k% *x
500 2| 5 2005 0.15| 504 504 0.18| 1175 4113 0.41| 1141 6478 0.57
291 7 3007 0.22| 994 994 0.36| 1191 4153 0.42| 1161 6485 0.56

a:(()l) ok *ROORE15063 11685 5.9|15143 60289 14.9|18355 100742 22.3
2500 x((f) 4 7504 1.5[4670 10635 5.3| 3307 12656 3.1| 3804 21296 4.6

xé?’) 11 25011 5.1|5063 12994 6.14| 3312 12683 3.1| 3854 21435 4.7

Tabela 1 — Resultados para o Problema 1

passo padrao da rotina.

Os resultados para cada problema foram organizados em forma de tabela, apre-
sentando o nimero de variaveis n, o ponto inicial xg, o nimero de itera¢oes necessarias
para atingir o critério de parada denotada por “IT” o nimero de avalia¢bes da fungao
representado por “F”, e o tempo em segundos representado por “t(s)”. Se em um determi-
nado problema um algoritmo demandou mais que 90 segundos para chegar no critério de
parada, consideramos uma falha, indicado nas tabelas por “**”.

Abaixo listamos cada um dos problemas testes considerados, acompanhado por

uma tabela com resultados e em seguida comentarios.

Problema 1 As fun¢oes nao-lineares que definem o problema sao dadas por:

fi(x) = 2x1 + sen(z1) — 1,
filx) = —2x; 1+ 2x; + sen(x;) — 1, i=2,...,n— 1.
fn(z) = 2xp + sen(xy) — 1.

(1)

Pela Tabela 1 podemos perceber que para o ponto inicial z;~ o fsolve se mostra
bem menos eficiente, enquanto para outros pontos o tempo é até menor que os outros.
Isso nos mostra o quanto a escolha do ponto inicial no fsolve pode influenciar no desempe-
nho do algoritmo. Isso provavelmente vem do fato que as derivadas do seno estao sendo
calculadas por diferencas finitas e 10 é um numero longe de zero, onde se tem a melhor

aproximacao para a linearizacgao.

Problema 2 Neste problema as fung¢oes nao-lineares nao sao diferenciaveis em

toda parte:

filx) =2x; —sen(|x;|) i=1,..,n.
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fsolve Alg. 1 |Alg.3(r=1) Alg. 3 (r=20.1)

n  xy IT Ft(s)|IT F t(s)|IT F  t(s)|IT F t(s)
2| 8 3508 0.21] 7 7 0.005|21 44 0.005[10 23  0.002

500 | 6 2506 0.15| 6 6 0.001|18 37 0.01| 7 15  0.001
2P0 3 1003 0.06] 7 7 0.002/10 22 0.002| 6 15  0.002

2V 8 17508 2.7 7 7 0.006/22 46 0.012[10 23  0.006
2500 z{”| 6 12506 1.9 6 6 0.004[19 39  0.01| 7 15  0.004
29 2 2502 0.44] 7 7000511 24 0.006] 6 15  0.003

2| 8 35008 10.04] 8 8 0.01[23 48 0.02[10 23  0.01
5000 z$”| 6 25006 7.03| 6 6 0.007[20 41 0.019| 7 15  0.007
2P 2 5002 1.6] 7 7000911 24 001 6 15  0.006

Tabela 2 — Resultados para o Problema 2

Da Tabela 2 podemos observar que mesmo com o aumento na dimensao n os Al-
goritmos 1 e 3 continuam bem eficientes, enquanto o fsolve comeca a ficar mais lento,
pois como a Jacobiana nao ¢ dada, uma consequéncia disso ¢ o nimero de vezes que o
algoritmo avalia o operador por iteracao aumenta junto com o tamanho da dimensao, o

tornando computacionalmente mais custoso e como consequéncia mais lento.

Problema 3 O operador é dado por:

1 1
fi(z) = 595:{) + 51‘%7
1 7
fl(x) :—51}?—’—51}?—’— 2IZ+1, 7 2, ,n—l,
1 n
fn(z) = —5%21 + gx?z

Na Tabela 3, em termos de tempo, a diferenca dos algoritmos em relacao ao fsolve
é bem aparente, e podemos observar também que o Algoritmo 3 demanda muito mais

avaliagoes de funcao e iteragoes que o Algoritmo 1 o tornando mais custoso.

Problema 4 O operador ¢ dado por:

1, 1w o
fi(m)_xi_ﬁxi+ﬁ];)xk+z’ i=1,...,n.
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fsolve Alg. 1 Alg. 3 (r=1) |Alg. 3 (r=10.01)

n Zg IT F t(s)| IT F t(s)| IT F t(s)| IT F o t(s)
x(()l) 1561 781561 38.5|582 869 0.12(5705 12066 0.92| **  ** ok
500 x((f) 126 63127 3.1| 99 234 0.12]4337 8951 0.69| **  ** ok
x(()3) 16 7516 0.3] 20 27 0.004| 768 1823 0.13|175 883 0.04

P #6166 203 0.08]6288 14584 2.01| *F Rk ok
2500 x| 302 752802 79.15|669 1050 0.20|5191 11215 1.6| ** *x  *x
2P| 16 37516  3.8| 23 32 0.01| 949 2711 0.35(399 2413  0.23

oo #k wx|349 510 0.25|6106 14980 3.3 ¥ wk wx
5000 2P| #6132 265 0.10(2811 7238 15| Rk Rk ok
1 16 75016 13.9| 25 35 0.01|1137 3955 0.8(541 3411  0.52

Tabela 3 — Resultados para o Problema 3

fsolve Alg. 1 Alg. 3 (r=1) |Alg. 3 (r =0.1)

n  x |[IT F t(s)|IT F +t(s)| IT F t(s)|IT F t(s)
2"l 9 4009 0.26|22 23 0.007| 71 174 0.01|67 248  0.01
500 {16 7516 0.48|22 23 0.005| 81 197 0.01[64 229  0.01
29116 7516 0.50|22 23 0.005| 80 195 0.01|71 262  0.01

xél) 13 30013 4.42|27 28 0.009|103 251 0.03|80 291 0.02
2500 xéQ) 20 47520 6.96| 27 28 0.009|101 248 0.03|80 294 0.02
xg?’) 20 47520 6.73]27 28 0.009| 99 243 0.03|85 312 0.03

2115 70015 20.3|27 28 0.01[110 269 0.04[86 313  0.04
5000 P [21 100021 29.1|27 28 0.01|112 273 0.04|84 312  0.04
2121 100021 29.7/27 28 0.01|113 275 0.04|83 307  0.04

Tabela 4 — Resultados para o Problema 4
Das Tabelas 4 e 5 podemos concluir o mesmo que nos problemas anteriores.

Problema 5 O operador é linear F(x) = Az +b, tal que b= (-1,-1,..., —1)T,
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fsolve Alg. 1 Alg. 3 (r=1)|Alg. 3 (r=0.1)

n xo [IT F t(s)|IT F t(s)|IT F  t(s)|IT F t(s)
271 2 502 0.03/20 21 0.005(15 36 0.003[60 217  0.01
500 x| 2 502 0.03]16 16 0.003|11 26 0.002|23 71  0.005
21 '3 1003 0.06|17 18 0.004|15 39 0.004|42 154  0.01

2P 2 2502 0.36/20 21 0.008(14 33 0.004|67 252  0.02
2500 (| 2 2502 0.36]14 15 0.006|11 26 0.003|37 134  0.01
2% 3 5003 0.74|17 18 0.007|13 32 0.004|54 210  0.02

21 2 5002 1.4/20 21 0.01|16 39 0.008|74 276  0.04
5000 z{”| 2 5002 1.4|14 15 0.009|11 26 0.006(31 112  0.02

—

w

=
w

10003 29|17 18 0.01|13 31 0.007|58 221 0.03

Tabela 5 — Resultados para o Problema 5

51
5
131
A=
5
131
5
L5

Das tabelas e dos comentarios feitos podemos tirar uma conclusao bem aparente: a
rotina fsolve demanda a avaliagdo da fungao F'(x) muito mais vezes (a cada iteragao, em
n pontos da forma z + he;), que consequentemente o torna mais lento e mais custoso que
os outros dois algoritmos que ndo usam (e nem tentam aproximar) a derivada. Mesmo
em problemas nos quais o fsolve precisou de menos iteracoes que os outros, por calcular
a funcdo muitas vezes ele ainda é mais lento. Portanto, apenas das tabelas, conseguimos
deduzir que o fsolve é o algoritmo menos eficiente neste conjunto de problemas teste —
supondo que a Jacobiana nao é fornecida.

A fim de fornecer um panorama geral dos algoritmos considerando todos os exem-
plares de problemas considerados, também tragamos o perfil de desempenho (DOLAN;
MORE, 2002), como apresentado na Figura 1.

Tal grafico ¢ organizado da seguinte forma: no eixo horizontal temos 7, que é
calculado para cada problema e dimensao, tomando o tempo t1, t9, t3 que os trés algoritmos
levaram para chegar na solucao, e dividindo pelo menor tempo tg = min{ty,to,t3} entre

os tempos obtidos, ou seja:
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Perfil de Desempenho

= = = . fsolve

09 . S RTPPPRORS dfsanme

----- = projexpec

0.8

0.7+ 1

06 ;-

€ osf -

0.3F == -

0.2

R i

Figura 1 — Perfil de desempenho.

T = b tal que 7 =1,2,3.
to

No eixo vertical temos p(7) que para cada 7 nos diz a porcentagem de problemas
que o algoritmo resolveu em uma proporc¢ao 7 comparado ao menor tempo, ou seja, em
7 =1, p(7) nos diz a porcentagem de problemas que o algoritmo resolveu no menor tempo
entre os trés — dizemos que o algoritmo com maior valor p(1) é o mais eficiente. Além
disso, aquele que atinge p(7) = 1 para o menor valor de 7 é dito o mais robusto.

Do grafico da Figura 1 é facil de ver que o fsolve realmente é o que tem a pior
performance, mas apenas das tabelas estava dificil de concluir qual dos dois algoritmos
restantes é mais eficiente. Com esse grafico em maos agora ¢é facil perceber que o dfsanme
é o mais eficiente, e também o mais robusto, entre os trés com uma boa margem (para

este conjunto de problemas teste).

4.3 RECUPERACAO DE SINAL ESPARSO

Nesta se¢ao apresentaremos um modelo que transforma um problema de processa-
mento de sinais, conhecido como recuperagao de sinal esparso, em um sistema nao linear
mondtono como proposto no artigo (XIAO; WANG; HU, 2011).
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4.3.1 Redefinindo o problema

No problema de recuperacao de sinal uma abordagem comum é buscar a solu¢ao
mais esparsa (maior nimero possivel de componentes nulas) compativel com um certo
conjunto de medigoes (observagoes). Este modelo é baseado em uma medicao (observagao)
linear, na qual é medido (observado) um vetor b € R" tal que b = Az com Z sendo o sinal
original, e A é uma “matriz de medida” m x n (m < n) que representa um operador.

Para isso, poderiamos minimizar a ||z||p (nimero de componentes nao-nulas de
x) sujeito a Axz = b. Mas esse problema possui complexidade computacional NP-dificil
(NATARAJAN, 1995). Com isso um modelo alternativo é utilizar a norma-1 (DONOHO,
D. L., 2006) e resolver o problema de “Basis-Persuit (BP)” (CHEN; DONOHO, D. L.;
SAUNDERS, 2001):

min o]
zeR (38)
sa Axr=0b.
A equagdo Ax = b é muitas vezes relaxada, sobretudo quando as medigoes b contém
ruido, usando uma fungdo de penalidade quadratica h(x) = || Az —b||3. Com isso podemos
considerar o problema:

) 1
min 7zl + S |[Az — b3 (39)
TER" 2

o qual é equivalente a (38) para um valor adequado de 7 > 0 (detalhes em (BRUCKSTEIN;
DONOHO, D.; ELAD, 2009)).

Agora, escrevendo = u — v tal que u,v € R, u > 0,0 > 0 e u; = (z;)4,
v; = (—x;)+ para todo i = 1,...,n com (-)4+ = max{0, -}, podemos expressar a ¢1-norma
como ||z]|7 = elu + elv onde e, é o vetor com todas entradas iguais a 1. Com isso

podemos reescrever o problema novamente como:

uglelﬁn %||b—A(u—v)||2+Te£u+Ter£v
saa u=>0 (40)
v > 0.
Definindo
z= [Z] , Y= ATb, c=Teyy, + Y , H= _Aij _Aéz:f

podemos mostrar que (40) equivale a

1
min  —2L Hz+ Lz
zeR2n 2 (41)
sa z2>0.
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Com efeito, primeiro note que

(AT A —AT Al [u
T _|..T T
z Hz—[u v] ATA AT A ”
(AT T
:[UT UT] Al Au — A* Av
_ATAU—ATAu

=ul AT Au — 2uT AT Av + o7 AT Av

=ul' AT Au — 20T AT Av + 0T AT Av

=[] Au — Av||3

=[|A(u—)||3 > 0. (42)

Com isso temos que H é semidefinida positiva. Agora calculando ¢ z temos

Teg — yT Teg + yT]

u
] = Tegu — yTu + T@ZU + yTU
v

=b" Av — b7 Au + Ter;gu + Te,TLv
b (—A(u—v)) + el u+relv (43)
e assim
%ZTHZ +clz= %||A(u — )3+ b7 (—A(u—v)) + el u+ el v.
Como

1 1 1
Sllb = Al = 0)[2 = S b = bTA(w = v) + S| A(u — )],

e o termo %HbH2 independe de u, v, provamos a equivaléncia desejada.
Note que se z > 0 é solucao de (41) temos que Yw € R2" ag seguintes desigualdes

sao satisfeitas:

%wTHw + L > %ZTHZ + e
w! Hw + 2w > A H + 2T 2
wl Hw + 2ctw— THz —2c8 > >0
(Hw,w) + (¢,2w) — (Hz,z) — (¢,2z) > 0
(Hz+c,2w) + (Hz + ¢, —2z) > 0
(Hz+c,w)+(Hz4+¢,—2) >0
)20

(Hz+c,w—z (44)

Logo encontrar z € R2" que é solugao de (41) é o mesmo que encontrar z € R2" tal que
(Hz +c,w—z) > 0Vw > 0.
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Como temos (Hz + c,w) — (Hz + ¢, z) > 0, e a regiao viavel de z € R2" ¢ 2 > 0,
temos que se Hz+c¢ >0, (Hz+¢,z) > 0 e como w pode ser o vetor nulo, o problema (44)

é equivalente a encontrar z € R2" tal que
220, Hz+¢>0 e (Hz+4c¢z)=0. (45)
Portanto z é solugdao de (45) se e somente se z satifaz
F(z) =min{Hz+¢,z} =0. (46)

Em que F' é um operador que calcula o minimo em cada componente entre os dois vetores.
Agora basta mostrar que o operador é monétono e Lipschitz para podermos aplicar os

algoritmos estudados nesse tipo de problema.
4.3.2 O operador é monétono e Lipschitz continuo
Lema 4.3.1. O operador F(z) = min{Hz + ¢, 2} em que z € R*" ¢ Lipschitz.
Demonstracao. Sejam p,q € R2" ¢ p,q > 0. Logo
|1F(p) — F(q)|| = || min{p, Hp + ¢} — min{q, Hq + c}||.
Divindo em casos para cada i € {1,...,2n} temos:
Caso(i): min{p;, (Hp + ¢);} = p; e min{g;, (Hq + ¢);} = ¢;:
| min{p;, (Hp + ¢);} — min{g;, (Hq + )i} = |pi — 4l
<|Ip = qllc-
Caso(il): min{p;, (Hp + ¢);} = (Hp + ¢); e min{g;, (Hqg + ¢);} = (Hq + ¢);
| min{p;, (Hp + ¢);} — min{g;, (Hq + ¢);} = [(Hp+c); — (Hq + c);
= |[(Hp)i — (Hq)i
= |H(p— q)il
< |[Hlloo [P = alloc-
Caso(iii): min{p;, (Hp + ¢);} = p; e min{g;, (Hq + ¢);} = (Hq +¢);
| min{p;, (Hp + ¢);} — min{g;, (Hq + ¢);} = [p; — (Hq + ).

Para esse caso vamos primeiro considerar os indices i tais que (Hg — ¢); > p;. Com isso

obtemos

Ipi — (Hq +¢)i| = |(Hq + ¢); — pi| = (Hq + ¢); — p;
<4 —Ppi
< g — pil
<|lp = qlloo-
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Agora para os indices em que (Hq + ¢); < p; temos

lpi — (Hq+¢)i| = pi — (Hqg +¢);
< (Hp+c); — (Hq+c);
<|[(Hp+c); — (Hq + c)4
= [H(p — q);]
< |[H]|oollp = ¢l|oc-

Dai segue que

pi = (Hg + ¢)il < Allp = glloo,

em que A = maz{||H||so, 1}.
Caso(iv): andlogo ao caso (iii).

Com isso obtemos limitantes para todo ¢ € {1,...,2n} de |(F(p) — F'(q));|. Logo

I1F(p) — F(q)|loo < Allp — qlloc < Allp —qll.

Mas como em dimensao finita as normas sao equivalentes, segue que

IIF(p) = F(@)|l < VnllF(p) = F(q)lloo < vnA|lp — ql]

Portanto F' é Lipschitz continuo, com a constante de Lipschitz ¢ = max{y/n||H||cc, v/1}
[

Lema 4.3.2. Seja z € R%" operador F(z) = min{Hz + ¢, z}. Se existe ¢ € R*" tal que

F(q) =0, entdo F é mondtono.

Demonstragio. Seja p € R?™ e ¢ € R*™ tal que F(q) = 0. Tomando o m definido no

Lema 2.3.2 temos que para = 1,...,2n

min(p;, (Hp + c);) — min(q;, (Hq + c);) = (1 = m;)(pi — 4)
+mi((Hp+c); — (Hq+c)i).  (47)
Note que fazendo M € R2"*2% yma matriz diagonal em que sua diagonal é

(M1, ...,map) e I € R?"X2" 3 matriz identidade, podemos escrever a equacdo (47) da

seguinte forma

3
=
|
3
S
I

(I—=M)p—q)+M(Hp+c—Hqg—c)
(I =M)p—q)+MH(p—q)
Fp)=(I-M+MH)(p—q). (48)

=
=
I
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Logo, a equagao (48) nos diz que para qualquer w € R2"
Fw)=(I—-M+MH)(w — q). (49)
Finalmente

(F(p) — F(w),p—w) =(I —-M+ MH)(p - q)
—(I-M+MH)(w—gq),p—w)
=(I—-M+MH)(p—w),p—w)

e como I — M ¢é uma matriz diagonal com os elementos da diagonal maiores ou iguais a zero
e H é uma matriz semidefinida positiva, a matriz M H também seré. Logo (I — M + M H)
é semidefinida positiva, assim temos ((I — M + M H)(p — w),p — w) > 0, como p e w sdo

vetores quaisquer de R2™, segue que F' é mondtono. O]

Tendo em mente, como dito no comego deste capitulo, que nao estaremos mostrando
a hipdtese H3 para os testes com o Algoritmo 1, podemos aplicar os algoritmos estudados

para o problema de processamento de sinais, como apresentado a seguir.

4.3.3 Parametros utilizados no problema de processamento de sinais

Para o problema de processamento de sinais foi usado o ponto inicial g = (1, ..., 1)T.
Para o critério de parada desse problema consideramos o utilizado anteriormente nos
problemas teste da literatura e também o proposto no artigo (XIAO; WANG; HU, 2011):

e — fr—1l
| fre—1l

<107°

em que
1 9
T = flag) = 7l + §||A$k —bl[3.

Para esse problema os parametros usados no Algoritmo 1 foram: v = 1074, 6 =0.5,
ag =1, amar =45 x 10° e n = (0.999)% (105 + ||F(x0)||?) para k > 0.

Para o Algoritmo 3 fizemos uma pequena mudancga no passo 5, para ficar igual ao
algoritmo SGCS proposto em (XIAO; WANG; HU, 2011), mudando apenas a escolha de

_ {Sk,5k) (Sk,5k)
9k+1 o <5kayk> <3kayk>
foram: 0y = 1, O, = 1074, Oppae = 1010, 5 =0.1, A\ =1.2, r = 10~%.

Nestes experimentos consideramos também o algoritmo FISTA (BECK; TEBOULLE,

2009), usando um valor L > ||A|| como uma estimativa para a constante de Lipschitz

POt Ot 41 = max{Opins min (g, Oz}, com B, = 550 Og parametros

associada ao gradiente da fungao %||Am —b]|3.

Para os testes consideramos 7 = 1072, e b o sinal contaminado com ruido da forma
b=Ax +w

em que w é um vetor de ruido Gaussiano, cujas entradas vem da distribuicdo N (0, 021)

com o =10"% e 7 é o vetor que representa o sinal original.
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o

f T A

1000 2000 3000 4000 200 400 600 800 1000

(a) sinal original (b) medigdo com ruido

Figura 2 — Sinal original e medi¢do com ruido

dfsanme SGCS FISTA

20 | IT  MSE ¢t(s) | IT  MSE t(s) | IT  MSE t(s)
xé 457  1.7e-04 3.2 | 1564 2.3e-04 16.08 | 104 3.2¢-04 1.31
x% 134 1.7e-04 0.94 940 2.3e-04 10.7 73  2.5e-04 1.7

Tabela 6 — Resultados para reconstrugao do sinal esparso

4.4 SINAIS ESPARSOS

Primeiro consideramos o problema de reconstruir um sinal esparso de tamanho n
a partir de m observacdes. Testamos com um sinal de tamanho pequeno com n = 212 e
m = 210, com o sinal original possuindo 27 elementos aleatérios nao nulos. A matriz A
¢ a matriz Gaussiana, em que seus elementos sao gerados através de uma distribuigcao
normal N(0,1) (randn(m,n) no Matlab). Nesse problema além de utilizar o ponto inicial
3:(1) =(1,... 1)T também testamos com o ponto 33(2) = (0, ..., O)T.

Para medir a qualidade da restauracao da imagem utilizamos o MSE (mean squared
error que pode ser estudado em (STATHAKI, 2008, Capitulo 5)) definido como

MSE(*;7) = ||~ a*|
em que z* é o sinal restaurado e I ¢é o sinal original.
Organizamos os resultados em forma de tabela, comparando para atingir algum
critério de parada o nimero de iteragoes “IT”, o tempo “t(s)” e o “MSE” do iterado final.
Da Tabela 6 podemos concluir que o FISTA é o algoritmo que demanda menos
iteracoes, e 0 SGCS demanda um tempo muito maior que os outros. Das Figuras 2, 3 e do

valor do MSE percebemos que todos os trés reconstroem um sinal semelhante com uma
diferenca de MSE na ordem de 1077.

4.5 RECUPERACAO DE IMAGENS BORRADAS

Para o segundo experimento consideramos o problema de reconstrucao de imagem,

que utiliza o modelo visto na Se¢ao 4.3.1, em que A é um operador de blur Gaussiano e b
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05 ‘ 1 05 ‘
0 frpprll o ’ ot b Lt L b ity o 0 pippr it n Ao by
05 1 05 ‘

1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000

—
= ;

(a) DFSANME (b) FISTA

0 ppllehin b bl et L el o
-05 |

1000 2000 3000 4000

(c) SGCS

Figura 3 — Sinais recuperados

dfsanme SGCS FISTA
imagem n X n IT SNR t(s) | IT SNR  t(s) IT SNR  t(s)
cameraman 256 x 256 | 15 23.49 0.37 | 531 24.81 22.12 | 1263 24.95 14.09
lena 256 x 256 34 2354 0.84 | 445 23.33 18.77 | 1514 22.8 17.04

Tabela 7 — Resultados para reconstrucao da imagem

é a imagem borrada (blured) e com ruido.
Para medir a qualidade da restauragao da imagem utilizamos o SNR (signal-to-noise
ratio que pode ser estudado em (STATHAKI, 2008, Capitulo 19)) definido como

SNR(z*,z) = 201logyg <ﬂ>

|| =]
em que z* é o sinal restaurado e & é o sinal original.

Além de comparar as imagems entre si visualmente, os resultados foram organizados
em forma de tabela, apresentando a imagem e a sua dimensao n X n, o niimero de iteragoes
necessarias para atingir o critério de parada denotado por “IT”, o “SNR”, e o tempo em
segundos representado por “t(s)”.

Neste teste, como a matriz A é desconhecida no problema de processamento de
imagem, por ser um operador de blur, utilizamos uma constante grande o suficiente
L = 1000.

Dos resultados numéricos da Tabela 7, observa-se que o dfsanme é o mais eficiente
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(a) Imagem original (b) Imagem com ruido

Figura 4 — Imagem original e borrada

(a) DFSANME (b) FISTA

(c) SGCS

Figura 5 — Imagens restauradas
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(a) imagem original (b) imagem com ruido

Figura 6 — Imagem original e borrada

(a) DFSANME (b) FISTA

(c) SGCS

Figura 7 — Imagem restaurada
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por alcancar o critério com menos iteragoes e tempo, apesar de reconstruir uma imagem
com um SNR um pouco menor. Comparando os outros dois algoritmos vemos que SGCS
atinge o critério de parada em menos iteragoes, embora precise de mais tempo que o
FISTA. O fato de FISTA demandar um ntimero maior de itera¢des pode ser consequéncia
de nao conhecermos a constante de Lipschitz do operador, e por isso termos utilizado uma

constante muito grande, o que leva a um tamanho de passo muito pequeno.



o1

5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho realizamos um estudo sobre métodos iterativos para solucdo de
sistema nao lineares monétonos. Uma vantagem dos métodos propostos é que eles nao
dependem do uso de derivadas, o que pode ser benéfico ja que em algumas aplicac¢oes
tal informacdo nio estd disponivel (seja porque F nio é diferencidvel, ou porque F”(x) é
inacessivel). Por isso consideramos a dire¢ao dj, = —tF'(z,), em que ¢t é um escalar positivo
adequado.

Neste contexto, estudamos o algoritmo DFSANME proposto por La Cruz (LA
CRUZ, 2017), que emprega uma busca nao-mondétona juntamente com o uso de um
parametro espectral.

Consideramos também um algoritmo alternativo, de Solodov e Svaiter (SOLODOV;
SVAITER, 1999), baseado em projeges sobre semi-espagos que contem o conjunto solugao.
Por fim, analisamos um algoritmo proposto em (YU et al., 2009), que combina as duas
estratégias mencionadas anteriormente.

Apresentamos de forma detalhada a boa definicao e andlise de convergéncia de
todos os algoritmos.

Realizamos experimentos numéricos/computacionais a fim de comparar o desem-
penho dos algoritmos estudados e outros algoritmos mais genéricos. Para isso, resolvemos
alguns problemas testes da literatura, e consideramos algumas aplicacbes em processa-
mento de sinais. Em particular, descrevemos como o problema de recuperacao de sinal
esparso pode ser reescrito como um sistema nao linear mondtono. Com base nos resultados
numéricos, 0 DFSANME (Algoritmo 1) demonstrou um desempenho superior aos demais
algoritmos na maioria dos problemas considerados.

Como trabalhos futuros, consideramos fazer um estudo mais profundo sobre a
motivagao e teoria do parametro espectral, conceito utilizado em dois dos algoritmos
estudados e estudar outros problemas envolvendo operadores mondtonos como o problema

de inclusao monétona.
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