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Resumo

Neste trabalho, é realizado um estudo sobre o problema inverso da equacao do calor
com condi¢ao de contorno de Wentzell-Neumann nao local, a partir de uma condicao de
sobredeterminacao integral modelada como uma fungao energia. O problema é abordado
sob dois aspectos: tedricos/analiticos e numéricos/computacionais. Na primeira abordagem
sao estabelecidas condigoes suficientes para a existéncia e unicidade de solucao para o
problema direto e inverso, resultando em dois principais teoremas. Na segunda aborda-
gem, introduz-se um modelo numérico para a aproximagao do termo fonte, a partir da
semidiscretizacao do modelo continuo e o método do ponto médio aplicado ao problema de
valor inicial originado. Para lidar com o problema mal condicionado de dados com ruidos,
o método de regularizagao utilizado se ampara na decomposicao em valores singulares
generalizada de um par de matrizes adequadas. A regularizacao é feita por truncamento,
sendo o parametro de truncamento determinado pelo principio da discrepancia. Por
fim, sao apresentados exemplos numéricos para ilustrar a eficiéncia do método numeérico

introduzido.

Palavras-chave: Problema inverso de fonte. Condicao de contorno nao local. Decompo-

sicao em valores singulares generalizada truncada. Principio da discrepancia.



Abstract

In this work, a study is conducted on the inverse problem of the heat equation with
nonlocal Wentzell-Neumann boundary condition, from an integral overdetermination
condition modeled as an energy function. The problem is approached from two aspects:
theoretical /analytical and numerical/computational. In the first approach, sufficient
conditions for the existence and uniqueness of the solution to both direct and inverse
problems are established, resulting in two main theorems. In the second approach, a
numerical model is introduced for the approximation of the source term, based on the
semidiscretization of the continuous model and the midpoint method applied to the
resulting initial value problem. To address the ill-conditioned problem and noisy data, the
regularization method employed relies on the generalized singular value decomposition of
a proper matrix pair. Regularization is performed through truncation, with the truncation
parameter determined by the discrepancy principle. Finally, numerical examples are

presented to illustrate the efficiency of the introduced numerical method.

Keywords: Inverse source problem. Nonlocal boundary condition. Truncated generalized

singular value decomposition. Discrepancy principle.
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1 INTRODUCAO

No &mbito das equagoes diferenciais parciais (EDP’s), as condigoes de contorno mais
comuns (Dirichlet, Neumann e Robin) associadas a um operador diferencial de segunda
ordem envolvem a funcao e sua primeira derivada. Entretanto, trabalhos como Cannon, Lin
e Wang (1991), Hintermann (1989), permitem considerar condi¢bes de contorno envolvendo
a segunda derivada. Esse tipo de condicao de contorno surgiu na teoria de processos de

Markov em Venttsel (1959), por isso é denominada condi¢ao de contorno de Wentzell.

As condi¢oes de contorno de Wentzell surgem em aplicagoes em que a difusao
ou energia (térmica ou elétrica) precisam ser levadas em consideragdo no processo de
transferéncia nos contornos. Essa necessidade pode se manifestar em uma variedade de
aplicagoes, como em problemas de superficie acoplada (Bénsch; Gahn, 2018; Cannon;
Meyer, 1971; Feller, 1954),no espalhamento de ondas eletromagnéticas por condutores
revestidos com uma camada fina de material dielétrico (Bourgeois; Chaulet; Haddar, 2012;
Doruflé; Haddar; Joly, 2006), ou na modelagem de transferéncia de calor dentro de um
sélido condutor cujos contornos tém capacidade de armazenar calor (Sauer, 2020; Goldstein
et al., 2020).

Seja 2 = (0,1), Qpr = Q2 x [0,7] com T > 0 fixado. Seguindo o que foi proposto
em Ismailov (2018), serd considerada a equagao do calor

U = Ugy +7(8) f2, 1), (2,1) € Qp, (1.1)

com a condi¢ao inicial

u(z,0) = p(x), =z €, (1.2)

condicao de contorno de Dirichlet
u(0,t) =0, te]|0,7], (1.3)
e a condicao de contorno de Wentzell-Neumann
uz(0,8) + aug, (1,t) =0, t€]0,7T], (1.4)

com a > 0 dado. As funcdes f, ¢ sdo conhecidas e definidas em Qr e €, respectivamente.
Observa-se que em (1.4), a condigao de contorno é de natureza nao local, pois relaciona
condigoes em pontos distintos no dominio, envolvendo a primeira derivada (Neumann) e
segunda derivada (Wentzell). Condiges de contorno nao locais ainda sdo pouco exploradas

na literatura.

Cabe salientar que, quando as fungoes r(t) e f(z,t) sdo conhecidas, o problema

de encontrar u(x,t) satisfazendo a equagdo do calor (1.1), a condigao inicial (1.2) e as
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condigoes de contorno (1.3) e (1.4) é denominado problema direto. Por outro lado, quando
a fungao r(t) é desconhecida, o problema de encontrar um par de fungoes {r(t), u(z,t)}

satisfazendo (1.1)-(1.4) e a condigdo de sobredeterminagao
1
/ (e, t)dz = E(t), t € 0,T], (1.5)
0

é um problema inverso. Em (1.5) a fungao E(t) é obtida através da medi¢ao de massa ou
energia; em problemas de difusao, por exemplo, F(t) especifica a massa de todo o dominio
de difusdo (Bazan; Ismailov; Bedin, 2021).

E importante enfatizar que as condi¢oes impostas no problema nao sao puramente
matematicas. Justificativas fisicas para incluir o termo fonte na equacao do calor sujeita a
condi¢do (1.5) podem ser encontradas em Ismailov (2018), Cannon, Lin e Wang (1992) e
Cannon (1984).

Problemas inversos de recuperagao de fonte para equagoes diferenciais parabdlicas
sob a condicao (1.5), tém sido objeto de estudo por diversos pesquisadores nos tltimos
anos. Um exemplo notavel é o tratamento das condi¢oes de contorno locais nao lineares de
Wentzell, abordado em Slodicka (2015), onde o autor trata de resolver um problema inverso
de reconstruir uma fungdo dependente do tempo h(t) presente num termo fonte modelado
na forma h(t)f(x). Outro estudo relevante é apresentado em Ismailov, Kanca e Lesnic
(2011), no qual os autores examinam uma equagao de calor unidimensional sob condigtes
de contorno nao locais. Para resolver esse problema, propoe-se um método numérico que
combina o método de Crank-Nicolson com uma técnica iterativa. Esses sao exemplos
pontuais de uma variedade de abordagens e técnicas empregadas na resolugao de problemas
inversos relacionados a recuperacao de fonte em equagoes diferenciais parabdlicas, que

evidenciam o constante desenvolvimento e interesse nesse campo de pesquisa.

Diante disso, nesta dissertacao serao explanados resultados com relagao a existéncia
e unicidade de solugdo do problema inverso (1.1)-(1.5). Em seguida, introduz-se um
método numérico para obter aproximagoes para o par {r(t),u(x,t)}, usando como dados
de entrada as funcgoes f, ¢ e o parametro «, juntamente com valores de energia que

satisfazem a condi¢do de sobredeterminacao (1.5).

No tratamento numérico do problema, primeiramente ¢ realizada a semidiscretizacao
do modelo continuo, fazendo aproximacoes para as derivadas espaciais. Em seguida, é
mostrado que o termo fonte resolve uma equacao integral de Volterra de primeira espécie,
envolvendo apenas a variavel temporal. No entanto, nao sao realizadas aproximagoes
numéricas através da equacgao integral. Para resolver o modelo semidiscreto e evitar
o calculo de autovalores, é utilizado o método do ponto médio implicito, gerando um
sistema linear triangular que precisa de regularizacao para ser resolvido, devido ao mal
condicionamento e a presenca de ruido nos dados. Mais especificamente, serd utilizada a

decomposicao em valores singulares generalizada (GSVD) de um par de matrizes apropriado,
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juntamente com o principio da discrepancia (DP) para truncar a solu¢ao dada pela GSVD.

Ao final, o método numérico proposto é ilustrado através de exemplos numéricos.

1.1 Organizacdo do Trabalho

Esta dissertacao esta organizada em capitulos, além da presente introducao, da

seguinte maneira:

o Capitulo 2: apresenta preliminares com resultados de andlise funcional, algebra
linear computacional e teoria da regularizacao. Mais especificamente, sao explorados
os conceitos de base de Riesz e operadores compactos, bem como a defini¢ao de
problemas inversos mal-postos, além de discutir a regularizacao de problemas inversos

lineares com base na GSVD.

o Capitulo 3: é feita a formulacao do problema e desenvolvida toda a abordagem
analitica da dissertacao, tendo como énfase a demonstracao da existéncia e unicidade

de solucao do problema direto e inverso.

o Capitulo j: é realizada a semidiscretizacdo do modelo continuo utilizando-se o método
das diferengas finitas. Em seguida, é construido um método numérico, aplicando-se
o método do ponto médio no modelo semidiscreto. A fim de resolver o sistema linear
mal condicionado e com ruido nos dados decorrente da discretizagao, incorpora-se

um método de regularizacao por truncamento com base na GSVD.

o Capitulo 5: sdo exibidos exemplos para ilustrar a eficiéncia do método numérico
utilizado, através de graficos das solugoes e aproximacoes, além de tabelas constituidas

pelos erros relativos.

Por fim, ¢ finalizada a dissertagdo com conclusoes e referéncias.
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2 PRELIMINARES

Nesta dissertagao, objetiva-se estudar o problema inverso da equacao do calor
com condicoes de contorno de Wentzell-Neumann nao local sobre dois aspectos: teéri-
cos/analiticos e numéricos/computacionais. Para isso, faz-se necessario desenvolver o

suporte tedrico que fundamentara as duas abordagens.

2.1 Bases de Schauder

Almejando provar a existéncia e unicidade de solu¢ao do problema tratado neste
trabalho, serd feita uma revisao do conceito de base, principalmente para explorar as bases

de Riesz, que serao indispensaveis para alcancar tal objetivo.

As bases de Schauder sao uma generalizacao do conceito de base em algebra linear

(base de Hamel), no contexto de espagos vetoriais de dimensao infinita.

Definicao 2.1.1. Seja X um espaco vetorial normado de dimensao infinita. Uma sequéncia
{x,},2, € uma base de Schauder para X se para todo x € X existe uma Unica sequéncia

de escalares {c,} -, tal que

oo
T= CpTp. (2.1)
n=1
A convergéncia da série (2.1) é entendida com relagdo a topologia da norma em X, isto é,

N
T — Z Cnp
n=1

De acordo com Fabian et al. (2010), se um espago de Banach X’ tem uma base de Schauder,

— 0 quando N — oo. (2.2)
x

entao X ¢ separavel. Isto é, X possui um conjunto denso e enumeravel.

Em um espaco de Hilbert separavel H, um papel importante é desempenhado pelas
bases de Schauder ortonormais (os vetores de base sdo ortogonais e normalizados). Con-
forme Jeribi (2021), uma maneira de caracterizar tais bases é com sequéncias ortonormais
completas. Vale ressaltar que, uma sequéncia de vetores {e,} -, em um espago de Hilbert
é considerada completa, se o tnico vetor ortogonal a todo e, for o vetor nulo. Através
dessa caracterizacao, torna-se evidente que todo espaco de Hilbert separavel possui uma

base ortonormal (Young, 1980).

Daqui para frente, sempre que se referir a palavra base, subentende-se que trata-se
de base de Schauder.

O Lema 2.1.2 fornece um resultado bastante elementar em espagos de Hilbert, mas

sera util para provar resultados adiante.
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Lema 2.1.2. Sejam {e,},—, uma base ortonormal para um espago de Hilbert H e {c,}, -,

uma sequéncia de escalares. Sob tais hipdteses,

> Cun, (2.3)
n=1

converge se, e somente se,

> leal”, (2.4)
n=1

[o.¢]
converge. Além disso, se a série (2.3) converge, sendo x = Y. cue,, tem-se

n=1
2]l =3 leal” (2.5)
n=1
Demonstragio. Vide Hewitt e Stromberg (1985, p. 237 ). O

2.1.1 Coeficientes Funcionais

Se {z,} -, é uma base para um espaco de Banach X, entdo todo vetor = no espaco

tem uma Unica expansao em série da forma

T= Cpp. (2.6)
n=1

Considerando que ¢, é uma funcgao linear de x, pode-se denotar
=Y a,(T)z,. (2.7)
n=1

Cada a, : X — C é um funcional linear, tal que se x € X é dado por (2.6), entao
an(z) = ¢, n=1,2,3,.... Com isso, os funcionais {a,} ., sdo chamados de coeficientes

funcionais associados & base {z,} .

[e.9] ’

Teorema 2.1.3. Se {z,},~, € uma base para um espaco de Banach X e se {a,},- | €
sequéncia de coeficientes funcionais associada, entao cada a, € X*. Isto €, existe M, € R

tal que
lan(z)] < M, ||z||, n=1,2,3,.... (2.8)

Demonstragio. Vide Young (1980, p. 23-24).
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2.2 Problemas Inversos Mal-Postos

Sejam X’ e ) espagos vetoriais normados e A : X — ) um operador linear limitado.

Considere a equacao
Az =y. (2.9)

O problema direto associado a (A, X', )) consiste no seguinte: para cada x € X', determine
y € Y satisfazendo (2.9). Por outro lado, o problema inverso associado a (A, X,)), é o

problema de encontrar x € X satisfazendo (2.9), a partir de y € ) dado.

Definicao 2.2.1. (Hadamard) Sejam X e ) espagos vetoriais normados e A: X — Y um
operador linear e continuo de modo que Ax = y. Diz-se que o problema inverso associado

a tripla (A, X,)) € bem-posto, sequndo Hadamard, se as sequintes condigoes sao vdlidas:

(i) Para todo y € Y, eziste x € X tal que Ax =y (Sobrejetividade de A).
(ii) Para todo y € Y, existe no mdzximo um x € X tal que Az =y (Injetividade de A).

(it) Se a sequéncia {y,}., CY € tal que y, — y, e se a sequéncia {z,} -~ C X € tal

n=1

que Az, = y,,, n=1,2,3,..., entdo x,, — x (Estabilidade).

Se (A, X,)) nao for um problema bem-posto, entio é um problema mal-posto.

2.3 Operadores Compactos

Uma classe de operadores que merece destaque na teoria de problemas inversos ¢ a
dos operadores compactos. Como sera elucidado adiante, o problema inverso envolvendo

um operador compacto geralmente é mal-posto.

Definicao 2.3.1. Sejam X e Y espacos normados. Um operador linear A : X — Y €

compacto se, para cada B C X limitado, A (B) é compacto em ).

Equivalentemente, um operador linear A : X — ) é compacto se para cada sequén-
cia limitada {f,} -, de X, a sequéncia {Af,} -, possui uma subsequéncia convergente

em ).

Para propriedades e resultados basicos sobre operadores compactos recomenda-se
ao leitor consultar Kress (2014). Dentre esses resultados, cabe enunciar os quais serao

indispensaveis para o desenvolvimento do presente trabalho.

Teorema 2.3.2. Um operador compacto A : X — Y ndo pode ter inverso limitado, a

menos que X tenha dimensao finita.
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O Teorema 2.3.2 é fundamental na teoria dos problemas inversos, pois a partir dele
é possivel caracterizar se o problema é bem-posto ou mal-posto. De fato, segundo o item
(ii7) da Definigao 2.2.1, o problema inverso serd bem-posto se A~! for continuo (limitado).
Isso leva a concluir que se o operador A : X — ) for compacto e X tem dimensao infinita,

entao o problema inverso originado sera mal-posto.

O Teorema 2.3.3 oferece um resultado técnico decorrente da denominada teoria de
Riesz, descrita em Kress (2014, p. 38-39).

Teorema 2.3.3. Sejam X, Y espagos normados e S : X — Y um operador linear limitado
com inverso S7' 1 Y — X limitado. Se A : X — Y é um operador linear compacto,
entdo S — A: X — Y € injetivo se, e somente se, € bijetivo. Se S — A ¢é injetivo, entdo

(S— A" Y = X ¢ limitado.

O Teorema 2.3.4 é consequéncia da teoria de operadores Hilbert-Schmidt, discutida
em Dunford e Schwartz (1988, p. 1010-1012)

Teorema 2.3.4. Seja {e,} ~, uma base ortonormal para um espago de Hilbert H e seja

T :H — H um operador linear limitado tal que

> |Tenlfs, < 0. (2.10)

n=1

Entao, T é um operador compacto.

Antes de prosseguir, é importante mencionar que o problema inverso tratado neste
trabalho envolve equagoes integrais. Nesse contexto, a seguinte definicao é importante

(Kress, 2014, p.29).

Definigao 2.3.5. Uma fung¢io K : [a,b] x [a,b] — C é denominada nicleo fracamente

singular se K(t,T) € continua sempre que t # T e se existirem M € R, 0 < § < 1, tais que

\K(t, 7)< M|t—7""", Y(t,7)€lab] x|a,b], com t#T. (2.11)

Um exemplo imediato de nicleos fracamente singular é K sendo continua.

Para ntcleo fracamente singulares, é valido o seguinte resultado (KRESS, 2014,
p.29).

Teorema 2.3.6. Suponha que K : [a,b] X [a,b] — C é um nicleo fracamente singular.
Entdo, para toda f € Cla,b|, a fung¢io

b
| Kt () (2.12)
é continua em [a,b] Além disso, o operador linear A : Cla,b] — Cla,b] definido por
b
Alf) = [ Kt f(r)dr, (2.13)

¢ compacto.
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2.4 Bases de Riesz

Em um espaco de Hilbert separavel, as bases mais importantes sao as bases
ortonormais. Em seguida, as bases que sao equivalentes a alguma base ortonormal. Estas
sao denominadas bases de Riesz, as quais constituem a maior e mais tratavel classe de

bases conhecidas (Young, 1980).

Para definir o que é base de Riesz, faz-se necessario introduzir a ideia de bases

equivalentes.

Definicao 2.4.1. Duas bases {z,} -, e {yn} —, para um espaco de Banach X sdo

equivalentes se

Y Caltn, (2.14)
n=1

¢ convergente se, e somente se
> Culn: (2.15)
n=1

¢ convergente.

Bases equivalentes sdo completamente caracterizadas pelo Teorema 2.4.2. A de-
monstragao desse teorema, apresentada a seguir, é uma versao detalhada da prova feita
em Young (1980).

Teorema 2.4.2. Duas bases {xj};il e {yj};'il para um espaco de Banach X sdo equiva-
lentes se, e somente se, existe um operador linear, inversivel e limitado A : X — X tal

que Axj = y; para todo j =1,2,3....

Demonstragdo. - Suponha que {x; };’il e {yj};il sao bases equivalentes para X. Se z € X,

com

=Y ¢y, (2.16)
j=1
entao a série -
Az = cy;, (2.17)
j=1

converge para algum elemento Ax € X. O operador A definido dessa maneira é linear,

bijetivo e Az; = y; para todo j = 1,2,3.... Para provar que A ¢é limitado e inversivel,
defina .
Az = ajy;, (2.18)
j=1
sendo a; = aj(x) = ¢j, 7 = 1,2,...,n, o coeficiente funcional relativo a z, conforme

descrito em 2.1.1. Entao, é evidente que

Ar = lim Ayz, VeeH. (2.19)



Capitulo 2. PRELIMINARES 24

Em virtude do Teorema 2.1.3, cada A,, : H — H é limitado, pois

1Anzlls < 3 lag (@) sl < D0 Mj [l Nyilly = Kn ll2lly, (2.20)

Jj=1 Jj=1

com K, = 3> M; ||yl n=1,2,3,....
=1

[e.9]

.1 € convergente, para cada x € H, entao

Assim, como a sequéncia {||A,z||,}
{|[Anz|l, },, é limitada. Logo, pelo principio da limitagao uniforme (Kreyszig, 1978, p.
249-250), a sequéncia {||A,||},~, também ¢é limitada. Ou seja, existe K € R tal que

A
|\An\|:supm§[(<oo, Vn=1,2,.... (2.21)
w20 2]l

Logo, para todon =1,2,3,...
1Al < 1 Aull llzllg < K il (222
Agora, dado € > 0 e z € H, existe N = N(z) € N, tal que para todo n > N, tem-se
||Ape — Azx||,, <&, Vx eH, (2.23)

ou ainda
||Ax||H < ||Anx||H +e< K ||x||H + €. (2.24)

Como ¢ > 0 é arbitrario, tem-se
||Az|| < K ||z||,,, VveH. (2.25)

Portanto, A é limitado.

Por fim, o teorema da aplicagao aberta (Kreyszig, 1978, p. 286) garante que A é

inversivel.

Reciprocamente, suponha que existe um operador linear, inversivel e limitado

A: X — X tal que Az; = y; para todo j =1,2,2.... Assim,

A (Z (Ijﬂ?j) = Z CL]'A (xj) = Z a;Yj, (226)
j=1 j=1 j=1

Ail (Z (ljZ/j) = Z CL]’Ail (y]) = Z CL]‘QZ]'. (227)
j=1 j=1 j=1

Como (2.26) é convergente se, e somente se, (2.27) é convergente, segue-se que {x,};~, e

{y; };’il sao equivalentes. -

Outra definicao importante diz respeito a sequéncias biortogonais.
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Definigao 2.4.3. Seja H um espago de Hilbert. Duas sequéncias {xy,}_, e {yn} ., de
‘H sao biortogonais se

0, m#n
<xm7 yn>'H = 5mn = %
1, m=n.

Conforme exposto em Young (1980), a sequéncia biortogonal {y, } - serd deter-
minada unicamente se, e somente se, {z,} -, for completa. Assim, toda base {z,} —
para um espaco de Hilbert possui uma tnica sequéncia biortogonal {y,},-,. Com esse par
biortogonal, todo vetor x € H pode ser representado exclusivamente na forma

o0

Z ., Yn)Hn- (2.28)

Ademais, como mostrado em Young (1980), {y,}, -, também ¢é base para H. Isto
é, em um espaco de Hilbert, uma sequéncia biortogonal a uma base é ela mesma uma base.
Um resultado interessante sobre bases equivalentes e sequéncias biortogonais, é apreentado

no Teorema 2.4.4.

Teorema 2.4.4. Duas bases equivalentes de um espago de Hilbert H possuem sequéncias

biortogonais equivalentes.
Demonstragio. Vide Young (1980, p.31). O

Com respaldo nas defini¢oes e resultados anteriores, ja é possivel definir o que é

base de Riesz.

Definicao 2.4.5. Uma base { f,} -, para um espago de Hilbert H é chamada base de Riesz
se for equivalente a uma base ortonormal. Isto é, se for obtida de uma base ortonormal

através de um operador inversivel e limitado.

E importante observar que uma base de Riesz {fn},—, para um espaco de Hilbert

¢é necessariamente limitada, ou seja,
0 < inf||fally < sup||fally < oo. (2.29)

De fato, se {f,},, for obtida de uma base ortonormal {e,} -, através de um operador
inversivel e limitado A, entao para n > 1, tem-se

1

<I|Ifullyy < |A 2.30
AT <[l fally < [IAll- (2.30)

Dai, segue que se {f,} -, é uma base de Riesz, entdo a sequéncia { f,/|| fnll2} ., também
¢ uma base de Riesz, pois existe um operador inversivel e limitado 7' tal que

€n

Te, = —1
|1l

(2.31)
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logo, o operador AT é inversivel e limitado, com

Jn

AT)e, = .
S TAT

(2.32)

A desigualdade resultante do Teorema 2.4.6 a seguir é denominada desigualdade
do tipo Bessel. Optou-se por apresentar a demonstracao desse resultado por nao té-la

encontrada em livros cléassicos de andlise funcional.

Teorema 2.4.6. Seja {f,}.~, base de Riesz para um espago de Hilbert H. Entao, existe
c € R tal que

S [ Syl < cllhlfy. Ve H. (2.33)

Demonstragio. Seja {e,} -, uma base ortonormal para H. Como { f,,} —, é base de Riesz,

existe um operador A : H — H, linear, limitado e inversivel tal que

Ae, = fu. (2.34)

Logo, se h € H,
(h, fa)w = (h, Aea)y = (A™h, en)y, (2.35)

sendo A* o operador adjunto de A. Assim, pelo Lema 2.1.2, tem-se
Z| (ho fadn Z| (Ahyen)ul” = [|A™h][5. (2.36)
Como ||A*h|[5, < ||A*]|||h|[35,, obtém-se o resultado. O

As proximas defini¢es sao de grande importancia para a caracterizagao de bases
de Riesz.

Definicao 2.4.7. Duas sequéncias {fn}.—; € {gn},—, de um espaco de Hilbert H sdo

quadraticamente proximas se

S lfo = gully, < o0 (2.37)
n=1

Definicao 2.4.8. Uma sequéncia {f,},—, de um espaco de Hilbert H é w-linearmente

independente se

S enfn =0, (2.38)

n=1

implica que ¢, =0, n=1,2,....

Uma maneira de verificar se uma sequéncia ¢ w-linearmente independente ¢é através

de sequéncias biortogonais, conforme o Teorema 2.4.9 a seguir.

Teorema 2.4.9. Sejam {f,},—, € {gm} _, duas sequéncias de um espago de Hilbert H.

Se {fu}—, € biortogonal a {gm}-_,, entao {fn} —, € w-linearmente independente.
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Demonstracao. Suponha

i Cnfn = 0. (2.39)
n=1
Tomando o produto interno com g,,, m = 1,2,..., em ambos os lados de (2.39)
i (fr, gm)w = 0. (2.40)
Mas como {f,} —, é biortogonal a {g,,} ~_,, decorre que ¢,, =0, m = 1,2,.... Portanto,
{fa}>2, é w-linearmente independente. O

O préximo teorema fornece um resultado de extrema relevancia para este trabalho.
As demonstracoes desse resultado disponiveis na literatura geralmente sdo muito sucintas.

Por isso, houve grande esfor¢o para desenvolver uma demonstracao consistente e detalhada.

Teorema 2.4.10. Seja H um espagco de Hilbert. Qualquer sequéncia w-linearmente
independente {g,}.., de H que € quadraticamente prézima a uma base de Riesz {fn}—

de H, € ela propria uma base de Riesz.

Demonstracdo. Por definicao, existe um operador A : H — H linear, inversivel e limitado

e uma base ortonormal {e, } ~  tais que
Ae, = fn, n=1,2,3,.... (2.41)

Dado qualquer x € H, pode-se escrever

T=) e, (2.42)
n=1
com -

> len]? < o0, (2.43)

€ o0

2 2

12013 = >_ leal” (2.44)

n=1

pelo Lema 2.1.2. Defina o operador 1" : H — H como

Tx—zcn n = 9n) (2.45)

Note que T esta bem definido, pois dado x € H, a série

S e (fo — gn). (2.46)

n=1
converge em H, ja que para todo N =1,2,3,...
1
2

N N N N %
3 lea (=)l - Z|cn|||fn—gn||ﬂs(z|cn|2> (Z||fn—gn||2) 247
n=1 n=1

n=1 n=1
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(usou-se a desigualdade de Schwarz).
Verifica-se que T é um operador linear, pois se
T =) e, (2.48)
n=1
¢ [e.e]
y=> dpen, (2.49)
n=1
entao -
T(x+y) = ch+d —gn) =T(x) + T(y),
=l (2.50)
ch gn) = kT(x), VkeC.
Note também que, para todo x € H, tem-se
2
1Tz l3, = fn = gn)
H
2
<[ len - uH] 251)
2
- [Z el 1= )l -
n=1
Pela desigualdade de Schwarz
0o 00 %
2
3 el = glb < |35 e ] Sl - 0l
=t = L (2.52)
- 2
el | 33 10— 0l
n=1
o0 3
Logo, ||Tx||,, < k||x||,, sendo k = [E | fr — gnHi} . Portanto, T" é limitado.
n=1
Agora, note que
en = Y cje, (2.53)
j=1
sendo ¢;j = 1se j =mn, ec; = 0sej# n Assim, para todo n = 1,2,3..., tem-se
Te, = fn — Gn- L0g07
2 2
> Teallzy =D 11fo = gulli - (2.54)
n=1 n=1

Devido a esse fato, pode-se recorrer ao Teorema 2.3.4 para concluir que 7' é um operador

compacto. Além do mais, a equagio (A —T)e = 0 tem como unica solugdo e = 0. De fato,

o0

o0 o0
=Y (een)ufn— D (e en)u (fu = (e, en)1gn,
n=1 n=1

n=1

(2.55)
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e entdao e = 0 pela independéncia w-linear. Assim, o operador A — T é injetivo. Como T é
compacto, o Teorema 2.3.3 garante que A — T é bijetivo e tem inversa limitada. Por fim,
como

(A=T)en = gn, (2.56)

o0 7

conclui-se que {g,},., é¢ uma base de Riesz para H. O

2.5 Regularizacao de Problemas Lineares por Truncamento

No tratamento numérico do problema inverso designado, assim como comumente
ocorre com outros problemas inversos, havera de se trabalhar com problemas lineares mal
condicionados e dados com ruido. Assim, hd a necessidade de se estabelecer um suporte

tedrico para saber lidar com essas situagoes.

Seja o sistema de equagoes lineares da forma
Ax = b, (2.57)

com A € R"™" e b€ R™, para m,m € N. Se m =n e A é ndo singular, entao a solucao
de (2.57) ¢ dada por A~'h. Em geral, evita-se a determinagdao de A~!, devido ao alto custo
computacional, principalmente para matrizes de grande porte. Métodos mais eficientes
para resolver esse tipo de problema consistem em fatorar a matriz A em matrizes mais
simples e entdo resolver (2.57) por intermédio de sistemas lineares que se beneficiam das
estruturas dessas fatoragoes. Uma fatoragao importante é a chamada decomposicao em

valores singulares (SVD), resumida no Teorema 2.5.1.

Teorema 2.5.1. Seja A € R™*™ tal que posto(A) =r, r < min{m,n}. Entdo, existem

matrizes U= [uy, ..., Uy] € R™™ e V=[v,...,v,] € R"™™ ortogonais tais que
o O
A=UsVT, u=| 7 ol € R™X" (2.58)
em que Yy = diag(oy,...,0,), com os valores singulares o; ordenados de modo que

oy > >0, >0.
Demonstragio. Golub e Loan (2013, p. 76). O

A SVD permite calcular a solugao de (2.57) como um método direto, sendo bastante
eficiente nos casos em que A é nao singular, haja vista que, nesses casos m = n = r e como
U e V sdo ortogonais resulta que z = VE~'U7b, sendo ¥~! facilmente determinada devido

a sua estrutura diagonal.
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Para os casos que nao se tem m = n = r, introduz-se o problema de minimos
quadrados linear
r = argmin ||Az — b, (2.59)

zeR”
cuja solucao envolve a utilizagao da chamada matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose,
entendida como uma inversa generalizada e denotada por Af. Uma maneira de construir

A" é por meio da SVD de A, obtendo-se

Yl 0
0 0

Al =V

] uT. (2.60)

Com isso, as solugoes do problema de minimos quadrados linear (2.59) sdo da forma
{ATb +wjlw e N (A)}, sendo de maior interesse a obtencao de

zt = ATb, (2.61)

da qual as outras solug¢oes podem ser construidas adicionando w € N(A). Vale ressaltar
que 2! corresponde & solucdo de norma minima dentre todas as solucdes do problema de
minimos quadrados linear (2.59), a tinica com tal propriedade, decorrente de propriedades

geométricas.

Conhecendo a SVD de A, é possivel obter z', j& que
NPT
et =ATb=> v, (2.62)

j=1 9
2.5.1 Ruido nos Dados e Critério de Parada

Um problema de interesse a ser considerado consiste em resolver problemas mal

condicionados da forma

T = argmin HAJC — 5‘
zeR"

Q,AeRmX”,mZn,5:b+e, (2.63)

nesse caso b representa dados com ruido. Problemas dessa forma surgem com recorréncia
na pratica, sendo denominados problemas mal-postos discretos. O ruido € advém, por
exemplo, da imprecisao numérica ou erros de medicao, principalmente quando os dados
sao obtidos experimentalmente. Diante disso, a solu¢ao do problema (2.63), & = A'h, serd
significativamente contaminada pelo ruido e pode diferir consideravelmente da solugao
procurada xf = A'b. Para esclarecer, utilizando a SVD de A, a solucdo do problema de

minimos quadrados (2.63) é dada por

T

=y
j=1

.
5, (2.64)

V..
J
O'j

O principal problema envolvendo Z é que os componentes do ruido b podem ser

amplificados expressivamente, devido a divisao por pequenos valores singulares; nessas
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condicdes, a estimativa calculada pode diferir muito da solucdo z'. Para filtrar a contribui-
¢ao do ruido na solugdo calculada, o método da TSVD (SVD truncada) fornece solugoes
regularizadas truncando a soma (2.64) em k < r termos (Hansen, 1998).Sendo assim, a

solugao com TSVD ¢ definida por

k
=Y Lov;, k< (2.65)

Todavia, se k nao for escolhido adequadamente, a solucao z, captura informagoes
insuficientes do problema, ou o ruido nos dados domina a solugao aproximada. O desafio

do método da TSVD é, portanto, escolher um parametro de truncamento adequado.

O método TSVD pode ser entendido como um método iterativo, assim pode-se
utilizar um critério de parada para determinar o parametro k. Um critério de parada
bastante disseminado e com suporte tedrico é o principio da discrepancia (DP), proposto

por Morozov (1984). Esse critério sugere parar o processo iterativo no primeiro k tal que
16— Azi||, < 7lel, (2.66)

em que 7 Z 1.

2.5.2 Inclusdo de InformacGes a Priori em Problemas Lineares

Para incorporar informagoes a priori sobre suavidade das solugbes ¢é interessante

resolver o problema
xy, = argmin ||[Az — b||,, sujeito a min||Lz||,, (2.67)
zeR"
em que L é uma matriz a ser especificada.
Em certas circunstancias, isso pode ser mais interessante do que resolver (2.59) de
forma que se minimiza ||z||, (Hansen, 1989). Considere, por exemplo, que L é o operador
derivada discreta, ao buscar uma solucao x € R™ de (2.67) deseja-se que ||Lz||, seja

minima, e ||Lz||, controla as oscila¢oes da solugdo (pois variacoes bruscas de derivada

indicam solugbes menos suaves).
De acordo com Eldén (1982, p. 490), no caso em que N(A) NN (L) = {0}, o
problema (2.67) tem solugao unica dada por
vy, = (I - (LP)'L) Ap, (2.68)
sendo P =1 — ATA. A matriz ([ —(LP)t L) At é denominada a matriz pseudo-inversa
com peso L da matriz A.

Para prosseguir, é necessario introduzir a GSVD (decomposi¢ao em valores singula-

res generalizada). A GSVD consiste em uma SVD conjunta para o par de matrizes (A, L).
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Apesar de ser desenvolvida e estar presente em trabalhos anteriores, a versao da GSVD

apresentada nesta dissertacao é baseada em Hansen (1998).

Teorema 2.5.2. Considere o par matricial (A, L), A € R™*" ¢ L € RP*"™ comm >n > p,
posto(L) = p e N(A) NN (L) = {0}. Entdo existem matrizes U = [uy,...,u,] € R™*" e

V =[v1,...,vp] € RP*P com colunas ortonormais, tais que
S; 0
A=U|""! X, L=V(S, 00X, (2.69)
0 I,
em que X = [Xq,...,X,] € R éndo singular, Sy = diag(oy,...,0,) e Sy = diag(p1, . . ., f1p)-

Além disso, os valores singulares sdo ordenados da sequinte maneira:
0<o01<-+-<0,<1 e 1>p>-->p,>0, (2.70)
e normalizadas de modo que
ol =1, i=1...,p.

Os wvalores singulares generalizados de (A, L) sao definidos por
0;

=—, t=1...,p. (2.71)
22

Vi

Observagao 2.5.3. Os o; ndo tém relagio com os valores singulares o; de A descritos no

Teorema 2.5.1. O mesmo vale para os vetores u; e v;.

Ha uma importante conexao entre a matriz pseudo-inversa com peso L de A com a

GSVD do par (A, L). De fato, seja A = UXX !, L =VAX"!a GSVD do par de matrizes

(A, L), entdo, como provado em Eldén (1982, p. 492-493), se N'(A) NN (L) = {0}, tem-se
que

Ap = (1—(LP)' L) AT = XxxtU" (2.72)

Dessa forma, a solugao de (2.67) é dada por

rp = XXUTD. (2.73)
No caso especial em que 0 < 07 < 09--- < 0, usando o fato que X = [xy,...,X,],
U=[uy,...,u,]e
—1
0 I,
tem-se entao que
p LlTb n
i=1 Ji i=p+1

Da mesma maneira que a SVD, no caso de dados com ruido b, a solugéo de (2.67)

dada pela GSVD, 7, = AEI;, sera contaminada pelo ruido e pode diferir expressivamente
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da solugao procurada xj = ATLb. Uma alternativa para filtrar a contribui¢cdo do ruido na
solugao é truncar a solucgao (2.74), evitando a divisdo por pequenos valores singulares.

Assim, é introduzida a solugdo TGSVD (GSVD truncada), definida por

_ Looulb LI
Tre= ), x;+ > (u] b)x;. (2.75)
i=p—k+1 Ji i=p+1

Neste trabalho, sera utilizado o DP para determinar o parametro k, truncando a solucao

no primeiro k tal que
B — Azp i, < 7lell, (2.76)
sendob=b+eer 1.

E importante salientar que, alternativamente & regularizacéo pela TGSVD, pode

ser considerado o método de regularizacao de Tikhonov da forma geral dada por

iy = argmin|| Az — b||2 + A?| Lz, (2.77)

reR™
em que A > 0 é um parametro de regularizacao.

Conforme Hansen (1989), a GSVD do par (A, L) pode ser utilizada para se obter a

solugao de (2.77), como sendo

Ty = zp: [u-Tg i Xi‘| + En: (ul'b)x;. (2.78)

pll R R R i=p+1
(lembrando que 77 = Z—z ). Nesse caso, a TGSVD correspondente é
z v % - 7
iv= > [ui b— i )\2Xi] + > (u/b)x;. (2.79)
i=p—k+1 Vi i=pt+1

A forma geral do método de regularizacao de Tikhonov ja foi utilizada em problemas
inversos de transferéncia de calor, tal como em Hazanee et al. (2015) e Bazéan, Bedin e
Bozzoli (2016). No presente trabalho, optou-se por obter solugoes baseadas na TGSVD.
Para mais detalhes sobre a TGSVD, pode-se consultar Hansen (1989) e Hansen (1998).
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3 FORMULACAO DO PROBLEMA, TEORE-
MAS DA EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCAO

Neste capitulo, é realizada a formulagao do problema direto e inverso. Mais ainda,
a abordagem analitica aqui se concentra, tendo como foco principal provar a existéncia e

unicidade de soluc¢ao do problema direto e inverso sob condi¢oes suficientes.

3.1 Problema Direto

Seja a equagao do calor
Up = Ugy +7(8) f(2,1), (2,1) € Qrp, (3.1)

com a condi¢ao inicial

u(z,0) = p(x), =z €, (3.2)
condicao de contorno de Dirichlet
u(0,t) =0, te]l0,7], (3.3)
e condicao de contorno de Wentzell-Neumann
Uz (0, 1) + Qge(1,8) =0, t€[0,T], a>0. (3.4)

Lembrando que © = (0,1), Qpr = Q x [0,T] com T > 0 fixado. As fungoes f, r e ¢ sao
conhecidas, f é continua em Qp, 7 é continua em [0, 7] e ¢ é continua em Q. Assumindo
que (3.1) é valida em = = 1(essa é uma hipétese razoavel se ¢, f e r forem suficientemente

suaves, como serd visto na Secao 3.3), tem-se

Upe (1,) = ug(1,8) — r(t) f(1,1). (3.5)
Substituindo (3.5) em (3.4), obtém-se a condigao de contorno

uz(0,8) + auy(1,t) = ar(t) f(1,1). (3.6)

O problema direto consiste em encontrar u € C*1(Qr) tal que (3.1)-(3.4) sejam satisfeitas.
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3.2 Problema Espectral Auxiliar
Usando o método de Fourier (separagao de variaveis) em (3.1), supde-se
u(x,t) = X(x)W(t). (3.7)

Considerando o caso homogéneo r(t) f(z,t) = 0, tem-se

X (2)W'(t) = X"(x)W (1), (38)
que se reescreve como W’(t) X”( )
o = X (3.9)

Como o lado esquerdo de (3.9) depende apenas de t e o lado direito depende somente de

x, deve-se ter

W'(t) + AW (t) =0, (3.10)
X"(z) + XX (z) = 0. (3.11)

Além disso, de (3.3)
u(0,t) = X (0)W(¢t) = 0. (3.12)

Como deseja-se W (t) # 0, entao X (0) = 0. Ainda, por (3.4)

X' (0)W(t) + aX"(1)W(t) =0, (3.13)
donde
X'(0) +aX"(1) = 0. (3.14)
Mas, de (3.11)
X"(1)=-2X(1). (3.15)
Logo,
X'(0) — aXX (1) = 0. (3.16)

Assim, considera-se o problema de autovalor

~X"(2) = \X(2), ze€(0,1), (3.17)
X(0)=0, X'(0)—arX(1) =0, (3.18)

em que « > 0.

=

Para os propoésitos deste trabalho, é importante mostrar que (3.17)-(3.18) é u
gd

1_
problema néo auto-adjunto. Considere o produto interno em L? [0, 1]: (f, g) 12001 = [ fgdx
0
e defina o operador £, X = —X” — AX, com dominio dado pelas fungdes X € C?(0,1) N
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C1([0,1]) tais que (3.18) vale. Dado qualquer Z € C?(0,1) N C*(]0, 1]), integrando por

partes duas vezes, obtém-se

1 __ _
(LrX, Z) oo = — / (X" + X)) Zdx
0 (3.19)

— _Z()X (1) + XW)[Z/(1) + a3 Z(0)] — /OIX(Z” +X2)de.

Isso significa que L5 é o operador adjunto de £, com dominio dado pelas fungoes Z €
C?(0,1) N CY([0,1]) tais que Z(1) =0 e Z'(1) + aAZ(0) = 0, uma vez que essas condigoes
de contorno se mantiverem, tem-se (L)X, Z)2(01) = (X, L5Z)12[01]- Isso sugere que o
problema adjunto de (3.17)-(3.18) é dado por

~Z"(x) = XZ(x), x€(0,1), (3.20)
Z(1)=0, Z'(1)+arZ(0)=0. (3.21)

Claramente o problema (3.17)-(3.18) é diferente do problema (3.20)-(3.21). Isso
significa que (3.17)-(3.18) é um problema nao auto-adjunto. Devido a isso, nao ha como
garantir a existéncia de uma base ortonormal para L?[0,1] formada pelas autofungoes
desse problema, como é usual em problemas auto-adjuntos. Nao obstante esse fato, sera
verificado adiante que o problema (3.17)-(3.18) possui propriedades interessantes, e mesmo
que as autofunc¢des ndo formem uma base ortonormal, elas constituem uma base de Riesz
para L?[0,1], o que possibilitarad provar a existéncia e unicidade de solu¢io do problema

direto.

3.2.1 Autovalores e Autofuncoes do Problema Espectral Auxiliar

Percebe-se que A = 0 ndo pode ser autovalor do problema (3.17)-(3.18). De fato, se
esse fosse o caso, de (3.17) se obteria X”(x) = 0, donde X (z) = ax+b. Considerando (3.18),

resultaria que X (x) = 0, a qual ndo é uma solugao desejada.

Entéo, supde-se A # 0, A € C. Observa-se que v/ assume dois valores complexos
A1 e Ay tal que \; = —Xy. Um desses valores, diga-se A, satisfaz Re(A;) > 0 enquanto o
outro satisfaz Re(A\y) < 0.

Supondo X (z) = €™ como solugao para (3.17)-(3.18), resulta que 7>+ X\ = 0. Assim,
tem-se duas solucoes para r: 1y = i)\ e r9 = idy. Nota-se que —ri = —r3 = X e 1 = —7y,
de modo que apenas um dos valores de r é necessario, pois ambos os valores de r retornarao
o mesmo autovalor. Considerando r; como o valor de r, a solugao de (3.17)-(3.18) é dada
por

X(z) = C1e"® + Che™", (3.22)
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1T
Y

pois {€"*, e} é um conjunto linearmente independente, solucao de (3.17). Aplicando

as condicoes de contorno (3.18), obtém-se

Ci+Cy,=0 (3.23)
T1 (Cl - Cg) -+ Oﬂ’% [C’le” + 02677"1] = 0, (324)
que resulta em
2=—ar (" —e ), (3.25)
isto é,
2 = —qi) (e — ™), (3.26)
Dai, obtém-se a equagcao
avisen(VA) = 1. (3.27)

Nota-se que nio hé solucio de (3.27) tal que Re(v/A) = 0. De fato, nesse caso
VA = bi, para algum nimero real b # 0 e (3.27) origina a equagao

aibsen(ib) = 1, (3.28)
para a variavel b, isto ¢é, tem-se a equacao
—absenh(b) =1, (3.29)

a qual nao possui solucao.

Assim, busca-se a solugao de (3.27) com Re(v/A) > 0. Da propriedade sen(z) =
sen(z) sobre C, decorre que se VA é solucao de (3.27), seu conjugado v/A também é
solugao de (3.27).

No que se segue, para cada A em (3.22), tem-se

X(w) = Cy (VA7 — e7VAT), (3.30)

A
Tomando adequadamente C; = % obtem-se que as autofungoes associadas aos autovalores
i

A sao dadas por
X(z) = Asen(vVAz), (3.31)

com A € R* arbitrario.

Usando o fato que A também satisfaz (3.27), é possivel verificar que a solucio
de (3.20)-(3.21) associadas a A sdo dadas por

Z(z) = Csen(VA(1 — ), (3.32)

Para alguma constante C' arbitraria.
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3.2.2 Numero Finito de Autovalores Complexos

Provar-se-a4 agora que (3.27) possui, no maximo, um numero finito de solugoes

complexas e uma quantidade infinita e enumeravel de solugoes reais.

Lema 3.2.1. Seja h(z) = xcos(z) + sen(z). Para cada k =0,1,2,..., existe um dnico
i€ ((Qk n ;) . (2K + 1)7r> , (3.33)
tal que
2kr <x < zp = h(z) >0 (3.34)
<o <(2k+1)m = h(x) < 0. (3.35)

Demonstragio. Seja k = 0,1,2... dado. Entao h (;T +2k7r> =1eh(2k+ 1)) =

1
—(2k + 1)7. Isso prova a existéncia de zj, € (<2k + 2) m, (2k + 1)7r) tal que h(zy) = 0.
A unicidade de zj, e as afirmacoes (3.34)-(3.35) seguem de h/(z) = 2cos(z) — zsen(x) < 0
1 1
para todo x € (<2k + 2) 7, (2k + 1)7T> e h(xz) > 0 para todo x € {ka, (Qk: + 2) W}. O

Corolario 3.2.2. Para cada k =0,1,2,..., tem-se que

1
<2k + 2) m <apsen(zry) <z, Vk=0,1,2,.... (3.36)

1
Além disso, go(r) = xsen(z) — —, a € R, € uma fungao decrescente em cada intervalo
a

[z}, (2k + 1)7] e é uma fungdo crescente em cada intervalo [2km, 7).
Demonstragio. Segue diretamente do Lema 3.2.1, pois ¢/, (z) = h(z). O

Seja a > 0. Sera considerada, sobre C, a equagao

sen(z) = —, Re(z) > 0. (3.37)

1 . 1
Seja N = sup {k €Z;, 0<k< 2}. E importante observar que 287 < — < 2(N+
T Q@

1
1)m. Nota-se também que por (3.36), 287 < (QN + 2) T < xgsen(xy) < xp < (2N + 1)7.

Com isso, tem-se os seguintes casos a serem considerados:

1
Caso A: 287 < — < xfsen(zy).
a

« Neste caso, tem-se g,(287) < 0, ga(25) > 0 € go((2X + 1)7) < 0. Portanto, pelo
Corolario 3.2.2, existem unicas solugoes p,, ¢, de (3.37) nos intervalos (2Wm, zy) e

(x5, (2N + 1)7), respectivamente.
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1
o Paracada k> 1, vale — < 2(X+ k)r + g, o que significa que g,(2(X + k)7 + g) >
a

1
0. Dai, como ¢,(2(X + k)71) = g.(2(R + k)7 + 7) = - < 0e ga(®iyr) > 0

(por (3.36)), entdo existem tnicas solugdes o(x—1), T2x—1 de (3.37) nos intervalos

(Q(N + k)m, 2(R+ k)m + ;T) e <x§+k, 2N+ k) + 7T), respectivamente.

1
e Como — > 12> sen(x) para x < —, conclui-se que
ax o

Pao <o <Top <X < T2 < ...<Tp < Tpt1 < ...

sdo as Unicas solugoes reais de (3.37). Como ¢, (pa) # 0, ¢.,(¢a) # 0, g/ (xx) # 0,

essas sao raizes simples da equacao (3.37).

1
Caso B: — = zfsen(zy).
«

1
o As fungdes ¢,(r) = — e f(z) = sen(x) possuem a mesma reta tangente no ponto
ax
1
(w3, sen(xy)). De fato, como sen(zy) + a3 cos(zy) = 0, se obtém sen(zy) = —
axyg

e cos(zg) = — Tendo em vista o Corolario 3.2.2, existe uma tnica solugao

a(ry)?
Do = oy de (3.37) no intervalo [2R7, (2R 4 1)7]. Como ¢/, (pa) = 0, g1 (pa) # 0, pa €

«

uma raiz dupla da equagao (3.37)

o Argumentando como no Caso A, é possivel verificar que todas as solucoes reais
de (3.37). sao dadas por

Po <Tp<T1 <2< ...<Tp < Tpy1 <...,

em que Ty(p—1), Top—1 SAO as Unicas solugdes de (3.37) nos intervalos

(2(& F ) 2R 4 k) ;T) ,
(2hsr 200+ k)7 + 7))

respectivamente, para todo k =1,2,....

1
Caso C: zfisen(zf) < — <2(R+ 1)7.
o

e Como gq(xf) < 0 e g, ¢ uma fungao decrescente em [z3, (2N + 1)7], ndo existe
solugdo real de (3.37) no intervalo (0, (2N + 2)7].
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1
e Jaque — < Q(N—&—l)ﬂ—l—g decorre que g, (Q(N + )+ 72T> > 0. Entao, como g, ((2(R+
«
1
D7) = ga((2X + 3)7) = —— e ga(23,,) > 0, pelo Coroldrio 3.2.2, conclui-se que
«

existem tnicas solugdes pq, ¢, de (3.37) nos intervalos (2(N + 1)m, 2N+ D)7 + g)

e (%41, (2R + 3)m), respectivamente.

« Analogamente ao Caso A, todas as solugoes reais de (3.37) sdo dadas por
Po <o <Tp <X <2< ...<Tp < Tps1 < ...,

em que Zo(,—1), T2k—1 Sa0 as unicas solucdes de (3.37) nos intervalos

(2(N+k+1)w,2(N+k+1)w+g>,

<x§+k+1a 2N+ k+ 1) + 7T) )
respectivamente, para todo k = 1,2,.... Assim como no Caso A, essas sao raizes

simples da equagao (3.37).

Para exclarecer, apresenta-se na Figura 1 a interpretacao geométrica de cada caso,

assumindo N = 0 para facilitar o esbogo.

Figura 1 — Raizes reais de (3.37) na intersegao de sen(z) com — para o Caso A , Caso
az
B e Caso C.

C

™ 2 3T 47

Fonte: O autor, 2024.

Agora, serao analisadas as solugoes complexas de (3.37). Considerando z = a + bi,

vale que

sen(a + bi) = sen(a) cosh(b) + cos(a) senh(b)i. (3.38)
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Assim, z satisfaz (3.37) se, e somente se,

, 1
sen(a) cosh(b) 4 cos(a) senh(b)i = alat ) (3.39)
isto é,
asen(a) cosh(b) — bcos(a)senh(b) = ; 3.40)
a cos(a) senh(b) + bsen(a) cosh(b) = 0. (3.41)

Sendo b # 0, manipulando algebricamente (3.40) e (3.41), obtém-se que a,b devem

satisfazer
a® + b* 1
h(b) = — 42
- sen(a) cosh(b) " (3.42)
2407 1
_— Z cos(a)senh(b) = —. (3.43)
a

E possivel constatar de (3.40) e (3.41) que se z = a+bi é solugdo de (3.37), entdo z = a — bi

também satisfaz (3.37). Além disso, valem os resultados apresentados adiante.

Lema 3.2.3. Se z = a+bi € uma solugio de (3.37) com b # 0, entao zj < a < (2k+ 1),
para algum k =0,1,2,....

senh(b)

Demonstrac¢io. Como o > 0, a > 0, > 1 e cosh(b) > 1, segue de (3.42) e (3.43)
que sen(a) > 0 e cos(a) < 0. O que significa que a se encontra em um intervalo
(72r + 2km, (2k + 1)7?), para algum k£ = 0,1,2,.... Assumindo que g + 2km < a < o3,

entdo cos(a) > cos(x}) e sen(a) > sen(x}), donde

h(b
acos(a) senb (®) + sen(a) cosh(b) > x cos(z,) + sen(x}) = 0, (3.44)
o que contradiz (3.41). Logo, pode-se concluir que zj < a < (2k + 1), para algum
k=0,1,2,... 0
Teorema 3.2.4. Para cada k =0,1,2,..., existe, no mdzrimo, uma solugcao z = a + bi,

b>0, de (3.37) tal que xj < a < (2k + 1)w. Além disso, se eziste tal solugdo, ela satisfaz
x5 < a < Do, €M que p, € dado no Caso A, Caso B ou Caso C.

Demonstragio. Supondo que z; = ay + byi, 2o = as + bei é solugao de (3.37) satisfazendo
xp < aj < (2k+1)m, b; >0, j =1,2. Assumindo, sem perda de generalidade, que a; < as,
o Lema 3.2.3 garante que zj < a3 < as < (2k + 1), para algum k£ = 0,1,2,..., o que
significa que sen(a;) > sen(az) > 0 e 0 > cos(ay) > cos(az). Ainda, considerando (3.42)-
(3.43), obtém-se

(a% + b%) cosh(by) _ ( + b%) () (n> cosh(bi) _ (3.45)

a3 + b3 ) cosh(by) a3 +0b3) \ay/ \ senay/ cosh(by)
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Assim como

|- ai + b\ (ba (cos al) senh(by) - aj + b7\ (b2 senh(b,) (3.46)
a3 +b3) \ by ) \cosay/ senh(by) a3 +b3) \ by ) senh(by)’ '
Dai,
ai + bi cosh(by) - ai + bi by senh(bl)’ (3.47)
a3 + b3 ) cosh(by) a3+ b5 ) \ by ) senh(by)
ou ainda

tgh(by) _ teh(bs)
by by
em que tgh(z) é a tangente hiperbélica de . Como

a4 (tgh(@> _ ! <1 _ senh(@) cosh(x)) <0, (3.49)

dx x  cosh? () x

(3.48)

tgh(z)

se z > 0, a fungdo v — é decrescente em (0,00). Assim, por (3.48), obtém-se

h
senh(z) ¢é crescente

by < by. Além disso, considerando (3.46) e o fato que a fungao x —

em (0, 00), conclui-se que

senh(by)

2 2 2 2
al + b1 bl al + bl
1 —_— .
< <ag+bg> senh(By) < <a§+b§ 7 (3:50)

by

Isto é, af + b3 > a3 + b3, o que contradiz a; < ag, by < by. Isso prova a unicidade de a.

Agora, supondo que z = a+bi, b # 0, satisfaz (3.37) e que a > p,. Pelo Lema 3.2.3
tem-se que z} < a < (2k + 1), para algum k£ > X (Caso A ou Caso B) ou para algum
k> N+1 (Caso C). A seguir, é apresentada a prova para o caso k = X (Caso A ou Caso
B) ou k =X 41 (Caso C). Para outros valores de k a prova é andloga. Seja ¢, como

descritos no Caso A ou Caso C; se o Caso C for verdadeiro, considera-se q, = p, = Ty.

1
Usando o fato de que g, sen(q,) = —, de (3.43), b*> > 0 e — cos(a) > — cos(z}), tem-se
a

Z+0? h(b
¢ : cos(a) senh(b) > — cos(z})(x})? senb( )

Qo Sen(Qa) = - (351)

Como (z})%cos(x}) + xfsen(z;) = 0 e g(r) = xsen(z) é uma funcio decrescente em
[z}, (2k + 1)7], obtém-se

h(b
xy sen(zy) > qosen(q,) > sen(zy)x), senb ( ) (3.52)
h(b
Donde, M < 1, mas isso é uma contradi¢ao. Assim, vale que a < p,, . O

Teorema 3.2.5. Sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:

(i) SeX =0 e 0o Caso A ou Caso B ocorrer, todas as raizes de (3.37) sio reais;
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(ii) SeX >1eo0 Caso A ou Caso B ocorrer, haverao 2R raizes complexas zq, Zo, 21, Z1,- - -
-1, 2n_1 de (3.37);

(iii) Se o Caso C ocorrer, haverao 2(X + 1) raizes compleras 2o, %y, 21,21 - - - , 28, 2

de (5.37).

Demonstragio. (i) Se o Caso A ou Caso B ocorrer com X = 0, entdo p, < . Assim,
se z = a+ bi, b # 0 é solugao de (3.37), entdo 0 < a < p, < x§, 0 que contradiz o

Lema 3.2.3. Portanto, neste caso, todas as raizes sao reais.

(ii) Agora, serd assumido que o Caso A ou Caso B ocorre com X > 1 e que b > 0 ¢é
arbitrario. Introduzindo-se a fungao U(x) = x cos(x) senh(b) 4+ bsen(z) cosh(b). Para

cada j =0,1,2,... tem-se que

U((25 +1)m) = —(2j + 1)msenh(b) < 0, (3.53)
e
* " . tgh(b)
U(xj) = sen(xj)(b cosh(b) — senh(b)) = Sen(:vj)bcosh(b) 1-— 2 > 0, (3.54)
., tgh(b) .
ja que 0 < ————= < 1, para todo b > 0. Isso significa que, para cada b > 0 e

J=0,1,2,.. existe 2} < t;(b) < (2j + 1)m tal que U(t;(b)) = 0. Como

, 1 sen(t;(b)) .. tgh(b)
blif(%_ t;(b) cos (t;j(b)) _blgtr)zr b -1 (3:55)

segue que lim ¢;(b) = x;,j=0,1,2,.... Paracadab>0e j=0,1,2,..., seja
b—0+

[t;(D)]? + b? 1
. 1 .
Nota-se que, se j =0,1,...,R — 1, vale que z}sen(x}) < zj < 278 < —, e assim
a
lim V;(b) = x% : L 0 3.57
Jim -()—xjsen(xj)—a< . (3.57)

Também,

V;(b) > 0 cosh(b) Sertl%gb)) - ;

= —b* cosh(b) cos (t;(b)) teh(b)

1
a (3.58)
= —bsenh(b) cos (t;(b)) —

> bsenh(b)(— cos (z7)) —

b
1
«Q
1
J o
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O que significa que Vj(g) > 0 para algum b > 0 suficientemente grande. Como (3.57)
e (3.58) fornecem que bl_i)r(%\/j(b) <0e V](B) > 0, paraalgum j =0,1,...,X—1, pode-
se concluir que existe 0 < b; < b tal que V;(b;) = 0. Entao, definindo a; = ¢;(b;),
pode-se verificar que (a;, b;) satizfaz (3.40)-(3.41), isto é, z; = a; + ib; é uma raiz
complexa de (3.37) com b; > 0 e 2} < a; < (2j + 1), para cada j =0,1,..., R — 1.
Do Teorema 3.2.4, conclui-se que existe uma tnica raiz com z; < Re(z;) < (2j +1)m,
7=0,1,...,8—1. Portanto, considerando-se também as raizes complexas conjugadas

Zj, haverao 2N raizes complexas de (3.37).

(ii) Por fim, assumindo-se o Caso C, tem-se zjsen(x}) < ;. Assim, a fungao Vi
ssatisfaz (3.57) e (3.58), de modo que existe uma tunica raiz complexa zg = ag + ibg
de (3.37) tal que 23 < ap < (2R + 1), by > 0. A existéncia das demais raizes
complexas pode ser provada analogamente, pois para 7 =0,1,..., N — 1, tem-se que

wisen(z}) < a2 < 2mj < 27N < xfsen(wy) < o

]

| —

Corolario 3.2.6. Se

< xfsenxy, todas as solugoes de (3.37) sio reais. Em particular,

o mesmo € vdlido se — <

Qg

7r
2
. 1 . . o <
Demonstragio. Se — < xfsenzf, o item (i) do Teorema 3.2.5 é vélido. A segunda afirmagao
a

s
segue do fato que xjsenzj > 5 L]

Observa-se, por construgao, que os autovalores complexos A do problema espectral

2

auxiliar sao dados por A = ZJQ ou A = 7;°, sendo z; conforme o Teorema 3.2.5; os autovalores

reais sdo dados considerando A\ = p?, A = ¢2 ou A = x7 do Caso A, Caso B ou Caso C.
Dessa maneira, por questao de notacao, serao denotadas v/Ag, VA1, VA2, ..., VAp,...COMO
as solugoes de (3.37) tais que

Re(\/Mo) < Re(y/M) < Re(yha) < ... < Re(\/An) < Re(yAs1) < ... (3.59)

Mais precisamente:

« Se o item (i) do Teorema 3.2.5 for vélido, todas as aolugoes de (3.37) sdo reais e

tem-se
\/;OIPOU\/)\71:(]047\/)‘72:550;\/)\73:1317-“;\/)\7%:-772%—1); Aoky1 = Togp—1,- - -

(3.60)
para o Caso A e

\/Tozpom\/)\712900,\/;2=I1,\/)\73=9€2,--.,\/)\2k—1 sz(kq),\/)\jk:w%—l,----

(3.61)
para o Caso B.



Capitulo 3. FORMULACAO DO PROBLEMA, TEOREMAS DA EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCAO 45

 Assumindo agora que o item (ii) do Teorema 3.2.5 é valido. Para o Caso A, tem-se

\/)\»02207\/;1:70,\/;2221, Ag =71, )\naflzszla\/E:szb
vV Anat1 = Pas \/ Anat2 = Qo \/ Ang+3 = L0, \/ Ang4a = T1, - -, (3-62)
at

Ana+142k = T2(k-1), An

242k = T2k—1, - - -,

em que n, = 2N — 1. Para o Caso B, tem-se

0 = 2o, \//\1 = Z0,\/ A2 = 21, \/ A3 =71..., \/ Ana—1 = 281,/ Ang = Zn_1,
*
\/ )\na+1 :pa:xN; V Ana+2:x07 \/ )\na+3:x17"‘7

Ana+2k = T2(k-1), Ang+142k = T2k—1,- - -

>~

(3.63)

Se o Item (iii) do Teorema 3.2.5 for vélido, tem-se

Ao = 20, \/ A1 = Z0, \/ A2 = 21, VA3 = 21, -+ o, A Ana—1 = 20, \/ Any = 2,
A/ >\nQ+1 = Pas \/ )\na+2 = (o, )\na+3 = To,\/ )\na+4 =T1,.. ., (3~64)
Anat2k41 = To(k—-1)\/ Ana+2k42 = T2k—1,- - -

em que n, = 2N + 1.

Como resultado dessas constatacoes, tem-se o Lema 3.2.7.

Lema 3.2.7. Se 0 Caso A ou Caso C for verdadeiro, todas as solucoes reais v/ A,
de (3.37) satisfazem
nw—g </ An <n7r—|—g. (3.65)

Demonstragio. Primeiramente, supondo que o item (i) e o Caso A sao validos. Entao,

em virtude de (3.60), para cada k = 0,1,2,..., tem-se

2Um < /Ao < 2k + g (3.66)
(§]
.T;; < >\2k+1 < (2k: + 1)71' (367)

Se n for par, fica evidente em (3.66) que (3.65) é valido. Como z} > 2km + g, tomando

n =2k+1em (3.67), tem-se nw > VA, > (n—1)7 + g =nm — g, donde obtém-se (3.65).

Agora, assumindo que o Item (ii) e o Caso A sao validos. Entao, por consequéncia
de (3.62), tem-se

2R+ I)T < \/Ansorrs < 20N + k)7 + g (3.68)

I';}Jrk < 4/ )\na+2k+2 < 2(N + k)7T + . (369)
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Para cada k = 0,1,2,.... Tomando n = n,+2k+1 em (3.68) e m = n, +2k+2 em (3.69),
segue que nT < VA, <nT+Femm > VAn >ai > 2R+ E)r+T=m -1+ 5 =

mm — %, respectivamente, que garante que (3.65) seja satisfeita.

Se o Caso C for valido, segue de (3.64) que, para cada k =0,1,2,...,

AR+ + 1) <\ husorsr < 208+ &+ D + g (3.70)

Tagpst <\ Anatord2 < 2N+ k+ )7 + 7. (3.71)

Entao, tomando n = n, + 2k + 1 em (3.70) e m = n, + 2k + 2 em (3.71), tem-se
nT < VA <nr+Gemm > Ay > iy > 2R +FE+H )+ 5 = (m -1+ =mr— 7,

respectivamente, donde (3.65) é verdadeira.

[]

3.2.3 Propriedades do Problema Espectral Auxiliar

Como monstrado anteriormente, o problema possui um ntimero finito de autovalores
complexos e esse nimero depende do parametro a. Serao denotados por Ag, A1, ..., A\n,,

os autovalores complexos e Xy, X1, ..., X, , as respectivas autofung¢oes associadas, sendo
X, (z) = vV2sen(y/ A\pz). (3.72)

Como o problema (3.17)-(3.18) é nao auto-adjunto, nao é evidente que o sistema
{X,},2, constitui uma base para L?[0,1]. Note que essa sequéncia de fungdes nao é

ortogonal em L? [0, 1].

No entanto, é possivel averiguar se esse sistema de fun¢oes forma uma base de Riesz

em L?[0,1]. Uma forma de fazer isso, tendo como base o Teorema 2.4.9 e o Teorema 2.4.10),

[e.9] 7

é verificar se {X,,} _, é biortogonal a algum outro sistema de fun¢des. Um conjunto de

o0
n=0"’

Zo(x) = C'sen <\/Yn(1 _ x)) | (3.73)

Vale a pena notar que {X,,}~ ;e {Z,} —, ndo sao biortogonais. Na verdade, conforme Mar-

fungdes que parece ser natural para fazer essa verificagao é {Z,} dado por

chenkov (2006), tem-se as seguintes relagoes:

N V3
/OXn(m)Zk(x)dx = o "R (3.74)

1 — V2 cos(v/An)
X, () Z,(x)de = —V2———". 3.75
| Xo@) Ziwydr = 5~ VI (3.75)
1
Entretanto, suponha que o Caso A ou Caso C ocorrem, isto é, « # ——, sendo
x sen(zy)

x} solugdo da equagao sen(x) + x cos(x) = 0. Nesse caso, seguindo Marchenkov (2006), ao
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fazer a exclusao da autofungao X, do conjunto de autofungoes, o sistema restante { X, }>°

torna-se biortogonal ao sistema {Y}}7° ,, sendo {Y};}32, dado por

Vo sen (\/)\_0(1 — x)) — v/ sen (\/)\k (1-— x))
VA cos (\/)\k) + sen (\/)\k>

Esse resultado é provado no Lema 3.2.8.

(3.76)

Lema 3.2.8. Se 0 Caso A ou Caso C ocorrem, a sequéncia {X,},-, € biortogonal d

sequéncia {Y}32,, dada por

VAo sen (\//\_0(1 - x)) — VA sen (\/)\k (1-— x))
v/ A cos (\/)\k) + sen (\/)\k>

(3.77)

Demonstracio. Com efeito, denotando {Zk(ac) = sen(x/)\k(l - x))}:il, tem-se

(X, Zi)12101) = \/5/01 sen(@x) Sen<\/)\7k(1 — x))dx, (3.78)

que, por identidades trigonométricas, é equivalente a

S Ze o = [ cos (hwr = 1~ )

(3.79)
— cos (\//\7”1: + \/)\:(1 — x))d:c
Assim, se n # k
¥ 7 V2 sen(\/)\n) — sen(—\/)\_k> sen(x/)\n) — sen(\/)\_k) 5 80
o Zidizon =75 A evw ) O
Manipulando algebricamente,
vV Ansenv A, — VA seny A,
(X, Zi) 2o, = V2 VA=V . (3.81)
/\n - )‘k
De modo que, pela equacao (3.27)
V2

X, Z = ——F; k. 3.82
< k:>L2[O,1] Oé\/)\_n\/)\_k; n 7& ( )

No caso n =k, (3.79) fornece

V2 1
(X, Zi) 12101) = 7/0 cos (2\/)\7190 — \//\n) — oS (\//\n>dx, (3.83)
isto é,

sen( v\,
(X, Zi) 12(0,) = ‘f (\%n_) — cos (\/E)) . (3.84)
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Finalmente, pela equacgao (3.27)

V2 —\/§COS(\/)\_H)

<Xn, Zk>L2[0,1} = 204/\,“ 9 , N = k. (385)
Resumindo,
2
P nrk
(X Zi) oy = § VIV W (3.86)
’ 2 cos (v An
V2 -2 ( ) n==k.

Dessa maneira, para n # k

VR
oA e
(XY =2 e et =

(3.87)

e paran =k

2 VA
YR /N cos (\/)\k)
Oé\//\k a)\k
(X, Yi) 1201 =

VA cos (VAx) + sen (V) (3.88)
Sen<\/)\—;€> + vk, cos (\/)\_k) _
V) cos <\/)\_k> + sen (\/)\_k:)

Isto é,
0, n#k
(X, Yi)r2p01) = (3.89)
1, n=k.
O que leva a concluir que {X,,}.7, e {Y;}32, sdo biortogonais. O

O Teorema 3.2.9, a seguir, usa o fato que o conjunto {\/§sen (mrx)}oo ) ¢ uma base
n=

ortonormal para L?[0, 1], esse fato estd provado em Renardy e Rogers (2004, p. 188-189).

Teorema 3.2.9. Se 0 Caso A ou Caso C ocorrem, o sistema de autofungées {X,} -,

o0
é quadraticamente proxima a base ortonormal {\/ﬁsen(mm)} .
n—=

Demonstracao. Primeiramente, observa-se que

sen \/E—mr = (—1)" sen \/E =(-1)" L (3.90)
avh,

Pelo Lema 3.2.7, se n é suficientemente grande, tem-se

—T

& < VA= < g (3.91)

Portanto, para n suficientemente grande, vale que

1 1
2 —_ g
sen <\/ An n7r> < o . (3.92)
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Com isso, pelo teste da comparacao, a série

; sen? <\/)\7n — mr), (3.93)

converge.

Devido a (3.90), tem-se que

sen(\//\n - mr) — 0 quando n — oo, (3.94)

e (3.91) garante entao que

lim (\/E - n7r> —0. (3.95)

Logo,
2 /\n _
i SV - ) _ 1, (3.96)
n—00 (\/)\—n . mr)
e a série - )
3 (@ - mr) , (3.97)
n=1

converge (teste da comparacao por limites).

Objetiva-se provar que

2/01 {sen(\/;x) — sen(mrx)}2 dx < oo. (3.98)

Para isso, nota-se que para a e b quaisquer, tem-se que

sen(a) — sen(b) = (a — b) /01 cos (t (a —b) + b)dt. (3.99)

Assim, tomando a = \/\,x e b = nmx, tem-se

{sen(@x) - sen(mrx)]2 = <\/)\>nx - mrx)z {/01 cos (t <\/)\>nx — mrx) + mrx) dt}

2
§< )\na:—mr:v) )

2

(3.100)
Consequentemente,
1 2 ! i
_ < - ’
/0 [sen(@x) sen(mm’)} daj_/o (\/)\»n mr) xodx (3.101)
) )
< (Vaw-nr) .
Como 00 2
Z <\/)\7n—n7r> < oo, (3.102)
n=1
entao
>, () = o] a2 < e
22 | — sen(nmx T < 00. ’
Z/o sen x n

n=1
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O Teorema 3.2.10 fornece um dos principais resultados para provar a existéncia e

unicidade de solu¢ao do problema inverso abordado nesta dissertacao.

Teorema 3.2.10. Admita que o Caso A ou Caso C ocorra, entio o sistema de auto-

fungoes { X}~ € uma base de Riesz para o espago L [0, 1].

Demonstragio. Pelo Teorema 3.2.9, { X}, , é quadraticamente préxima a base ortonormal
{\/_sen(wna:)}oil. Ademais, pelo Lema 3.2.8 e Teorema 2.4.9, tem-se que {X,,} —, ¢
w-linearmente independente. Assim, pelo Teorema 2.4.10, {X,,} 7, é uma base de Riesz
para L? [0, 1]. O

Dessa forma, se z € L? [0, 1], pode-se escrever

Tz =Y ¢, Xn, (3.104)
n=1

e conforme (2.28), os coeficientes ¢, s sao dados por ¢, = (z,Y,,).

Outro resultado que serd 1util adiante, esta enunciado no Teorema 3.2.11.

Teorema 3.2.11. Seja o problema espectral

y'(0) =0, y(0)+ay(l)=0. (3.106)
Entao, o conjunto de funcoes { 2005( )}20:1 sao autofungoes de (3.105)-(3.106) e

formam uma base de Riesz para L?[0,1].

Demonstragio. Vide Marchenkov (2005). O

3.3 Existéncia e Unicidade de Solucao para o Problema Direto

Daqui em diante, admita que o Caso A ou Caso C ocorre.

Definigao 3.3.1. A classe de fungoes denotada por

p(x) € C?[0,1] 1 (1) = ¢"(1) =0, ©(0) = ¢'(0) = ¢"(0) =0,

0,1 = Oflw(x) sen (\/)\_O(a: — 1)) dx = 0. ’

¢ chamada de classe de dados admissiveis.

Apesar de serem impostas condigoes bastante restritas, o conjunto ® [0, 1] engloba
uma ampla classe de fungoes. Isso se dé pelo fato que toda fungao em C§° (€2) que pertence

ao complemento ortogonal do subespago

So = {k sen <\/)\70(x — 1)) , ke (C} : (3.107)



Capitulo 3. FORMULACAO DO PROBLEMA, TEOREMAS DA EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCAO 51

em L?[0,1] estdo inclusas em ®[0, 1].

Observa-se que para cada w € C§°(2) dado, se

<w, sen (\/To(x - 1)>> =0, (3.108)

L£2[0,1]

entdo w € Sy, resultando que w € ® [0, 1]; de outra maneira, considerando g = w(c — w),
(w?, sen (\/)\_O(a: — 1)>>L2[0,1]
(w, sen <\//\_O(m — 1>>>L2[071]

derivadas se anulam em z =0 e x = 1 e que g € Sg, isto é, g € ® [0, 1].

em que ¢ = , pode ser constatado que g e todas as suas

Para exemplificar, considere a funcao

-1
exp| —— |, x€(0,1
wiz)={ 7 (fC(l - x)) (0.1) (3.109)
0, z=0 ou z=1.
Evidentemente, w pertence a Cg° (£2). No caso em que &« = —————, realizando uma

sen (0,5)’
analise numérica em (3.27), verifica-se que todos os autovalores \,, sdo reais e que Ay = 0, 25.

Por procedimento de integracao numérica, obtém-se que ¢ ~ 0,01381502656. Desse modo,

o) = ] P <x(1__1x)> (0, 01381502656 — exp (M)) Cre(.)

0, z=0 ou z=1.

Constata-se, também, que (g, sen (\/)\O(x — 1))},;2[071] ~ —1,00642 x 1078 e como ¢ €
C(Q), tem-se que g € ®[0, 1].

Lema 3.3.2. Se ¢(x) € ®0,1], entdao a desigualdade

Y aenl < clle”ll 000 € >0, (3.110)

n=1

vale, com p, = (¢, Y,) € algum c € R.

Demonstragio. Note que, como (@, sen (\/)\0 (x — 1))>L2[0,1] = 0, tem-se

(o Yo = [ #Vade = V3 [ etwysen (A 1-2)), @)

sendo
1

- \/)\_ncos (\/)\_n> + sen (\/)\_n) ‘

Integrando por partes, resulta que

2 Yn>L2[O,1} = —\/Eﬂn ({90(90) cos (\/)\Tz(l - 93))}

L, (3.112)

T /01 ¢'(z) cos <\/)\7n(1 — x)) dx) :

(3.113)

0



Capitulo 3. FORMULACAO DO PROBLEMA, TEOREMAS DA EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCAO 52

Como ¢(0) = ¢(1) = 0, obtém-se
(0, Vi) 2i0.a) = fun/ /(@) cos (@(1—93)) dz. (3.114)

Integrando por partes novamente, tem-se

(¢, Ya) 20,0 = \/_\;Ln—g ()Sen<\/)‘7n(1—$))]

1

_ /01 " (z) sen (@(1 - x)) d:p) .

0

(3.115)
Usando o fato que ¢'(0) = sen(0) = 0, segue-se que
V2 [
(0, Yn) 201 = \//\i ; ¢"(x) sen <\/)\n (1-— :13)) dx. (3.116)
Finalmente, integrando por parte mais uma vez e usando o fato que ¢”(0) = ¢”(1) = 0,
obtém-se Y
2y 1
(0, Yn)r2p01] = )\M /0 ©"(x) cos <\/)\n (1-— x)) dx. (3.117)
Logo,

V2 1 / (
V2 " (1= 8)cos \/Ans) ds. 3.118
7 An /X, cos (\/)\_n) + Sen 7 ( )

Portanto,

Al < V2|l (3.119)

/ ©" (1 — ) cos (\//Tns) ds| .

Para estimar o termo a direita de (3.119) acima, deve-se lembrar que devido ao Teo-

rema 3.2.11 e ao Teorema 2.4.6, existe £ € R tal que

(h,V/2 cos <\/7 >>L2[01

para todo h € L*|0, 1]. Entéo, considerando h = ¢’ (1 — s) em (3.120), resulta que

00 2
Z (1 — \/§COS<\/>\78>>L2[O,1}

Voltando a (3.119), usando a desigualdade de Schwarz, tem-se

(0" (1= ), cos (\/Es)

Agora, serd analisada a convergéncia da série

o0

< kAl F20, (3.120)

< k1" 220, - (3.121)

é Antpn| < V2 <i:1 Iunl2>é (% 2>é . (3.122)

n=1

> (3.123)
n=1

utilizando o teste da comparacao por limites. Note que devido ao lema 3.2.7, para n

suficientemente grande vale que

(3.124)
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Isso significa que
>0 1
3.125
> (3125)

Aliado a isso, observe que

L ' (\/)\_n cos (\/)\_n) + sen <\/)\_n))2

lim ’\—’; = lim

n—00 2 n—00 An
A €082 (V) + 2\, cos (V) sen (v, ) + sen? (v,
e (V) + 2o (V) s (V) ¢ e (V)
n—00 An
sen (2v/\, sen? (v,
= lim |cos® (\/)\n> + ( ) + ( )
n—00 A />\n )\n
sen ( 2\,
Como sen (\/)\n> — 0, quando n — 00, entdo cos? (\//\n) — 1, \(/A_n ) — 0
sen? (v,
)U — 0, quando n — oo. Logo,
1
o A'n, —
Jim 2 1. (3.127)
Portanto, a série (3.123) converge. Isso leva a concluir que a série
> Annl (3.128)

converge. Além disso, tendo em vista (3.120), conclui-se que

Z p‘n@n‘ < (Z :un> k2 ||S0///HL2[071} . (3129)
sendo )
00 2
_ (Z ui) k2. (3.130)
n=1
Esta provado o resultado. O

Observacao 3.3.3. Suponha que f(x,t) € C° (@) é tal que f(z,t) € ®[0,1], Vt € [0,T7.
Entao, argumentando como em (3.119) na demonstra¢io do Lema 3.5.2 acima, pode-se

mostrar que

para todo t € [0,T] en=1,2, 3, .... Com isso, obtém-se que
\/_
Lembrando que
1 1
< (3.133)
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vale para n suficientemente grande. Entao, por (3.125),
> 7 <o (3.134)

Assim,

s ! >2<oo. (3.135)

Portanto, pelo teste-M de Weierstrass, a série

IAGIE (3.136)
n=1
converge uniformemente em [0, T].

Com o suporte construido, ja é possivel mostrar a existéncia e unicidade de solugao

para o problema direto.

Teorema 3.3.4. (Existéncia e unicidade de solu¢do para o problema direto) Sejam

satisfeitas as sequintes condigoes:

1. p(x) € ®[0,1];
2. f(x,t) € C*°(Qr) e f(x,t) € @[0,1], ¥t € [0,T].

3. r(t) € C[0,T)].

Entdo o problema (3.1)-(5.4), possui uma tinica solucio u € C*1(Qr). Além disso,

se as fungoes f, © er forem reais, a solugdo u € uma fungdo real.

Demonstracao. Sera suposto que n, > 1. O caso em que todas as raizes sdo reais pode
ser provado analogamente. Para construir a solugao formal do problema (3.1)-(3.4), para
r(t) € C'[0,T] arbitraria, recorrer-se-a ao método de Fourier generalizado. De acordo com
esse método, a solugao u(x,t) é descrita por uma série de Fourier, em termos da base de
Riesz, descartando-se Xo(z), {Xn(x) = v/2sen (x//\_nx>}
do problema espectral auxiliar (3.17)-(3.18). Ou seja,

o0
X composta pelas autofungoes
n=

u(z,t) = iun(t)Xn(x) (3.137)
Assim,
u(z,t) = Z_:lun(t)Xn(a:) + _Z 1un(t)Xn(:U), (3.138)

com u,(t) = (u(w,t), Yy (x)) 2(0,1)-
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Para cada u,(t),n =1,2,3,..., obtém-se o problema de Cauchy

{u’n(t) + Aatn(t) = (1) fa(l) (3.139)

Un(0) = @n,

em que @, = (p, Yn)r2p1] € fo = (f(2,1),Y5)12001)- De fato, considerando (3.1) e o fato
que {X,,}77, é base de Riesz para L? 0, 1], obtém-se

g:l Z un () X (2 Z Falt) X (3.140)
e por (3.17)
nil U (1) X () = nil Aty (1) X () 4 7(t) ni Fu) X (). (3.141)
Analogamente, .
0) = Z_:l un(0) X, (2), (3.142)
quie por (3.2) resulta que -
36X, (a) = 2 (00X, (). (3.143)

Assim, (3.139) segue de (3.141) e (3.143).
Da teoria das EDO’s, a solucao de (3.139) é dada por

t
U (t) = ppe™ —i—/ (1) fu(r)e M dr,
0

com \/5\/)\_
S W wors Sen\/_/ ) sen (\/E(x - 1)) d. (3.144)
Fa(t) = \/_COS{_\/:SGH =/ " F(2 1) sen (Vanle = 1)) de, (3.145)

para cadan=1,2,3,....

Para provar a convergéncia uniforme das séries a seguir, sera utilizado o teste-M de
Weierstrass. Para analisar a convergéncia da série (3.137), primeiro note que, para todo

n=1273..., tem-se

one M X ()| < lal V2, V(1) € O, (3.146)

—Mtl < 1, sempre que t > 0. A série

pois ‘e

> lenl (3.147)
n=1
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é convergente, pois devido a (3.119), para todo n =1,2,3,..., tem-se que

< \/§|Mn| " . 3 148

|on| < B |||<p le@) - (3.148)

e ja foi provado que a série

i 2n] (3.149)

H
>
3

3

¢é convergente. Portanto, a série

Z ‘QoneiAntXn (x)

n=1

: (3.150)

converge uniformemente em .

Agora, observe que, devido a (3.132), para todon = 1,2,3,..., vale a desigualdade

T
S ||T||C[0’T}/0 |fn(7_)| ‘e_An(t—T) dT\/§

|
<2 ||T||C[0,T] m ||fzm||c[0,T} T,

/Ot T(T)fn(T)e_)\”(t_T)dTXn(l‘)

(3.151)

V(x,t) € Qr, j& que ‘e_’\”(t”)

< 1se 0 <7<t Portanto, argumentando como antes, a
série
o0

> (] “r(r) Ful)e ) X, ), (3.152)

n=1
converge uniformemente em €. Dessa forma, a série (3.137) converge uniformemente em

Q7 & uma funcdo u € C (QiT)

Ademais, note que

;[%N"txn(fﬂ)] < V2l lgal, V(,t) € Q. (3.153)
Logo, a série
— 0 —Ant
;::1 a7 [one X (@)] (3.154)

converge uniformemente em 7, pois pelo Lema 3.3.2, > [\pn| < co. Também, se
n=1
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- ' (gt [e_m}) ( /Ot?"(T)fn(T)e*anTXn(x)>
+ ((ft [0 )Xo )

< ‘—Ane’\"t /t r(7) fou(T)eMdr V2
0
+V2r(t) fult)e e

<2 |A e

n > ne + 1, é verdade que

‘gt [ @] )

t

|4 [1 A }
r T € "
Il oy |A |||f llewoy |- .

i
+ \/§||T||0[0T ;)\ :\/_”fx:m:HC(QT)

g 1
= 2e7 = (M = 1) lrllego zy lom! || fasel o)

|
+2||r ||C[0T] ||frxacHC(QT)
o |,Un‘ —Ant
’Nn‘

n

< 2k—

(3.155)
sendo k = 2||r[|cpo 1 ||fmw||c(m) . Portanto,

Z <8t [ / (e _m—r)dT] Xn(m)> , (3.156)

converge uniformemente em (QT) Isso significa que é possivel derivar a série (3.137)

termo a termo com relacao a t, e o resultado é a derivada u;, € C' ((TT)

Agora, serao analisadas as derivadas espaciais de u. Para isso, note que

= \/5@ Ccos <\/Ex> (3.157)
X"(x) = —V2\, sen(\/)\inzn). (3.158)

Logo,

At oy

’ai: [son X (x

(3.159)

para todo (x,t) € Qren=1,2,3,.... Como

— 0, quando n — 0o, segue-se que a

1
vV

< k, para alguma constante k£ e para todo

I 1

sequéncia { \/)\_} é limitada. Isto é, W
n -1 n
n=123,.... Como consequeéncia, a série

[e.e]

>

n=1

I, (3.160)
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converge, pois
'I’L(pn
| = |22 <kl il (3161)
para todon =1,2,3,..., e Z |An| [on] < 00, Isso significa que
n=1
9 -
EZ: [ [one ™ X ()] (3.162)

converge uniformemente em 7. Da mesma forma, se n > n, + 1, por (3.132) resulta que

< VMl | 7)) s
|ILL77/| t — -7
Sz\//\nHTHC[OT] ||fzma:||c(QT)/0 e An(t )dT

|:un’ 1 — —T
=2{lrllor 5 ||fm||C(QT)A (1= e =)

0

D1 ) (e i, (o

|,Un|

< ¢l
.

(3.163)

para alguma constante C'. Logo,

S (2 [ ot D

) : (3.164)

converge uniformemente em ). Entdo, a série (3.137) pode ser derivada termo a termo
em relacdo a x, e a série resultante, a qual converge uniformemente em ), corresponde a

derivada u, € C ((TT) Seguindo analogamente, tem-se

0 Ant A
P X ()] | <l |7 [Aa] V2
‘0# [ } ‘ (3.165)
<|enl[A], Vn=1,2,3,...,
e, portanto, a série
0 82 B
3 g o) (3160

converge uniformemente em €2p. Também, se n > n, + 1

o A [ 1
—An(t—T) n (1 ot
522 [/0 r(T) fu(T)e dTXn(x)H <2|Irllcom n ||f:cm||C(QT) " (1 e )

|Un|
< .
<C N

(3.167)

Assim,

i (aa; Uﬂtr(r)fn(T)e—mt—T)dTXn(x)}) , (3.168)
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converge uniformemente em Qp. Isso significa que é possivel derivar a série (3.137)

duas vezes em relacao a x, e a série resultante converge uniformemente em €27 a funcao

Upy € C' (QiT)

Conclui-se, entao, que u dada por (3.137) pertence ao espaco C%! (m) Como a
série pode ser derivada termo a termo com relagao a t uma vez, e com relagao a x duas

vezes, ¢ imediato que u satisfaz (3.1)-(3.4).

Falta apenas verificar que v é uma fungao real. Como « ¢é suposto um nimero

real, se A € C é um autovalor de (3.17)-(3.18), entdao A também é autovalor com a
correspondente autofuncio dada por v/2sen( vAz ). Isso significa que n, é fmpar, e os

autovalores complexos sao ordenados da seguinte maneira:
A0s A1 = A0 A2, A3 = Aoy Apn— 1, Any = At (3.169)

As autofuncoes correspondentes, que sao elementos da base de Riesz, sdo dadas por

X1(z) = V2sen(vAoz), Xo(z) = v2sen(vAaz), X3(z) = vV2sen(vAoz),. .., Xp._1(z) =

V2sen(\/An.—1 ), Xn, () = v2sen(y/M,—1 =) (lembrando que X, foi excluido para

construir a base de Riesz).

Como ¢ assume apenas valores reais e pertence a ®|[0, 1], evidentemente

(¢, sen (\/;o(l — x)))m[o,l] = 0. (3.170)

Além disso, levando em conta (3.77) vale que (¢, Y1) 12(01] = 0, assim como (@, Yy, 411) 1201 =
(@, Yo)r2p1, n = 2,...,n, — 1. Sendo assim, o termo % wne M X, (1) em (3.138) é

n=1

composto por (n, — 1)/2 somas da forma

(¢, Yn>L2[0’1}6_)\"t\/§SGH(\/)\nl‘> + (i, K}Lz[ovl]e_xt\/ﬁ sen(y/ Anx), (3.171)

0 que é claramente uma expressao de nimeros reais.

Como r(t) e f(x,t) também sdo reais, pode-se concluir analogamente que a soma

Na

5 ([ ety dr) Xoo), (3.172)

n=1

é um valor real. Portanto, u(z,t) é uma fungao de valores reais. ]

3.4 Existéncia e Unicidade de Solucdo para o Problema Inverso

Conforme discutido na introducao do presente trabalho, objetiva-se abordar o

seguinte problema inverso:

Dadas p(z) € C (ﬁ), flz,t) e C ((TT) e E(t) € C1[0,T], encontrar um par {r(t), u(x,t)} €
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C0, 7] x C*! (QiT), que satisfazem

Up = Ugy + 7r(t) f(z,t), (2,t) € Qr (3.173)
u(z,0) =¢(x), el (3.174)
u(0,t) =0, te€l0,T] (3.175)
uz(0,t) + aug,(1,t) =0, t€][0,7], «a>0, (3.176)
e a condicao de sobredeterminacao
1
/ (e, t)dz = E(t), t € [0,T]. (3.177)
0
Para analisar esse problema, suponha que f e ¢ satisfazem as hipéteses do Teorema 3.3.4,
isto é,
« p€@[0,1];

o« [€C3 (), flx,t) € ®[0,1], Vt € [0,T).

Além disso, sera feita a suposigao que f e ¢ sao fungoes reais. Entao, para cada r € C'[0, 7],

existe uma tnica fungio u € C%! (@) que satisfaz (3.173)-(3.177), de forma que

/0 $td:v—2g0n A’5/X dx+Z/ _’\tTdT/X
(3.178)

E assim, como

[ =[P ()] = 2 (1 (3). )

pode—se escrever

g/otr(T)fn(T)e_)‘"(t_T)dT V2 <1 — Cos (\/>>) i e Ant \%\% (1 — CoS (@))

=

(3.180)

Zjl [ fn(T)e—An@—T)dT\/Vf_n (1= cos (v)). (3.181)

¢ a integral de x = 0 a x = 1 da solugao u(z,t) do problema (3.173)-(3.176) no caso em

Note que

que ¢ = 0. Como essa expressao ¢ uma fung¢ao continua na variavel ¢ em [0, 7], pode-se

definir o operador A : C'[0,T] — C'[0,T], que associa cada r € C'[0,T] a expressao

— ni_o:l /Otr(r)fn(T)e’\"(tT)dT\/\/)\zn (1 — cos (@)) ) (3.182)
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Dessa forma, tendo em vista (3.180), o problema inverso que pretende-se resolver consiste

em, dada uma fungao real E(t) € C'[0,T], primeiro encontrar r € C'[0,T] tal que
A(r) = B(t) — F(1), (3.183)

sendo
F(t) = n§:1 gpneA"t\/\/)\zn <1 — cos (@)) ) (3.184)

e depois resolver o problema direto e encontrar v € C*! (QiT) correspondente.

Nesse sentido, torna-se importante determinar o operador inverso de A, de modo
que,
r(t) =AY (E®l) - F(t)). (3.185)

Inicialmente, observa-se que A é um operador integral da forma
T
A(r) = / K(t,7)r(r)dr, (3.186)
0

sendo, para cada 0 <t < T,

o0 \/§ ~ .
Kt ) 2 va L eos (VA)) e, se 07 <

0, se t<7<T.

Como A é um operador integral, entdao A é um operador linear. Observa-se, ainda,
que a equagao (3.183) nem sempre tem solugdo. Por exemplo, se E(0) — F'(0) # 0,
certamente (3.183) nao terd solugio, pois A(r)(0) = 0. Além disso, como u € C?*! ((TT) ,
¢ evidente que A(r)(t) € C'[0,T)]. Logo, se E(t) ¢ C'[0,T], (3.183) nio terd solugao.

De forma mais precisa, pode-se afirmar que R(A) estd contida no conjunto
I ={vec"0,T]:v(0) =0} (3.187)

Mas nao é evidente que R(A) é exatamente igual ao conjunto I', o que garantiria a

existéncia de solucdo para (3.183) no caso em que E(t) — F(t) € I'.

Outra questao delicada com respeito a equagao (3.183) é quanto & unicidade de
solucdo. Para que a solugdo seja unica (caso exista), seria necessario que o operador A
fosse injetivo. Porém, isso ndo é imediato. De fato, é precisamente essa dificuldade que
torna a anélise de equagoes como (3.183) complicadas. Tal equagao é referida na literatura

como integral de Volterra da primeira espécie (Kress, 2014).

Para uma analise mais profunda dessas questoes, é necessario analisar as proprie-

dades do nicleo K (t, 7). Note que, se 0 < 7 < ¢, tem-se que

’e—)\n(t—’r)

<1, ¥n=123,.... (3.188)
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Logo,

|\/\/% (1 — COS <\/>‘7n>) fn(T)e_)\"(t_T) < \/\/%2 [fa(7)]

3.189
<22 V2 ) o
= VA VA, i elle(@n)
Como ja foi visto, a série ioj M é convergente, portanto K (t,7) é continuo na regiao

n=1

triangular 0 <7 <t < T, exibida na Figura 2, do plano 7t.

Figura 2 — Regiao em que K (t,7) é continuo.

t

T T

Fonte: O autor, 2024.

Entao, como K(t,7) = 0 na regidao superior do tridngulo da Figura 2, pode-se
concluir que K (t,7) é limitado na regiao [0, 7] x [0,T]. Ou seja, existe uma constante M
tal que |K(t,7)| < M,V (7,t) € [0,T] x [0, T]. Conforme a Definigao 2.3.5, K(t,7) é um
niicleo fracamente singular com 3 = 1 . Logo, pelo Teorema 2.3.6, A : C'[0,T] — C'[0,T]
é um operador linear compacto. Como consequéncia, o problema inverso de encontrar
r € C[0,T] de tal forma que A(r) = E(t) — F(t) é mal-posto.

Em outras palavras, conforme discutido na Secao 2.3, mesmo existindo o operador
inverso A™! : R(A) — C'[0,T], ele ndo serd limitado. Em particular, isso significa que
pequenas imprecisoes no dado de entrada F/(t) podem gerar perturbagdes arbitrariamente
grandes na solucdo A~ (E(t) — F(t)) . Isso tem consequéncias no tratamento numérico do
problema inverso, pois pode ocorrer de a solu¢ao numérica de uma dada equacao diferir
muito da solugao desejada quando os dados possuem ruidos. Vale lembrar que normalmente
o dado de entrada E(t) possui imprecisdes advindas de medigoes experimentais. O fato de
A~1 ser nao limitada, implica que é possivel aumentar a acuricia da aproximacao para
o operador A, no entanto, isso nao resulta numa aproximacao numeérica plausivel para a

solucdo r de (3.183).
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Sera suposto agora, além das hipdteses ja impostas sobre ¢ e f, que
1
/ flao,t)de £0, Ve [0,T]. (3.190)
0

Além disso, sera admitido que E(t) — F(t) € T'. Isso significa que E(t) € C*[0,T] e que
E(0) = F(0), ou seja,

— igpn /01 X, (z)dz. (3.191)
De outra maneira, esta sendo admitidon(;ue
E(0) = /0 ' o(@)dz, (3.192)
a qual é denominada condi¢ao de compatibilidade, ja que deseja-se ter
/01 (e, )z = E(t), Vtel[0,T], (3.193)
e é verdade que
/01 u(z,0)dr = /01 o(x)d. (3.194)

Agora, note que

oclit [/ot f"(T)T(T)eAn(tT)dT] = faO)r(t)e 0 — Ny /t fa(T)r(T)eM dr

(3.195)
= fult) / G e M) dr,
Assim, a série
Z o;lt u}t fn(T)T(T)e_’\"(t_T)dT] f;ﬂ (1 — cos <\/E)> , (3.196)
¢ uniformemente convergente, pois
0o \/§ o 1
3 falt)rt) i (1 - <\/E)> =76 3 1t /0 X, (2)dz o

1
:T(t)/o f(z,t)de, Vn=1,2,3,...,

<2\/_\/>/ | fu(D)] |7 (1) e dr

VAn

t
Illeor [ e dr

4

||T||C[0,T] )\171 (1 - e_knt)

:k‘“ﬁj’, n>ng+ 1,

A

(3.198)
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com k =4 ||frzzll o(ar) |7l cpo,z)- Pode-se verificar, como em casos anteriores, que a série

S Hn| Aoy ; . -
> | J é convergente. Como consequéncia, é possivel derivar em ¢ a equagao (3.183),

n=1 )\TQL

para obter
[ #tete] o= [ |32 e 0va, (1 cos (Vi) ) | = B0
(3.199)
o -/ "Mt 7yr(r)ar = ZH (3.200)
0 Off(x,t)dx
Mt ) = S fulr Je (VD A, (1 — cos (\/E)) , (3.201)

ff(a: ) =)
0

1
uma vez que [ f(x,t)dr # 0. Argumentando de modo anélogo ao caso K (t,7), obtém-se
0

que a série que define o ntcleo M (t,7) converge uniformemente na regiao triangular
0<7<t<T.Logo, M(t,7) é uma fungao continua nessa regiao e (3.200) é denominada

integral de Volterra de segunda espécie. E bem conhecido que tais equagdes tém tnica
E'(t) — F'(t)

solucdo r € C'[0,T] desde que —;
[ flz,t)dx
0

seja continua em [0,7] (Kreyszig, 1978,

p-321-323), o que é o caso.

Como foi admitido E(0) — F(0) = 0, toda solugdo r € C'[0,T] de (3.200) é também
solugao de (3.183). De fato, (3.200) é na verdade dada por

E(t) — F'(t) = C‘Zt [ /0 tir(ﬂ fn(T)e—An“—ﬂé (1 — cos <\/E)) dr] O (3.202)

e, como F(0) — F(0) = 0, integrando a equacao (3.202) de 0 a ¢t obtém-se que A(r) =
E(t) — F(t). Por outro lado, toda solugdo r € C'[0,7] de (3.183) é também solugao
de (3.200), pois basta derivar (3.183) em relagdo a ¢ para obter (3.200).

Diante do exposto, tem-se o seguinte teorema:
1
Teorema 3.4.1. Sejam ¢(x) € [0, 1], f(x,t) € C*° (Q7), f(x,t) € @[0,1], [ f(x,t)dx #
0

1
0, Vt € [0,T]. Dada E(t) € C'0,T] tal que E(0) = [ ¢(x)dx, entdo existe uma tnica
0
solugio {r(t),u(z,t)} € C[0,T] x C*! (@) do problema inverso (3.173)-(3.177).
Como consequéncia adicional da discussao anterior, considerando as hipoteses do

Teorema 3.4.1, fica claro que R(A) coincide com I, pois dada qualquer v(t) = E(t) — F(t)

em I', a equacdo (3.200) tem uma tnica solugao r € C|0, T] que satisfaz também A(r) = v e
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assim v € R(A). Além disso, o operador A é injetivo, pois, nesse caso, a equagao A(r) =0
recai na equagao (3.200) com E’(t) — F'(t) = 0 e, pela unicidade de solugao dessa equagao,
¢ imediato que 7 = 0. Dessa forma, existe o operador inverso A= : R(A) — C10,T],

embora, como ja foi discutido, esse operador seja nao limitado.

Observacio 3.4.2. E importante salientar que é uma tarefa dificil encontrar exemplos
em que a solugio {r(t),u(z,t)} € conhecida explicitamente, para p(zx), f(z,t) e E(t)
satisfazendo as hipoteses do Teorema 3.4.1. Contudo, as condigoes do Teorema 3.4.1 sao
apenas suficientes (ndao necessdrias) para garantir a ezisténcia da solugao do problema
inverso. Na verdade, como pode ser constatado nos exemplos da Secao 5.1, hd casos que
existe a solugio {r(t),u(x,t)} do problema inverso mesmo para dados que ndio atendem ds

condigoes do Teorema 3.4.1.
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4 ABORDAGEM NUMERICA PARA A SO-
LUCAO DO PROBLEMA INVERSO

Nest e capitulo, serd obtido um modelo semidiscreto para a equacao do calor e,
depois disso, serao introduzidas duas abordagens numéricas distintas para a obtencao de
solugoes aproximadas para o problema inverso (3.173)-(3.177). A primeira abordagem
consiste em obter aproximagoes para a solucao do problema inverso através da solugao
de uma equacao integral de Volterra de primeira espécie. E importante enfatizar, no
entanto, que essa primeira abordagem serve apenas para fazer analogias com o caso
continuo, e nao sera utilizada efetivamente neste trabalho para resolver o problema inverso.
Em contrapartida, a segunda abordagem consiste em aplicar o método do ponto médio
implicito no modelo semidiscreto, e construir um sistema linear que fornecera solugoes

aproximadas para o problema inverso.

4.1 Modelo Semidiscreto

Nesta secao, obter-se-4 um modelo semidiscreto para a equagao do calor através
da discretizacdo do modelo espacial em uma malha uniforme, com pontos x, = kh,
k=0,1,2,...,m, sendo h = % Serao construidas aproximagoes para a solucao de (3.1)-
(3.4) nos pontos 1, ..., T, 1, recorrendo-se ao método das diferengas finitas.

Sejam ¢ € C (Q), flz,t) e C ((TT> er € C[0,T] dadas. E importante notar que

se u(x,t) é a solugdo exata do modelo continuo, entao

up(zp, t) = Uge (g, t) + 1(8) f (28, ), (4.1)

k=1,2,...,m— 1. Além disso, pode-se aproximar a derivada espacial pela formula de

diferengas finitas centradas, obtendo-se a seguinte relagdo aproximada

w(zp_1,t) — 2u(xg, t) + u(wpyq, t)

(T, t) ~ 2 + 7 (t) f(ag, t). (4.2)
Isso sugere buscar uma solugao aproximada vy de u(zy,t) desprezando-se os erros
de aproximagao em (4.2). Desse modo, para k =1,...,m — 1, tem-se
Vk—1(t) — 20(t) + Vg4 (2)
vi(t) = 2 +rt)f(x,t), k=1,...,m—1. (4.3)

Agora, considerando a condigao de contorno (3.3) obtém-se diretamente que vy = 0. Além

do mais, da condi¢ao de contorno (3.6), vale que

o () = —;ux(t) () f (o ). (4.4)
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Usando féormula de diferengas finitas para frente

u(zy,t) — u(zo, t)

2(0,t) = , 4.5
resultando na aproximacao
1
v (t) = —@vl(t) +7(t) f (2, t). (4.6)

Ademais, para que a solugdo aproximada satisfaga a condigao inicial (3.2), deve-se ter

ve(0) = (ag), k=1,...m. (4.7)

Com isso, deseja-se resolver o sistema de EDO’s

{ V(1) = Av(t) + r(t)f(b), (18)
v(0) =&,
@ =lo(x1),...,o(@n)]", f(t) = [flz1,1),..., flzm )], (4.9)
2 1 0 0 ]
-1 2 -1
1 .
A=—os (,) o 0 (4.10)
: -1 2 -1
h
s 0 0 0 ]

E bem conhecido que a estabilidade da solucdo numérica do problema de valor
inicial (PVI) (4.8) depende dos autovalores da matriz associada ao sistema. Isso motiva a

andlise dos autovalores da matriz A.

4.2 Analise dos Autovalores da matriz A

O objetivo agora ¢ determinar os autovalores e autovetores da matriz A. Se {\, v}

é autopar de A, em analogia ao caso continuo, é razoavel procurar autovetores da forma

v = [sen(ah), sen(2ah), - - , sen(mah)]”, (4.11)
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em que a é uma constante a ser determinada e restrita a condigdo ah # 7 (caso contrario

v = 0). Primeiramente, note que o produto matriz autovetor Av,

2sen(ah) — sen(2ah)
—sen(ah) + 2sen(2ah) — sen(3ah)

AV=—15 | _sen((k — 1)ah) + 2sen(kah) — sen((k + Dah) |* (412
h
— h
i o sen(ah) _
possui entradas dadas por
2|1 — h
[Av], = _ 21 = cos(ah)] sen(kah),k=1,...,m—1
h2
(4.13)
Av],, = — sen(ah)
" ha

em que as m — 1 primeiras entradas sao obtidas pelas identidades trigonométricas:

sen((k — 1)ah) — 2sen(kah) 4+ sen((k + 1)ah) = sen(kah) cos(ah) — sen(ah) cos(kah)
+ sen(kah) cos(ah) + sen(ah) cos(kah)
— 2sen(kah)
= 2sen(kah) cos(ah) — 2 sen(kah)
= —2[1 — cos(ah)]sen(kah).
(4.14)

A dltima equacao, aliada ao fato de que Av = Av, mostra que os autovalores de A

sao da forma

[1 — cos(ah)]
A= 2, (4.15)
com a satisfazendo (ah) 1 (ah)
sen(a — cos(a
=2 4.16
hasen(a) h? ’ (4.16)
ja que mh = 1. Observa-se que
1_
sen(ah) _ lim 2[ cos(ah)]’ (4.17)
h—0 acsen(a)  h—0 h
recai na equagao
aasen(a) =1, (4.18)

cujas raizes fornecem os autovalores do problema continuo (3.27).

As principais conclusoes da analise dos autovalores estao resumidas no Teorema

4.2.1 a seguir.
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Teorema 4.2.1. Os autopares {\, v} da matriz associada ao sistema do modelo semidis-

creto (4.8) sao dados por

[1 — cos(ah)]

A= -2

, v = [sen(ah), sen(2ah), - - -, sen(mah)]”, (4.19)

em que a € raiz da equagao nao linear

sen(ah) [l — cos(ah)] S
osen(a) 2 A , 0 <a<mm. (4.20)

Além disso, com h — 0 tem-se que A — —a?.

Demonstragao. A tltima afirmacao segue ao tomar o limite de h — 0 para A dado em (4.19),
isso pode ser feito usando a regra de L’Hopital:

, [1 —cos(ah)] —2asen(ah) 5 o
}ILILI(I) _QT = }L%T = }ILILI(I) —a” cos(ah) = —a”. (4.21)

]

No intuito de saber mais sobre os autovalores A, facilitando-se a analise, sera

permitido que a varie continuamente substituindo-lhe por z. Com essa notacao, se

pulz) = h  sen(hx)

= — 4.22
2 [1 — cos(hx)]’ 0 <z <mm, (4.22)

entdo a equagao nao linear (4.16) pode ser escrita de uma maneira mais conveniente como
Yo(z) = sen(z), 0 < x < mm. (4.23)

Similarmente ao caso continuo, dependendo da constante «, todas as raizes de (4.23)
podem ser complexas, todas as raizes podem ser reais, ou pode haver apenas algumas
raizes complexas conjugadas. O Teorema 4.2.2 fornece um importante resultado, elencando
condigbes sob as quais as raizes de (4.23) sdo reais e distintas. Este resultado é bastante
semelhante ao caso continuo (Corolario 3.2.6), mas vale a pena apresenta-lo, pois no caso

semidiscreto ha um ntmero finito de autovalores e a fungao envolvida é outra.

Teorema 4.2.2. Ezxiste um par de nimeros positivos [z*, o] tais que as fungdes pq(x) e
sen(z) possuem a mesma reta tangente em x = x* quando o = . Além disso, fornecido

a > o, todos os autovalores da matriz A sdo reais e distintos.

Demonstracao. Primeiramente, note que, como 0 < x < mm, entao

h? 1 W sen(ha)

“aali oot < ) T e conrap ~ O 42

Po () =
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Ademais, usando a regra de L’Hopital

1 .. sen(hzx)+ hzcos (hx)

lim o (z) = — 1
ho ¥ (z) 200 h—0 zsen(hz)
2
_ 1 i 2z cos (hx) — x* sen(hz)) (4.25)
200 h—0 22 cos (hzx)
1
ax
De modo que
0 < pu(z) < — (4.26)
o) < —. .
7 ax

Consequentemente, ¢, €é positiva, decrescente, convexa e limitada superiormente. No que
segue, se @, (x) e sen(z) compartilham a mesma reta tangente em um ponto z, entao
h? 1
——— 0 = cos(z). 4.27
2a [1 — cos(hx)] (%) (4.27)

Mas, como ambas as curvas contém o ponto de tangéncia, entao deve-se ter

h  sen(hx)

20Tl —cos(ha)] ) (425)

Combinando as equagoes (4.27) e (4.28) obtém-se

sen(hz)

h + sen(z) = 0. (4.29)

cos(x)

Agora, para simplificar a explanacao, sera feita a restricdo 0 < z < 7. E possivel notar que
o lado esquerdo da equagao (4.29) muda de sinal no intervalo E, ﬂl, logo héa pelo menos
uma raiz real nesse intervalo. Portanto, se ¢, (z) e sen(z) compartilham a mesma reta
tangente em (z*,y*), entdo x* deve ser uma raiz de (4.29) e consequentemente de (4.27)
e (4.28). A partir dessa constatagao, substituindo x = z* em (4.27) e isolando o pardmetro
«, obtém-se . .
sen(hx*
o= 2[1— cos(hgs*)] ien(x*)' (4:30)

Com essa escolha de « verifica-se que pq+(2*) = sen(z*) e ¢l.(z*) = cos(z*).

Portanto, z* é na verdade raiz de (4.27) e (4.28); ou seja, z* é uma raiz dupla
de (4.23). Nao obstante, se {(x) = pq+(z) — sen(x), com base em (4.24) segue que " > 0,

donde infere-se que x* nao pode ser raiz tripla. Isso prova a primeira parte do teorema.

Para finalizar a demonstracao, supoe-se que o parametro « seja escolhido de modo

que o = pa*, com p > 1. Nesse caso, tem-se

Yalr") = ;goa*(x*) = senp(x*) < sen(z"). (4.31)

Com isso, restringindo ao intervalo [0, 27], como ¢, (z) é decrescente, a curva passa abaixo

do ponto de tangéncia (z*,y*) com y* = sen(z*), produzindo dois pontos de intersegao,

como mostra a Figura 3.
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Figura 3 — Raizes de (4.23) da intersegao de @q+(x) € woq+(x) com sen(x) para m = 4.

™ 2 3T 47

Fonte: O autor, 2024..

As abscissas dos pontos de interse¢do sao raizes de (4.22). Como em [0, mm| isso
ocorre m — 1 vezes se m é par, pode-se concluir que a equagao nao linear (4.28) admite
m raizes distintas, as quais representam m autovalores distintos da matriz A do sistema.

Uma conclusao andloga vale se m for impar. O

Observacgao 4.2.3. Na prdtica, a raiz x* ndao é conhecida antecipadamente e a condigdo
a > o pode nao ser facil de ser alcancada. Nesse caso, a escolha mais simples de o para

garantir que todos os autovalores de A sejam distintos é o > —. Essa conclusdo decorre

m
de (4.20).

2
Nota-se a analogia com o caso continuo, em que a condicdo o > — também ¢
T

suficiente para garantir que todos os autovalores sejam reais.

Sendo assim, é possivel concluir que a estabilidade numérica da solugao de (4.8) é

garantida se o > —, pois, dessa maneira, todos os autovalores da matriz A serao reais e
7r

negativos.
4.3 Aproximacao Numérica Através de Equacdes Integrais
Da teoria das EDO’s, a solucao tinica do PVI (4.8) pode ser expressa como
t
v(t) = e(0) + [ A In(r)(r)dr. (4.32)
0

E evidente que v € C*[0,T]. Tomando o em conformidade com o Teorema 4.2.2, essa
solugao é simples de ser calculada, pois a matriz A do sistema é diagonalizavel. Seja «

escolhido como no Teorema 4.2.2 e seja A = VAV L com

V:['vl,...,'vm],A:diag()\l,...,/\m), e 0> A > N> >\, (433)



Capitulo 4. ABORDAGEM NUMERICA PARA A SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO 72

Com isso, a solugdo pode ser expressa como

t
v(t) = VetV lp + V/ AV (0 (1) dr. (4.34)
0
Denotando V=1 = [wy, ..., w,,] e observando que V1A = AV~ obtém-se
)\1 0o ... 0 )xlw%l) )\1’LU§1) )\1w7(n1)
0 A ... 0 Xow? Aws? L Auw®@
AV = .2 . . {Uh wy ... wm}: 2.1 2.2 . 2.m ,
0 0 ... An A™ ApwS™ A w(m
(4.35)
ou ainda
)\16{‘/71
Aoel V-1
AVL= |72 , (4.36)
Apel V1
em que e;, j =1,...,m, é o j-ésimo vetor da base candnica em R™. Seja ij = e]TV_l,
entao
)\1le
\ T
AVi—va— | Y (4.37)
AmYmm
Mas,
wgl)all + wél)aﬂ + -+ wq(ml)anl s wgl)alm + wél)aﬁm + -+ wﬁ}b)amm
. wPar + wPas + - +wPan ... wPar, + WP asm + -+ WDanm
VA=
wgm)au + wgm)am + -+ wﬁ,’l”)aml e wgm)alm + w§2)a2m + -+ w,gT)amm
(4.38)
ou
efv-1A
. et V1A
VA= . (4.39)
el V1A

De (4.37) e (4.39), infere-se que y? A = \jy?, j = 1,...,m. Os vetores y, sao denominados
J ] J

autovetores a esquerda de A.
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Nota-se também que
et 0
0 e
MV Tlp = | o ws w,| ¢
100 ermt
e)thgl) e}thél) )\1tw7(7%)
e)\Qt e/\Qtw(2) )\Qtw(2)
_ v L (4.40)
_eAmtwgm) e’\mtwém) )\mtw%n)
AltyT(P
_ e e
)\mtyTso
Denotando, 7; = y] ¢, entdo
Ml
Amt
e m
VeAtV_lgo =|v; vy vn} 72
T
U§1),Yle)\1t + U(l)')’ ezt 4+ 4 U%)’Yme)\m
| PN o e 4 o@Dyt (4.41)
U%m)’)’l@/\lt + ,Ué )’)’26)\2t _|_ .. + U/,(nm)’Yme/\mt
= {’)’16)‘”’01] + [726)""2'5'02} +ot [’)’me mt }
=3 et
j=1
Com g(t) = V7'f(7) e g;(t) = y] f(t), a solugdo pode ser reescrita como
m t
v(t) =3 e+ [ r(rg (e dr v, (4.42)
et 0

que é analoga a solugdo do problema continuo apresentado em (3.138).

Agora, procedendo da mesma maneira como no caso da expressao de série infinita

para u(x,t), se a energia E(t) for aproximada usando uma regra de quadratura com pesos

Wy € pontos xy, tem-se

1 m
/ u(z, t)de =~ Y wru(zy,
0

k=1

t) ~ ki WiV (t)

= wlv(t),

(4.43)
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em que w é o vetor de pesos. Desprezando os erros de aproximacio, para E € C10,T] é
necessario resolver a equagao
m t
DOEDS [fyje*ﬂ + [ r(n)gi(r)eNtd 7| W, (4.44)
; 0

J=1

Isso resulta na seguinte equacao integral de Volterra de primeira espécie, para a incognita
T (t)

'
E(t) = Fu(t) + [ Kt T)rm(r)dr, (4.45)
0
com - ;
F,1t) =Y vjeV'wiv, Kt = gj(r)w vey . (4.46)
Jj=1 j=1

De certo modo, (4.45) pode ser interpretada como uma versao discreta da equagao

de Volterra para a fungao continua desconhecida r(t) (caso exista), no sentido que

lim |7m (t) = 7(t)||cro,m = O. (4.47)
Nesse caso, se for possivel resolver essa equagao para cadam = 1,2, 3, ..., obter-se-a
uma sequéncia r(t),ra(t),. .., rm(t), ... de aproximagoes para a solu¢ao r(t) do problema

inverso do caso continuo. Parece plausivel que essa sequéncia de aproximagcodes converge
para a solucgao r(t) do problema inverso do caso continuo. No entanto, isso é meramente
especulativo, nao se sabe a priori se isso realmente ocorre, e nao serao tratadas questoes
de convergéncia do ponto de vista tedrico neste trabalho. Uma condi¢dao necessaria para
a existéncia de solugoes para (4.45) é que E(0) = F,,(0). Mesmo que a condigdo de

compatibilidade
1
E(0) = / o()dz, (4.48)
0

seja satisfeita, nao é evidente que F(0) = F,,(0), pois
F,.(t) =V 'eMVwlp, (4.49)
implicando que
F,.(0) = wle. (4.50)
Mais do que isso, mesmo se E(0) = F,,(0), E(t) possivelmente esta contaminada por ruido,
isso levaria a um problema de minimos quadrados

argmin || Ay, (rm) — (E(t) — Fau(t)) oo, (4.51)
reC(0,77]

sendo A, : C[0,T] — C10,T] dado por
m t t
Ap(rm) = Z/ Tm(T)gj(T)e)‘j(t_T)dTwij :/ K., (t, 7)r,(7)dr. (4.52)
: 0 0

=1

<
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Como K,,(t, ) é continuo, pela Defini¢ao 2.3.5, K,,(¢,7) é um nicleo fracamente singular.
Assim, pelo Teorema 2.3.6, K,,(t,7) é compacto, resultando que o problema (4.51) é

mal-posto.

Logo, (4.45) pode nao ter solugdo no sentido usual. Mesmo calculando a derivada
dessa equacao em relagao a t e obtendo uma equacao integral de Volterra da segunda

espécie, nao seria evidente que a solugao dessa equagao seria solugao de (4.45).

Uma alternativa, tal como como é feito em Salameh (2014), seria usar integracao

numérica com passo de tempo At e montar um sistema linear para as incognitas
rlo=rnt), ti=At; 0<i<N, (4.53)

T
sendo N = AL Em Salameh (2014, p. 28-29), por exemplo, o autor utiliza a regra do
trapézio para obter um sistema linear triangular. Contudo, seria necesséario avaliar os
autovalores \;, o que pode gerar custos computacionais considerdveis. Para evitar calcular

os \}s serd realizada a discretizacdo temporal de (4.8).

4.4 Meétodo do Ponto Médio Implicito

Uma alternativa para evitar o calculo de autovalores e o uso das equacgoes integrais
apresentadas anteriormente, consiste em integrar numericamente o modelo discreto (4.8) e

entao construir outro sistema linear, a partir do qual o termo fonte sera recuperado.

Para isso, dentre diversas possibilidades para a solucao numérica de um problema

de valor inicial
y'(t) = g(t,y(t), y(a) = yo, (4.54)
T
nos pontos t; da malha, j = 0,1,2,..., N, com passo de tempo At = N tal que

tipir =1t + At tj10 =1t + §At’ sera adotado o método do ponto médio implicito

Aty + yj)

— i =0,1,...,N — 1. 4.55
27 2 j P ) ( )

Yj+1 = y; + Atg (tj +

Como descrito em Burden e Faires (2016), esse método é de segunda ordem e absolutamente

estavel.

Para obter uma boa estrutura do sistema linear decorrente da discretizacao, sera

considerado N = m. Aplicando (4.55) no problema semidiscreto (4.8), tem-se

Yj+1 T Y

Vj_H:Vj—f—At {A< 2

)+r(tj+§)f<tj+§)],j:(),l,...,m—l. (4.56)

Rearranjando os termos, verifica-se que as aproximagoes sucessivas satisfazem

By = Cv;+ At7f;, j=0,1,...,m —1, (4.57)
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em que
At At . A

Como todos os autovalores da matriz A sao negativos, a matriz B é nao singular. Logo,

pode-se escrever
viy = Gv; + At?jB_lfj, j=0,1,...,m—1sendo G = B"'C. (4.59)

Iterativamente, obtém-se

V1 = GV() + At ?(]B_l ?0,

Vo = GVl + At ;"\13_1/{?1, = G2V0 + At ?OGB_ITF\O -+ At ?13_1?1,

V3 = Gvg + At ?2371?2 = G3V0 + At ?0G2B71'/F\0 + At ?1GBil/f\1 + At 7/;2_871?2,
Vyy = GmVO + At ?OGmilBil'/F\o + At 7/“\1Gm72B71/f\1 + -+ At fm_lel/f\m_l‘

Usando (4.43) para calcular aproximagoes da energia E(ty), desprezando os erros

de aproximacao, obtém-se
E1 = wTGV() + At ?OwTB_l?O,
E2 = wTG2v0 + At /;'\(]wTGB_ITF\O + At ?1QJTB_1/f\1,

E3 = wTG3v0 + At ?OQJTGQBil'/F\Q + At ?1OJTGB717F\1 + At wiTBil'/F\Q,

E, = wTvao + At ?OwTGmilBil'/F\o + At 7/“\1wTGm72Bil/f\1 + -+ At ’;“\m_leBil/f\m_l.

Esse conjunto de equacoes lineares pode ser representado na forma matricial como

AtFP=g, (4.60)
e que -
wl'B™1! fo 0
wTGBil?O wTBil/f\l 0
L wTGm_lB_l/f:O wTGm_QB_lﬁ cee wTB_lfm_l i
F=[F,..., ], (4.62)
g = [El — wTGvo, ey Em - wTGmVO]T. (463)

Vale ressaltar que em (4.61), na pratica, a matriz B! nunca ¢ calculada explicitamente,

pois o célculo da inversa demanda alto custo computacional. Em vez disso, sao calculados
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os coeficientes iterativamente. Para tanto, resolve-se sistemas linerares do tipo By = f,
na diagonal principal, depois percorre-se a coluna atualizando o vetor y e resolvendo um
novo sistema linear para determinar o coeficiente. Uma boa alternativa para resolver os
sistemas lineares By = f, consiste em aproveitar a esparsidade da matriz A e calcular a

fatoracao LU de B uma tnica vez.

4.5 Regularizacao do Problema Linear

Com a discretizacao pelo método do ponto médio implicito, desde que se tenha
um conjunto de valores de energia F;, j = 1,...,m, as incégnitas 7; podem ser obtidas

resolvendo o sistema linear (4.60).

Entretanto, cabe salientar que, embora pareca simples determinar as aproximagoes
do termo fonte resolvendo o sistema linear triangular (4.60), é comum que Ej, j =
1,2,...,m estejam contaminados por ruido e, dessa forma, é conhecido apenas um vetor
E , tal que

E=E+e c¢R™, (4.64)

sendo E = [Fy, Es, ... Em]T. Ou seja, tem-se disponivel o dado g e nao g, por isso tendo

em vista a discussao da Secao 2.5.2, deve-se resolver o problema

7 = argmin ||AtFf — g|la  sujeito a  argmin || L¥||2, (4.65)
TeR™ TerRm™

optando-se por adotar L € R™~2X™ como sendo a matriz de derivacio de segunda ordem

, (4.66)

introduzida para obter aproximacgoes suaves. Nada impede de se utilizar outra estru-
tura para L, tal como a matriz de derivagdo de primeira ordem, por exemplo (Hansen,
1989). Todavia, neste trabalho, pretende-se investigar os resultados fornecidos a partir da
matriz (4.66).

Para calcular a solugdo 7 pode ser utilizada a GSVD do par (F, L). Desse modo,

apOs avaliar numericamente que o; # 0, constroéi-se a solugao

- gxi + i (ul g)x;. (4.67)

Contudo, devido ao mal condicionamento da matriz F e a presenca de ruido, a solugao r

é afetada e pode diferir da solucao desejada r. A fim de contornar essa dificuldade, sera
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utilizada a TGSVD para obter a solucao, de tal maneira que

o m—2 u;l'g m _
= Y —X; + > (ug)xi, (4.68)
i=m—1—k ? i=m—1

Para determinar o parametro k& adequado, sera empregado o DP, isto é, o método iterativo
para no primeiro k tal que
1€ — Frill2 < 7€l (4.69)

com 7 Z 1.
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5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo, para verificar a eficiéncia do método proposto, sera considerado o

erro relativo nas aproximagoes do termo fonte

[l = 7l2

1712

RE = , (5.1)

em que r representa o termo fonte exato e 7 denota o termo fonte recuperado a partir de
dados com ruido da forma
E=E+e €R, (5.2)

sendo € um vetor aleatério de média zero, escolhido de tal maneira que ||E—E||; = NL|| E||,
com NL representando o nivel de ruido relativo normal dos dados. O fato de e ser um
vetor de média zero estd relacionado com a distribuicdo normal das componentes ¢;,
i=1,2,...,m, do vetor € (distribui¢do Gaussiana), o que é esperado nesse caso, ji que o

ruido é proveniente, principalmente, de erros de medicao.

Resumidamente, as simulagdes numéricas deste trabalho, realizadas em MATLAB,

consistem no seguinte:

o Definir o valor de m;

e Entrar com os vetores F, ?, Vo € 0 parametro «;

o Adicionar um vetor de ruido € ao vetor E e obter o vetor com imprecisoes g;

e Determinar a matriz F e entrar com a matriz L;

« Calcular a GSVD do par (F, L);

o Criar um processo iterativo, truncando a solucao dada pela GSVD ao atingir o DP;
o Mostrar a solugao aproximada ry para o termo fonte;

o Calcular vj,7 =1,2,...,m.

Vale mencionar que o vetor de ruidos € foi gerado pela rotina randn do MATLAB,
e o calculo da GSVD ¢ obtida pela rotina cgsvd, disponivel no pacote Regularization Tools
em Hansen (1994).
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5.1 Exemplos Numéricos

No intuito de ilustrar a eficaicia do método da TGSVD, serao apresentados alguns
exemplos numéricos para recuperar o termo fonte de problemas cujos dados possuem ruidos.
Nas implementagoes foram feitas varias escolhas de m, com At = h = %, T=Ti=1ea«
escolhido de tal maneira que todos os autovalores da matriz A sejam reais. Vale mencionar
que estes exemplos foram criados de modo que exista solucao analitica, sendo possivel

assumir que a equacao do calor é valida nos contornos.

5.1.1 Exemplo 1

Nesse exemplo, seré considerado o problema teste com solucao analitica dada por
r(t) = e "2+ sen(Ywt)], T >0,

36
u(z,t) = gte’t 2+ sen(Y7t)] p(x), p(x) = =828 + 29z7 — 352° + 1425,

condicdo inicial u(x,0) = 0,

504 Y7t cos(YTrt)
t) = — [t (322° — b 4202 1—t+ —m7F—F—=
fla,t) == [ (322° — 872 + 752" — 202%) + ( +5 Sen(Tﬂ_t)>p(x)] ,

e a funcao energia
te (2 + sen(Y7t))

E(t) = >

Vale notar que ¢(z) =0, = € [0, 1], simplifica o célculo do vetor g do lado direito
de (4.60) ja que vo = 0. Para os experimentos numéricos serd adotado T = 3/2, e para

garantir que todos os autovalores da matriz A sejam reais, serda tomado o = 1.

Primeiramente, para elucidar a necessidade do emprego de métodos de regularizagao
no problema inverso com dados contaminados por algum tipo de ruido, o sistema linear
(4.60) foi resolvido por substitui¢ao direta, usando dados sem e com ruido, sendo as fontes
discretas obtidas dessa forma denotadas por 7 e 7, respectivamente. As fontes discretas

recuperadas para m = 50 e dados com 1% de ruido sao exibidos na Figura 4.

A instabilidade das aproximagoes para r(t) a partir de dados com ruido reforca
a necessidade da incorporagao de um método de regularizacao. Nao obstante, os erros
relativos das aproximagoes, apresentados na Tabela 1, mostram que para dados sem ruido
o erro relativo de reconstru¢do diminui na medida que m aumenta, enquanto que para

dados com ruido o erro relativo aumenta.

As préximas simulagoes foram realizadas a partir de dados com trés niveis de ruido:
0,25%, 1% e 2,5%. As aproximacoes, para dados com 1% de ruido, estao apresentados

nas Figura 5.
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Figura 4 — Fonte recuperada a partir de dados sem e com ruido para NL=1%.

25

1.5

0.5

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

Fonte: O autor, 2024.

Tabela 1 — Erros relativos das aproximagoes numéricas sem regularizacao.

NL m RE
50 5,08-1072

0% 100 1,27-10~4
150 5,67-1075
50 6,80-10°2

1% 100 1,25-1071
150 1,54-1071

Fonte: O autor, 2024..

Para finalizar a explanagao em relagao ao método de regularizacao usado neste
exemplo, os erros relativos para os trés niveis de ruido, incluindo os parametros de

regularizacao correspondentes, estao apresentados na Tabela 2.

Os resultados, além de mostrarem que os parametros de regularizacao sao adequados,
também corroboram com a teoria da regularizacdo em relacao ao DP: o erro diminui
a medida que o nivel de ruido se aproxima de zero, ao passo que os parametros de

regularizagao aumentam, nesse caso.
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Figura 5 — Fonte recuperada a partir de dados com ruido de NL=1% para m = 50.

25 T T T T T T T T T

r(t)

—— ()

1.5

0.5

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

Fonte: O autor, 2024.

Tabela 2 — Erros relativos e parametros de regularizacao

NL m RE i
50 6,03-10° 6
0,25% 100 4,30-10% 8
150 3,87-1073 6
50 1,16-102 4
1% 100 1,54-1072 4
150 1,03-1072 5
50 3,36-102 2
2,5% 100 4,48-1072 3
150 4,11-1072 3

Fonte: O autor, 2024..

Neste exemplo, o fator de propagacao de ruidos é da ordem de €, assim como

mostra a Figura 6. Mais precisamente, o erro relativo em funcao de € é tal que
|RE(e)| < C ¢, (5.3)

sendo C' = 0, 35.

A fim de ilustrar a precisao do método proposto em relacao a aproximacao para
u(z,t) a partir da fonte recuperada, 7, e os dados u(z,0) e f(z,t), apresentam-se os
resultados obtidos para Ty = 1, m = 50 e ruido de 1% na Figura 7, sendo u(x,T}) e
u(x,Ty) as solugoes numéricas obtidas com as aproximacoes para r(t) a partir de dados

sem e com ruido, respectivamente.
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Figura 6 — Erro relativo em funcao do nivel de ruido.

0.054 T T T T
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RE

0.048
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0.044 . . . .
0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

NL
Fonte: O autor, 2024.

Figura 7 — Aproximagoes da solugao a partir de dados sem e com ruido de NL=1% para
m=50em Ty =1.
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Fonte: O autor, 2024.

Para finalizar este exemplo, é apresentada na Figura 8 a solu¢do numérica em todos
os passos de tempo, algo que nao ¢ feito nos demais exemplos, pois erros consideraveis nos
passos de tempo anteriores se propagam e se tornam notaveis na aproximagao da solucao

no tempo final.
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Figura 8 — Aproximacoes da solucdo a partir de dados sem e com ruido de NL=1% para
m = 50

<

SRR

%% %%t
0:"““::\\

%

Fonte: O autor, 2024.

5.1.2 Exemplo 2

Neste exemplo, considera-se o problema inverso cuja solugao {r(t), u(z,t)} é dada
por

r(t) =€, u(z,t) = e’ [2sen(nw) — sen(27z)].
Diferentemente do exemplo anterior, aqui serd considerada uma condicdo inicial ndo nula
o(x) = 2sen(mz) — sen(27wz), = € [0,1], e

f(z,t) = 2(1 + 7?)sen(mx) — (1 + 47%) sen(27x).
Nesse caso, a func¢ao energia é descrita por E(t) = —ef, t € [0,1]. Para este exemplo,
T

considerou-se a = 2.

Para as simulagoes numéricas, analogamente ao exemplo anterior, utilizou-se os
mesmos niveis de ruido e valores para m. Na Figura 9 apresentam-se os resultados das
aproximacoes, na qual é possivel constatar um resultado semelhante ao exemplo anterior.O
fator de propagacao de ruidos também foi semelhante ao Exemplo 1, isso porque a solucao

para 7(t) nesses exemplos é suave.

Para completar, apresentam-se na Figura 10 os resultados das aproximagoes numé-

ricas para u(x,t), u(x,t) a partir das aproximagoes para r(t).
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Figura 9 — Fonte recuperada a partir de dados com ruido de NL=1% para m = 50.
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Fonte: O autor, 2024.

Figura 10 — Aproximacoes da solucao a partir de dados sem e com ruido de NL=1% para
m =50 em Tt = 1.
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Fonte: O autor, 2024.

5.1.3 Exemplo 3

Neste exemplo, para explorar mais o método proposto, a fonte a ser recuperada
é uma funcao nao suave, gerando assim dificuldades numéricas. Considera-se entao o

problema de recuperar o par {r(t),u(z,t)},
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r(t) =142t — 1],

4 29 5
u(z,t) = 100e~*/2(2 + cos(4nt)) (—7x8 + ﬂﬂ - 5176 + x5> ,

com os dados de entrada

4 29 5)
o(z) = 300 (—73:8 + ﬁ:ﬁ — 5:1:6 + :c5) :

100e7/2(2 + cos(4nt)) 5 5 . 5
flz,t)y= - ] (—320° + 872" — 752" + 202°) (5.4)
_i/o [ 8msen(4nt) + 2 + cos(4nt) 4 29 5
—50et/2 <— 8 4 o7 — Zgf 5> 5.5
‘ ( 1+ [2t— 1] AR Ve Ll R
e a fungdo energia
125
E(t)=—e 22 4rt)).
(1) 555¢ (2 + cos(4mt))

Novamente usou-se o = 2. A fim de exigir bastante robustez do método proposto,
foram considerados os niveis de ruido NL = 1%, NL = 2,5% e NL = 5%. Os resultados
obtidos para dados sem ruido tiveram bom comportamento, semelhante ao Exemplo 1, nao
havendo a necessidade de exibi-los aqui. Mesmo que a funcdo nao seja suave, optou-se por
manter a matriz L para introduzir suavidade, no intuito de investigar como o método se
comporta. A fonte recuperada com regularizacao para NL = 1%, m = 50, est4 apresentada

na Figura 11.

Figura 11 — Fonte recuperada a partir de dados com ruidos de NL=1% para m = 50.

Fonte: O autor, 2024.

Devido ao fato que r(t) é ndo suave, o fator de propagacao de ruido é incerto, nao

possibilitando chegar a resultados conclusivos. Embora nao se tenha realizada uma analise
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mais profunda sobre esse assunto, é razoavel que os fatores de propagacao de ruido ao ser

utilizada a TGSVD se comportam de forma analoga ao caso da TSVD e que dependem da

regularidade da solucao.
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6 Conclusao

O trabalho desenvolvido permitiu investigar o problema inverso da equacao do calor
com condigao de contorno de Wentzell-Neuman nao local, que ainda é pouco explorada na

literatura. O problema foi abordado analiticamente e numericamente.

Para provar a existéncia e unicidade de solucao do problema direto, sob condigoes
suficientes, recorreu-se ao método de Fourier generalizado. Para isso, foi verificado que
as autofuncdes do problema espectral auxiliar constituem uma base de Riesz para o
espaco L?]0,1], pois a sequéncia de autofungdes possui uma sequéncia biortogonal e é
quadraticamente préxima a uma base ortonormal. Além disso, foi provado que hé, no
maximo, um nimero finito de autovalores complexos do problema espectral auxiliar; isso
permitiu provar que a solugao do problema direto é uma funcao real, independente do

valor de a.

No contexto do problema inverso, observou-se que o operador do problema é uma
equagao integral, em que o nucleo é fracamente singular. Sendo assim, o operador envolvido
é compacto e definido em espacos de dimesao infinita. Com isso, concluiu-se que se trata
de um problema inverso mal-posto, segundo a definicao de Hadamard. Contudo, sob

condigoes suficientes, foi provada a existéncia e unicidade de solugdo do problema inverso.

Na abordagem numérica, foi possivel resolver computacionalmente exemplos de
problemas inversos da equacao do calor com condicao de contorno de Wentzell-Neuman
nao local, através de um método numérico. Constatou-se que o sistema linear decorrente
da discretizacao e do emprego do método do ponto médio implicito se caracteriza como mal
condicionado, além de apresentar ruido nos dados. Em virtude disso, foi necessario utilizar
um método de regularizagao, optando-se pelo método da TGSVD, cujo truncamento foi
com base no DP. Os experimentos numéricos, utilizando dados com ruido, mostraram que
o método proposto é capaz de produzir resultados com erro de aproximacgao da mesma

ordem do ruido nos dados de entrada.

No que tange a pesquisas futuras, torna-se importante fazer analises da convergéncia
do método numérico e encontrar exemplos para serem resolvidos numericamente, cujos
dados de entrada estejam de acordo com as condigoes dos teoremas da existéncia e
unicidade de solugao do problema direto e inverso. Nao obstante, também pode ser
estendido o método exposto para problemas bidimensionais, além de testar outros métodos

de discretizagao.
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