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RESUMO

Nesta dissertacdo esta apresentado o Teorema de Minkowski e suas aplicagcées na
Teoria dos Numeros. Os resultados s&do mostrados no caso geral e também em casos
particulares. S&o apresentadas suas aplicagdes para o caso da soma de dois quadra-
dos e também para a soma de quatro quadrados. Ao final, apresenta-se também uma
abordagem da utilizacao de tais resultados aplicados no Ensino Médio como forma
de estimular a pesquisa em Matematica e Teoria dos NUmeros no Sistema Basico de
Ensino.

Palavras-chave: Teoria dos NUmeros . Soma de Quadrados. Reticulados. Ensino de
Matematica.



ABSTRACT

This dissertation presents Minkowski’s Theorem and its applications in Number Theory.
The results are shown in the general case and also in particular cases. Its applications
are presented for the case of the sum of two squares and also for the sum of four
squares. At the end, an approach to the use of such results applied in High School is
also presented as a way of stimulating research in Mathematics and Number Theory in
the Basic Education System.

Keywords: Number Theory. Sum of Squares. Lattices. Mathematics Teaching.



LISTA DE FIGURAS

Figura1 — Paralelogramo entre vetoresLI. . . . . . . .. ... ... ... .... 27
Figura2 — Anguloentre Vetores. . . . . . . .. ... i 29
Figura 3 — Interpretagdo Geométrica do Produto Vetorial. . . . ... ... ... 30
Figura 4 — Interpretacdo Geométrica do Produto Misto. . . . . . .. ... . ... 31
Figura5 — Minkowski- Perfil. . . . . . ... ... . .. . 34
Figura 6 — Reticulado dos Inteiros-Z2. . . . . . . ... ... .. ... ...... 35
Figura7 — Reticulado Ay, . . . . . . oL 36
Figura 8 — Paralelogramo Fundamentalde Z%. . . . . . . ... .. ... ... .. 37
Figura9 — Conjunto sV eoReticulado Z2. . . . . . . ... ............ 39
Figura 10 — Conjunto V' particionado em subconjuntos. . . . . ... ...... 40
Figura 11 — Translagdes t; para o paralelogramo fundamental. . . . .. ... .. 40

Figura 12 — Intersecgdo néo vaziade (U;+;) e (Uj+j). . . . .« o o oo oot 41



1.1

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.71

3.1
3.1.1
3.2
3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.3

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.5.1
4.5.1.1
4.5.2

SUMARIO

INTRODUGAO . . .ttt ittt ettt e ettt e eens
OBJETIVOS . . . . . e
DIVISIBILIDADE ECONGRUENCIA . . ................
OPRINCIPIODABOAORDEM . . . . . ... i
OMAXIMODIVISORCOMUM . . . . . . .. i
O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA . . ... ... ...
CONGRUENCIA . . ... ... . ... . ...
TEOREMA DE FERMAT . . . . . . .. ... ... ... ... .....
TEOREMA CHINESDORESTO . . . . . v oo oo oo
RESIDUOSQUADRATICOS . . . . . .. ...,
Simbolo de Legendre e o Critériode Euler . . . . ... ... ...
BASE DE UM ESPACOVETORIAL . . . . . ... ... ... .....
ESPACOS VETORIAIS . . . . . . . . .. ... . ... ... ...
Propriedades dos Espacos Vetoriais . . . . . ... ... ... ...
DEPENDENCIA E INDEPENDENCIALINEAR . . . . .. .. ... ..
Combinacao Linear . . ... ... ... ... .............
Subespacos Vetoriais e Subespacos Gerados . . . . .. ... ..
Base de um Espaco Vetorial . . . . . . .. ... ... ... .....
RELACAO ENTRE CALCULO DE VOLUME E DETERMINANTES .
O TEOREMADE MINKOWSKI .. ... ..........c.¢c.c....
BIOGRAFIA . . . . . . . . .
O RETICULADO E O PARALELOGRAMO FUNDAMENTAL . . . ..
RELACAO DE EQUIVALENCIA . . .. ... ... .. ... ......
O TEOREMA DE MINKOWSKI . . . . .. ... ... ... . .....
APLICACOES DO TEOREMA DE MINKOWSKI . . . . ... ... ..
Somadedoisquadrados . . . . . .. .. ... ............
Demonstragao . . . . . . . . . ..
Somade quatroquadrados . . . . ... ... ... ... ......
UMA PROPOSTA DE ATIVIDADE PARA O ENSINO MEDIO .
CONCLUSAOD . . . o ittt e e et e e e et e e e e e
REFERENCIAS . . . . . ...ttt ittt it et e
ANEXO A - PRODUTO EDUCACIONAL .. .............



11

1 INTRODUGAO

O matematico Hermann Minkowski (1864-1909) foi pioneiro nos estudos da
Geometria dos Numeros, uma area dentro da Teoria dos Numeros. Sua grande contri-
buicao esta relacionada a consideragao de figuras no espacgo euclidiano n-dimensinal
que produzem resultados relevantes sobre diversos temas da Teoria dos Numeros,
incluindo os resultados sobre somas de quadrados.

A primeira vista, 0 assunto Soma de Quadrados é acessivel e de simples entendi-
mento para estudantes de Matematica e Aritmética em geral. Porém as demonstracoes
relacionadas ao tema clamam certo estudo algébrico. Nesta dissertacdo serao demons-
tradas algumas maneiras de representar numeros inteiros como soma de quadrados
baseado no resultado central do Teorema de Minkowski. Este tema possui grande
importancia no estudo de Teoria dos Numeros e Aritmética, conteddos importantes na
Matematica do Ensino Médio e também para as Olimpiadas de Matematica.

1.1 OBJETIVOS

Segundo Fan [5] (2012), um problema interessante em Teoria dos Numeros
se refere as representacdes de um determinado inteiro positivo como a soma de
um numero fixo de quadrados de numeros inteiros. Rigorosamente falando, fixado um
inteiro positivo k£, queremos determinar para quais inteiros positivos n existem zy, - - - , a,
inteiros tais que

k
72 : 2
1=1

O caso k£ = 1 é trivial. O matematico Pierre de Fermat (1607-1665) considerou o
caso k = 2 para primos n = p. Ele provou que um primo congruente a 3 modulo 4
ndo pode ser escrito como soma de dois quadrados. Observou ainda que todo primo
congruente a 1 modulo 4 pode ser representado como a soma de dois quadrados.
A generalizacao para todos inteiros positivos n ja tinha sido abordada por Albert Gi-
rard (1595-1632), antes de Fermat. Entretanto, nem Girard nem Fermat, fizeram as
demonstrag6es matematicas de seus resultados. A primeira demonstracao foi feita por
Leonhard Euler (1707-1783) no século XVIII. O caso % = 4 foi solucionado por Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813) em 1770. Ele demonstrou que qualquer inteiro pode ser
escrito como soma de quatro quadrados. Entre os anos 1797 e 1798, Adrien-Marie
Legendre (1752-1833) demonstrou que todo inteiro positivo n pode ser escrito como
soma de trés quadrados, especificamente quando »n ndo é da forma 4%(8b + 7) para
quaisquer inteiros nao negativos a € b.

Atualmente existem muitas demonstragdes diferentes dos resultados desenvolvi-
dos por Fermat, Lagrange e Legendre em diversas areas da Matematica. Abordaremos
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as demonstracdes deste presente trabalho utilizando as ideias da Geometria dos Nu-
meros de Minkowski.

Para abordagem do tema, é necessario levantar conceitos sobre topicos de
Algebra Linear, Algebra Pura e também Aritmética, de onde surgiu a ideia inicial para
realizacao deste trabalho. Essa revisdo sera feita nos capitulos que antecedem o
Teorema de Minkowski e suas aplicacgoes.

No capitulo onde é apresentado o Teorema de Minkowski apresenta-se a de-
monstracdo do teorema principal bem como suas aplicacdes nos casos dos numeros
primos que podem ser escritos como soma de dois quadrados e o resultado que todo
inteiro positivo n pode ser escrito como soma de quatro quadrados. Por fim é apresen-
tada uma Proposta de Atividade para o Ensino Médio abordando o tema central da
soma de quadrados.
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2 DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIA

Com a finalidade de contemplar resultados importantes que serao utilizados
nas aplicagdes do Teorema de Minkowski, precisa-se explorar conceitos sobre divisi-
bilidade e congruéncia. E importante que seja definido o Critério de Euler, o Simbolo
de Legendre, o Teorema Chinés dos restos, entre outros conceitos sobre residuos
quadraticos e Aritmética em geral.

E importante mencionar que muitos resultados contidos neste capitulo sao fru-
tos do estudo da disciplina Aritmética no Mestrado Profissional em Matematica e a
principal referéncia bibliografica utilizada foi o livro Introdugéo a Teoria dos Numeros
de SANTOS, J.P.O. [1] (2004).

Para o entendimento desse capitulo, a menos de mencao contraria, todos os
nameros serao inteiros.

2.1 O PRINCIPIO DA BOA ORDEM

Um elemento gy € A diz-se elemento minimo de A se, para todo « € A tem-se
que ag < a. Usaremos o simbolo min A para indicar o0 minimo de um conjunto A,
quando existir.

Definicao 1. (Principio da Boa Ordem) Todo conjunto ndo vazio de inteiros ndo nega-
tivos contém um elemento minimo.

2.2 O MAXIMO DIVISOR COMUM

O maximo divisor comum de dois inteiros « e b (a ou b diferente de zero),
denotado por (a,b), € 0 maior inteiro que divide a e b.

Teorema 2.2.1. Considere a um inteiro ndo nulo. Se a | b e a | ¢, entdo, para todos
inteiros m, n, tem-se que a | (mb + nc).

Demonstracao:

Se a | b, existe um inteiro ¢ tal que at = b. Multiplicando m dos dois lados da
equacao, temos a(tm) = bm. Logo a | mb.

Se a | ¢, existe um inteiro r tal que ar = c. Multiplicando » dos dois lados da
equagao, temos a(rn) = cn. Logo a | nc.

Somando os dois resultados acima, temos que

a(tm) + a(rn) = bm + cn

a(tm +rn) = (bm + cn).

Com isso, temos que a | (mb + nc). [
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Teorema 2.2.2. (Identidade de Bézout) Sejam a e b inteiros e d = (a,b). Entdo existem
inteirosr e s talque d = a-r+ b - s.

Demonstracao:
Inicialmente considere o conjunto S = {az + by | z,y € Z, ax + by > 0}.
O conjunto S nao é vazio, pois se z = a € y = b temos

a-a+b-b=a*>+0>>0

Sabemos, pelo Principio da Boa Ordem, que todo conjunto ndo vazio de inteiros nao
negativos contém um elemento minimo. Sendo assim, existe elemento minimo em S,
sejat = min S. Como t € S temos

t=a-r+b-s,

com r e s inteiros.
Com a finalidade de mostrar que ¢ = (a,b), é€ importante verificar que
1. t édivisorde ae b,ouseja, t|aet]|b.

2. Se ¢ é um divisor comum de « e b, entdo ¢ | ¢.
Se ambas afirmagdes forem mostradas, teremos ¢ o0 maior inteiro que divide a e b. Para
mostrar a primeira afirmacao, utilizando o algoritmo da divisdo de a por ¢, temos que

a=1-q+r,
com 0 < r; < t. Se t ndo for divisor de a, podemos concluir que m, > 0 e entao
m=a-t-g=a—(a-r+b-s)-q=all—r-q)+b(-s-q).

Ouseja, n € S,poisédaformar, =a-z+b-y,comz = (1-r-q)ey = (-s-q).
Entretanto ~, < ¢t = min S, contradigdo! Entao, temos que ¢ € divisor de a, ¢ | a. De
forma anéloga podemos mostrar que ¢ também € divisor de b, ¢t | b. Desta forma, a
primeira afirmagao foi satisfeita.
Para mostrar a segunda afirmacgéo, se ¢ | a e ¢ | b, pelo Teorema 2.2.1 temos
que c¢ | an + bm para todos inteiros n e m. Em particular para ¢ | ar + bs = t. Logo, a
segunda afirmagéo também foi satisfeita. Entdo conclui-se que ¢ = d = (a,b).
|

2.3 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Lema 2.3.1. (Lema de Euclides) Se a | bc e (a,b) = 1 entdo a | c.

Demonstracdo: Pela Identidade de Bézout, temos que am + bn 1, para alguns
inteiros m e n. Multiplicando ambos lados desta equagéo por ¢ temos que

clam + bn) = ¢
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amc + bnc = ¢ (1)

Por hipétese, temos que a | be, ou seja, existe k£ € Z tal que a - k = be. Da
equacéo (1) temos

amc + bnc = ¢
ame + n(ak) = ¢
a(me + nk) = ¢
Assim, podemos concluir que a | c. |

Definicao 2. Numeros Primos. Um inteiro positivo p é chamado primo se tem exata-
mente dois divisores positivos: 1 e p.

Definicao 3. Numeros Compostos. Um inteiro m > 1 é chamado composto quando
nao é primo.

Teorema 2.3.1. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo inteiro maior do que 1
pode ser representado de maneira unica (a menos da ordem) como um produto de
fatores primos.

Demonstragao:

Sabemos que um numero p > 1 é primo se possui exatamente dois divisores
positivos, ou seja, 1 | p e p | p. Se n for primo esta encerrada a demonstracao. Se n
nao for primo, seja n seja um namero composto. Considere p; (p; > 1) 0 menor dos
divisores positivos de n € que p; é primo. De fato, p; necessariamente é primo, senao
teriamos p | p; = 1 < p < p;. Mas sabemos que p | n, 0 que contradiria a escolha de
p1. Desta forma, podemos concluir que n = pin.

Se n; for primo, a prova da existéncia do produto de fatores primos esta completa.
Senao, tomamos p, como o menor divisor de n,. Pela constatacdo anterior, p, deve ser
primo e temos que n = p; pans.

Repetindo este procedimento de forma sucessiva, obtemos uma sequéncia de-
crescente de inteiros positivos n;. n, - - -, n,.. Como todos sdo numeros inteiros maiores
do que 1, este procedimento certamente finalizard. Como os primos na sequéncia p,
P2, -+, pr NAO SA0, necessariamente, distintos, n terd sua representacao na forma:

_ a1, a2 ag
n =Py Py~ Dy

Para garantirmos a unicidade, vamos fazer a inducao matematica em n. Con-
sidere que para n = 2 a afirmacao é verdadeira. Assumimos, desta maneira, que ela
€ valida para todos nameros inteiros maiores do que 1 e menores do que n. Vamos
mostrar que ela é verdadeira para n. Se n for primo, esta concluida a demonstracao.



Capitulo 2. Divisibilidade e Congruéncia 16

Vamos supor, entdo, que n € um namero composto e que possua duas fatoragdes
distintas em primos, ou seja,

n=mpip2--Ps = Q1q2" " qr

Mostraremos que s = r e que cada p; é igual a algum g¢;.

De fato, se dado p primo é tal que p | ab e p 1 a, entédo (a,p) = 1, pois 0s Unicos
divisores positivos de p séo 1 e p. Pelo Lema de Euclides, concluimos que p | b.

Como p; divide o produto ¢ ¢, - - - ¢, ele divide pelo menos um dos fatores g¢;.
Sem perda de generalidade podemos considerar que p; | ¢;. Mas, como sdo ambos
numeros primos, isto implica que p; = ¢;. Destaforma n/p; = pa---ps = ¢+ - - ¢.. Como
1 < n/p < n, a hipétese de indugdo nos mostra que ambas fatoragdes sdo idénticas,
isto €, s = r e, a menos da ordem, as fatoracées pip: - ps € 1 ¢ - - - ¢s SA0 iguais.

[ |

2.4 CONGRUENCIA

Assumiremos a definicdo 4 e o lema 2.4.1 de [2] MARTINS, S.T. e TENGAN, E.
(2020, p. 597)

Definicao 4. Escrevemos a = b(mod m) (Ié-se a é congruente a b modulo m) se, e
somente se, m | (a - b)

Por exemplo, temos 27 = 3(mod 12) e 3 = -33(mod 12) pois 27 -3 = 24 e
3 - (-33) = 36 s&o multiplos de 12. As propriedades a seguir mostram que a relagao
de congruéncia é uma relagdo de equivaléncia: a ideia € que quando escrevemos
a = b(mod m), em termos de questdes de divisibilidade por m, 0s inteiros a e b sdo por
assim dizer "iguais".

Lema 2.4.1. Para m fixado, a relagao de congruéncia moédulo m é de equivaléncia:

* (i) Reflexividade a = a(mod m) para todo a
e (ii) Simetria a = b(mod m) < b = a(mod m)

* (iii) Transitividade Se a = b(mod m) e b = c¢(mod m) entdo a = c¢(mod m)

Lema 2.4.2. Se a, b, c € m S§0 numeros inteiros e ac = bc(mod m), entdo
a = b(mod %), onde d = (c,m).

Demonstragao: Da hipdtese que ac = be(mod m) temos que m | (ac — be), ou seja,
c¢(a —b) = km, onde k£ € um inteiro. Dividindo ambos lados desta equagao por d,

chegaremos a 4(a — b) = k(% ). Desta forma, podemos concluir que (%) | (5)(a -~ b).

Como d — (¢,m), podemos verificar que (%,5) — 1. Entéo, pelo Lema de Euclides,
segue que (%) | (a— b) o que implica a = b(mod % ). |
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Definicao 5. Chama-se sistema completo de residuos mddulo m todo conjunto de
numeros inteiros cujos restos pela divisdo por m sdo os numeros0, 1, ---, m—1, sem
repeticbes e em alguma ordem qualquer.

Por exemplo, o conjunto {3,4,5} é um sistema completo de residuos médulo 3.
Pode-se observar que 3 = 0(mod 3), 4 = 1(mod 3) € 5 = 2(mod 3), ou seja, 0S NUMeros
3, 4 e 5 deixam resto 0, 1 e 2 pela divisdo por 3, respectivamente.

Pela definicdo 5, conclui-se que um sistema completo de residuos moédulo m
possui exatamente m elementos.

Definicao 6. Chama-se sistema reduzido de residuos mdédulo m todo conjunto de
numeros inteiros {ry, r, -+ , 1} que satisfaga as condigées:
1. (r;,m) =1, paratodosi =1,--- ,t;

2. 1, # r;(mod m), paratodo i # j;

3. para todo a € Z tal que (a,m) = 1, existe i tal que a = r;(mod m).

Por exemplo, o conjunto {9,11} é um sistema reduzido médulo 4. Verifica-se,
inicialmente que (9,4) = 1 e (11,4) = 1. Tem-se também que 9 # 11(mod 4). Para
satisfazer a terceira condigdo, devemos considerar a € Z impar, caso contrario nao
teriamos (a,m) = 1. Logo, pelo algoritmo da divisédo, considera-se que a = 4k + 1 ou
a = 4k+3. Temos que se a = 4k +1,entdo a = 1 = 9(mod 4) e que se a = 4k + 3, entéo
a =3 = 11(mod 4). Desta forma, todas as condi¢des da definicdo 6 foram satisfeitas.

2.5 TEOREMA DE FERMAT

Teorema 2.5.1. (Pequeno Teorema de Fermat): Seja p primo. Se p t a entao
a?1 = 1(mod p)

Demonstracgao:

Sabemos que o conjunto formado pelos p numeros 0, 1, 2, - - -, p—1 constitui um
sistema completo de residuos modulo p. Isto significa que qualquer conjunto contendo
no maximo p elementos incongruentes modulo p pode ser colocado em bijecao com
algum subconjunto de {0,1,2,--- ,p — 1}. Desta forma, vamos considerar os numeros
a, 2a, 3a, ---, (p—1)a. Como (a,p) = 1, nenhum destes ia, 1 < i < p—1 é divisivel
por p, ou seja, nenhum é congruente a zero médulo p. Quaisquer dois deles serao
necessariamente incongruentes modulo p, pois se existisse aj = ak(mod p), teriamos
que j = k(mod p) e isto s6 seria possivel se j = k, ja que ambos j e k sao positivos
e menores do que p. Temos, entdo, um conjunto de p — 1 elementos incongruentes
médulo p e ndo-divisiveis por p. Entdo, cada um deles é congruente a exatamente um
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residuo médulo p dentre 1, 2, 3,-- -, p — 1. Se multiplicarmos todas essas congruéncias,
membro a membro, vamos encontrar:

a(2a)(3a)---(p-1)a=1.23---(p—1)(mod p)

ouseja a’ (p—1)! = (p-1)!(mod p). Mas, como ((p—1)!,p) = 1, podemos cancelar o
fator (p — 1)! em ambos os lados, obtendo

a? ' = 1(mod p),

0 que conclui a demostragéo.

2.6 TEOREMA CHINES DO RESTO

O resutado deste teorema é utilizado numa parte da demonstracao da aplicagéo
do Teorema de Minkoski para a Soma de Quatro Quadrados, um dos resultados mais
importantes deste trabalho.

O nome dado ao teorema seguinte se deve ao fato de que este resultado ja era
conhecido pelos matematicos chineses na antiguidade (SANTOS,J.P.O [1], 2004).

Teorema 2.6.1. (O Teorema Chinés do Resto) Sejam ny, n, - - -, ny numeros naturais
tais que (n;,n;) = 1 parai # j e ¢, inteiros. Entgo o sistema

z = ¢1(mod ny)

T = cy(mod ny)

z = c3(mod ng)

z = c(mod ny)

possui solugdo e a solugdo é unica modulo n, onde n = ny.ny - - - ny,.

Demonstracao:

Sejamn = ny.ng---ny € N; = ni =mnyng---(n;—1)(n; +1)---my, isto &, N; é
o produto de todos os inteiros niny - - - hk excluindo n,. Como (n;,n;) = 1 para i # j,
entdo (N;,n;) = 1. Assim pela Identidade de Bézout, existem inteiros r; e s; tais que
rN; + s;n; = 1, paracada : = 1,---, k. Vamos provar que o inteiro zp = ¢y Ny +
cama Ny + - -+ + ¢ N, € uma solucao do sistema dado. Inicialmente, se ¢ # j entao
N; = 0(mod n;) ja que n; | Nj.

Logo, ¢;r; N; = 0(mod n;), de modo que

Ty — 617”1N1 + CQT’QNQ + e+ CkT'ka = C,L"I"iNi(WLOd 77,1)
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Por outro lado, de n;N; + s;n; = 1, temos que r;N; = 1(mod n;) para cada
i=1,-- k.

Dai, ¢;r;N; = ¢;(mod n;) e, por transitividade, zy = ¢;(mod n;) para todo i. Isso
mostra que z; € uma solugao do sistema. Por fim, se y, é outra solucao do sistema
entdo yo = c¢;(mod n;) para cada ¢ = 1,--- , k. Desse modo, 5 = y(mod n;), isto
é n | (20— w). Como (n;,n;) = 1, com i # j, segue do Lema de Euclides que
n = myny---ny divide 2o — ¥, OU S€ja, 1y = yo(mod n), 0 que prova a unicidade da
solucao médulo n. Por isso, a solugédo geral do sistema é = = xy + kn, k € Z. |

2.7 RESIDUOS QUADRATICOS

Residuos quadraticos é um pré-requisito para o entendimento das aplicacbes
do Teorema de Minkowski, tema central desta dissertacdo. Sera apresentada sua
definicdo, bem como os conceitos relacionados ao Simbolo de Lengendre e Critério
de Euler, fundamentais para este trabalho.

Portanto, nesta secédo estaremos interessados no estudo de solugbes para a
congruéncia z* = a(mod m). No caso que m é primo impar e (a,m) = 1 esta con-
gruéncia, caso tenha solugao, tem exatamente duas solugées incongruentes médulo

m.

Teorema 2.7.1. Para p um primo impar e a um inteiro nao divisivel por p, a congruéncia

2% = a(mod p),

caso tenha solucao, tem exatamente duas solugées incongruentes modulo p.

Demonstracao:

Caso essa congruéncia tenha uma solucao z;, claramente —z; também sera
solugdo, uma vez que (—z;)? = z = a(mod p). Devemos mostrar que estas solugdes 1
e —z; Sdo incongruentes modulo p. Se z; = —z,(mod p), entéo teriamos 2z; = 0(mod p)
e,como p é impare p { z; (pois p | (z2—a) e p 1 a), isto & impossivel. Precisamos mostrar
gue so6 existem duas solugdes incongruentes. Seja y uma solugdo de z% = a(mod p),
isto &, y> = a(mod p). Como z; é solugdo temos =7 = y* = a(mod p) e, portanto,
(2~ y?) = (z1 + y)(m — y) = 0(mod p). Logo, p | (21 +y) ou p | (= — y), 0 que implica
y = —mx1(mod p) ou y = z;(mod p). Com isso mostramos que, caso exista uma solugao,
existem exatamente duas solug¢des incongruentes. [

Definicao 7. Dizemos que a é um residuo quadratico moédulo m se a congruéncia
z? = a(mod m) tiver solugdo. Caso z?> = a(mod m) ndo tenha nenhuma solugéo,
dizemos que a ndo é um residuo quadratico médulo m ou que a € um residuo n&o-
quadratico. Se m for primo, sempre considere que a n&o divide m.
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Por exemplo, como 42 = 1(mod 5), 1 € um residuo quadratico médulo 5. Vamos
considerar o primo 7 e achar todos 0s numeros que sao residuos quadraticos médulo 7.
Para isso é suficiente considerarmos os quadrados dos numeros 1,2, --- , 6. Observe
que estes numeros formam um sistema reduzido de residuos modulo 7.

12 = 1(mod 7)
22 = 4(mod 7)
32 =2(mod 7)
42 = 2(mod 7)
52 = 4(mod 7)
6% = 1(mod 7)

Na coluna da esquerda temos os quadrados dos numeros de 1 a 6 e na coluna da
direita apenas os numeros 1, 4 e 2. Estes sao todos os residuos quadraticos mddulo
7. Observe que estes numeros aparecem na metade superior da lista acima e que
eles estdo repetidos na metade inferior. O fato de haver repeticao a partir do 4> vem
da congruéncia (7 - k)* = k?*(mod T7) que pode ser verificado no desenvolvimento de
72— 14k + k* = k*(mod 7). No caso de um primo impar qualquer, pode-se mostrar que,
dentre os elementos, 1,2,---, p— 1, que constituem um sistema reduzido de residuos
moédulo p, metade deles, ou seja, (p — 1)/2 sao residuos quadraticos e os restantes
(p—1)/2, ndo sao. Este € o resultado provado no teorema seguinte.

Teorema 2.7.2. Seja p um primo impar. Dentre os nimeros 1,2,--- ,p — 1, exatamente
(p—1)/2 sé&o residuos quadraticos e (p — 1)/2 ndo sé&o.

Demonstracdo: Vamos considerar, como fizemos no caso p = 7, os quadrados dos
nimeros de 1 a p — 1. Como 1?> = 1(mod p) sabemos pelo Teorema 2.5.1, que -1
também é solucédo de 22 = 1(mod p), mas -1 = p — 1(mod p). Logo, 1 e p— 1 séo as
Unicas solugdes de z2? = 1(mod p). Tomamos, agora, 2 que sera congruente a algum
namero k diferente de 1. Como -2 = p — 2(mod p), 2 € p — 2 s@o as Unicas solugdes
incongruentes de z? = k(mod p). E claro que se p > 3, k seré igual a 4. Veja o caso
de p = 7 descrito acima. Ja temos portanto dois pares, (1,p—1) e (2,p — 2), cada par
sendo as duas Unicas solugdes de uma congruéncia do tipo z? = a(mod). Procedendo
dessa maneira teremos, ao final (p — 1)/2 pares, cada um solugéo para uma dentre
(p—1)/2 congruéncias z? = a;(mod) associados a exatamente (p — 1)/2 dos nimeros
1,2,3,---,p—1. Os restantes (p — 1)/2 ndo séo residuos quadraticos. |
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2.7.1 Simbolo de Legendre e o Critério de Euler
Definicao 8. Para p um primo impar e a um inteiro ndo-divisivel por p, definimos o

Simbolo de Legendre <§> por

(a) B 1, se a é um residuo quadratico de p
D —1, se a ndo é um residuo quadratico de p

Como vimos no exemplo acima, temos que que as congruéncias z2 = 1(mod 7),
22 = 2(mod 7) e z? = 4(mod T) possuem solugdo, ou seja

-
SRORCE

uma vez que as congruéncias z? = 3(mod 7), x°> = 5(mod 7) € z* = 6(mod 7) ndo
possuem solugoes.

Por outro lado,

Teorema 2.7.3. (Lagrange) Sejaf(x) = c,x"+c, 12"+ - -+ cr?+ 12+ co um polinémio
com coeficientes inteiros tal que (c,,p) = 1, onde p é primo. Nestas condi¢cées a
congruéncia

f(z) = 0(mod p)

tem no méximo n solugées. E claro que quando n > p a congruéncia acima ndo tem
mais do que p solucées distintas moédulo p.

Demonstragao:
A demonstracao sera feita por indugdo em n, o grau do polinémio f(z). Para
n = 1 temos a congruéncia linear

f(z) = c1z + ¢g = 0(mod p).

Como por hipotese, (¢;,p) = 1, podemos concluir que c;z = —¢o(mod p) tem exatamente
uma solucéo. De fato, existe y € Ztal que c;z = —c¢o+ py. Sendo assim, pela Identidade
de Bézout, existe solugcdo para equacao ¢,z — py = 1. Multiplicando ambos lados
da equagéao por (—¢q) concluimos o resultado enunciado acima. Logo, o resultado €
valido para n = 1. Assumimos o resultado verdadeiro para todo polindmio de grau
n— 1. A prova que apresentamos é por contradicao. Vamos supor que a congruéncia
f(z) = 0(mod p) tenham n-+1 solugdes incongruentes médulo p. Sejam xy, 21, 25, - - - , z,,
estas n + 1 solugdes. Podemos verificar que

f@) = f(@) = cala™ = 25) + coa (@™ —ag 1)+ 4 1z - m0) = (- 2)h(),
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uma vez que (z' — zi) é divisivel por (z — ;) para todo inteiro 4, i = 1,2,3,--- ,n e
que h(z) é um polinémio de grau n — 1 contendo ¢, como coeficiente de =" *. Como
f(zx) = f(20)(mod p), temos

(@) = f(20) = (2 — 20)h(zx) = 0(mod p)

Isto implica que, para k # 0, h(xy) = 0(mod p) pPOis z, Z z9(mod p) se x; # xy. Portanto
a congruéncia h(z) = 0(mod p) possui n solugdes incongruentes modulo p, o que
contradiz a hipétese de indugao, uma vez que (¢,,p) = 1 e h(z) tem grau n — 1. Logo,
f(z) ndo pode ter mais do que n solugdes incongruentes mddulo p, o que conclui a
demonstragao.

|

Teorema 2.7.4. (Critério de Euler) Se p for um primo impar e a um inteiro ndo divisivel
por p, entdo

(ﬁ) = a" V% (mod p)

P
Demonstragao:
Vamos supor, primeiramente, que (%) = 1. Isto significa que a congruéncia
22 = a(mod p) tem solugdo. Seja y uma solugdo. Do fato de que (a,p) =1ep| (y* - a)
concluimos que (y,p) = 1. Logo, pelo Pequeno Teorema de Fermat, y? ' = 1(mod p) e,
portanto,

(p—1) (p-1)

a2 =(y*) 2 =y"!'=1(mod p)

Isto prova o teorema no caso em que <%> = 1.

Consideremos, agora, 0 caso (%) = —1. Como vimos na sec¢do inicial deste
capitulo, se a for um residuo quadratico, «»"/2 = 1(mod p). Sabemos que a congruén-
cia f(z) = x»1/2 — 1 = 0(mod p) possui no maximo (p — 1)/2 solugdes incongruentes
maodulo p (Teorema 2.7.3). Mas do fato de existirem (p — 1) /2 residuos quadraticos, e
de termos a?"V/2 = 1(mod p) para todo residuo quadratico, concluimos que todos eles
sdo solugdes de f(z) = 0(mod p). Isto nos garante que a congruéncia f(z) = 0(mod p)
possui exatamente (p — 1)/2 raizes e que, portanto, se a n&o for residuo quadratico,
isto &, (%) — -1, entdo a»Y/2 £ 1(mod p). Mas, como

aP 11— (a(Pfl)/2 _ 1) (a(p71)/2 4+ 1)
e a”' —1=0(mod p), para (p,a) = 1, concluimos que a?V/2 = £1(mod p).

Logo, caso (“) — ~1 deveremos ter a»"V/2 = ~1(mod p), ou seja,

3
(2) = a" V%(mod p)

P
0 que conclui a demonstragéo.
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3 BASE DE UM ESPACO VETORIAL

Um dos conceitos mais importantes no estudo da Geometria dos Numeros, esta
relacionado com a determinacdo de um reticulado. Este, por sua vez, é definido a
partir de uma base de vetores linearmente independentes de um espago euclidiano
n-dimensional. Neste capitulo serdo definidos conceitos importantes sobre Algebra
Linear, com o objetivo de justificar o uso de reticulados no Teorema de Minkowski e
suas aplicagoes.

3.1 ESPACOS VETORIAIS

Assumiremos a definicdo a seguir de STEINBRUCH,A. e WINTERLE,P. [3]
(2012, p.18) de seu livro A/gebra Linear.

Seja um conjunto V, n&o vazio, sobre o qual estdo definidas as operagbes soma
vetorial e multiplicagao escalar, isto é:

Vu,v e Viut+veV

Vee RVue Viaue V

O conjunto V' com essas duas operacoes € chamado de espaco vetorial real (ou
espaco vetorial sobre R) se forem verificados 0s seguintes axiomas:

1. Em relacédo a soma vetorial:
(u+v)+w=u+(v+w), Yu,v,w eV
u+v=0v+u, Vu,o € V
J0eV,YVue V,u+0=0+u=u
Vue V,3(-u)eV, ut(-u)=0
2. Em relagcdo a multiplicacdo escalar, para Vu,v € V e Va,B € R:
(aB)u = a(Bu)
(a+PB)u = au+ Pu
a(u + v) = au + av
lu =wu

No contexto de espacos vetoriais, os elementos de V sdo chamados de vetores,
independentemente de sua natureza.

3.1.1 Propriedades dos Espacos Vetoriais

Da definicao de Espaco Vetorial VV decorrem as seguintes propriedades:

1. Existe um Unico vetor nulo em V' (elemento neutro da soma vetorial).
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Cada vetor u € V admite apenas um simétrico (-u) € V.
Para quaisquer u,v,w € V ,se u+w = v + w entdo u = v.

Qualquer que seja v € V, tem-se que —(—v) = v. Isto é, o oposto de —v € v.

o & 0D

Quaisquer que sejam u,v € V, existe um e somente um z € V tal que
u + x = v. Esse vetor x serd representado por z = v — u.

6. Qualquer que seja v € V, tem-se Ov = 0. Naturalmente, o primeiro zero € o
namero real zero, e o segundo é o vetor 0 € V.

7. Qualquer que seja A € R, tem-se A0 = 0.
8. Av = 0 implicaA =0ou v = 0.
9. Qualquer que seja v € V, tem-se que (-1)v = —v

10. Quaisquer que sejam v € V e A € R, tem-se que (-A)v = A(-v) = —(Av).

3.2 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

3.2.1 Combinacao Linear

Definicao 9. Considere os vetores v,, », - - - , v, do espaco Vetorial V e os escalares,
a, ap, -+ , a,. Qualquer vetor v € V da forma:

V= a1V + GV + -+ Gy Uy

€ uma combinacao linear dos vetores vy, vy, - , v,.
Definicao 10. Seja V um espaco vetorial e A = {v,--- ,v,} C V. Consideremos a
equacao

av + e+ apv, =0

Sabemos que essa equacdo admite pelo menos uma soluggo:
n=a=--=a,=>0

chamada de solugao trivial.

O conjunto A diz-se linearmente independente (Ll), ou os vetores vy, --- , v,
sdo LI, caso a equacado acima admita apenas a solugao trivial.

Se existem solugbes com algum a; + 0, diz-se que o conjunto A é linearmente
dependente (LD), ou que os vetores vy, --- , v, sdo LD.

3.2.2 Subespacos Vetoriais e Subespacos Gerados

Sejam V um espaco vetorial e S um subconjunto ndo vazio de V. O subconjunto
S € um subespaco vetorial de V se S € um espacgo vetorial em relacdo a adicéo e a
multiplicacao por escalar definidas em V.
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Seja V um espaco vetorial. Consideremos o subconjunto
A:{Ul,UQ,"' 7’Un} - V,A#@

O subconjunto S de todos os vetores de V que sdo combinacdes lineares dos
vetores de A é um subespaco de de V.
De fato, se:

U= QU + GV + -+ + a, v,

v = by + bovy + -+ by,

séo dois vetores quaisquer de S, pode-se escrever:
u+v=(a+ b))+ (a2 + bp)va + -+ + (an + by)vy

au = (aay)vy + (aag)vy + -+ - + (aay)vy,

Tendo em vista que u + v € S e que au € S, por serem combinagdes lineares
de vy, w,- -, v,, conclui-se que S € um subespaco vetorial de V.
Simbolicamente, o subespaco S é:

S={veV]v=avy-+- -+ av,, a, - ,a, € R}

Observacodes

1. O subespaco S diz-se gerado pelos vetores vy, - - - , v,, ou gerado pelo con-
junto A, e representa-se por:

S = v, v, v, ou S = G(A)
Os vetores vy, vy, - - - , v, SA0 chamados de geradores do subespaco S, en-
quanto A é o conjunto gerador de S.
2. Para o caso particular A = @, define-se: [@] = {0} .
3. AC G(A),ouseja, {v, -+, v} C o, , vy

4. Todo conjunto A C V gera um subespaco vetorial de V, podendo ocorrer
G(A) = V. Neste caso, A € um conjunto gerador de V.

3.2.3 Base de um Espaco Vetorial

Um conjunto B = {uv,--- ,v,} C V € uma base do espago vetorial V se:
1. Béll

2. Bgera V.

Exemplo:
1. B ={(1,1),(-1,0)} é base de R?. De fato
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a) B éLl, pois a(1,1) + b(-1,0) = (0,0) implica:

a—b=0
a—=20
edaia—=10=0.

b) B gera R?, pois para todo (z,y) € R?, tem-se:
(z,y) = y(L,1) + (y - 2)(-1,0)
Realmente, a igualdade
(z,y) = a(1,1) + b(-1,1)

implica

deondea=yeb=1y—ux.

Como mostrado acima, os vetores da base B sdo LI. Sendo eles do R?, irdo
gerar o préprio R?. Na verdade, quaisquer dois vetores ndo-colineares do R?
formam uma base desse espaco.

2. (Base Candnica) Consideremos os vetores

e1 = (1,0,0,--+,0), e, = (0,1,0,---,0), -+ , e, = (0,0,0,--- 1)

Temos que o conjunto B = {ej, ez,--- , e,} € LI em R". Tendo em vista que
todo vetor v = (21, 15, - - - , z,) € R™ pode ser escrito como combinagao linear
de e, e, , €, isto é:

V=21xX1€ + Tgy + -+ Tpe,

conclui-se que B gera o R". Portanto, B € uma base de R". Essa base &
conhecida como base candnica do R™.
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3.3 RELACAO ENTRE CALCULO DE VOLUME E DETERMINANTES

Ainda sobre o estudo dos reticulados em Geometria dos Numeros, se faz ne-
cessario o calculo do volume do sélido formado pelos vetores de sua base, que sera
definido posteriormente como volume do paralelogramo fundamental de um reticulado
no Teorema de Minkowski.

Toda base B é um conjunto de vetores LI. Nessa secdo vamos mostrar que
podemos calcular o volume do sélido gerado pelos vetores de uma base B qualquer.
Para bases de espagos vetoriais euclidianos, temos que o calculo desse volume ¢é igual
ao mddulo do determinante dos vetores da base.

Desta forma, vamos apresentar resultados para bases de R? e R3.

Para o R? vamos fazer o célculo da area deste paralelogramo a partir dos
conceitos de geometria plana. Considere os vetores 4 e ¥ na figura abaixo, sendo
{u, v} uma base de R?.

Figura 1 — Paralelogramo entre vetores LlI.

Para fazer o calculo da area do Paralelogramo ABDC vamos fazer o célculo
da area do retdngulo maior AFDI e subtrair as areas dos retangulos EFGB, CHIJ,
como também subtrair as areas dos triangulos AEB, CDH, BDG e ACJ. Observem
que, por semelhanca, os triangulos AEB e CDH sao congruentes, como também sao
congruentes os tridngulos BDG e ACJ. Sendo o vetor @ = (a,b) € ¥ = (¢,d) temos:

Area(ABDC) — Area(AFDI) - 2.Area(EFGB) - 2.Area(AEB) - 2.Area(BDG)

Logo:
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c.d

Area(ABDC) = (a+ ¢) (b + d)—2.(c.b) 2. (%b) 2 (7)

Area(ABDC) = ab + ad + be + cd — 2.bc — ab — cd
Area(ABDC) = ad — bc = Det(,7)

Sem perda de generalidade, sabendo os vetores i e ¢ podem ser inseridos
em filas distintas na matriz que usamos para calcular o determinante e que a area do
paralegramo ABDC' é sempre positiva, conluimos que Area(ABDC) = | Det(ii,7)|.

Para o espaco tridimensional R3, Vamos utilizar a ideia de produto vetorial e
produto misto. Assumiremos as definicbes de STEINBRUCH,A. e WINTERLE,P. [4] do
livro Geometria Analitica (2012).

Definicao 11. Chama-se produto interno (ou produto escalar) de dois vetores
@ =i+ )+ ak el =i+ yj+ »k erepresenta por (i) ao nimero real

(U,0) = ;a2 + Y1y + 212

Definicdo 12. O Modulo de um vetor 7 — zi + yj + zk, representado por ||, é o
numero real ndo negativo

7= VT - VPP

Definicdo 13. Dados os vetores @ — w11+ y1] + 21k € T = 12i + o) + 2k tomados nesta
ordem, chama-se produto vetorial dos vetores i e v, e se representa por i x v, ao
vetor:

U X U= (2 211/2);* (12 — Z1~'E2)f+ (@1y2 — ?/1172)E

Cada componente deste vetor pode ainda ser expresso na forma de um determinante
de 22 ordem:

i 7k
n - -
k= |x n 2

Yo 22

-

7 —

I 2

-

U X U= j+

Xy 22
T2 Y2 22

Vamos mostrar que o produto interno de dois vetores esta relacionado com o
angulo por eles formado. Se @ # 0 e se 9 é o angulo entre os vetores @ e 7, ent&o:

(u,v) = |ul|V]cosO
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Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo ABC da figura 2, temos:

Figura 2 — Angulo entre Vetores.

@ — ¥ = |@|® + |¥]* - 2]4]|¥] cosD (2)

Pela definicao de mddulo de um vetor, temos que

=L
|
<
S
\
=
S
+
=
S
|
[\
—
=l
<y
~
—_~
w
N

logo, de (2) e (3) conlui-se que:
(1,7) = |ul|V]cosO.

Considere 4 = (z1,11,21) € U = (m,10,22). Queremos mostrar a propriedade a
sequir:
i x 4* = |’ 5] - ((i,7)) (4)

Pela definicdo de produto vetorial temos que:

1 -

Y2 22

rn 2=

N

T2 Y2

UXT= ) — k
T2 22

entao:

1@ x T = (122~ 21p)” + (e + 21m2)” + (1Y — pia2)?

Desenvolvendo o outro lado da equagao:
@0 = (o + yi + 20) (25 + v + )

e também:
(@,5)) = (mas + 111 + 212)*
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Realizando as operagdes indicadas acima, conclui-se que
@ x P = || - ((4,7)°.
Da equacao (4), temos que:
@ x TP = a7 - ((4,7))*
@ x * = |a*|5)* ~ (|4]]7] cos§)”
@ x T2 = [@*| 3] ~ |@*|9]*(cos6)
@ x T* = @*|9]*(1 - (cost)?)
entdo:
| x ¥ = |@|*|7]*(sen0)?
e alcanga-se o seguinte resultado
|u x v| = |d||¥|send

Sendo assim, o médulo do produto vetorial dos vetores i e ¥ calcula a area do
paralelogramo ABCD determinado pelo vetores v = ABe = AC.

Figura 3 — Interpretacdo Geométrica do Produto Vetorial.

Geometricamente temos que:
Area ABCD — || h e ainda h = || sen®
Area ABCD = |i| |7 sen®
Que coincide com o resultado que obtemos quando fazemos o produto vetorial
entre dois vetores, |4 x ¥| = || |v] send
Desta forma,
1@ x 7| — Area ABCD

Para espacos euclidianos de dimensédo 3, vamos fazer a interpretacdo do produto
misto de vetores. Para mostrar o resultado abaixo considere que o vetor (7 x @) é
simultaneamente ortogonal aos vetores v e w. A demostracdo desta propriedade esta
disponivel no Livro Geometria Analitica de STEINBRUCH,A. e WINTERLE,P. [4] (2012,
p.66)
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Definicdo 14. Dados 0s vetores it — xi+y1j+ 2k, T = Tait+yp)+2k € © = a3i+ys) + 2k,
tomados nesta ordem, o produto misto dos vetores i, ¥ e W € o numero real obtido a

partir do produto interno (i,(v x @)). Indica-se o produto misto por (i, v, w). Tendo em
vista que:

i 7k
Yo 2

Ys 23

- |12 2

—

]erz Y2

I3 Y3

k

U7X w= To Y2 2| —

r3 23
I3 Ys Zz3

e levando em consideracdo a definicao de produto interno de dois vetores, o valor de
(u,(v x w)) é dado por:

T T2 I3

Yo 2o

Ys 23

o Tp 2 L2 Y2 .
(U, U, W) = — 1 + 2 = |1 1 2| = Det (4,

el
N—

xr3 23
I3 Y3 Z3

O produto misto (u,(v x w)) € igual, em moédulo, ao volume do paralelepipedo
de arestas determinadas pelos vetores @ — AD, 7 — AB e @ — AC.

Figura 4 — Interpretagdo Geométrica do Produto Misto.

Sabe-se que o volume V de um paralelepipedo é:
V — Area da Base x altura

ou seja, V = A, x h. Da interepretacdo geométrica do produto vetorial temos que
A, = |¥ x @|. E sendo 8 o angulo entre os vetores @ e ¥ x w, lembrando que o vetor
7 x w € perpendicular a base, a altura do paralelepipedo € dada por:

h = || |cos?)|

(E importante considerar o valor absoluto de |cos |, pois O pode ser um angulo obtuso.)
Entao, o volume do paralelepipedo é:

V = | x @||d] |cosO| = || |V x @|]|cos)



Capitulo 3. Base de um Espaco Vetorial

32

Fazendo v x w = @, obtemos:
V = || |d] [cosT| = |(d,d)|

(Como sabemos que (i, @) = |i||d| cosO = |(i, )| = |u||d|]|cos?)).
Segue que:

V= [(4,a)| = [(4,(0 x @))| = |(4, v, @)| = [Det(4, 0, @) -
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4 O TEOREMA DE MINKOWSKI

4.1 BIOGRAFIA

Segundo Strobl [12] (1985), Hermann Minkowski foi um matematico alemao, que
desenvolveu estudos em diversas areas da Matematica. Na época da escola mostrara
seu talento e interesse pela Matematica lendo obras de Dedekind, Dirichlet e Gauss.

Era amigo intimo do matematico David Hilbert (1862-1943). Ambos fizeram suas
graduagdes na mesma época, na Universidade de Kénigsberg.

Minkowski desenvolveu a maioria de seus estudos na matematica pura e pas-
sou muito de seu tempo investigando sobre formas quadraticas e fragdes continuas.
Recebeu alguns prémios por alguns de de seus trabalho. Um desses prémios, dividido
com o matematico Henry Smith, foi a solugdo do numero de representacées de um
inteiro como soma de cinco quadrados.

Sua contribuicdo mais original foi a criacdo da Teoria Geométrica dos Nume-
ros, também conhecida como Geometria dos Numeros. Este foi um dos temas que
abordou em algumas de suas pesquisas enquanto trabalhava como professor nas
Universidades de Bonn, Kénigsberg, Zurique, Berlim e Géttingen. No final de sua car-
reira, se interessou por fisica matematica, especificamente pelas teorias eletrénica e
eletrodinamica.

O famoso fisico tedrico Albert Einstein (1879-1955) foi seu aluno em diversos
cursos, motivo pelo qual ambos cientistas interessaram-se por problemas semelhantes
na teoria da relatividade.

De acordo com Corry [13] (1998), Minkowski havia desenvolvido uma nova
visdo de espago e tempo e langou as bases matematicas da Teoria da Relatividade. Ele
percebeu que o trabalho de Lorentz e Einstein poderia ser melhor compreendido em um
espaco nao euclidiano. Espago e tempo que antes eram considerados independentes,
foram acoplados em um continuum espacgo-tempo de quatro dimensoes.

Seu trabalho de Geometria dos Numeros permitiu desenvolvimentos futuros
sobre corpos convexos e as questdes sobre problemas de empacotamento, as formas
pelas quais figuras de uma determinada forma podem ser colocadas dentro de outra
figura.

No registro de sua morte, o amigo Hilbert deixou a seguinte mensagem, tra-
duzida ao portugués: "Desde minha época de estudante Minkowski foi meu melhor e
mais confiavel amigo que me apoiou com toda a profundidade e lealdade que era téo
caracteristica dele. Nossa ciéncia, que ele amava acima de tudo, nos uniu, e que nos
parecia um jardim cheio de flores. Nele, nos divertimos procurando caminhos escondi-
dos e descobrimos muitas vezes uma nova perspectiva que recorria a0 N0SSO Senso
de beleza, e quando um de nés mostrava para o outro e nos maravilhavamos sobre
isso juntos, nossa alegria era completa. Ele foi para mim um dom raro dos céus e eu
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devo ser grato por ter possuido esse dom por tanto tempo. Agora, a morte, de repente,
rasgou-o do nosso meio. No entanto, o que a morte ndo pode levar é a sua imagem
nobre em nossos coracdes, além dos conhecimentos que seu espirito, dentro de nds,
continua ser ativo."

Figura 5 — Minkowski - Perfil.
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4.2 O RETICULADO E O PARALELOGRAMO FUNDAMENTAL

As definicbes de reticulado e o volume associado ao seu respectivo paralelo-
gramo fundamental sdo essenciais para o entendimento do Teorema de Minkowski e
suas aplicagoes.

Como mencionado anteriormente, estes sdo conceitos fundamentais dentro da
Geometria dos Numeros.

Neste capitulo, além de suas definigdes, serdo apresentados alguns exemplos.

Assumiremos a definicdo a seguir de SOUZA, P.H.C [8] (2018, p.22)

Definicao 15. Um reticulado no R™ é um conjunto A C R™ gerado por todas as suas
combinacgdes Z-lineares de n vetores linearmente independentes, isto €,

A={aqw + awy + -+ ayw, | ¢; € Z}
para alguma base w = {wy, ws, - -+, w,} deR".

Ou seja, dada uma base » de R", o reticulado associado a essa base é o
conjunto dos pontos obtidos pelas combinacgdes lineares de coeficientes inteiros dos
vetores w; € w.

Exemplo 4.2.1. Dada a base candnica C = {(1,0),(0,1)}, o reticulado A, associado é
dado por:
A = {(m,y) cR?* |1,y € Z} =77

Na figura 6 é possivel verificar os pontos que pertencem ao reticulado Z>2. Todos
estes podem ser escritos como combinacao Z-linear dos vetores da base C.

Figura 6 — Reticulado dos Inteiros - Z2.

° [ ] (] 3@ [ ] (] °
25

(] [ ] (] 2@ [ ) [} [ ]
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Exemplo 4.2.2. Dada a base B = {(1,2),(5,0)}, o reticulado A, associado é dado por:
Ay ={i-(12)+j-(50)€R?|i,j € Z} ={(i+55,2i) eR* | 1,j € Z}

Na figura 7 estao determinados os pontos que pertencem ao reticulado A,, que
podem ser expressos como combinagdes Z-lineares dos vetores da base As.

Figura 7 — Reticulado As;.

/ / T ’ 7/
7/ 7/ 7/ 7/
/ / / /
B et D e PR R e $-----
7/ 7/ /
/ ’ ’ ’
/ / 5 ’ ’
’ ’ ’ ’
/ ’ ’ ’
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/ ’ ’ ’
/ ’ 3 ’ ]
/ / /
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/ /
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/ / / /
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/ / / /
/ / /
------- S S S L
/ / / /
7/ 7/ 7/ 7/
/ / -3 7/ /
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e e ®----f------- e $-----
7/ 7/ 7/ /
/ / / /
/ 7/ -5 7/ /!
7/ 7/ / /
Definicao 16. Dada uma base v = {wy,ws,---,w,} de um reticulado A C R", o

paralelogramo fundamental P(w) é definido por
P(a)) = {Blwl +ng2+---+ﬁnwn ‘ Ogﬂz < 1}

Definicao 17. Seja A um reticulado no R™. Definimos como vol(A) = |det(wy, wy, - - - ,wy,)|,
o volume do paralelogramo fundamental associado a base {wy, wy, - -+ , w,}.

No R?, este vol(A) serd chamado de elemento de area do reticulado e seu
célculo permanecera associado ao valor do determinante da matriz que possui como
linhas os elementos da base (SOUZA, P.H.C [8], 2018).

No caso especifico do Z?, citado no exemplo 4.2.1, temos que

10
01

vol(Z?) =

e seu paralelogramo fundamental pode ser observado na figura 8.
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Figura 8 — Paralelogramo Fundamental de Z>.
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4.3 RELACAO DE EQUIVALENCIA

Definicao 18. Dizemos que uma relagcdo R sobre um conjunto A é uma relagdo de
equivaléncia se R for simultaneamenta reflexiva, simétrica e transitiva.

Definicao 19. Sejam A um conjunto ndo vazio, R C A x A uma relagdo de equivaléncia
de Aem A e a € A. Definimos a classe de equivaléncia do elemento a € A, denotada
por a, por:

o {zeAl(z,0) € R}

Definicao 20. Sejam A um conjunto ndo vazioe R C A x A uma relagdo de equiva-
léncia em A. Definimos o conjunto quociente de A por R, denotado A/ R, por:
A/R ™ (z,Vz € A}
Defini¢ao 21. Dado o reticulado A C R", escrevemos
a=b(mod A) <= a-be A (abeR")

Verifica-se que a relacao definida acima é uma relacao de equivaléncia em R".
O paralelogramo fundamental do reticulado A contém exatamente um elemento de
cada classe de equivaléncia, e portanto pode ser visto como o quociente R"/ A.

Exemplo 4.3.1. Dado o reticulado 7?, escrevemos
a = b(mod Z*?) < a—b € Z* (a,b € R?)

Verifica-se que a relacdo definida acima é uma relagao de equivaléncia em R2.
O paralelogramo fundamental do reticulado Z? contém exatamente um elemento de
cada classe de equivaléncia, e portanto pode ser visto como o quociente R?/Z2.
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4.4 O TEOREMA DE MINKOWSKI

Para a apresentacao do Teorema de Minkowski € importante conhecer a defini-
¢cao de conjuntos convexos.

Definicao 22. Um conjunto V' C R"™ é dito convexo quando dados z,y € V, o0 seg-
mento
lz,y] ={(1-t)z +ty | t €]0,1]}

estiver inteiramente contido em V.

Teorema 4.4.1. (Teorema de Minkowski) Considere o reticulado A C R" e seja V C R"
um conjunto tal que:
1. V é simétrico em relacdo a origem. Ou seja, v € V & —v eV

2. V é convexo.

3. vol(V) > 2™.wol(A)
Ent4o existe um ponto em V N A diferente da origem.

Demonstragao:

Vamos considerar P o paralelogramo fundamental determinado a partir dos
vetores LI da base do reticulado A e considere o seguinte conjunto 1V = {4 | v € V}.

Determinado o quociente 1V /A, iremos particionar o conjunto 3V em uma
quantidade enumeravel de subconjuntos U; com o objetivo de transladar cada um
destes subconjuntos para dentro do paralelogramo fundamental a partir de translacoes
7; do reticulado A.

De fato, como

vol <% V) = 2%1}01(1/) > 2%2".1}01(/1) = vol(A) = vol(P),

podemos concluir que existem i + j tais que (t; + U;) N (t; + U;) # @. Ou seja, uma vez
gue a unido de todas partigbes somam um volume maior que volume do paralelogramo
fundamental, certamente havera sobreposicédo de pelo menos 2 desses subconjuntos
apos suas respectivas translacdes para o interior do paralelogramo fundamental.

Considerando os pontos 3 € (7; + U;) e § € (t; + U;) dois pontos sobrepostos
dessas translagbées,comv € V, w € V e v—w # 0, temos

voow v—w
A - — = A
(mod )@2 5 5 S

YIRS
|

Uma vez que V é simétrico em relacao a origem, temosque w € V = -w € V.

Entretanto, V' € também um conjunto convexo, logo v € V,-w € V = 5% € V.

Portanto, % # 0, pertence ao reticulado A e também ao conjunto V. [




Capitulo 4. O Teorema De Minkowski 39

Exemplo 4.4.1. Para ilustrar a demonstragdo do Teorema de Minkowski vamos con-
siderar o reticulado 7Z* C R? e seja V um conjunto convexo e simétrico em relagcdo a
origem. Note que para o reticulado 72, o volume seu paralelogramo fundamental é

vol(Z*) = det((1,0),(0,1)) =1

Para satisfazer todas as condigées do Teorema de Minkowski, seja V' um conjunto
convexo e simétrico em relagdo a origem no qual

vol(V) > 22.v0l(Z?) = 4

Inicialmente considere o conjunto 3V = {% | v € V'}. Pode-se concluir que se

1 1
vol(V') > 4 = wol (5 V) > —wol(V) =

5 4 =1

=~ =

Na figura 9 esta representado o conjunto 1 V e o reticulado Z>.

Yy

N —=

Figura 9 — Conjunto % V e o Reticulado Z2.

Seguindo com a ideia apresentada no Teorema de Minkowski, dado o quociente
% V /Z?, podemos particionar % V' em uma quantidade enumeravel de subconjuntos U;
conforme a figura 10.

Assim, como vol(3 V) > wvol(Z*) = 1, transladando os subconjuntos U, para
dentro do paralelogramo fundamental a partir translagées inteiras, existirdo pelo menos
dois subconjuntos sobrepostos. Ou seja, existem i # j tais que (v, + U;) N (v; + U;) # .
Pode-se constatar este fato na figura 11 e 12.
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yﬁv

Figura 10 — Conjunto 1 V particionado em subconjuntos.
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Figura 11 — Translacdes t; para o paralelogramo fundamental.

Para concluir o exemplo, dados os pontos sobrepostos 5 < (t; + U;) e
ge(y+U),comveV,weVev—w#0,temos

v_v AN
2_2(m0dZ)<:>
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Ou seja, encontramos dois pontos ndo nulos de subconjuntos distintos que sao
equivalentes pela relacdo de equivaléncia que usamos neste teorema.

Sendo V simétrico em relacdo a origem, temos que w € V = —w € V. Assim,
sabemos que V e também um conjunto convexo, logov € V,-w € V = 5% ¢ V.

Portanto, *5* # 0, pertence ao reticulado 7> e também ao conjunto V.

Y

Figura 12 — Intersecc¢éo n&o vazia de (U;+;) e (U;+;).
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4.5 APLICACOES DO TEOREMA DE MINKOWSKI

Nesta sessdo serdo apresentados algumas aplicacbes do Teorema de Min-
kowski relacionadas a representagao de inteiros como soma de quadrados, resultados
conhecidos da Teoria dos Numeros.

A seguir caracterizamos 0s nUmeros primos que possuem representagcdo como
soma de dois quadrados e demonstraremos o teorema de Lagrange sobre a represen-
tacdo de inteiros como soma de quatro quadrados.

4.5.1 Soma de dois quadrados

O livro Introducéo a Teoria dos Numeros (SANTOS, J.P.O. [1], 2003) apresenta
0s seguintes resultados que caracterizam numeros primos através de soma de quadra-
dos.

Teorema 4.5.1. Sendo p um primo a equagéo z* + y*> — p possui solugdo inteira se, e
somente se, p = 2 ou p = 1(mod 4)

4.5.1.1 Demonstragao

Observamos, inicialmente, que para p = 2 o resultado do enunciado do teorema
é imediato, pois 2 — 12 + 12.

Nos resta mostrar que todo primo p satisfazendo p = 1(mod 4) pode ser ex-
presso como soma de dois quadrados.

Para tal demonstragao, precisamos mostrar que —1 é residuo quadratico de p
satisfazendo p = 1(mod 4), ou seja, p = 4k + 1 com k € Z. Aplicando o Critério de
Euler para o residuo -1 e o primo p = 4k + 1, temos

(_1 ) = (1) D2 (mod p)

P
(4k_i 1)
(4ki 1) = ()2 = (1) (mod p)

Como k € Z chegamos a -1 elevado a um nimero par, portanto (1) = 1.

Assim, temos que <‘7}) = 1 para todo primo p impar tal que p = 1(mod 4). Ou
seja, —1 € um residuo quadratico de p.

Entdo temos ¢ € Z que é solugdo de ¢*> = —~1(mod p). Tome z; = (1,q), 2 = (0,p)
os dois vetores do reticulado A = A(z,2).

(*1)(4kA171)/2(m0d p)

I ¢

Logo, det(A) = 0 = p.
p
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Considere C = {(z,y) : 2 + y* < 2p} em R?, entdo temos que
vol(C) = 2mp > 4p = 2%.det(A)

De acordo com o Teorema de Minkowski, temos que C contém um ponto (a,b) €
AN 0. Logo (a,b) = iz + jz = (i,ig + jp) € R?, com 4,5 € Z, que implica

a® + 0% = i + (ig + jp)? = i*(¢* + 1) = 0 (mod p)

De fato, temos também que 0 < a? + b2 < 2p, 0 que garante que a® + b = p. A

4.5.2 Soma de quatro quadrados

Teorema 4.5.2. (Teorema dos quatro quadrados de Lagrange)
Paran € N, sempre podemos encontrar a, b, c, d € Z tais que n = a®+b*+c*+d>.
Ou seja, todo inteiro positivo possui representagdo como soma de quatro quadrados.

Demonstracao:
Suponha que a fatoragdo em primos de de n seja n = pi*.py%.--- .p;*. Para
provar o teorema, precisamos apenas nos preocupar com o caso no qual ay,as, - - - ,a; €

{0,1}. Por exemplo, o nimero 216 = 23 - 33. Uma vez que podemos escrever 216 =
22.32(2- 3), basta provar que se podemos escrever o fator (2 - 3) como soma de quatro
quadrados, o numero 216 também sera escrito como soma de quatro quadrados. Ou
seja,

216 = 2% - 3%(2- 3)

216 = 2% - 3%(a® + b + ¢* + d?)
216 =223 a*+2%- 3% 0* +22.3%- ¢ +2°. 3% 4°
216 = (2-3-a)* +(2-3-0)? +(2-3-¢)* +(2-3-4d)?

Isto se deve ao fato que todo quadrado multiplicado por uma poténcia de expo-
ente par sempre podera ser escrito como o quadrado de um numero.

Afirmamos que existem z,y € Z tais que 2% + y*> = ~1(mod n). Inicialmente
vamos considerar n = p primo. Se p = 2 a solugao é trivial. Vamos considerar os casos
que p € impar. Sendo p um primo impar, se (%) = 1, ou seja, um primo da forma
p = 1(mod 4), entdo temos a* = ~1(mod p) para algum a. Tomando = = a e y = 0 esta
satisfeita a equivaléncia proposta.

Vamos considerar agora os primos da forma p = 3(mod 4), tais que (%) =—1.
Assim, sejam os pares residuais (0,p —1),(1,p - 2),...,(1”7*1,%1), que totalizam pT“ pares.
Destes, temos que 0 e p — 1 ndo serao residuos quadraticos de p. Dos % pares
restantes, o Ultimo sempre aparecera com residuos quadraticos iguais. Se este par de
residuos iguais satisfizer a afirmagdo z? + y*> = —1(mod n), encontramos uma solugao.

Senao, restam % pares de residuos quadratico. Podemos concluir que dois dos ”7*1
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residuos aparecerao juntos em um dos 7’2;3 pares restantes, pelo principio das casas
dos pombos. Note que isto equivale a preencher p — 3 espagos com p — 3 restos da
divisdo de p, mas desses, 2! sendo residuos quadraticos. Ou seja ' = 22 +1. Entdo
podemos concluir que a afirmagéo 2% + y* = —1(mod n) tera solugdo também para um
primo da forma p = 3(mod 4).

Resta agora mostrar que a afirmagéo 2% + y? = —1(mod n) vale também para n
sendo um produto de primos, ou seja, para qualquer numero natural. Vamos considerar
n um produtos de primos do tipo n = pyps - - - pr, SENdO p; NUMeros primos. Para cada
primo p; da fatoragdo de n, podemos dizer que existem a? + b? = —1(mod p;). Este
resultado foi mostrado acima para p = 2 e também para todo p primo impar. De
fato, para cada p; encontraremos uma solugéo do tipo a; = ¢;(mod p;) € também um
b; = d;(mod p;).

Obtidos esses resultados, vamos buscar por uma solucdo que atenda simul-
taneamente todas as equacdes a; = c¢;(mod p;) e também para todas equagdes
b; = d;(mod p;), para cada p; da fatoracao de n.

= ay(mod py) y = by(mod p)
z = az(mod po) y = ba(mod p)
r = ag(mod p;) y = br(mod py)

Perceba que se houver solucdo para cada sistema acima, esta devera ser a
mesma solugéo para = e y da congruécia que queremos provar,

2 + y2 = —1(mod pip2 -+ pr)-

Pelo Teorema Chinés do Resto, a condi¢cdo que (p;,p;) = 1 para i # j é satisfeita,
por serem todos primos. Sendo assim, ambos 0s sistemas possuem solugéo unica
médulo n = pyp, - - - pr € 0 resultado 22 + y* = ~1(mod n) esté provado para todo n € N.

Desta forma, seja o + b* = —1(mod n) a solugdo desta congruéncia e considere
0 seguinte reticulado:

A= {(nz + axg + bry, nxy + bz — azy, 13, 74) : X1, Tz, 13, T4 € L}

com a base v; = (n,0,0,0), v = (0,n,0,0), v3 = (a,b,1,0) € vy = (b, — a,0,1).
Uma vez que

n 0 0 0
0 n 00

vol(A) = |Det(v1,05, 13, 01)| = = n?
) = et da) | T
b —a 0 1

O volume de uma esfera no R* é calculado por uma integral e ndo serd demonstrado
neste trabalho. Deste modo, usaremos o resultado a seguir para calcular o volume de
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. . . TC% 1
uma esfera de raio R no espago n-dimensional: V,, = ———R", com I'(3) = n2 e

o 30(3)
I'(z) = (¢ —1)! para um inteiro positivo z.
Seja B C R* uma bola aberta de raio v/2n centrada na origem. Temos que

Vol(B) = ﬂ(\/%)4 — 2?7 > 2n? = 24 Det(A)

2T (3)
De acordo com o Teorema de Minkowski, o conjunto B possui um ponto do reticulado
A diferente da origem. Uma vez que

(nxy + ams + bay)? + (nwy + b — amy)? + 33 + 1) = a’xF + b2a] + b2xd + aPnl o ol =

=22(a® + 0%+ 1)+ 22(a® + b2+ 1) = (a® + b2 + 1)(22 + z2) = 0(mod n)

e que o raio desta bola em R* é menor que v/2n, segue:
0 < (nzy + ams + bay)® + (nap + brs — amy)?® + 23 + 27 < 2n
e podemos concluir que
(nay + axs + bag)® + (nap + bz — amy)® + 25 + 17 = n

Isto prova o teorema quando n € impar.

Suponha agora que n € um numero par. Escrevendo n = 2Vm, onde m e v sao
inteiros positivos e admitindo o fato que 2 1 m, podemos encontrar z,, z,, x3, 7, € Z tais
que m = af + zy + a5 + 7.

Se v é par, entéo
n— (2”/2361)2 + (2”/2352)2 + (2”/2363)2 + (2”/2354)2

Se v é impar, entdo

2 2

n = [20D2(z, + xg)}z + 202 (2 - my)] " + [207 D2 (a5 + u)f + 2072 (25— zy)]

Isto completa a prova do teorema.
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5 UMA PROPOSTA DE ATIVIDADE PARA O ENSINO MEDIO

No anexo A deste trabalho propde-se uma atividade para o Ensino Médio, a
cerca dos resultados encontrados no Capitulo 4 deste trabalho. Inicialmente, esta
atividade sera apresentada e logo apos trataremos de suas respectivas analises e
respostas. Apés a realizagdo desta atividade, propde-se a analise e resolugdo de um
problema da Olimpiada Brasileira de Matematica sobre o assunto soma de quadrados.

Esta atividade tem como objetivo propor que o estudante do Ensino Médio com-
preenda os resultados dos teoremas que caracterizam a representacao de numeros
inteiros como soma de dois ou quatro quadrados.

A partir de estimativas sera possivel observar que, por mais que o assunto possa
ser considerado aprofundado em Matematica, € possivel que esses estudantes possam
compreender e aplicar os resultados dos teoremas, inclusive com certa facilidade em
alguns casos.

A partir desta motivacéo, estes estudantes podem perceber que mesmo teorias
matematicas avangadas para o nivel escolar basico, podem gerar resultados simples
e de facil entendimento.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho compilou diversos assuntos estudados no mestrado profissional
Profmat, tais como bases de espacos vetoriais, volume de sélidos formados por vetores
linearmente independentes, o conjunto dos numeros inteiros, a divisibilidade, os nume-
ros primos, relacéo de equivaléncia, a congruéncia médulo n e residuos quadraticos.
Teve como motivacédo o Teorema de Minkowski, que é base para o desenvolvimento
da Geometria dos Numeros.

Os principais resultados apresentados nesta dissertacao sao as aplicacoes do
Teorema de Minkowski para a soma de quadrados. Uma das caracterisiticas mais
marcantes deste trabalho é como a Geometria dos Numeros integra muitas outras
areas da Matematica como Algebra Pura, Algebra Linear, Aritmética, Geometria e
Célculo.

A partir de ampla pesquisa bibliografica, foi possivel redigir um texto acessivel
para o entendimento dos conceitos e resultados fundamentais deste trabalho.

Por fim, podemos concluir que existem muitas possibilidades para aplicagdes
de conceitos algébricos no Ensino Médio e no treinamento para Olimpiadas com a
finalidade de estimular o desenvolvimento da Matematica também dentro do ambito
escolar.
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Capitulo 1

Introducao

O assunto de soma de quadrados de ndmeros inteiros € conhecido pelos
estudantes do Ensino Médio especialmente quando se trata do Teorema de

Pitagoras.

De fato, a partir do Teorema de Pitagoras, € possivel chegar a diversos
numeros que podem ser escritos como soma de dois numeros inteiros elevados
ao quadrado. Sabe-se que, num tridngulo retangulo, o quadrado do comprimento
de sua hipotenusa é sempre igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos

catetos.

Com o objetivo de desenvolver uma percep¢dao um pouco mais investigativa a
cerca da natureza dos nimeros, quais seriam os nimeros que podem ser escritos
como soma de dois quadrados? Existem numeros que podem ser escritos como

soma de quatro quadrados? Quais sdo as justificativas para essas perguntas?

Nesta atividade serd proposta uma abordagem investigativa a cerca dessas
caracteristicas citadas acima sobre nimeros inteiros. Através de um investi-
gacdo minunciosa é possivel criar estratégias para resolugdo dos problemas
propostos e também desenvolver algumas demonstragdes matematicas em nivel

do Ensino Médio.
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Este assunto é, por vezes, abordado em questdes de Olimpiadas de Mate-
matica. Por este motivo, mostraremos a resolucédo de um problema olimpico

utilizando os resultados encontrados nesta atividade.

1.1 Plano de aula

1.1.1 Conteudo

Soma de quadrados

1.1.2 Objetivos

1. Estimar e caracterizar nimeros que podem ser escritos como soma de

quadrados

2. Desenvolver um demonstracdo matematica

1.1.3 Base Nacional Comum Curricular
1. Unidade Tematica: Nimeros e Algebra

2. Objetos do Conhecimento: Propriedades algébricas sobre ndmeros que

podem ser escritos como soma de quadrados.

3. Habilidades:

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes polinomiais
de 1° ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou

sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comporta-
mento de duas varidveis numéricas, usando ou nao tecnologias da infor-
macao, e, quando apropriado, levar em conta a variacao e utilizar uma reta

para descrever a relagdo observada.
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CAP{TULO 1. INTRODUGAO

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma,

quando possivel, um algoritmo que resolve um problema.

1.1.4 Linhas de Acao
1. Tempo de Aula: 50 minutos.

2. Apresentacdo dos Resultados importantes sobre Teoria de NUumeros e de-

senvolvimento metodoldgico.

N






Capitulo 2

Soma de Quadrados

2.1 Soma de Quadrados

Neste capitulo serdo apresentados resultados da Teoria dos NUmeros que
dizem respeito sobre nimeros que podem ou néo ser escritos como somas de
quadrados.

Os teoremas terdo seus resultados principais enunciados, mas ndo serao
demonstrados matematicamente neste Produto Educacional. Isto pelo fato de

tais resultados necessitarem de embasamento mais aprofundado em Algebra.
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2.1.1

quadrados

Para esta atividade, todos os nimeros sdo inteiros.

Definicdo 2.1. Para dado n inteiro positivo, dizemos que este podera
ser escrito como soma de quadrados se existirem z e y inteiros, tais que

n =2 442

1. (Identidade de Brahmagupta-Fibonacci)
Se r e s sdo somas de dois quadrados entédo r - s também é soma de

dois quadrados.

2. Se n for um ndmero inteiro, tal que n é da forma 4k + 3, entdo n ndo

pode ser representado como soma de dois quadrados.

3. Para todo ndmero primo p > 2 temos que p pode ser escrito como

soma de dois quadrados se, e somente se, p = 4k + 1.

4. Paratodo inteiro ndo negativo n, existem a e b tais que a? +b*>+1 = k-n,

com k inteiro.

SOMA DE QUATRO QUADRADOS

5. Teorema de Lagrange: Todo inteiro n, ndo negativo, pode ser escrito
como soma de quatro quadrados. Ou seja, existem inteiros a, b, c e d, tais

que n = a? + b% + c2 + d>.

14
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Conceitos e Resultados importantes sobre somas de



Capitulo 3

Exercicios

3.1 Problemas

Nesta capitulo propomos uma atividade para o Ensino Médio, a cerca dos
resultados obtidos da dissertacdo Teorema de Minkowski e suas aplicacdes.
Inicialmente, esta atividade serd apresentada e logo apds trataremos de suas
respectivas andlises e respostas.

Esta atividade tem como objetivo propor que o estudante do Ensino Médio
compreenda os resultados dos teoremas que caracterizam a representagéo de
numeros inteiros como soma de dois ou quatro quadrados.

A partir de estimativas serd possivel observar que, por mais que o assunto
possa ser considerado aprofundado em Matematica, é possivel que esses es-
tudantes possam compreender e aplicar os resultados dos teoremas, inclusive
com certa facilidade em alguns casos.

A partir desta motivacao, estes estudantes podem perceber que mesmo teo-
rias matematicas avangadas para o nivel escolar basico podem gerar resultados

simples e de facil entendimento.
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3.2 Apresentacao da Atividade Proposta

Segue abaixo a apresentacdo da atividade proposta, baseada nos resultados
demonstrados a partir do Teorema de Minkowski. Os exercicios foram adaptados
nos propdsitos desta sequéncia didatica com a finalidade de desenvolver a

habilidade de identificacdo de nimeros como soma de quadrados.

3.2.1 Atividade - Ensino Médio

Exercicio 3.1

Sejam os niimeros primos 7, 11, 19, 23, 29, 31 e 37. E possivel escrever estes
niimeros como soma de dois quadrados? E possivel escrever 13 como soma

de dois quadrados, pois 13 = 32 + 22,

Exercicio 3.2

A partir da resposta anterior, verifique os restos das divisdes deste nimeros
primos pelo nimero 4. E possivel concluir alguma relagao sobre a possibili-

dade de um ndmero primo ser escrito como soma de dois quadrados?
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Exercicio 3.3

Ambos nimeros 13 e 29 podem ser escritos como soma de dois quadrados.
Se considerarmos o produto entre 13 e 29 poderiamos escrever tal resul-
tado como soma de dois quadrados? Escreva 13 - 29 como soma de dois

quadrados.

Exercicio 3.4

E possivel escrever o nimero 216 como soma de quatro quadrados? Escreva

216 como soma de quatro quadrados.

Exercicio 3.5

Considere o divisor 54 do numero 216. Pode-se perceber que 54 € o nimero
consecutivo do nimero primo 53, que deixa resto 1 na divisdo por 4. Existe

alguma relacdo da soma de quatro quadrados com esse fato? Explique.

Exercicio 3.6

Como forma de motivar o desenvolvimento de habilidades matematicas no
Ensino Médio, propde-se a demonstracdo do Lema de Euler (1748):

Se m e n sdo somas de quatro quadrados, entdo o produto m - n também é
uma soma de quatro quadrados.

Dica: Andlogo ao resultado encontrado no exercicio 3.3 que

(a® +b)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)?

17
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sugere-se verificar se

(a®+b%+c2+d?)(r? +s2+t2+0?) = (ar+bs+ct+dv)* + (as—br—cv+dt)*+

+(at + bv —cr — ds)? + (av — bt + cs — dr)?

3.3 Problema da Olimpiada Brasileira de Matema-
tica

Os temas relacionados com Teoria dos Nimeros sédo frequentemente abor-
dados em exames de Olimpiadas de Matematica. Neste capitulo mostraremos
uma solugdo de um problema olimpico utilizando os conceitos desenvolvidos na

Atividade da Secédo anterio.

Exercicio 3.7

(XXV OBM 2003 - Segunda Fase - Niveis 2 e 3) Dizemos que um numero
n de quatro algarismos € biquadrado quando € igual a soma dos quadrados
de dois nimeros: um é formado pelos dois primeiros algarismos de n, na
ordem em que aparecem em n e o outro, pelos dois Ultimos algarismos de
n, também na ordem em que aparecem em n.

Por exemplo, 1233 é biquadrado pois 1233 = 122 + 332. Encontre um
outro numero biquadrado.

(Observacao: Lembre-se que um ndmero de quatro algarismos nao

pode comecar com zero. )
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APENDICE A

Solucoes

Solucao 3.1

Deste nimeros, os que podem ser escritos como soma de dois quadrados
S80 17 = 42 +12,29 = 5% + 22 e 37 = 62 + 12, os outros ndo podem. Esta
primeira atividade, por meio de estimativas empiricas, oferece a oportunidade
dos estudantes terem o primeiro contato com a ideia de poder representar um
nuimero como uma soma de dois quadrados. Assim, podem se preparar para a

introducao do resultado geral.

Solucgdo 3.2

A partir da divisdo destes nimeros por 4, pode-se observar que aqueles que
deixam resto 1 sdo exatamente os que conseguimos escrever como soma de dois
qguadrados. Por outro lado, os primos que deixam resto 3 na divisdo por 4 ndo
podem ser escritos como soma de dois quadrados. Conclusao: os primos que
deixam resto 1 na divisdo por 4 e o numero 2 podem ser escritos como soma de

dois quadrados.
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Solucao 3.3

Esta demonstracao esta em nivel de Ensino Médio e € uma maneira de
estimular demonstrac6es matematicas no ambito escolar. Uma vez que 13 =

32 + 22 e 29 = 52 + 22, podemos verificar que
13-29 = (32 +22)(5%2 +22) =32.52 4 32.22 4 22.52 4 22.22 =

= (32.52422.22) 4+ (32.22 +22.52)

Somando 2(3 - 5)(2 - 2) e subtraindo 2(3 - 2)(2 - 5) obtemos.

13-29 = (3%2-524+2(3-5)(2-2) +22-22) +(32-22 —2(3-2)(2-5) +2%2.5?%) =

=(5-34+2-2+(5-2—2-3)> =192 4 42

Fica como sugestdo apresentar a Identidade de Brahmagupta-Fibonacci que é
uma outra maneira de encontrar nimeros que podem ser escrito como soma de

dois quadrados a partir da técnica algébrica apresentada acima.

(a® +b?)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)? = (ac + bd)? + (ad — bc)?

20
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Solucao 3.4

Sim, é possivel. Observe que 216 = 102 + 102 + 42 4 02.

Solucao 3.5

Todo ndamero, além de poder ser representado como soma de quatro qua-
drados, pode também ser escrito como multiplo de um ndmero resultante da
soma de dois quadrados mais um. Como temos que 0 53 € um primo que tem
resto 1 na divisdo por 4, sabemos que ele pode ser escrito como soma de dois

quadrados, entao:
216 = (53 +1)(4) = (T* +22 +1)(2* +0?) =
= (7222 4 7202) + (2222 4 2202) + (22 + 02) =
— (7222> + (2222> + (22> + (02) — 142 + 42 + 22 + 02

Este resultado acima foi importante para verificar que nédo € tnica a forma

de escrever um nimero como soma de 4 quadrados, pois

216 = 102 + 102 + 42 +0%2 = 142 + 42 + 22 + 02

21
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Solucao 3.6

De fato, se m = a? + b% + c2 + d? e n = r? + 52 + t2 4+ v?, temos que
(a® 4+ b2 +c2+d?)(r? + 52 + 12 +v?) = (ar + bs + ct + dv)? + (as — br — cv + dt)*+

+(at + bv —cr — ds)? + (av — bt + cs — dr)?

Vamos desenvolver ambos os lados da igualdade e assim obter o resultado

desejado. Desenvolvendo o lado esquerdo da igualdade acima, temos:

Vamos agora desenvolver o lado direito da igualdade e comparar com o
resultado obtido no lado esquerdo. Para isso, serd desenvolvido cada quadrado

separadamente. Entéo.
(ar + bs + ct + dv)? = (ar + bs)? + 2(ar + bs)(ct + dv) + (ct + dv)? =

= a2r? + b2s2 + 22 + d%v? + 2arct + 2ardv + 2bsct + 2bsdv + 2arbs + 2ctdv

Da mesma forma,
(as —br —cv+dt)? = (as — br)? + 2(as — br)(—cv + dt) + (—cv + dt)? =

= a2s2 + b%r2 + 202 + d?t2 — 2ascv + 2asdt + 2brev — 2brdt — 2asbr — 2cvdt

Analogamente,

(at + bv — cr —ds)? = (at + bv)? + 2(at + bv)(—cr — ds) + (—cr — ds)? =

22
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= a2t + b20? + 2r? 4+ d?s? — 2ater — 2atds — 2bver — 2bvds + 2atbv + 2erds

Por fim,
(av — bt + cs — dr)? = (av — bt)? + 2(av — bt)(cs — dr) + (cs — dr)? =

= a2v? + b2t? + 252 + d?r? + 2aves — 2avdr — 2btes + 2btdr — 2avbt — 2¢sdr

Agora, somando (2), (3), (4) e (5), obtemos
(ar+bs—+ct+dv)?+(as—br—cv+dt)? + (at +bv—cr—ds)* + (av—bt +cs—dr)? =

= a’r? + b%*s% + 2% + d?v? + a?s® + b*r? + 2?4+ AP+

Como ambos lados da igualdade em (1) e (6) ddo o mesmo resultado, podemos

concluir que

(@ +b%2+c2+d?)(r? +s2+t2+02) = (ar + bs+ct +dv)? + (as — br — cv + dt)?+

+(at + bv — cr — ds)? + (av — bt + ¢s — dr)?
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Solucao 3.7

A ideia é separar o niumero de quatro digitos em duas partes: os dois pri-
meiros digitos, da esquerda para a direita, formam o ndimero x e os dois ultimos
formam o ndmero y. Para verificar a condicdo do nimero ser biquadrado, che-
gamos em 100z + y = 2% + y2. Desta forma, podemos considerar a equacéo
2?2 — 100z + y* — y = 0. Com o objetivo se escrever as expressdes em funcdo de
x e y como quadrados, utilizaremos a técnica de completamento de quadrados.
Logo,

2?2 — 100z +9y? —y =0 <

4% —400x + 49 — 4y =0 &
4% — 400z + 10000 + 49> — 4y + 1 = 10000 + 1 <
(22 — 100)? + (2y — 1) = 10001
Assim, pretendemos encontrar m e n tais que m? +n? = 10001, com m par e
n impar.

Da fatoragdo em primos de 10001 temos que 10001 = 73 - 137. E observe que
ambos 73 e 137 sdo primos do tipo 4k + 1, ou seja, podem ser escritos como soma

de dois quadrados. Ou seja, 10001 = 73 - 137 = (82 + 3%)(112 + 4?).

Sabe-se que se dois numeros podem ser escritos como somas de dois quadra-
dos, entdo o produto dos mesmos também pode. Da Identidade de Brahmagupta-

Fibonacci apresentada no exercicio 3.3 temos que

(a® +b%)(c? + d?) = (ac + bd)? + (ad — be)? = (ac — bd)? + (ad + be)?

Aplicando o resultado da Identidade mencionada acima obtemos

(82 +32)(112 +4%) = (8-11+3-4)2 + (8-4—3-11)2 = 1002 + 12
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(82 4+32)(112 +4%) = (8-4+3-11)2 + (8- 11 — 3 - 4)%2 = 652 + 76>

As duas maneiras de escrever 10001 como soma de dois quadrados sdo do
tipo (m,n) = (£100, +1) ou (m,n) = (+65, £76) e suas permutacoes.

A partir da primeira solugdo encontra-se 2z — 100 = +100 que resulta em
x = 0 ou z = 100, que ndo geram um numero biquadrado, conforme enunciado
no problema.

A partir da segunda solugdo encontra-se 2y — 1 = 65 e 2z — 100 = +76 que
resultam nos pares ordenados (z,y) = (88,33) ou (z,y) = (12, 33).

Logo o outro nimero biquadrado é o 8833.
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