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RESUMO

Diante da dificuldade atual de prender a atencdo dos alunos no processo de ensino-aprendizagem
da matematica nas salas de aula, especialmente diante das distragdes tecnoldgicas como as
redes sociais, jogos online e aplicativos de inteligéncia artificial, precisamos de certa forma
criar estratégias para que o aprendizado e o desenvolvimento ndo se percam. Em meio aos
processos engessados, a qualquer circunstancia que caiba, podemos introduzir o lddico, o visual,
a teoria com a pratica. Percebe-se que, na maioria dos casos, a qualquer incentivo a pesquisa,
o aluno ndo busca informagdes por conta propria para a obten¢ao de dados para argumentagao,
usando aplicativos que resolvem rapidamente seus problemas. O grande detalhe é que, sem o
conhecimento puro e cientifico e suas relacdes com o mundo real, alguns erros podem ndo serem
percebidos e a falta de clareza deixa de lado o principal. O aprendizado. Aprendemos com a
vida, aprendemos com manuseios, aprendemos com tentativas e erros, nado com algo pronto e
finalizado por alguém. Assim, diante desta preocupagao, este trabalho tem por objetivo mostrar
aos alunos que € possivel fazer relagOes entre a dlgebra e a realidade fisica, apresentando como
as secOes de conicas aparecem em movimentos orbitais.

Palavras-chave: Problema de dois corpos. Conicas. Elipse. Movimentos orbitais.



ABSTRACT

Given the current difficulty of keeping students’ attention in the mathematics teaching-learning
process in classrooms, especially in the face of technological distractions such as social networks,
online games and artificial intelligence applications, we need to somehow create strategies so that
the learning and development are not lost. In the midst of rigid processes, in any circumstance
that fits, we can introduce the playful, the visual, theory with practice. It is clear that, in most
cases, with any incentive to research, students no longer use the "traditional method" to obtain
data for argumentation, using applications that quickly solve their problems. The great detail is
that, without pure and scientific knowledge and its relationships with the real world, some errors
may not be noticed and the lack of clarity leaves the main thing aside. The learning. We learn
from life, we learn from handling, we learn from trials and errors, not from something ready and
finalized by someone. Therefore, given this concern, this work aims to show students that it is
possible to make relationships between algebra and physical reality, showing how conic sections
appear in orbital movements.

Keywords: Two body problem. Conical. Ellipse. Orbital movements.
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INTRODUCAO

De acordo com as disposi¢des estabelecidas para a formacao bdsica nas escolas, o Mi-
nistério da Educagdao (MEC) afirma, no artigo 22 da Lei de Diretrizes e Bases (LDB) de 20 de
dezembro de 1996, que a finalidade da Educagdo Basica € "desenvolver o educando, assegurar-
lhe a formacdo indispensdvel para o exercicio da cidadania e fornecer-lhe meios para progredir
no trabalho e em estudos posteriores."Assim, o Ensino Médio deve ser planejado considerando
as necessidades cognitivas, sociais e culturais dos alunos que estao nessa etapa de aprendizado.

Atualmente, ha uma grande variedade de softwares que utilizam a Inteligéncia Artificial,
ganhando destaque no meio académico. No entanto, € importante observar que a atratividade do
mundo externo e a facilidade de acesso a distragdes tém levado os alunos a perderem o interesse
pela pesquisa e pelo novo, focando mais na praticidade e na rapidez do que nos beneficios que o
conhecimento pode proporcionar. Por outro lado, podemos considerar uma perspectiva diferente:
essa inteligéncia foi desenvolvida por uma pessoa curiosa, que, ao explorar suas duavidas, deu
continuidade a suas investigacdes e descobertas. Assim, a partir da curiosidade, surgiu um
estudo, uma pesquisa e uma evolucao na area da tecnologia.

Diante de todas essas dificuldades enfrentadas pela escola, nés, como professores, preci-
samos repensar os métodos de abordagem dos conhecimentos a serem introduzidos aos alunos.
Com isso, este trabalho ndo apenas apresenta o desenvolvimento algébrico tradicional, mas
também demonstra que, por trds de muitas aplicacdes, defini¢cdes e teoremas que podem parecer
distantes para os alunos do Ensino Médio, existe a possibilidade de visualizar, de forma ludica,
pratica e tangivel, todas as descobertas cientificas e algébricas discutidas dentro da sala de aula.

Para que essas tecnologias ndo comprometam o desenvolvimento cognitivo dos jovens
estudantes, precisamos encontrar maneiras de estimular a busca pelo conhecimento e pelo apren-
dizado, criando o hdbito de discussdes criativas com o objetivo de promover o crescimento
cientifico, cultural e social. Dessa forma, formaremos cidadaos criticos capazes de contribuir po-
sitivamente para a sociedade em que vivem. Nio basta termos ferramentas que tragam solucdes
se nao possuimos o conhecimento necessario para questionar a precisao e a coeréncia dessas
solugdes. Aceitar isso sem questionamento nos expde ao risco de manipulagdo, e seguir por
esse caminho sem perceber, devido ao desconhecimento e a falta de pensamento critico, pode
acarretar graves consequéncias.

Assim, este trabalho apresenta a matemadtica pura e aplicada, buscando chamar a atencao
dos alunos para que possam estabelecer a relacdo entre ambas. Através de uma abordagem
didética, procuramos atrair o interesse pelo estudo realizado em sala de aula, demonstrando sua
aplicacdo visual e pratica. Nosso objetivo € mostrar a importancia do conhecimento adquirido
como base para novas descobertas no mundo que os cerca. Fazemos isso com o tema “ensino
das conicas com movimentos orbitais”.

O estudo do movimento de dois corpos no espaco ¢ um aspecto fascinante que desem-

penha um papel fundamental na Fisica e na Astronomia. Esse tipo de movimento refere-se a



interacdo gravitacional entre dois objetos celestes, onde cada um exerce uma forca de atragdo so-
bre o outro, conforme a Lei da Gravitacao Universal de Newton. A compreensdo desse fendmeno
remonta aos tempos de Kepler e Galileu, que observaram os movimentos dos planetas em torno
do Sol. Johannes Kepler formulou suas famosas leis do movimento planetério, estabelecendo os
principios basicos que regem as Orbitas dos corpos celestes.

As Leis de Kepler, combinadas com a Lei da Gravitacdo Universal de Newton, fornecem
uma estrutura matemadtica sélida para prever e compreender o movimento orbital de dois corpos.
Essas leis descrevem como a for¢a gravitacional entre dois corpos varia com a distancia entre
eles e como essa forca resulta em Orbitas elipticas, circulares ou parabdlicas, dependendo das
condicdes iniciais. O estudo do movimento de dois corpos ndo se limita ao sistema solar. Com
a descoberta de exoplanetas e sistemas estelares bindrios, os cientistas t€m a oportunidade de
explorar uma variedade de configuracdes e interagdes gravitacionais Unicas.

Além disso, o movimento de dois corpos desempenha um papel crucial na exploragao
espacial. Missdes destinadas a investigar cometas, asteroides e outros corpos celestes frequente-
mente envolvem estratégias complexas para interagir com suas gravidades e ajustar as trajetorias
das naves espaciais.

Em resumo, o estudo do movimento de dois corpos no espago € essencial para nossa
compreensdo do cosmos e possui aplicagdes significativas na Fisica, Astronomia e exploracao
espacial. Ao explorar as leis e padroes que regem esse movimento, podemos desvendar os
segredos do universo e avangar em nosso conhecimento sobre o funcionamento do mundo ao

nosso redor.
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1 CONICAS NO ENSINO MEDIO

Atualmente, estamos passando por uma transi¢ao nos parametros do Ensino Médio.
Neste estudo, vamos analisar as cOnicas conforme os Parimetros Curriculares Nacionais do
Ensino Médio (PCNEM), conforme descrito por (EDUCACAO, 2000). Nosso objetivo é abordar
as cOnicas de maneira tradicional, como sao apresentadas aos alunos do Ensino Médio. Em
particular, iremos mostrar como as equagdes sdo derivadas diretamente da defini¢do da conica e

da férmula da fungdo distancia na Geometria Analitica.

1.1 UM POUCO DA HISTORIA DAS SECCOES CONICAS

Na histéria da matematica, nota-se que os gregos nao demonstravam uma forte afinidade
pela dlgebra. Unir a Geometria Euclidiana, estudada pelos gregos, com pensamentos algébricos
ndo parecia uma tarefa simples, mas isso ndo significa que naquela época ndo fossem possiveis
essas conexdes. Somente no século XVII surgiram as "condi¢des ideais"para essa integracao
acontecer, principalmente porque a Algebra havia evoluido o suficiente para se harmonizar
plenamente com a Geometria.

Muitos estudiosos naquela época buscavam novas descobertas e, quando foi o caso, o
mérito ndo se dava apenas a um deles. A Geometria Analitica foi um desses casos. Suas desco-
bertas se iniciaram como fruto da curiosidade e simpatia pela matemética de um estudante de
Direito chamado Pierre de Fermat! , onde seus estudos contribuiram muito para o crescimento
dessa drea. Mas Fermat ndo foi apenas um curioso que coincidentemente topou com uma desco-
berta. Ele era um amante dos célculos, com contribui¢des no Célculo Diferencial, no Célculo de
Probabilidade e em um dos mais identificados com ele, estudos dentro da teoria dos nimeros,
trabalhando com caracteristicas e propriedades dos ndmeros inteiros. Sua contribuicao surge
quando escreve um texto com o titulo “Introdugdo aos lugares geométricos planos e sélidos”
que so foi publicado em 1679, postumamente compartilhado junto com todos os seus textos
e obras. E nesse trabalho que Fermat introduz a ideia de eixos perpendiculares, permitindo a
identificacdo e definicdo de equacdes de retas e circunferéncias, em sua forma geral, e equacdes
mais simplificadas envolvendo as cOnicas (elipses, hipérboles e pardbolas), concluindo que as
equacoes de 1° e 2° grau poderiam ser reduzidas a uma das cOnicas ja descritas. Fermat era
considerado “Principe dos Amadores” uma vez que, como citado, a matemdtica estava apenas
no “sangue” e ndo como uma atividade principal ja que era um Jurista por profissdo. O fato de
que alguns de seus textos sO foram expostos e publicados apds sua morte mostra como Fermat

era um pouco avesso as publicacdes. Blaise Pascal? o considerou o maior matemaético de seu

U Pierre de Fermat segundo (CANTAO, 2002), Francés nascido em 17 de agosto de 1601 e com falecimento

datado em 12 de janeiro de 1665. Um magistrado que teve uma significativa contribuicdo na matemdtica por
ser um amante da ciéncia. Muito conhecido por enunciar um trabalho intitulado “O dltimo teorema de Fermat”
cuja sua prova se deu 300 anos depois pelo matemadtico britdnico Andrew Wiles, em 1994.

2 Blaise Pascal segundo (FRASAOQ, 2023) Francés nascido em 19 de junho de 1623 e falecido em 19 de agosto
de 1662. Além de Fisico e Fil6sofo era também um tedlogo e devido a isso, em 8 de julho de 2017 o Papa
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tempo.

René Descartes também se interessou pela Geometria Analitica, mas diferente de Fermat
que também era graduado em Direito, nunca exerceu o direito como profissao. Comecou cedo
seus estudos e seus interesses pelos cdlculos surgem inicialmente por razdes filoséficas. Sua
iniciacdo académica se da aos 8 anos de idade no “College de la Fleche”, uma escola de alto
nivel dirigida pelos jesuitas. Ele frequentava grupos de matematicos e em 1637, aos 41 anos,
em uma obra intitulada “A Geometria”, publica seus preceitos sobre a Geometria Analitica. E
um pequeno texto, um apéndice do Discurso do Método?. Descartes s6 obteve certo reconheci-
mento apos o Discurso ser traduzido para o latim, em 1649, pelo fato do tradutor acrescentar
comentdrios a obra.

Uma das principais caracteristicas que diferenciam Fermat de Descartes é que, enquanto
Fermat partia da dlgebra com a apresentacio de equacdes para, em seguida, aplicar a geometria
e apresentar as curvas em um plano, Descartes partia das curvas geométricas e, a partir da
algebra, apresentava suas respectivas equacgdes, descrevendo-as como uma das propriedades
dessas curvas. Dessa forma, o que Descartes se propunha a fazer, era lidar com equacgdes mais
complexas, criando métodos para abordar essas equacdes polinomiais de ordens elevadas.

Embora textos matemadticos indicam que o inicio da Geometria Analitica partiu do ma-
temético grego Menécmo, ao qual atribui-se a descoberta das conicas, o estudo da Geometria
Analitica nos remete a René Descartes por trabalharmos num sistema de coordenadas cujo nome
foi dado em sua homenagem, chamado de plano cartesiano.

O estudo das coOnicas parte entdo da ideia de lugar geométrico determinado pela intersec-

¢do de um plano com um ou dois cones, tal como apresentado na Figura 1.

(a) Circunferéncia (h) Paribola ((’) Elipse ((l) Hipérbole

Figura 1 — Representacdo das curvas conicas. Fonte: (SANTOS; FERREIRA, 2009)

Nota-se que, a partir da intersec¢do, dependendo de seu angulo de inclinagdo com a

horizontal ou com o plano da base do cone, o plano que intercepta os cones pode determinar

Francisco disse para um jornal italiano que Blaise Pascal merecia a beatificagdo e que planejava o inicio do
processo oficialmente.
Discurso do Método é um tratado matematico e filoséfico que propde um modelo matematico na elaboracéo do
pensamento do homem, na tentativa da certeza e da auséncia da divida, situacdes caracteristicas da matematica.
(DESCARTES, 2018)

3



Capitulo 1. Cbnicas no Ensino Médio 16

até quatro lugares geométricos distintos, chamados de conicas. Sao elas: Circunferéncia, elipse,

hipérbole e pardbola.

(a) Circunferéncia: Temos que o adngulo de inclinac¢do do plano que corta o cone é de 0°,
ou seja, o plano € paralelo a base dos cones; Para este caso, como se observa, temos

uma circunferéncia.

(b) Pardbola: Temos que o angulo de inclinagdo do plano que corta o cone € idéntico ao
da geratriz, intersectando apenas um cone. O lugar geométrico formado neste caso é

uma elipse;

(¢) Elipse: Temos que o dngulo de inclinag¢do do plano que corta o cone € maior que 0°
e € menor que o angulo de inclinacdo da reta (chamada geratriz) que gera o cone
por rotacdo do eixo z, fazendo assim com que esse plano intersecta todas as suas

geratrizes. Com isso temos que o lugar geométrico para este caso € uma elipse.

(d) Hipérbole: Temos que a inclinagdo do plano que corta o cone € maior que o angulo
da geratriz e menor ou igual a um angulo reto, intersectando assim os dois cones.

Para este caso, o lugar geométrico € uma hipérbole.

Assim, ap0s todas estas construgdes, a andlise dessas curvas se da de forma individual a
partir de coordenadas cartesianas. Logo, seus lugares geométricos passardo a ser representados

por equagdes, as quais terdo, cada uma, propriedades particulares dependendo de cada curva.

1.2 ENSINO DAS PROPRIEDADES ANALITICAS E GEOMETRICAS

O estudo das conicas se apresenta nos topicos finais da Geometria Analitica, apds toda a
apresentacdo da introducdo bdsica do plano cartesiano, pontos, retas e circunferéncias. Embora
a circunferéncia seja um caso abordado nas conicas, o topico “cOnicas’ na maioria dos livros
didéticos € iniciado com os seus estudos nas elipses, hipérboles e pardbolas. Aqui, vamos tratar
de sec¢des conicas, desde a circunferéncia, passando em seguida pelas elipses, hipérboles e
parabolas, como seria apresentado ao aluno em sala de aula, dando bastante €nfase a defini¢dao
deste objetos e dando ferramentas sobre como obter as equagdes diretamente da definicdo da

conica e da funcdo distancia no plano (usando basicamente o Teorema de Pitdgoras.)

1.2.1 Circunferéncias

Inciaremos o estudo das conicas a partir do Lugar Geométrico conhecido como circunfe-
réncia (Figura 2). Sendo esta curva a interse¢do de um plano com um cone, é uma curva plana
e pode ser representada no plano cartesiano xQOy tais que as coordenadas de seus pontos serao
dadas por (x,y).

De acordo com (DELGADO; FRENSEL; CRISSF, 2017), temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1 (Circunferéncia). Uma circunferéncia € o conjunto de todos os pontos (x,y) do

plano cartesiano cuja distncia a um ponto fixo O(x,,y,) € uma constante chamada raio.
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Figura 2 — Lugar geométrico conhecido como circunferéncia. Fonte: (SANTOS; FERREIRA,
2009).

Considere A uma circunferéncia de raio R e centro O com coordenadas (x,,y,) € P um
ponto arbitrario pertencente a essa circunferéncia, com coordenadas (xp,yp). Pela Definigao 1,
temos que a distincia entre o centro de uma circunferéncia até qualquer um dos pontos que
pertence a circunferéncia € igual a medida de seu raio, isto €, a distancia entre os pontos O e P

sera R.

Figura 3 — Tridngulo retdngulo na circunferéncia A. Fonte: De autoria propria.

A partir da Figura 3, identificamos um triangulo retangulo (sombreado) e, aplicando o
Teorema de Pitdgoras, determinamos a equacao inicial da circunferéncia. Sendo a hipotenusa

igual a R e os catetos iguais a ‘xp —xo‘ e ‘yp —Yo

, podemos determinar a seguinte equagao,
substituindo P por um ponto genérico (x,y),

(x—x0)* + (y=y0)* = R, (1)

a qual € chamada de equacdo reduzida da circunferéncia.
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Lembrando que equagdes do tipo
Ax2+By2+ny+Dx+Ey+F=O, 2)

sdo chamadas equacoes quadrdticas de duas varidveis, podemos expressar a equacdo da circun-

feréncia como uma equacdo deste tipo. Desenvolvendo a equagdo (1), obtemos
X+ y2 —2xpox —2yoy + x02 + y02 ~R*=0, 3)

chamada equacdo geral da circunferéncia.

Vemos entido que para que a equacdo (2) seja a representacdo de uma circunferéncia,
comparando as equagdes (2) e (3) devemos ter A = B # 0, C = 0, D/A = -2x, e E/A = -2y,.
Ainda, estas relagdes permitem determinar as coordenadas do centro x, = —D/(2A) e y, =

—E/(2A) e a medida do raio, a qual € dada por:

F
+)’02—Z

= R= D2+E2 F
442 442 AT

Concluimos que, para que a equagdo quadrética (2) seja uma circunferéncia, precisamos

F
X02+y02—R2 = Z ij :x()2

que os seguinte itens sejam satisfeitos:

A=B#0,

C=0

D2+E2 F>0
4A2 442 A

1.2.2 Elipses

Assim como as circunferéncias, conforme descrito anteriormente, as elipses sao lugares
geométricos determinados pela interse¢ao de planos cujos angulos de inclinagdo em relagao ao
plano de base dos cones variam entre 0,° e o angulo de inclinagdo de suas geratrizes (ver Figura
4).

De acordo com (DELGADO; FRENSEL; CRISSF, 2017), temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2 (Elipse). Uma elipse de focos F e F é definida como sendo o conjunto dos pontos
P(x,y) do plano cuja soma das distancias entre este ponto e os pontos F'| e F € igual a uma
constante 2a, sendo que 2a € um nimero maior do que a distancia entre os pontos F e F», dado

por 2c.

Resumidamente, temos que uma elipse € é o conjunto
e={P(xy): PF| +PF, =2a}.

Vamos relembrar a notagao:
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>

Figura 4 — Lugar geométrico conhecido como elipse. Fonte: (SANTOS; FERREIRA, 2009).

» F| e F, sdo os focos da elipse;

* r ¢ areta que contém os focos F| e F e € chamada de reta focal;

ccN{F}=Qecn{F}=0;

s ceNr={A1,A2};

* A e A, sdo denominados vértices da elipse €;

e FF, é chamado de distdncia focal da elipse ¢;

* A1A; € chamado de eixo focal da elipse ¢;

e F1F> =2c;

o A1A, =2a;

* O centro da elipse € € determinado por O(xg, yg) tal que O € ponto médio de A A5,
istoé,OTq=OTQ=a;

* v/ é amediatriz de A|A5 e é a chamada de reta ndo focal da elipse . Assim, o centro
da elipse O(xg, yo) pertence a reta ndo focal;

e enNv ={B1.By};

* By e B, sdo denominados vértices da elipse € sobre a reta ndo focal;

* B|B; é chamado de eixo ndo focal da elipse ¢;

o BIBZ = 2b.
Com as informagdes anteriores, temos o losango F1 B F>B, da Figura 5 tal que F1B| =
B\Fy = F>By =ByF| =a.
Nota-se que se b — 0, a medida ¢ — a, uma vez que a medida a € a maior das trés

medidas assim definidas e, dessa maneira, o tridngulo retangulo dado por BoOF; passa a ser
degenerado (isto é, se transforma em uma reta). Assim, a razao entre ¢ € a serd igual a 1, e
teremos um segmento de reta e ndo uma elipse. Por outro lado, se ¢ — 0, os focos Fj e F,

tendem ao centro da elipse enquanto os vértices sobre a reta ndo focal BB, se distanciam do
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Figura 5 — Losango inicial para elipse com eixo focal horizontal. Fonte: De autoria prépria.

centro da elipse tendendo ao valor de a. Dessa forma, quando ¢ = 0, temos b = a e a distancia
entre os respectivos vértices de uma mesma reta sendo iguais a uma mesma medida a. Com isso,
nota-se que, neste caso, teremos uma circunferéncia de raio a, que € um caso especial da elipse.

Assim, teremos uma degeneragdo em elipses nos casos em que b = 0 ou ¢ = 0, resultando,
respectivamente, em um segmento de reta A{A, ou em uma circunferéncia de centro O(x,, yo)
e raio R = a. Essas conclusoes levam a ideia de excentricidade de uma elipse, que basicamente
mede o qudo distante ela estd de ser um circulo.

Assim, definimos a excentricidade "e" de uma elipse a razao descrita por
c
e=—.
a

Nos casos comentados, temos que
() b=0=a=c=e=7=e=1
(i) c=0=a=b=e=2=¢=0
Logo, para 0 < ¢ < atemos 0 < e < 1. A excentricidade de uma elipse mostra o quanto
“oval” ela €. Quanto mais proximo de 1 estiver a excentricidade, mais oval ela serd, enquanto
quanto mais proximo de zero ela estiver, menos oval ela serd, tendendo a uma circunferéncia.
Para encontrar as equacdes, vamos considerar dois casos:

* (i) Elipse de centro O(xg, yg) e reta focal paralela ao eixo x;

* (ii) Elipse de centro O(xg, yg) € reta focal paralela ao eixo y;
Em ambos os casos, iniciaremos com as elipses centradas na origem do plano cartesiano, como
representado pela Figura 6.
Portanto, para a situacao (i), de acordo com a imagem, vamos considerar que a elipse
estd centrada na origem do plano de coordenadas cartesianas, ou seja, O(0, 0). Note que os focos

F e F, sdo pontos sobre o €ixo x, assim como os vértices A| e A,, portanto a reta focal coincide
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[P_F1+P_F2= Za] [ P(x,y) J Y [F1(—C;0)][A1(—a,0)][Bl(—b,O)]
[Fz(c,o) ][Az(a,o) ][Bz(b,o) ]

Figura 6 — Elipse de centro na origem do plano cartesiano com eixo focal horizontal. Fonte: De
autoria propria.

com o eixo x. Analogamente, os vértices B e By estdo sobre o eixo y. Dessa forma, associando

um ponto P(x,y) qualquer pertencente a elipse £, temos as seguintes notacdes:

Centro — 0(0, 0),
Ponto — P(x,y),
Foco 1 — F(-c,0),
Foco 2 — F5(c,0).
De acordo com a Defini¢do 2, tem-se que PF| + PF, = 2a logo, a partir desses dados apresenta-
dos, € necessdrio trabalhar com a relacdo que envolve a distancia entre dois pontos. Dados dos

pontos A(x4, y4) € B(x4, yg) temos que AB é a distincia entre estes dois pontos A e B, a qual é

dada por

AB = \/(XB —xA)* + (B —ya)*. “4)
Aplicando (4) 2 PFy, temos:

PF| = \/(XP_XF1)2+ ()’P_}’Fl)z
= - 0P + (-0

=/ (x+0)? +(y)?

= \/x2+2cx+c2+y2.

(&)
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Aplicando (4) para os pontos P e F, temos:

P_Fz= \/(XP—XFZ)Z + (yP—yF2)2

= \J-cP + (-0

(0)
=\ (=0 + )
= \/)c2—2cx+c2 +y2.
Dado que PF| + PF, = 2a, substituindo (5) e (6) temos entdo que:
\/x2+20x+c2+y2+ \/x2—2cx+02+y2 =2a,
\/x2+2cx+c2+y2=2a—\/x2—2cx+cz+y2. (7

Ao elevar ambos os membros da equacdo (7) ao quadrado, tem-se que:

2 2
(\/x2+2cx+cz+y2) = <2a—\/x2—2cx+c2+y2>

2
x2 +2cx + 2 +y2 = (2a)2 - 2(20)\/)(2 —2cx+c2+y2 + (\/Xz —2cx +c? +y2) ®)

xz+2cx+c2+y2 :4a2—4a\/x2—2cx+02+y2+x2—2cx+c‘2+y2.

Ao isolar o radical na equacao (8), chega-se a expressao:

4ex —4a? = —4a\/x2—20x+c2 +y2

©)
cx—a* = —a\/x2—20x+c2 +y2.
Ao elevar ambos os membros ao quadrado da equagdo (9), tem-se que:
) 2
(cx - a2> = (—a\/x2 —2cx+c? + yz) ,
Ax? —2dccx+at = d® <x2 ~2ex+c* + y2>
(10)

A%~ 2adPcx + a* = aPx* —2d*ex + aPcP + a2y2

Nota-se que, termos iguais em lados opostos da equagdo (10) sdo anulados obtendo assim a
simplificagdo:

C2X2 + a4 = a2x2 + 612C2 + Clzy2 = 614 - 6126'2 = Cl2X2 — CZ)C2 + a2y2

(11)
= a’ <a2 - cz> =x’ (a2 — c2) + a2y2.
De acordo com o apresentado inicialmente nos estudos das elipses, temos que a2=b*+cte
portanto, a? — 2 = b2, Assim, ao substituir na expressdo (11), temos:
a? (az - c2> =x° <a2 — cz) + a2y2 = a’b® = x°b* + a2y2
(12)

= X2 + azy2 = a’b?.
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Ao dividir ambos os membros de (12) por a2b? # 0, concluimos que:
b2x2 +a2y2 _ a2b2
a2b? - a2’
logo
2 2
X<y
—+==1 13
o (13)

Perceba que, nesse caso temos a > b, uma vez que o eixo focal estd na horizontal (sobre

0 €iX0 X). Assim, conclui-se que

X2 y? ) .
) + 2 =1, coma>b (eixo focal sobre eixo x).

Esta mesma lei de formacgdo para a elipse cujo centro € a origem do plano cartesiano
0(0, 0) dada pela equacdo que definimos por z—i + z—i = 1 € também chamada de forma canénica
da elipse.

Dessa maneira, a préxima etapa € trabalhar com uma elipse transladada (Figura 7) tal
que essa translacdo altere apenas a posi¢ao do centro da elipse, ou seja, os eixos transladados do
plano cartesiano continuardo com os mesmos angulos definidos pelos eixos x e y originalmente.
Essa associagdo leva a conclusdo de que os eixos transladados serdo dados pelas reta focal e reta
nao focal.

Entdo, temos que, ainda analisando a situacao (i) mas com centro fora da origem do
plano, determina-se que:

* areta focal € paralela ao eixo x e ndo coincidente;

* areta ndo focal paralela ao eixo y e ndo coincidente.
Assim, adotaremos os devidos pontos apresentados genericamente no plano de coordenadas

cartesianas conforme descri¢do abaixo:

Centro — O(xg, yop),
Ponto — P(x,y),
Foco 1 — Fi(xg—c,y0),
Foco 2 — F»(xg + ¢, y0)-
Conforme exposto, suponha-se que o ponto P, de coordenada (x,y) seja reescrito tal que
sua posicdo serd definida por um k além do centro xj e de forma andloga, tem-se 4 além do

centro yg. Logo,

P(x,y) — x=xp+key=yg+h.

com isso temos que k = x—xg € h = y—Yy( € a translagdo faz com que ocorra a seguinte mudanca
P(x,y) — P'(k,h) no plano transladado X oy.
Assim, utilizando a relacao da distancia entre dois pontos e trabalhando analogamente

ao exposto na forma candnica, temos que:

P/Fl +P/F2 = 2a.
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y'\ — [O(Xol}"o) ] [ Fy(xg — C,yo)][Al(xo - a,yo)][Bl(xo,yo — b)]
[ PF, + PF, = Za] [ P(x,y) ][ Fy(xo + c,yo)][Az(xo + a,yo)][Bz(xo,y0 + b)]

R
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Figura 7 — Elipse transladada no plano cartesiano com eixo focal horizontal. Fonte: De autoria

propria.
. . 2 2
Se, para uma elipse de centro (0, 0) com reta focal na horizontal, um ponto P(x, y) temos Z—z + % =
2 2
1, entdo para os pontos de P'(k, h) tem-se 157 + % =1.

Como P'(k, h) é do plano transladado, ao retornar para o plano de coordenadas cartesianas
original dado por xOy, tem-se como definido anteriormente que x = xo+k e y = yg+h reportando

assim para os respectivos valores:

x=xg+k=k=x-x¢

y=yo+h=h=y-yp.

Logo, ao substituir k = x—xge h = y—ypem k*/a® + h?/b* = 1, conclui-se que sua lei de
formacao serd dada por
(x—x0)* L o= Y0)*
a? b2
A andlise final deve-se fixar que, generalizando os casos, para qualquer que seja a elipse

=1. (14)

que exista com reta focal paralela ao eixo x (coincidente ou ndo coincidente), ou seja, para os

casos em que a > b, admite-se a equagao:

(-3 O-y0)* _,
a? b? ’
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em que no caso de xg = 0 e yg = 0, teremos um caso em especial tal que a lei de formacao ja foi
definida como forma candnica da elipse.

Por outro lado e de forma andloga ao que ja fizemos, podemos apresentar uma elipse
centrada na origem O(x), yp) mas com a reta focal sobre o eixo y. Para que isso ocorra, continua-
se tendo a > b porém como o eixo focal AjA, tal que AjA, = 2a estd na vertical e sobre o eixo
y. As medidas b e ¢ sofrem alteragdes nas posi¢des, uma vez que a distincia focal se da por 2¢
tal que F{F, = 2c e assim, passa estar também na vertical sobre o eixo y uma vez que A1A; € 0

eixo focal. Logo, B1B, = 2b trata-se do eixo ndo focal e este estard sobre o eixo x. Percebe-se

(Reta Focal)

B — e
E a—c!
a
: a a
: C _
E N !
¥ P b [ b X
BT Y \ - >
E Bl R 0 Bz (Reta Nio Focal)
5 c
; a’ a
ai ,,
| S
E a—c!
i Voo
Ay

Figura 8 — Losango inicial para elipse com eixo focal vertical. Fonte: De autoria prépria.

que B1F| + B1Fy = ByF| + ByFp =2a:
Dadas descri¢des anteriores, conclui-se que a € a distancia do centro da elipse aos vértices
sobre a reta focal, b € a distancia do centro da elipse aos vértices sobre a Reta Nao Focal e ¢ € a

distancia do centro da elipse aos focos e, sendo assim, nota-se:
A10 = OA2 =a,

B10 =0B, = b,
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Logo, com as informacdes anteriores, temos inicialmente a definicao de um quadrilatero F'; B F»B;

tal que A|B| = B1Fy = FpBy = BpF| = a. Assim, F1B{F,B, é um losango de lado igual a a,
como apresentado na Figura 8.

De forma andloga a Figura 5, na Figura 8 teremos também que a? = b%+c2 porém, agora
a estrutura apresentada difere nas posicdes dos catetos.

A excentricidade da elipse permanece de acordo com as definicdes apresentadas em que

ela serd dada pela razio

N

e

Figura 9 — Elipse de centro na origem do plano cartesiano com eixo focal vertical. Fonte: De
autoria propria.

Nota-se que, a partir destas situacdes, buscaremos neste segundo momento, as leis de
suas equacoes, tais quais serdo creditadas todas as informagdes ja impostas anteriormente. Com
isso, tomemos como base para as leis de formagdes desses lugares geométricos, agora o caso
(if), onde para este, inicialmente trabalharemos com o eixo focal sobre o eixo y.

Lembre-se que, como ja descrevemos, temos que

* (i) Elipse de centro O(xy, yg) e reta focal paralela ao eixo x;

* (ii) Elipse de centro O(xg, yg) € reta focal paralela ao eixo y.
Busca-se agora estudar o caso (i7). Iniciaremos da mesma maneira como determinamos em (i),

utilizando as elipses centradas na origem do plano cartesiano.
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Assim, para a situacao (ii), de acordo com a Figura 9, vamos admitir que a elipse esti
centrada na origem do plano de coordenadas cartesianas, ou seja, O(0,0). Com isso, perceba-se
que os focos F| e F, s@o pontos sobre o eixo y assim como os vértices A| e A, e, portanto,
teremos a reta focal sendo coincidente com o eixo y, logo o eixo focal estard sobre o eixo y. De
forna andloga ocorrerd com os vértices B| € By porém sobre o eixo x. Dessa forma, associando

um ponto P(x,y) qualquer pertencente a elipse, temos:
Centro — 0(0, 0),
Ponto — P(x,y),
Foco 1 — F(0,—c),
Foco 2 — F»(0, ¢).
Como ¢ sabido, por definigdo, tem-se que PF| + PF, = 2a logo, a partir desses dados apresenta-
dos, novamente trabalharemos com a relacao que envolve a distancia entre dois pontos dada essa

propriedade principal da elipse em que o somatdrio desses dois segmentos gera uma constante.

Dada a relacdo da distancia entre dois pontos, aplicas-se em PF1:

PF = \/(XP—XF])2+()’P—YF])2

= /=02 + (= (02

= \/)62+(y+c)2

= \/x2+y2+20y+cz.

Aplicando a relacao da distancia entre dois pontos em PF, temos:

PF, = \/(xP—sz)2 +(p—YF,)?
= \/(x—0)2+(y—0)2
= \/x2+y2—ZCJ’+C2-

Dado que PF| + PF, = 2a temos entao que:

\/x2+y2+20y+c2+\/x2+y2—2cy+c2:2a,

\/x2+y2+2cy+02:2a—\/x2+y2—2cy+cz.

Ao elevar ambos os membros ao quadrado, tem-se que:

2
(\/x2+y2+2cy+cz) = <2a—\/x2+y2—20y+c2)

2
X2 +y2 +2€y+c2 = (261)2—2(20)\/)62 +y2 - 2cy+c? + (\/x2 +y2 —26y+c2)

2

x2+y2+20y+02:4a2—4a\/x2+y2—2cy+02+x2+y2—2cy+02.
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Ao isolar o radical, chegamos a expressao:

4cy—4a2 =—4a\/xz+yz—2€y+c2 - cy—a2 =—a\/x2+y2—20y+cz.

Ao elevar ambos os membros ao quadrado, tem-se que:
2

2
<cy—a2> :(—a\/x2+y2—20y+c2) ,

02y2 - 2azcy +a* = a? (x2 + y2 —2cy+ c2>

= a*x* + a2y2 - a220y +a?c?.

Nota-se que, termos iguais em lados opostos da equacdo sdo anulados obtendo assim a simplifi-
cacdo:

62y2 +a4 — a2x2 +a2y2 +a262 a4 _a2c2 — a2x2 +a2y2 —c2y2

— az(a2 - cz) = a’x* + yz(a2 - cz).

De acordo com o apresentado inicialmente nos estudos das elipses, temos que a2=br+cte
portanto a? — ¢? = b%. Assim, ao substituir na expressao anterior, temos:
a2(a2 —62) — a2x2 +y2(a2 —C2) ; a2b2 — a2x2 +y2b2
— P+ b2y2 = a’b?.
Ao dividir ambos os membros por a?b? concluimos que:
a2x2 +b2y2 _ a2b2
25,2 2520
X
Yy
—+—==1
b a2

Perceba que, como dado que nesse caso, temos a > b, uma vez que o eixo focal estd na

vertical (sobre o eixo y),

X2 y? . .

o) + ) =1, coma>b (eixo focal sobre eixo y).
Pelas caracteristicas ja citadas anteriormente temos que esta lei de formacao da elipse de centro
na origem do plano cartesiano O(0, 0) dada por ;)C—i + z—z = 1 porém, agora com o eixo focal sobre
y, também é chamada de forma candnica da elipse.

Partindo agora, de uma generalizacdo, independentemente de o eixo focal estar sobre o
eixo x ou y, chamaremos a forma candnica de uma elipse as situagdes cujos os lugares geométri-
cos possuem centro na origem do plano cartesiano xOy.

Dessa maneira, como fizemos para o caso do eixo focal ser paralelo do eixo x e ndo
coincidente, a nossa proxima etapa também serd trabalhar com uma elipse transladada. Tal

translacdo altera apenas a posi¢ao do centro da elipse, ou seja, os eixos transladados do plano
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cartesiano continuardo com os mesmos angulos definidos pelos eixos x e y originalmente. Como
iss0, os eixos transladados serdo paralelos aos eixos originais do plano concluindo que, dessa
forma, o processo da obtencdo da lei de formacgao dessas elipses se dardo analogamente ao que
ja foi exposto na forma candnica, um vez que a lei obtida auxilia no processo. Essa associacao
leva a conclusdo de que os eixos transladados aos respectivos eixos x € y serdo dados pelas

respectivas reta ndo focal e reta focal.

Q

RV

Figura 10 — Elipse transladada no plano cartesiano e com eixo focal vertical. Fonte: De autoria
propria.

Analisando a situac¢do (ii) mas com centro fora da origem do plano cartesiano, determina-
se que:

* areta focal € paralela ao eixo y e ndo coincidente;

* areta ndo focal paralela ao eixo x e ndo coincidente.
Adota-se os devidos pontos apresentados genericamente no plano de coordenadas cartesianas

conforme descri¢do abaixo:

Centro — O(xq, yp),
Ponto — P(x,y),
Focol — F1 ()CO,y() -0),

Foco 2 — Fz(x(),y() + ).
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Suponha-se que o ponto P, de coordenada (x,y) seja reescrito tal que
Px)y) — x=xg+key=ypg—nh,

e com isso tem-se que k = x —xq € h = yg —y. Logo, a origem do plano cartesiano € transladada
para o centro da elipse O(xq,yq) justificando assim uma troca de varidvel em que P(x,y) =
P'(k,—h) no plano transladado x’Oy’.

Assim, utilizando a relac@o da distancia entre dois pontos e trabalhando analogamente

ao exposto na forma candnica, temos que:
P/Fl + P/F2 = 2a.

Se, para uma elipse de centro (0, 0) com reta focal na horizontal, um ponto P(x,y) tem a repre-
2
sentacdo dada pela equacao ’bc—i + Z—z = 1, entdo para os pontos de P'(k, h) tem-se que
k2 (—I’l)2 k2 h2

b_2+ a2 :1:>b—2+a—2:1.

. 22
Como x =xg+key=yg—h, tem-se k = x—xg e h =yg—Yy e substituindo em %+i‘7 =1,

conclui-se que sua lei de formacao serd dada por

(x-x0)*  00-¥)° _

b? a? L
(x — x0)? N 0-y0)* _ 1
b? a? o

A andlise final deve-se fixar que, generalizando os casos, para qualquer que seja a elipse
que exista com reta focal paralela ao eixo y (coincidente ou nao coincidente), ou seja, para os

casos em que a > b, admite-se a equagao
(x—x0)? N O -y0)? 3
b2 a2

em que no caso de xg = 0 e yg = 0, teremos um caso em especial tal que a lei de formacao ja foi

1,

definida como forma candnica da elipse.
Dessa maneira, as exposi¢Oes anteriores determinam que as elipses € apresentardao equa-
coes tais que, de acordo o seu eixo focal dado por A{A, = 2a, teremos duas situacoes:

2 2
* (i) Eixo focal paralelo ao eixo x: (x_a%") + (y_b+°) =1

2 o2
* (i) Eixo focal paralelo ao eixo y: % + (ya+°) =1
Assim, dado que existe um lugar geométrico conhecido como elipse tem-se que suas

equagdo serdo descritas como apresentado anteriormente, de acordo suas especificidades.

1.2.3 Hipérboles

Assim como as circunferéncias e as elipses, as hipérboles sdo lugares geométricos de-

terminados pelas intersec¢des de planos tais que os angulos de inclinag¢do, em relagdo ao plano
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>

Figura 11 — Lugar geométrico conhecido como hipérbole. Fonte: (SANTOS; FERREIRA,
2009).

da base dos cones, sdo maiores que o dngulo da geratriz e menores ou iguais que 90 °, como na
Figura 11.
De acordo com (DELGADO; FRENSEL; CRISSF, 2017), temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3 (Hipérbole). Uma hipérbole de focos F e F é definida como sendo o conjunto
dos pontos P(x,y) do plano para os quais o médulo da diferenca de suas distancias a Fj e Fp €

igual a uma constante 2a > 0, menor do que a distancia entre os focos F'| e F, dado por 2¢ > 0.

Resumidamente, temos que uma hipérbole H € o conjunto
H={P: |PF|-PF,|=2a}, (16)

comO<a<ceFF=2c.

Depois de desenhar a curva que representa este lugar geométrico no plano com coorde-
nadas cartesianas, iniciamos o processo de busca de sua lei de formacao. Pela defini¢do, uma
hipérbole de focos F| e F, é um conjunto de pontos P dado P(x,y) do plano de coordenadas
cartesianas cuja diferenca modular entre distancias destes aos focos F| e F» sdo iguais a uma
constante 2a tal que 2a € menor do que a distincia entre os focos F| e F» a qual chamaremos
de 2c. Matematicamente, temos |PF| — PF,| =2acom 0 <a < c.

Vamos chamar de V| e V, as intersecc¢oes da hipérbole com a reta que contem o segmento

F{F>. Observa-se que V| Fy > V| F| e V,F| > V>F,. Temos que, de acordo com a Figura 12,
(1) ViFr, -V iF|1=2a= VoFy+ V|V, -V F| =2a,

(i) VoF| = VaF, =2a = V,V| + V{F| = VoF, = 2a.

Ao somar as duas condicdes, ou seja, (i) + (ii), temos:

2-(ViVp)=4a = V|V, =2a.
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Assim, dado que V|V, = 2a, ao substituir em (i) temos que

VoFy + ViVo =V F1 =2a — VoFy+2a-VF| =2a
— WF,-ViF =0

— V2F2 = V1F1.

Figura 12 — Hipérbole - Introducio. Fonte: De autoria propria.

Define-se agora o eixo B1B; como sendo a corda determinada pelas intersec¢des de duas
circunferéncias A e A, de centro em V| e V,, ambas de raio medindo r = ¢, como na Figura
13. Temos que BB, € o eixo contido na mediatriz de V|V, e também V|V, estd contido na
mediatriz de B|B,. Portanto, o ponto O(xg,y(), € a interseccdo entre V|V, e B;Bj, ou seja,
ViV2 (BB, = O(x, Yo)-

Com isso, nota-se que O(xg,yq) é o ponto médio de V{V, e B1B; e, como V|F| =
V,F5, temos que O(xq, yo) € também ponto médio de FF5. Logo, resumidamente os seguintes
elementos (ver Figura 13):

* BBy, L V| Vy;
* O(xp,yp) € a interseccdo entre BB, e V| V5;
* O(xp,yg) € ponto médio de V|V, de B B, e de F{F;.

Como A; e A, sdo secantes entre si (V1 V, = 2a < 2c¢), determina-se entdo que a corda
BB, terd medida indicada por 2b, ou seja, B1B, = 2b.

Abaixo seguem os elementos de uma hipérbole, identificados na Figura 14.

* Iy e F sdo os Focos;

* F1Fy =2c tal que 2c é a distancia focal;



Capitulo 1. Cbnicas no Ensino Médio 33

Figura 13 — Hipérbole - Determinag¢do do eixo B{B,. Fonte: De autoria propria.

Figura 14 — Elementos de uma hipérbole. Fonte: De autoria propria.

V1V, € o eixo real,eixo transverso ou eixo principal,

V1V, = 2a tal que 2a é o comprimento do eixo real, com 2a < 2c;

BB, € o eixo conjugado ou eixo imagindrio (defini¢do de imagindrio segue posteri-

ormente);

BB, =2b tal que 2b € o comprimento do eixo imagindrio;

O(xg, yp) € o ponto médio do segmento F| F>.
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Ao aplicar o Teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo V>, OB, com angulo reto em
O e VB, = ¢, conclui-se que:
2 =d*+ %

Semelhante ao que foi feito nas elipses, a excentricidade da hipérbole € dada pela razao

entre os valores de ¢ e a, nessa ordem, tal que e > 1, uma vez que € sabido que ¢ > a. Logo:
c
e=—,comO<a<c — e>1.
a

Nas hipérboles define-se ainda lugares geométricos chamados de assintotas. Estas sdo
determinadas pelos prolongamentos das diagonais de um retangulo plotado entre as curvas tal
que suas dimensoes sdo dadas por 2a e 2b, como na Figura 15.

Assim, as curvas conhecidas como ramos da hipérbole se aproximam destas retas prolon-
gadas pelas diagonais dos retangulos citados, tal que essa aproximacdo acontece sem tangencid-
las ou intercepté-las. Essas retas mencionadas anteriormente sao chamadas de assintotas e serdo

denotadas por r e rp.

v assintota assintota.

assintota - Fs " assintota

Fy % O W T T T

I ‘-]

(a) Hipérbole horizontal (b) Hipérbole vertical

Figura 15 — Assintotas da hipérbole. Fonte: (SANTOS; FERREIRA, 2009).

Usa-se, para determinar as leis de formacao das retas assintotas r| e rp, a equagdo geral
da reta dada por:

r:y—yo=my-(x—xp), com O(xgp,yp)-

Assim, seja o ponto O(xg, yg) o centro dos ramos da hipérbole e os coeficientes angulares
de r| e rp serdo determinados mediante a tangente dos angulos de inclinagdes, no sentido anti-
horério, a partir da horizontal (eixo real) até chegar nas respectivas retas.

Nota-se também que esses coeficientes angulares podem ser encontrados com a variagao
de dois pontos pertencentes as retas, tal que € dado por ﬁ—i em que Ay =y — Yo € Ax = Xy — X0,
em que M € o ponto de intersecc¢do da reta r com a circunferéncia centrada em O(xq,yg) € de
raio igual a ¢, conforme a Figura 15.

Assim, temos que as respectivas assintotas serdo descritas de forma que:
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* em ry temos O(xq,yq) € m| = bla, de acordo com o tridngulo A{OM{;

* em rp temos O(xq,yg) € my = —b/a, de acordo com o tridngulo A, OM;.
Logo, ao substituir na equagdo de feixe de retas, temos:

eemry):y—-yy=Dbla - (x—xy) = reta crescente, pois m| = bla = my > 0;

e emry:y—yg=-bla-(x—xg) = reta decrescente, pois my = —bla = my < 0.
Assim, ap0s as informagdes expostas anteriormente,supde-se que seu centro serd a ori-
gem do plano cartesiano e que seus eixos estardo contidos nos eixos coordenados desse plano
cartesiano xOy. Nota-se entdo que o eixo real estd sobre o eixo x enquanto o eixo imagindrio
esta sobre o eixo y.
A partir da defini¢do da hipérbole, temos |PF| — PF5| = 2a e da defini¢do de médulo,

utilizando novamente a distancia entre dois pontos, tem-se:
PF1 —PFZ = iZa,
e portanto,
* (i) PF| - PF; = 2a;
* (ii) PF| - PF, = 2a.
Logo, admitindo o centro da hipérbole na origem do plano cartesiano, de acordo com a

Figura 16, e que P(x,y) ¢ um ponto qualquer da hipérbole de focos F|(—c, 0) e F»(c,0), em (i)

temos:

by

3

Vi(—a,0)

Figura 16 — Hipérbole com eixo real horizontal x. Fonte: (SANTOS; FERREIRA, 2009).
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}Tl: \/(XP—XF1)2+ (}’P_yF1)2

= - 0)? + (-0

:\/(x+c)2+y2

=\/xz+2€x+c2+y2

= \/x2+y2+26x+62.

Aplicando a relacio da distancia entre dois pontos em PF, temos:

PF, = \/(XP—XFz)z"' (yp—yF2>2
= /-0 + (-0
= \/)c2—2cx+c2+y2

= \/x2+y2—2cx+cz.

Dado que PF| — PF, = 2a temos entdo que:

\/x2+y2+2cx+cz—\/x2+y2—20x+62=2a,

\/x2+yz+2cx+c2 =2a+ \/x2+yz—2cx+c2
Ao elevar ambos os membros ao quadrado, tem-se que:

2

2
(\/x2+)’2+2cx+cz) :<2a+\/x2+y2—20x+cz> ’

2
x2+y2 +2cx+c% = (2a)2 +2(2a)\/x2 +y2 - 2cx+c? + (\/x2+y2—2cx+c2> ,

:4a2+4a\/x2+y2—2cx+c2+x2+y2—2cx+c2.

Ao isolar o radical, chega-se a expressao:

—461\/x2+yz—2cx+c2 =4a® —4ex = —a\/x2+y2—2cx+c2 =a® —cx.

Ao elevar ambos 0os membros ao quadrado, tem-se que:

2 2
(—a\/x2+y2—2cx+cz) =<a2—cx> ,

a? <x2 + y2 -2cx + cz> =a* -~ 2d%cx + c2x2,

a*x* + a2y2 “2dPcx + a*c? = a* —2atex + A
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Nota-se que, termos iguais em lados opostos da equacdo s@ao anulados obtendo assim a

simplificagdo:

a2x2 + Cl2y2 + a262 = a4 + c2x2 — a2x2 - c2x2 + a2y2 = 614 - 612C2,

— )cz(a2 — cz) + a2y2 = az(a2 - cz).

Nos estudos das hipérboles, temos que 2 =a?+b? = a®—c? = b2, Assim, ao substituir

na expressﬁo anterior, temos:

)cz(a2 - c2) + a2y2 = az(a2 - cz) —= x2(—b2) + a2y2 = a2(—b2),
— b+ a2y2 = —a’b>.

Ao dividir ambos os membros por —a2b? concluimos que:

—b2x2 + a2y2 _ —a2b2
2b2 _a2b2’

—a

logo
x2 y2
a? b?
Para o caso (ii) a situacdo € andloga e ndo hd necessidade dessa descri¢gdo uma vez que

= 1. (17)

ambos levam para
2 2

oy
a? b2
Outra possibilidade € trabalhar com uma hipérbole tal que seu eixo real vertical, ou seja,
sobre o eixo y. Neste caso, observando a Figura 17 temos:

* V1V, é o eixo real e estd sobre o €ixo y;
» F|F, é a distancia focal;
* BB; € 0 eixo imagindrio e estd sobre o €ixo x;

* P(x,y) qualquer pertencente a hipérbole;

* ViV, =2a;
M F1F2 :26‘;
M BIBZ :Zb;

b PFl—P_F2 = 2a.

Ao analisar essas informacdes no plano cartesiano tem-se que |PF| — PF5| = 2a. Assim:
PFl —PF2 = 4_—2a,

€ portanto,
® (l) PFI —PF2 = 261;
s (ii) PF| — PF5 = 2a.
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Figura 17 — Hipérbole com eixo vertical sobre o eixo y. Fonte: (SANTOS; FERREIRA, 2009).

Logo, admitindo o centro da hipérbole dado na origem do plano cartesiano e que P(x,y)
¢ um ponto qualquer da hipérbole de focos F| dado por F(0,—c) e F» dado por F»(0, c¢), em (i)

temos:

PFy = \/(XP—XFI)Z +(Op -y,

= -0+ (y— (-0))?

= \/xz+(y+c)2

= \/x2+y2+20y+c2.

Aplicando a relacdo da distancia entre dois pontos em PF, temos:

PF, = \/(XP—XF2)2 +(p—yF,)?
= J@-02+ (- 02
= \/x2+y2—20y+c2.

Dado que PF| — PF, = 2a temos entdo que:

\/x2+y2+2cy+cz—\/x2+y2—26y+C2=261,

\/x2+yz+20y+c2 =2a+ \/x2+y2—20y+cz.
Ao elevar ambos os membros ao quadrado, tem-se que:

2

2
(\/x2+y2+2cy+cz) :<2a+\/x2+y2—2cy+c2> ;

2
x2+y2+20y+02 = (2a)2+2(2a)\/x2+y2—20y+02+ (\/x2+y2—20y+02) ,

:4a2+4a\/x2+y2—20y+02+x2+y2—20y+02.
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Ao isolar o radical, chegamos a expressao:

—4(1\/xz+yz—2cy+c2 :4a2—4cy - —a\/x2+y2—2cy+c2 =a2—cy.

Ao elevar ambos os membros ao quadrado, tem-se que:

2 2
<—a\/x2+y2—20y+cz> =<a2—cy) ,

a? <x2 + y2 -2cy+ cz> =a*- 2a2cy + czyz,

a*x? + a2y2 - 2a2cy +a*c? =

a* - 2a2cy + c2y2.
Nota-se que, termos iguais em lados opostos da equacdo sdao anulados obtendo assim a
simplificagdo:

a2x2 + a2y2 + a2c2 — a4 + c2y2 a2x2 +a2y2 —c2y2 — a4 —a2c2,

— a??+ yz(a2 - cz) = az(a2 - cz).

2

Nos estudos das hipérboles, temos que ¢~ = a?+b?* = a*>—c? = —b%. Assim, a0 substituir

na expressao anterior, temos:
azxz +y2(a2 _cz) - az(az _Cz) s a2x2 +y2(—b2) - az(_bz)

N be2 = —a’b?.

Ao dividir ambos os membros por —a?b? concluimos que:
@22 — p2y2 ) %) 2 2 .
a2 —a?b? — b2 " a2
logo
2 2
yoox
2T —1. 18
i (18)
Para o caso (ii) a situacdo é andloga, resultando em
yZ x2 4
a2 2

Concluimos que a equacdo da hipérbole centrada na origem do plano cartesiano xOy
pode ser definida como
2142

o x“la“ — yz/b2 =1 — eixo real horizontal sobre o eixo x;

. yz/a2 —x%/b?> =1 = eixo real vertical sobre o eixo y.

Assim como nas elipses, estas leis de formagdes das hipérboles cujo centro € a origem do
plano cartesiano O(0, 0) dadas pelas equacdes que foram definidas anteriormente, sdo chamadas
de forma candnica da hipérbole.

Agora a proxima etapa € trabalhar com uma hipérbole transladada tal que essa translagcdo
altere apenas a posi¢ao do centro da hipérbole mantendo os eixos paralelos aos eixos do plano
cartesiano.

Entao, temos que, analisando a situacdo em que o centro estard fora da origem do plano

cartesiano tem-se inicialmente a condicdo em que



Capitulo 1. Cbnicas no Ensino Médio 40

* 0 eixo real € paralelo ao eixo x e ndo coincidente;

* 0 eixo imagindrio paralelo ao eixo y e nao coincidente.
Assim, adotaremos os devidos pontos apresentados genericamente no plano de coordenadas

cartesianas conforme descri¢do abaixo:

Centro — O(xg, o),
Ponto — P(x,y),
Foco 1 — F{(xg—c¢,yp),

Foco2 — Fz(XO +c, yo).
Para uma melhor visualizagdo, veja a Figura 18.

yt

.. assintota assintota .

y{] ...... ., ......

dp T

Figura 18 — Hipérbole transladada no plano cartesiano com eixo real horizontal. Fonte: (SAN-
TOS; FERREIRA, 2009).

Como ja definimos, no plano xOy temos que, dado o centro da hipérbole em O(0,0) e de

eixo real sobre x, sua equacdo é dada por

xZ y2 _

2t
entao

«7P o,

a2 B p2
como

x=x'+k = X' =x—k,
y=y+h =y =y-h

e, assim, com isso temos que ao substituir na equagio do plano uO’v os respectivos valores do

plano xOy, temos:

P O Gk o-n?

- 1.
a? b? a? b2
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Como em xOy temos que k = x € h = yg, conclui-se que a lei de formacao serd dada

por:

x-x0)2  (-y0)? _q
a2 b2 S
Assim, para a equacao

(x=x0)*  (=yp)? 1
a? b2 ’

com a > b, cabem as seguintes observagdes:

* Se xg = 0 e yg = 0 entdo recuperamos a forma canonica da hipérbole com eixo real
sobre o eixo x (coincidente ao eixo x). Caso xy # 0 mas yy = 0, a equagdo deixa de

ser candnica mas o eixo real continua sobre o eixo x (coincidente ao €ixo x);

* Se xg # 0 eyg # 0 entdo temos uma hipérbole com eixo real paralelo ao eixo x
(ndo coincidente) e eixo imagindrio paralelo ao eixo y. Caso xj = 0 mas yg # 0, a
hipérbole continua tendo o eixo real paralelo ao eixo x (ndo coincidente) mas o eixo
imagindrio paralelo e igual ao eixo y, ou seja, o eixo imagindrio € coincidente ao eixo
y.

De forma analoga ao exposto na translacdo do plano xOy para a hipérbole com eixo
horizontal, faremos 0 mesmo para a hipérbole com eixo vertical. Entdo analisando a situacao
em que o centro estard fora da origem do plano cartesiano tem-se inicialmente a condi¢do em
que:

* O eixo real € paralelo ao eixo y e nao coincidente;

* O eixo imagindrio paralelo ao eixo x e ndo coincidente.
Assim, adotaremos os devidos pontos apresentados genericamente no plano de coordenadas

cartesianas conforme descri¢do abaixo e observando a Figura 19.

Centro — O(xg, yp),
Ponto — P(x,y),
Focol — Fl (xo,yo -0),

Foco 2 — FZ(XO’yO + ).

Conforme exposto, suponha-se que de forma intuitiva temos que o plano uO’v seja
definido tal que O’(k, h) e, assim, tem-se que xy = k € Yy = h. Assim, tem-se que que 0S €ixos u
e v serdo respectivamente, os €ixos imagindrio e real.

Como j4 definimos, no plano xOy temos que, dado o centro da hipérbole em O(0,0) e de

eixo real sobre y, sua equacdo é dada por

2 2
Yo
a b
entao
0 e’
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assintota - " assintota

Yo [

(7

Iy T

Figura 19 — Hipérbole transladada no plano cartesiano com eixo real vertical. Fonte: (SANTOS;
FERREIRA, 2009).

como
x=x'+k = X' =x—k,

y=Y+h =y =y-n,

e, assim, com isso temos que ao substituir na equacdo do plano X’O'Y’ os respectivos valores

do plano xOy, temos:

N2 ()2 2 (— k)2
OF R O ek,
Como em xOy temos que k = xq € h =y, conclui-se que a lei de formacao serd dada
por:
0=y  (x=xp)? _q (19)
a? b? '
Assim, para
G-y (=% _,

a? b2

com a > b, cabem as seguintes observagoes:
* Se xg = 0 e yg = 0 entdo recuperamos a forma canonica da hipérbole com eixo real
sobre o eixo y (coincidente ao eixo y). Caso xy = 0 mas yy # 0, a equagdo deixa de

ser candnica mas o eixo real continua sobre o eixo y (coincidente ao eixo y).

* Se xg # 0 e yyp # 0 temos uma hipérbole com eixo real paralelo ao eixo y (ndo
coincidente) e eixo imagindrio paralelo ao eixo x. Caso xg # 0 mas yj = 0, a
hipérbole continua tendo o eixo real paralelo ao eixo y (ndo coincidente) mas o €ixo
imagindrio paralelo e igual ao eixo x, ou seja, o eixo imagindrio € coincidente ao eixo

X.
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Dessa maneira nota-se que, para as quatro descri¢des dadas, tem-se que estes se resumem
em dois casos tais que, a equacao da hipérbole centrada em O(x(, yp) do plano cartesiano xQOy,

serdo definidas como:
L @-x0)*  (r-y0)?

=1 = Eixo real paralelo ao eixo x;

a2 b2
_ 2 _ 2
O )2;0) _ (=) =1 = Eixo real paralelo ao eixo y.
a b2
Um detalhe especial que se tem para as hipérboles, sao os casos em que:
* (i)a=>h.

* (i) os focos Fj e F, pertencem a reta bissetriz dos quadrantes impares do plano
cartesiano xQOy.
Vamos analisar cada um desses casos separadamente. Em (i) temos uma hipérbole chamada de
equildtera. Para este caso, se tivermos a sua forma canonica, as retas determinadas pelas suas
assintotas serdo bissetrizes dos quadrantes.

Para o caso em que a hipérbole € candnica, dada uma de suas assintotas sendo r| : y—yg =
g - (x—xp), temos que xg = 0 e yg = 0 determinando rq : y = g - x. Dado que a = b, entdo essa
reta r; determinada por essa assintota serd dada por y = x (bissetriz dos quadrantes impares).

Além disso, dada uma de suas assintotas sendo rp : y—yg = —bla - (x —xp), x9 = 0 e
yo =0 = rp : y=-bla-x. Dado que a = b, entdo essa reta r, determinada por essa assintota
serd dada por y = —x (bissetriz dos quadrantes pares).

Ja para o caso em que a hipérbole nio seja candnica (xy # 0 ou yy # 0), temos que as
assintotas descritas pelas equacdes r; : y—yg =x—xg €1y : Yy —yg = —(x — xp), ndo representam
retas bissetrizes dos quadrantes. Logo, para estas temos:

*Trpiy-Yo=Xx—Xo = r:y=x-(=-y0);
*rpiy-yo=—(x—x0) = riy-yo=-Xx+x9 = rp:y=-x+(xp+yo)

Em (ii) vamos admitir que a hipérbole seja Candnica O(xq,yp) = O(0,0) de modo que
seus focos F| e F e seus Vértices V| e V; pertencem a reta bissetriz dos quadrantes impares
(y = x), como na Figura 20. Logo, como os focos pertencem a y = x, teremos suas respectivas
coordenadas F' (k, k) e F»(—k,—k). Dado que P(x,y) € um ponto da hipérbole, temos por defini¢cdo
que |[PF| - PF,| = 2a.

Como V; e V, pertencem aretay = x e ViV, = 2a, temos que seu ponto médio € a
origem (0,0) e B1B, = 2b estard sobre a reta bissetriz dos quadrantes pares. Vamos admitir que
2a =2b =2k isto é, a = b = k (chamada hipérbole equildtera). Temos que a distancia focal 2¢ é
dada por 2kv/2.

Assim, temos:

|[PF| —PF,| =2a = ’\/(x—k)2+(y—k)2—\/(X+k)2+(y+k)2 = 2%,

logo,

\/(x—k)2+(y—k)2—\/(x+k)2+(y+k)2 = 42k,
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Figura 20 — Hipérbole - Pontos iniciais. Fonte: De autoria prépria.

\/(x—k)2 +(y—k)? =2k + \/(x+k)2 +(y+ k)2,
e elevando os dois membros da igualdade ao quadrado,
2

2
(\/(x—k)2+(y—k)2) :(i2k+\/(x+k)2+(y+k)2) :

(x—k)? + (y—k)? =4k2i4k\/(x+k)2+(y+k)2+(x+k)2+(y+k)2,

x> = 2kx + k% +y* = 2ky + k? :4k2i4k\/(x+k)2+(y+k)2 + X% + 2kx + k2 + Y + 2ky + k2.

Ao simplificar,

i4k\/(x +5)2 + (y + k)2 = 4k + dkx + 4ky.

Ao dividir a expressdo toda por (4k) e elevando os dois membros da igualdade ao quadrado,

tem-se

i\/(x+k)2+(y+k)2=k+x+y,

2
(i\/(x+k)2+(y+k)2> = (k+x+y)?,

(x+ k)% + (y+ k)% = k2 + 2k(x +y) + (x + )2,
X2+ 2kx + k2 + 3% + 2ky + k2 = k2 + 2kx + 2ky + X2 + 2xy + 2,
2k2:k2+2xy — k? =2xy = Xxy= g,
kZ 2
€ assim, temos que y = o parax # 0 ou x = 5, para y # 0 cujo grafico estd representado na
Figura 21.
Com isso, se admitirmos k = v/2, tem-se a hipérbole da Figura 21, y = 1 para x # 0.
Para este caso, perceba-se que as equagdes das retas assintotas sdo dadas por y = 6 ex=0.
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1
Figura 21 — Hipérbole y = —, para x # 0 (para k = v/2). Fonte: (SANTOS; FERREIRA, 2009).
X

1.2.4 Parabolas

Assim como as circunferéncias, as elipses e as hipérboles, as pardbolas sdo lugares
geométricos determinados pela intersec¢do de planos tais que o dngulo da inclinagdo, em relagdo
ao plano da base dos cones, € sempre igual ao angulo da geratriz do cone, como representado

pela Figura 22.

>

Figura 22 — Lugar geométrico conhecido como parabola. Fonte: (SANTOS; FERREIRA, 2009).

Definicao 4 (Pardbola). Seja d uma reta e F um ponto do plano ndo pertencente a d. Uma
pardbola p de foco F e diretriz d € o conjunto dos pontos do plano cuja distancia ao ponto F €

igual a distancia até a reta d.
Resumidamente, temos que uma parabola p € o conjunto

p = {Px,y) : dist(P,F) = dist(P,d)} .



Capitulo 1. Cbnicas no Ensino Médio 46

Ao plotar esse lugar geométrico no plano com coordenadas cartesianas, vamos iniciar o
processo da busca de sua lei de formacao, assim como foi feito anteriormente. Vamos adotar as
seguintes notacdes e nomenclaturas, observando a Figura 23:

* F é o foco da pardbola;

* d é a reta diretriz da parabola;

* V € o vértice da pardbola;

V' é o ponto de r tal que V é o ponto médio do segmento FV’ perpendicular a r.
* VF=VV' =p;

* VF esta contido em uma reta chamada de eixo de simetria da parabola;

« Como VF = VV/, entdo V é o ponto médio de FV' talque FV/ L de V' €d ;

« PF = PP';
« RF = RR';
« VE=VV/;
. OF- 00

4 R’ P d
(Reta Diretriz)

Ja Ja o o
QI

Figura 23 — Pardabola. Fonte: De autoria propria.

Sendo p o valor pardmetro da pardbola, entdo temos que FV/ =2p, VV/ =p e FV =p.
Vamos comecar a andlise da curva no plano cartesiano xOy inicialmente com o vértice

da parédbola V(xq, yg) na origem do plano cartesiano xQOy e a reta diretriz d paralela ao eixo x e
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abaixo da pardbola como na Figura 24. Neste caso, temos

Foco — F(0, p),
Vértice — V(0,0),
Ponto na pardbola — P(x, y),

Reta diretriz — y+p =0,

Ponto na diretriz — P'(x, -p).

(Reta Diretriz)

Figura 24 — Pardbola: Reta diretriz paralela ao eixo x - Caso I. Fonte: De autoria prépria.

Como sabemos que PF = PP’ = 2p entdo

PF =PP — \/(X—XF)2 +(-yp)? = \/(X—XP’)Z +(y—yp)?,

logo

VE-02+0-p? = /=02 + - (p)2.

e elevando ambos os membros da equacdo ao quadrado

2 2
(J(x—0)2+(y—p>2) =<¢<x—x)2+(y+p>2) ,

€ portanto

=02 +(y-p? =@-0>+G+p? = >+ -p)? =0+ +p)>
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Assim, concluimos que

x2+y2—2py+p2 =0+y2+2py+p2,
x> —2py = 2py
4py = xz,
e com isso, chegamos a equagao
XZ 1 2
= — ou = — X .

Além dessa descri¢do, podemos admitir o caso em que a reta diretriz esteja acima da
pardbola, ou seja, a concavidade da pardbola estara voltada para baixo como na Figura 25.
Neste caso, temos:
Foco — F(0,—p),
Vértice —> V(0,0),
Ponto da pardbola — P(x,y),
Reta diretriz — y—p =0,

Ponto da reta —» P'(x, p).

! 5 “ d

(Reta Diretriz)

Figura 25 — Pardbola: Reta diretriz paralela ao eixo x - Caso II. Fonte: De autoria propria.

Como sabemos que PF = PP’ = 2p entdo como no caso anterior, tem-se:

PF=PP = \J—xpP + 5 yp)? = [ xp 2+ (- yp 2
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logo

VE=02+0-p)? =/ (x-0% + 5 -p).

e elevando ambos os membros da equacdo ao quadrado, temos:

2 2
(J(x—0)2+(y+p>2) =<\/<x—x)2+<y—p>2) .

Portanto
=0+ +p’ =x-0*+0-p? = @*+G+p)?=0*+0-p?
Assim, concluimos que

x2+y2+2py+p2:0+y2—2py+p2,

X2+ 2py = -2py
~py = 1%,
e com isso, chegamos a equagdo
x? x? I 5
=— =— =— X"

Portanto, com as definicdes descritas, tem-se que:

e Sey= fl_’ dado que p > 0, temos uma parabola com a concavidade voltada para
P

cima, com vértice na origem e eixo de simetria coincidente ao €ixo y;

2
X
* Sey= 1 dado que p > 0, temos uma pardbola com a concavidade voltada para
4

baixo, com vértice na origem e eixo de simetria coincidente ao eixo y;

O que podemos perceber € que as pardbolas ndo serdao necessariamente concavidade
voltada para cima ou para baixo como descritas. Nao podemos confundir equagdes com fungdes.
O que acontece em alguns momentos € que as pardbolas que nio se enquadram nessas duas
situagdes fiquem esquecidas, devido a preferéncia para o estudos das func¢des. Esse equivoco faz
com que esses casos nao tenham a devida abordagem analitica. Assim, passamos a analisar o
caso em que a reta diretriz d seja paralela ao eixo y com o vértice na origem do plano cartesiano,

como na Figura 26. Neste caso, temos o seguinte:

Foco — F(p,0),

Vértice — V(0, 0),

Ponto da pardbola — P(x,y),
Reta diretriz — x+ p =0,

Ponto da diretriz — P/(—p, y).



Capitulo 1. Cbnicas no Ensino Médio 50

=P

d

(Reta Diretriz)

Figura 26 — Parabola: Reta diretriz paralela ao eixo y - Caso III. Fonte: De autoria propria.

Como sabemos que PF = PP’ = 2p entdo

PF=PP — \/(X—XF)2 +(-yp)? = \/(X—XP/)2+(Y—yP/)2,

logo

VE=p?+0-02 = /(- p)? + -2,

e elevando ambos os membros da equacdo ao quadrado, temos

2 2
(\/<x—p>2+(y—0)2> :(\/<x—<—p>)2+(y—y>2) .

Portanto
@-p2+ -0 =@+p) + (- = @-p)?+ ) =@ +p)*+ (07
Assim, concluimos que

x2—2px+p2+y2=x2+2px+p2,

y2 —2px = 2px
4px = yz,
e com isso, chegamos a equacao
) _ s
X="— ou x=-—-y
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Além dessa descricao, podemos admitir que a reta diretriz esteja acima da pardbola, ou
seja, a concavidade da pardbola estard voltada para esquerda como na Figura 27. Neste caso,
temos o seguinte:

Foco — F(—p,0),

Vértice — V(0,0),

Ponto da pardbola — P(x, y),
Reta diretriz — x—p =0,

Ponto da diretriz — P/(p, y).

Pl

<[
><‘1

d

(Reta Diretriz)

Figura 27 — Pardbola: Reta diretriz paralela ao eixo y - Caso IV. Fonte: De autoria propria.

Como sabemos que PF = PP = 2p entio, tem-se:

PF=PP — \/(x—xp) +(5—yp)? = /(e —xp? + (= ypr )2,

logo

VE= P2 +5-02 =/ =p? + -2

Elevando ambos 0os membros da equagdo ao quadrado, temos

2 2
(\/(x+p)2+y2) =(\/(x—p)2+(y—y)2) :
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portanto
@+pP+yr = (-p)+ (- = @+pP+y*=@-p)*+(0)%
Assim, concluimos que

x2+2px+p2+y2:x2—2px+p2+0,

y2 + 2px = 2px
—4px = y2,
e com isso, chegamos a equagdo
2
y L)
= —-—— — - .
X e X . y

Portanto, com as definicdes descritas, tem-se que:

Y ) . .
e Sex= e com p > 0, temos uma pardbola com a concavidade voltada para a direita,
14
com vértice na origem e eixo de simetria coincidente ao eixo x;

2
e Sex = —i;— com p > 0, temos uma pardbola com a concavidade voltada para a

esquerda, com vértice na origem e eixo de simetria coincidente ao €ixo x;
Suponha agora que o vértice da pardbola esteja fora da origem do plano cartesiano e que
a reta geratriz continue perpendicular ao eixo y. Assim, dos quatro casos possiveis, inicialmente
adotaremos a situacdo em que o vértice pertenca a qualquer um dos quadrante do plano de
coordenadas cartesianas, ou seja, o vértice ndo pertence aos eixos coordenados, tais que a reta
diretriz seja paralela ao eixo x e ndo coincidente e ainda, analisaremos o caso da concavidade
voltada para cima. Ainda, vamos supor que eixos x e y sdo transladados de de forma paralelas

as suas posigoes originais (horizontal e vertical) como na Figura 28. Logo, tem-se:

Foco — F(x,yo + P)s
Vértice — V(xg, y0),
Ponto da pardbola — P(x,y),
Reta diretriz — y = yg — p,

Ponto da diretriz — P'(x, Yo —D)-

Como ja é sabido, qualquer que seja P(x,y) um ponto pertencente a pardbola, temos que
PF = PP'. Assim:

PF = PP — \/(x—XF)2 +(-yF)? = \/(JC—XP/)2 +(-yp)%,

logo

V& =302+ (= 5o +p)? = \/r=x2 + 5= 59 - )2,
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y A (Eixo de Simetria)

Yotp

PF = PP’

V(xo'}’o)
Yo :
, —
€Yo~ P¢----- —— F‘ --------------------- -E- --------- > ( (Reta Diretriz)
0 Xo Xo+k 'x

Figura 28 — Pardbola com vértice fora da origem e reta diretriz paralela ao eixo x - Caso 1. Fonte:
De autoria prépria.

elevando ambos os membros da equacio ao quadrado, temos

<\/(x—xo)2 + (=00 +P))2)2 = (\/(X—X)2 +(y- 0o —p))2>2,

portanto

=302+ (y-00+p)° = @-0+ (y-00-p)°.
(x—=x0)* + (= 5o +P))* = (0)* + (¥ - (o - p))*,
(x—x0) +y* =2y(p +p) + (5o +p)* = ¥ = 25050 —p) + (oo — ).
(x—x0)2 = 25050 + ) + (0 + P)* = 2500 —p) + (0o — ).
(x = x0) = 2yy0 — 2py + (50)* + 2pyo + P = —2yy0 + 2py + (40)* — 2pyg + P,
(x = x0)* = 2py + 2y = ~2pyo + 2py.

com isso temos que
(x—x0)? = 4py—4pyg = (x—x0)* =4p - (y—yp),
e assim, descrevemos

(x—x0)?

1 2
e =y-yp ou y—yo—g-(x—xm.
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Admitimos agora o vértice da pardbola fora da origem do plano cartesiano com C.V.B.

como na Figura 29. De forma anéloga ao exposto anteriormente, tem-se:

Foco — F(xp,y9 —Pp),
Vértice — V(xq,y0)s
Ponto da pardbola — P(x, y),
Reta diretriz — y = yog + p,

Ponto da diretriz — P'(x, yo + p).

y;
Xo Xot+k
0 X
| >
«---Yotpe------ et U' ——————————————————————— D et > d (Reta Diretriz)

|
V(Ezzo de Simetria)

Figura 29 — Pardbola com vértice fora da origem e reta diretriz paralela ao eixo x - Caso IL
Fonte: De autoria propria.

Dado qualquer que seja P(x,y) pertencente a parabola, temos que PF = PP'. Assim:

PF = PP — \/(X—XF)z +(y—yp)? = \/(X—XP/)2 +(—yp)?,

logo

V@ =302 + (=59 —p)? =/ (k=02 + (= (50 + ).
elevando ambos os membros da equacao ao quadrado, temos

2

2
(\/(X—XO)2+(y—(yo—p))2) =(\/(x—X)2+(y—(yo+p))2) :
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portanto

(x=x0)° + (= o —p)* = (x=0)° + (3= (o + )’
(x=x0)" + (=0 —p)* = (0)* + (3= (v + p))°.,
(x=x0)% +y* =2y —p) + (0% —P)* =¥ = 2y(yo + ) + (v + P)°,
(x—x0)* = 2y(y0 —p) + (o = P)* = =250 + ) + (o +P)°.
(x = x0)% = 2yy0 + 2py + (%0)* = 2py0 + P = ~2yy0 — 2py + (¥0)* + 2pyg + P,
(x = x0)% +2py — 2pyg = 2pyo — 2pY,

com isso temos que
(x—x0)* =—4py+4pyg = (x—x0)> =—4p - (y =),

e assim, descrevemos

(x—x0)?

1
T Y7o ou Y=o =—7 - (x=x0)*.

4p

Assim, de forma geral, independentemente de onde esteja o vértice V(x, yg) da pardbola

(na origem ou fora dele), tem-se que:

2
X — X
e Sey-yg = (4—0) com p > 0, temos uma parabola de vértice V(xg,yp) com a
concavidade voltada para cima;
(x—x0)* , i
* Sey-yp = 1y com p > 0, temos uma pardbola de vértice V(xq,yp) com a

concavidade voltada para baixo.

Para os préximos dois casos, vamos continuar supondo que o vértice da parabola esti
fora da origem do plano cartesiano e que a reta geratriz continue perpendicular ao eixo x.
Assim, agora adotaremos a situacdo em que dada a equagdo cujo vértice pertenca a qualquer
um dos quadrante do plano de coordenadas cartesianas, ou seja, o vértice ndo pertence aos
eixos coordenados, tais que a reta diretriz seja paralela ao eixo y e ndo coincidente e ainda,
analisaremos o caso C.V.D.. Contudo, tem-se entao 0s casos cujos €ixos x e y sdo transladados
de de forma paralelas as suas posi¢des originais (Horizontal e Vertical), como mostrado na

Figura 30. Logo, tem-se:

Foco — F(xg + p, yo),
Vértice — V(xq,Y)s
Ponto da pardbola — P(x, y),
Reta diretriz — x = xp — p,

Ponto da diretriz — P/ (xy —p, y).

Qualquer que seja P(x,y) um ponto pertencente a pardbola, temos que PF = PP'. Assim:
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h y A d (Reta Diretriz)
o | — P | ———— vp —
° R TPy [ PF = PP
hi V(x0,¥0)
Yo |-------------- Vonoen 5/ SRR V ------------ @ F s >

(Eixo de Simetria)

()
I
o
<-- | $---
=
=2
o
I
o
+
=

Figura 30 — Pardbola com vértice fora da origem e reta diretriz paralela ao eixo y - Caso III.
Fonte: De autoria propria.

PF=PP — \/(X—XF)2 +(-yp)? = \/(X—XP/)2+(y—yP/)2,

logo

V&= (o +p)? + 5=30)2 = /(e (g —p)? + = )2,

elevando ambos os membros da equacdo ao quadrado, temos

2 2
(\/(x—((x0+P))2+(Y—y0)2) =(\/(x—(xo—P))2+(y—y)2> ,

portanto
(= (g +p)* + (y=y0)* = (x = (xo = p))* + (¥ =),
X = 2x(xg +p) + (X0 + p)* + (v = y0)* = x% = 2x(xg — p) + (x0 — p)* + ()7,
“2x(xg +p) + (x0 + ) + (= y0)* = —2x(xg - p) + (x0 - p)°,
—2xxp —2px + (xo)2 + 2px +p2 +(y— yo)2 = —2xxqp + 2px + (xo)2 —2px +p2,
~2px +2pxg + (v~ y0)* = 2px — 2px,
(v = y0)* = 4px — 4px;,

com isso temos que

> —0)?
O-y0)* =4p - (x—x0) = —4p0 = x—xp,
e assim, descrevemos
(v —)’O)2 1 2
—Xo=—F_—— ou x-xp=_—-(-yo
4p 4p
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Ao admitirmos que o vértice da pardbola esteja fora da origem do plano cartesiano tal
que o caso da concavidade voltada para a esquerda, como na Figura 31, tem-se de forma andloga

ao exposto anteriormente a descri¢do de sua equacao. Neste caso, tem-se:

Foco — F(xo - p, y0),
Vértice — V(xg, y0),
Ponto da pardbola — P(x,y),
Reta diretriz — x = xo + p,

Ponto da diretriz — P'(xo +p,y).

Dado qualquer que seja P(x,y) pertencente a pardbola, temos que PF = PP’. Assim:

Ad (Reta Diretriz)
I

Yo+h

Yo

(Eixo de Simetria)

0 Xo— P Xo Xo+p x
v

Figura 31 — Pardbola com vértice fora da origem e reta diretriz paralela ao eixo y - Caso IV.
Fonte: De autoria propria.

PF=PP = \/—xp)? + = yp)? =\ e—xp)? + (= yp)2.

Como \/(x —xp)? + (v —yp)2 = \/(x —xp/)2 +(y —ypl)z, temos:

V&= (o =p)? + (=30 = /(= (59 + )2 + (=),

logo, elevando ambos os membros da equacdo ao quadrado, temos

2 2
(\/(X—((xo—p))2+(y—yo)2> =(\/(X—(X0+P))2+()’—y)2) ,
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portanto

X = ((o—p)* + (¢ —y0)* = (x = (xg + ) + - )*,
X = 2x(xg = p) + (¥ = p)* + (= y0)> = ¥ = 2x(xg + p) + (xg +p)* + (0)°,
—2x(x0 = ) + (X0 = p)° + (v = y0)* = ~2x(xg + p) + (X0 + p)°,
=2xx0 + 2px + (xo)2 —2px +p2 + (- yo)2 = —2xx0 —2px + (xo)2 + 2pxg +p2,
2px — 2pxg + (v = yo)* = ~2px + 2pxq,
(v —0)? = —4px + 4pxq,

com isso temos que

(v - y0)?
(=yo = —4p - (x=xp) = =5 =x-x0,
e assim, descrevemos
O -y0)? 1 2
—Xg=—-——"——">—— ou —xg=—-(y— .
X —XQ ap X=X =g y=yo0)

Logo, ao generalizarmos as curvas parabdlicas, V p > 0 tal que p € a distancia entre seu
foco e vértice e também a distancia entre o vértice e a sua projecdo ortogonal (V') sobre a reta
diretriz (d) ou seja, FV = VV/, e V V(xp, yo), temos:

* (i) Se (x—x0)2 =4p-(y —yp), dado que p > 0, temos uma parabola de vértice V(xg, yo)

com a concavidade voltada para cima;

e (ii) Se (x —xo)2 = —4p - (y—yp), dado que p > 0, temos uma pardbola de vértice
V(x0p,y) com a concavidade voltada para baixo;

* (iii) Se (y — yo)2 = 4p - (x—xp), dado que p > 0, temos uma parabola de vértice
V(xg,yo) com a concavidade voltada para a direita;

e (iv) Se (y — y0)2 = —4p - (x—xp), dado que p > 0, temos uma pardbola de vértice
V(xp,yp) com a concavidade voltada para a esquerda.

Como FV estd sobre o eixo de simetria da parabola e, este € perpendicular a reta diretriz,
temos:

* em (i) temos o eixo de simetria paralelo ao eixo y e, sua reta diretriz d € paralela ao
eixo x, cuja equagdo é dadapord : y—yg+p =0;

* em (ii) temos o eixo de simetria paralelo ao eixo y e, sua reta diretriz d € paralela ao
eixo x, cuja equagdo é dadapord : y—yg—p =0;

* em (iii) temos o eixo de simetria paralelo ao eixo x e, sua reta diretriz d € paralela ao
eixo y, cuja equagdo € dada pord : x —xg +p = 0;

* em (iv) temos o eixo de simetria paralelo ao eixo x e, sua reta diretriz d € paralela ao

eixo y, cuja equagdo é dada pord : x —xg—p = 0.



Nos casos em que as retas diretrizes sdo paralelas coincidentes aos eixos x € y, suas
respectivas equacdo sao dadas por:

e d:y=0 = Retadiretriz é o eixo x;

e d:x=0 = Retadiretriz é o eixo y.
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2 CONICAS VIA PROBLEMA DE DOIS CORPOS

Segundo (FIGUEIREDO; NEVES, 2018), Kepler publicou, em 1609, o livro Astronomia
Nova, no qual expds o que hoje chamamos de Primeira e Segunda leis de Kepler. Dez anos depois,
Kepler publicou seu segundo trabalho com o titulo “Harmonia do Universo” em que procurou
mostrar de acordo com sua teoria a “perfeicdo na obra de Deus”. Neste, explicou a relagdo que
existe entre o periodo de revolu¢do dos planetas ao redor do Sol e o raio médio de suas Orbitas.
As trés leis de Kepler sdo descritas em seus trabalhos, segundo (FIGUEIREDO; NEVES, 2018)
enunciadas como:
* Primeira lei. Cada planeta se move em uma Orbita eliptica, tendo o Sol em um de

seus focos.

* Segunda lei. O raio vetor ligando o Sol a um dado planeta varre dreas iguais em

tempos iguais.

* Terceira lei. A razdo entre o quadrado do periodo de um planeta e o cubo do semi-eixo
maior de sua 6rbita é a mesma para todos os planetas.
Estas leis foram demonstradas com um grande rigor por Newton em 1665 utilizando A Lei da
Gravitacdo e Mecanica.

Em (FIGUEIREDO; NEVES, 2018) p.170-179 sdo descritas as demostracoes destas trés
leis onde apds a descri¢do da 1* Lei, o texto mostra que as Leis de Kepler implicam a Lei da
Gravitacdo Universal.

O problema de dois corpos aqui tratado é baseado em uma abordagem moderna para
o problema da dinamica entre dois corpos atraidos apenas por forgas gravitacionais entre eles.
Como veremos, as conicas aparecem diretamente das equagdes diferenciais que modelam este

tipo de fendmeno.

2.1 INTRODUGAO AO PROBLEMA DE DOIS CORPOS

Nesta se¢ao e no decorrer do resto do texto, usa-se a notagao v para vetores.

Para analisarmos as trajetérias de dois corpos de massas mj € m,y tomaremos suas posi-
¢des no espaco como representado na Figura 32. Com isso, considere m e my as massas de dois
corpos com posicdes no espaco dados respectivamente por 7| e 7 tal que 7j = 7 (t) e iy = 1> (?).

Seja F(t) = (1) — ri(t) a posicdo relativa de m, em relagdo a mj, temos que a forca
gravitacional entre m e m, sdo dadas respectivamente por F 1M e f’z(t), aonde F 11 =G-
my - my - 7(1)/r3, onde r = IIAl, G uma constante real e F“z(t) =—G-my-my- F(1)/r3, onde r = IIA,
com G uma constante real, como na Figura 33.

Denotando 71 (1) a derivada de 7 (¢), temos que71 (1) representa a velocidade do vetor em
sua trajetdria no plano, o qual é dado por;rl(t) = (x(1),y(1),2(2)).

Ja a segunda derivada de 7| (¢) representada por%*l(t) determina a aceleracdo da massa

m] no espago. Nota-se que nosso objetivo inicial é descrever a situagdo em que
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4

X

Figura 32 — Esbogo das massa m| e mp no espago e seus respectivos vetores e coordenadas.
Fonte: De autoria propria.

m;

Figura 33 — Massas m e my e suas respectivas forcas gravitacionais. Fonte: De autoria propria.

Fi)+Fyn=0
€ 1SS0 ocorrera se, € somente se,
my - F1(0) + my - (1) = 0.
Integrando em ambos os lados,
/(m1 F1(@) + my (1) - di = /6- dt = /(m1 F1(@0) - di + / (my - (1)) - dr = /6- dt

Logo,
mq -;i‘l(t) +my -;i‘z(l‘) + E: 5,

com k e ¢ sendo constantes quaisquer. Denotando k — ¢ = @, temos que

my (1) + my - () = a.
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Com isso, integrando novamente,

/(ml '71(f))~dt+/(mz-72(t))-dt:/&’-dt.

Assim, obtemos
my - Fi(t) + my - Fr(8) + p = dt + g,

—

com p e ¢ sendo constantes quaisquer. Denotando g — p = b, tem-se que
my - Fi() +my - Fp(t) = @it + b (20)

com b uma constante qualquer.

Lembrando que o centro de massa R(7) entre dois corpos de massas m| e m, é dada por

Ri="" 110 +my - H ()
mp +my
Substituindo na equagao (20), tem-se que
- i-t+b
Ry="—"",
mip +nmy
ou .
a b

MO Gy ey

Portanto, provamos que o centro de massa se move uniformemente pelo espaco com velocidade
a # 0 constante ou permanece parado no caso em que d = 0.

Agora, vamos investigar o movimento do corpo de massa m; em relacdo ao corpo de
massa my. Dado entdo que o sistema estd centrado em my, como 7 = r3—rj, tem-se que F= r;z—r;y

Usando as expressoes

G-m -m -
; 2 r=mp-ry,
r

-G-m -my -
31 2 r=mj-r
r

G-my _ -
3 2 r=ri,
,
-G-m
SrF=r.
r3 2
Subtraindo essas equagdes, temos
v = =G-m , G-my
rh—r] = “r— - T
2 1 /3 /3

3

Assim, ao evidenciarmos — G, 7 e r° em suas respectivas posi¢des, temos a seguinte expressao:

—

-G-r
r3

r_.’ — r_i = . (m1 + mz).
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Fazendo y = G - (m1 + my) e lembrando que = rLZ - ;51 conclui-se que

o =M T
r= .
73
Com isso, podemos afirmar que
Ry} @1)
r

A partir desse momento, a préxima etapa serd analisar se 0 movimento relativo de m;
em relacdo ao my se dard no mesmo plano para que possamos aplicar coordenadas polares. Para
1Ss0, vamos mostrar primeiramente que a derivada de (1) % (t) é igual a zero.

Denote 7(t) = (x(t),y(1),z(t)) e ?(t) = (x(1),y(1),z(1)). Calculando o produto vetorial, temos

ik
A0 X Ft) = k() (1) 20| = 3Oz(0)i + 2Oy (0k + 2(0)x(t)) — 2Oy(0)i — y(Ox(0k — 2(0)z(D)].
x() y@) z(0)

Derivando em relagdo a ¢ e omitindo este para facilitar a visualizag¢do, temos
SO0 X 7)) = [+ 32] i + [Giy+ 5] k+ [@r+ 521 = [y + 23] i =[G+ 93] e = [z + 321
=2) i+ (y) k+ (20)j— @) i— (x) k- (x2) .

Portanto, a derivada de 7(¢) x () pode ser reescrita usando o determinante de uma matriz

3 x 3 da seguinte forma
4 i Jj k
ST XTFO) = X0 @O 2| =FxT. (22)
x() y(0) 1)

L gt L N S
Como de 7 + P—3 = 0 segue que <r+y—) x ¥ =0 xr =0 e assim, aplicando a
r r
distributiva, temos
5o ro L =
FXr+ B xr=0.
r3
p-rooo_ = .
Como 3 XT= 0 concluimos que
r
= (7 x 7)) = 7 x 7= 0. (23)

Integrando em relacdo a ¢, temos que ?(t) X Kt) = h com h independente de ¢. Isto de-
monstra que os movimentos se ddo em um mesmo plano, o que nos permite aplicar coordenadas

polares.



Capitulo 2. CONICAS VIA PROBLEMA DE DOIS CORPOS 64

2.1.1 Coordenadas polares

Para facilitar nossos cdlculos, abordaremos aqui uma mudanca de coordenadas. Parti-
cularmente, como estamos em um mesmo plano, podemos trabalhar com coordenadas polares
em duas dimensdes, isto €, x(¢) = r(t) cos(6(t)) e y(¢) = r(t) sen(6(t)) sendo (x(¢), y(t)) o vetor
posic¢do relativa de uma massa com relagdo a outra em coordenadas cartesianas naquele plano
de referéncia.

Primeiramente, vamos encontrar as seguintes igualdades em coordenadas polares:

Considerando os vetores unitdrios relacionados as coordenadas polares

7 =cos (0)i + sen (0)j

b

6 = —sen ()i + cos (0)j

lembrando que r(f) = ||F(¢)|| e observando que o vetor posi¢do relativa 7 é radial em relacdo a

origem, temos
7(t) = r(t) - 7(2).

Derivando 7(7) em ¢, temos:
N d ~ . ~ X
r(t) = E(r(t) - 1(0) = r@)r(t) + r(Hr().
Dado que 7 ndo € constante em relacio a ¢, temos
7 d(o (0)i + sen (0))) d(co 9)'+d( 0)j (24)
= — (COS S = — S — (S€n .
’ dt : J dt : dt J

logo
7 =—sen (0)6i + cos (G)Qj =6 - (—senBi + cos ) — F=6-0. (25)

Assim, dado que ¥ =i - ¥ + r - F, temos que
F=r-r+r-0-0.

Derivando novamente em relagado a 7, tem-se

P (7) = G (374 00).

;—d(') i . + d 0-0+ dé O+r-0 dé
=TT\ a dr’ "\ar ’ dt

=i+ 700 + 100 + ro0.

logo
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Calculando é temos
é = %(—sen(@)i+cos(6)j) =—cos(0)-0-i—sen(0)-0-j
=—6-(cos(0)-i+sen(H) )
=—0-7
Substituindo, temos
F=i-p+i-r+i00+160+10- (-6 -7)
=i P47+ 100 + 100 — r(0)” - 7
= (F-r©?) i+ (216)+19) 6

1 d .
Note que 20+ 6 pode ser escrito como — 7 <r26) . Portanto, em coordenadas polares
r

(7, é) temos

e @_r@z) 4 [;.dﬁt(rzéﬂ 6.
h co

om h constante, temos
= () X (f?+réé>.

Assim, conclui-se que

~>
oS O

Sy
I
~

Z

0| = 26z,
0

onde z € perpendicular a 7 e 6.

2.1.2 Resolucao do Problema de Dois Corpos
Usando coordenadas polares na equacao P+ /.1_3r = 0, temos que
r

('f—r(é)2>-?+[i ((9))} +E5 =0,

elembrandoqu66=0~?+0-éeque7=r-?,

(f—r(é)z) o E-i (r2(9)>] -é+“'r’;r=0~%+o-é.

dt

Separando as componentes, temos

- 1
F—rO) +p- = =0,
I’

ra (@) =0
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1 Y
Supondo que u = — e lembrando que ~ = r“6 com h constante, temos
r
1 1
u=- =>r=-,
ro o ou (26)
h=r0 :9=h-u2,
e derivando em relacdo a r, temos
1\’ '
#:(—) S b @7)
u u
du d6 du .
Pela regra da cadeia, temos & = % I = £ - O e assim temos
du 6
, 4o 1 du » du
= - = - — . — . h:—h-—_
' u? u? do . do
[ . : N . du
Lembrando que /4 é constante, derivando » em relagdo a ¢, temos ¥ = —h - W - 0 e como
: 2 . d21/l 2 .
6=h-u°obtemosr=—-h- - h - u“. Assim, chegamos a
(d6)?
d2
F=—h2ou?. _”’
(d6)?
-~ . N 1 .
portanto a equagdo 7 — r(0)” = —u - —5 passa a ser escrita na forma
r
dPu 1 2
I
(d6)? u
Dividindo ambos 0os membros por u?h? temos:
d? d?
— u _u:—ﬂ — U +u:ﬂ, (28)
(d6)? h? (d6)? h?

A partir deste resultado, nota-se que chegamos a uma expressao simplificada de uma

férmula conhecida como Férmula de Binet L.
d%u N
—_—ty = —
(d6)? h?
fazer uma substituicao direta para verificar este fato). Mais precisamente, podemos escrever

Observa-se que a equacao

u= h% [1+ecos(6—60)] ,

possui solu¢do dada por senos e cossenos (basta

Formula de Binet surge a partir de um estudo inicial sobre a parte de um campo central de for¢a conservativo
F com V um potencial de F. A afirmacio inicial é de que F € central se e s6 se V depende apenas de ’X ] =

\/x2 +y2 + 72 com a existéncia de uma fungdo real de varidvel real g tal que F(X) = G(IX)X e af sim, tomado

/1y 1 _ P

isto passa a descrever situacdes até surge a descricdo da féormula: )4 - == Vide paginas 154 a
doy* \ r r mh?

167 de (FIGUEIREDO; NEVES, 2018) onde ele afirma que, de acordo com a 2% lei de Newton, esta é a equagdo

diferencial de todas as 6rbitas » = r(6) de uma massa em um campo central.
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com e e O constantes de integracdo chamadas respectivamente de amplitude e fase e kK uma

) X 1
constante qualquer diferente de zero. Assim, como u = —, entdao temos

-
1k
S=a [1+ecos(0-6)],
logo
h? 1
r=—-

k[l+ecos(0-6p)]

2
e assim, dado - = P tal que P € constante diferente de zero, podemos escrever

P
r= .
1 +ecos(6—-6g)

Com isso, dado valores arbitrdrios para as constantes e, P e 6, temos a equagdo geral de uma
curva cOnica em coordenadas polares. Note que e € a excentricidade da curva.

P
Assim, dados P > 0, ¢ > 0 e admitindo 6-6 = 8 a equagdo r = ——— é classificada
1 +ecosf

de acordo com a Excentricidade e.

e se ¢ = 0 a curva é uma circunferéncia;
* se 0 < e < 1acurvaé uma elipse;
* se e = 1 a curva € uma pardbola;

* se e > 1 a curva é uma hipérbole.
Podemos concluir, com este estudo, que em um sistema de dois corpos, o centro de massa
se move em velocidade constante e ambos os corpos estdo orbitando em um mesmo plano em
relagdo ao centro de massa. Ainda, o movimento se d4 através de uma conica cujo foco serd o

centro de massa do sistema.
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3 UMA PROPOSTA PARA O ENSINO DAS CONICAS NO ENSINO MEDIO

No contexto da educagdo, € crucial tentar a0 mdximo, sempre que possivel, apresentar o
conteudo trabalhado de maneira ferramental ou lidica, complementando o aprendizado tradicio-
nal em sala de aula (baseado em algebrismos), conforme sugerido pelas diretrizes e parametros
nacionais. Portanto, este trabalho propde uma exposi¢ao da teoria discutida em sala de aula,

focando especificamente na elipse.

3.1 DIRETRIZES DO MINISTERIO DA EDUCAGAO E CULTURA

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo (Lei n® 9.394 de 20 de dezembro de 1996)
¢ um conjunto de normas que estabelece os direitos assegurados aos estudantes no Brasil. O
documento € dividido em 9 titulos, representados por algarismos romanos, que abrangem desde
os principios e fins da educacio nacional até as disposicdes gerais e transitorias. O Ministério
da Educacgdo e Cultura é responsdvel por garantir a abrangéncia e a implementacdo dessas
diretrizes, incluindo o direito a educacdo fornecido pelas institui¢cdes responsdveis e o dever
dos pais ou responsdveis de matricular os menores a partir dos 7 anos de idade. A lei também
estabelece bases curriculares nacionais comuns para cada nivel de ensino e prevé a adaptacao
através da elaboracdo e execugdo de politicas e planos educacionais alinhados com as diretrizes
nacionais de educa¢do. Em tltima instancia, visa integrar e coordenar acdes entre municipios e
regides, além de garantir a formagao continua e o aperfeicoamento profissional dos educadores,

contribuindo para a formacdo de cidaddos criticos e reflexivos.

3.1.1 Ensino Médio Antigo x O Novo Ensino Médio

O Ministério da Educacgdo e Cultura (MEC) propde em sua Base Nacional Comum Curri-
cular (BNCC) que a abordagem matematica no ensino médio deve ser apresentada com propésito
de consolidar, aprofundar e ampliar o aprendizado do ensino fundamental. Dessa forma, a litera-
tura propde um ensino para que o estudante consiga visualizar uma integraliza¢do da matematica
com a aplicacdo a sua realidade. Dessa forma, o ensino fica restrito as unidades de conhecimento
do ensino fundamental. Segundo (EDUCACAO, 2018) “Na BNCC de Matemdtica do Ensino
Fundamental, as habilidades estdo organizadas segundo unidades de conhecimento da propria
drea (Niimeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica).”.

Na proposta anterior ao Novo Ensino Médio, o MEC estabelecia habilidades dentro de
competéncias a serem desenvolvidas durante o ensino da matemaética no pais. Ela trazia em
suas bases legais que Ciéncias da Natureza e Matematica e suas Tecnologias estavam direta-
mente ligadas, em um trabalho conjunto com a Fisica, a Quimica e a Biologia. Ainda segundo
(EDUCACAO, 2000), “a presenca da Matemética nessa drea se justifica pelo que de ciéncia
tem a Matematica, por sua afinidade com as Ciéncias da Natureza, na medida em que é um dos

principais recursos de constituicao e expressao dos conhecimentos destas ultimas, e finalmente
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pela importincia de integrar a Matemdtica com os conhecimentos que lhe sdo mais afins. Esta
ultima justificativa é, sem didvida, mais pedagégica do que epistemoldgica, e pretende retirar
a Matematica do isolamento didatico em que tradicionalmente se confina no contexto escolar.”
Um pouco mais adiante, essas competéncias e habilidades foram melhores traduzidas quando
por sua vez o MEC, em sua andlise pelo Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) as des-
crevia, de acordo A Matriz Referéncia (EDUCACAO, 2023b). Nela percebe-se uma sequéncia
de conteddos a serem discutidos e lecionados no ensino médio que aborda todos os topicos
entendidos como educagdo basica. Com isso, o estudo das conicas € percebido, dada a devida
interpretacdo, em vdrias competéncias e habilidades, com destaque a competéncia de drea 2
“Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacdo da realidade e agir

29

sobre ela” com as seguintes habilidades:

H6 - Interpretar a localizagdo e a movimentagao de pessoas/objetos no espago tridi-

mensional e sua representacao no espaco bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

HS - Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espaco

e forma.

HO - Utilizar conhecimentos geométricos de espago e forma na sele¢dao de argumentos
propostos como solucdo de problemas do cotidiano.

e a competéncia de drea 5 “Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis socioecono-
micas ou técnico-cientificas, usando representacdes algébricas” tem por sua vez todas as suas
habilidades descritas que satisfazem o estudo das cOnicas. Sdo elas:

* H19 - Identificar representacdes algébricas que expressem a relacao entre grandezas.

* H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente relacdes entre grandezas.

H21 - Resolver situagdo-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébri-

COS.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a constru¢ao

de argumentacao.

H23 - Avaliar propostas de interven¢do na realidade utilizando conhecimentos algé-
bricos.

Note que todas estas habilidades presentes nas Competéncias de Areas 2 e 5 tornam possiveis
uma abordagem dentro da geometria analitica envolvendo os estudos sobre as equagdes de
secgdes conicas.

Com base no exposto anteriormente, a BNCC (EDUCACAO, 2018) nio esclarece clara-
mente em sua proposta se este estudo deve ocorrer no ensino médio, apresentando duas situagdes:
uma relacionada a prioridade de aprofundamento dos tépicos do ensino fundamental e outra de-
corrente da forma como o documento define os conteidos a serem trabalhados na transi¢do para
o0 Novo Ensino Médio. Ao analisar mais detalhadamente a disposi¢do dos contetidos do Novo

Ensino Médio, observa-se conforme (EDUCACAO, 2018) p. 519, que as competéncias devem
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desenvolver "o raciocinio, a representacdo, a comunicac@o e a argumentacao". Dentro dessas
perspectivas, o documento ainda estabelece articulagdes entre Aritmética, Algebra, Geometria,
Probabilidade e Estatistica, e Grandezas e Medidas. A partir disso, sdo caracterizados pares
de ideias como variagdo e constancia, certeza e incerteza, movimento e posi¢do, e relacoes e
inter-relacdes. Embora a BNCC descreva bem essas conexdes e relacdes, como mencionado ante-
riormente, ainda hd uma continuidade em relacio aos tépicos do Ensino Fundamental, conforme
(EDUCACAO, 2018) p. 522.

Ap0s toda essas andlises, a BNCC descreve as 5 competéncias que estio relacionadas
para esse Novo Ensino Médio, que nesse novo documento sao designadas como Competéncia
Especifica. Cada uma delas, respeitando justamente o texto anterior, descreve suas respectivas
habilidades e assim, nota-se que as mesmas dreas do Ensino Fundamental (Ndmeros, Alge-
bra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica) sdo os eixos centrais destas
competéncias.

Como sido estabelecidas as competéncias com suas respectivas habilidades, buscamos
entender nesse novo momento onde se enquadra o Estudo das Coénicas. Dos pares de ideias
citadas, podemos entender que o movimento e posicdo pode ser ligadas com a dlgebra e a
geometria. Segundo (EDUCACAO, 2018) perceba que duas das cinco competéncias abordam

ligacOes entre a dlgebra e a geometria. Note como estas estdo expostas:

COMPETENCIA ESPECIFICA 3

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemaéticos, em seus campos — Aritmé-
tica, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e Estatistica —, para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos

resultados e a adequacgdo das solucdes propostas, de modo a construir argumentacdo consistente.

* (EM13MAT301) - Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de
outras dreas do conhecimento, que envolvem equagdes lineares simultaneas, usando

técnicas algébricas e graficas, incluindo ou ndo tecnologias digitais.

* (EM13MAT302) - Resolver e elaborar problemas cujos modelos sdo as funcdes
polinomiais de 1° e 2° graus, em contextos diversos, incluindo ou ndo tecnologias
digitais.

* (EM13MAT303) - Resolver e elaborar problemas envolvendo porcentagens em di-

Versos contextos e sobre juros compostos, destacando o crescimento exponencial.

* (EM13MAT304) - Resolver e elaborar problemas com fun¢des exponenciais nos
quais € necessario compreender e interpretar a variacdo das grandezas envolvidas,
em contextos como o da Matemaética Financeira e o do crescimento de seres vivos

microscopicos, entre outros.

* (EM13MAT305) - Resolver e elaborar problemas com funcdes logaritmicas nos

quais € necessario compreender e interpretar a variacdo das grandezas envolvidas,
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em contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira,

entre outros.

(EM13MAT?306) - Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fend-
menos periddicos reais, como ondas sonoras, ciclos menstruais, movimentos ciclicos,
entre outros, € comparar suas representacdoes com as fungdes seno e cosseno, no

plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria.

(EM13MAT307) - Empregar diferentes métodos para a obten¢ao da medida da area
de uma superficie (reconfiguracdes, aproximacao por cortes etc.) e deduzir expres-
soes de calculo para aplicd-las em situagdes reais, como o remanejamento e a distri-

buicao de plantagdes, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT308) - Resolver e elaborar problemas em variados contextos, envolvendo
triangulos nos quais se aplicam as relagcdes métricas ou as nogdes de congruéncia e

semelhancga.

(EM13MAT309) - Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de dreas
totais e de volumes de prismas, pirdmides e corpos redondos (cilindro e cone) em
situagdes reais, como o cédlculo do gasto de material para forragdes ou pinturas de

objetos cujos formatos sejam composi¢des dos solidos estudados.

(EM13MAT310) - Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes
tipos de agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo,

recorrendo a estratégias diversas como o diagrama de arvore.

(EM13MAT311) - Resolver e elaborar problemas que envolvem o cdlculo da pro-
babilidade de eventos aleatérios, identificando e descrevendo o espaco amostral e

realizando contagem das possibilidades.

(EM13MAT312) - Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de proba-

bilidade de eventos em experimentos aleatorios sucessivos.

(EM13MAT?313) - Resolver e elaborar problemas que envolvem medi¢des em que se
discuta o emprego de algarismos significativos e algarismos duvidosos, utilizando,

quando necessdrio, a notacao cientifica.

(EM13MAT314) - Resolver e elaborar problemas que envolvem grandezas com-
postas, determinadas pela razdo ou pelo produto de duas outras, como velocidade,

densidade demogréfica, energia elétrica etc.

(EM13MAT315) - Reconhecer um problema algoritmico, enuncia-lo, procurar uma

solucdo e expressa-la por meio de um algoritmo, com o respectivo fluxograma.

(EM13MAT316) - Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que envol-
vem cdlculo e interpretacao das medidas de tendéncia central (média, moda, mediana)

e das de dispersdo (amplitude, variancia e desvio padrdo).
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COMPETENCIA ESPECIFICA 4

Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de representacdao
matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e
comunicag¢do de resultados de problemas, de modo a favorecer a construcio e o desenvolvimento

do raciocinio matematico.

* (EM13MAT401) - Converter representagdes algébricas de funcdes polinomiais de 1°
grau para representagdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
quais o comportamento € proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos

de élgebra e geometria dindmica.

* (EM13MAT402) - Converter representacdes algébricas de fungdes polinomiais de 2°
grau para representagcdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo

ou ndo a softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica.

* (EM13MAT403) - Comparar e analisar as representacoes, em plano cartesiano, das
fungdes exponencial e logaritmica para identificar as caracteristicas fundamentais
(dominio, imagem, crescimento) de cada uma, com ou sem apoio de tecnologias

digitais, estabelecendo relacdes entre elas.

* (EM13MAT404) - Identificar as caracteristicas fundamentais das fung¢des seno e cos-
seno (periodicidade, dominio, imagem), por meio da comparacao das representacdes
em ciclos trigonométricos e em planos cartesianos, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

* (EM13MAT405) - Reconhecer funcdes definidas por uma ou mais sentengas (como a
tabela do Imposto de Renda, contas de luz, 4gua, gis etc.), em suas representagdes al-
gébrica e gréfica, convertendo essas representacdes de uma para outra e identificando

dominios de validade, imagem, crescimento e decrescimento.

* (EM13MAT406) - Utilizar os conceitos basicos de uma linguagem de programacgao

na implementagdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemaética.

* (EM13MAT407) - Interpretar e construir vistas ortogonais de uma figura espacial

para representar formas tridimensionais por meio de figuras planas.

* (EM13MAT408) - Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias, com base
em dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou ndo o uso de

softwares que inter-relacionem estatistica, geometria e algebra.

* (EM13MAT409) - Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por meio
de diferentes diagramas e graficos, como o histograma, o de caixa (box-plot), o de

ramos e folhas, reconhecendo os mais eficientes para sua anélise

Para entendermos estes codigos tomaremos um exemplo cuja composi¢ao é (EM13MAT301).
Logo, de acordo (EDUCACAO, 2018) p.34 temos:



Capitulo 3. UMA PROPOSTA PARA O ENSINO DAS CONICAS NO ENSINO MEDIO 73

(EM) - O primeiro par de letras indica a etapa de Ensino Médio.

(13) - O primeiro par de nimeros indica que as habilidades descritas podem ser de-

senvolvidas em qualquer série do Ensino Médio, conforme defini¢do dos curriculos.

(MAT) - A segunda sequéncia de letras indica a area (tr€s letras) ou o componente
curricular (duas letras): LGG = Linguagens e suas Tecnologias; LP = Lingua Portu-
guesa; MAT = Matemética e suas Tecnologias; CNT = Ciéncias da Natureza e suas

Tecnologias; CHS = Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas.

(301) - Os niimeros finais indicam a competéncia especifica a qual se relaciona a
habilidade (1° nimero) e a sua numeracdo no conjunto de habilidades relativas a
cada competéncia (dois ultimos nimeros). Vale destacar que o uso de numeracao
sequencial para identificar as habilidades ndo representa uma ordem ou hierarquia
esperada das aprendizagens. Cabe aos sistemas e escolas definir a progressao das

aprendizagens, em funcdo de seus contextos locais.

Nesse caso, entenda que os assuntos correspondentes ao codigo (EM13MAT301) trata-se

da etapa do Ensino Médio aplicado em qualquer uma das suas 3 séries (1°, 2° ou 3°), seguindo
A ) 3 ’

definigdo curricular inicial sugerida na proposta preliminar (EDUCACAO, 2016) p.559-581. da

disciplina de Matematica e suas Tecnologias fazendo parte da Competéncia Especifica 3 onde

MAT 3
dentro desta competéncia serd abordada a habilidade O1.
—_——
01

Ap0s toda esta exposigdo dos textos da BNCC, percebe-se que a descri¢do curricular ndo
descreve diretamente o estudo da Geometria Analitica em nenhuma das trés séries desse novo
modelo.

Fica subentendido que talvez os assuntos possam se encaixar, conforme descrito nas
Competéncias e Habilidades, porém os tépicos especificos ndo sao mencionados nas exposi¢oes
em (EDUCACAO, 2016). A nova estrutura d4 autonomia para as escolas introduzirem novas
disciplinas denominadas Eletivas e Itinerdrios, permitindo que cada escola escolha quais assun-
tos ndo mais abordar em seu curriculo. Isso se deve também a redug@o da carga hordria semanal
anteriormente dedicada a Matematica. A formac@o do Novo Ensino Médio trata esses topicos
como Formacdo Geral Bésica (FGB), que sofreu redugdes para abrir espaco para a introducao
das eletivas e itinerdrios. Com a diminui¢ao da carga horaria semanal da FGB conforme pro-
posto pela BNCC, alguns assuntos que eram tratados no Ensino Médio anterior deixaram de ser
abordados. Assim, cabe a cada escola, de forma particular, ajustar seu curriculo incluindo esses
assuntos em eletivas ou itinerdrios, embora a BNCC nio dé essa orienta¢do especifica.

Assim, devido a essas particularidades do Novo Ensino Médio, algumas escolas estdo
lidando com a reducdo na carga hordria de Matemdtica da maneira que consideram mais ade-
quada para elas. No entanto, isso nao significa que as eletivas e os itinerdrios irdo compensar
essa reducdo. Portanto, ndo se pode garantir que a Geometria Analitica serd ensinada de maneira

uniforme em todo o pais, pois seu ensino dependerd das decisdes particulares de cada escola.
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Chamo atencdo para o fato de que estamos atualmente em uma fase de transi¢ao signi-
ficativa. Devido as discussdes em andamento sobre o novo sistema de ensino, o MEC realizou
uma chamada publica conforme mencionado em (EDUCACAO, 2023a), abrindo espago para
amplas discussdes com a sociedade. O objetivo € ajustar o que for necessdrio e finalizar o novo

processo educacional implementado no pais.

3.2 ABORDAGEM DO ESTUDO DAS CONICAS NO ENSINO MEDIO

Vamos considerar uma proposta (em duas aulas) para os alunos da 3* série do Ensino
Médio em seus estudos da Geometria Analitica.

Caso todas as modificagdes e ajustes no programa do Novo Ensino Médio nao incluam o
ensino de Geometria Analitica, € possivel buscar a inclusdo dessa proposta de ensino das conicas
em uma disciplina eletiva ou itineraria. Isso ressalta a importancia da interdisciplinaridade, espe-
cialmente devido a sua relagdo direta, como serd proposto, com os estudos fisicos relacionados a
6rbitas. E fundamental preparar os alunos do 3° ano para esse aprendizado, pois sua maturidade

matemadtica e fisica contribuird significativamente para um desenvolvimento sé6lido.

3.2.1 Plano de Aula

Aula 1
Introdugdo Conceitual, Gréfica e Algébrica que Traduzem as Equacdes de uma Elipse.

Inicialmente a exposicao algébrica em sala de aula introduz o estudo das conicas abordando-
a de uma forma expositiva e dialogada, abrindo questionamentos sobre “o que lembram ou ja
se sabe a respeito de curvas chamadas de Elipses”. O objetivo € iniciar a constru¢do no quadro
partindo de dois pontos distintos e, com um barbante, tracar a curva e iniciar a parte conceitual,
introduzindo o nome dos pontos inciais como os “focos” da elipse.

O uso do barbante serve para iniciar uma nova discuss@o sobre essa construcao: "O que
podemos inferir da construcao feita no quadro que relaciona o pensamento algébrico na determi-
nacdo de uma lei de formagao para a curva? Alguém notou algo durante o processo?"Mediando
essa situacao, € possivel descrever a principal caracteristica de uma elipse, que esté relacionada
ao comprimento do barbante: em qualquer ponto da curva, a soma das distancias desse ponto
aos focos € uma constante

e = {P(x,y) : PF| + PF, = 2a}.

Apo6s todas essas andlises e discussdes, iniciar a busca da equagdo da curva tomando
como base o plano cartesiano e as respectivas coordenadas dos pontos que chamamos de foco
F e foco F; e da generalizacdo dos infinitos pontos da curva. Através da relacdo da distancia
entre dois pontos, expor pensamentos algébricos que implicardo na lei de formagdo da curva,

que chamaremos de equagdo da elipse.



Em seguida, findado o primeiro contato com a lei de formagdo, de uma maneira suave e
sutil, chamar atencao da “excentricidade” da curva e suas translacdes. O objetivo inicial dessa
1* aula € expor a equagao centrada na origem, expondo as caracteristicas de seus elementos e o
que eles representam.

Com todas estas descrigdes, caracteristicas e propriedade citadas inicialmente, iniciar
a resolucao de exercicios, segundo (SMOLLE; SOUZA VIEIRA DINIZ, 2003) para a fixacao
do contetdo exposto e assim, ao encerrar a aula, deixar proposto uma lista de exercicios para
que possam abordar o assunto e verificar se algo ainda ficou pendente no que se refere a esta

primeira exposi¢do da equacgdo da elipse.
AULA 2

AULA LUDICA E FERRAMENTAL UTILIZANDO VIDEOS E OBJETOS QUE
DESCREVEM PROPRIEDADES E CARACTERISTICA DO MOVIMENTO DE DOIS
CORPOS E ASSIM ASSOCIAR AS CURVAS ELIPTICAS.

Sabemos que o aprendizado € constituido de varias maneiras e uma delas € a verificagao
fisica com o contato direto com objetos correlacionados. Assim, nessa segunda aula, a proposta
¢ introduzir alguns videos que relacionam os movimentos gravitacionais e a Lei da Gravitagdo
Universal para o movimento de dois corpos. Assim a introdu¢do dos videos (APBHIOLHHS,
2012), (FISICA, 2021),(FISICRAFT, 2023) e (PORTUGUES, 2016) contribui na visualizag¢io
do proposto.

Apo6s a apresentacdo dos videos, em um ambiente aberto e apropriado, caso a sala de
aula ndo permita, acompanhar os alunos ao pdtio, onde uma mesa com um tecido eldstico
esta posicionado de tal maneira que este possa ser um reprodugdo caseira do nosso “Universo
Espacial”. Com pesos e esferas de tamanhos distintos, reproduzir nesse espago 0s movimentos
orbitais dos corpos celestiais e assim, chamar a aten¢do para alguns casos especificos como o
movimento em que elas descrevem dependendo da quantidade de esferas que s@o arremessadas
no tecido.

Supor trajetérias com os arremessos de duas esferas de mesmo tamanho, depois variar o
tamanho entre elas e chegar até o momento em que uma quantidade maior seja arremessadas e,
a todo momento, chamar a ateng¢do para o comportamento que possuem a cada alteracao feita.

Por fim, tenta-se mostrar que os movimentos descritos pelas esferas se aproximam de
uma curva eliptica, mas a "curva perfeita"nao é alcancada devido a variag¢do de velocidade das
esferas, causada pelos arremessos, e as mudangas na energia ao longo do tempo, influenciadas
pelo atrito. Mesmo nessas condigdes, € notdvel que os movimentos estudados surgem de forma
natural, incluindo os de translacdo entre dois corpos.

Ap6s alguns arremessos, ao término da aula, abrir uma discussao sobre se a reproducao
caseira do Universo contribuiu com as informagdes vistas em sala, demonstrando que a mate-

matica pode se relacionar com qualquer drea de conhecimento. Neste experimento, houve uma
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correlacdo entre a matematica pura e seu algebrismo nas equagdes, e os estudos realizados na

Fisica relacionados as Leis de Kepler para os movimentos orbitais.



4 CONCLUSAO

Como descrito na apresentacdo do Programa de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT, este trabalho aborda um tema especifico relevante para a
educacio bdsica, destacando a conexdo entre os conteidos abordados na disciplina de Fisica e
sua correlacdo com o estudo matemaético e suas equagdes na sala de aula.

A interdisciplinaridade entre elas, como observado nas descri¢des deste trabalho, foi
facilitada pelo fato de que durante as aulas do PROFMAT, os temas abordados promoveram
a atualizacdo e o aperfeicoamento na formacao profissional, visando melhorar a maneira de
apresentar os topicos essenciais para sua aplicagdo em sala de aula.

Neste trabalho, observa-se que o Calculo possibilita aprofundar o entendimento em um
contexto de nivel superior, abordando leis fisicas que descrevem as condi¢des para a definicao
das cOnicas em um mesmo plano. Além disso, junto a exposicao de argumentos da Geometria
Analitica, podemos descrever como o ensino da Matemdtica propde apresentar esses conceitos
de forma acessivel para alunos do Ensino Médio, permitindo que compreendam o contetdo de
maneira especifica para seu nivel de escolaridade.

O Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional efetivamente
contribui significativamente para o crescimento, aperfeicoamento e desenvolvimento dos pro-
fessores de Matemdtica que atuam na Educagdo Bdsica. Esta atualizacdo em sua formacao
profissional enfatiza o dominio aprofundado do conteddo matematico relevante para a pratica

docente.
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Plano de Aula

Professor: Analberto Schot Disciplina: Matematica Duracéao: 50 min.

.

Assunto: Geometria Analitica

\

Tema: Elipse

Ve

1Competéncia: Area 5 ’Habilidades: H21 e H22

J/

‘/

Objetivos:

~

Geral: A partir de definicdes descrever algebricamente a equacdo de uma elipse

e suas propriedades conceituais.

Especifico: A partir das falas introdutérias sobre o modelo eliptico, que o aluno
compreende pela algebra quais séo as informagdes necessarias para a obtencao
da lei de formacdo da equacdo de uma Elipse e que assim, entenda suas
propriedades através das exposicdes e discussoes. /

N

\_

Conteudo:

~

Plano Cartesiano;
Coordenadas Cartesianas;
Distancia entre dois pontos;
Operacdes algébricas;
Matematica Basica.
)

Recursos Didaticos:

Quadro, Giz ou Canetédo, Barbante, Régua; Compasso.

Getodologia: \

Iniciar abrindo uma conversa sobre o que se sabe sobre o0 tema e a partir das discussdes
iniciar a construcao gréfica de uma elipse no quadro utilizando barbante, compasso e
se possivel, pedir para que um aluno auxilie na constru¢cao. Em seguida comentar sobre
a maneira que a Elipse foi plotada e inicia a busca da sua lei de formagédo expondo
topicos da matematica ja trabalhados anteriormente por eles, dados como pré-requisitos
para o desenvolvimento algébrico, como distancia entre dois pontos. Apds determinar a
equacao, abrir uma discussdo sobre caracteristicas e propriedades observadas e iniciar
a resolucdo de alguns exercicios mediante o que foi descrito. Ao final da aula, pedir para

gue os alunos apliguem o que viram em alguns exercicios mediante lista apresentadas.

ICompeténcia de Area 5: Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis socioecondmicas ou técnico-cientificas,
usando representacdes algébricas.

2H21: Resolver situagdo-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.
H22: Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construcdo de argumentacao.



Avaliagao: )
N&o havera uma avaliacdo formal e descritiva sobre o abordado nessa aula mas sim
uma discussdo sobre a importancia do exposto. A participagdo durante a exposi¢cao do
conteldo e a verificagdo do que realmente assimilaram e compreenderam do proposto
na aula sera levantado para um melhor desenvolvimento da aula.

N
(%

DELGADO, Jorge; FRENSEL, Katia; CRISSF, Lhaylla. Geometria Analitica. 2. ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2017.

eferéncias:

SMOLLE, Katia C. Stocco; SOUZA VIEIRA DINIZ, Maria |. de. Matematica: Ensino Médio
32 série. Sao Paulo: Saraiva, 2003. v. 3 /

( \
Exercicios:

L Propostos para a aula.

01. Seja a elipse de focos F,(6,0) e F,(—6,0) e eixo menor de comprimento 10.
Determine:

a) O centro da elipse;
b) Obtenha a sua equacdo: (lei de formacao).

02. Seja a elipse com eixo maior de extremidades 4,(0,10) e 4,(0,—10) e eixo menor de
extremidades B;(8,0) e B,(—8,0). Determine:

a) Obtenha a sua equacéao (lei de formacéo);

Exercicios:
Propostos para fixacao (tarefa de casa)

01. Seja a elipse de equacdo 16x? + 25y2 = 400. Determine:

a) Os comprimentos dos eixos;
b) Os focos e a excentricidade.

02. Obtenha a equacdao da elipse com centro na origem, que passa por (2,1) e cujo
semi-eixo maior mede 3.

03. Obtenha a equacdo da elipse com focos F;(—3,0) e F,(3,0) e que passa pelo ponto

(5/2, 2v3).

04. Faca o gréfico da elipse de equacao

2

| =

2
y
A

2+9

42}
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Plano de Aula

< N\
Professor: Analberto Schot Disciplina: Matematica Duracéao: 50 min.

. J

4 N\

Assunto: Geometria Analitica

Tema: Movimento de dois corpos e a Elipse

. J

< N\
1Competéncia: Area 2 ’Habilidades: H6

. J

/Objetivos: \

e Geral: A partir de definicdes possibilitar visualmente a compreenséo através de
um experimento caseiro simples que reproduz o Universo.

e Especifico: Mostrar a partir de objetos a relagéo existente entre o movimento de
dois corpos, suas carateristicas fisicas. Que suas trajetérias sdo descritas por
movimentos elipticos que surgem de forma natural, de acordo estudado nas leis

K fisicas e visualizar a realidade por traz da matematica pura aplicada em sala. /

~

Conteudo:
e Leis de Kepler;
e Movimento de dois corpos;
¢ Movimentos orbitais.

\_ e Curvas elipticas. Y,

-
Recursos Didaticos:
e Projetor, Computador, Videos, Mesa com tecido, Esferas.

-

metodologia: \

Iniciar retomando o assunto Elipse e em seguida comentar brevemente sobre as leis de
Kepler e as situagdes envolvendo o movimento de dois corpos e movimentos orbitais.
Falar sobre a atragéo e reproduzir um video curto sobre estas referidas leis e comentar
sobre a equacao que estamos estudando. Apés o video, em sala ou no patio da escola,
utilizar uma mesa com um tecido elastico, ja previamente montada de acordo como o
video (Apbiolghs. Gravity Visualized), para descrever o que foi identificado no video
utilizando esferas de tamanhos distintos pra reproduzir caseiramente o movimento de
dois corpos no espaco. Associar ao experimento varias situagdes e buscar a exposicao
das trajetérias que as esferas descrevem e comprovar, mesmo que de uma forma
@ples, 0 que foi matematicamente e fisicamente descrito em sala de aula. /

Competéncia de Area 2: Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacéo da realidade e agir
sobre ela.

2H06: Interpretar a localizagdo e a movimentag&o de pessoas/objetos no espago tridimensional e sua representagéo no
espago bidimensional.



Avaliagao: \
Nao havera uma avaliacdo formal e descritiva sobre o abordado nessa aula uma vez
gue o objetivo é expor de maneira lidica 0 movimento entre dois corpos. Havera apenas
uma percepcao sobre a participacdo e a compreensdo do abordado no experimento e a
correlacdo que existe entre o contetdo puramente matematico da sala e sua aplicagéo
fisica.

- J

Referéncias:

GIFs de Fisica. Movimento do sistema solar.
Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=7kNVni7EiUE . Acesso em: ago. 2023.

Socratica Portugués. Primeira Lei de Kepler: Lei das Orbitas Elipticas (Astronomia).
Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=glb8zZ3LzZhY . Acesso em: ago. 2023.

Fisicraft. Leis de Kepler - 12 22 e 32 leis.
Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=nVHQ mP_x7A. Acesso em: ago. 2023.

Apbiolghs. Gravity Visualized.

Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=MTY1KjeOyLg&t=9s. ACESSO em: ago.
2023.

Exercicios Propostos:
Para fixacao (tarefa de casa):

01. Faca uma pesquisa sobre as Leis de Kepler que relacionam os movimentos orbitais
e sua relacdo com a trajetoria eliptica descrita pelo movimento de dois corpos.
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MINISTERIO DA EDUCACAO
INSTITUTO NACIONAL DE ESTUDOS E PESQUISAS EDUCACIONAIS ANISIO TEIXEIRA

MATRIZ DE REFERENCIA ENEM

EIXOS COGNITIVOS (comuns a todas as areas de conhecimento)

I. Dominar linguagens (DL): dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer uso das

linguagens matematica, artistica e cientifica e das linguas espanhola e inglesa.

IIl. Compreender fenbmenos (CF): construir e aplicar conceitos das varias areas do
conhecimento para a compreensdo de fenbmenos naturais, de processos historico-

geograficos, da producao tecnolégica e das manifestacdes artisticas.

lll. Enfrentar situacdes-problema (SP): selecionar, organizar, relacionar, interpretar
dados e informacdes representados de diferentes formas, para tomar decisdes e

enfrentar situagcdes-problema.

IV. Construir argumentacédo (CA): relacionar informagdes, representadas em diferentes
formas, e conhecimentos disponiveis em situacfes concretas, para construir

argumentacgao consistente.

V. Elaborar propostas (EP): recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola para
elaboracdo de propostas de intervencdo solidaria na realidade, respeitando o0s

valores humanos e considerando a diversidade sociocultural.



Matriz de Referéncia de Linguagens, Codigos e suas Tecnologias

Competéncia de area 1 - Aplicar as tecnologias da comunicacgao e da informacédo na
escola, no trabalho e em outros contextos relevantes para sua vida.

H1 - Identificar as diferentes linguagens e seus recursos expressivos como elementos de
caracterizagao dos sistemas de comunicacao.

H2 - Recorrer aos conhecimentos sobre as linguagens dos sistemas de comunicacéo e
informacgao para resolver problemas sociais.

H3 - Relacionar informacdes geradas nos sistemas de comunicagdo e informagéo,
considerando a funcéo social desses sistemas.

H4 - Reconhecer posicdes criticas aos usos sociais que sao feitos das linguagens e dos
sistemas de comunicagéao e informagao.

Competéncia de area 2 - Conhecer e usar lingua(s) estrangeira(s) moderna(s) como
instrumento de acesso a informacdes e a outras culturas e grupos sociais*.

H5 — Associar vocabulos e expressdes de um texto em LEM ao seu tema.

H6 - Utilizar os conhecimentos da LEM e de seus mecanismos como meio de ampliar as
possibilidades de acesso a informacdes, tecnologias e culturas.

H7 — Relacionar um texto em LEM, as estruturas linguisticas, sua funcéo e seu uso social.

H8 - Reconhecer a importancia da producéo cultural em LEM como representacdao da
diversidade cultural e linguistica.

Competéncia de area 3 - Compreender e usar a linguagem corporal como relevante
para a propria vida, integradora social e formadora da identidade.

H9 - Reconhecer as manifestacdes corporais de movimento como originarias de
necessidades cotidianas de um grupo social.

H10 - Reconhecer a necessidade de transformacédo de habitos corporais em funcdo das
necessidades cinestésicas.

H11 - Reconhecer a linguagem corporal como meio de interacdo social, considerando os
limites de desempenho e as alternativas de adaptacao para diferentes individuos.



Competéncia de area 4 - Compreender a arte como saber cultural e estético gerador
de significacado e integrador da organizacdo do mundo e da propria identidade.

H12 - Reconhecer diferentes funcdes da arte, do trabalho da producdo dos artistas em
seus meios culturais.

H13 - Analisar as diversas producdes artisticas como meio de explicar diferentes culturas,
padrdes de beleza e preconceitos.

H14 - Reconhecer o valor da diversidade artistica e das inter-relacdes de elementos que se
apresentam nas manifestacdes de varios grupos sociais e étnicos.

Competéncia de area 5 - Analisar, interpretar e aplicar recursos expressivos das
linguagens, relacionando textos com seus contextos, mediante a natureza, fungéo,
organizacao, estrutura das manifestacdes, de acordo com as condi¢cdes de producéo
e recepcéao.

H15 - Estabelecer relacdes entre o texto literario e o momento de sua producéo, situando
aspectos do contexto historico, social e politico.

H16 - Relacionar informacgdes sobre concepcdes artisticas e procedimentos de construgcao
do texto literario.

H17 - Reconhecer a presenca de valores sociais € humanos atualizaveis e permanentes
no patriménio literario nacional.

Competéncia de area 6 - Compreender e usar os sistemas simbdlicos das diferentes
linguagens como meios de organizagcao cognitiva da realidade pela constituicdo de
significados, expressdo, comunicacao e informacao.

H18 - Identificar os elementos que concorrem para a progressao tematica e para a
organizacéo e estruturacdo de textos de diferentes géneros e tipos.

H19 - Analisar a funcdo da linguagem predominante nos textos em situagdes especificas
de interlocucéao.

H20 - Reconhecer a importancia do patrimonio linguistico para a preservac¢do da memoéria
e da identidade nacional.



Competéncia de area 7 - Confrontar opinides e pontos de vista sobre as diferentes
linguagens e suas manifestacdes especificas.

H21 - Reconhecer em textos de diferentes géneros, recursos verbais e nédo-verbais
utilizados com a finalidade de criar e mudar comportamentos e habitos.

H22 - Relacionar, em diferentes textos, opinides, temas, assuntos e recursos linguisticos.

H23 - Inferir em um texto quais sdo os objetivos de seu produtor e quem é seu publico
alvo, pela andlise dos procedimentos argumentativos utilizados.

H24 - Reconhecer no texto estratégias argumentativas empregadas para o convencimento
do publico, tais como a intimidacéo, seducdo, comoc¢ao, chantagem, entre outras.

Competéncia de area 8 - Compreender e usar a lingua portuguesa como lingua
materna, geradora de significacdo e integradora da organizagcdo do mundo e da
propria identidade.

H25 - Identificar, em textos de diferentes géneros, as marcas linguisticas que singularizam
as variedades linguisticas sociais, regionais e de registro.

H26 - Relacionar as variedades linguisticas a situacdes especificas de uso social.

H27 - Reconhecer os usos da norma padréo da lingua portuguesa nas diferentes situacées
de comunicacéo.

Competéncia de area 9 - Entender os principios, a natureza, a funcdo e o impacto
das tecnologias da comunicacdo e da informacao na sua vida pessoal e social, no
desenvolvimento do conhecimento, associando-o0 aos conhecimentos cientificos, as
linguagens que lhes dao suporte, as demais tecnologias, aos processos de
producao e aos problemas que se propdem solucionar.

H28 - Reconhecer a funcdo e o impacto social das diferentes tecnologias da comunicagéo
e informacéao.

H29 - Identificar pela andlise de suas linguagens, as tecnologias da comunicacéo e
informacgéo.

H30 - Relacionar as tecnologias de comunicacdo e informacédo ao desenvolvimento das
sociedades e ao conhecimento que elas produzem.



Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias

Competéncia de area 1 - Construir significados para os numeros naturais, inteiros,
racionais e reais.

H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representacdes dos
nameros e operagdes - naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 - Identificar padrées numéricos ou principios de contagem.
H3 - Resolver situacao-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na constru¢do de argumentos sobre
afirmacdes quantitativas.

H5 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e
arepresentacao darealidade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizacdo e a movimentacdo de pessoas/objetos no espaco
tridimensional e sua representacdo no espago bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

H8 - Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espacgo e
forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na sele¢cdo de argumentos
propostos como solucao de problemas do cotidiano.

Competéncia de éarea 3 - Construir nocdes de grandezas e medidas para a
compreenséo darealidade e a solugéo de problemas do cotidiano.

H10 - Identificar relacbes entre grandezas e unidades de medida.

H11 - Utilizar a nocéo de escalas na leitura de representacéo de situacdo do cotidiano.
H12 - Resolver situacao-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medi¢do na construgdo de um argumento consistente.

H14 - Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos geomeétricos
relacionados a grandezas e medidas.



Competéncia de area 4 - Construir no¢cdes de variacdo de grandezas para a
compreenséo darealidade e a solucéo de problemas do cotidiano.

H15 - Identificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.

H16 - Resolver situacdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas, direta ou
inversamente proporcionais.

H17 - Analisar informacgbes envolvendo a variagcdo de grandezas como recurso para a
construcéo de argumentacao.

H18 - Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo variacdo de grandezas.

Competéncia de area 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis
socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacdes algébricas.

H19 - Identificar representacdes algébricas que expressem a relacao entre grandezas.
H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente relacdes entre grandezas.
H21 - Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construcdo de
argumentagao.

H23 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6 - Interpretar informacdes de natureza cientifica e social
obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizando previsdo de tendéncia,
extrapolacao, interpolagéo e interpretacao.

H24 - Utilizar informacgdes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.
H25 - Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou gréficos.

H26 - Analisar informacdes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a
construcéo de argumentos.



Competéncia de area 7 - Compreender o carater aleatério e ndo-deterministico dos
fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas,
determinacdo de amostras e calculos de probabilidade para interpretar informacdes
de variaveis apresentadas em uma distribuicdo estatistica.

H27 - Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersdo de um conjunto de dados
expressos em uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em

gréficos.

H28 - Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos de estatistica e
probabilidade.

H29 - Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a
construcéo de argumentacao.

H30 - Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos de
estatistica e probabilidade.



Matriz de Referéncia de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias

Competéncia de &rea 1 — Compreender as ciéncias naturais e as tecnologias a elas
associadas como constru¢cfes humanas, percebendo seus papéis nos processos de
producao e no desenvolvimento econémico e social da humanidade.

H1 — Reconhecer caracteristicas ou propriedades de fenémenos ondulatérios ou
oscilatoérios, relacionando-os a seus usos em diferentes contextos.

H2 — Associar a solucdo de problemas de comunicagéo, transporte, salde ou outro, com 0
correspondente desenvolvimento cientifico e tecnoldgico.

H3 — Confrontar interpretacfes cientificas com interpretacdes baseadas no senso comum,
ao longo do tempo ou em diferentes culturas.

H4 — Avaliar propostas de intervengdo no ambiente, considerando a qualidade da vida
humana ou medidas de conservacdo, recuperacdo ou utilizacdo sustentavel da
biodiversidade.

Competéncia de area 2 — Identificar a presenca e aplicar as tecnologias associadas
as ciéncias naturais em diferentes contextos.

H5 — Dimensionar circuitos ou dispositivos elétricos de uso cotidiano.

H6 — Relacionar informacdes para compreender manuais de instalacdo ou utilizacdo de
aparelhos, ou sistemas tecnoldgicos de uso comum.

H7 — Selecionar testes de controle, parametros ou critérios para a comparacao de
materiais e produtos, tendo em vista a defesa do consumidor, a satude do trabalhador ou a
gualidade de vida.

Competéncia de area 3 — Associar intervencdes que resultam em degradacdo ou
conservacao ambiental a processos produtivos e sociais e a instrumentos ou acdes
cientifico-tecnologicos.

H8 — Identificar etapas em processos de obtencéo, transformacéo, utilizacao ou reciclagem
de recursos naturais, energéticos ou matérias-primas, considerando processos bioldgicos,
guimicos ou fisicos neles envolvidos.

H9 — Compreender a importancia dos ciclos biogeoquimicos ou do fluxo energia para a
vida, ou da acdo de agentes ou fendmenos que podem causar alteracdes nesses
processos.



H10 — Analisar perturbacdes ambientais, identificando fontes, transporte e(ou) destino dos
poluentes ou prevendo efeitos em sistemas naturais, produtivos ou sociais.

H11 — Reconhecer beneficios, limitacbes e aspectos éticos da biotecnologia, considerando
estruturas e processos biolégicos envolvidos em produtos biotecnoldgicos.

H12 — Avaliar impactos em ambientes naturais decorrentes de atividades sociais ou
econdmicas, considerando interesses contraditérios.

Competéncia de area 4 — Compreender interagfes entre organismos e ambiente, em
particular aquelas relacionadas a saude humana, relacionando conhecimentos
cientificos, aspectos culturais e caracteristicas individuais.

H13 — Reconhecer mecanismos de transmissdo da vida, prevendo ou explicando a
manifestacdo de caracteristicas dos seres vivos.

H14 — Identificar padroes em fendmenos e processos vitais dos organismos, como
manutencdo do equilibrio interno, defesa, relacbes com o ambiente, sexualidade, entre
outros.

H15 — Interpretar modelos e experimentos para explicar fendOmenos ou processos
biolégicos em qualquer nivel de organiza¢éo dos sistemas bioldgicos.

H16 — Compreender o papel da evolucdo na producdo de padrbes, processos bioldgicos
Ou na organizagao taxondmica dos seres Vvivos.

Competéncia de area 5 — Entender métodos e procedimentos proprios das ciéncias
naturais e aplica-los em diferentes contextos.

H17 — Relacionar informacdes apresentadas em diferentes formas de linguagem e
representacdo usadas nas ciéncias fisicas, quimicas ou biolégicas, como texto discursivo,
graficos, tabelas, relacbes matematicas ou linguagem simbolica.

H18 — Relacionar propriedades fisicas, quimicas ou biolégicas de produtos, sistemas ou
procedimentos tecnoldgicos as finalidades a que se destinam.

H19 — Avaliar métodos, processos ou procedimentos das ciéncias naturais que contribuam
para diagnosticar ou solucionar problemas de ordem social, econdmica ou ambiental.

Competéncia de area 6 — Apropriar-se de conhecimentos da fisica para, em
situacdes problema, interpretar, avaliar ou planejar intervencdes cientifico-
tecnoldgicas.



H20 — Caracterizar causas ou efeitos dos movimentos de particulas, substancias, objetos
ou corpos celestes.

H21 - Utilizar leis fisicas e (ou) quimicas para interpretar processos nhaturais ou
tecnoldgicos inseridos no contexto da termodinamica e(ou) do eletromagnetismo.

H22 — Compreender fenbmenos decorrentes da interacéo entre a radiacdo e a matéria em
suas manifestacdes em processos naturais ou tecnologicos, ou em suas implicacdes
bioldgicas, sociais, econdmicas ou ambientais.

H23 — Avaliar possibilidades de geracéo, uso ou transformacédo de energia em ambientes
especificos, considerando implicacfes éticas, ambientais, sociais e/ou econdmicas.

Competéncia de area 7 — Apropriar-se de conhecimentos da quimica para, em
situacbes problema, interpretar, avaliar ou planejar intervencdes cientifico-
tecnoldgicas.

H24 — Utilizar codigos e nomenclatura da quimica para caracterizar materiais, substancias
ou transformagdes quimicas.

H25 — Caracterizar materiais ou substancias, identificando etapas, rendimentos ou
implicacdes bioldgicas, sociais, econdmicas ou ambientais de sua obtencéo ou produgéo.

H26 — Avaliar implicagdes sociais, ambientais e/ou econO6micas na produgdo ou no
consumo de recursos energéticos ou minerais, identificando transformacdes quimicas ou
de energia envolvidas nesses processos.

H27 — Avaliar propostas de intervencdo no meio ambiente aplicando conhecimentos
guimicos, observando riscos ou beneficios.

Competéncia de area 8 — Apropriar-se de conhecimentos da biologia para, em
situagcbes problema, interpretar, avaliar ou planejar intervencdes cientifico-
tecnolodgicas.

H28 — Associar caracteristicas adaptativas dos organismos com seu modo de vida ou com
seus limites de distribuicdo em diferentes ambientes, em especial em ambientes
brasileiros.

H29 — Interpretar experimentos ou técnicas que utilizam seres vivos, analisando
implicagBes para o ambiente, a saude, a producdo de alimentos, matérias primas ou
produtos industriais.

H30 — Avaliar propostas de alcance individual ou coletivo, identificando aquelas que visam
a preservacao e a implementacdo da saude individual, coletiva ou do ambiente.



Matriz de Referéncia de Ciéncias Humanas e suas Tecnologias

Competéncia de area 1 - Compreender os elementos culturais que constituem as
identidades

H1 - Interpretar historicamente e/ou geograficamente fontes documentais acerca de
aspectos da cultura.

H2 - Analisar a producado da memoria pelas sociedades humanas.
H3 - Associar as manifestacfes culturais do presente aos seus processos histéricos.

H4 - Comparar pontos de vista expressos em diferentes fontes sobre determinado aspecto
da cultura.

H5 - Identificar as manifestacdes ou representacdes da diversidade do patriménio cultural e
artistico em diferentes sociedades.

Competéncia de area 2 - Compreender as transformacfes dos espacos geograficos
como produto das relacdes socioecondmicas e culturais de poder.

H6 - Interpretar diferentes representacdes graficas e cartograficas dos espacos
geograficos.

H7 - Identificar os significados historico-geograficos das relacdes de poder entre as nacdes

H8 - Analisar a acdo dos estados nacionais no que se refere a dinamica dos fluxos
populacionais e no enfrentamento de problemas de ordem econémico-social.

H9 - Comparar o significado historico-geografico das organizacdes politicas e
socioeconémicas em escala local, regional ou mundial.

H10 - Reconhecer a dindmica da organiza¢cdo dos movimentos sociais e a importancia da
participacdo da coletividade na transformacéo da realidade historico-geografica.

Competéncia de area 3 - Compreender a producdo e o papel histérico das
instituicées sociais, politicas e econdmicas, associando-as aos diferentes grupos,
conflitos e movimentos sociais.

H11 - Identificar registros de praticas de grupos sociais no tempo e no espaco.

H12 - Analisar o papel da justica como instituicdo na organizacéo das sociedades.



H13 - Analisar a atuacdo dos movimentos sociais que contribuiram para mudancas ou
rupturas em processos de disputa pelo poder.

H14 - Comparar diferentes pontos de vista, presentes em textos analiticos e interpretativos,
sobre situacdo ou fatos de natureza histérico-geografica acerca das instituicdes sociais,
politicas e econbmicas.

H15 - Avaliar criticamente conflitos culturais, sociais, politicos, econdmicos ou ambientais
ao longo da historia.

Competéncia de area 4 - Entender as transformacdes técnicas e tecnoldgicas e seu
impacto nos processos de produgédo, no desenvolvimento do conhecimento e na
vida social.

H16 - Identificar registros sobre o papel das técnicas e tecnologias na organizacdo do
trabalho e/ou da vida social.

H17 - Analisar fatores que explicam o impacto das novas tecnologias no processo de
territorializagao da producgéo.

H18 - Analisar diferentes processos de producdo ou circulagdo de riquezas e suas
implicacdes socio-espaciais.

H19 - Reconhecer as transformacgfes técnicas e tecnoldgicas que determinam as varias
formas de uso e apropriacdo dos espacos rural e urbano.

H20 - Selecionar argumentos favoraveis ou contrarios as modificacdes impostas pelas
novas tecnologias a vida social e ao mundo do trabalho.

Competéncia de area 5 - Utilizar os conhecimentos histéricos para compreender e
valorizar os fundamentos da cidadania e da democracia, favorecendo uma atuacéo
consciente do individuo na sociedade.

H21 - Identificar o papel dos meios de comunicag&o na construcdo da vida social.

H22 - Analisar as lutas sociais e conquistas obtidas no que se refere as mudancas nas
legislagBes ou nas politicas publicas.

H23 - Analisar a importancia dos valores éticos na estruturacdo politica das sociedades.
H24 - Relacionar cidadania e democracia na organizacao das sociedades.

H25 — Identificar estratégias que promovam formas de inclusdo social.



Competéncia de area 6 - Compreender a sociedade e a natureza, reconhecendo suas
interacdes no espaco em diferentes contextos histéricos e geograficos.

H26 - Identificar em fontes diversas o processo de ocupacdo dos meios fisicos e as
relacfes da vida humana com a paisagem.

H27 - Analisar de maneira critica as interacfes da sociedade com o meio fisico, levando
em consideracao aspectos historicos e(ou) geograficos.

H28 - Relacionar o uso das tecnologias com 0s impactos socio-ambientais em diferentes
contextos histérico-geograficos.

H29 - Reconhecer a funcdo dos recursos naturais na producdo do espaco geogréfico,
relacionando-os com as mudancgas provocadas pelas acdes humanas.

H30 - Avaliar as relagbes entre preservacdo e degradacdo da vida no planeta nas
diferentes escalas.



ANEXO

Objetos de conhecimento associados as Matrizes de Referéncia

1. Linguagem, Codigos e suas Tecnologias

» Estudo do texto: as sequéncias discursivas e 0s géneros textuais no sistema de
comunicacao e informacao - modos de organizagdo da composicao textual; atividades de
producdo escrita e de leitura de textos gerados nas diferentes esferas sociais - publicas e
privadas.

» Estudo das préticas corporais: a linguagem corporal como integradora social e
formadora de identidade - performance corporal e identidades juvenis; possibilidades de
vivéncia critica e emancipada do lazer; mitos e verdades sobre os corpos masculino e
feminino na sociedade atual; exercicio fisico e salude; o corpo e a expressao artistica e
cultural; o corpo no mundo dos simbolos e como producdo da cultura; praticas corporais e
autonomia; condicionamentos e esforcos fisicos; o esporte;. a danca; as lutas; 0s jogos; as
brincadeiras.

* Producdo e recepcdo de textos artisticos: interpretacdo e representacdo do mundo
para o fortalecimento dos processos de identidade e cidadania — Artes Visuais:
estrutura morfoldgica, sintatica, o contexto da obra artistica, o contexto da comunidade.
Teatro: estrutura morfologica, sintatica, o contexto da obra artistica, o contexto da
comunidade, as fontes de criacdo. Musica: estrutura morfoldgica, sintatica, o contexto da
obra artistica, o contexto da comunidade, as fontes de criacdo. Danca: estrutura
morfologica, sintética, o contexto da obra artistica, o contexto da comunidade, as fontes de
criacdo. Conteudos estruturantes das linguagens artisticas (Artes Visuais, Danca, Musica,
Teatro), elaborados a partir de suas estruturas morfoldgicas e sintaticas; inclusao,
diversidade e multiculturalidade: a valorizagdo da pluralidade expressada nas producoes
estéticas e artisticas das minorias sociais e dos portadores de necessidades especiais
educacionais.

» Estudo do texto literario: relacdes entre producdo literaria e processo social,
concepcOdes artisticas, procedimentos de construcéo e recepcao de textos - producdo
literaria e processo social; processos de formacgdo literdria e de formacdo nacional;
producao de textos literarios, sua recepc¢ao e a constituicdo do patrimonio literario nacional;
relacbes entre a dialética cosmopolitismo/localismo e a producéo literaria nacional;



elementos de continuidade e ruptura entre os diversos momentos da literatura brasileira;
associacOes entre concepcdes artisticas e procedimentos de construcdo do texto literario
em seus géneros (épico/narrativo, lirico e dramatico) e formas diversas.; articulacdes entre
0S recursos expressivos e estruturais do texto literario e o processo social relacionado ao
momento de sua producdo; representacdo literaria: natureza, funcdo, organizacdo e
estrutura do texto literario; relacdes entre literatura, outras artes e outros saberes.

» Estudo dos aspectos linguisticos em diferentes textos: recursos expressivos da
lingua, procedimentos de construcdo e recepcdo de textos - organizacdo da
macroestrutura semantica e a articulacdo entre idéias e proposi¢cdes (relacdes logico-
semanticas).

« Estudo do texto argumentativo, seus géneros e recursos linguisticos:
argumentacdao: tipo, géneros e usos em lingua portuguesa - formas de apresentacéo
de diferentes pontos de vista; organizacdo e progressao textual, papéis sociais e
comunicativos dos interlocutores, relacdo entre usos e propositos comunicativos, funcao
sociocomunicativa do género, aspectos da dimensdo espacotemporal em que se produz o
texto.

» Estudo dos aspectos linguisticos da lingua portuguesa: usos da lingua: norma
culta e variacado linguistica - uso dos recursos linguisticos em relacdo ao contexto em
gue o texto € constituido: elementos de referéncia pessoal, temporal, espacial, registro
linguistico, grau de formalidade, seleg&o lexical, tempos e modos verbais; uso dos recursos
linguisticos em processo de coesdo textual: elementos de articulagdo das sequéncias dos
textos ou a construcdo da micro estrutura do texto.

» Estudo dos géneros digitais: tecnologia da comunicacédo e informacgédo: impacto e
funcdo social - o texto literario tipico da cultura de massa: o suporte textual em géneros
digitais; a caracterizacdo dos interlocutores na comunicagcdo tecnoldgica; 0S recursos
linguisticos e os géneros digitais; a funcao social das novas tecnologias.



2. Matematica e suas Tecnhologias

- Conhecimentos numéricos: operagcdes em conjuntos numeéricos (naturais, inteiros,
racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatoracdo, razdes e proporc¢oes,
porcentagem e juros, relacbes de dependéncia entre grandezas, sequéncias e
progressoes, principios de contagem.

- Conhecimentos geométricos: caracteristicas das figuras geométricas planas e
espaciais; grandezas, unidades de medida e escalas; comprimentos, areas e volumes;
angulos; posicbes de retas; simetrias de figuras planas ou espaciais; congruéncia e
semelhanca de triangulos; teorema de Tales; relacbes métricas nos triangulos;
circunferéncias; trigopnometria do angulo agudo.

- Conhecimentos de estatistica e probabilidade: representacdo e andlise de dados;
medidas de tendéncia central (médias, moda e mediana); desvios e variancia; nocdes de
probabilidade.

- Conhecimentos algébricos: graficos e fungdes; funcdes algébricas do 1.° e do 2.° graus,
polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmicas; equacdes e inequacoes; relacdes no
ciclo trigonométrico e fungdes trigonométricas.

- Conhecimentos algébricos/geométricos: plano cartesiano; retas; circunferéncias;
paralelismo e perpendicularidade, sistemas de equacoes.



3. Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias

3.1 Fisica

» Conhecimentos basicos e fundamentais - Nocdes de ordem de grandeza. Notacao
Cientifica. Sistema Internacional de Unidades. Metodologia de investigacdo: a procura de
regularidades e de sinais na interpretacao fisica do mundo. Observagcdes e mensuracgoes:
representacdo de grandezas fisicas como grandezas mensuraveis. Ferramentas basicas:
graficos e vetores. Conceituacdo de grandezas vetoriais e escalares. Operacfes basicas
com vetores.

« O movimento, o equilibrio e a descoberta de leis fisicas — Grandezas fundamentais
da mecanica: tempo, espaco, velocidade e aceleracdo. Relacao historica entre forca e
movimento. Descricdes do movimento e sua interpretacdo: quantificacdo do movimento e
sua descricdo matematica e grafica. Casos especiais de movimentos e suas regularidades
observaveis. Conceito de inércia. Nocdo de sistemas de referéncia inerciais e nao inerciais.
Nocao dinamica de massa e quantidade de movimento (momento linear). Forca e variacao
da quantidade de movimento. Leis de Newton. Centro de massa e a idéia de ponto
material. Conceito de forcas externas e internas. Lei da conservacdo da quantidade de
movimento (momento linear) e teorema do impulso. Momento de uma forga (torque).
Condicbes de equilibrio estatico de ponto material e de corpos rigidos. Forca de atrito,
forca peso, forca normal de contato e tracdo. Diagramas de forcas. Identificacdo das forcas
qgue atuam nos movimentos circulares. No¢do de forca centripeta e sua quantificacdo. A
hidrostética: aspectos historicos e variaveis relevantes. Empuxo. Principios de Pascal,
Arguimedes e Stevin: condi¢des de flutuacéo, relacdo entre diferenca de nivel e pressao
hidrostéatica.

* Energia, trabalho e poténcia - Conceituacédo de trabalho, energia e poténcia. Conceito
de energia potencial e de energia cinética. Conservacao de energia mecéanica e dissipagéo
de energia. Trabalho da forca gravitacional e energia potencial gravitacional. Forcas
conservativas e dissipativas.

* A Mecénica e o funcionamento do Universo - Forca peso. Aceleragdo gravitacional. Lei
da Gravitacdo Universal. Leis de Kepler. Movimentos de corpos celestes. Influéncia na
Terra: mares e variacdes climaticas. Concepc¢des histéricas sobre a origem do universo e
sua evolucéo.

* Fendmenos Elétricos e Magnéticos - Carga elétrica e corrente elétrica. Lei de Coulomb.
Campo elétrico e potencial elétrico. Linhas de campo. Superficies equipotenciais. Poder
das pontas. Blindagem. Capacitores. Efeito Joule. Lei de Ohm. Resisténcia elétrica e
resistividade. Relacdes entre grandezas elétricas: tensdo, corrente, poténcia e energia.
Circuitos elétricos simples. Correntes continua e alternada. Medidores elétricos.



Representacdo grafica de circuitos. Simbolos convencionais. Poténcia e consumo de
energia em dispositivos elétricos. Campo magnético. Imas permanentes. Linhas de campo
magnético. Campo magnético terrestre.

* Oscilagdes, ondas, 6ptica e radiacado - Feixes e frentes de ondas. Reflexdo e refracao.
Optica geométrica: lentes e espelhos. Formacdo de imagens. Instrumentos Opticos
simples. Fenbmenos ondulatérios. Pulsos e ondas. Periodo, frequéncia, ciclo. Propagacéo:
relacdo entre velocidade, frequéncia e comprimento de onda. Ondas em diferentes meios
de propagacéo.

* O calor e os fenbmenos térmicos - Conceitos de calor e de temperatura. Escalas
termomeétricas. Transferéncia de calor e equilibrio térmico. Capacidade calorifica e calor
especifico. Conducdo do calor. Dilatacdo térmica. Mudancas de estado fisico e calor
latente de transformacdo. Comportamento de Gases ideais. Maquinas térmicas. Ciclo de
Carnot. Leis da Termodinamica. Aplicacbes e fendmenos térmicos de uso cotidiano.
Compreenséao de fenbmenos climaticos relacionados ao ciclo da agua.

3.2 Quimica

» Transformacdes Quimicas - Evidéncias de transformacdes quimicas. Interpretando
transformacdes quimicas. Sistemas Gasosos: Lei dos gases. Equacdo geral dos gases
ideais, Principio de Avogadro, conceito de molécula; massa molar, volume molar dos
gases. Teoria cinética dos gases. Misturas gasosas. Modelo corpuscular da matéria.
Modelo atdbmico de Dalton. Natureza elétrica da matéria: Modelo Atdmico de Thomson,
Rutherford, Rutherford-Bohr. Atomos e sua estrutura. Nimero atdmico, nimero de massa,
isétopos, massa atdmica. Elementos quimicos e Tabela Periodica. Reagfes quimicas.

» Representacao das transformacgfes quimicas - Formulas quimicas. Balanceamento de
equacdes quimicas. Aspectos quantitativos das transformacdes quimicas. Leis ponderais
das reacdes quimicas. Determinacdo de formulas quimicas. Grandezas Quimicas: massa,
volume, mol, massa molar, constante de Avogadro. Calculos estequiométricos.

» Materiais, suas propriedades e usos - Propriedades de materiais. Estados fisicos de
materiais. Mudancas de estado. Misturas: tipos e métodos de separacdo. Substancias
quimicas: classificacdo e caracteristicas gerais. Metais e Ligas metalicas. Ferro, cobre e
aluminio. LigacBes metdlicas. Substancias ibnicas: caracteristicas e propriedades.
Substancias ibnicas do grupo: cloreto, carbonato, nitrato e sulfato. Ligac&o ionica.
Substancias moleculares: caracteristicas e propriedades. Substancias moleculares: Hz, Oz,
N2, Cl2, NHs3, H20, HCI, CHa4. Ligacdo Covalente. Polaridade de moléculas. Forcas
intermoleculares. Relacéo entre estruturas, propriedade e aplicacdo das substancias.



- Agua - Ocorréncia e importancia na vida animal e vegetal. Ligacdo, estrutura e
propriedades. Sistemas em Solucdo Aquosa: Solucdes verdadeiras, solucfes coloidais e
suspensdes. Solubilidade. Concentracdo das solucdes. Aspectos qualitativos das
propriedades coligativas das solugbes. Acidos, Bases, Sais e Oxidos: definicéo,
classificacdo, propriedades, formulagdo e nomenclatura. Conceitos de acidos e base.
Principais propriedades dos &cidos e bases: indicadores, condutibilidade elétrica, reagao
com metais, reacdo de neutralizacao.

» Transformacgdes Quimicas e Energia - Transformac¢des quimicas e energia calorifica.
Calor de reacdo. Entalpia. Equacgfes termoquimicas. Lei de Hess. Transformacdes
quimicas e energia elétrica. Reacdo de oxirreducdo. Potenciais padréo de reducédo. Pilha.
Eletrolise. Leis de Faraday. Transformacdes nucleares. Conceitos fundamentais da
radioatividade. ReacOes de fissdo e fusdo nuclear. Desintegracdo radioativa e
radioisotopos.

« Dindmica das Transformacdes Quimicas - Transformacdes Quimicas e velocidade.
Velocidade de reacdo. Energia de ativacdo. Fatores que alteram a velocidade de reacéao:
concentracdo, pressao, temperatura e catalisador.

« Transformacdo Quimica e Equilibrio - Caracterizagcdo do sistema em equilibrio.
Constante de equilibrio. Produto i6nico da agua, equilibrio acido-base e pH. Solubilidade
dos sais e hidrdlise. Fatores que alteram o sistema em equilibrio. Aplicacdo da velocidade
e do equilibrio quimico no cotidiano.

« Compostos de Carbono - Caracteristicas gerais dos compostos organicos. Principais
funcdes organicas. Estrutura e propriedades de Hidrocarbonetos. Estrutura e propriedades
de compostos organicos oxigenados. Fermentacdo. Estrutura e propriedades de
compostos organicos nitrogenados. Macromoléculas naturais e sintéticas. Nogdes bésicas
sobre polimeros. Amido, glicogénio e celulose. Borracha natural e sintética. Polietileno,
poliestireno, PVC, Teflon, nailon. Oleos e gorduras, sabdes e detergentes sintéticos.
Proteinas e enzimas.

» Relagbes da Quimica com as Tecnologias, a Sociedade e o Meio Ambiente -
Quimica no cotidiano. Quimica na agricultura e na satude. Quimica nos alimentos. Quimica
e ambiente. Aspectos cientifico-tecnoldgicos, socioecondmicos e ambientais associados a
obtencdo ou producdo de substancias quimicas. Indastria Quimica: obtencéo e utilizacédo
do cloro, hidroxido de sodio, acido sulfurico, aménia e acido nitrico. Mineracdo e
Metalurgia. Poluicdo e tratamento de &agua. Poluicdo atmosférica. Contaminacdo e
protecéo do ambiente.

* Energias Quimicas no Cotidiano - Petrdleo, gas natural e carvdo. Madeira e hulha.
Biomassa. Biocombustiveis. Impactos ambientais de combustiveis fosseis. Energia
nuclear. Lixo atdmico. Vantagens e desvantagens do uso de energia nuclear.



3.3 Biologia

» Moléculas, células e tecidos - Estrutura e fisiologia celular: membrana, citoplasma e
ndcleo. Divisao celular. Aspectos bioquimicos das estruturas celulares. Aspectos gerais do
metabolismo celular. Metabolismo energético: fotossintese e respiracdo. Codificacdo da
informacéo genética. Sintese protéica. Diferenciacdo celular. Principais tecidos animais e
vegetais. Origem e evolucdo das células. Nocbes sobre células-tronco, clonagem e
tecnologia do DNA recombinante. Aplicagbes de biotecnologia na producdo de alimentos,
farmacos e componentes biolégicos. Aplicacdes de tecnologias relacionadas ao DNA a
investigacbes cientificas, determinacdo da paternidade, investigacdo criminal e
identificacdo de individuos. Aspectos éticos relacionados ao desenvolvimento
biotecnoldgico. Biotecnologia e sustentabilidade.

» Hereditariedade e diversidade da vida - Principios basicos que regem a transmisséo de
caracteristicas hereditarias. Concepcdes pré-mendelianas sobre a hereditariedade.
Aspectos genéticos do funcionamento do corpo humano. Antigenos e anticorpos. Grupos
sanguineos, transplantes e doencas auto-imunes. Neoplasias e a influéncia de fatores
ambientais. Mutacdes génicas e cromossoémicas. Aconselhamento genético. Fundamentos
genéticos da evolucdo. Aspectos genéticos da formacdo e manutencdo da diversidade
bioldgica.

* Identidade dos seres vivos - Niveis de organizacdo dos seres vivos. Virus, procariontes
e eucariontes. Autotrofos e heterétrofos. Seres unicelulares e pluricelulares. Sistematica e
as grandes linhas da evolucao dos seres vivos. Tipos de ciclo de vida. Evolugéao e padrdes
anatémicos e fisiolégicos observados nos seres vivos. Funges vitais dos seres vivos e sua
relacdo com a adaptacdo desses organismos a diferentes ambientes. Embriologia,
anatomia e fisiologia humana. Evolu¢do humana. Biotecnologia e sistematica.

« Ecologia e ciéncias ambientais - Ecossistemas. Fatores bidticos e abidticos. Habitat e
nicho ecolégico. A comunidade biolégica: teia alimentar, sucessdo e comunidade climax.
Dinamica de populacdes. Interagbes entre os seres vivos. Ciclos biogeoquimicos. Fluxo de
energia no ecossistema. Biogeografia. Biomas brasileiros. Exploracdo e uso de recursos
naturais. Problemas ambientais: mudancas climéticas, efeito estufa; desmatamento;
erosao; poluicdo da agua, do solo e do ar. Conservacao e recuperagdo de ecossistemas.
Conservacao da biodiversidade. Tecnologias ambientais. No¢cdes de saneamento basico.
Nocdes de legislacdo ambiental: agua, florestas, unidades de conservacéo; biodiversidade.

» Origem e evolucdo da vida - A biologia como ciéncia: histéria, métodos, técnicas e
experimentacdo. Hipoteses sobre a origem do Universo, da Terra e dos seres Vivos.
Teorias de evolucdo. Explicacbes pré-darwinistas para a modificacdo das espécies. A
teoria evolutiva de Charles Darwin. Teoria sintética da evolucdo. Selecédo artificial e seu
impacto sobre ambientes naturais e sobre populacées humanas.

* Qualidade de vida das populacdes humanas - Aspectos bioldgicos da pobreza e do
desenvolvimento humano. Indicadores sociais, ambientais e econdémicos. indice de
desenvolvimento humano. Principais doencas que afetam a populacdo brasileira:



caracterizacdo, prevencdo e profilaxia. NocOes de primeiros socorros. Doencas
sexualmente transmissiveis. Aspectos sociais da biologia: uso indevido de drogas;
gravidez na adolescéncia; obesidade. Violéncia e seguranca publica. Exercicios fisicos e
vida saudavel. Aspectos biolégicos do desenvolvimento sustentavel. Legislacdo e
cidadania.



4. Ciéncias Humanas e suas Tecnologias

* Diversidade cultural, conflitos e vida em sociedade
o Cultura Material e imaterial; patriménio e diversidade cultural no Brasil.

o A Conquista da América. Conflitos entre europeus e indigenas na América colonial. A
escravidao e formas de resisténcia indigena e africana na América.

o Historia cultural dos povos africanos. A luta dos negros no Brasil e o negro na formacéo
da sociedade brasileira.

o Histéria dos povos indigenas e a formacéo socio-cultural brasileira.
o Movimentos culturais no mundo ocidental e seus impactos na vida politica e

social.

* Formas de organizacao social, movimentos sociais, pensamento politico e acdo do
Estado

o Cidadania e democracia na Antiguidade; Estado e direitos do cidadao a partir da Idade
Moderna; democracia direta, indireta e representativa.

o Revolucdes sociais e politicas na Europa Moderna.

o Formacédo territorial brasileira; as regides brasileiras; politicas de reordenamento
territorial.

o As lutas pela conquista da independéncia politica das colénias da América.
o Grupos sociais em conflito no Brasil imperial e a construgao da nagao.

o O desenvolvimento do pensamento liberal na sociedade capitalista e seus criticos nos
séculos XIX e XX.

o Politicas de colonizacdo, migracao, imigracado e emigracédo no Brasil nos séculos XIX e
XX.

o A atuacdo dos grupos sociais e 0s grandes processos revolucionarios do século XX:
Revolucao Bolchevique, Revolucdo Chinesa, Revolugcdo Cubana.

o Geopolitica e conflitos entre os séculos XIX e XX: Imperialismo, a ocupacdo da Asia e
da Africa, as Guerras Mundiais e a Guerra Fria.



o Os sistemas totalitarios na Europa do século XX: nazi-fascista, franquismo, salazarismo
e stalinismo. Ditaduras politicas na América Latina: Estado Novo no Brasil e ditaduras na
América.

o Conflitos politico-culturais pds-Guerra Fria, reorganizagdo politica internacional e os
organismos multilaterais nos séculos XX e XXI.

o A luta pela conquista de direitos pelos cidadaos: direitos civis, humanos, politicos e
sociais. Direitos sociais nas constituicdes brasileiras. Politicas afirmativas.

o Vida urbana: redes e hierarquia nas cidades, pobreza e segregacéao espacial.

 Caracteristicas e transformacdes das estruturas produtivas

o Diferentes formas de organizagcdo da produgdo: escravismo antigo, feudalismo,
capitalismo, socialismo e suas diferentes experiéncias.

o Economia agro-exportadora brasileira: complexo agucareiro; a mineragdo no periodo
colonial; a economia cafeeira; a borracha na Amazonia.

o Revolugéo Industrial: criagdo do sistema de fabrica na Europa e transformagfes no
processo de producdo. Formacdo do espaco urbano-industrial. Transformacdes na
estrutura produtiva no século XX: o fordismo, o toyotismo, as novas técnicas de producéo e
seus impactos.

o Aindustrializagéo brasileira, a urbanizagéo e as transformacdes sociais e trabalhistas.

o A globalizagcdo e as novas tecnologias de telecomunicacdo e suas consequéncias
econdmicas, politicas e sociais.

o Producdo e transformacdo dos espacos agrarios. Modernizacdo da agricultura e
estruturas agrarias tradicionais. O agronegdécio, a agricultura familiar, os assalariados do
campo e as lutas sociais no campo. A relagcdo campo-cidade.

» Os dominios naturais e a relacdo do ser humano com o ambiente

o Relacdo homem-natureza, a apropriagdo dos recursos naturais pelas sociedades ao
longo do tempo. Impacto ambiental das atividades econdémicas no Brasil. Recursos
minerais e energéticos: exploracdo e impactos. Recursos hidricos; bacias hidrograficas e
seus aproveitamentos.

o As questbes ambientais contemporaneas: mudanca climatica, ilhas de calor, efeito
estufa, chuva acida, a destruicio da camada de ozbnio. A nova ordem ambiental



internacional; politicas territoriais ambientais; uso e conservacdo dos recursos naturais,
unidades de conservacao, corredores ecoldgicos, zoneamento ecolégico e econdémico.

o Origem e evolucéo do conceito de sustentabilidade.

o Estrutura interna da terra. Estruturas do solo e do relevo; agentes internos e externos
modeladores do relevo.

o Situacdo geral da atmosfera e classificacdo climéatica. As caracteristicas climaticas do
territério brasileiro.

o Os grandes dominios da vegetacao no Brasil e no mundo.

* Representacéo espacial

o Projecdes cartogréficas; leitura de mapas tematicos, fisicos e politicos; tecnologias
modernas aplicadas a cartografia.
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DIARIO OFICIAL DA UNIAO

Publicado em: 09/03/2023 | Edi¢éo: 47 | Secéo: 1 | Pagina: 16
Orgéo: Ministério da Educagdo/Gabinete do Ministro

PORTARIA N° 399, DE 8 DE MARCO DE 2023

Institui a consulta publica para a avaliagao e reestruturagao
da politica nacional de Ensino Médio.

O MINISTRO DE ESTADO DA EDUCACAO, no uso das atribuicdes que lhe confere o art. 87,
paragrafo unico, inciso Il, da Constituicao Federal, e tendo em vista o disposto na Lei n° 9.394, de
20 de dezembro de 1996, resolve:

Art. 1° Instituir a consulta publica para avaliagcao e reestruturacdo da politica nacional de Ensino
Médio, com objetivo de abrir o dialogo com a sociedade civil, a comunidade escolar, os profissionais
do magistério, as equipes técnicas dos sistemas de ensino, os estudantes, os pesquisadores e 0s
especialistas do campo da educacdo para a coleta de subsidios para a tomada de deciséo do
Ministério da Educagdo - MEC acerca dos atos normativos que regulamentam o Novo Ensino
Médio.

Art. 2° A consulta publica sera coordenada pelo Ministério da Educacao, por meio da Secretaria de
Articulacdo Intersetorial e com os Sistemas de Ensino - Sase, com a colaboragdo do Conselho
Nacional de Educacao - CNE, do Férum Nacional dos Conselhos Estaduais e Distrital de Educacao
- Foncede e do Conselho Nacional de Secretéarios de Educacéao - Consed.

Art. 3° A consulta publica sera implementada pelos seguintes instrumentos:
| - audiéncias publicas;

Il - oficinas de trabalho;

Il - seminarios; e

IV - pesquisas nacionais com estudantes, professores e gestores escolares sobre a experiéncia de
implementacao do Novo Ensino Médio nas 27 (vinte e sete) Unidades da Federagéo.

Art. 4° A consulta publica tera o prazo de duracdo de 90 (noventa) dias, sendo admitida a
prorrogagao.

SCLN Qd. 102, Bloco C, Sala 102

Edificio HP Center - 1° Andar anec.org.br
CEP 70.722-530, Asa Norte

Brasilia-DF
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Art. 5° Apds o término do prazo de que trata o art. 4°, a Secretaria de Articulagéo Intersetorial e com

os Sistemas de Ensino elaborara o relatério final a ser encaminhado ao Ministro de Estado da
Educacgao, no prazo de 30 (trinta) dias.

Art. 6° Esta Portaria entra em vigor na data de sua publicagao.

CAMILO SOBREIRA DE SANTANA

Este contelddo nado substitui o publicado na versao certificada.
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