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Resumo

A tetracdo é uma operagao que envolve a repeti¢do da exponenciagdo, de maneira semelhante a
relagdo entre a exponenciacao e a multiplicacdo, e entre a multiplicacdo e a soma. Operagdes ob-
tidas através de tal repeti¢do sd@o concebidas como as hiperoperacdes. Ao definir a tetragdo e os
dominios de bases e tetrapoentes, se tem como objetivo investigar a operagdo em tais dominios
e versoes alternativas dela. A investigacado utiliza do o método dedutivo matematico, aplicando
conceitos de célculo, andlise, espacos métricos, teoria dos nimeros, variavel complexa e algebra.
O trabalho se concentra nos aspectos numéricos da tetracao, determina o comportamento das
funcdes de tetracdo restritas ao intervalo [1, co0), formula conjecturas sobre o comportamento no
intervalo (0, 1), avalia o intervalo de convergéncia de sequéncias envolvendo tetragcdo, define e
analisa uma de suas operagdes inversas, introduz e analisa expressoes especificas com tal opera-
¢ao, analisa a tetracdo em bases complexas, avalia estruturas algébricas ao realizar modifica¢des

na recursdo das hiperoperagdes.

Palavras-chave: tetracdo, hiperoperagao, recursdo, exponencial.



Abstract

Tetration is an operation involving the repeated application of exponentiation, analogous to the
relationship between exponentiation and multiplication, and between multiplication and addi-
tion. Operations derived from such repetition are conceptualized as hyperoperations. By defin-
ing tetration and its domains of bases and tetrational exponents, this study aims to investigate the
operation within these domains and explore alternative formulations. The investigation employs
the mathematical deductive method, applying concepts from calculus, analysis, metric spaces,
number theory, complex analysis, and algebra. The work focuses on the numerical aspects of
tetration, determines the behavior of tetration functions restricted to the interval [1, co), formu-
lates conjectures regarding behavior in the interval (0, 1), evaluates the convergence intervals of
sequences involving tetration, defines and analyzes one of its inverse operations, introduces and
studies specific expressions involving this operation, examines tetration for complex bases, and

evaluates algebraic structures by modifying the recursion of hyperoperations.

Keywords: tetration, hyperoperation, recursion, exponential.
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INTRODUCAO

O presente trabalho se baseia em estender o raciocinio de formacdo das operagdes arit-
méticas e entender quais propriedades tal expansdo pode satisfazer. Sabe-se que as operacdes
aritméticas de exponenciacdo e multiplicagao podem ser concebidas como as operacdes de mul-
tiplicacdo e soma repetidas, respectivamente (CHUN, 2014)). Com intuito de continuar esse
raciocinio, € possivel definir uma operacio que se baseia na repeticao da exponencial que, por
sua vez, € concebida como tetragdo. Para melhor compreensdo do raciocinio de expansao das
operagdes, usamos o conceito de hiperoperacdo que sdo familias de operacdes definidas por

recursao.

Justificativa

Antes do inicio da pesquisa, o autor ja possuia certo interesse no assunto. Em vérias
consultas feitas a bibliografias, encontraram-se, em alguns poucos lugares, material sobre tetra-
cdo. Entretanto, na grande maioria dos materiais investigados, a tetragc@o € apresentada de forma
breve, ou também como uma parte do trabalho, raramente sendo o trabalho como um todo. E

quando o trabalho € todo sobre tetracdo, geralmente consiste de, no maximo, 10 paginas.

A auséncia de material extenso, completo e detalhado sobre o assunto motiva a explo-
racdo do assunto pelo autor para criar tal material, abordando investigagcdes proprias e concate-
nando resultados encontrados como resquicios de trabalhos que falam brevemente do assunto.
Relegar tal assunto nao deveria ocorrer, uma vez que as operagdes de soma, multiplicacio e ex-
ponenciacdo fazem parte do cotidiano, e, formada pela continuacdo do padrao delas, a tetragao

acaba tendo uma relagdo com a sociedade.

Uma vez que se trata de um conceito matematico relativamente simples, no sentido de
ser uma continuagdo “natural” da maneira em que as operagdes aritméticas basicas sdo cons-
truidas, essa proposta de pesquisa se torna vidvel, além de o comportamento de tal operacdo
poder ser avaliado utilizando ferramentas ja desenvolvidas e conhecidas de andlise e célculo

diferencial.

Revisdo Bibliografica

Para as dedu¢des matematicas realizadas nesse trabalho, utilizaram-se, sem bibliogra-
fias, nocdes de Calculo, Analise na Reta, Espacos Métricos, Teoria dos Numeros e Algebra.
Para o estudo da operagdo de tetragcdo, as bibliografias utilizadas foram Chun (CHUN, 2014),
Neyrinck (NEYRINCK] ) e Souza (SILVA; SANTOS; SOARES! 2020). A secdo que trata de
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Exponencial Complexa, foi utilizado o livro de Alcides. (NETO, 1993). No meio dos resul-
tados e discussdes, iremos apresentar alguns dos resultados e conceitos advindos da Revisdo

Bibliografica.

NotacGes
“:=" significa: € definido como
R? := conjunto dos reais positivos

Q7 := conjunto dos racionais positivos

I, := conjunto dos irracionais positivos
N* := conjunto dos naturais (sem o zero)

N := conjunto dos naturais (com o zero)

C* := conjunto dos complexos sem o zero (0 + 0i).
A = “e” logico

V = “ou” légico

C := € subconjunto de

D :=contém (como subconjunto)

€ .= pertence a

S := contém (como elemento). Quando um desses simbolos vierem acompanhados

de um “risco” em cima, queremos dizer a nega¢ao do que ele significa. Exemplo:

¢ :=nado pertence a. Separador decimal: virgula. Com as expressoes do tipo “Seja fu-
lano um beltrano", ou "Seja sicrano € C", queremos dizer que fulano € um “beltrano” arbitrario

(satisfazendo a defini¢do de beltrano) ou que ciclano € um elemento arbitrario de tal conjunto.

Objetivos

Objetivo Geral

Analisar propriedades a respeito da tetragdo, operacao baseada na repeti¢do da tltima

operagdo aritmética, e investigar maneiras de recursdo das hiperoperacdes.

Objetivos Especificos

e Analisar o comportamento da operagao na reta real;
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Analisar a convergéncia de sequéncias envolvendo a operagao;

Definir e compreender a operag@o no plano complexo;

Investigar outras expressdes envolvendo a operacao;

Avaliar estruturas algébricas envolvendo hiperoperacdes.

Material e Métodos

O presente trabalho utiliza, como fundamentacdo metodoldgica, o Método Dedutivo.

Esse método se da pela aplicagdo de regras de inferéncia, utilizando a légica proposicional.
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1 Tetracdo

Para melhor compreensao da operacdo, iremos, primeiramente, motivar e abstrair o que
esta por tras dela. Ela ndo possui quase nenhuma aplicac¢do pratica, mas isso ndo significa que

ndo se deve estuda-la, nem que ela ndo seja importante. (NEYRINCK], ).

1.1 Hiperoperacdes

A tetracdo surge de uma ideia relativamente simples. E notdvel, matematicamente, um
padrao que existe na formagado das trés operacdes aritméticas mais conhecidas da matemaética:
soma, multiplicacdo e potenciacdo. A seguir, ilustraremos o que queremos dizer com esse tal
padrao: Sejam a € N e n € N*. Somar a com # significa tomar sucessor de a - no¢do primitiva

da construcao dos naturais - n vezes:

a+n:=@+A+A...(1+1)...)),).

J&, multiplicar a por n significa somar a com si mesmo até aparecerem n cOpias de a:

a-n:=@+@+@...(a+a)...)),

Agora, elevar a a n-ésima poténcia significa multiplicar a com si mesmo até aparecerem
n cOpias de a:

a":=(@-(a-(a...(a-a)..)),

(1384

(nas defini¢des acima, o “n” subscrito significa que aparecem exatamente n copias do nimero

que esta sendo repetido).

O leitor pode até ja ter entendido o que se espera da tetracdo. Ela € a resposta para
uma pergunta intrigante: “O que vem depois?” Um dos objetivos desse trabalho € responder
a pergunta e desvelar essa operagdo misteriosa, desmascarando e formalizando propriedades e
conjecturas a respeito de seu comportamento. A continuacao dessa historia seria definir uma

operacdo que eleva a com si mesmo até aparecerem n copias de a:

n a"'a
0= ()
n

Essa € a operagcao conhecida como tetracao.

E possivel formalizar o padrao de repeti¢do das operagdes aritméticas de tal forma que
se obtenha uma infinidade delas. Essa formalizacao € feita através da no¢ao de hiperoperacoes.
Essa formalizacdo foi abordada no trabalho de Chun. (CHUN, 2014, p. 1)
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Definicao 1.1.1. Cada operagdo a seguir é dita uma n-hiperoperagcdo para algum n € N,

chamada de H,. Sdo operagoes tais que:

H : N'xN* — N
(a,b) +—— a+b.

H,: N*xXN* — N*
(a,b) +— a-b=(H(a,(H,a...,H(a,a)...),=(@+a+...+a),

H,: N*XN* — N*
(a,b) +— a’"=(H,(a,(H,,a...,H,(a,a)...),=(a-a-...-a),

H,: N"xN' — N*
@b) +— 'a:=(Hy(a,(Hya...,Hyaa)...), = (a )b.
Em geral, para todo n € N*:

N*x N* — N*
(a,b) +— (H,(a,H,(a,H/\...H,/(a,a)...)))),.

H

n+l

(os parénteses com um b subscrito denotam que aparecem exatamente b copias de a). Em suma,
H, descreve a soma, H, a multiplicagcdo, H; a potenciagdo e, seguindo tal raciocinio, a tetragdo
pode ser inicialmente definida, pelo menos em N* X N*, como sendo a funcdo H,, isto é, a 4-

hiperoperacdo (por isso utiliza-se o prefixo “tetra”, que significa 4 em grego).

No presente trabalho, definiremos a tetracdo da mesma forma que H,, porém com do-
minio em (Ri)X(N U{-1}). Assim, em H,(a, b), dizemos que a € abase, e b € o tetrapoente. Ter
conhecimento sobre tal operagao pode expandir significativamente os horizontes matematicos,

uma vez que ela vem junto de propriedades que exploram vérios conceitos.

Por meio de revisdo bibliografica, softwares simbolicos/geométricos e dedugdes mate-
maticas, pretendemos exibir essa operacdo analisando seu comportamento e suas propriedades.
Para isso, definiremos a tetracdo, apresentando propriedades/identidades elementares, apresen-
taremos e demonstraremos proposicdes e teoremas que descrevem o comportamento da operagao
juntamente de conjecturas encontradas ao longo do estudo. Ao longo dos resultados, apresenta-

remos exemplos permitindo, ao leitor, vislumbrar o comportamento numérico da operagao.
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1.2 Dominio

Inicialmente, antes de definir a operacao de tetracao, definiremos o seu dominio. Sabe-
mos que a tetragdo se baseia na recursdo exponencial, e, para x € a € R quaisquer, a expressao
a® sO é bem definida se a € [Rj. De fato, tomando a € R tal que a < 0, existe a possibilidade
de que x seja um fraciondrio (isto €, um racional nao inteiro). Nesse caso, a expressdo a* fica
indefinida sempre que for possivel representar x com um denominador par € numerador impar.

n
Por exemplo, ao tomarmos x := m comn,m € N* e 2m } n, obtemos:
m

Nesse caso, a" € negativo (pois n é impar) e, como 2m € par, araiz (2m)-ésima de x" fica
indefinida. Além disso, como as poténcias reais sao limites de sequéncias de poténcias racionais,
a expressdo a* fica, pela mesma razao, indefinida para qualquer x irracional também. Agora,
caso a = 0, pode ocorrer de x = 0, e haveria a indeterminacdo matemética 0°, Logo, em geral,
€ preciso que a € R’ para que a expressdo esteja bem definida. Assim sendo, a expressdo a“ s6
estd bem definida se @ € R’. Mais ainda, as tetragdes de a € R se baseiam em expressdes da

forma a“, a” , e assim por diante.

Em vista disso, se convém inicialmente em definir o dominio de bases da tetracdo como

sendo R, e trabalharemos com a defini¢do de tetrag@o através de uma recursdo exponencial.

1.3 Tetracdo

Defini¢iio 1.3.1. Sejam a € R’ e n € N* quaisquer. Recursivamente definimos a tetrado a n

(ou a n-ésima tetragcdo de a, ou a ao tetrapoente n) como:
a:=a
n+l_ . "a

a.=a

Exemplo 1.3.2. Notavelmente, as primeiras tetragoes do niimero 2 sdo:

e 2=22=4;
o 2 =022=02=16;

o 9 =22=216_¢5563.

Ja, para o niitmero 3, as suas primeiras tetracoes sao:
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e 3=35%=27

o 3 =133=23Y =7625.597.484.987.

Agora, com o niimero 1:

e A=1"=1;
el =1"=1'=1;
e M =1"=1"=1

Perceba que as primeiras tetra¢oes das menores bases inteiras geram valores altissi-

mos.

A partir da defini¢do, entendemos que ela € apenas a formaliza¢do do procedimento

que desejavamos: elevar o nimero a si mesmo uma quantidade determinada de vezes.

Exemplo 1.3.3. Sejam a € R} e n € N*. A relagdo a seguir é verdadeira:

. <a“’“ )
n

Solucao 1.3.4. Vamos utilizar indu¢do matemdtica: Passo Base (n=1):

la=a= (a),.

Hipotese de Indugdo: Suponha que, para algum k € N*, tenhamos:

ul“ﬂ
kg = <a“ ) .
k

Passo Indutivo: Utilizando a definicdo de tetracdo e a Hipotese de Indugdo, temos:

( ol
X a“ > aa.,.”
k+1a:aa:a k:<aa

Portanto, a igualdade é verdadeira por inducdo. [ ]

k+1

O leitor talvez tenha se perguntado o porque de apenas utilizarmos inteiros positivos
como tetrapoentes. Na verdade, a partir da defini¢do de tetragdo, podemos tentar expandi-la e

defini-la para outros tetrapoentes:
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Observacao 1.3.5. Paran = 0:

0,
dl =ag=g=0,_

Portanto, como a € R, ¢é qualquer, a iltima igualdade s6 é verdadeira em todos os casos se:

1= %.
Paran =-1:
_ -1
610:12061: 1+1a_a a
Logo,
0= "la

Aqui, também considera-se a possivelmente igual a 1. Essa definicdo pode ser, em um
primeiro momento, contraintuitiva, uma vez que, quando se trata de exponenciacdo, expoentes
negativos significam poténcias de inversos multiplicativos, mas, quando trata-se de tetra¢do,

essa relacdo deixa de existir (apenas “zerando” o niimero).

Observacao 1.3.7. E importante notar que a tetracdo, da forma que definimos, consiste em
realizar a exponenciag¢do de “cima para baixo”. Com isso, queremos dizer que a seguinte

maneira de calcular estd em desacordo com a defini¢do[I.3.1}

n—1

"a = ((((a"))..)9, = (@), = a*

Essa maneira de realizar a tetracdo é reconhecida em alguns trabalhos, como por
exemplo, em (NEYRINCK,| ), em que se definem duas maneiras de realizar a operacdo, uma
delas sendo essa e a outra a forma como definimos aqui. Torna-se, entdo, importante ressaltar

que, nesse trabalho, ndo se estd tratando dessa maneira.

. A . 3
Exemplo 1.3.8. Ao calcular a terceira tetrapoténcia de 3, faz-se: 3 = 3%, mas vale notar que:

(3P =3 =3"£3" =3,

1.4 OQutras propriedades

A seguir, veremos que propriedades algébricas andlogas a propriedades da exponencia-
¢d0, ndo ocorrem na tetragdo. Primeiramente, lembraremos de algumas propriedades conhecidas

da exponenciagdo. Para isso, sejam a, b, c € R*. Entao,
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2. (ab)c = a%:

3. (a-b)f =a- b

Agora, todas as “propriedades” a seguir foram analisadas para tetragao, mas todas falham.
Exemplo 1.4.1. Sejam a € R e b,c € N*. Entdo, as afirmagdes a seguir ndo sdo necessaria-
mente verdadeiras:

1. %a = %" (inspirada na (1) anterior);

2. a) = Ya (inspirada na (2) anterior);

3. (d®) = a” (inspirada na (3) anterior).
Prova. (1) : 232 =2=2% 22" =2l6 =4% = (2)™.

(2) : X(R) = % = 4* = 256. Porém, Y2 = 0 =2'0 £ 256,

(3) : %(2%) = 4. Por outro lado: 2 = 16' # 256 = 4. -

Agora, firmamos a proposicao a seguir com intuito de esclarecer a ndo-negatividade da

tetracdo, sem precisar justificar a posteriori.

Proposi¢io 1.4.2 (Nao-negatividade da tetragdo). Sejam x € R’ e n € NU {—1}. Entdo,
"x > 0.

Ainda, se n > 0, entao "x > 0.

.~ n—1 L A .
Prova. Se n > 1, entdo, por definicio, "x = x"® é uma poténcia de x > 0. Logo, "x > 0. Se

n=0,entdo"x=1>0, logo"™ > 0. Sen=—1, entdo "x =0, logo, "x > 0. [ |

A partir da Proposi¢do anterior provamos o seguinte resultado. Ele pode soar contrain-
tuitivo (pelo menos para quando x < 1), mas decorreu da observacdo do grafico de funcdes de

tetracdo (posteriormente ird se definir essa no¢ao).

Teorema 1.4.3 (Desigualdade da Tetragdo). Sejam x € R} e n € N*. Entdo, "x > x. Mais

ainda, se n > 1 e x # 1, entdo "™x > x.

Demonstracdo. Pela Proposicdo anterior, como (n —2) € N U {—1}, temos " > 0. Caso
x € (0,1), a exponencial de base x é decrescente. Com isso, utilizando a definigcdo, e o fato de
que "~2x > 0, temos:

n—2
e = XU < x0 =1,
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_ n-1 .

Logo, ""'x < 1. Portanto, segue que "x = x * > x' = x. O caso x = 1 estd claro, e o caso
x € (1, o) prova-se analogamente ao caso x € (0,1). Além disso, paran > 1 e x # 1, temos
"2 > 0 que, como x # 1, similarmente implica em "™ > x (basta realizar as mesmas etapas do

caso x € (0, 1)). Portanto, a demonstracdo estd completa. [ |

1.5 Tetracdo Alternativa

Nesse trabalho, utilizamos uma defini¢@o de tetragdo conhecida, por Neyrinck como a

tetracdo de “cima para baixo”. Isto €,

Ou seja, calculamos, de cima para baixo, a“, e continuamos fazendo a elevado na a“ até che-
garmos em n “ases”. Na observagdo [1.3.7] vimos que havia uma outra maneira de se realizar a
tetracdo. O objetivo dessa secdo € analisar o comportamento de tal defini¢ao alternativa. Antes

de definir formalmente, vemos que, dados a € [Rj ene N*:

n—1

(((aa)a)...a)n — a(a~a~...-a)n_1 — aa

(em que ha n coépias de a). Vimos que essa maneira de realizar a tetracdo é simplificada pela

propriedade da exponencia¢do. Com essa relagdao encontrada, definimos:

Defini¢io 1.5.1 (Tetracdo Alternativa). Sejam n € N* e a € R A expressdo a seguir ¢ dita a

tetracdo alternativa de a por n:

n—1

t(a,n) ;= a°

Essa defini¢ao € abordada em (NEYRINCK ), como a tetracao de “baixo para cima”.

Exemplo 1.5.2. As primeiras tetracoes alternativas de 2 e 3 sdo dadas por:

0 1(2,1)=2""=2"=2'=2;

0 1(2,2)=2"" =2 =22 =4;

o 1(2,3)=2"" =2¥ =2% = 16;

o 1(2,4) =2 =27 =28 = 256;

e #(2,5)=22" =2% =26 = 65.536;
e 13, 1)=3""=3"=3"=3;

e 1(3,2)=3"" =3 =3 =27,

e 1(3,3) =3 =3¥ =3 =19.683;
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o 1(3,4)=3"" =3 =3 > 102,

Observacao 1.5.3. A tetracdo alternativa, ao contrdrio da tetracdo convencional, pode ser es-

. . . n—1 L
tendida sem quaisquer problemas para tetrapoentes reais. De fato, como t(a,n) = a* , e é

possivel calcular essa expressdo para qualquer n € R, estendemos a tetragdo alternativa para
R, fazendo:

Defini¢io 1.5.4 (Tetrag@o Alternativa Estendida). Sejama € R’ e x € R. Entdo, a tetragdo alternativa

de a por x é dada por:

ta,x)=a* .

Exemplo 1.5.5.

ta,)=a" =a* =a;

1 -1

#a,0) = a” " =a* = as,

A tetracdo alternativa, no limite, satisfaz propriedades que sdo constatadas a seguir:

Proposi¢io 1.5.6. Seja a € R’. As afirmagdes a seguir sdo verdadeiras:

1. Sea> 1, entdo:

Iim #(a,x) =1 e lim #(a, x) = 0.

X—>—00 X—>00

2. Se0<a< 1, entdo:

Iim #(a,x) =0 e lim #(a, x) = 1.

X—>—00 X—>00

Prova. (1) : Suponha que a > 1:

. . x—1 H x—1 —00
lim #(a,x) = lim a* =d'M-=9" =477 =40 =1.
X—=>—0 X—>—00
Ainda,
. . x—1 00
lim #(a, x) = ™= = ¢* = g% = c.
X—>00
(2) : Suponha que 0 < a < 1:
lim #(a,x) =a"" =a® =0.
X—>—00
Ainda,

lim #(a, x) = a® =d° = 1.

X—> 00

Queremos estudar a tetracdo alternativa nos casos em que a base se aproxima de 0 ou

€ muito grande. Para isso, precisamos dos lemas a seguir:
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Lema 1.5.7. Seja b € R. Entdo:

1. .
o0, se b > 0;
)}i_)rgloxb=<1,seb=0;
0, se b < 0.

2. _
0, se b > 0;
lim x" =11, se b =0;
o0, se b < 0.

Prova. (1): Caso b > 0: Seja M > 0. Tome N .= Mi e veja que:
x>N = x> Nl=(Mi)’ =M VxeR.

Portanto, x* > M sempre que x > N, donde lim x* = co. Caso b = 0: Apenas veja que

X—>00

lim x® = lim x° = lim 1 = 1. Caso b < 0: Note que x* =
X—>00 X—>0 X—>0

Lb, com —b > 0. Assim, utilizando
-
1 lim 1 1

X—>00

o item (1) e propriedades de limite, temos: lim x* = lim — = —222 _ = — = (.. Segue
x—00 x—o0o x7b lim_ _x?t oo

X—>00

que (1) é verdadeiro.

(2): Considere a seguinte mudanca de varidvel:

Logo, utilizando (1), conclui-se que:

o0, se —b>0;

lim x? = limy'b:< 1, se —b=0;
+
x—0 y—00

0,se —b<O0.

-

Portanto,

o0, se b < 0;

lim x* =31, seb=0:;

x—0t

0, se b > 0.

Como queriamos provar. [ ]
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Daqui para frente, vamos usar R := R U {+c0}, conhecido como o conjunto dos reais

estendidos.

Lema 1.5.8. Sejam f,g: R — R continuas e x, € R, tais que:

lim f(x)= L €R’ e lim g(x) = M €R.
X=X

X=X

Entdo,
lim f(x)$™ = LM,

X=X

Prova. Como L > 0 e f é continua, existe uma vizinhanga de x, ou um intervalo com extremo

aberto em +oo tal que f é positiva.

Agora perceba que, para x pertencendo, sem perda de generalidade, a vizinhanga ou ao
intervalo com extremo em +oo, utilizando a continuidade das fungcoes envolvidas e propriedade

de logaritmo:

In <lim f(x)g(x)> = lim In (f(x)!®) = lim g(x)In(f(x)) = M In(L) = In (L™).

X=X

X=X

Resumindo: In <lim f (x)g(")> = In (LM ) . Logo, da injetividade de In: lim f(x)$® = LM,
X=X

como queriamos provar. [ ]
Lema 1.5.9. Sejam f,g: R — R tais que:
lim f(x) = o0
e que alguma das hipoteses abaixo acontece:
1. lim g(x) = L € RY;

2. lim g(x) = oo.

Entdo,

lim f(x)*® = .

Prova. Suponha que (1) ocorre e seja M > 1. Existe N, > O tal que f(x) > M7 sex > N,.
Também existe N, > O tal que (|g(x) — L| < % se x > N,. Assim, g(x) — L > —%. Logo,

glx) > % > 0.7ome N :=max{N,, N,}, e perceba que, se x > N, entdo:

F)> Mi = fGF® > (MTF® > (M1)T = M.

Portanto,
x>N = f(x)*®>M VxeR.
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Logo,

lim f(x)*® = .

Agora, assuma que (2) ocorre, e tome P > 1 (sem perda de generalidade). Entdo, existe Q, > 0
tal que f(x) > P quando x > Q,. Também hd Q, > 0 tal que g(x) > P > 1 quando x > Q,.
Definindo Q = max{Q,, Q,}, temos:

x>0 = f(x)>PF = f(x)*¥ > (PFyE® > (PF)’ =P VxeR.

lim f(x)!™ = .

Teorema 1.5.10. Seja a € R. Entdo:

1.
) 1, sea>1
lim #(x, a) =
x=0% 0,sea<l;
2.
) 0, sea>1
lim #(x, a) =
= 1, sea < 1.

Demonstracao. Como x > 0 em ambas as andlises, escrevemos:

t(x,a) = = ( e]n(x))x”’l — X' Intx).
Portanto, por propriedade de limite e continuidade da exponencial, em qualquer andlise:
lim x4~! In(x)

lim#(x,a) =e

Assim, o problema se resume a avaliar lim(x*~! In(x)), e depois aplicar a exponencial.

(1) : Suponha que a > 1. Logo, a —1 > 0. Veja que, utilizando o Lema e

propriedades de limite:
lim x*" In(x) = <lir51+ x‘H) - (Jim In(x)) =0+ (~c0).
Vamos tentar formular esse limite de maneira que satisfaca uma indeterminagdo de L’Hopital:

In(x) _ >

lim x*'In(x) = lim
x—0* x—0* xl—a 0
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Entdo, utilizando L’Hopital:

1

. In(x . . 1 1
lim ) _ im ———— = lim x0Tl = -0=0.
x=0t xl=¢  x=0t (1 —a@)x™@  x=0t1—a l-a
Logo, se a > 1, entdo: lirgl t(x,a)=1.
x—=0+
Agora, se a < 1, entdo a — 1 < 0. Assim, pelo Lema |l.5.7| temos lir(r)l+ x* ' =1 ou
x—
lir51+ x*"! = 00. De qualquer forma, como lir(l)i+ In(x) = —o0, por propriedades de limites, temos:
X— X—>
lim x* ' In(x) = —c0.
x—0*
Dai,

lim t(x,a) = 0.
x—=0+

(2) : Suponha que a > 1. Perceba que lim x = oo e, pelo Lema|l.5.7} lim x*~" €

X—00 X—>00

R’ U {co}. Assim, utilizando o Lema temos:

lim #(x, @) = lim x* = oo.

X—>00 X—>00

Agora, assuma que a < 1, e note que, pelo Lemal[l.5.7}

In(x) _ o

lim x'In(x) = lim
XxX—00 x—oo xl-a o0

Logo, aplicando L’Hobpital e usando, novamente, o Lema [I.5.7} conclui-se que (vide o desen-

volvimento andlogo na afirmagdo anterior):

fim PO oy L e .0=0.
X—00 xl_a x—o0 | — @ 1—a

Donde,

lim #(x,a) = e’ = 1.

X—=>0
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2 Funcdes

Nesse capitulo, definimos as fung¢des cuja lei de formacao sdo as tetragdes, para maior

formalizag@o das investigagcdes a respeito da operacao.

2.1 Introducido

Definicao 2.1.1 (Funcdo Tetracional). Seja n € NU {—1}. Definimos a

funcdo tetracional de n-ésimo grau como:

fit R — R

x +— X

Observagio 2.1.2. Se f, é afuncdo de tetragdo de n-ésimo grau comn € N, entdo f,(R}) C RY.
(Lembre-se que "x > 0 Vx € R, n € N).

Antes de mais nada, vamos atestar a continuidade das fung¢des f, com a proposi¢do a

seguir:

Proposicao 2.1.3 (Continuidade das Funcdes Tetracionais). Seja f, uma fungdo tetracional.

Entdo, f, é continua.

Prova. Para n € {—1,0}, é obvio, uma vez que as tetracoes por —1 e 0 sdo constantes (0 e
1 respectivamente). Assim, seja f, tal que n € N*, e x € R’. Pela defini¢do de tetragdo,

estabelecemos a seguinte relacdo recursiva:

f[,(x)=x,sen=1;
£,(x) = x/19 sen > 2.

Como a fungdo identidade e exponencial de base x sdo continuas, pela relacdo recursiva,

assegura-se, indutivamente, que f, é continua, pois é composi¢do de continuas.

Agora enunciaremos alguns resultados que serdo importantes para a analise do sinal

das derivadas das funcdes de tetracdo. Primeiramente, lembre-se da “regra do exponente”:

j—x(x”) = nx"1

A proxima proposi¢ao ird verificar a existéncia de uma recursao entre as derivadas de tetragdes

de x, que é, nesse caso, a “regra do tetrapoente”.



Capitulo 2. Fungoes 27

Proposicao 2.1.4 (Regra do Tetrapoente). Seja n € NU {—1}. Entdo f, é diferencidvel, e sua

derivada é dada por

10 = 1,60 <1n(x) 1 D ))

Prova. Suponha n € N. Note que, utilizando a defini¢do e a Regra da Cadeia, temos: fr:(x) =

d . d "y _ d In()("'x) Y _ In()("x d n—1 _
a()C)_EGC( )>_E<e (0 >>_e (0 )E(ln(x)( x)) =

n—1 lx
= x"® ( (" x) + ln(x) (" ! ) <1n(x) ) . No fim das con-
X

tas, temos:

Su- ( )
F1) = f,(0) - <ln(x)f L0+
Como f_,(x) = 0 é diferencidvel e f, diferencidavel implica fk +1 diferenciavel (pela relagdo
recursiva), segue que que f, é diferencidvel, como queriamos. [ ]

Proposi¢do 2.1.5. 1. lim % = I;

x—0t

2. lim * = 0.

x—0+

Prova. (1) : Basta notar que lim > = lim x* = lim e"®* = eliM-0 X0 prg

x—0t x—0+ x—0t

1
) _ i X im—x=o.
x—0 —1/x2 x—0

hn(l)x In(x) = lim

x—0

il

Assim,
lim % = Moo r = 0 = 1,

x—0+

(2): Utilizando a definicdo e a continuidade das funcoes envolvidas, temos

hm X ln(x)

lim 3 = lim x* = lim e*"® = gx~0

x—=0 x—0 x—=0

Analogamente, avalia-se o limite do expoente (utilizando propriedades de limites):

liI%len(x) =1-(-—0)=—

Portanto,
3 lim % In(x)
hr%x = ex—0 =e *=0.
X—
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2.2  Comportamento

Com esses resultados em maos, vamos provar resultados acerca do comportamento das

fungdes de tetragdo.
Teorema 2.2.1. Seja n € N*. Entdo, f,, restrita ao dominio [1, o) é crescente.ﬂ

Demonstracao. Vamos mostrar que a restrigdo de f, é crescente utilizando indugdo matemd-

tica.

Passo base: (n = 1): Notar que, como f| é a identidade ( X=x),a Juncdo é crescente e é uma

bijecdo de qualquer conjunto em si mesmo, em particular, para [1, ) — [1, o).

Hipotese de indugdo: Suponha que, para algum k € N*, a restri¢do de f, em [1, 00) seja cres-

cente.

Passo indutivo: Provaremos que a restri¢do de f, ., a [1, ) é crescente: sejam x,y € [1, c0),

satisfazendo x < y.

Se x = 1, entdo, pelo Teorema temos:

fk+1(x) =x<y< k+1y = fk+1()’)-

2z

Se x > 1, entdo, pela Hipotese de Inducdo, como a exponencial de base x > 1 ¢é
crescente, pela recursividade das fungoes tetracionais, e pela propriedade de desigualdade de

poténcias reais de base positiva, temos:
x<y — fk(x) < fk(Y) = x/ < X < yfk(y) — fk+1(x) < fk+1(J’)-

Portanto, f,,, € crescente em [1, 00). Por indugdo matemdtica, f, é crescente em [1, 00).

Corolario 2.2.2. Seja n € N*. Entdo,

Iim " = 0.

X—=>0

Mais ainda, sob as hipoteses do Teorema anterior, a restri¢do f: : [1,00) = [1,00) (tal que
f:(x) = f,(x) Vx € [1, )]) é uma bijecdo.

Prova. Seja M > 1. Pela Desigualdade da Tetracdo, "M > M, dai, como f,(x) é crescente

para x > 1 (pelo Teorema anterior), temos:
XxX>M = x>"M>M = x> M.

Logo o limite diverge para infinito.

I Nesse trabalho, utilizamos o termo “crescente” no sentido estrito.
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Mais ainda, como [ é crescente, f é injetiva. Além disso, f([1,00)) = [1, 00), pois

fungées continuas levam conexo em conexoﬂ e lim( f:(x)) = 0.
X—>00

-1

Proposicio 2.2.3. O iinico ponto critico de f, é e'. Mais ainda, f, é crescente em (e , oo),

decrescente em (O, e‘l) e 2(e‘l) é o valor minimo global de f,.

Prova. Seja x, € R um ponto critico de f,. Entdo, di( f>(xy)) = 0. Pela Proposicdo|2.1.4|a
x

derivada de f, (lembrando que seu dominio é Ri ) é dada por:

f3x) = (n(x) + 1).

Assim, como 0 = fo(xO) = 2x0 (ln(xo) + 1). Dai, como 2x0 > 0, obtemos In(xy)+1 =0,
isto é,In(x,) = —1, ou seja, x, = e~'. Logo, e”" é o tinico ponto critico de f,. Para verificar que
e~! é ponto de minimo global de f>, note que fz'(x) > 0 se, e somente se, In(x) > —1, ou seja,
x>e L. Analogamente, fz’(x) < 0 se, e somente se, x < e~'. Assim, conclui-se que el ¢ ponto
de minimo global de f,. E, ppela andlise do sinal da derivada, os intervalos de crescimento e

decrescimento sdo, respectivamente, (e_l, oo) e (O, e‘l).

Finalmente, como e~ é ponto de minimo global de f,, o valor minimo global de f, é

/o (e_l) = 2(e_l), como queriamos provar. [ |

08
06
04

02

Figura 1 - Gréfico da funcio tetracional de grau 2 e seu tinico ponto critico.

Fonte: do autor (software GeoGebra).

2 Os conexos de R sdo os intervalos.
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Em destaque, no grafico acima, o ponto (e~',*(e™")), que é o ponto de minimo global.

Também foi possivel concluir a respeito do comportamento de f5:

Proposicao 2.2.4. A fungdo tetracional f é crescente em todo o seu dominio. (CHUN, 2014,
p-4)

Prova. Para provar que f; é crescente, provaremos que sua derivada sempre é positiva. Vamos

mostrar que f3'(x) > 0, para x € R%:

f3(0) =" <i(2x) In(x) + 2—") = <2x(ln(x) + 1)In(x) + 3) _
dx X X

=% ((ln(x) + 1) In(x) + 1) = 3¢ % (x(In(x) + D In(x) + 1) +.
X X

2

1
Como *x,*x, — > 0, basta provar que:
x

x(In(x) + 1) In(x) + 1 > 0.

Para isso, separamos problema em trés casos, e prova-se tal desigualdade em todos eles:

e x > 1: Se x > 1, entdo, como o logaritmo natural é crescente: In(x) > 0e In(x)+1 > 0.
Assim, x(In(x)+ )In(x)+1>1> 0.

e 0<x<e':Agora se0 < x <e”!, entdo: In(x) < =1 < 0e (In(x) + 1) < 0. Donde,
x(In(x)+ DIn(x)+1>1> 0.

1 1

e ¢ < x < 1: Finalmente, se e < x < 1, entdo —1 < In(x) < 0e0 < In(x)+1 <

1.Assim, como 0 < x < 1, temos In(x) < 0, e: xIn(x) > In(x). Disso e pelo fato de que

2
In(x)+1 > 0, temos x(In(x)+ 1) In(x)+1 > (In(x)+ 1) In(x)+1 = <ln(x) + %) +% > 0.

Assim, em todos os casos, f3’ (x) > 0 e portanto f é crescente e a prova estd completa.
|

Consequéncia 2.2.5. Nas mesmas condi¢oes da Proposicdo anterior, f; ndo possui nenhum

ponto critico e

é uma bijecdo.
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Prova. Como f3'(x) > 0 para todo x € [Ri (pela Prova da Proposicdo anterior), segue que

f3 ndo apresenta nenhum ponto critico. Para verificar que f; é uma bije¢do, note que, pelo

Corolario2.2.2

lim * = 0.
Pela Proposigdo[2.1.5]
lim % =0,

e como Rj é conexo e f5 é continua, f3(Rj) C [Rj é conexo (isto é, um intervalo da reta).
Concatenando os fatos, segue que f3(R}) = R’ (isto ¢, fs: R’ — R’ é sobrejetiva). Como,

. o~ . ” PR . 3 . * *
pela Proposi¢do anterior, f5 € crescente, segue que f5 é injetiva. Portanto, f; @ R} — R7 é

uma bijecdo, como queriamos provar. [ |

Figura 2 - Gréfico da func@o tetracional de grau 3 e seu comportamento crescente e bijetor.

Fonte: do autor (software GeoGebra).

2.3 Conjecturas

Conjectura 2.3.1. Seja f, uma fungdo tetracional. Entdo,

) 0, senéimpar;
hrn+ fu(x) =
x=0 1, semnépar.

(CHUN, 2014)



Capitulo 2. Fungdes 32

Motivacao. Em investigacoes utilizando o software GeoGebra, a afirmagcdo é intuitivamente
verdadeira. Na imagem a seguir, as funcoes que aparentam tender a 1 sdo as fungoes tetracio-
nais de grau par entre 2 e 10. As que aparentam tender a zero sdo as de grau impar entre 1 e
9:

12

0.8

04

02

-02
Figura 3 - Grdfico das fungées tetracionais de grau entre 1 e 10.

Fonte: do autor (software GeoGebra)

2.5

15

0.5

05 1 15 2

Figura 4 - Grdfico das fungoes tetracionais de grau entre 1 e 10, desampliado.

Fonte: do autor (software GeoGebra)
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Mais ainda, quando x tende a zero, podemos assumir, sem perda de generalidade, que

x estd no intervalo (0,e™°), isto é, no intervalo em que as subsequéncias pares e impares da

sequéncia ("x) convergem a valores distintos (os resultados acerca de sequéncias de tetracdo

estdo formalizados no Capitulo[3). Acredita-se que, a medida que x decresce, as convergéncias

das subsequéncias pares e impares se aproximam a 1 e a 0 respectivamente. A imagem a seguir,

ilustra isso. Para uma base b = — as coordenadas y dos pontos proximos de y = 1 sdo, justa-

mente, as tetracoes pares de b, e, as dos pontos proximos de y = 0, as impares. A seguir, temos

o0s pontos representando as tetragcoes de b = 30 pertencentes ao grdfico da fun¢do exponencial

de base b:

(LR

Agora, temos os pontos representando as tetra¢oes de ¢ =

Figura 5 - primeiras tetracoes de b = 30"
Fonte: do autor (software GeoGebra).

ﬁ, pertencentes ao grdfico da

funcdo exponencial de base c:
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[

0.9

08

0.7

0.6

0.5

0.4

0:3

0:2

01

1
Figura 6 - primeiras tetracoes de c = —.
8 p ¢ 500

Fonte: do autor (software GeoGebra).

Outra motivagdo é que, ao analisar os grdficos das funcoes de potenciagcdo de n-ésimo
grau, nota-se que as de grau par geram curvas que se assemelham a pardbolas (com (0, 0) sendo
o vértice) e que as de grau impar geram sempre fungoes crescentes com (0,0) sendo um ponto
de inflexdo (para n > 3). Acredita-se entdo que, de alguma forma, os tetrapoentes par/impar

estejam relacionados com o comportamento das poténcias par/impar.

A seguir, imagens ilustrando esses comportamentos:

4 -12 -1 -0.8 C -0.2 02 04 06 08 1 12

Figura 7 - Grdficos de fungoes de potenciacdo de grau impar

Fonte: do autor (software GeoGebra).
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414 12 14 _0&8 06 —04 -—02 O D2 04 D06 08 1 12 14

0.2 1

—0.4

Figura 8 - Grdficos de funcdes de potenciacdo de grau par

Fonte: do autor (software GeoGebra).

Tentamos, demasiadamente, demonstrar o resultado, mas ndo obtivemos sucesso. A seguir,

algumas das nossas tentativas.

Falsa Demonstragdo 1: Vamos mostrar a afirmacdo por indu¢cdo matemdtica.

Passo Base: Paran =1, f,(x) = x, e segue que lir(l)l+ f1(x) =0. Para n =2, o resultado segue
da (2) da proposigao[2.1.5]

Hipoétese de Indugdo: Suponha que a afirmacgdo seja valida para algum k > 2. Passo Indutivo:

Temos

k k.
fk+1(x) — k+1x =x*= eln(x)- x

Se k for par, entdo, segue que, pela continuidade das funcées envolvidas:

Entdo a afirmagdo é verdadeira para k+ 1, que é impar. Se k for impar, entdo, o seguinte limite,
é verdadeiro:

lim In() - X =0.
Logo,
lim In(x) - %
lim fiy (x) = ex=0" = =1.
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Assim, a afirmagdo é verdadeira para k + 1, que é par. Por inducdo matemdtica, a afirmagdo

deve ser verdadeira para todo n € N*. [ ]

O unico equivoco da falsa demonstracdo foi ter sé afirmado que o limite abaixo é
verdadeiro, para k impar:

lirrcl) In(x) - % = 0.

Esse limite foi investigado, e, de acordo com softwares, aparenta ser verdadeiro. Assim, o
problema se resume a provar esse limite para k impar. Se esse limite for provado, entdo a
conjectura é verdadeira. E claro que tivemos tentativas de demonstrar o limite, a seguir uma

delas.

Lema: Seja n € N*. Entdo, em condicdes de que lir% "x = 0, a afirmagdo a seguir é verdadeira:
X—>
lim "x In(x) = 0.
x—0
(Obs.: estamos considerando a tetracdo em bases reais positivas, logo esse limite é analisado

apenas pela direita.)

-1

Falsa Prova do Lema: Note que, para x < e” ", temos In(x) < —1. logo, pela desigualdade da

tetragdo, temos:
x> x = "xIn(x) < xIln(x) = —"xIn(x) > —xIn(x).
Outrossim, como In(x) < —1, e "x > 0:
—xIn(x) < —"x
Assim, temos que, para todo x € (0, e 1:
—xIn(x) < “"xIn(x) < — "x.
Pelo Teorema do Confronto, como: XIE(I)1+ xIn(x) = xlggl+ x = 0, segue que XIE(I)1+ —xIn(x) =
— Xlirgl+ xIn(x)=-0=0=— xlim+ "x = xlir(r)1+ —"x. Logo, xlil’(l)lJr —"x In(x) = 0. Mas, assim:
xlir(r)1+ " In(x) = — Xlirgl+ —"xIn(x) = -0=0.
Portanto, a afirmagdo é verdadeira. [ |

O erro da falsa prova acima foi a afirmacdo seguinte: “como In(x) < —1 e "x > 0:

—"xIn(x) < —"x” Na verdade, a desigualdade deve ocorrer no sentido contrdrio.

Falsa Demonstragao 2:

Como estamos avaliando o limite em x — 0%, podemos considerar, sem perda de
generalidade, x € (0,e™°). Assim as subsequéncias impar e par de ("x) convergem para valo-

res distintos, pela Prova da Proposi¢do [3.1.13] Mais ainda, todos os termos da subsequéncia
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1 1

dos impares ficam menores que e, e os da subsequéncia dos pares ficam maiores que e~ .
Seja g a funcdo construida na demonstracdo da convergéncia das sequéncias de tetracdo. Pela

caracterizagdo da convergéncia das sequéncias de tetracdo, precisamos que alguma das sub-

1
sequéncias par ou impar convirja para b, em que x° = b. Logo, x = bt. No entanto, veja
. Ll . In —00 1
que: lim g(y) = lim y>» = lim ¢"”>. Mas, lim W _ - _ —00 (—) = —00:00 = —00.
y—0* y—=0+ y—=0+ y=0+ o+ o+
. . In)?! li 1) - ,
Logo, 11%1+ gly) = 11r(1)1+ "V = M-0r T = o7 — () Agsim sendo, quando y — 07, temos
y= y=

g(y) = 0. Logo, para x — 0%, temos x = b% = g(b) - 0. Como g é continua, estritamente

crescente em (0,e71), e lin& g(y) =0, temos g (O, e_l) = (O, g (e_l)) = (0, e™°). Assim, quando
y—)

x = g(b) = 0, temos b — 0. Nisso, o limite b de uma das subsequéncias (par ou impar) deve se

b

aproximar de zero, e o da outra, deve ser x° — XX =1 Agora, como os termos da subsequén-

cia dos pares ficam todos menores que e

e sdo, é necessdrio que o seu limite seja menor ou

igual a e'. Como os candidatos a limite da subsequéncia dos impares para x — 0 sdo 0 e 1,

é necessdrio que seja 0, uma vez que 0 < e~' < 1. Donde, a subsequéncia dos pares converge

para 1. Logo, para n € N* impar, temos xlg(l)l "x = 0. De fato, a subsequéncia das tetragoes

impares de "x, quando x — 0%, converge para 0, portanto "x — 0, para todo n impar sempre

que x — 0%. Analogamente, para n € N* par, lingnx = 1. (basta trocar O por 1 no argumento
X

anterior, com excecdo do 0" de “x — 0%”). Portanto, o resultado segue. [ |

A falha na demonstragdo estd no inicio, em que se afirma: “precisamos que alguma
1
das subsequéncias par ou impar convirja para b, em que x = b. Logo, x = b+ ”. De fato, as
A . . ~ . ~ a .
subsequéncias pares, na realidade, sdo definidas pela recursdo a,,, = f(a,) = x*". Assim, se

P . . A . b
b é o limite de uma das subsequéncias, temos x* = b.

Outra tentativa de demonstrar:

Sabe-se que, nas condi¢oes da Falsa Demonstragdo 1, é possivel provar que se a afir-
magdo vale em k par, entdo vale em k + 1 impar. Agora, restaria apenas provar o caso em que
k é impar (k > 3). E dado como conhecido que a Indugcdo Matemdtica é equivalente a Indugdo
Forte, e iremos assumir que a afirmagdo é verdadeira para todo m € N tal que m < k. Inicial-
mente, veja que: **'x = x X = (eln(x))kx = "™, Donde, por propriedades de continuidade do
limite:

lim (¥'x) = efimeor (5100),

x—0+

Portanto, o problema se resume a provar que 1i1’(I)l+ “x1n(x) = 0. Perceba que:
X—

) . In(x) —00 —o0
lim % 1 =1 = = .
)CE’(I)!r X H(X)) xir(l)l*' 1 1 (89}

kx 0

Em que utilizamos a hipotese de indugdo para fazer 1ir(1)1+ kx = 0% (lembre-se que *x > 0 para
X—
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todo x > 0). Logo, pode-se utilizar L’Hopital para avaliar tal limite. E o que fazemos a seguir:

. . In(x)
k _ _
Jig ClnGey = Jig 1 =
ky
d
—(In(x))
— im %X _
()
dx \kx
1
= lim —*— =
x—=0t 4k
(%)
(kx)?
= lim — ()’
x—0t k—1
xkx <i(k—1x) In(x) + _x>
dx X
k
= lim — X
x—0t

x—(k1x)In(x) + ¥ 1x
dx

Disso, da hipétese de indugdo forte, e de propriedades de limites, segue que:

: kx 0
11r(1)1+ - = — T
U x—(*1x) In(x) + k- 1x ¢t

dx

lir(r)l+ 5 In(x) =

=0 se, e somente se, c existe

Em que ¢ = lim xi(k_lx) In(x). Nos acordemos que —
x=0t dx c+1

e ¢ # —1. Portanto, o problema se resume a provar que a expressdo x%(k_lx) In(x) A —1
quando x — 0%, e deve tender a qualquer outro valor, até mesmo +co. Para verificar que
xj—x(k_lx) In(x) A~ —1 quando x — 0%, uma vez que temos In(x) — —oo, sabe-se que In(x) <
0 para x suficientemente proximo de zero. Logo, basta verificar que, para x suficientemente

proximo de zero, tenha-se d—(k_lx) < 0. Assim, como x > 0, teriamos xd—(k_lx) In(x) > 0
x X

para x suficientemente proximo de zero, donde xdi(k_lx) In(x) A~ —1. E di(k_lx) < 0 por sua
vez, aconteceria se, para x suficientemente préxin;co de zero, f,_, (fungdo );etracional de grau
k — 1) fosse decrescente. Logo, o problema se resume mesmo a provar que f,_, é decrescente
em (0, a) para algum a € R’. Alternativamente, como

lim xIn(x) =0,

x—0+

pode-se provar que a derivada de f,_, é limitada em alguma vizinhanga de O, isto é, que existem
M, s € R’ tais que:
0<x<é6 = |f,_ (0| <M.

Mais uma tentativa de demonstrar: E possivel que o leitor tenha pensado em avaliar tal limite

utilizando a defini¢do. Suponha, por Hipotese de Indugdo, que o limite seja verdade para algum
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n € N* impar. Agora, queremos mostrar que a afirmagcdo vale para n + 1. Por hipotese de

indugdo, temos, por defini¢do, o seguinte: Para todo € > 0, hd 6 > 0 tal que:
O0<|x-0]<é6 = |x—-0|<e.
Pela avaliagdo do limite pela esquerda (isto é, para x > 0), temos, equivalentemente:

0<x<é6 = "x<e.

Agora, queremos provar, formalmente, que 1im ("*'x) = 1. Ou seja, que, para todo € > 0, hd

x—0+

0 > 0 tal que:
0<x<dé = |"x—-1|<e.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que esse 6 < 1, assim:
0<x<6<1l = "x<l = "x-1<0 = |"x-1]=1-",

Nisso, |""'x — 1] <e = 1-""x <e = 1 —¢ <"!x. Logo, pode-se provar, equivalente-
mente, que:

0<x<6 = "x>1-¢.

Assim, pela Hipotese de Inducdo, pode-se pensar em tomar 6 tal que 1 > 6 > 0e 0 < x <

n . . .
6 = "x < e. Desse modo, x™ > x*, pois x < 1. Assim, precisamos mostrar que:
xf>1-—e.

Ou, ainda, pelo menos encontrar a > 0 tal que x* > 1 — €. Supondo 0 < € < 1, obtemos

O0<l-ex1
In(1 —¢)

In(x)
In(1 — &)
In(x)

x*>1—-¢ = a<log(l—¢)=

Mas, lir(l)l+ <ln(1 —e)-L> = In(1 —5)-L =0 = Ilim <

In(x) -0 x—0%
In(1 —¢)

) = 0. Ou seja, é

impossivel encontrar tal a > 0 pois a < log (1 —¢) = — 0 quando x — 0, ou seja,

a < 0 (pois, nesse limite, x estd tendendo a zero).
Conjectura 2.3.2. Seja f, uma fungdo tetracional, com n € N*. Entdo, as afirmagoes a seguir
sdo verdadeiras:

1. Se n é impar, entdo, f, é estritamente crescente e ndo possui nenhum ponto critico;

2. Se n é par, entdo, f, possui um tinico ponto critico e um comportamento inicialmente

decrescente e depois crescente, sendo esse ponto critico um ponto de minimo global.

Motivacao. Também veio da observacdo dos grdficos, e pelo fato de ela ser verdadeira para
n € {1,2,3}. (Lembre-se que f, é a identidade, logo, é trivialmente estritamente crescente sem

possuir pontos criticos).
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3 Sequéncias

Com viés de compreender alguns comportamentos ainda mais especificos da Tetracao,
e aumentar o ferramental para futuras investigacdes, nesse capitulo temos a intencdo de investi-
gar afundo sequéncias envolvendo a operagdo. O Apéndice[A.T|apresenta defini¢des e resultados

envolvendo sequéncias.

3.1 Torre de poténcias

Defini¢o 3.1.1. Seja x € R’,. Definimos para tal x, a sequéncia ("), tal que:

ne = x(TY yp e NF

Note que essa sequéncia corresponde exatamente as tetracdes de x, em que o termo de
indice n € exatamente a n-ésima tetracdo de x. A ideia dessa sec¢do € encontrar o intervalo de
convergéncia de ("x). Isto é, responder a pergunta: “para quais valores de x a sequéncia ("x)

converge?".

Observacao 3.1.2. Nas condi¢coes da Definicdo acima, seja f, : R — R definida por f.(y) =

"Hx = f (™). Logo, pelo Lema

x¥. Note que f, é continua e, pela definicdo da sequéncia:
se x, converge para a € R, entdo a = f _(a) = x°. Ou seja, x* = a. Essa relacdo serd

frequentemente utilizada para identificarmos os possiveis pontos de convergéncia de ("x).

Observacao 3.1.3. Note que, se x > 1, entdo ("x) é ndo-decrescente. Isso é verdade, pois, uma

n+lx

N w1 . .
vez que x> x, e"™x > "% implica x> X isto 6, " > . Ou seja:

" <"y Vn e N*.

Com a proposicdo a seguir, determinamos o intervalo de convergéncia de ("x) para
x>1.

Proposicao 3.1.4. Seja x € [1, 00). Entdo, x € [1, eg] se, e somente se, ("x) converge.

Prova. Suponha que x € [1, eé]. Vamos provar que "x < e, para qualquer n € N* utilizando

inducdo matemdtica.

Passo base (n=1): Sabe-se que eé < e, pois l < 1. Assim, como x € [l,eé], segue que
e

X = x < e, ou seja, é vdlido para n = 1.

Hipétese de indugdo: Suponha que, para algum k € N*, seja vdlido que *x < e.
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. . ’ ~ k
Passo indutivo: Como x > 1, temos que f, é ndo decrescente, logo*x < e e, portanto, x* < x° <
1\¢ e . k . A
<ee ) =e: = e. Assim, “x = x* < e, a afirmagdo é vdlida para k+ 1. Segue que a sequéncia

¢ limitada superiormente por e. Logo, ("x) é ndo-decrescente e limitada superiormente. Segue,

pela primeira afirmagdo do Lema que ("x) é convergente.

Reciprocamente, assuma que ("x) converge para a € R. Pela Observacdo temos
1

x% =a, ou seja,a> 0 e x = aa.

1
Defina g : [Ri — R dada por g(y) := y», e vamos encontrar os pontos criticos de g.

Derivando g, obtemos, pela regra da cadeia:

, Wt | mept (11 In(y) L1
g(y):(el (y)y> =e1 (y)y.<___ >=yy <?(1—ln(y))>

yy )y

Logo, se y é um ponto critico de g, temos:
1
Pl -In(y) =0 < l=In@y) < y=e.
Também,
<0 = 1-ln())<0 < 1<In(y) < y>e.

Analogamente,
g >0 < y<e.

Por essa andlise do sinal da derivada, segue que e é o iinico ponto de maximo global de g. Logo,
1 1
o valor mdximo que g atinge é g(e) = e«, isto é, g(y) < e paratodoy € [Rj. Como temos que
1 1 1
x = a« = g(a), segue que x < e<. Disso, e como x > 1, segue que x € [1,e<] e a prova estd

completa. [ ]

Em seguida, vamos analisar o caso em que x € (0,1). O lema a seguir garante que

todos os termos de ("x) permanecem em (0, 1):
Lema 3.1.5. Seja x € (0,1). Entdo, "x € (0, 1) para todo n € N*.

Prova. Passo base (n=1): Temos 'x = x € (0, 1).

Hipotese de inducdo: Assuma que "x € (0, 1), para algum n € N*.

Passo indutivo: Primeiramente, "x > 0 para todo m € N* (pela Proposi¢cdo . Assim, como

x € (0, 1), utilizando que a exponencial de base x é decrescente, obtemos:
0<™x = xX">x" = 1> "k,

Logo, "'x € (0, 1). Portanto, o resultado segue por inducdo. [ ]

Agora, com esse resultado em maos enunciamos um lema:
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Lema 3.1.6. Se x € (0, 1), entdo, as subsequéncias impar e par de ("x) sdo, respectivamente,

crescente e decrescente. Isto é:
X< X3 <Xs< .o € Xy>Xy>XgD> ...

Muais ainda, (*"*"'x) e (*x) ambas convergem.

Prova. Utilizaremos Inducdo Matemdtica para provar que, para todo n € N*, "x < ""x se n é

impar e "x > ""’x se n é par.

Passo base:(n=1): Pela Desigualdade da Tetra¢do, como x # 1, segue que

X=x<X.

Hipotese de indugdo: Suponha que, para algum k € N* a afirmacdo seja verdadeira. Ou seja,

se k for impar, entdo *x < **x. Caso contrdrio, a desigualdade acontece no sentido contrdrio.

Passo indutivo: Vamos fazer o passo indutivo em duas etapas. Primeiro, caso k seja impar, e,

depois, caso k seja par. k é impar: Lembre-se que a exponencial de base x, nas condicoes desse

lema, é decrescente, logo:
k. k+2.
e < = x> xT = Ry 5 kS o (el

Logo, a afirmacdo é verdade para k+1, que é par. k é par: Veja que, analogamente, se *x > **,
entdo *tx < ¥ = D2 Agsim, a afirmacdo é verdadeira para k+ 1, que é impar. Portanto,
por Inducdo Matemdtica, a afirmagdo vale para todo n € N*, logo, as subsequéncias impar e

par sdo crescente e decrescente respectivamente.

Mais ainda, as subsequéncias ambas convergem. De fato, pelo Lema anterior, ambas
as subsequéncias sdo limitadas inferiormente e superiormente por 0 e 1 respectivamente. As-

sim, como temos uma das subsequéncias ndo-decrescente e outra ndo crescente, segue, pela
Proposicdo que ambas convergem.

Proposicao 3.1.7. Seja x € (0,1), a = lim(x,,_,) e b = lim(x,,) (esses valores existem pelo

lema anterior). Entdo:

Prova. Como f, é continua, temos:

b= lim(x) = i (£, ) = £(lim(es, ) = £(0) = .

b=

Analogamente, prova-se que x° = a.
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Observacao 3.1.8. Nas condicdes da Proposicdo anterior, temos:

Com isso, temos que a e b sdo os limites das subsequéncias impar e par de (a,) apenas

se forem raizes da funcao real dada por
h(y) :=y—x°.

Isto é, apenas se h (a) = h (b) = 0. Entdo, se A, admitir uma Gnica raiz, seguira que a = b,
e, logo, ("x) convergird, pela afirmacao (3) da Proposi¢ao Logo, o problema se resume
a analisar as raizes da fungdo A,. Utilizaremos essa analise para provar a convergéncia das
sequéncias de tetracdo no caso 0 < x < 1. Para isso, precisaremos das ferramentas dos proximos
resultados que iremos enunciar e provar. Esses resultados foram retirados de (SILVA; SANTOS;
SOARES;, 2020).

Lema 3.1.9. Sejam x € (0,1), ¢ : R — R dada por ¢(y) := ye’, ey, : R — R* dada por
v, () :=xIn(x). Entdo, as afirmagbes abaixo sdo verdadeiras:

(1) —1 ¢ o @inico ponto critico de ¢, e —e™" é o valor de minimo global de ¢;

(2) y, é bijetiva.
(Obs.: Utilizamos a notacdo R* := (—00,0). Lembre-se que 0 < x < 1, entdo In(x) < 0. Sendo
assim, y,. estd bem definida.)

Prova. (1): Para analisar o minimo de ¢, analisamos os pontos criticos. A derivada de ¢ é

@' (y) = e’ + ye¥ = (y + 1)e’. Logo,
P)=0 = (+1D'=0 < y+1=0 < y=-1.
Assim sendo, —1 é o unico ponto critico de ¢. Também temos:
PN>0 = y+1>0 < y>-1.
Analogamente,
Pd()<0 = y<-1.

Logo, ¢(—=1) = —e~! é o valor de minimo de Pp(R).

(2): Ndo é de dificil verificacdo, uma vez que y, é inversivel de maneira simples. De

fato, note que

_ _Z _ — _z
z=x"In(x) < oo x¥ < y=log, <1n(x)> .
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Agora, definay’ : R” — R pory(y) :=log, <1(L)> Basta notar que w oy = Idp. e que
n(x -
w oy, = Idy. Paraisso, tome y € R*. Entdo:

(W ow ) = w, (W () = v, <log" <1n;(vx)>> i

y
n(x)

= xlogx(ﬁ) ln(_x) =

In(x) = y = Idg. ().

Agora, dado y € R, temos:

(W oy ) = w (v, () = w (x"In(x)) =

71
—tog, (200 —tog, () =y = 10,0

Como vy, possui inversa a esquerda e a direita, y, é bijetiva, como queriamos. [ ]

Proposicao 3.1.10. Sejam x € (0,1) e h, : R = R a fungdo dada por h (y) = y — x*. Se
x € [e7%, 1), entdo h, é injetiva.
Prova. Calculamos a derivada de h:

R (y) = diyhx(y) = diy(y -x)=1- diy (el“(")xy) =1 — e"™* (In(x)x” In(x)) .
Nas condigoes da segunda afirmagcdo do Lema anterior, como y, é bijetiva, é possivel fazer,
sem perda de generalidade, a mudanga de varidvel z := y (y) = x” In(x), ou seja, y = u/;l(z).
Note que:

n () =h (v '(2)) =1 - ze* In(x).

Como temos x < 1, segue que In(x) < 0. Disso e da afirmacdo (1) do Lema anterior, temos:

ze* > —e”

= zefln(x) < —e'ln(x) = —ze*In(x) > e~ In(x).
Logo,
R (w.'(z)) =1-ze*In(x) > 1 + €' In(x).

Primeiramente suponha x > e”°. Entdo, temos In(x) > —e. Assim, nesse caso:
Ry l2)=1-zen(x)>1+e ' In(x)>1+e'(-e)=1-1=0.

Logo, h; (wx_l(z)) > 0. Como t//x_l é bijetiva, temos que, para esses valores de x, h, é estrita-
mente crescente, portanto, h,. é injetiva. Nos resta analisar o caso em que x = e”°. Nesse caso,
temos:

Ky (z)=1-zInx) =2 1+e ' In(x)=1+e'(—e)=1-1=0.

Assim, h; (q/x_l(z)) = 0. Entretanto, pela afirmag¢do (1) do Lema anterior, hd um tinico valor z,

tal que zye™ = —e™', sendo e esse valor z, = —1 (o tinico valor em que a iiltima desigualdade
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ndo ocorre no sentido estrito). Como z = y.,(y), e y, é bijecdo, temos que hd um tinico valor
Yo € R tal que . (y,) = —1. Logo, y = y, é o tinico ponto em que h;(y) = 0, ¢, de resto,
h;(y) > 0. Assim, h, é estritamente crescente com exce¢do de um uinico ponto, donde h, é

injetiva. Assim, segue que h, é injetiva sempre que x € [e°, 1). [ ]
Consequéncia 3.1.11. Seja x € [e”°, 1). Entdo, ("x) converge.

Prova. De fato, como x € [e”*, 1), segue, da Proposi¢cdo anterior, que h, é injetiva, e, portanto,

admite uma tinica raiz. Logo, pela Observagdo[3.1.8] segue que ("x) converge. ]

Resta-nos verificar que, se x € (0, e™°), entdao ("x) ndo converge. Para isso ira se fazer
uso do seguinte lema. Tal lema utiliza (SILVA; SANTOS; SOARES| 2020) como referéncia.

Lema 3.1.12. Sejam x € (0,1) e h, definida como na ultima Proposi¢do. Entdo, as seguintes

afirmacoes sdo verdadeiras:

1. Ser € Rétal quer > e™!, entdo x* > e~! para todo x € R \ {e_% };
2. Se0 < x < e entdo h (e)#0.

Prova. Seja r > 0 qualquer, e defina a seguinte funcdo (a depender de r, assim como h, é
dependente de x):
i R — R
x — x°.
(1) : Vamos calcular a derivada de j, e analisar o sinal:

v d | d
J,(X)=E(X )=—

L (o) = o L)) =

= x¥ (x_ + ln(x)rx"1> = x""'x¥(1 + rn(x)).
x

Logo,
. -1 -t
J0)=0 = 1+rin(x)=0 < In(x)=— < x=e7.
r
1
Assim, e é o uinico ponto critico de j,. Agora, analisamos os intervalos de crescimento/de-

crescimento:

j;(x)>0 = 1l+rln(x)>0 < rin(x) > -1 < In(x) > -1 == x>e_%.
r

Analogamente,
1

Jl(x) <0 &= x<er.

1 1
Sendo assim, e”r é o tinico ponto de minimo global de j.. Ou seja, j.(x) > j.(e r) para todo

1 1
x #e r. Logo, ser > elexeR \ {e_? }, entdo:

! r Lty g _1 o L
J(x)>j.(e7r) = x¥ > (e )T = (e7r)e ‘= w = XV >eu.
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Mas, note que:

Assim sendo, temos
x" -1 -2 -1
X' >e o 2>e e=¢ .

. r —
Ou seja, x* > e I

(2) : Seja x € (0,e™°). Perceba que, para r = e, temos: et = e o = e Pela

afirmagdo (1), segue que:

—1
r e _
X =x >el.

e 1 e 1
Lembre-se que el —x¥ = hx(e_l). Logo, hx(e_l) =e ' —x¥ <0, ouseja, hx(e_l) #0,¢eo0

resultado segue. [ ]

Nos resta uma tltima proposi¢ao para que, no proximo teorema, garantimos o intervalo
de convergéncia das sequéncias de tetragdo. Nela, ird se fazer uso do dltimo lema, e concluir a

respeito da divergéncia quando x € (0, e™°):
Proposicao 3.1.13. Seja x € (0,e™°). Entdo, ("x) diverge.

Prova. Vamos provar que, nesse caso, as subsequéncias pares e impares convergem para valo-
res distintos e, pelo item (3) da a sequéncia ("x) deve divergir.

Para isso, considere a seguinte afirmacdo:
Afirmagdo: Sejam m,n € N*. Entdo:

2m—lx < e—l < 2nx.

Justificativa: Primeiro, vamos provar que *x > e~ por inducdo.

Passo base (n=1): Perceba que:
e = 2y = x" > el

(Lembre-se que, nas condicoes do Lema anterior, a desigualdade segue pois temos r = 1 e

e

x # e\, pois x < e™® < e7\.) Logo, a afirmagdo é verdadeira para n = 1.

Hipétese de indugdo: Suponha que, para algum k € N*, tenhamos **x > e

Passo indutivo: Seja r = **x, e veja que:

2(k+1).

2k+1 (Zkxy -
x:2k+2x:x( x):xx = x*.

Assim sendo, estamos nas hipoteses do lema anterior, pois, nessas condigdes, temos r = **x >

- . 1 - -1 _1 .

e ! assim, —— > —e e, como x < e™° < er, temos que x # e +. Logo, pelo Lema, consegui-
r

mos.

2y _
2ty = X5 5 o]



Capitulo 3. Sequéncias 47

1

x < el

Logo, a afirmagdo, por inducdo, vale para todo n € N*. Agora, vamos provar que ™

De fato, veja que, para m = 1, temos:

1

=l = Iy =x<e®<el,

Jd, para m > 2, como provado anteriormente, *"~>x > e~ (pois 2m — 2 ¢ par).

. 2m— -1 . —
Assim, como 0 < x < 1, temos que x X < x°. Disso, e como x < e”°, temos:

2m—1

x < el

_ _ 2m—2 -1 | _
2mlx=2m1x=x( x)<xe <(ee)e =e1 s

Assim, a afirmacdo é verdadeira. Disso, e pelos itens (1) e (2) da Proposi¢cdo

temos que *"~'x — a e *x — b, e sabemos que *"'x < e™' < *x acontece para todo n € N*,

e implica que a < e~ < b. Ora, mas pela afirmagdo (2) do Lema anterior, e pela Observagdo

temosa# e 'eb#e ! (pois h.(a)=h,(b)=0# hx(e'l)), logo:

a<el<bhb = a<b = a#b.

Assim, as subsequéncias pares e impares convergem a valores distintos, e, pela equi-

valéncia supracitada no inicio da prova, segue que ("x) diverge, como queriamos provar. |

Finalmente, jutando todas os resultados dessa se¢do, torna-se possivel estabelecer o

seguinte Teorema acerca do intervalo de convergéncia das sequéncias de tetragao:

e

1
Teorema 3.1.14. Seja x € R’ Entdo ("x) converge se, e somente se, x € [e”*, e*].

3.2 Tetracdo no infinito

Com o que ja temos em maos, ja podemos pensar em definir o que seria a tetracao

infinita de um ndmero. Inicialmente, para esse feito, apresentamos a seguinte proposicao:
Proposicao 3.2.1. Seja x € [1,00), e n € NU {—1}. Entdo,
n+1x > e
Ou seja, ("x), é ndo-decrescente. Mais ainda,
mhe =y = x=1.
Isto ¢, ("x) é crescente se, e somente se, x > 1.

Prova. Cason € {—1,0}, temos:
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Agora, caso n € N*, é possivel utilizar indugdo. Perceba que, aplicando a exponencial de base
x dos dois lados, temos:

x>1 = xX>x = X >x.

Assuma, como Hipétese de Indugdo, que ™'x > ™, para algum m > 1. Logo, pelo mesmo

argumento, como x > 1, temos:
") > x™ = M2y > mrly
Segue que ""'x > "x. Mais ainda, é claro que
x=1 = "I ="

Agora, assuma que ""'x = "x e suponha, para obter contradicdo, que x > 1. Isso é uma
contradicdo se n € {—1,0} (pois 'x =x>1=%=1+#0="x) e segue que n € N*. Assim,
temos:

e = = x™ = xTY = = ",

(Lembre-se que, como x > 1, a exponencial de base x é injetiva). Analogamente, temos:
M — n—lx > n—lx — n—2x

Repetindo o mesmo processo até que se chegue a *x do lado esquerdo, conclui-se o seguinte:

=%=1 = x=1.

que é uma contradigdo (supusemos que x > 1). Logo, é necessdrio que x = 1, como queriamos

provar. [ ]

Corolario 3.2.2. Se x € <e§, oo), entdo:

lim x = oo.

n—o0

Prova. Primeiramente, pela Proposicdo anterior, temos que ("x) é ndo decrescente, e, pelo Teo-
rema|3.1.14} ("x) diverge. Logo, nesse caso, {"x} ndo é limitado superiormente. Caso contrdrio,

pela afirmagdo (1) da Proposi¢cdo como ("x) é ndo decrescente, ("x) seria convergente.

Seja M > 0. Entdo, como {x,} ndo é limitado superiormente, existe N € N* tal que
Nx > M. Como ("x) é ndo decrescente, temos que, sen € Nen > N, entdo "x > N > M.
Assim:
n>N = x> M.

Portanto, lim x = oo. [ |

n—>o0

Observacao 3.2.3. O limite das sequéncias ("x) (em RU {+o0}) é bem definido (sendo um valor

e e

finito ou infinito) se, e somente se. x € [e”°, ). De fato, se x < e”¢, pela prova da Proposi¢cdo

3.1.13} as subsequéncias pares e impares convergem a valores distintos, logo, ("x) ndo tem limite
bem definido.
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Essa Observacdo motiva a defini¢do a seguir.
Definicao 3.2.4. Seja x € [e™%, ). Definimos:

“x ;=lim"x € RU {0}.

Proposicao 3.2.5 (Cota Superior para as Torres Convergentes). Seja x € [e‘e, eé]. Entdo:
“x <e.

Prova. Note que ("x) converge pelo ultimo Teorema, e seja R 2 b := ®x. Pelo Lema
x* = b. Logo, x = b;'r, e b > 0. Considere a fungcdo g dada por g(y) = yi, com dominio em
IR:. Logo, x = g(b). Ainda, como g possui apenas dois intervalos de crescéncia e decrescéncia,
a pré-imagem g~ ({x}) consiste de, no mdximo, dois elementos. Ou seja, hd até dois valores
b,,b, € Ri (ndo necessariamente distintos) tais que g(b,) = g(b,) = x, com b, < b,. Ainda, se
b, < b,, entdo b, < e < b,. Isso ocorre pois, os intervalos de crescimento e decrescimento de

gﬂxdo, Justamente, crescente em (0, e] e decrescente em [e, o).

Caso x € [e™°, 1] perceba que g restrita a (0, e) é crescente, g restrita a (e, o0) é de-

1
crescente e lim g(y) = lim y» = 1.
y—00 y—00

Dado y € (e, o) temos, pelas afirmagoes notadas pelos itens acima, que g(y) > 1.
Logo, g(y) # x para cada y € (e, ). Sendo assim, g~'({x}) é unitdrio (pois o inico outro
valor possivel se encontra no intervalo em que g é crescente), entdo b, = b, = b. Assim, b < 1.

De fato, caso contrdrio, teriamos
1 1
b>1 = x=bv>1 =1.

que é uma contradigdo, logo b <1 <Le.

1
Caso x € <1, ee]: se tivermos b, = b, = b, entdo, b = e pois, como g é crescente em

1 1
(1, e) e decrescente em (e, ), ¢ lim g(y) = 1, g(e) = e« é o tinico valor em <1, eZ] tal que sua
y—00

pré-imagem é unitdria. Segue que, dentro desse caso, b < e.

Agora, caso b, < b,, seja ¢ := min{b,, b,} e vamos mostrar, por indugdo, que "x < c,

para todo n € N*. Primeiro,
1
l<x=cc = ¢c>1°=1 = ¢>1.

(lembre-se que ¢ € g~ {x}}). Assim, iremos usar a propriedade da exponencial crescente de

base c e, também, de base x > 1.

' Essa fungdo apareceu na prova da Proposi¢io
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Passo Base (n=1):

1

! X < c.

1
x=x=ci<cl=¢c =

Hipotese de inducdo: Suponha que "x < ¢, para algum m € N*.,

Passo indutivo:

1

< = xX<x‘=¢c = " <e.

Assim, como "x < ¢ para todo n € N*, temos que ("x) satisfaz x, < c¢ para todo n € N*.

Segue que lim("x) < ¢ < e, e concluimos que “x < e. [ ]
n—oo
Observacao 3.2.6. Nas condicoes da prova da proposigcdo anterior, note que *x = c.

Exemplo 3.2.7. 1. °°<\/§> —2;
2, °°<ei> —e
3.(V3) = oo
4. (e =e';

5.1 =1

Prova. (1) : De fato, como 1 < \/5 = 23 < ee (pois et é o valor mdximo global da fungdo
1
real definida por g(y) = y», como visto na prova da Proposicdo |3.1.4)), a sequéncia ”(\/5)

b
deve convergir. Assim sendo, se b = lim”(\/i) = ”(\/5), entdo: (\/5) = b. Assim,
b e {2,4}, pois:

2 4
(x/i ) =2 e <\/§ ) =4,
(Lembre-se que g™ { ( \/5 > } admite até dois valores pela prova da proposicdo anterior). Como

W(\/E) < e, segue que oo(\/5) =2.

1
(2) : Seja c = °°<e? ) Por um argumento similar a prova da afirmacdo anterior,

conclui-se que

1
Assim, utilizando a mesma fungdo g da prova da proposigcdo e: = g(c) que é o valor
mdximo global de g, e isso ocorre somente se, e somente se, ¢ = e, que é o unico ponto de

mdximo global da fun¢do. Logo, ® <eé> =e.

(3) : Temos (eé)2 = eg <e<3 = (e%)2 <3 = eé < \/5 Pela consequéncia
3.2.2| segue que °°(\/§) = 00.
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4) : Sejad = (e™°). Usando o mesmo argumento das outras afirmagdes, temos
1 1
di = e ° = g(d). Como limyr =1, e g(y), restritaa'y € (0,e) é crescente, a pré-imagem
y—00

g U(z), para z € (0, 1), deve ser unitdria. Veja que:

O e

1 -1

Logo, conclui-se que d = e™", ou seja, *(e™®) = e

(5) : A sequéncia (") é constante igual a 1, logo, trivialmente converge a 1. Portanto,

“1=1. |

Agora, veremos um resultado que ird auxiliar a assegurar que os valores de convergén-

cia de ®x estdo sempre contidos em um intervalo fechado:

e

Teorema 3.2.8. Sejamr,s € [e”*, eé]. Entao:

r<s < °r<%s.
Em outras palavras, “tetracdo por infinito” é uma fungdo crescente.

Demonstracao. Primeiramente, pelo Teorema|3.1.14} temos {*r, s} C R. Assim, sejam t,u €
o0

R tais que t = “r e u = ¥s. Considere a funcdo g nas condi¢oes da prova da Proposi¢cdo

anterior. Pela caracterizacdo das convergéncias, segue que

r=ti =g e szuizg(u).

Ainda, pelo estudo do sinal de g, ela é crescente em (0, e] e, pela Proposicdo anterior, temos

t,u € (0, e]. Agora, vamos demonstrar a dupla implicacdo do enunciado desse Teorema:
(&= : Como g, restrita a (0, e] é crescente, segue que:
TIF<®s = t<u = gt)y<glu) = r<s.
(=) : Suponha, por contrapositiva, que *r > *s. Entdo,
t>u = gt)>glu) = r>s.

Corolario 3.2.9. Seja x € [e™°, ). Entdo “x > e .

1
,el.

e

1
Mais ainda, se x € [e”°, e<], entdo,

x € [e”

1
¢,ec], entdo, *x < e, pela

1
Prova. Caso x € (e-, o), temos ®x = 00 > e . Agora, se x € [e”

ultima Proposicdo e, pelo Teorema anterior, temos
x>t = x> ) =el.

Conclui-se que ®x € [e™', e]. |
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1
Agora, vamos exibir um gréafico indicando os valores de *x para cada x € [e'e, eZ].
Pelo Teorema [3.1.14] sabemos que esses sdo exatamente os valores em que a sequéncia de te-
tracdes converge e, pela prova da Proposi¢ao *x é o tinico valor y, € g~'{x} tal que
1

¥, < e, sendo g(y) = y» para cada y > 0. Sendo assim, o grafico dos pontos de convergéncia

1
se resume a fazer o grafico da inversa local de g, ao fazer a restricdo de dominio para [e™“, e<] e

1

contradominio [e” ", e], que se encontra a seguir:

25

0.5

15 0 05 1 15 2 25

1
Figura 9 - Grafico da fungdo y = ®x, com x € [e”*, ec].

Fonte: do autor (software GeoGebra).
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4 Radiciacdo

Com esse capitulo, pretendemos trabalhar com uma nog¢ao analoga a raiz quadrada,
ou ainda mesmo raiz n-ésima, mas para a tetragcdo. Por motivos de recordacdo e comparacgao,

abaixo segue a defini¢do de raiz n-ésima, o inverso da potenciacao n-ésima:

Para n impar, temos:

\"/E:=r < r'=aereR.

Para n par, temos:

\/ai=r &< r"=aer>0.

Nao € dificil notar que, com essas definicdes, a raiz n-ésima é uma operacao “inversa”
da potencia¢do, uma vez que, em vez de elevar um nimero no indice, se encontra o niimero pelo

qual, elevado pelo indice, se resulta nele.

Com a mesma légica da raiz n-ésima, iremos definir a “super-raiz n-€sima”, com obje-

tivo de ser uma operacao inversa da tetragdo, cuja definicdo se encontra seguir:

4.1 Super-raiz

Defini¢ao 4.1.1. Sejam a € R’, n € N*. Dizemos que r € R é uma super-raiz n-ésima de a se
"r = a. Note que, a principio, essa definicdo ndo estd precisa, uma vez que ainda ndo se sabe
se esse valor r existe, e nem se ele é tinico e, por conta disso, definimos a super-raiz n-ésima
de a como o conjunto de todas as super-raiz n-ésimas de a, denotado por \"/Zs. Nessa secdo
pretendemos explorar essa definicdo. Em particular, definimos a super-raiz segunda de a, ou,

convencionalmente, super-raiz quadrada de a como:
\/;sar = *r=r"=aereR.

Note que, como na raiz quadrada normal, omitimos o indice da super-raiz quadrada.

O leitor talvez tenha se perguntado o porqué de ndo separarmos em casos (por exemplo,
n par e n impar). Logo mais, veremos que na super-raiz, assim como na raiz convencional,
também hé diferencas relacionadas a paridade do indice, mas nesse momento nao temos as

ferramentas para afirmar isso. Vejamos, a seguir, alguns exemplos de raiz n-ésima

Exemplo 4.1.2.

o 2 V4, pois, 2 = 4
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3 € V21, pois, 3 =27;

2 € V16,, pois, 2 = 16;

49 € V/49,, pois, '49 = 49;

1e 2\2/1» pois, 2l =1;

5 € V3125, pois, 5 = 3125.

Para investigarmos a existéncia e unicidade de uma super-raiz n-ésima real, focaremos

em investigar o caso n = 2, e tentar, a partir disso, tirar conclusdes para outros valores de n.

Primeiramente, o Teorema garante que, se a € [1, 00] e n € N* entdlo existe uma
Unica super-raiz n-ésima de a. Agora, investigaremos o caso n = 2. Veja que, encontrar uma
super-raiz quadrada para a se resume a encontrar a pré-imagem de a por f, (em que f, € a funcio

tetracional do segundo grau), isto é:

-1
£\ daph = {rl r=a} =,
O seguinte teorema traz critérios para existéncia e unicidade da super-raiz quadrada:

Teorema 4.1.3. Seja a € R’,. Entdo, as afirmacdes a seguir sdo verdadeiras:

Sea < 2<1>, entdo \/a, = O,
e
<Sez<l><a<l, entdo ‘\/ES‘=2;
e
Sea= 2<1> ,oua>1, entdo ‘\/ES‘ =1.
e

Demonstracao. Pela Proposigcdo f, € crescente em (™', 00), decrescente em (0,e”") e
Ae™Y) é o valor minimo global de f>- Logo, se a < 2(6_1), entdo \/;S = fz'l{a} = @, e assim
ndo har > 0 tal que r = a.

Veja que, pelo Lema 0 <> <1 para cada x € (0,e7"). Assim, se a €

(2(e_1) , 1) = (f2 (e_l) ,fz(l)), como f decresce em (0, e_l) e cresce em (e_l, ), e pelo

item (2) da proposigdo |2.1.5| temos que |\/;S = )fz_l {a}‘ =2
Sea= *(e™"), oua > 1, pela mesma razdo de antes, conclui-se que ‘\/ES‘ = |f2_1 {a}| =
1, entdo, ha um unico r > 0 tal que ¥=a [ |

Esse resultado garante que, apenas quando a > 1, pode-se definir uma tnica super-
raiz quadrada de a. Serd que, com outros indices para a super-raiz, a situagdo muda? Ora, se
a Conjectura for verdadeira, entdo € possivel afirmar que, sempre que n for impar, existe

uma Unica super-raiz n-€sima de a, para todo a € R’;. Quando n € par, assim como vimos para
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o caso particular n = 2, pela Conjectura2.3.2] temos que o intervalo de existéncia e unicidade

de uma super-raiz n-ésima ndo € trivial de se determinar.

Sabe-se, pela Consequéncia [2.2.5|que, para todo a € R?, existe um dnico r € R} tal

que *r = a. Em vista disso, define-se a super-raiz ctibica como um valor:

Definicdo 4.1.4. Seja a € R}. Nas condigdes da Consequéncial2.2.5] identificamos, por abuso

Va, = 7y ().

E dizemos que {/ES é a super-raiz cubica de a (que existe e é unica!).

de notagdo:

Exemplo 4.1.5.
V16, =2, pois 2 = 16;

V0,22, = @, pois 0,22 < 2(l> pelo Teoremald.1.3;
e

V0,7, = {0,280901; 0,462338}, pois ambos os niimeros (aproximados), tetrados ao qua-

drado, resultam em 0,7;

V0,8, = {0,0946497;0,739534}, por motivo andlogo ao item anterior.

Utilizamos o software Wolfram Alpha para determinar os conjuntos stiper-raiz de 0,7
e(,8.

4.2 Irracionalidade da Saper-Raiz

Uma propriedade interessante que relaciona a raiz quadrada convencional com a super-

raiz quadrada, € o fato de que, para todo n € N:

VneNUL.

Isto €, ou n € um quadrado perfeito, ou sua raiz quadrada € irracional. Afirmamos que algo
anilogo (porém, “maior” em certo sentido) ocorre com a super-raiz. Essa afirmacdo € assegurada

pelo Teorema a seguir, que tem (CHUN| 2014, p. 4) como referéncia.

Teorema 4.2.1 (Irracionalidade da Stper-Raiz). Seja a € QY. Entdo,
Va, c N U

Demonstracao. Primeiramente, nos recordemos que:

Va,={reR: | ¥ =a)

. . ~ _ *
Assim, sejar € \/ES. Entdo, ¥Y=aere [R+.

. « « . o e
Precisamos mostrar que r € N* U (R”. \ Q). Veja que, caso r € I, ndo hd mais o que provar,
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pois, nesse caso, r € N* U . Sendo assim, vamos provar o caso em que r € Q. Para tal,

escrevemos:
_p
r=-.
q
Com p, q € N* coprimos (isto é, mdc(p, q) = 1). Escrevemos a = %, de maneira andloga. Assim
sendo,
P »
q q
! q q qe
P
. S D1 ~
Disso, segue que — = —-. Entdo,
t q;

» » 2\1 p\1
sqe =tp1 = (sqq) =<tpq> = siqP =tipP.

Antes de prosseguir, vamos enunciar e verificar uma afirmagdo.

Afirmacdo: Seja b um niimero primo. Entdo:
b|t! < b]|q".

E, nesse caso, b } s? e b } p°.

Verificagdo: De fato, se b | t, entdo b | t, pois b é primo. Como b | t, segue que b } s (pois
mdc(s,r) = 1 e b > 1). Assim, como b | t'p’ = sq”, segue que b | q° e, portanto, b | q. Como

mdc(p,q) =1, b 4 p, logo, b } p” (pois b é primo). A reciproca é verificada analogamente.

Prosseguindo com a demonstracdo, suponha, para obter uma contradicdo, que r & N*.

. D .. . a .
Assim, como r = — de maneira irredutivel, segue que q > 1 e, por consequéncia, s?q” > 1.
q

Agora, como t'p* = slq” > 1. Disso, da afirmacdo anterior e do Teorema Fundamental
da Aritmética, existem n,m € N* tais que, ha n primos p; (Vi € [1,n] N N) e m primos q;
(Vj € [1,m]nN) tais que:

k 1
11pP = siqP =p11 . .pﬁn . qll . .q’lrrln_

emquek;, € N*Vi e [l,n]nN I, € N*Vj € [1,m|NNe, paratodoi € [1,n]NN:

pilt,q" e ptsip.
E, paratodo j € [1,m] N N:
q; | s%,p" e q;t+1%,q"

Disso, segue que t? e q” tém a mesma fatoracdo prima, donde, t* = q°. Como q > 1, existe um

primo b tal que b | q. Por consequéncia, b | t. Entdo, hd i, j € N* tais que:
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t=kb e q=Ib,

com k,l € N* satisfazendo mdc(k, b) = mdc(l, b) = 1. Logo,

t'=q" = (kb)) =YY = kb1 =1"b".
Pela escolha de k e |, como b é primo, segue que b } k%, 17 e, portanto, iq = jp (pela unicidade
da fatoracdo em primos). Assim, ilb/ = iq = jp, ou seja, b | jp. Como b | q”, temos que
b 4 p?, logo, b } p, ou seja, b ndo estd na fatoracdo prima de p. Mas, como b | jp, b | j,
pois tal poténcia deve estar contida na fatoragdo prima de j, uma vez que ndo se faz presente
na fatoragdo prima de p. Segue que b’ | j e, por consequéncia, b < j. Por outro lado, como

JjE€N*"eb>2(poisbéprimo):

b >2>j = b>j.
Isso é uma contradicdo, pela tricotomia da relacdo de ordem < em R. Portanto, r € N*,
. %k *
ou seja, r € N"UI7.

Como r € y/a ¢ arbitrario, segue que \/EY c N*u I]i, como queriamos demonstrar.

Agora, para a Super-Raiz ciibica, de modo parecido (e “mais forte”) que na raiz cibica
convencional, toda e qualquer super-raiz ctiibica de um nimero racional positivo é um inteiro

positivo ou um irracional positivo.

Para provar esse resultado, iremos utilizar algumas defini¢des e resultados auxiliares.

Definicao 4.2.2. Seja a € R. Dizemos que a é algébrico quando existe p(x) € Z[x] tal que
pla) =0 e p(x) # 0z

Em outras palavras, quando a é raiz de algum polindomio com coeficientes inteiros que

ndo é identicamente nulo.

Denotamos:

A :={u€ R |uéalgébrico}.

Observacao 4.2.3.
QcCA.
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De fato, dado q € Q, tem-se

coma,be Zeb#0. Assim,
bg—a=0.

Logo, q é raiz de p(x) = bx—a e, como b # 0, q € raiz de um polinémio com coeficientes inteiros

que ndo é identicamente nulo, logo, q € A para cada q € Q.

Lema 4.2.4 (Teorema de Gelfond-Schneider). Sejam a,b € A. Se a € Rj \ {1} eb ¢ Q.
Entdo:
a’ ¢ A.

Prova. Foge do escopo desse trabalho, mas encontra-se em (??2).

Com essa Defini¢do e esse Lema, estamos prontos para demonstrar o Teorema a seguir.
Utilizamos (CHUN, 2014, p. 4) como referéncia.

Teorema 4.2.5 (Irracionalidade da Stper-Raiz Cuabica). Seja a € Q. Entdo:
Va, eN U

lembre-se que usamos \/a. como niimero por abuso de notacdo, pela existéncia e
N

unicidade)

*
+J
demonstrar. Nos resta o caso r € @i, entdo, assuma isso e suponha, por absurdo, que r ¢ N*.

= . — 3 * ~ * * ~ 2 .
Demonstracao. Seja r = \/;s € R. Ser €[, entdor € N* U, e ndo hd mais o que

Escrevar = 2 com p,q € N*, e defina s :=*r. Sabe-se que s € I, pois, caso contrdrio, pela

q
Irracionalidade da Super-Raiz:
reys, cNUll = reN Ul

~ s~ . * * ; .
Isso é uma contradig¢do, pois estamos supondo que r € Q; \ N*. Agora, veja que:
L L .
q q
S=21'=2<£>=<£> =p—p=}sq=p—_
q q g q’
Logo:

s1-q° =pP = si¢° —p* =0.

Com isso, s é raiz do polinomio P(x), em que:

P(x) = x" - p’.
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Como os coeficientes de P(x) sdo inteiros ndo nulos, segue que s € A por definicdo. Assim,
pelo Teorema de Gelfond-Schneider, comor € A (poisQ C A), s € A\Qer # 1 (poisr ¢ N*),
segue que r’ & A, logo, r’ & @: Mas,

2
a=3r=r’=rs¢@:.
. * 2 .o~ . * ., . * .
Ou seja, a & Q7. Isso é uma contradigdo, pois a € Q7 por hipétese. Assim r € N7, ou seja,

r € N*UT. Portanto, em todos os casos, r € N* U}, como queriamos demonstrar. [ |

Segundo (CHUN, 2014, p. 5), autores conjecturam que o que concebemos como Irra-

cionalidade da Super-Raiz seja verdade para qualquer n > 2:

Conjectura 4.2.6 (Irracionalidade da Super-Raiz Generalizada). Sejam a € Q7 e n € N*, tal
que n > 2. Entdo:

" *k *
{fa, c N U

4.3  Expansdes

O leitor pode ter notado que apenas falamos de tetrapoentes inteiros, afinal, definimos a
tetracdo apenas para tetrapoentes em NU {—1}. Na 3-hiperopera¢ao (exponencia¢do), &€ possivel
defini-la para expoentes racionais, até mesmo reais. Nos acordemos um pouco acerca dessas

definicdes com a observacao a seguir:

Observagio 4.3.1. Seja a € R, e g € Q. Assim, podemos escrever

q:E (m,ne Z; n#0).
n

Com isso, define-se:
a® :=+/am.
!/

E possivel provar que, a partir dessa definicdo, para quaisquer m',n’ € Z tais que q = —, é

n'
n/
‘"/am — \/am’.

Ou seja, independentemente da maneira de representacdo de q € Q, a poténcia a? sempre

verdade que

resulta no mesmo valor, logo, a potenciacdo por expoentes racionais estd bem-definida.

Pensando em generalizar ainda mais, define-se a poténcia por um expoente real r € R

a partir de uma sequéncia mondtona (q,) C Q convergente a r € R (que existe pois R = Q):

a = lim(a’).

n—oo
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Esse limite existe e é um valor real pois (q,) é uma sequéncia convergente, e logo a
sequéncia (a’r) é convergente (isso segue do fato de que é uma sequéncia monétona limitada).

Portanto, concluimos que a potenciagcdo por expoentes reais estd bem-definida.

Observacao 4.3.2. De uma maneira andloga, para a tetragdo, pode-se pensar que, intuitiva-
- . m . e .
mente, a tetracdo de a pelo tetrapoente racional g = — poderia ser dada utilizando a super-raiz
n

n-ésima da m-ésima tetragdo de a, ou seja:

q «— {'/m
a® :=+/"a,.

Infelizmente, essa definicdo ndo é boa, pois, através do seguinte exemplo, alterando
as formas de representacdo da fracdo, pode-se chegar em resultados distintos. ( E importante
reiterar que, nesse caso, denotamos por \"/ZS como o conjunto dos valores que satisfazem a
condigcdo de super-raiz n-ésima de a). Se a definicdo fosse de fato, boa, precisariamos, em

particular, que:

Porém,

%= \4, = (2) ¢ V256, = Va4, = V4, =4

A inclusdo ndo ocorre pois, como visto no exemplo[1.3.2}
42 = 65.563 #£ 256 => 2 & V256, => 24 ¢ id.

Vemos que, como nem através de nossa proposta de “inclusdo” de valores (utilizando conjun-
tos) a definicdo se mostra boa, ndo podemos atribuir valores aos tetrapoentes racionais, pelo
menos ndo através dessa definicdo. Uma vez que a tetragdo ndo estd definida para tetrapoentes

racionais quaisquer, ndo podemos trabalhar, muito menos, com tetrapoentes reais quaisquer.
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5 Polindmios

Seja K um corpo, € 1, o seu neutro multiplicativo. Um polindmio € uma expressao
€9

algébrica envolvendo poténcias de uma indeterminada “x”, envolvendo coeficientes em K. Um

polindmio em x é descrito como:
n
p(x) = Z(a,-xi) a, € K,neN.
i=0

A indeterminada x é meramente um simbolo que satisfaz as propriedades a seguir:

o x¥ =1

e Sem,n € N, entdo x"x" = x"*".

Pode-se fazer K = R, e considerar o anel dos polindmios reais. Eles sdo mais conhecidos, e

chamados de polindmios reais.

5.1 Hipernémios

Pensando em uma teoria aniloga, mas, ao invés de poténcias, utilizar tetragdes de uma

indeterminada “x”, pode-se definir o conceito de hiperndmio:

Definicao 5.1.1. Seja K um corpo, nas mesmas condicoes de antes. Um hipernémio é uma
expressdo algébrica envolvendo tetracoes de uma indeterminada x, com coeficientes em K. Um

hipernomio em x é descrito como:

h(x)=2aiix a, € K,neN.
i=0

A indeterminada “x”, nesse caso, é apenas um simbolo que satisfaz:

Quando tratamos de niimeros reais, fazemos K = R, e definimos um hipernomio real. Para que

as tetragoes fagam sentido, utilizamos uma indeterminada x € R’ .:

h(x) = Zaii)c; a, €R,neN,x e IR:
i=0
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O maior tetrapoente de x acompanhado de um coeficiente ndo nulo é dito o grau do hipernomio.
A fungdo: -
h: [R: — R
x — h(x) '

é dita uma fungdo hipernomial. O coeficiente ndo nulo que acompanha x elevado ao grau é

chamado de termo lider.

Como estamos trabalhando, neste capitulo, apenas com niimeros reais, iremos nos
referir a um hipernomio real apenas como hipernémio, a menos que seja dito o contrdrio. Nesse
capitulo também iremos identificar funcoes hipernomiais reais como os hipernémios da lei de

formagdo das mesmas.
Exemplo 5.1.2. o h(x)=2%+ %x — 5 é um hipernomio de grau 2;

o hy(x)=*x—e’x—4 éum hipernémio de grau 4;

® hy(x) = \/Ex + 2 ¢é um hipernomio de grau 1;

® h,(x) =nrm éum hipernémio de grau 0 (pois & = & %).

Agora, pensamos em maneiras de expressar limites envolvendo hiperndomios. Inicial-

mente, se assumirmos a conjectura2.3.1}, entdo podemos concluir acerca dos limites com x — 0.

2n

Proposicao 5.1.3. Seja h(x) = Z a; x um hipernémio. Se a conjectura|2.3.1|for verdadeira,
i=0

entdo:

n

lim h(x) = Y ay.

i=0

Prova. Veja que
2n 2n
lim A(x) = lim 2 a,’x =Y lima, x.
x—0 x—0 =0

4 x—0
i=0

a, seiforpar;

1

Pela conjectura|2.3.1| temos: lirré(a,. %) = Como todos os coeficientes das

i 0 sei forimpar.

poténcias impares se anulam, temos:

2n n n
: — : i, _ : 2i, __
lim h(x) = Z lima, x = Z lima,, “x = Z ay;.
=0 bed 0 ed 30 .
i=0 i=0 i=0
Como queriamos provar. [ ]

Exemplo 5.1.4.
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o h(x)=>+2x+1: lin(l)h(x):1+1:2;
b g(X)=79x—4,53x—2x: lir%g(x):O;

o f(x)=23%4223%—64%+cos(1) > — 49x : lim f(x) = 22 + cos(1).

W

Proposicao 5.1.5. Seja h(x) = Z a;  um hipernémio tal que a, > 0 Vi € [1,n] N N. Entdo,
i=0

h(x) 20 Vxe€R].

Mais ainda, se a; > 0 Vi € [1,n] NN, entdo h(x) > 0 Vx € Rj.

Prova. Sejami € [1,n]NnNex € IR: Como'x >0e a; > 0, temos a, % >0. Logo,

n

h(x)= ) a; x>0

i=0
n
Além disso, como 'x > 0 e a; > 0, temos a; % > 0, e logo h(x) = Zai X > 0. Assim, o
i=0
resultado segue. [ ]
Consequéncia 5.1.6. Nem todo hipernémio possui raizes (isto é, valores nos quais a expres-
sdo se anula). Basta observar que, pela segunda parte da Proposicdo, existem hipernomios
estritamente positivos, e, portanto, nunca se anulam. Pela Proposi¢cdo anterior, temos: h(x) =
23 43 > 0. Logo, h(x) tem grau impar mas ndo tem raizes. Assim, diferente dos polindmios,

existem hipernomios de grau impar que ndo apresentam raizes.

O Teorema[5.1.9] em contrapartida, apresentara um resultado que se assemelha a teoria
de polindmios. Para poder demonstrar esse Teorema, iremos antes apresentar alguns resultados

que serao uteis para isso:

Lema 5.1.7. Seja n € N tal que n > 2. Entdo, as afirmacdes a seguir sdo verdadeiras:

1. 1im L (%) = co;

X—00 X

2. lim X = 00,

xX—>00 X

3. lim x =0.
X—>00 d n
;( X)

Prova. Utilizaremos a Proposigcdo e indugcdo matemdtica para provar os resultados.
1) :
Passo base (n=2):
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lim izx = lim X(In(x) + 1) = co(0 + 1) = .

x—oo dXxX

Hipoétese de inducdo: Suponha que lim di”‘x = o0, para algumm € N, m > 2.

x—o00 X

Passo indutivo: Temos

lim L () = Tim "y (m(x)i('"x) + 3) .
x—o0o dX X—00 dx X

. . "™ o . - AL
Agora, veja que lim — = —. Assim, utilizando o Teorema de L’Hopital, temos:
x—00 X 00

S0 (%)
lim — = lim y = lim = 00,
X—o00 X X—00 E(x) X—>00 1

por hipotese de indugdo.
Logo, segue que:

X

X

lim L (") = Tim " <1n(x)di('"x) +
X—00 X

):oo(oo-oo+oo)=oo.
x—00 dXx

Assim, por indugcdo matemadtica, a afirmacdo (1) é verdadeira.

(2) : Decorre diretamente da afirmagdo (1). O limite em questdo é uma indeterminagdo
00 . rA . . - .. .
—. Aplicando L’Hopital, utilizando inducdo matemdtica, chega-se em um limite calculado na

00
afirmagdo anterior, que, por sua vez, é .

(3): E possivel provar diretamente utilizando as afirmagoes anteriores. Separemos o

problema em dois casos:
(n=2):

) XX ) XX ) 1 1 1
hmd = lim ——————— = lim = =—=0.
xooo L2y xmox(In(x) +1)  xowln(x)+1 co+1 o
dx

(n>2):

= lim x = lim ! -

x—o0 4 (n X—00 n—ly X—00 e n=ly
L () ”x <1n(x)j—x(”—1x)+7> In(x)-L (") + =

1 1
00 - 00 + o0
(lembre-se que, como n > 2, temos n — 1 > 2.) Portanto, o resultado segue. [ |

Proposicao 5.1.8. Sejam n,m € NU {—1} tais que n < m. Entdo:
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1. lim =0;
x—o00 Ntlx
2. lim — =0
x—o00 My
Prova. (1) :
Cason=-1: _1
lim — = l'm%:O.
Cason=0: o,
lim = = liml=0.
xX—00 X X—00 X
Cason=1:
I
lim — = —.
x>0 X 00

Essa é uma indeterminacdo em que o Teorema de L’Hopital é aplicavel, assim:
d
—(x) 1

fim 2 = lim % = lim S —
x—00 2 x—o00 di(Zx) x—co Zx(In(x) + 1) oo(oco + 1)

Cason=2:
X
lim — =

88

Novamente, aplicamos o Teorema de L’Hopital:
d
w0 %(In(x) + 1)
= lim

Iim — = lim —— =
x—o00 4 3 X—00 2
x ;(%c) 3x <ln(x)%(2x) + ;)

X—>00

= lim

= lim d frac’ In(x) + Xx l]n(x)(Zx In(x) + %) + é = lim 2 In(x) + -
e x| ) Ind(x) + () In(x) +
|
=1 In(x)
= lim 1
x> 3y In(x) + 3x + 3xxT(x)
! 1
1+1n(x) _ 1+; _ 140 :L:O
) (o +1++) o(o+1+0) oo '

X—00 1
3x (111(X) +1+4 Ty
Cason > 2. Nesse caso, temos n — 1 > 2, e iremos utilizar o Lema anterior para calcular o

limite:
. " o0
m = —.
x—co Aty 0

De novo, o Teorema de L’Hopital é aplicavel. Assim:
d n—1 n—]x
e (InGo L) + =)

lim —— = lim —“—— = lim
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o <1n(x)j—x("‘1x) + —1>

il N [ln(x)- me(In(x)-L (1) + ) "“x%]

i <1n(x)%("—1x) + 1)

X

)}i_)% d n—ly ny -
ntly [ln(x) .y (ln(x)E(”‘lx) + 7) + "“x;]

" In(x)-L (") + ny
= lim X X =

T i inGe) (I + ) e

e In(x) <L () + X
= lim dx X l —
X0 me(me) In*(x) = (") + () In(x) = + xS

n—]x

x In(x) :—X (" 1x)

= lim 1 -
X200 ptly ln(x) + ”+1x”_—x + n-HX;
Tt " e
= S
. % ("x)  xIn(x)
= lim B
X—00 il l n—ly 1
X n(X) + dd_x(n_lx)x + xln(x)%("_lx)
nflx 1
. 1+ ;Lx(n—lx) ) x In(x)
= lim -
X—00 n—ly 1 1
ntlx | In(x) + - iy d
d_x(n_IX) x xln(x)d—x(”_'x)

14+0- —

oo<oo+0-i+ 1 )
(0] 000000

1+0-0 _ 1
00(co+0-04+0) oo

= 0.

Em todos os casos, a afirmacdo (1) se mostra verdadeira.

(2) : Como x — o0, podemos supor, sem perda de generalidade, que x € [1, ).

Assim sendo, podemos usar a Proposig¢do [3.2.1) Note que, como n,m € N, e n < m, temos

. _ s mely s
n < m— 1. Logo, por tal Proposi¢cdo, "x <™ I, ou seja, = < —. Ainda, — > 0. Com
e m—lx m—lx X X
isso, temos 0 < — < ——, ¢, como, lim 0 = lim —— = 0 (pela afirmacdo (1)), segue, pelo
my my e X—00 x—oo My
Teorema do Confronto, que lim (m—) = 0, como queriamos provar. [ |
X—00 X

n

Teorema 5.1.9. Seja h(x) = Z a; x um hipernémio de grau n € N*. Entdo:
i=0
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. o sea,>0;
lim (h(x)) =
e —oco sea, <0.

Demonstracao. Como a, # 0, podemos escrever h(x) como a seguir:

n

" .
a,"x ; ; a; 'x

h(x) = a'x=a,"x .
i n n

a, "x a, "x

n
n
n i=0 i=0

Retirando o iltimo termo do somatério, temos:

n—1 i n—1 .
a X a. L

lim f(x) = liman"x<<z . >+1> = lim a, x<<2——x>+l>
X—>00 X—> 0 i=0 an X X—>00 = an X

Utilizando a proposicdo anterior e a linearidade do limite, notamos que:

n—1
limh(x)=(an-oo<(z%-0>+l>>=an-oo~(0+1)=an-oo.
X—00 = a,

Logo,
. © sea,>0;
lim(h(x)) =a, -0 =
e -0 sea, <0.
Como queriamos demonstrar. [ |

5.2 Espaco de Hipernémios

Sabe-se que os polindmios usuais em R de grau no méximo »n € N formam um espaco

akER}.

,...,x"} forma uma base para P,, e logo dim(P,) = n + 1. Mais

vetorial sobre R de dimensdo finita:

P, = {p(x) = Z a,x"k

k=0

(observe que Py = R.)

Prova-se que {1, x, x>

ainda, o espaco P de todos os polindmios com coeficientes reais forma um espago vetorial de

dimensdo infinita e enumeravel:
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P = {p(x) = Zakxk

k=0

a, €R;In e N: ak=0‘v’k2n}.

2

Em que {1, x,x",..., xk, ...} € uma base enumeravel para P, ou seja, dim(P) = |N|. Vamos,

agora, de maneira aniloga, estabelecer espacos vetoriais envolvendo hipernomios.

Definicao 5.2.1. Seja n € N. Definimos H, como o conjunto de todos os hipernémios de grau

H, = {h(x)=2akkx ake[R}.

k=0
Teorema 5.2.2. Sejan € N*. Entdo, V' := H, é um espago vetorial sobre R de dimensdo n+ 1,

no mdximo n. Isto é:

com as operagoes usuais de soma e multiplicacdo escalar de funcoes.

Demonstracao. Damos como conhecido que o conjunto a seguir é um espago vetorial:

F :={f: R - R| féfuncdo.}

Vamos provar que V- < F (i.e. V é subespaco vetorial de F). Perceba, inicialmente,
que N = 0, hipernomio identicamente nulo, elemento neutro de F, é tal que N' € V, por

construcdo de V.
Agora, sejam f,g € V, ec € R. Temos, entdo, que f(x) = Z a kx eg(x) = Z b, kx,
k=0

k=0
*
paratodo x € R’.

Logo,

(F+9)(x) = f(0+g(x) = <2 a, kx>+<2 be kx> = Y a4, fx+b, = Y(a4b) ' Vx e R
k=0

k=0 k=0 k=0

Sendo assim, f + g € V por defini¢do. Ainda,

(e/)x) = e(f(x) = ¢ (Z a kx) =) clg, ") = Yieap i,
k=0

k=0 k=0

para cada x € R’,.. Da mesma forma, temos c f € V' por defini¢do. Portanto, V < F,
donde V' é um espaco vetorial. Perceba que, por construcdo, o conjunto B = {1,x,...,"x}

gera V. Vamos provar que B é linearmente independente.
n
Com efeito, sejam a, € R tais que h(x) = Z a,

k=0
Suponha, para obter uma contradi¢do, que a, # 0 para algum k € {0, ...,n}. Sendo assim,

= 0, para qualquer x € R.

h possui grau j € {0,...,n} (vide definicdo de grau de hipernémio). Caso j = 0, temos
h(x) = ay # 0 Vx € R%, o que é uma contradicdo. Caso j > 1, pelo Teoremam



Capitulo 5. Polinomios 69

lim A(x) € {—o0,00}. Assim sendo, lim |h(x)| = oo. Logo, existe x, € R’ de forma que

X—>00

|h(x)| > 1 quando x > x,. Logo, x, € Rj é tal que h(x,) # 0, que também é uma contradi¢do.

Logo, a, = 0 para todo k € {0, ...n} e portanto, B é linearmente independente por
definicdo, e segue que B é uma base para V.. Como |B| = n+ 1, conclui-se que dim(V') = n+1,
como queriamos demonstrar. [ |

Corolario 5.2.3. Sejam h, j hipernémios dados por h(x) = Z a, Xej(x)= Z b, *x. Entdo,

k=0 k=0
h = j se, e somente se, a, = b, Vk € {0,...,n}.

Prova. Suponha que h = j. Assim, h — j = 0 é o polinomio identicamente nulo. Disso, e como

(h—j)x) = Z(ak - b, X Vxe [Ri, pelo Teorema anterior, segue que a, — b, =0 Vk €
k=0

{0, ...,n}, portanto, a, = b, Vk € {0,...,n}, e aida segue.

A volta segue trivialmente.

Similarmente, prova-se que o conjunto de todos os hiperndomios também forma um

espaco vetorial.

Definicao 5.2.4. Definimos como H o conjunto de todos os hipernomios. Isto é,
H := h(x)zZakkx a, €R;dneN: aq, =0Vk >n
k=0

Proposicao 5.2.5. H é um espaco vetorial de dimensdo infinita enumerdvel.

Prova. Analogamente a Demonstragdo do Teorema verifica-se que H < F, em que F é

o espago vetorial do espago das fungoes, logo, é um espaco vetorial.

Hda apenas um detalhe: dados f,g € H, considera-se n como majorante para o grau de
f, g, erealiza-se, entdo, uma soma finita. Isso é possivel, uma vez que definimos os hipernémios

apenas como expressoes algébricas finitas, ou seja, f,g sdo somas finitas.

Define-se B := {*x | k € N}. Verifica-se analogamente & Demonstracdo do iiltimo
Teorema que B é uma base para V. Como |B| = |N|, segue que dim(V') = |N|, ou seja, V'
possui dimensdo infinita enumerdvel, como queriamos provar. [ ]

5.3 Hipernémio de Newton

E provavel que o leitor ja tenha ideia do que o Bindmio de Newton se trata. Ele utiliza
coeficientes binomiais (de combinatdria) e fornece uma expressdo para a poténcia natural de

uma soma.
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Por exemplo, sejam x,y € R e n € N. Entdo, o Bindbmio de Newton (x + y)" é dado

pela expressao:

(x+y) = Z <Z> x"_kyk.

k=0

n n! - .
Em que, := ————, expressdo para a combinacdo simples de »n elementos
k k!(n —k)!
tomados k a k.

No entanto, ao tentar formular algo andlogo para a Tetrag¢do, definimos um “bi-hiperndémio”

de Newton.

Em um primeiro momento, temos, para x, y € R:
x4y =(x+ .

Dessa igualdade, para poder efetuar a expansdo binomial, precisamos que x + y € N. Dessa

forma,

+
x+y < X+y x+y—k  k
x+y)™7 = Z L X y-.
k=0

Isso nos motiva a definir o seguinte:

Definicao 5.3.1. Sejam a, b,n € N. Entdo, o bi-hipernémio de Newton é a expressdo hiperno-
mial gerada por:

(a + b).

Utilizando a defini¢ao de Tetragdo, é possivel estabelecer uma relacdo recursiva para

com a expansdo bi-hipernomial de uma soma. De fato,

"(a+b) = (a+ b)" @D,

Note que "~(a+ b) € N. De fato, como a+ b € N, qualquer hiperoperacio com a + b resulta, no
final das contas, em uma soma repetida de a+b, que continua em N. Em particular, ""(a+b) € N.

Fazendo o Bindmio de Newton do nimero (a + b) “+?, obtemos:

"Natb) 4,
(a+ b)) = Z (a+b) g a+b)—l) pk
k=0 k

Portanto, por transitividade das igualdades, segue que:

"Natb) 4,
wen= 3 (0D )arey,
k=0

Com base nesse desenvolvimento, estabelecemos o Teorema:
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Teorema 5.3.2. Sejam a,b,n € N. Entdo:

"~!(a+b)

"(a+b) = Z <"_l(a + b)>a("‘l(a+b)—k)bk

= . .
k=0

Nas hipoteses do Teorema, € possivel notar que a expansao bi-hipernomial se trata,
dependendo da magnitude de n, de somatdrios dentro de somatdrios. Isto €, calcula-se um
somatorio variando de 0 a um outro somatério. Assim, pode ndo ser trivial calcular um bi-

hiperndmio de Newton.

Observacao 5.3.3. Uma das motivacoes para se definir o “bi-hipernomio” de Newton surge do
cdlculo da derivada de uma tetragdo utilizando a defini¢do de derivada. De fato, sejan € N e
f,, a fungdo tetracional de n-ésimo grau. Pela Proposi¢do f,, € diferencidvel. Logo, por

defini¢do, para todo x € R’ o limite a seguir existe e € finito.

fulx+h) - f,(x)
h

. x4+ h)-"x
=lim ————.

d .
ax/)= R

Assim, gera-se a expressdo "(x + h). Tal expressdo poderia ser interpretada utilizando
o bi-hipernémio de Newton. Mas, precisariamos que x, h € N. Isso ndo pode ser realizado com
nosso ferramental, uma vez que, sendo N discreto, é impossivel se calcular um limite de uma

variavel natural se aproximando de zero.

Exemplo 5.3.4. Vamos calcular >3 e *2 de uma maneira digamos que ndo tdo “convencional”,
utilizando o Teorema anterior e, também, usando que a soma de todos os coeficientes binomiais

de n € N* é 2" (soma da n-ésima linha do tridngulo de Pascal):

& e+ S (3
23: 27+41)= 2('(2+1)—k)1k: 23—k:
e+n= 3 () 2.

k=0 k=0
N (3N\a2 . (3Nar . 3\ o
=(3)2+(5)27+ ()2 + ()20 =1-8+3443 241 1=8+1246+1=27.

Logo, 3 =127

&+ e
= = (3(1+1)_k) k) — = 2 = 16 =
H=41+1 Z << . )1 1 ) Z <k> 22 = 216 — 65536,

k=0

Logo, *2 = 65.536.
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6 Tetracdo Complexa

Com todos os resultados que apresentamos nos 6 primeiros capitulos, se tem uma no-
cdo favoravel do que significa a Tetracdo, pelo menos para o caso real. No entanto, sabemos
que existe outro corpo que desempenha um papel importante na teoria dos nimeros, 0 corpo
dos nimeros complexos. Neste trabalho, consideramos que R C C, e, assim, podemos tentar
generalizar a tetracdo para quando houver uma componente imaginaria ndo nula. Para isso, po-
rém, € preciso entender o que significa, primeiramente, a potenciacao complexa. Defini¢des e

resultados acerca disso se encontram no Apéndice [A.2]

Assim, nesse capitulo, vamos trabalhar com a 4-hiperoperacao em C, que consiste da
repeticao recursiva da 3-hiperoperacdo. Por comodismo, chamaremos essa hiperoperacao de
Tetragdo Complexa. Tendo em vista a segdo sobre poténcias arbitrarias (A.2.4)), é necessario
escolher um ramo do Logaritmo para trabalhar com potenciacdo complexa. Utilizaremos, a

priori, o ramo principal do logaritmo: o aberto U, :=C \ {x € R | x < 0}.

6.1 Definicdo

Similarmente a defini¢do|1.3.1) vamos definir a Tetragdo Complexa principal (em U,))

da seguinte maneira utilizando a Potenciacdo Complexa:

Definicao 6.1.1. Sejam z € U, e n € N*. Entdo, a n-ésima tetragdo complexa de z é dada por:

. z,sen=1.
zZ .=

n—1
zZ"P sen > 2;

~ . .~ . ~ n—1
Observacao 6.1.2. Nas condicoes da definicdo anterior, fazendo a recursdo "z = z * valer
para n = 1, temos:

1-1 0 0,
lz=20"9 =77 —= z=12z%

Veja que, para z # 1, temos, pela Proposicdo|A.2.35)

1 ()Z 2kl7[ 0
z =z = 1+ =
Log(z)

(Para algum k € 7). Em contramdo com o caso real, ndo hda uma conclusdo recursiva precisa
ara a “zeroésima’ tetracdo complexa de um numero. A solucdo para isso pode ser iniciar a
“ 7 tet L d A sol d

defini¢cdo recursiva paran € N = N* U {0}.

Com isso, atualizamos a definicdo de tetracdo complexa da seguinte maneira:
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Defini¢ao 6.1.3. Sejam z € U, e n € N. Entdo:

1, se n =0.

n—1
z % sen>1.

(n—lZ

Observacdo 6.1.4. Nas condicdes de tal definicdo, fazendo a recursio "z = z @ valer para

n =0, temos:

(Para algum m € Z).

De fato, para z # 1 e todo k € Z, pela Proposi¢do temos:

2ikm + 2ikm 2ikm
Zloe@ = z 'tz = zV =1 = zled = |,

Da mesma forma, temos ~' z indefinido (pois pode assumir infinitos valores distintos).

Assim, pela ultima vez, vamos atualizar a defini¢do.

Definicao 6.1.5. Sejam z € Uy e n € NU {—1}. Entdo:

. 0, sen=-1;
zZ =

2079 sen e N.

Observacao 6.1.6. A motivacdo para tais atualizacdes na defini¢do segue do fato de que que-
remos fazer com que a Tetracdo Complexa seja uma extensdo da Tetracdo Real, isto é, que
a Tetracdo Complexa equivalha a Tetracdo Real quando aplicada em bases reais puras, assim
como ocorre com Logaritmo Complexo e Logaritmo Natural para logaritmandos reais positivos
(vide a secdo de Logaritmo Complexo do ultimo capitulo). Isso pode ser ilustrado da seguinte

maneira: caso a definicdo desatualizada fosse utilizada, teriamos:

12 = 5(;:(;) para algum m € Z.
Por outro lado, ~'2 = 0. Entdo, 0 = 2imz = 0=2imr — m=0.
Log(2)
Exemplo 6.1.7. Seja z € U,,. Entdo: o lz=z%=7'=g
° 2Z — zlz — Zz’
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Tendo em vista esse exemplo, pensamos em uma relacdo da defini¢do recursiva utili-
zada em C com o Teorema [[.3.3] Estabelecemos um resultado analogo a ele, mas para o caso

complexo:

Exemplo 6.1.8. Seja z € U, e n € N*. Entdo:

Z"'Z
"z = (zz ) .
n

Demonstracao. Mostraremos o resultado utilizando inducdo matemdtica:

Passo Base (n=1):

Z=z= (2);.

Hipotese de Indugdo: Suponha que, para algum k € N*, tenha-se:

Z...z
by = (zz ) .
k

Passo Indutivo: Utilizando a defini¢do de tetragdo complexa, temos:

z
e (=) (e
z2=12z T=z%=2z k= z* :
k1

Portanto, a igualdade é verdadeira por inducdo. [ |

Outra maneira de enxergar a recursio da tetracdo complexa, € utilizando a defini¢do de

poténcia arbitraria complexa, dada no capitulo anterior. A observacgao a seguir exibe tal maneira:

Observacao 6.1.9. Sejan € N, e z € U,,. Entdo:

2 = (71D — ') Log(a).

Observacao 6.1.10. Vamos compreender o que seria a segunda tetragdo de um niimero em U,,.

Assim, seja z = a + bi € U,,. Entdo:

z zLog(z) — ez(ln|z|+iArg(z)) — ezln|z|+izArg(z) — ez]nlzleiz Arg(z) _

f=e
= (em'z')z . elFAER) — |77 e"Arg(Z)( cos(b Arg(z)) + i sin(b Arg(z))) =
= |z|“( cos(bIn |z|) + isin(bIn |z|)) . e“Arg(Z)( cos(b Arg(z)) + i sin(b Arg(z))) =
= |z|%" Arg(z)( cos(bIn |z|) cos(b Arg(z)) — sin(bIn |z|) sin(b Arg(z))) =
+ |z|”e"Arg(z)( cos(b1n |z|) sin(b Arg(z)) + sin(bIn |z|) cos(b Arg(z)))i =
= |z|“e**™% cos (b(In | z| + Arg(2))) + |z|€* @ sin (b(In |z| + Arg(2)))i =
= |z|*e**"? [ cos (b(In |z| + Arg(z))) + i sin (b(In |z| + Arg(z)))].
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Assim, conclui-se que:

R(z) = |z|e* P (cos(b(In | z| + Arg(2))));
S(z) = |z|%* 2@ (sin(b(In | z| + Arg(z)))).

Logo, avaliar o grdfico da fungdo complexa F, : U, — C tal que F(z) = *z ndo parece ser uma

tarefa trivial.

0.2 Funcdes

Vamos falar novamente sobre fungdes, com intuito de avaliar limites, e verificar se se

comportam de maneira similar ao caso real.

Definicao 6.2.1. Sejan € NU {—1}. Definimos a funcdo tetracional complexa de n-ésimo grau

como sendo:

Observacao 6.2.2. De imediato, tais funcoes estendem as funcoes tetracionais reais. De fato,
sejan € NU {—-1}. Entdo, F,, restrita a R: no dominio e R no contradominio é igual a f,, pelo
fato de definirmos a tetracdo complexa para ser equivalente a tetracdo real quando se aplica

em uma base real pura.
Proposicao 6.2.3. Sejan € NU {—1}. Entdo, F, é continua.

Prova. Para n = —1, F, é constante, logo é continua. Por hipotese de indugdo, suponha que
F, é continua. Seja z € U,. Pela observagdo temos que F,, (z) = "'z = ¢*10g® =
Exp(F,(z) Log(z)). Logo, F,., é continua pois consiste de composigdo e produto de fungoes

continuas. |
Proposicao 6.2.4. Sejan € NU {—1}. Entdo, F, é holomorfa.

Prova. Paran = —1, F, é constante, logo é holomorfa. Agora, pela observagdol6.1.9 F,, (z) =
e*°¢@ " De maneira andloga a Proposicdo utilizando a regra da cadeia para fungoes
complexas (supondo, por hipétese de indugdo, que F, é holomorfa), verifica-se que, para z €
Uy,

' , F,(2)
F . (2= F,(2)- <L0g(z)Fn(z) + - > .

.~ . 2, , ~ . / .
Pela Proposi¢do anterior, F, ., é continua. Logo, da expressdo acima, segue que F, | possui

derivada continua, logo é holomorfa. [ ]
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Ao observar o comportamento do grafico de tal familia de fun¢des complexas, chega-se

a conjecturar o0 mesmo resultado para o caso real:

Conjectura 6.2.5. Sejan € NU {—1}. Entdo:

) 0 sen éimpar,;
lim F,(z) =
=0 1 senépar.

A Conjectura € claramente verdadeira paran € {—1,0,1}. Agora, para os casos n €

{2,3}, a Conjectura é verdadeira. Para verificar isso, enunciamos:

Lema 6.2.6.
lir%Log(z) = —o0.

Prova. Dado z € U, temos
Log(z) =In|z| + i Arg(z).

Ainda, Arg é uma funcdo limitada, tal que | Arg(z)| < n. Agora,
limIn |z| = lim In(x) = —c0,
z—0 x—0%

pois z — 0 se, e somente se, |z| — 07, e fizemos a mudanga de varidvel x = |z|. Logo, como
Arg é limitada,

limLog(z) = limln |z| + i Arg(z) = —o0.

z—0 z—0

Agora sim, vamos provar que vale paran € {2,3}.
Proposicao 6.2.7. A Conjectura anterior vale para n € {2,3}.

Prova. Seja z € U,,. Pela Observagdo temos Fy(z) =z = e**89 ¢ F (z) =%z = e2Log(@)

Veja que, por abuso de notagdo,

. . z 0
121_r)1&zLog(z) = 121_1)18 =0
Log(z)

Pelo Teorema de L’Hopital para fungoes complexas, temos:
— = 9,
Log“(z)

) z . 1 )
lim —— = 1lim = lim
z—0 z—0 2 z—0

LOg(Z) - L0g2(Z)

Logo, pela continuidade da exponencial complexa,

lim F,(z) = lime*™¢® = ¢ = 1,
z—0 z—0

E além disso,

. .2 (= _
lim F;(z) = lim e 2108 = pl(=e) = o= — ),
z—0 z—0
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A seguir, apresentamos alguns dos gréficos resultantes das observacdes de lin(} F,(z).
Z—
Vale ressaltar que os graficos estdo em malha de cores, pois tratam-se de fun¢des complexas, ou

seja, as imagens de cada elemento no plano t€ém unidade real e imaginaria.

z'zZ HELP

0.010 —0.008

z2=2177x 107 + 4.453 x 104
£(z) = 0.998 — 3.300 x 10743

Figura 10 - Limite de F,(z) quando z — 0.

Fonte: <https://samuelj.li/complex-function-plotter/#z%SEz>.

z°(z"7) HELP

—0.006 —0.004

z=4214 x 107 — 6.082 x 10~%3
F(z) =4.206 x 1073 — 6.132 x 1074

Figura 11 - Limite de F3(z) quando z — 0.

Fonte: <https://samuelj.li/complex-function-plotter/#z%SE(z%5Ez)>.


https://samuelj.li/complex-function-plotter/#z%5Ez
https://samuelj.li/complex-function-plotter/#z%5E(z%5Ez)
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= 2 (g HELP

—0.008 —0.006 -0.002

2=T.725x 107° —7.838 x 107°4
f(2) =0.999 +6.617 x 10744

Figura 12 - Limite de F,(z) quando z — 0.

Fonte: <https://samuelj.li/complex-function-plotter/#z%5E(z%SE(z%5Ez))> .

z'(z"(z"(z"2))) HELP

—0.010 =0.008 —0.006 —0:004 =0.002

z2=1124x 104 - 7.838 x 10794
f(z) =1.131 x 104 — 7.972 x 10~%4

Figura 13 - Limite de F5(z) quando z — 0.

Fonte: <https://samuelj.li/complex-function-plotter/#z%SE(z%5E(z%5E(z%5Ez)))> .


https://samuelj.li/complex-function-plotter/#z%5E(z%5E(z%5Ez))
https://samuelj.li/complex-function-plotter/#z%5E(z%5E(z%5E(z%5Ez)))
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[ Hiperoperacdes Exponenciais

Algo notavel das hiperoperag¢des convencionais € que, pelo menos a partir da 3-hiperoperagao,
elas ndo satisfazem muitas propriedades algébricas. De fato, a potenciacdo ja ndo € comutativa

nem associativa.

A seguir, veja alguns contraexemplos de propriedades da potenciac@o convencional que
fazem com que seja impossivel formar uma estrutura algébrica eficaz com ela e a multiplicagdo

(operagdo antecessora).
Exemplo 7.0.1. Ndo comutativa:
3¥=9#£8=2" = 32 #£2%
Nao associativa:
(22)3 =923 — 96 + 78 — 2(23) — (22)3 " 2(23).
Nao distribui sobre a multiplicacdo:
223 =26 £ 25 = 223 = (22). (%) = 227 £ (22). (2%).
Ha elemento neutro, mas apenas a direita e ainda é o mesmo da multiplicacdo:

xl=x VxeR, P=1#£3=3" = 1°£3"

Como a potenciacdo ja ndo satisfaz varias propriedades algébricas desejaveis, muito
menos as hiperoperagdes (repeticoes iteradas da potenciacdo) subsequentes satisfardo tais pro-

priedades.

E com vista nisso que, nesse capitulo, iremos procurar uma operacio que satisfaca
propriedades algébricas desejaveis, e distribua sobre a multiplicagdo (da mesma forma que a
multplicacdo distribui sobre a soma), sendo uma candidata a sucessora algébrica da multiplica-
¢do. Mais ainda, temos como objetivo encontrar uma familia de hiperoperacdes “corrigidas” de

maneira a satisfazer propriedades algébricas fortes.

Conceituacdes e alguns resultados que serdo usados envolvendo corpos ordenados uti-

lizados nesse capitulo encontram-se no Apéndice[A.3]

7.1 A primeira Hiperoperacdo Exponencial

Defini¢iio 7.1.1. Seja b € R’,. Definimos a fungdo exponencial de base b como:

exp,: R — R

x +— b
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Agora, enunciaremos um resultado que declara a forma de uma hiperoperagao “corri-

gida” para que satisfaca propriedades algébricas desejaveis:
Teorema 7.1.2. Seja * uma operacdo bindria em R. Isto é, hd uma funcdo f tal que:

f: R — R

(X,y) — x*xy

Suponha que * satisfaz as seguintes propriedades, para quaisquer x, y, z € R:

o : distribui a direita sobre a multiplicacdo. Isto é, (x - y) % z = (x * z) - (¥ * 2)
e x ¢ continua na primeira varidveﬂ'

® Hd um elemento neutro a esquerda b € R, \ {1}. Isto é, b * x = x.

e Operar com 1 d esquerda resulta em 1. Isto é, 1 * x = 1.

Sob tais hipoteses:

x * y = exp,(log,(x) - log,(»)) Vx,y € R,

Observe que supomos propriedades para que, com a multiplica¢do, a operagdo possa formar

um corpo em R, e tenha um comportamento que possa ser descrito por uma expressdo continua.

Lembre-se que, nesse possivel corpo, o 1 seria o neutro da “soma” (pois a multiplicacdo faria

o papel de soma), e assim, as duas ultimas condig¢oes acabam fazendo sentido, pelas afirmagoes

(2) e (3) do Lema

Demonstracao. A demonstragdo desse resultado ndo é tdo trivial. Com efeito, sejam x,y € R

em que x # 0. Primeiramente, vamos mostrar a seguinte afirmagdo: Afirmagdo:

fo, )" = f(x",y) VneN.

(Ou seja, essa operagdo estd relacionada com a potenciac¢do). Verificagcdo: Vamos verificar

essa afirmacdo utilizando inducdo: Passo Base (n=0): Usando que operar com 1 resulta em 1,

temos:
[y’ =1=f(,y = f(x°y),

Hipoétese de Indugdo: Suponha que, para k € N, tenha-se:

F&Ey) = fx k.

Passo Indutivo: Utilizando a Hipotese de Indugdo e a propriedade distributiva a direita da ope-

ragdo, conclui-se que:

FEF ) = & x ) = fGR ) fy) = FL ) () = Fx p)f

1

¢é continua.

Com continua na primeira variavel, queremos dizer que, para todo y, € R, a fun¢do dada por &y, (x) = f(x,¥)
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Portanto, por Inducdo Matemdtica, a afirmagdo deve ser verdadeira. Agora, vamos mostrar

que isso também vale para expoentes inteiros negativos. Isto é:

&y =fx, ™" VneN.

De fato, para n = 1, temos:
f&hyy = fen
Isso ocorre, pois:
FOThy) - feay = x =1y =1
Agora, para n natural qualquer:

FOT ) = ATy = (FETL ) = (f O™ = fx,»)™"

Logo,
f&Ay) = f(x,»)° VzeZ

Esse raciocinio pode ser estendido para expoentes racionais. Porém, para poder realizar tal

extensdo, ¢ preciso que x € R’,. Entdo, vamos supor isso e provar que, para todo n € N*:
1 1
fxn,y) = (f(x,y)n.
De fato, pela afirmagdo anterior:
1 1 1 1
fGn, )" = f((xn),y) = flx,y) = fxn,y) =(f(x,»).
Como x > 0, temos x = (x%)z, logo:
1 1o 1 L 2
f&xny) = f(((x2))n, y) = f(x=,y)” 2 0.

1
para cada n € N*. Assim, quando n for par, ndo hd problemas com f(xn,y) ser a raiz n-ésima

de f(x,y), pois ndo serd um valor negativo. Agora veja que, para todo q € Q:

S y) = (f G, ).

. m .
De fato, sem perda de generalidade, temos g = — comm € Z e n € N*. Assim:
n

m 1 1 1 m
F&Ly)=fxmy) = f(™)np) = f" ) = (0™ = fx, ) = fx, p)7
A ideia agora é provar isso para um expoente real qualquer, ou seja, provar que:
f&y) = fxy) VreR.

Fara isso, seja r € R. Tome uma sequéncia (q,) C Q tal que lim(q,) = r. (Tal sequéncia existe
n—oo
pois R = Q). Entdo, utilizando a defini¢do de potenciacdo com expoente real, o fato de f ser

continua na primeira varidvel e que (q,) C Q:

FGELy) = F(lim (), ) = lim (£ (e, ) = lim (f (x,)%) = (F(x, )



Capitulo 7. Hiperoperagdes Exponenciais 82

Note que x = b°®™_ Assim, temos que, por b ser o elemento neutro a esquerda de *, utilizando

a afirmagdo provada a respeito dos expoentes e supondo que y € R :
fO6,p) = fBO0,y) = (f (b, y)°= = ylou),
Conclui-se que:
x*xy=f(x,y) = ylogb(x) — (bIOgb(y))IOgb(x) = plogs(»)-log,(x) — exp,(log,(x) - log,(»)).

Ou seja:

x * y = exp,(log,(x) - log,(y)) Vx,y € R}

Como queriamos demonstrar. [ ]

De posse resultado, definimos:

Defini¢iio 7.1.3. Seja b € R, \ {1}. A (1)-hiperoperagdo exponencial de base b é dada por:

. * * *
k0 RUXRL — RZ

(x,y) > exp,(og,(x) - log,(y))

Agora, o conjunto dos nimeros reais positivos com tal operacao, juntamente da multi-

plicagao, formam um corpo:

Teorema 7.1.4. Seja b € Rj \ {1}. Entdo, (IR:, -, %,) € um corpo.
Demonstracgdo. Vamos verificar que (R, -, *,) satisfaz todas as condigdes da Defini¢éo
Para a boa defini¢do e fechamento das operagdes em R’ tome x,y € R.

Entdo, x -y € [R: De fato, como x > 0, (R, +, -, <) é corpo ordenado, e y > 0, segue
que
x>0 = x-y>0-y = x-y>0 = x-yeR..

Ainda,
x x, y = exp,(log,(x) - log,(y)) € exp,(R) =R} = x*, y € R].

Portanto, as operacoes estdo bem definidas e fechadas em [R: (1), (2),(3), (4) sdo satisfeitas
automaticamente, pois, @ = - se trata da multiplicacdo usual em [Ri. Nesse caso, ORi =1
(para a afirmagdo (3)), e a afirmagdo (4) é verdade pois Op = 0 & [R: Portanto, vamos

verificar apenas as afirmagoes (5), (6), (7),(8) e (9). Para tal, sejam x,y,z € R: Entdo: (5) :

x *, y = exp,(log,(x) - log,(y)) = exp,(log,(y) - log,(x)) =y *, x =
= X%, Y=Yy %, X.
6) :

(x %, y) *, z = (exp,(log,(x) - log,(y))) *, z = exp,(log,((exp,(log,(x) - log,()))) log,(z)) =
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= exp,((log,(x) - log,(y)) - log,(z)) = exp,((log,(x) - log,(y)) - log,(z)) =
exp,(log,(x)-(log,(y)-log,(2))) = exp,(log,(x)-log,(exp,(log,(y)-log,(2)))) = x *, (exp,(log,(y)-log,(z))) =

(7) : O elemento neutro a esquerda de *, é b, por construgdo. Como *, é comutativa, b é

> = log,(%) =

elemento neutro de *,. (8) : Para x # Og. = 1, tome X := exp, <1 )
* og,(x

. Assim,
log,(x)

x #, X = exp,(log,(x) - log,(X)) = exp, (10gb(x) : ) =exp,()=b =

log,(x)
= X %, X =b.

(9) : Por construgdo, =, distribui a direita sobre a multiplicacdo. Como *, é comutativa, *,
distribui sobre a multiplica¢do. Sendo assim, como (R, -, *,) satisfaz os 9 axiomas da Defini¢ao

[A.3.2] tal tripla é um corpo, como queriamos demonstrar. H

Se quisermos, talvez, induzir uma ordem e possivelmente tornar esse corpo um corpo

ordenado, a proposi¢do a seguir garante uma forma de induzir tal ordem via isomorfismo:

Proposicao 7.1.5. Sejam (K,,+,-)),(K,,+,,+,) corpos tais que K K,. Suponha que

1 E(p
(K,, <,) é um corpo ordenado. Entdo, a seguinte relagdo em K, o torna um corpo ordenado:

as; b = @) <, pb) Va,b € K.

Mais ainda,
(Kl’ +]’ .19 Sl) E(p (K2’ +29 '25 S2)'

Prova. Vamos, primeiramente, mostrar que (K, <,) é um conjunto ordenado. Com efeito, sejam

a, b, c, € K,. Entdo, utilizando o fato de (K,, <,) ser ordenado: Antissimetria:
a;beb<a = @, pb e pb) <, pla) = @(a) =plb) = a=0>.

Transitividade:

a,beb<,c = @as,pb) e pb) <, plc) = @a) <, p(c) = a < c.
Totalidade: Como a,b € K, temos @(a), p(b) € K,. Assim, pela totalidade de <,:
p(a) <, p(b) ou @b) <, pla) = a<,; b ou b< a.

Ou seja, a <, b ou b <, a, de forma que (K,,<,) é ordenado. Agora, mostremos que se trata

de um corpo ordenado. Utilizaremos o fato de que (K,, <,) é um corpo ordenado.

a<; b = ¢la) <, pb) = @(a)+, p(c) <, p(b) +, p(c) =

= @pa+,¢c) S, pb+,¢) = a+,c < b+ c.
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Agora, assuma que ¢ >, OKI. Assim, temos que @(c) >, qo(OKl) = 0K2. Como ¢ # OKl eq@é

bijetora, temos que @(c) >, O,. Assim:

a1 b = ¢a) 5, pb) = @(a) -, p(c) <, p(b) -, p(c) =

= @a 1) 9bc) = a e by

Mais ainda, diretamente da defini¢do da relagcdo:

a<; b = ¢a) <, pb).

Disso, e do fato de que (K, 4+, ) =, (K, +,, ), segue que:

(K]’ +]7 '], <]) E(p (K27 +2’ '27 SZ)a

como queriamos provar. [

Outra caracteristica forte dessa operag@o € de que, na verdade, R’ com as operagdes
do ultimo Teorema € isomorfo a R com as operacdes usuais. Isso € garantido pela proposi¢ao a
seguir:
.~ . . ~
Proposi¢io 7.1.6. Seja b € R \ {1}. Entdo,
(R, +,) = (R, -, 5%,).

+’ 2

Mais ainda:

e Se b> 1, entdo, ([Rj, -, %, <) € corpo ordenado e (R, +, -, <) = ([Rfr, oy, <))

e Se0 < b <1, entdo, (R:, -, %, >) € corpo ordenado e (R, +, -, <) = ([Rj, -y %y, ).

Em que < denota a relacdo de ordem usual em R.

Prova. Precisamos exibir um isomorfismo entre os dois corpos. Pela Proposi¢do sabe-

mos que, se @ é um isomorfismo entre os dois corpos, entdo:

p0)=1 e o) =b.

Uma escolha natural de fungdo bijetiva que satisfaz a afirmagdo acima é @ = exp,. Verifique-
mos se R =, R7. Com efeito, sejam x,y € R. Entdo:
expy(x +y) = b7 = b* - b’ = exp,(x) - exp,(y)

e, ainda,

exp,(x) *, exp,(y) = exp,(log,(exp,(x)) - log,(exp,(y))) = exp,(x - )
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Assim, exp,: R — R? é uma bijecdo entre corpos que satisfaz as duas propriedades de ho-
momorfismo, portanto, (R, +, ) =exp, (R:,-,*b). Pela como log, = (epr)'l temos,

equivalentemente:
(R:’ s *b) Elogb (IR’ +, ')'
Mais ainda, tome x,y € IR: Se b > 1, entdo, pela Proposi¢do anterior, faz-se (Ri, 5k, <p)

um corpo ordenado com a seguinte relagcdo de ordem induzida via isomorfismo:
x <,y < log,(x) <log,(»).

Entretanto, como b > 1:

log,(x) <log,(y) < x <.

Assim, pela Proposi¢cdo anterior:
(R, +, -, S) = (Rj_, 5 Kps S)

Se 0 < b < 1, entdo, similarmente, induz-se uma relacdo de ordem via isomorfismo, porém,
dessa vez:

log,(x) <log,(y) <= x>y.

De forma que, pela Proposicdo anterior:

R, +,,.5) = ([Rfr, “y oy, ).

E a prova estda completa. [ ]

7.2 As outras Hiperoperacdes Exponenciais

Observacao 7.2.1. A exibicdo desse isomorfismo nos leva a pensar: serd que é possivel conti-
nuar esse raciocinio e criar uma operagdo {y, tal que ), distribua sobre *, e satisfaca propri-
edades de corpo em algum subconjunto de R’ ? A resposta é: sim. Mais ainda, esse raciocinio
pode ser estendido de maneira recursiva, assim como nas hiperoperagoes convencionais. Na
verdade, um dos motivos pelo qual decidimos incluir “Hiperoperacoes” no titulo desse capitulo

foi por causa de tal relacdo recursiva que é possivel estabelecer.

Ao perceber que exp, estabelece um isomorfismo entre R e RY, serd que € possivel
113 : tE] * : -4 * ~
fabricar” um corpo (K, *,,{,), em que K, C R 4» deduzido pela relagdo (R, -, *,) =,

(K,, %5, O,)? A proposigdo a seguir assegura uma relagio recursiva capaz de fabricar tal corpo:

Proposicio 7.2.2. Seja b € (1,00). Se K, é um corpo tal que (R, -, *,) =, (K, s, Op),
entdo:

x ), y = exp,(log,(x) #, log,(y)) Vx,y € (1, ).
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Prova. Sejam x,y € (1, o). Entdo, log,(x),log,(y) € (0, c0) = [R:L Disso, e pelo fato de exp,

ser um isomorfismo entre IRfr e K,, segue que:

exp,(log,(x) *, log,(y)) = exp,(log,(x)) <>b exp,(log,(y)) = x <>b Y,
como queriamos. [ |

Observacao 7.2.3. Observe que supomos b > 1 para fazer as contas. Essa suposi¢cdo permite
que x > 1 = log,(x) > log,(1) = 0.

Como (), é gerada via isomorfismo de corpos, pensa-se, indutivamente, em formar uma

cadeia de operagdes com o objetivo de formar uma sequéncia de recursiva corpos.

A seguir, enunciamos o que queremos dizer com tal cadeia:

Defini¢ao 7.2.4. Sejam b € R\ {1} e n € N*. A n-ésima hiperoperagdo exponencial de base b

é definida por:

x'lljy =x#x,y Vx,y€RL, sen=1;

x -, y = exp,(log,(x) -Z'l log,()), se n > 2.

Em que a segunda linha ¢é aplicada para quaisquer x,y € R’ tais que log,(x),1og,(y) estdo no
dominio de -Z'l. Mais ainda, definimos o dominio “maximal”, isto é, o conjunto de todos os

valores em que -} estd bem definida como sendo o conjunto K, C R. Isto é:

n n oe__ 2 n ) .
KX K, :={(x,y) € R" | x -} y estda bem definido}

Agora, vamos para uma proposicdo que da a “cara” dos conjuntos K, pelo menos para

b > 1 e, intrigantemente, relaciona esse conceito com as tetracdes de b.
Proposicao 7.2.5 (Dominio Exponencial Maximal). Sejam b € (1, o0) e n € N*. Entdo,

K} = (""b, ).

1

Prova. Vamos provar utilizando indug¢do. Passo Base (n=1): Por defini¢do, temos -, =x,.

Como o dominio de *, é R’ (pela Defini¢do m) segue que, pelo (—1)-ésimo tetrapoente

(Definigdo[1.3.6):
K, =R* =(0,00) = ("'h,00) = ("7, 0).

Hipotese de Indugdo: Suponha que, para algum m € N*, se tenha:

K = (""b, ).
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Passo Indutivo: Sejam x,y € K;"“. Temos que:

Jm+1

x 1y = exp,(log,(x) -7 log,(»).

Disso, e por Hipotese de Indugdo, temos que 1og,(x) € K;” = ("‘_Zb, 00). Assim, como b > 1,
temos:
log,(x) > "% = x> " =y — x>,

Ou seja, x € ("'b, 0) = (™%, ). Pela arbitrariedade de x € K;"“, segue que K;”“ C
("2, 0)). Agora, seja z € ("D, o0)). Por um desenvolvimento andlogo a inclusdo

anterior, segue que log,(z) € ("b, ). Por Hipétese de indugdo, 1og,(z) € K,". Assim,

Jm+1

£ v = expyog,(2)  1og, ()

Comolog,(z) € K}", tal expressdo é bem definida. Ou seja, z € K[;"“. Portanto, (V7% c0)) C

K ;"“. Pela dupla inclusdo,

K;n+1 = (D% o).
Por inducdo, a afirmacdo deve ser valida para n, como queriamos provar. [ |
Consequéncia 7.2.6. Sejam b € (1, ) e n € N*. Entdo:
1. K" c K}
2. K;’“ = exp,(K}) ou, equivalentemente, logb(KZ“) =K},
3. A operagdo -, estd bem definida e fechada em K|/ (isto ¢, se x,y € K| entdo x -,y € K})).
Prova. (1) : De fato, como b > 1, segue, pela Observagcdo que"b < ""'b, donde:
("'b, 00) C ("b, o).
Pela Proposicdo anterior, segue que:
K™ c K}
(2) : Utilizando a Proposigcdo anterior, temos:

b

xeK" = xe("'ho) = x>"b = x> b7 = x> exp,("lh) =

& log,(x) > "*b < log,(x) € ("*b,00) <> x € exp,((""*b, 0)) = exp,(K}).
Resumindo, x € KZ“ < x € exp,(K}). Donde, K[’j“ = exp,(K}).

(3) : Vamos provar essa afirmagdo por Inducdo Matemadtica:

Passo Base (n=1): Segue do fato de (K; , -(b), -117) = ([R:, -, %,) ser um corpo, pelo Teorema|7.1.4

Hipotese de Indugdo Suponha que, para m € N*, a operagdo -} esteja bem definida e fechada

em Kl:"



Capitulo 7. Hiperoperagdes Exponenciais 88

Passo Indutivo: Vamos provar que a operagdo -2”” estd bem definida e fechada em Kg"“. De

fato, sejam x,y € K[;"“. Entdo, pela afirmacdo (2):

log,(x), log,(y) € K|

Assim, por Hipotese de Indugdo, log,(x) -} 1og,(y) € K,". Disso, e da afirmagdo anterior:

Jm+1

x -y = exp,(log,(x) -7 log,(y)) € exp,(K]") = K"t

Pela arbitrariedade de x,y € K 2"“, a operagdo estd fechada e bem definida em Kg"“ e, por

indugdo matemdtica, a operagdo -, estd bem definida e fechada em K. [ |

Sob posse de tais resultados, afirmamos que existe uma sequéncia de corpos. Antes
disso, vamos estender a no¢ao de hiperoperaciao exponencial para n € {—1,0}. Essa definicao
faz aparecer a soma e multiplicacdo usuais como sendo casos particulares de hiperoperacdes

exponenciais.

Definicao 7.2.7. Sejam x,y € Re b € [R"; \ {1}}. Entdo:

0
X

yi=x-y.

Além disso,
b -;1 y i=x+Yy.
E, de imediato, K} = K, = R.

Motivacao. Essa definicdo faz sentido, pois faz continuar a regra de recursdo das hiperopera-

~ . . ; -
¢oes exponenciais. De fato, sejam x,y € R7. Entdo:

X ‘11) y = x *, y = exp,(log,(x) - log,(y)) = exp,(log,(x) '2 log,(y))
Além disso,

x-gy = x-y = exp,(log,(x))-exp,(log,(y)) = exp,(log,(x)+log,(y)) = epr(logb(x)-;llogb(y)).
Também, a Consequéncial[7.2.6| continua valendo, uma vez que:

0 _ * 1
K°=R>OR: =K/,

-1 _ _ w0
K;'=R =K.

Observacao 7.2.8. Com essa Definicdo, da mesma forma que as hiperoperagoes tradicionais,
as hiperoperagées exponenciais iniciam em soma e multiplicacdo, porém, dessa vez, uma outra
regra de recursdo é aplicada. Veremos que essa regra de recursdo garante que se forme uma

sequéncia de corpos ordenados completos.
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Teorema 7.2.9 (dos Corpos Exponenciais). Sejamn € Ne b € (1, 00). Entdo, a tripla a seguir
é um corpo:
Ky %)

Demonstracao. Com efeito, para n = 0, temos:

(K% 50 = R, +,),

que é R com a soma e multiplicagcoes usuais, notavelmente um corpo. Vamos mostrar o Teorema

para os restantes valores de n possiveis, fazendo Inducdo Matemdtica sobre n:

Passo Base (n=1): Perceba que

( b’ b_"l) (R’ b? )_(R+77 )

é um corpo, pelo Teorema Hipotese de Indugdo: Suponha que, para algum m € N, a

tripla a seguir seja um corpo:
-1
(Kp, 1,

Passo Indutivo: Vamos mostrar que a tripla

1 1
(K, ety

é um corpo, mostrando que ela satisfaz os 9 axiomas de corpo. Inicialmente, vamos mostrar que
tais operagoes estdo bem definidas e fechadas em K| m+1 " De fato, como “y tem dominio maximal
K> K| mtla operagdo -, estd bem definida com valores de K| m+1 - Nos resta verificar que ela é
fechada em K’"“. Para tal, sejam x,y € K’"Jrl Assim, log,(x),1og,(y) € K, (pela Proposigdo
. Por Hipétese de Indugdo, a operagdo -~ 1 ¢ fechada em K™, donde:

x "y = exp,(log,(x) "' log(y)) € exp,(K]") = K"

Ainda, pela Consequéncia a operacdo -Z’” estd bem definida e fechada em K;"”. Assim,
as operagoes estdo ambas bem definidas e fechadas em K ;”“. Os axiomas 1 e 2 sdo satisfeitos
. ., ~ 1 .
automaticamente. De fato, uma vez que, por Hipotese de Inducdo, (K[’)", ’;1 ,*™"), é um corpo, a
operagdo -y’ € associativa e comutativa em K,". Como pela Consequencza K;”“ CK;, a
operagdo é, em particular, associativa e comutativa em K ;"“. 3): Temos que -} possui elemento
neutro ¢ € K" (por Hipétese de Indugdo). Precisamos mostrar que ¢ € K| mtl - Mais ainda,
por Hipétese de Indugdo, o elemento neutro de -~ léd e K,'. Assim, d € (" ’b, 00). Vamos

mostrar que ¢ = exp,(d). De fato, seja x € K'. Entao.

“» exp,(d) = exp, <logb(x) b - log, (CXPb(d))> = exp,(log,(x) -}’ d)= exp,(log,(x)) = x.

Assim, pela unicidade do elemento neutro, ¢ = exp,(d). Comob > 1ed > m=2p, segue que
= b > " b, ou seja, c € ("'b,0) = Kl’)"Jrl = ¢ € K;)"H. 4): Seja x € KI’)"“.

Assim, log,(x) € K,'. Logo, por Hipdtese de Indugdo, log,(x) possui um elemento inverso
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X € K| relativo a operagdo -Z”_l. Vamos mostrar que exp,(X) € Kl:"” ¢ o inverso de x relativo

a operagdo -,'. De fato:
x -, exp,(X) = exp,(log,(x) ‘Zl_l X) = expy(d) = c.

Disso, e do fato de a operagdo ser comutativa, o axioma em questdo vale. 5) : Vamos mos-

m+1

trar que a operagdo -} é comutativa. Com efeito, sejam x,y € Kl:”“. Entdo, utilizando a

comutatividade de ‘" , em K;” D Kg"“:

m+1 m+1

X = exp,(log,(x) -} log,(y)) = exp,(log,(y) -} log,(x)) = X.

m

6) : Vamos mostrar que a operagao -, +1 ¢ associativa. Para tal, sejam x,y,z € K;”“. Entdo,

utilizando a associatividade de em K .

e (vt z) = x4 ((expy (logy(v) 4 logy () ) =

= €XP, < log,(x)-}'log, < €XPy ( logb(y)';,nl()gb(z)) )> = €XP, ( log,(x)-} ( 10gb()’)';,n10gb(z))> =

= exp, (( log,(x)-""1og,(»)) -b’”logb(z)> = exp, <10gb (epr (logb(x)-Z”logb(y))> -Zlogb(z)>

1, 1 1
= exp, (logy(x) ' log,(y) ™' z=(x ;™ y) *' z.

7): Temos que ¢ € Kl')"+1 é o elemento neutro de K;)"‘Ll relativo a operagdo -,. Assim, a =

expy(c) € K mt2 K, mtl - Mostra-se, analogamente ao que foi provado em 3), que a é o elemento

neutro de K’"+l relativo a operagdo -7'*'.

Apenas “some um” ao indice das hiperoperacoes,
troque ¢ por a e d por c. 8): Seja x € K[;”“ tal que x # c. Vamos mostrar que x possui um
inverso relativo a operacdo -Z"“. Pela injetividade de log,, temos: K," 3 log,(x) # log,(c) =
d = log,(x) # d. Assim, por Hipotese de Indugdo, hd um elemento X € K" inverso de
log,(x) relativo a operagdo -;'. Mostra-se, similarmente ao que foi provado em 4), que exp,(X) €
K 2"“ é inverso de x relativo a operagcdo f“. Basta “somar um” ao indice das hiperoperagoes,
~ IS . m+1l g oo ey s m .
trocar X por X, d por c e ¢ por a. 9) : Vamos provar que ;""" distribui sobre -}'. Para tal, sejam

X, ¥,z € K;"“. Ora, por Hipétese de Indugdo, -}’ distribui sobre =1 em K. Veja que:

b

x-Z’“(y-Z’z) = exp, (logb(x)-;)"logb(y-znz)) = exp, <logb(x)-;"10gb <epr (logb(y)-;)"'llogb(z))>>
= exp, ( log,(x) (log, ()" 0g,(2)) ) = exp, ( (log,(x)10g,(1)) 5" (log,(x)-7log,(2)) ) =
= €XPy <10gb <eXPb (logy(x) ' 10gb()’))> -+~ log, <eXPb (logy(x) -} log,(2)) ))

= ((exp, (log, (0 7 Tog, (1)) ) 4 ((xp, (logy(0) ' log,(2)) ) = (x 41 ) (x 4+ 2)

Portanto, (Kl’)"“, b ~Z’+1) é um corpo, pois satisfaz os 9 axiomas de corpo. Assim, por Indugdo

Matemdtica, a tripla

1
(K7, 0,

é um corpo, como queriamos demonstrar. [ ]
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Agora que todas essas triplas sdo, de fato, corpos, nada mais justo que definir o seguinte:

Definicao 7.2.10 (Corpos Exponenciais). Sejan € Ne b € (1, 00).

O n-ésimo corpo exponencial de base b é dado pela tripla:
K" .= 1 n
Ky oy
Proposicao 7.2.11. Sejam b € (1, ) e n € N. Entdo, (Kb", Z Lo.n 42 <) € um corpo ordenado e:
Kp 2 ) S, (K071, ),
Prova. Pela Consequéncia temos que a funcdo a seguir é uma bijecdo:

exp,: K > K"

De fato, exp,(K}) = K;’“ e exp, € injetiva por propriedade de exponencial. Assim, exp, é, de
o . . n
Jfato, uma bijecdo entre os conjuntos. Agora, para as propriedades de morfismo, tome x,y € K.

Assim, pela Consequéncia X,y € Kl’:_l, logo:

exp,(x ~Z'1 y) = exp,(log,(exp,(x)) -Z'l log,(exp,(»))) = exp,(x) Z exp,(y).

Analogamente,
exp,(X -} ¥) = exp,(x) -} exp,(y).
Assim,
(K ) 2, (K0,
Equivalentemente,
(th+l,_z’ n+1 e, (K", m

Vamos, por tal equivaléncia e por Inducdo Matemdtica, provar que (K", "~

b b
(Kn+1"Z’ n+1 <)

s " <) é um corpo

n n—-1 n —
ordenado e que (K, , -}, -, <) Sog,

Passo Base (n=0): Temos que (K%, 71,9 <) = (R, +,-,<)éo corpo dos Reais, com as ope-

b b b’
racoes usuais e relacdo de ordem usual, notavelmente um corpo ordenado. Além disso, como

b> 1, pela Proposigdo R, +,-,2) 5y, (RY, %, ).

+7 7

Hipotese de Indugdo: Suponha que, para algum m € N, (K", -/ L. “v» <) seja um corpo orde-

nado.

Passo Indutivo: Pela equivaléncia quanto aos isomorfismos (que foi provado primeiramente),

m+l  m m+1 m m—-1 m . m £ .2
temos (Kb Sp Slog, (Kb, A b).Asszm, como (K", <) é corpo ordenado, por Hipotese

de Indugdo, segue que, pela Proposigcdo ordena-se o corpo K [;"“ com a seguinte relagdo

de ordem induzida via isomorfismo:
x <,y < log,(x) <log,(y) Vx,ye K.

Entretanto, como b > 1,

log,(x) <log,(y) <= x<y.
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Portanto, a Proposi¢do assegura que (K ;"“, -Z", -Z”H , <) é um corpo ordenado e que

m+l m m+l — m m—
(K™ gy 5 S) S, (Kb"b > S)-
Logo, por Inducdo Matemdtica, segue que (K;’, Z L. b,<)eum corpo ordenado e que (K"”, Z, -Z“,S
n nl n n n—1 n n+l n n+l
) =j0g, (K, , b,<) ou seja, que (K, -~ ;, <) Zexp, (Kb s o , <), como queriamos
provar. [ |

Agora, pensamos em exibir o comportamento de um isomorfismo entre R € um corpo

exponencial qualquer. Para tal, enunciamos, primeiramente, lemas e uma defini¢ao.

Lema 7.2.12. Sejam (K|, +,,,),(K,,+,, ), (K5, +3,+3) corpos. Suponha que K
K, =, K;. Entdo:

L =, Ky e

K, ~

1 —wyogp

K3-

Prova. Como ¢ : K| = K,, v : K, — Kj; sdo bijecoes, a fungdo yop . K, = K; também é.

Agora, iremos provar as propriedades de morfismo. Para tal, sejam a,b € K,. Assim:
(wog)(a+,b) = w(p(a+ b)) = w(@(a)+,9(b)) = y(@(a)+3w(@(b)) = (Wop)(@)+;(wop)(b).
Analogamente, prova-se que:

(wop)(a - b) = (yop)(a) -5 (wop)(b).

Definicao 7.2.13. Seja f : A — B uma funcdo e n € N*. Suponha que f(A) C A. Utilizamos

a notagdo abaixo para a n-ésima composicdo de f com si mesma:
fOi=1d, e f"i=fof" .
Lema 7.2.14. Ainda nas condi¢oes da Definicdo anterior, para k € N, tem-se
fof¥ = frof.
Mais ainda, se f é bijetora, entdo, f* é bijetora e:
T =hHk

Prova. Provamos primeiro que fof k= fkof.

Passo Base (k=0): fof’= fold, = f = Id,of = fof.

Hipoétese de Indugdo: Suponha que, para algum m € N, tenhamos:

fof"=f"of.
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Passo Indutivo: fof™! = fo(fof™) = fo(f™of) = (fof™of = f™of. Logo, por indu-
cdo, fof* = f*of. Mais ainda, provamos agora que se f é bijetora, entdo (f*)™' = (f~Hk,

utilizando o que foi provado anteriormente. Passo Base (k=0):

(O =ddy =1d, = ()"

Hipotese de Indugdo: Suponha que, para algum m € N, tenhamos:

=

Passo Indutivo: (f™) ™ = (fof™ ™ =(f™lof ! =(f Hmof ! = flo(f Ty = (f
Portanto, por Inducdo Matemdtica, (f M=t = (F~hHk, [ |

Teorema 7.2.15. Sejam n € N e b € (1, 00). Considere a fungdo exp,: R — R. Entdo:

(R, +.) gy (KP 270,

Demonstracido. Utilizaremos indugdo.

Passo Base (n=0):

R, +,) =y, (R, +,) = (K}, ", ).

Como Idy = expg, segue que:
(R, +, ) Zop0 (K2, 71,9,

bbb

Hipotese de Indugdo Suponha que, para algum m € N, tenha-se:

m m—1 m
([R + )—exp”’ (Kb’ b s " )'

m m+l

srpsy ). Ora, pela Proposicdo|7.2.11

Passo Indutivo: Vamos provar que (R, +, -) eyt (K R

temos:

m m—1 m m+l m  m+l
(Kb ’.b s :epr (K ’ b’ b .

Como (R, +,-) = - (K", L. W), por Hipétese de Indugdo, disso, e do ultimo Lema, segue
que:
m+l m  m+l
(R + ) —eproexpm (K ) b’ .b )'

Ainda, pela Definicdo anterior, exp”’“L1 = exp, o exp,, de forma que

~ 1 1
(Ra +’ ') :expgﬁ'l (KZH— ) Vbn’ Zl+ )‘

Assim, segue, por Inducdo Matemdtica, que

n n=1 n
(R + )—exp (Kb, b b b

como queriamos demonstrar. [ ]
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q

Corolario 7.2.16. Nas mesmas condi¢des do Teorema anterior:

— -1
(R, +’ s S) =exp2 (KZa 'Z H 'Z’ S)

Prova. Como (R, +, -, <) é ordenado, (K[;’, -Z'l, A Hog (R, +, ) (pelo Lema anterior) e b > 1,

pela prova da Proposi¢cdo|/.2.11} ordena-se K, com a mesma relagdo de ordem de R. Assim,
pela Proposicdo e pela simetria de isomorfismos via funcdo inversa, que:

— -1
(R’ +9 y S) =CXPZ (K;l’ 'Z s 'Za S)-

O tultimo Teorema nos motiva a definir o seguinte:

Definicao 7.2.17. Sejamn € N, b € (1, ), e S C R. Utilizando o Teorema anterior, denota-
mos:
exp,(S) = S}.

Nos referiremos a S, como a copia isomorfa de S dentro de K. Assim sendo,
R, :=K,.
Exemplo 7.2.18. Nas condigoes de tal defini¢do, o conjunto:
exp,(Z) = Z,.

Representa o “equivalente” aos inteiros em K,. Acreditamos que tais niimeros, com as ope-

racoes do corpo exponencial K, formam uma estrutura muito parecida com a dos niimeros

n—1

s ") é um dominio de integridade, assim como (Z,+, ).

inteiros, ou seja, que (Z', -

Uma caracteristica intrigante das hiperoperag¢des usuais é que 2 operado com 2 sempre
resulta em 4. Vamos provar isso no lema a seguir:
Lema 7.2.19. Seja n € N*. Entdo, H,(2,2) = 4.
Prova. Nao é dificil verificar isso por inducdo.

Passo Base (n=1):

H((2,2)=2+2=4.

Hipétese de Indugdo Suponha que, para algum m € N, tenha-se H,(2,2) = 4.

Passo Indutivo:

H,.(2,2)=(H,(2,2), = H,(2,2f]= 4.

Logo, por indugdo matemdtica, H,(2,2) = 4, como queriamos. [ |
2

Lembre-se que, para k € N*, H, . (2, k) executa, por defini¢do, (H,,(2, H,,(2, ... H,,(2,2))...));,em que hd k
copias de 2. Mas, no caso, H,,,1(2,2) = H,(2,2), com apenas 2 céOpias de 2
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Agora, pensamos em como fazer com que as Hiperoperagdes Exponenciais ndo s6 obe-
decam a “leis algébricas”, mas também a essa peculiaridade ditada pelo Lema anterior. Em vista
disso, enunciamos o Teorema a seguir, que estabelece uma base “natural” para as Hiperopera-

¢oes Exponenciais.

Teorema 7.2.20. Seja b € R’ \ {1}. Entdo:
212=4 VneNu{-1} = b=V2

Demonstrac¢do. (= ) : Assuma que2-,2 =4 Vn €NU{-1}. Em particular, paran =1,
2 11) 2 = 4. Logo, exp,(log,(2) - log,(2)) = 4 = b°®W. Ou seja:

exp,((10g,(2))*) = exp,(log,(4)) => (log,(2))* = log,(4) = log,(2*) = 2log,(2) =
— (log,(2))* = 2log,(2).
Seja u :=log,(2). Assim, temos:
wW=2u = ¥ -2u=0 = uu—-2)=0 = u=0 ou u=2.

Como u = log,(2) # log,(1) = 0, segue que u = 2, ou seja, log,(2) = 2. Por definigdo de
log,(2), temos que b* =2 e, como b > 0, segue que b = \/5 ( <) : Reciprocamente, assuma

que b = \/5 Vamos utilizar Inducdo Matemdtica para provar a reciproca:

Passo Base (n=-1):

212=2+42=4

Hipotese de Indugdo: Assuma que, para algum m € NU {—1}, tenha-se que 2 -\' 2 = 4.

Passo Indutivo: Primeiramente, observe que, como b = \/5 temos log,(2) = log \/5(2) =2e

4
exp,(4) = (\/E) = 4. Agora veja que, disso, da definicdo recursiva das Hiperoperagoes

Exponenciais usuais, e da Hipotese de Indugdo:
2 12 = exp,(log,(2) -7 10g,(2)) = exp,(2 7' 2) = exp,(4) =4

Logo, por Indugcdo Matemdtica,
2 Z 2=4 VneN,

como queriamos demonstrar. [ |

Observacao 7.2.21. Vale ressaltar que, pela Prova da Proposi¢cdo|3.2.5| como °°(\/§> =
\/5 > 1, temos ”(\/5) < 2 para todo n € N, logo, 2 € (”'2<\/5> , oo) = K| para qualquer

n € N, ou seja, as expressoes da forma 2 -" _2 estdo bem-definidas para todon € N U {—1}

v

L). Além disso, pelo que foi observado, temos

(lembre-se que 2 € R = K\/_ \/_

() K} =12, 00).

neN*



Capitulo 7. Hiperoperagdes Exponenciais 96

Ou seja, a base b = \/5 garante que todos os seus corpos exponenciais tenham um intervalo

1
infinito em comum no dominio. Isso é interessante de notar pois, caso b > e, pela Consequéncia

[3.2.2] temos:
n _
Nk =2
neN*
Vamos provar em detalhes o que foi observado acime:

Proposicao 7.2.22 (Intersec¢do dos Corpos Exponenciais). Seja b € (1, o0). Entdo, as afirma-

coes a seguir sdo verdadeiras:

(1): Seb < ev, entdo () K} = [*b, c0);

neN*

1
(2): Seb> e, entdo (| K} = @.
neN*
Prova. (1): Como b > 1, temos b € (l,e%). Denote ¢ := *b. Pelo Teorema |3.1.14} temos
¢ € R. Vamos provar a dupla inclusdo: seja x € [c,0). Ou seja, x > c. Veja que, pela

Prova da Proposigdom como b € (l,eé), segue que, para cadan € N, "b < ¢ < x, ou

seja, x > "b, isto é x € ['b,00) = K;’J“z para cada n € N*. Como x > ¢ > 1 = %, temos
x >0 b, temos x € [Ob, ) = KZ, e, claramente, x € [Rj‘r = K;, logo, x € ﬂ K", donde
neN*
[c, ) C ﬂ K. Agora, dado x € ﬂ K, suponha, para obter contradicdo, que x & [c, ).
neN* neN*
Isto é, x < ¢ = lim"h. Como b > 1, temos que ("b) é uma sequéncia crescente. Logo, pela
n—oo
Proposigdo|A.1.5) ¢ = sup"b. Como x < c, por defini¢do de supremo, existe n, € N* tal que
neN*
x < ™b, isto é, x & ["b, 00), logo, x & ﬂ K}, 0 que é uma contradi¢do. Portanto, x € [c, o).
neN*
Disso, e pela dupla inclusdo, temos que ﬂ K Z = [*b, 00).
neN*

(2): Suponha, para obter contradi¢do, que exista x € ﬂ K,. Logo, temos x >
neN*

" Vn e NuU{-1}. Como b > eé, pela Consequéncia|3.2.2} temos que b = lim b = oo.

n—0o0

Como x > % = 1> 0, por esse limite, deve existir n, € N* tal que "b > x quando n > n,. Veja

que n, +2 é tal que b > x, isto é, x & ("*?h,00) = K", com n, € N*, ou seja, x & ﬂ K",
neN*

o que é uma contradi¢do. Portanto, m K, = &, como queriamos provar. [ ]
neN*

Apos esses estudos, imaginou-se que tal relacao entre 2 e 4 nas Hiperopera¢des acon-
teceria para mais algum par de nimeros reais, € nao fosse apenas uma peculiaridade de ambos.
Em vista disso, tentamos procurar todos os nimeros a € (1,00) taisque a -y, a =c¢ Vn € N,

paraalgumc € R, e b := as. A escolha da base b vem pelo fato de que, pela Prova da Propo-
si¢do (3.2.5) como et > a'/* > 1, nas condicdes de tal prova, tem-se que ”(a%z) <a VneN.

Concluimos acerca da unicidade de @ com a proposicao a seguir:
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Proposicao 7.2.23. Sejaa € (1,00) e b := as. Entdo,

a-Zaza-Z“a VneNU{-1} < a=2.

Prova. (=) ! Assumaquea-,a=a -Z“ a VneNU{-1}. Em particular, a -b_l a=a -2 a.
Ou seja, a+a = a-a. Pelo desenvolvimento quadratico realizado na Demonstragdo do Teorema

anterior, segue que a € {0,2}. Por a > 1, temos que a = 2, como queriamos.

( &) :Reciprocamente, suponha que a = 2. Temos b = ae =25 = \/5 assim, pelo
Teorema anterior:
202=4 VneN.,

Pela transitividade da relacdo de igualdade, segue que:
242=2"2 VneN,

e o resultado segue. [ ]
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8 Conclusio

Nesse trabalho, conseguimos estabelecer resultados e discussdes acerca de um ramo
ndo muito discutido na matematica, bem como formaliza¢des e introduc¢do de conceitos en-
volvendo o mesmo e, a quantidade de areas da matemaética envolvidas por tras dessa pesquisa
foi extremamente satisfatério e positivo para mim, pois foi constantemente me lembrando que,

mesmo fragmentada, a matematica € uma so, e bela por si so.

Embora a pesquisa nessa tematica tenha sido uma iniciativa minha, ndo sendo uma
especializacdo do orientador, o professor Paulinho nao hesitou em me orientar e participar de
encontros semanais discutindo avangos e escrituras realizadas, sempre dando 6timos conselhos
sobre como demonstrar de maneira mais sutil, sobre a possibilidade de generaliza¢cdo de con-
ceitos, sobre a viabilidade de demonstracao de possiveis resultados, entre outros, bem como
apresentacdo e propostas de estudo e revisao de conceitos envolvendo varidvel complexa, ana-

lise na reta, espacos métricos, algebra e teoria dos nimeros.

Sendo assim, junto com meu professor, eu nao sé solidifiquei conceitos e resultados
sobre tetracdo e hiperoperagdes, mas também aprendi e reaprendi muito sobre vérias areas da
matematica. Mais ainda, tendo um objetivo de pesquisa em mente, se tornam bem mais moti-
vante e cativante as revisdes bibliograficas, pois dessa forma o aprendizado deixou de ser algo
passivo para ativo, e assim eu me senti, de fato, fazendo matematica, uma vez que, junto de
meu professor, eu fui a pessoa por trds da maioria dos resultados e proposicdes nesse trabalho

abrangendo a tetracao e as hiperoperagdes.

Outro ponto positivo foi que, embora alguns dos resultados discutidos nesse trabalho ja
existam, eles sempre pertenciam a pequenos folhetos de no maximo 10 paginas. Porém, agora,
eles estdo compilados e descomplicados: suas demonstragdes foram destrinchadas de forma que

facilite ao leitor a compreensdo de cada uma das implicacdes l6gicas envolvidas.
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A Apéndice

A.1 Sequéncias

Definicao A.1.1. Uma sequéncia em um conjunto X é uma fun¢do f,: N* — X em que X
é um conjunto. As imagens dos elementos de N* pela fungdo f, sdo chamados de termos da
sequéncia e sdo denotados como s, = f.(n) para cada n € N*. E usual também denotarmos
uma sequéncia por (s,). Chamamos o conjunto dos termos da sequéncia (s,) de {s,}, isto é,
{s,} :={s,|ne N}

Definicao A.1.2. Seja (s,) uma sequéncia em um espago topolégico X. Dizemos que (s,) con-

verge para s € X quando, para qualquer aberto U C X que contiver s, hd N € N tal que:

n>N — s5,€U.

Dizemos que s é limite de (s,), ou s, = s, ou, ainda, ainda, que s = lim(s,) quando o
n—>Qo0

limite for tinico.

Também pode ser que apenas digamos que (s,) converge. Nesse caso, queremos dizer

que (s,) converge para algum valor, sem especificd-lo.

Observacao A.1.3. E possivel provar, com essa defini¢cdo que, em um espaco de Hausdorff, se
s, converge a s, entdo s, ndo pode convergir a mais nenhum outro valor, isto é, o limite de s, é
unico.

Ainda, para X = R, com a topologia usual, prova-se que s, converge a s se, e somente

se, para todo € € R’ existir N € N tal que:
n>N = |s, —s| <e.

Nesse trabalho, se utilizard, principalmente, sequéncias em R. As sequéncias serdo

sempre em R com a topologia usual, salvo dito o contrdrio.

Também, mais para frente, usaremos a topologia usual em C, a ndo ser que digamos o

contrdario.

A seguir, alguns resultados envolvendo sequéncias.

Lema A.1.4. Seja f uma fungdo real continua com dominio D C R, r € D e (s,) C D uma

sequéncia convergente a s € D definida, para todo n € N*, como:
sy=res,; = f(s,).

Entdo, s = f(s).
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Prova. Note que, como a sequéncia transladada (s, ,) converge para o mesmo valor s e, como

f € continua:
s = lim(s,,,) = im(/(s,) = /(lim(s,)) = /(5).
Portanto, s = f(s). |

Proposicao A.1.5. Seja (s,) C R uma sequéncia. Entdo, as afirmagées a seguir sdo verdadei-

ras:

1. Se s, é tal que s, < s,,, para todo n € N* e {s,} é limitado superiormente, entdo
lim(s,) = sup{s,};
n—oo

2. Ses,étalques, > s, paratodon € N* e {s,} é limitado inferiormente, entdo lim(s,) =
inf{s,}; e

3. (s,) converge a s se, e somente se, (S,,_,) e (S,,) ambas convergem a s.

Prova. (1) : Vamos mostrar que s, converge ao supremo dos elementos da sequéncia. Seja
€€ [Rj, es :=sup{s,}. Assim, s —& < s ndo pode ser cota superior de {s,}, isto é, deve haver
N e N* tal que s — € < sy. Ainda, pela condi¢do ndo-decrescente dos termos de (s,,), temos
que, para todon > N, sy > s,. Ainda, como s é cota superior dos elementos de s, segue que

s, < s, paratodon € N*. Assim, paran > N:
s—e<sy<s5,<s<s+e.

Ou seja,
|s, —s| < €.
Portanto (s,) converge a s, como queriamos.

(2) : Andlogo a prova de (1), apenas com desigualdades invertidas e inf no lugar de

sup.

(3) : Seja e € R qualquer. Assuma que (s,) converge a s € R. Entdo, ha N € N* tal
que:

n>N = |s, —s| <e.

Em particular, para todo n impar a implicacdo vale, utilizando o mesmo N. O mesmo para

todo n par. Segue que (s,,_,) e (s,,) ambas convergem a s.
Reciprocamente, se (s,,) e (s,,_,) ambas convergem a s, entdo, hda N,, N, € N* tais

que:

n>N, = |5, —5|<e¢,

n>N, = |[s,,—s| <e.
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Logo, tomando N, := max{N,, N,}, temos, paran > N,:

|Sy,_1 — S| < €els,, —s| <e.

Segue que |s, — s| < € (quando n > 2N,)). Assim, (s,) converge a s, como queriamos

provar. |
Proposicao A.1.6. Seja (s,) uma sequéncia convergente. Entdo, {s,} C R é limitado.
Prova. Seja s = I}chr)lo (s,). Entdo, existe N € N tal que:
n>N = |5, —s| <1
Logo, para todo n € N tal que n > N, pela desigualdade triangular reversa:
Is,|—Is| <ls,—s]| <1 = |s,| <1+]s|.
Ainda, para todon € [1, N1 N Z, temos:
|s,| < max{|s,||me[l,N]InZ}=: K.

Agora, defina M .= max{K, 1 + |s|}. Assim, para todo n € N:

5,1 < M.

Portanto, {s,} é limitado, como queriamos provar. [ |

Consequéncia A.1.7. Seja (s,) uma sequéncia convergente. Entdo, as afirmagoes a seguir sdo

verdadeiras:

1. Se(s,) étal que s, < s,., para todo n € N*, entdo s = sup{s,};

2. Se (s,) é tal que s, > s,,, para todo n € N, entdo s = inf {s,,}.

Prova. Primeiramente, pela proposi¢do anterior {s,} C R é um conjunto limitado. Ou seja,

ele é limitado superiormente e inferiormente.

(1) : Como {s,} é limitado superiormente, segue, pelo item (1) da Proposi¢do
que s = sup{s,}.

(2) : Como {s,} é limitado inferiormente segue, pelo item (2) da Proposi¢do
que s = inf {s,}. [ |
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A.2 Potenciacdo Complexa

Para essa secdo, consideramos que o leitor tem conhecimento acerca de definicdes e
propriedades elementares de nimeros complexos (parte real, imaginaria, médulo, argumento,
conjugado).

O logaritmo complexo, diferente da fun¢ao real In, possui multiplas interpretacdes. Isso
por que, em C, estamos considerando valores em um plano, que contém infinitas retas, isto &,

infinitos ramos em que podemos definir o logaritmo.

A.2.1 Exponencial Complexa

Sabemos que a série de Maclaurin da exponencial real €, para x € R:

Assim, para se falar de expoente complexo, o primeiro passo € definir o seguinte:

Definicao A.2.1. Para z € C definimos:

0 n
z
1= X
“ n!
Z}’l
e” estd bem definido, uma vez que a série converge. De fato, sendo a, := = > com
n!

z # 0 (caso z = 0 € trivial), aplicando o teste da razao, temos:

zn+1 |n+l

|z

a | n n—oo
1 (n+1)! 2l |z|
z = - = - = - 0<1.
a, z oDt p 4]
n! n!

Assim, pelo Teste da Razdo, a série Z a, € absolutamente convergente, logo, conver-
gente.

Observacao A.2.2. A partir da defini¢do, utilizando-se propriedades de deriva¢do em C pro-
vadas em (NETO, 1993 ﬂ mostra-se:

n!

- z" < /72" wa nz"! - nz""!
r=(52) -5(5) -5 w0 5 -
=~ ! =\ n! & n! o

' No livro em questdo, propriedades de diferenciabilidade complexa foram provadas (regra da cadeia, regra do

produto, teorema da fungdo inversa, etc.), e serdo dadas como conhecidas nesse trabalho.
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Isto é, que (¢*) = e* para cada z € C (a derivada da fungcdo Exp(z) = e7).

Agora, vamos mostrar um resultado, que fundamenta a exponencial complexa. Embora
se diga, em algumas obras, que o resultado a seguir € uma defini¢@o, o aluno acredita nele como
um resultado das séries de Taylor, aplicando o comportamento da unidade imaginéria. Por isso,

consideramos como um Teorema, € nao uma Defini¢ao.

Teorema A.2.3. Seja x € R. Entdo,

* = cos(x) + i sen(x).

Demonstracao. Consideramos como conhecidas as séries de Maclaurin de cos(x) e sen(x), e

notamos que:

ix _ - (iX)n _ - i"x" _ i2nX2n 2n+1 2n+1 B
¢ _;) n! _; n! _n=0 (2n)! +Z(2n+1)' -
_ (ZZ)n 2n (lln 2n+1 B 0 (Z-Z)nxln (12)" 2n+1 3
B ; (2n)! Z Qn+1)! ~ “@2n)! Z Qn+ D!
° N 2n 1) 2n+1
= Z ( (221), Z ((2 )+ DI = cos(x) + i sen(x).
n=0

Esse poderoso resultado nos permite enxergar a fungdo exponencial complexa como
sendo a parametrizacdo de uma circunferéncia com centro na origem do plano complexo! Desse

resultado, temos o seguinte corolario:

Corolario A.2.4. Seja x € R. Entdo, |e™| = 1. Além disso, ™ parametriza a circunferéncia

unitdria com centro na origem do plano complexo.

Prova. Observe que

le™| = | cos(x) + i sen(x)| = \/(cos(x))2 + (sen(x))? = \/T =1.

Outrossim, e™ parametriza tal circunferéncia justamente por que, para todo x € R, a distdncia
de ™ até a origem é |e™ — 0| = |e™| = 1. Reciprocamente, dado w € C na circunferéncia
unitdria, sabemos que w = cos(x,) + isen(x,), para algum x, € R, em que x, pode ser, por

exemplo, o comprimento do arco de circunferéncia do ponto 1 + 0i até w. Logo, w = ¢™.
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Proposicao A.2.5. Sejam z,w € C. Entdo:

Prova. Foge do escopo do trabalho. Essa prova envolve o produto formal das séries de e* e e”,
e se encontra em (NETO, 1993)), na pagina 86.

Consequéncia A.2.6. Seja z € C, com z = x + yi. Entdo:
e = e*(cos(y) + i sen(y)).
Além disso, |e*| = e* e e* # 0.

Prova. Veja que

e? = " = e¥e” = e*(cos(y) + i sen(y)).

Além disso,

le*| = |e¥e”| = |e*||e”| = e* - 1 = ¢”.

Como e* # 0, segue que |e*| # 0, logo, e* # 0.
|

Lema A.2.7. Sejam z,w € C Entdo, e* = e" se, e somente se, z = w+2kxi para algumk € Z.

Prova. Escreva z = a+ bi e w = x + yi com a,b,x,y € R. Pela segunda afirmacdo da

ConsequéncialA.2.6| e injetividade da exponencial real, temos:
le*| = |e¥] = e"=e¢" = a=x.
Aplicando isso com a primeira afirmagcdo da mesma Consequéncia, obtemos:
et = ¥ — e%cos(b) + i sen(b)) = e*(cos(y) + i sen(y)) = e“(cos(b) + i sen(h)) =

= e“(cos(y) + isen(y)) => cos(b) + i sen(b) = cos(y) + i sen(y).

Da igualdade de niimeros complexos, obtemos cos(b) = cos(y) e sen(b) = sen(y). Como
cos(b) = cos(y), temos b = y+ 2kx ou b = —y + 2kx. Mas, como sen(b) = sen(y), temos
b=y+2kroub=nr—y+2kn, paraalgum k € Z. A unica possibilidade é que b =y + 2kr.
Portanto,

z=a+bi =x+ (y+2kr)i = x+ yi + 2kni = w + 2kxi.

Donde z = w + 2kzi para algum k € Z. Reciprocamente, se z = w + 2kni para algum k € Z,

entdo, pela Proposi¢cdolA.2.5]

eF = eWtHal — g . G2kl — oW . (cos(2kr) + i sen(2kx)) = eV - 1 = e¥.
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Por fins de notagdo, definimos a fun¢@o exponencial complexa:

Exp: C — C

z —> €%

Vimos até entdo, como funcionam as poténcias complexas de e. Entretanto, para po-
dermos falar das poténcias complexas de um nimero qualquer z € C*, precisamos da no¢ao de

Logaritmo Complexo.

A.2.2 Logaritmo Complexo

Para se definir o logaritmo complexo, iremos definir a nocdo de ramos, da mesma ma-
neira que em (NETO, |1993, p. 94):

Definicao A.2.8. Seja U C C* um aberto. Dizemos que uma fungdo continua f : U — R éum
ramo do argumento em U se:

Z =/ (vzeU).
|z

Também dizemos que uma fungdo continua g . U — C é um ramo do logaritmo em U se:

efP =z (Vzel).

Essas definicdes podem parecer, a primeira vista, separadas mas o Teorema a seguir e

sua demonstracdo, com base em (NETO, 1993, p. 95), garantem o contréario.

Teorema A.2.9. Seja U C C* um aberto. Entdo, existe um ramo do logaritmo definido em U

se, e somente se, existe um ramo do argumento definido em U.

Demonstracao. Suponha que exista um ramo do logaritmo g definido em U. Entdo, como g é

uma fung¢do complexa continua, podemos escrever:
g(2) = a(z) +ib(2)

Em que a e b sdo funcoes de U em R contl’nuasﬂ e representam a parte real e imagindria,
respectivamente, do complexo g(z). Como g é ramo do logaritmo, e pela Consequéncia
temos, para todo z € U:

a(z)+ib(z)

z=e e |z| =@,

Assim,

z = e@eib) = | 7] — Ea—CY

||
A ultima igualdade mostra que b é um ramo do argumento em U (lembre-se que O & U ). Reci-

procamente, assumindo que f seja um ramo do argumento definido em U, defina:

| :U —C*, I(z) =In|z| +if(z).

2 Lembre-se que C = R?.
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Note que | estd bem definida pois, como z # 0, temos |z| > 0. Além disso, | é continua pois
suas fun¢des componente reais e imagindrias sdo continuas. Agora, veja que, como f é ramo
do argumento:

el(z) — eln|z|+tf(z) — elnlzletf(z) — |Z|— -7 — el(z) =z

|z|

Portanto, | é um ramo do logaritmo em U, como queriamos. [ ]

Corolario A.2.10. Seja U C C* aberto e z € U. Se g é um ramo do logaritmo definido em U,

entdo:
g(z) =In|z| +if(2),

em que [ é um ramo do argumento em U. (Note que, nesse caso, [ é a fungcdo componente

imagindria de g).

Prova. Segue diretamente da demonstracdo do Teorema anterior.

Com o Teorema, podemos encontrar um aberto de C* “conveniente” para construir o
que iremos definir como o logaritmo complexo. A conveniéncia desse aberto seria, por exem-
plo, que poténcias complexas utilizando um ramo do argumento especifico nele continuam no
mesmo aberto. Isso serd mostrado futuramente. A proposi¢c@o a seguir relaciona a nocao de

ramo do logaritmo com o logaritmo natural:

Proposicao A.2.11. Seja g um ramo do logaritmo em um aberto U C C*. Entdo, para cada
x € R, NU, existe k € Z tal que:

g(x) = In(x) + iQkx).
Prova. Pelo Coroldrio[A.2.10} temos que:

g(x) = In(x) +if(x).

. . ; X
Em que f é um ramo do argumento em U. Assim, como /™ = =

= 1 temos que:
|x]

1 = e/™ = cos(f(x)) + i sen(f(x))

Nisso, sen(f(x)) = 0 e cos(f(x)) = 1. Logo, f(x) = 2knr, para algum k € Z, e o resultado
segue. [ |

Observacao A.2.12. Note que, se tivéssemos f(U) C (—x, ) (isto é, a imagem do ramo do
argumento restrita a um intervalo que contenha no mdximo uma "revolugdo"do ciclo trigono-
métrico contendo o zero), teriamos g(x) = In(x), ou seja, uma coincidéncia de valores entre o

ramo do logaritmo e o logaritmo natural.

Ha também uma relagdo intrinseca entre as derivadas do logaritmo natural e do ramo

do logaritmo, estabelecida pela proposi¢ao a seguir:
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Proposicao A.2.13. Seja g um ramo do logaritmo definido em U. Entdo, g é holomorfa (isto é

"diferencidvel "no plano complexo), e, mais ainda, para todo z € U:
1
g'(z)=-.
z

Prova. Foge do escopo do trabalho mas é provado em (NETO, |1993, p. 96). A prova envolve
relacionar g com uma funcdo h inversa da exponencial restrita a dominio e contradominio
relevantes a g, em que as derivadas coincidem. Assim, utilizando-se o Teorema da Fungdo

Inversa do caso complexo, prova-se que:

1 1 1

’ — / -_——_— = =
g§(2)=h(z) = e'h(2) ~ oh(z) T 7’

Nessa prova, foi utilizado o fato de U, ser um aberto. Isso possivelmente contribuiu para definir

os ramos do argumento e logaritmo apenas em abertos de C*.
Definicao A.2.14. Pensando em um aberto “conveniente”, vamos, definir:
U, =C\{xeR|x<0}.

Note que U, é aberto, pois seu complementar é fechado. Além disso, dizemos que U, é o

dominio principal. Mais a frente, esclareceremos o porqué desse nome.

Proposicdo A.2.15. Seja a : (—z,z) — S'\ {=1}, definida por a(t) = €". Entdo, a é um
homeomorﬁsmo, Denotamos f := a~'. (Obs.: S' denota a circunferéncia unitdria centrada

na origem).

A prova da Proposi¢ao acima foge do escopo do trabalho, mas € verificado por (NETO,
1993)), na secdo Exponencial e Logaritmo, que a € continua, bijetora e tem inversa continua.
Nessa parte, é essencial que a tenha (—z, 7) como dominio e S! \ {—1} como imagem. Se seu
dominio fosse [—x, 7) ou (—x, 7] (ou seja, incluindo a volta completa), sua imagem seria S', e,

nesse caso, € possivel verificar que f ndo seria continua.

Agora, com esse resultado em maos, vamos definir um ramo do argumento em U,,.

Veremos também que, de fato, esse ramo ira satisfazer a “conveniéncia” que estabelecemos.
Definicao A.2.16. Considere a e f como na Proposicdo anterior. Definimos:
Arg: Uy — (-=m, 7
z
z — pl—=).
|z

Além disso, dizemos que Arg é o ramo principal do argumento.

3 Isto é, & é uma bijecdio continua com inversa continua.
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Observacao A.2.17. Note que Arg é um ramo do argumento em U,. De fato, seja z € U,,.

z
il —
iArg(z) — <|Z|> = i = i
e e alp Iz Vz € U,

|z|

Segue que Arg é um ramo do argumento em U,,. O

Perceba que:

Definicao A.2.18. Como Arg é um ramo do argumento em U, pela demonstragdo do Teorema

[A.2.9] temos que
Log(z) :=1In|z| + i Arg(z)

é o ramo do logaritmo em U, induzido por Arg, chamado de ramo principal do logaritmo. Mais

ainda, para z € U,,, dizemos que L.og(z) é o logaritmo complexo de z. Essa defini¢do é natural,
pois, pela Observagdo temos que, se x € R’,, entdo:

Log(x) = In(x).

(Lembre-se que R N U, = R}). Mais ainda, a restri¢do presente na fungdo complexa Log, é

exatamente a mesma restricdo na fungdo real In, que é {x € R | x < 0}.

Teorema A.2.19. Sejam z,w € U, Se | Arg(z)|, | Arg(w)| < % entdo:

1. Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w);
2. Log(zw) = Log(z) + Log(w).

Demonstracao. (1) : Repare que

b4 w
il — ) sl —
ol(Are(2)+Arg(w) 5i Arg(2)+i Argw) _ i Arg(z) 5i Argw) — <| z| > e <|w|> _

= <i> . <i> — zw — Zw — eiArg(zw)
|z lw] |z|lw]  |zw]|

Assim, segue que: Arg(z) + Arg(w)) = Arg(zw) + 2kx (para algum k € Z). Agora, note que,

pela desigualdade triangular:

| Arg(2) + Arg(w)| < | Arg()| + | Argw)| < S+ 7 = .

Entdo,
| Arg(z) + Arg(w)| = | Arg(zw) + 2kn| < x.

Como, por definicdo, Arg(zw) € (—n,x), o unico valor inteiro de k que satisfaz a ultima
desigualdade mencionada é 0. De fato, temos —rx < Arg(zw) < me —n < Arg(zw)+2kn < =,

assim, # > — Arg(zw) — 2kx > —x. Somando as inequacgodes, obtemos:

2r < 2kn <2r = -1<-k<1.
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Como k € Z, segue que k = 0. Portanto, Arg(z) + Arg(w) = Arg(zw).
(2) : Perceba que
Log(zw) = In |zw| + i Arg(zw) =
= In(|z||w]) + i(Arg(z) + Arg(w)) =
= (In|z| + In|w]|) + (i Arg(z) + i Arg(w)) =
= (In|z| +iArg(z)) + (In |w| + i Arg(w)) =
= Log(z) + Log(w).

Logo, Log(zw) = Log(z) + Log(w), como queriamos demonstrar. [ |

(Note que, para mostrar (2), utilizamos (1), e propriedades elementares de In). Antes
de prosseguir, apresentamos uma notacao utilizada para a parte real e imaginéria de um nimero

complexo:
Definicao A.2.20. Para z = x + yi € C, com x,y € R, definimos R(z) := x e I(z) :=y.
Proposicao A.2.21. Se z=x+yi € C, com x,y € R, é tal que |y| < x, entdo:
Log(e®) = z.
Mais ainda, Log é a inversa de Exp restrita ao dominio V, = {z € C | |S(2)| < 7 }.

Prova. Ndo é de dificil verificacdo, pois, dado z € V,,, utilizando a defini¢do de Log, a Propo-

si¢do[A.2.5| e sua consequéncia, temos:
z .
Log(e®) = In|e*| + i Arg(e®) = In(e*) + if <ﬁ> =x+ife?)=x+iy=z.
eZ

Portanto, Log(e*) = z. (Lembre-se que, nesse caso, y € (—x, r); ou seja, f(e”) = p(a(y)) = y.)
Obtemos que, para todo w € V,,, pelo que foi recém-provado, e, também, pelo fato de Log ser

um ramo do logaritmo em U, é verdade que:

Loge)=w e €W =y,

Isto é, as composicoes de L.og com Exp a direita e esquerda resultam na identidade. Portanto,
Log é a inversa de Exp restrita ao dominio V,,, e o resultado segue. [ |
A proxima proposi¢do estabelece uma maneira para calcular valores de Arg:
Proposicao A.2.22. Seja z = x + yi € Uy, com x,y € R. Entdo, as afirmagoes a seguir sdo

verdadeiras:

1. Se x > 0, entdo: Arg(z) = arcsen <ﬁ>,
z
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2. Sex<0ey>0, entdo: Arg(z) = arccos <|x_|>
z

3. Sex<0ey<0,entdo: Arg(z) = —arccos <ﬁ>
z

z

| z|

parametrizagdo (—x, ) — S'\ {=1}, tomamos

t=p <i> = Arg(z).

Prova. Inicialmente, note que, como € S'\ {=1}, e  é o inverso de a, que é a funcdo de

|z]
Dessa forma,
|_Z| = a(t) = e" = cos(t) + i sen(?),
z
para algumt € (—x, ). Mas,
z X+ yi X . . X .
— = y=—+l1:cos(t)+zsen(t)=—+l1.
|z |z lz] |z lz| |z

Portanto, temos:

cos(t) = |_)ZC| e sen(t) = l%

Como ndo sabemos, exatamente, em que parte do intervalo (—x, x) estd t, apenas podemos

afirmar:

.teqarcsen| — |, 7 —arcsen | — ),—m —arcsen | — ;
|z] || |z]
2. t € {arccos <i> , — arccos <i> }.
|| |z]

Agora sim, vamos provar cada afirmacgdo. (1) : Se x > 0, entdo:

Arg(z) = f <|—;> € [—gg] .
(o () <= (55D
Que segue do fato de:

a<ﬂ<é>> =é e a([—%,%])z{wegl | R(w) > 0).

Assim, como x > 0, temos:

Isso é verdade, pois:
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Como Arg(z) € {arcsen <l> , T — arcsen <l> ,—7 — arcsen <l> } e arcsen <l> (S
|z| |z| |z| |z|

[——, E], segue que Arg(z) = arcsen 2
2°2 |z|

(2) : Similar a (1), mas, agora, como x < 0 e y > 0, utilizam-se os fatos:

Z
|z|

Arg(z) € {arccos <i> , — arccos <i> }.
|z] |z]

arccos <i> € (0, ).
|z]

Arg(z) = p < ) € (0, m);

E, por ultimo:

(3) : Andlogo a (2), mas, agora, como y < 0, temos:

Z
|z|

Arg(z) = p < > € (—x,0).

X X
Mas agora, como temos arccos <|—|> € (0,7), segue que — arccos <ﬁ> € (—x,0), eo
z z
sinal negativo precisa ser usado antes do arccos. Pelo mesmo procedimento, conclui-se que a
afirmacdo é verdadeira. [ |
Corolario A.2.23. Seja x € R’ Entdo,
Arg(x) =0.

Prova. Basta verificar que, como x > 0, podemos utilizar a proposi¢do anterior e concluir que:
0
Arg(x) = arcsen ﬁ = arcsen(0) = 0.
X
Ou, ainda, pode ser visto como coroldrio da Defini¢do[A.2.18| pois, nesse caso:
Log(x) = In(x) < In(x) +iArg(x) =In(x) < iArg(x) =0 < Arg(x)=0.

Exemplo A.2.24. Vamos calcular Arg para alguns valores em U, utilizando a proposi¢cdo an-

terior:

e Arg(i) = arcsen (%) = arcsen (%) = arcsen(l) = 5

S —i _
e Arg(l —i) = arcsen <u> = arcsen -1 = _f;
|1 —i \/5 4
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— 4i _
o Arg(—3 + 4i) = arccos <%) = arccos <?3> ~2,21;

o Arg(_l - \/51) = —arccos (m> = — arccos (__1> = _2_”.
| —1-/3i| 2

o Arg(e+ ri) = arcsen< id - > = arcsen — )& 0, 86;
le + zi| ‘/ez+7r2

A seguir, calculamos o logaritmo complexo de alguns valores:

e Log(i) =In|i| +iArg(i) =In(1) + i% = %i;

Log(l—i):1n|1—i|+iArg(1—i):1n\/§—%i;

Log(—3+4i)=1In| —3 +4i| +iArg(-3 + 4i) = In(5) + 2,21i;

Log(e + zi) = In|e| + i Arg(e + zi) = 1 + 0, 86i;

2 Log(—49), pois —49 & U,;

Log(e) = In(e) = 1;

Log(64 + 0i) = In(64);

A.2.3 Ramo arbitrario

Na secdo anterior, definimos o ramo principal do logaritmo e argumento. Entretanto,
ha outras maneiras de escolha do ramo. Mais especificamente, o teorema a seguir garante a

existéncia de infinitos (ndo-enumeriveis) ramos do argumento e logaritmo.

Teorema A.2.25. Sejap € R, e Uy = C\{xe? | xeR e x <0}. Entdo, U, ¢é aberto,
Yy @ (=x+ ¢+ @) - S'\ {—=e"?}, dada por y(t) := e é um homeomorfismo, e, sendo

8 := 1y~ a seguinte funcdo:

Arg, 1 Uy = (-m+¢.a+¢) Arg,(z)=36 <|—§|> .

¢é um ramo do argumento em U

Demonstracdo. U, é aberto pois seu complementar é fechado. Notavelmente, (x| x €
R e x <0} éuma semirreta no plano complexo, logo é um fechado de C. Agora, temos que
y continua. De fato,

y(t) = e = cos(?) + i sen(?).
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Veja que y tem as funcdes componentes (real/imagindria) ambas continuas (cos e sen). Ainda,

y estd bem definida, pois, set € (—x + ¢, & + ¢P), entdo
}/(t) — eit ;é ei(izz+¢) — eii;r+i¢7 — eiiﬂeiqﬁ =_1. eiqS — _ei¢ — j/(t) = Sl \ {_eiqﬁ}'

O fato de y ser definida em (—z + ¢, & + ¢) sem os extremos, garante, (analogamente a ) que

y é bijecdo e 6 é continua. Note, também, que, se z € U¢, entdo:
) _
is[ —
eiArgd)(z) —e <|Z| =y (5 (i)) — i eiArg¢(Z) — i
|z |z| |z|

Portanto, Arg,, é um ramo do argumento em U . Isso conclui a demonstragdo. [ ]

Isso mostra que existem infinitos ramos do argumento, pois, de fato, nas denominacdes
do teorema, se ¢, ¢, € [0,27) com ¢, # ¢,, entdo Arg¢l #* Arg¢2, pois as func¢des tém domi-
nios distintos, e, como [0, 27) € ndo enumeravel, deve haver uma quantidade nao enumeravel de

ramos do argumento.

A préxima proposi¢do retrata o comportamento dos ramos do logaritmo associados aos

ramos do argumento construidos no teorema anterior:

Proposicio A.2.26. Seja ¢ € R, e considere o ramo do argumento Arg de U, definido como

no Teorema anterior. Seja Log? o ramo do logaritmo associado a Arg,, isto é, para z € U ,:
Log?(z) :=1In|z| + i Arg,(z).

Entdo, Log?(U,) = {z € C | S(z) € (-n + . 7 + $)}.

Prova. A afirmacdo que se quer provar é uma igualdade de conjuntos. Assim, vamos mostrar

que um estd contido no outro. Seja E :={z€ C|3(z) € (—x+ ¢, n + ¢p)}.

Notavelmente, como Arg (Uy) C (—x + ¢, & + ¢h), segue que, dado z € Uy:

S(Log?(2)) = Argy(2) C (—x + . + ).

Ou seja, Log?(U,) C E.

Reciprocamente, dado z € E, com z = x + iy, sabe-se que y € (—x + ¢, w + ¢p). Além
disso, e* = e*e” € Uy poise* >0, ey # xx + ¢. Assim,

Log?(e?) = In|e*| +i Argy(e®) = In(e*) + iy <|e‘;|> =Xx+iy (e_) =x+iy(e”) =x+iy =1z
e e*

Portanto, z € L0g¢(U¢). Logo, E C Log¢(U¢). Conclui-se que Log"’(U¢) = FE, como

queriamos provar. [ ]
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Observacéo A.2.27. Note que, se z € U, N U,, entdo, para algum k € Z:

Arg(z) = Argy(z) + 2krm

Isto é, na prdtica, os ramos do argumento principal e os definidos no teorema anterior
tém comportamento similar. Segue que o mesmo vale para os ramos do logaritmo principal e

os definidos na Proposi¢do anterior.

A.2.4 Poténcias Arbitrarias

A partir da definicao do logaritmo complexo, ira se definir o que € uma poténcia arbi-

traria de um complexo qualquer em U,;:

Definicao A.2.28. Sejam z € Uy e w € C:

zw = ew Log(z) )

Observacio A.2.29. A definicdo acima é natural, pois, se w = n € N*, entdo:

no_ Log(z)\n — Log(z)y . Log(2)y . . Log(z) — nLog(z)
2! = (V) = [(eY) - () . (eFF)], = e .

Outro fato é que, fixando w € C, a derivada da fung¢do com dominio em U, e lei de formagdo

f(z) = 2z se dd por:
(ZW)/ — (ewLOg(z))/ — ewLog(z) . (LULOg(Z))’ — Zw Cw - l — I/UZw_l.
Z

Coincidindo com o caso real. Uma proposigdo futura com propriedades de poténcias arbitrdrias

garante o salto da peniiltima igualdade para a tiltima.

Observacao A.2.30. Note que, segundo nossa defini¢do de potenciagdo:

Ou seja, a segunda

b

Algumas propriedades das poténcias arbitrarias, com a definicdo dada, sdo “herdadas’
do caso real, mas ndo todas. A proposicao a seguir resume como essas propriedades se compor-

tam em C:
Proposicao A.2.31. Sejamz € Uy, w,A € C; x € R*Jr, y € Rcom w = a+ bi, em que a,b € R.

1. 1Y =1; 3. (2% = z* nem sempre vale;

2. ZWth = zw. ZA. 4. x* = x*{cos[bIn(x)] + i sen[b In(x)]};
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5. (X)W =x; 6. z¥ e C".

Prova. (1) : Perceba que

1% = ewLog(l) — ewln(l) — ew-O — eO =1.

(2) : Note que

zw+/l — e(w+A)Log(z) — ewLog(z)+ALOg(z) — ewLog(z) . e/lLog(z) = Z¥. ZA.

(3) : Observe que:

3i_

. . LT . p 4
i 3i-Logi) — e3121 e 32'

e

Porém, por outro lado:

T .

(i3)i — (_l-)i — pilog(-) — ei-%z — e% + e—3§ = 3

Assim,
Como a afirmagdo ndo vale em um caso, ela nem sempre vale.
(4) : Veja que

w

X% = ewLog(x) — ewln(x) — e(a+bi)ln(x) — ealn(x)+ibln(x) — ealn(x)eibln(x) —

= (eM"™)a . o) = xa(cos(bIn(x)) + i sen(b In(x)).

(5) : Temos x” € R’. Assim, pelo item anterior:

(xN)" = (xy)”< cos (ln(xy)) +isen (bln(xy))> = xy"< cos (byln(x)) +isen (by ln(x)))
= x%(cos (7B In(x) + i sen (¥) In(x)) ).

Novamente, utilizando o item anterior:

xya< cos ((yb) In(x)) + i sen ((yb) 1n(x))> = OO = xyathi) — o,

Logo, por transitividade, (x”)* = x”*.
(6) : Note que z* = e“°29_ Como e¢ € C* para todo ¢ € C, segue que e € C*,

isto é, z¥ € C*, como queriamos. [ |

Como as poténcias arbitrarias se resumem, no fundo, em exponenciagdo complexa, que
€ uma funcdo periodica, € compreensivel assumir que as poténcias arbitrarias também assumam

um papel periddico. De fato, a proposi¢ao a seguir prova isso:
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Proposicao A.2.32. Sejam z € U, \ {1}, w € Cen € Z. Entdo:

2nx .

70 = 2 e’

Prova.
2nw . 2nw .

70 — eWlog(z) — ewLog(z)+2nm’ — eLOg(Z)<W+LOg(Z)’> — ZW+L0g(Z>I.

Observacao A.2.33. A definicdo de poténcia arbitrdria pode ser feita utilizando um ramo ar-

bitrdrio do logaritmo, em que, dado ¢ € R, e z € U:

¢
exp?(w) 1= e,

Porém, a defini¢do utilizando o ramo principal é mais usual.

Exemplo A.2.34. A seguir, alguns exemplos calculando poténcias complexas arbitrdrias, algu-

mas vezes utilizando a proposi¢cdo anterior.
3% = 3% = 3%cos(2In(3)) + i sen(2 In(3)) = cos(2In(3)) + i sen(2 In(3)));
(1 — i) = O Log1=) _ oB3—4i)In V2-2i) _ n V2-Zi)-4i((n v2-%i) _ o V2 o~ 35ip—4iln V2 T =
= V23V o 3l > (cos(=37% —4In V2) + isen(~3% —41n V2)):

4972 = 49%(cos(2 1n(49)) + i sen(2 1n(49)) = 2401(cos(7, 78) + i sen(7, 78))).

A.2.5 Base arbitraria

A partir da definicdo de poténcias arbitrarias, pode-se pensar em expandir o conceito
de Logaritmo Complexo para uma base qualquer, isto €, criar uma fun¢do que, dados z € U, e
w € C*, encontre um A € C tal que:

7 = w.

Assim, definirfamos 4 := Log,(w). Entretanto, ndo sabemos se A existe, nem se € Unico. E isso

€ o que pretendemos investigar nessa secao.

Proposicio A.2.35. Sejam z,w € U, com z # 1. Se A € C satisfaz z* = w entdo,

_ Log(w) + 2nzi
~ Log(z)
. . 2 2kri
para algum n € Z. Além disso, dado u € C, temos z* = z" se, e somente se, A = u + Log(2)
og(z

comk € Z.
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Prova. Note que, como z* = w, por definicdo de poténcia arbitrdria, temos:
eﬁLog(z) = w.
Como w € U, podemos aplicar Log em ambos os lados da igualdade:
Log(e*°¢®) = Log(w).

Lembrando que Log(e*°2®) = A Log(z)+2kxi, para algum k € Z, (uma vez que a exponencial

complexa é periodica). Disso, segue que:
ALog(z) = Log(w) + 2nri,
para algumn € Z.

Como z # 1, sabemos que Log(z) # 0 (caso contrdrio, teriamos z = "¢ = ¢° = 1,

ou seja, z = 1, o oposto do que estamos supondo). Assim, conseguimos:

_ Log(w) + 2nxi
Log(z)
Além disso, utilizando a defini¢do e o Lema|A.2.7} temos:
7t =zt = ot = Lot —y Log(z)A = Log(z)u + 2kni < A=u+ Zki
Log(z)
Como queriamos provar. |

Observacao A.2.36. Note que na proposicdo anterior supomos w € U,,. De fato, se w & U,,
ndo seria possivel aplicar o Log dos dois lados durante um dos passos da prova. Ainda, utili-

zando os simbolos nas mesmas condicoes da Proposicdo anterior, temos que, pela Proposi¢do
A.2.21|, se ALog(z) for tal que: |S(ALog(z))| < =, entdo:

Log(e’°¢?)) = A Log(z).
Assim, por um procedimento andlogo a prova da proposicdo anterior, segue que:
_ Log(w)
~ Log(z)’

Isto é, o n € Z em meio a essas hipoteses é zero.

Observacao A.2.37. A igualdade encontrada na iltima observagdo talvez tenha feito o leitor
se acordar do caso real de logaritmos de base qualquer. Pela observacdo anterior, segue que,

se zZ,w € [R’_;, e z # 1, entdo:

Log(w) 2nri In(w) 2nri 2nri
= = = log,(w) + .
Log(z) Log(z) In(z) In(z) In(z)
Utilizamos a propriedade da mudanca de base dos logaritmos reais. Assim, hda uma relacdo

certeira entre A e o logaritmo real de base z. Com isso, podemos estabelecer uma definigcdo
acerca do Logaritmo Complexo de base z qualquer em U\ {1}, inspirada na mudanga de base

do caso real:
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Definicao A.2.38. Sejam z,w € U, com z # 1. Entdo:

Log(w)

Log,(w) := Log()’

Teorema A.2.39. Se z,w sdo como na defini¢do anterior e satisfazem |3(Log(z)w)| < =,
entdo:
o = e Log,(z¥)=w

Demonstracao. De fato,

Log(w) LOg(Z) Log(w)

Log:(0) — 7Tosm = ¢ Logz) = l08W) — 1y

z
(Lembre-se que L.og é um ramo do logaritmo em U, de onde a tiltima igualdade segue.) Ainda,

Log(z*) _ Log(e"*®") Log(z)w _
Log(z) - Log(z) a Log(z) W

Log,(z") =

Observacao A.2.40. Para Log, (z) = w ocorrer, pela Proposigcdo foi necessdrio que
|S(Log(z)w)| < =m. Para verificar em que condigcdo temos que |3(Log(z)w)| < =z, notamos

que:
S(Log(z)w) = S[(In |z| + i Arg(z))(a + bi)] = S(In |z|a — Arg(z)b + (Arg(z)a + In |z|b)i) =

= Arg(z)a + In|z|b.

Ou seja, precisamos que
| Arg(z)a + In|z|b| < 7.

Ainda, se, como no Teorema anterior, concebermos z como fixo e w como varidvel, sabe-se
que, controlar a expressdo Arg(z)a+ In|z|b para que | Arg(z)a + In|z|b|| < z, pode depender
apenas de somar um miltiplo inteiro de 2x. Mas como a, b variam, ndo se pode garantir que
o multiplo de 2r somado seja sempre o mesmo, assim, ndo se pode definir Log_(w) de forma a
sempre satisfazer a condi¢cdo de fungdo inversa de exp,(A), mesmo se restringissemos w a algum
subconjunto de U,. Sendo assim, ndo seria possivel encontrar uma definicdo “boa” para um

logaritmo complexo de base qualquer.

Entretanto, se utilizar a mesma definicdo de ramo do logaritmo, mas, ao invés de e,
utilizar z, notavelmente, com a primeira afirmagdo, teriamos que Log, é um “z-ramo do loga-

ritmo.”
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A.3 Corpos Ordenados

Definicao A.3.1. Seja S um conjunto. Qualquer fungdo
¥ XS - S,

é dita uma operacdo bem definida e fechada em S. Nesse caso, iremos denotar, para a,b € S,
* (a,b) :=a*b.

Definicao A.3.2. Seja K um conjunto, e @, ® operacoes bem definidas e fechadas em K.

Dizemos que (K, ®, ®©) é um corpo (ou, apenas que K é um corpo, se as operacoes jd

estdo subentendidas) quando satisfaz, para quaisquer a,b,c € K, os 9 axiomas abaixo:

1. Comutatividade de ®: a@®b=b® a;

2. Associatividade de ®&: (a@®b)Dc=a® (b c),;

3. Elemento neutro de ®@: Hd Oy € K tal que a @ Oy = a, para cada a € K;

4. Inversibilidade de ®: Para cada a € K, hd ©a € K tal que a ® (©a) = Oy

5. Comutatividade de ©: a®b=b0®a;

6. Associatividade de ©: (@O b)Oc=a® (bOc);

7. Elemento neutrode ©: Hdly € Ktalquea® 1y =a Va e K;

8. Inversibilidade de ©: Para cadaa € K \ {Ox} hd ®@a € K tal que a © (®a) = 1;

9. Distributividade de @ sobre ©: a®Q@ (b & c)=(a O b)®d (a® c).

Denotamos, para quaisquer a,b € K:
a®b:=a® (6b).
Similarmente, se b # Oy, denotamos:

a®b:=a0® (Ob).

Também pensamos em hiperoperagdes que nao sé satisfacam propriedades algébricas,

mas que obedecam a ordem usual de R. Para isso, definimos primeiramente alguns conceitos:

Definicao A.3.3. Seja S um conjunto. Dizemos que (S, <) é um conjunto ordenado quando

hd uma relacdo de ordem em S denotada por <. Por relacdo de ordem, queremos dizer que a

relacdo satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer elementos a, be c em S':

1. Antissimetria: Sea < be b < a, entdo a = b;
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2. Transitividade: Sea < be b <c, entdo a < c;

3. Totalidade: a < boub < a.

Notagoes:
Sejam a,b € S. Escrevemos b > a se, e somente se, a < b; Escrevemos a < b se, e somente se,

a < bea#b;, Escrevemos b > a se, e somente se, a < b.

Definicdo A.3.4. Seja (K, ®, ®) um corpo nas mesmas condigdes da Defini¢do Dize-

mos que (K, ®, ®, <) é um corpo ordenado quando (K, <) é ordenado e a relagdo de ordem é

compativel com as operacoes de K. Isto é:

1. Para quaisquer a,b,c € K: Sea < b, entdioa® c < b® c.

2. Para quaisquer a,b,c € K comc > 0y: Sea < b, entdoa®c <b0Oec.

Lema A.3.5. Nas condicoes da Definicdo acima, temos:

1. Para quaisquer a,b,c € K: Sea < b, entdoa@® c < b ® c.
2. Para quaisquer a,b,c € K comc > 0y: Sea < b, entdoa®c <bOec.

Prova. (1): Veja que
a®c=bdc = a=0b.

Mas, como a < b, temosa < bea# b, logo,a® c < b® c e, pela relacdo acima, como a # b,

temosa@®c<bdc

(2): Similar ao item 2, apenas notando que, como c # O, temos que, ao multiplicar a
equagdo por @c:
a®@c=bOc = a=hb.

Definicao A.3.6 (Elementos positivos do corpo). Seja (K, ®, ©, <) um corpo ordenado. Defi-

nimos o conjunto dos elementos positivo de K da seguinte forma:
P :={xe K|x>04}.

Lema A.3.7. Seja (K,®,®) um corpo nas mesmas condigdes da Defini¢do Entédo, as

afirmacoes a seguir sdo verdadeiras:

1. Os elementos neutros para as operacoes @ e © sdo unicos;
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22400, =0, VaeKk;
3. Se |K| > 2, entdo Oy # 1g;
4. Se (K, <) é corpo ordenado e a,b € K sdo tais que a,b > O, entdo a © b > O.

Prova. (1) : Seja N um elemento neutro para a operagdo @®. Entdo, utilizando o axioma (3)
em N e0y:
N=N@0, =0, = N =0,.

Analogamente, prova-se que o elemento neutro para a operagcdo © é iunico.

(2) : Seja a € K. Utilizando os axiomas (3), (4) e (9), temos:
a0k =a00xB0)=@00)B @O0 = (@O0)DW@O0)=a00 =
= @O0 B @006 @00k =(@00k) 6 (a0 0g) = 0.

(3) : Suponha, para obter contradigdo, que O = 1. Assim, como |K| > 2, hdc € K

tal que ¢ # 0. Utilizando a afirmagdo anterior e o axioma 7, segue que:
c=cOlgy=c00g =04.

O que é uma contradigdo, pois ¢ # Q. Portanto, Oy # 1.

4) : Veja que a > 0. Como K é corpo ordenado, multiplicando a inequagdo por b,
obtemos a® b >0, ©b=0r = a® b > 0, em que a afirmagdo (2) foi utilizada. [ ]

Lema A.3.8. Sejam (K, ®, ©, <) um corpo ordenado e P C K o conjunto dos elementos posi-

tivos. Entdo, as afirmacoes a seguir sdo verdadeiras:

(a) Sex,y € P,entdox® y,x Oy € P;
(b) Se x € K, entdo, ou x € P, ou x =0, ou ©x € P.

Prova. (a): Veja que, como x > O e y > O, pelo axioma (1) de corpo ordenado, temos
xBy>0, Dy >0, ®0g =04, logo, por transitividade, x @ y > 0. Note que x @ y # O
pois, caso contrdario, x @ y = O, ou seja' y = ©x. Nesse caso, como x > 0 temos 0y =
xOx >0 &x =6x,logo, y=6x <0, o que é uma contradigdo, pois y > Q. Portanto,
x @y > 0k, ouseja, x ®y € P. Agora, pelo axioma (2) de corpo ordenado, como x,y > O,
temos x Oy > x © 0x = 0. Veja que x © y # O pois x,y # Og e K ndo possui divisores de
zero. Logo, x © y > O, ou seja, x © y € P.

(b): Seja x € K. Pela totalidade da relagcdo de ordem, temos x > Oy, ou x < O.
Suponha que x # Ok. Entdo, x > Ox ou x < Og. Perceba que, se os dois ocorrerem ao
mesmo tempo, entdo x > 0 e ©x > 0. Pelo item anterior, temos O = x © x > O, ou seja,

O > O, 0 que é um absurdo. Portanto, ou x > Oy, ou x < O (assumindo que x # O ). Agora,
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assumindo que x = O, segue por defini¢do que os outros dois ndo acontecem. Conclui-se que,
oux > 0k, oux =0y, oux < 0. Caso x < O, tem-se que Sx > 0. Ou seja, ou x € P, ou
x =0k, ou ©x € P. |

Lema A.3.9. Seja (K, @, ©) um corpo, e P C K satisfazendo os itens (a) e (b) do Lema anterior.
Defina a relagdo:
x<y < y6&xePuU{0}.

Entdo, (K, <) é um corpo ordenado.

Prova. Primeiramente, vamos provar que < é uma relacdo de ordem em K. Para tal, sejam
x,y,z € K.

Antissimetria Se x < yey < x, entdo, y© x,x 8y € PU {0 }. Suponha que x # y.
Entdo, y© x > 0. Logo, x 8y =6(y© x) < 0. Ouseja, x Oy & PU {0}, 0 que é uma

contradigdo. Portanto, x = y.
Transitividade Se x < yey < z, entdo y © x,z8 y € P U {0 }. Veja que, pelo item
(a), caso y© x,z68 y € P, temos

zOx=(zOy+(y6x)€ P CPU{0}.

Agora, caso y© x =0y, temos zOx=(z0 )+ (O x)=z80y+0,=z68y€ PU {0},
ou seja, z© x € P U {0} Analogamente, caso z & y = O, prova-se que z© x € P U {0 }.
Em qualquer caso, z© x € P U {0y}, portanto, x < z.

Totalidade Veja que, pelo item (b), temos que y© x € PU {0} oux©y € PU{0f}.

Em outras palavras, x <y, ou 'y < Xx.
Agora, vamos provar que a relacdo se comunica com as operagoes do corpo K: (1) :
Sex <y entdoy© x € PU{0g}. Veja que:

Bz (xDz)=y©x € PU{0}.

Logo, x ® z < y @ z por definicdo.

(2) Ainda assumindo x <y, mas agora com z > Oy. Assim, z =26 0 € P U {0},

mas, como z # O, temos z € P. Veja que, pela propriedade distributiva:
(Yoz2)6(x02)=(6Xx)0 2z

Caso y©x € P, segue que, pelo item (a) e observagdo acima, (yOz)©(x®z) € P C PU{0}.
Caso y © x = O, segue que, pela observagdo acima, que (y ©z)© (x©z) =0, € PU {04 }.
Em qualquer caso, (y © z) © (x © z) € PU {0}, ou seja, x © z <y © z. Segue que (K, <) é

um corpo ordenado, como queriamos provar.
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Definicao A.3.10. Sejam (K, +,,,) e (K,,+,,+,) corpose ¢ . K, = K, uma fungdo. Dizemos

que @ é um isomorfismo entre K, e K, se @ é bijetora e satisfaz:
@(a +, b) = p(a) +, p(b);

@(a- b) = @(a) -, p(b).

Para quaisquer a,b € K,. Dizemos que K, e K, sdo isomorfos se existe um isomorfismo entre
K, e K,. Nesse caso, denotamos K, =, K, (ou apenas K| = K, caso ndo se queira especificar o
isomorfismo). Além disso se (K, +, 1, <)) € (Ky, +,, -5, <,) sdo corpos ordenados e K| =, K,,
dizemos que @ é um isomorfismo de ordem quando:

al; b= @<, pb) Vabek,.

Nesse caso, dizemos que K, e K, sdo ordenadamente isomorfos, e denotamos K, =, K, (ou

= u 10 quei ) ] .
apenas K, = K, quando ndo queiramos especificar o isomorfismo de ordem

Observacao A.3.11. Nas condicées da definicdo anterior (incluindo operacoes e relacoes res-

pectivas), observe que, se @ é um isomorfismo de ordem, entdo:
0(a) <, p(b) = a <, b.

De fato, suponha, para obter contradigdo, que a >, b. Entdo, b <, a, logo, p(b) <, @(a).
Como @(a) <, @(b), pela antissimetria, temos que @(a) = @(b). Como @ é injetora, temos que

a = b, o que é uma contradigdo, pois supomos a >, b, ou seja, a # b. Sendo assim, é fdcil ver

que:
Kl E(p K2 — K, E(p_l Kl'
E, também,
K, =,K, = K,=,. K.
A proposi¢do a seguir nos da uma condi¢do necessaria para um isomorfismo entre dois
COrpos:

Lema A.3.12. Sejam K, K, corpos como na Defini¢do anterior tais que K| =, K,. Entdo:
P(0g) =0g e @lg)=1g.
Prova. Seja b € K,. Entdo, como @ é bijetora, hd a € K, tal que b = @(a). Assim:

b +; §0(OK|) = @(a) +, (P(OK]) = @(a + OK]) =@pa)=b = b +; CO(OKl) =b.

Assim, pela arbitrariedade de b € K, e unicidade do elemento neutro (afirmagdo (1) do Lema
, segue que @(Og ) = Oy . Prova-se, similarmente, que @(1y ) = 1. [ |
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