
Coleção 
FOR

MA
TEMÁTICA

MATEMÁTICA EM ESTUDO

TRIGONOMETRIA

1

Or ganiz ad ora s 
Dra. Rosilene Beatriz Machado
Dra. Janine Soares de Oliveira

TRIGONOM
ETRIA

 —
 C

OLEÇÃO – FOR-M
A-TEM

ÁTICA: M
atem

ática em
 Estudo

1

“Este texto foi escrito a partir do estudo de materiais 

específicos sobre trigonometria, de livros didáticos,

bem como de nossas experiências com o ensino deste 

tema. Optamos por não apresentar demonstrações de

teoremas ou leis matemáticas, assim como optamos por 

focar tão somente em uma discussão conceitual, sem

ênfase na resolução de exercícios.(...) Com isto, é nosso 

intuito que este material possa servir como material de 

apoio e estudo a tradutores e intérpretes de Libras e a 

professores que ensinam matemática no trabalho com 

conceitos trigonométricos em suas aulas.

Mas também, que possa servir como um rico material de 

estudo a estudantes de matemática ou qualquer pessoa 

que deseje aventurar-se por esse tema.”
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APRESENTAÇÃO

Este é o primeiro volume da Coleção FOR-MA-TEMÁ-
TICA: Matemática em Estudo, elaborado pelo Grupo 

de Estudos e Pesquisa em Alteridade e Educação Mate-
mática – Gepam/UFSC (gepam.ufsc.br), no âmbito de 
dois projetos em desenvolvimento: O projeto de pesquisa 
“Na vibração com a alteridade surda, o que pode a Ma-
temática?” e o projeto de extensão “Por uma Matemática 
Surda: ensino de Matemática em Libras”. 

O grupo tem por objetivo produzir estudos e pesqui-
sas que problematizam as relações entre alteridade e edu-
cação matemática. É liderado pelas professoras doutoras 
Rosilene Beatriz Machado e Janine Soares de Oliveira, e 
conta com a participação de alunos de graduação em Ma-
temática e graduação em Letras-Libras, alunos de pós-
-graduação, professores que ensinam Matemática, Física, 
Química e também tradutores e intérpretes de Libras.

Neste material, apresentamos em versão bilíngue 
Português-Libras alguns dos principais conceitos mate-
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máticos relacionados ao conteúdo de trigonometria pre-
sentes no currículo de Matemática, tanto do ensino fun-
damental quanto do ensino médio. Assim, no decorrer 
das páginas que seguem, o leitor encontrará uma discus-
são conceitual sobre: ângulo, triângulo; razões trigono-
métricas no triângulo retângulo; círculo e circunferência; 
circunferência trigonométrica; seno, cosseno e tangente 
de um arco trigonométrico; e razões trigonométricas em 
triângulos quaisquer. 

Este texto foi escrito a partir do estudo de materiais 
específicos sobre trigonometria, de livros didáticos, 
bem como de nossas experiências com o ensino deste 
tema. Optamos por não apresentar demonstrações de 
teoremas ou leis matemáticas, assim como optamos por 
focar tão somente em uma discussão conceitual, sem 
ênfase na resolução de exercícios. Se o leitor tiver curio-
sidade, poderá encontrar facilmente, tanto as demons-
trações quanto a resolução de exercícios relacionados 
à trigonometria, em sites de internet especializados ou 
livros de Matemática.

Além disso, por ser tratar de um material elaborado 
a partir de projetos que propõem dialogar com intérpre-
tes de Libras e estabelecer uma interlocução com esses 
pro!ssionais e demais interessados na educação de pes-
soas surdas, acreditamos ser importante disponibilizar 
também uma versão em Libras. As escolhas tradutórias 
se fundamentam na experiência da tradutora a partir de 
sua formação em Matemática e sua experiência em pro-
jetos de tradução para Libras, contando ainda com a par-
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ceria de revisão de um tradutor experiente. Assim, não 
temos intenção de impor ou mesmo propor qualquer pa-
dronização de sinais mas sim, contribuir para a reflexão
sobre a construção do discurso matemático em Libras.

Com isto, é nosso intuito que este material possa ser-
vir como material de apoio e estudo a tradutores e intér-
pretes de Libras e a professores que ensinam Matemática 
no trabalho com conceitos trigonométricos em suas au-
las. Mas, também, que possa servir como um rico mate-
rial de estudo a estudantes de Matemática ou qualquer 
pessoa que deseje aventurar-se por esse tema.

Desejamos uma boa leitura!
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Do que trata a trigonometria?

A trigonometria é uma área da Matemática que trata do 
estudo de triângulos. Mais especifi amente, estuda as 

relações entre as medidas de lados e ângulos de um triân-
gulo.

Historicamente, os saberes em trigonometria desen-
volveram-se, principalmente, devido a problemas rela-
cionados ao cálculo de grandes distâncias, no ramo da 
astronomia, agrimensura e navegação oceânica.

Com esses saberes podia-se determinar a posição 
e o movimento de corpos celestes e determinar as es-
tações do ano, ou as coordenadas (latitude e longitude) 
de um ponto na superfície terrestre, tal como um na-
vio, por exemplo. Também, calcular a largura de rios, 
a altura de montanhas e até mesmo de pirâmides. No 
Egito Antigo, por exemplo, acredita-se que a altura de 
uma pirâmide era medida comparando-se sua sombra à 
sombra de uma pequena haste vertical, a partir de con-
ceitos trigonométricos.
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Foi também a partir de conhecimentos trigonomé-
tricos que se acredita que Eratóstenes de Cirene (276 
a.C. – 194 a.C.), um astrônomo e bibliotecário grego, 
tenha concluído que a circunferência do nosso planeta 
teria, aproximadamente, 39.300 km de comprimento. 
Um feito impressionante! Atualmente, com todo o apa-
rato tecnológico de que dispomos, sabemos que a me-
dida da circunferência da Terra, na linha do Equador, é 
de 40.075 km.

Nos dias de hoje, os conhecimentos trigonométricos 
estão na base do desenvolvimento de importantes ins-
trumentos tecnológicos, tais como o sistema de localiza-
ção por GPS (Global Positioning System); ou o teodolito 
eletrônico, utilizado para medir ângulos com precisão; 
ou ainda, o distanciômetro eletrônico, equipamento em-
pregado em levantamentos topográficos para estabelecer 
distâncias. Esses aparelhos são utilizados em diversos se-
tores: na navegação, na construção civil, na agricultura e 
na meteorologia.

Interessante, não é? Vamos agora ao estudo dos con-
ceitos!

https://pt.wikipedia.org/wiki/Navega%C3%A7%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/Constru%C3%A7%C3%A3o_civil
https://pt.wikipedia.org/wiki/Agricultura
https://pt.wikipedia.org/wiki/Meteorologia
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Um dos conceitos mais elementares no estudo de trigo-
nometria é o conceito de ângulo. Um ângulo é origina-

do de duas semirretas que partem de um mesmo ponto 
(ou origem), chamado de vértice. O ângulo pode ser in-
terno às semirretas ou externo a elas. Em outras palavras, 
duas semirretas de mesma origem sempre delimitam dois 
ângulos, um ângulo interno e um ângulo externo.2

Você vai encontrar nos mais diversos materiais re-
ferência a ângulo ora como uma região, ora como uma 
abertura, ora como uma inclinação. Não se preocupe! 
Todas essas possibilidades estão corretas!

2 Por convenção, nas situações em que a palavra ângulo aparecer "sozinha", 
desacompanhada das palavras interno ou externo, o ângulo de que se estará 
tratando será o ângulo interno.

Ângulo
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Figura 02:  Relógio analógico.  Figura 02:  Relógio analógico. 

Imaginando os ponteiros como semirretas e o centro 
do relógio como o vértice, fi am delimitados no relógio 
dois ângulos, um ângulo interno aos ponteiros (na cor 
rosa), e um ângulo externo aos ponteiros (na cor azul):
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Figura 03:  Ilustração de ângulo interno e externo no relógio 

analógico. 

Um ângulo geralmente é representado grafi amen-
te por um arco, disposto próximo ao vértice, ligando as 
duas semirretas. Observe as figur s abaixo:

Figura 04:  Representação de ângulos.

Mas atenção! Essa representação pode induzir ao 
equívoco de se considerar que o ângulo seja a região de-
limitada pelo arco nas figur s. Não é isso! Lembre-se: 
o arco é apenas uma representação, um indicativo dos 
ângulos que estão sendo considerados. O ângulo é tudo 
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que fi a delimitado (ou internamente, ou externamente) 
pelas semirretas que o formam, independentemente de 
onde esteja indicada sua representação gráfi a.

Figura 05: Ângulo interno e ângulo externo.

Os ângulos podem também ser nomeados. Para tan-
to, é usual utilizar letras gregas, tais como α(alpha), β(be-
ta), γ(gamma), ε(epsilon), etc.

Figura 06: Ângulos nomeados com letras gregas.

Um ângulo pode ainda ser medido. Geralmente, essa 
medida é expressa em uma unidade de medida chamada 
grau3. Muito provavelmente você já ouviu expressões do 
tipo: “um ângulo de 40 graus”; ou “uma inclinação de 30 

3 Grau aqui é uma unidade de medida de ângulo! Não se trata do mesmo 
grau usado para medir temperaturas, que é o grau célsius!
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graus”; ou “uma abertura de 60 graus”; ou “um giro de 
180 graus”. Todas essas expressões referem-se a medidas 
de ângulos.

Quando medimos um ângulo, então, estamos medin-
do sua “abertura”, ou, dito de outro modo, a “inclinação”, 
ou o “giro” entre suas semirretas. O instrumento de me-
dida utilizado para medir ângulos é o transferidor, uma 
régua em formato de círculo, tal como na figura a eguir: ϴ 

 
Figura 0�: Transferidor. 

 

Importante lembrar aqui que PHGLU nDGD PDLV p Go TuH FoPSDUDU� Ou seMa, sempre 
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no 6istema Internacional de 0edidas). $ssim, quando medimos a altura de uma parede, por 

exemplo, utili]ando uma fita métrica, e di]emos que a parede tem � metros de altura, significa 

que naquela altura �cabem� três pedaços de fita de comprimento 1 metro. 

Talve] você esteMa se perguntando por que um ângulo não é medido utili]ando�se uma 

régua convencional (reta). /embre�se de que medir um ângulo é medir a �abertura�, ou 

�inclinação�, ou o �giro� de suas semirretas. e por isso que se utili]a uma régua circular, pois 

nela é posstvel posicionar o ângulo a ser medido e definir o valor de sua abertura. Observe nas 

imagens abaixo um ângulo de medida �0 graus e outro de medida 2�� graus, dispostos em um 

transferidor: 

Figura 07: Transferidor.

Importante lembrar aqui que medir nada mais é do 
que comparar. Ou seja, sempre que medimos algo es-
tamos comparando aquilo que está sendo medido com 
algo tomado como uma unidade de medida, de compa-
ração. Essa comparação, em geral, é determinada por 
meio de algum instrumento de medida, de acordo com a 
natureza daquilo que se quer medir.
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Por exemplo, quando medimos um segmento de 
reta, é comum utilizarmos a régua, ou a !ta métrica, ou 
a trena como instrumento de medida. Nesse caso, esses 
instrumentos são graduados em submúltiplos do metro 
(que é uma unidade de medida linear padrão no Sistema 
Internacional de Medidas). Assim, quando medimos a 
altura de uma parede, por exemplo, utilizando uma !ta 
métrica, e dizemos que a parede tem 3 metros de altura, 
signifi a que naquela altura “cabem” três pedaços de !ta 
de comprimento 1 metro.

Talvez você esteja se perguntando por que um ân-
gulo não é medido utilizando-se uma régua convencio-
nal (reta). Lembre-se de que medir um ângulo é medir a 
“abertura”, ou “inclinação”, ou o “giro” de suas semirre-
tas. É por isso que se utiliza uma régua circular, pois nela 
é possível posicionar o ângulo a ser medido e definir o 
valor de sua abertura. Observe nas imagens abaixo um 
ângulo de medida 70 graus e outro de medida 237 graus, 
dispostos em um transferidor:

Figura 08:  Um ângulo de 70° e outro ângulo de 237° no 
transferidor.
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Para medir um ângulo qualquer no transferidor, po-
siciona-se o vértice do ângulo no centro do transferidor 
e uma de suas semirretas na indicação 0 graus. A partir 
disso, contam-se quantos graus de “abertura” há entre as 
duas semirretas que formam o ângulo. Quando medi-
mos um ângulo, tomando o grau como unidade de me-
dida, estamos procurando saber, portanto, quantos graus 
“cabem” nessa “abertura” do ângulo em questão.

Mas o que é o grau, então? Essa unidade de medida 
de ângulo, comumente indicada pelo símbolo °, é oriunda  
da divisão da circunferência em 360 partes iguais. Ou 
seja, um grau é uma das 360 partes iguais em que a cir-
cunferência é dividida. É por isso que dizemos que uma 
circunferência mede 360 graus; ou que um “giro comple-
to”, ou uma “volta completa” mede 360 graus.

Figura 09:  Ângulo de medida 1°.
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Vale dizer que essa divisão da circunferência em 360 
partes para a determinação do grau é arbitrária, convencio-
nada, poderia ser qualquer outra. É uma herança histórica 
de povos egípcios e árabes, a partir da suposição de que o 
sol realizava uma volta completa, em órbita circular, em 
torno da Terra em 360 dias.4 Logo, cada dia representava 
uma parcela desse percurso, ou seja, cada dia equivaleria a 
um 1° do percurso, completando em um ano 360°.

Para encerrarmos nossa discussão sobre ângulos 
nesse primeiro momento, é importante saber ainda que, 
de acordo com a sua medida, os ângulos podem ser clas-
sifi ados de três formas.

Um ângulo que mede exatamente 90° é chamado de 
ângulo reto. É possível associá-los a “cantos” ou “quinas”. 
O ângulo reto é comumente representado grafi amente 
tal como apresentado nas figur s abaixo:

Figura 10: Representação de ângulo reto.

4 Ressalte-se que essa é uma concepção comprovadamente equivocada, refu-
tada pela teoria heliocêntrica. É a Terra que realiza uma volta completa em 
torno do sol, em órbita elíptica, em 365 dias. Ainda assim, como indicado, 
a divisão da circunferência em 360 partes para determinação do grau man-
tém-se como uma convenção e uma herança histórica.
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Quando temos um ângulo menor do que o ângulo 
reto, cuja medida é maior que 0° e menor que 90° (um 
ângulo “fechado”), ele é chamado de ângulo agudo:

Figura 11: Exemplos de ângulos agudos.

E, por fim, um ângulo maior do que o ângulo reto, 
cuja medida é maior que 90° e menor que 180° (um ân-
gulo “aberto”), é chamado de ângulo obtuso:

Figura 12: Exemplos de ângulos obtusos.
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Triângulo

Agora que já sabemos o que é um ângulo, podemos 
tratar de outro conceito fundamental em trigonome-

tria: o triângulo.
O triângulo é uma figura geométrica fechada (um 

polígono), formada por três lados, tal como nos exem-
plos abaixo:

Figura 13: Exemplos de triângulos.

Os lados de um polígono são sempre segmentos de 
reta. O ponto de encontro entre dois lados de um po-
lígono é chamado de vértice e é representado por uma 
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letra maiúscula. Os lados são comumente denotados pe-
los nomes dos vértices de suas extremidades (lado AB, 
lado BC, etc.); ou, então, por meio de letras minúsculas 
de nosso alfabeto (lado a, lado b, etc.). 

Assim, o triângulo é formado por três lados e pos-
sui três vértices. Geralmente, nomeamos um triângulo a 
partir das letras que representam seus vértices. No exem-
plo abaixo, podemos chamar os triângulos de: triângulo 
ABC e triângulo EFM.

Figura 14: Triângulos com a indicação dos vértices.

Como é possível perceber nos exemplos, dois lados 
do triângulo determinam um ângulo. Na verdade, dois 
de seus lados sempre determinam um ângulo interno 
e um ângulo externo. Isso acontece em qualquer polí-
gono. Os ângulos internos são os ângulos internos do 
polígono, e os ângulos externos são os ângulos externos 
do polígono.
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Figura 15: Ângulos externos e internos em polígonos.

Logo, em um triângulo sempre temos três ângulos in-
ternos e três ângulos externos. Além do uso de letras gregas 
para dar nome a ângulos (assim como indicamos na se-
ção anterior), pode-se denotar os ângulos de um triângu-
lo (ou de qualquer polígono) pela letra correspondente ao 
seu vértice sobreposta por um acento circunfle o. Em um 
triângulo de vértices KLM, por exemplo, podemos denotar 
os ângulos por K̂, L̂ e M̂.5 

Figura 16: Triângulo KLM e seus ângulos internos.

5 Podemos também denotar os ângulos externos por K̂, L̂ e M̂. Mas, nesse caso, 
para não haver confusão, há que se fazer a indicação: ângulo externo K̂ , ângulo 
externo L̂, ângulo externo M̂.
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Além disso, a soma das medidas dos três ângulos 
internos de um triângulo é sempre 180°. Por exemplo, 
se um dos ângulos internos de um triângulo mede 84° 
e outro de seus ângulos internos mede 65°, então seu 
terceiro ângulo interno, necessariamente, medirá 31°, já 
que a soma desses três ângulos deve medir 180°.

Figura 17: Soma dos ângulos internos de um triângulo.

Mas não é só isso! Os triângulos podem receber no-
mes específicos, a depender da medida dos seus ângulos 
internos. Um triângulo bastante conhecido é o triângu-
lo retângulo. Você provavelmente já ouviu falar dele! O 
triângulo retângulo é aquele que possui um ângulo reto 
dentre seus ângulos internos. Destacamos alguns triân-
gulos retângulos abaixo:

Figura 18: Exemplos de triângulos retângulos.
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Perceba que em um triângulo retângulo o ângulo 
reto sempre está destacado com sua representação grá-
fi a usual. Você geralmente encontrará triângulos retân-
gulos representados grafi amente dessa forma.

Além disso, como um triângulo retângulo sempre 
possui um ângulo reto (90°), e como a soma dos ângu-
los internos de um triângulo é sempre 180°, temos que os 
dois outros ângulos internos de um triângulo retângulo 
sempre são menores do que 90°. Ou seja, todo triângulo 
retângulo possui um ângulo reto e dois ângulos agudos.

Outra característica importante dos triângulos re-
tângulos é que seus lados possuem nomes especiais, são 
chamados de hipotenusa e catetos. 

A hipotenusa é sempre o lado oposto ao ângulo reto, 
ou seja, o lado que está à frente do ângulo reto. A hipote-
nusa é também o maior lado de um triângulo retângulo. 
Os outros dois lados, por sua vez, são chamados de catetos. 
Os catetos são sempre os lados que formam o ângulo reto. 

Nas figur s abaixo destacamos a hipotenusa e os ca-
tetos em alguns triângulos retângulos: 

Figura 19: Hipotenusa e catetos de triângulos retângulos.
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Os catetos podem ainda ser nomeados, ao conside-
rarmos um dos ângulos agudos de um triângulo retân-
gulo. Nesse caso, os catetos se distinguem entre cateto 
oposto e cateto adjacente.

Observe a figura baixo: 

Figura 20: Cateto oposto e cateto adjacente em  
relação ao ângulo alpha.

Considerando o ângulo α, o cateto que se encon-
tra à sua frente é chamado de cateto oposto. Já o cateto 
que está ao seu lado é chamado de cateto adjacente. Veja 
que se considerarmos o ângulo β, no entanto, os catetos 
oposto e adjacente se invertem:

Figura 21: Cateto oposto e cateto adjacente  
em relação ao ângulo beta.
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Trigonometria no  
triângulo retângulo:  
razões trigonométricas

Com os conceitos de ângulo e triângulo, podemos en-
trar, a partir de agora, nos estudos mais específicos de 

trigonometria. Você se lembra do que dissemos lá no iní-
cio sobre do que trata a trigonometria? É preciso sempre 
ter isso em mente: a trigonometria estuda as relações 
entre as medidas de lados e ângulos de um triângulo. 
E esse estudo se dá estabelecendo-se tais relações a partir 
do triângulo retângulo. 

Em um triângulo retângulo é possível estabelecer 
seis razões trigonométricas, considerando-se seus la-
dos. Certamente você está se perguntando: Como assim, 
razões trigonométricas? Calma, já vamos entender me-
lhor o que signifi a isso.

Quando estabelecemos uma divisão entre duas 
quantidades ou duas grandezas (grandeza é tudo aquilo 
que pode ser medido), estamos comparando-as entre si, 
tomando uma delas como unidade de comparação. Ou 
seja, estamos dizendo “quantas vezes uma cabe na outra” 
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ou, em outras palavras, “quanto uma é maior ou menor 
do que a outra”. O número expresso por essa divisão (o 
resultado da operação) chamamos de razão. Nesse senti-
do, dizer que "seis dividido por dois é três", por exemplo, 
signifi a dizer que "seis é três vezes maior do que dois", 
ou ainda, que "seis é o triplo de dois". Ou seja, a razão 
entre seis e dois é três!  

Logo, quando dizemos que em um triângulo re-
tângulo é possível estabelecer razões trigonométricas, 
considerando-se seus lados, isso signifi a que é possível 
estabelecer razões (divisões) entre as medidas de seus la-
dos. Por exemplo, na figura abaixo, temos um triângulo 
retângulo com lados medindo 10 cm, 8 cm e 6 cm. Cal-
culamos duas possíveis razões entre seus lados:

Figura 22: Algumas razões entre as medidas de lados  
de um triângulo.

Veja que a primeira razão estabelece a comparação 
entre a hipotenusa e o cateto maior, e o resultado sig-
nifi a que a hipotenusa é 1,25 vezes (ou 25%) maior do 
que o cateto em questão. Já a segunda razão estabelece a 
comparação entre o cateto menor e o cateto maior, sig-
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nifi ando que a medida do cateto menor equivale a 0,75 
vezes (ou 75%) da medida do cateto maior.

É fazendo todas as comparações possíveis entre os 
lados de um triângulo retângulo que estabelecemos as 
razões trigonométricas. Vejamos como isso se dá. Como 
sabemos, em um triângulo retângulo seus lados se dis-
tinguem entre hipotenusa, cateto oposto e cateto adja-
cente, considerando-se um de seus ângulos agudos.

Nos exemplos abaixo, consideremos o ângulo α indi-
cado. Podemos estabelecer a razão entre o cateto oposto 
e a hipotenusa. Essa razão recebe o nome de seno do ân-
gulo alpha, também denotado por sen(α): 

Figura 23: Razão seno de um ângulo alpha. 

Outra possível razão dá-se entre o cateto adjacente e 
a hipotenusa. Essa razão é chamada de cosseno do ângu-
lo alpha, ou simplesmente cos(α):

Figura 24: Razão cosseno de um ângulo alpha.
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Uma terceira razão pode ser obtida entre o cateto 
oposto e o cateto adjacente. A esta razão chamamos de 
tangente do ângulo alpha, ou tg(α):

Figura 25: Razão tangente de um ângulo alpha.

Importante destacar que se calcularmos a razão en-
tre o valor do seno e o valor do cosseno de um ângulo 
alpha, também encontraremos a tangente de alpha:

tg(α) = 
sen(α)
cos(α)

Isso porque, uma vez que as razões seno e cosseno 
são dadas por:

ϭϵ 
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Até aqui estabelecemos três razões trigonométricas 
em um triângulo retângulo, considerando-se um de seus 
ângulos (nesse caso, nosso ângulo alpha): o seno, o cos-
seno e a tangente. Essas são as principais razões trigono-
métricas. As outras três são as razões inversas do seno, 
do cosseno e da tangente e recebem os nomes de cosse-
cante, secante e cotangente, respectivamente. Vejamos.

A razão entre a hipotenusa e o cateto oposto é o que 
chamamos de cossecante do ângulo alpha, ou cossec(α):

Figura 26: Razão cossecante de um ângulo alpha.

A razão entre a hipotenusa e o cateto adjacente é de-
nominada de secante do ângulo alpha, ou sec(α):

Figura 27: Razão secante de um ângulo alpha.

Por fim, a razão entre o cateto adjacente e o cateto opos-
to é chamada de cotangente do ângulo alpha, ou cotg(α):
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Figura 28: Razão cotangente de um ângulo alpha.

Pronto! Estão estabelecidas as seis razões trigono-
métricas em um triângulo retângulo, considerando-se 
um de seus ângulos (aqui, o ângulo alpha): seno de alpha; 
cosseno de alpha; tangente de alpha; cossecante de alpha; 
secante de alpha; e cotangente de alpha.

Todas essas relações podem igualmente ser estabele-
cidas para o ângulo beta, da mesma forma que fize os 
com o ângulo alpha. Nesse caso, é preciso fi ar atento 
para o fato de que, ao considerar o ângulo beta, os catetos 
oposto e adjacente mudam de posição!

Vejamos um exemplo de cálculo dessas razões. No 
triângulo retângulo abaixo, cujas medidas dos lados e ângu-
los estão indicados, consideremos o ângulo interno de 26°. 
Para calcularmos o valor do seno desse ângulo, devemos 
estabelecer a razão entre o cateto oposto e a hipotenusa.

Ϯϭ 
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Figura �0: Ra]ão seno de um ângulo de 2��. 

 

e muito importante destacar aqui que o valor do seno de um ângulo é fixo, ou seMa, 

sempre que calcularmos o seno do ângulo de 2��, por exemplo, encontraremos o valor 

aproximado de 0,����. 

$ tttulo de ilustração, observe que na figura abaixo o triângulo retângulo possui um 

ângulo de 2�� mas as medidas de seus lados são distintas das medidas dos lados do triângulo 

Figura 29: Triângulo retângulo com um ângulo de 26°.
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Ao calcularmos essa razão, dividindo 2 por 4,56, en-
contramos o valor aproximado de 0,4384. Este é o valor 
do seno de um ângulo de 26°:

Ϯϭ 
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Figura 30: Razão seno de um ângulo de 26°.

É muito importante destacar aqui que o valor do 
seno de um ângulo é fi o, ou seja, sempre que calcular-
mos o seno do ângulo de 26°, por exemplo, encontrare-
mos o valor aproximado de 0,4384.

A título de ilustração, observe que na figura abaixo o 
triângulo retângulo possui um ângulo de 26° mas as me-
didas de seus lados são distintas das medidas dos lados 
do triângulo utilizado no exemplo anterior. No entanto, 
ao calcularmos a razão seno do ângulo de 26°, chegamos 
ao mesmo valor aproximado de 0,4384:

ϮϮ 

utili]ado no exemplo anterior. No entanto, ao calcularmos a ra]ão seno do ângulo de 2��, 

chegamos ao mesmo valor aproximado de 0,����: 

 
 

 
Figura �1: Ra]ão seno de um ângulo de 2��. 

 
 

Isso ocorre porque todos os triângulos retângulos que possuem um ângulo de 2�� são 

semelhantes. Na verdade, quaisquer triângulos retângulos que possuam um de seus ângulos 

agudos de mesma medida serão sempre semelhantes. 3or exemplo, se tivermos um triângulo 

retângulo com um ângulo de ���, este triângulo seri semelhante a qualquer outro triângulo 

retângulo que também possua um ângulo de ���. 

E por que isso acontece" Você se lembra do fato de que a soma das medidas dos ângulos 

internos de um triângulo é sempre 1�0�" Então« No caso dos triângulos retângulos, por 

definição, um dos seus ângulos internos sempre mede �0�. 6e além do ângulo reto, dois (ou 

mais) triângulos retângulos possuem um segundo ângulo interno de medida comum, o terceiro 

ângulo interno obrigatoriamente também teri uma medida comum, afinal a soma dos três 

ângulos internos deve ser 1�0�. 

Nos casos acima, por exemplo, temos dois triângulos retângulos com um ângulo interno 

que mede 2��. &omo eles possuem, ambos, um ângulo reto (porque são triângulos retângulos), 

obrigatoriamente, o terceiro ângulo interno, em ambos os triângulos, mediri ���, pois �0� � 2�� 

� ���   1�0�. 

0as talve] você esteMa se perguntando: o que significa, afinal, que dois (ou mais) 

triângulos seMam VHPHlKDnWHV" 6abe quando você di um �]oom� em uma foto no celular, por 

exemplo" $ imagem inteira aumenta ou diminui sem que nenhum elemento da foto fique 

Figura 31: Razão seno de um ângulo de 26°.
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Isso ocorre porque todos os triângulos retângulos 
que possuem um ângulo de 26° são semelhantes. Na ver-
dade, quaisquer triângulos retângulos que possuam um 
de seus ângulos agudos de mesma medida serão sempre 
semelhantes. Por exemplo, se tivermos um triângulo re-
tângulo com um ângulo de 56°, este triângulo será seme-
lhante a qualquer outro triângulo retângulo que também 
possua um ângulo de 56°.

E por que isso acontece? Você se lembra do fato de 
que a soma das medidas dos ângulos internos de um 
triângulo é sempre 180°? Então… No caso dos triângulos 
retângulos, por defini ão, um dos seus ângulos internos 
sempre mede 90°. Se além do ângulo reto, dois (ou mais) 
triângulos retângulos possuem um segundo ângulo in-
terno de medida comum, o terceiro ângulo interno obri-
gatoriamente também terá uma medida comum, afi al a 
soma dos três ângulos internos deve ser 180°.

Nos casos acima, por exemplo, temos dois triângulos 
retângulos com um ângulo interno que mede 26°. Como 
eles possuem, ambos, um ângulo reto (porque são triân-
gulos retângulos), obrigatoriamente, o terceiro ângulo 
interno, em ambos os triângulos, medirá 64°, pois 90° + 
26° + 64° = 180°.

Mas talvez você esteja se perguntando: o que signifi a, 
afi al, que dois (ou mais) triângulos sejam semelhantes? 
Sabe quando você dá um “zoom” em uma foto no celular, 
por exemplo? A imagem inteira aumenta ou diminui sem 
que nenhum elemento da foto fi ue distorcido, não é mes-
mo? Isso acontece porque a imagem aumenta ou reduz 
proporcionalmente. É exatamente isso o que acontece 
com triângulos semelhantes: as medidas dos ângulos per-
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manecem inalteradas e os lados aumentam ou diminuem 
em uma mesma razão (ou proporção). Ou seja, ser seme-
lhante signifi a que um dos triângulos é uma ampliação 
ou uma redução do outro. Em outras palavras, se através 
de um “zoom” pudermos colocar um triângulo sobre o 
outro, de forma que eles fi uem exatamente sobrepostos, 
temos então dois triângulos semelhantes. Isso vale não 
apenas para triângulos, mas para qualquer figura  

É por isso que os triângulos das figur s 30 e 31 são 
semelhantes. Veja que seus ângulos têm medidas comuns 
e a razão entre os seus lados correspondentes é sempre a 
mesma. Se calcularmos a razão entre as hipotenusas en-
contramos o valor 2. Esse mesmo valor é encontrado ao 
calcularmos as razões entre os catetos opostos e entre os 
catetos adjacentes. Então, dizemos que a razão de seme-
lhança entre os dois triângulos é 2, ou seja, o triângulo 
maior é o dobro do triângulo menor.

Figura 32: Razão entre os lados correspondentes  
de dois triângulos.



Coleção FOR-MA-TEMÁTICA: Matemática em Estudo

40

Mas tem mais! Também a razão entre dois lados de um 
mesmo triângulo será igual à razão entre os lados corres-
pondentes de um triângulo semelhante a ele. Considere os 
triângulos semelhantes do exemplo abaixo. Veja que as ra-
zões entre os lados de cada triângulo têm o mesmo valor:

Figura 33: Razão entre lados de dois triângulos semelhantes.

É por esse motivo que o seno de um ângulo terá sem-
pre um valor fi o. Ou seja, em qualquer triângulo retân-
gulo que possua um ângulo de 26°, por exemplo, a razão 
entre o cateto oposto a esse ângulo e a hipotenusa será de 
aproximadamente 0,4384, independentemente do tama-
nho do triângulo.

Da mesma forma, isso acontece com todas as ou-
tras razões trigonométricas, para qualquer ângulo. Por 
exemplo, considerando-se o ângulo de 30°, temos que 
o sen(30°) é sempre 0,5; o cos(30°) é sempre aproxima-
damente 0,8660; a tg(30°) é sempre aproximadamente 
0,5774, a sec(30°) é sempre aproximadamente 1,1547; a 
cossec(30°) é sempre 2; e a cotg(30°) é sempre aproxima-
damente 1,732.
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Esses fatos já são conhecidos há bastante tempo, 
com registros históricos datados desde a antiguidade. 
Uma vez que os valores dessas razões são constantes, ter 
à disposição uma tabela de razões trigonométricas auxi-
lia muito em cálculos matemáticos envolvendo ângulos e 
triângulos. Há indícios de que a primeira tábua (tabela) 
de senos tenha sido construída na Índia e data do século 
IV ou V d.C.!

Por curiosidade, apresentamos abaixo uma tabela 
com os valores das razões seno, cosseno e tangente para 
os ângulos inteiros de 0° a 90°:

TABELA TRIGONOMÉTRICA
Ϯ5 

TABELA TRIGONOMÉTRICA 

 
Tabela 1: tabela trigonométrica dos ângulos inteiros de 0� a �0� 

 

 $lguns desses ângulos aparecem de forma recorrente nos estudos trigonométricos, 

principalmente no contexto escolar, e por isso são chamados de ânguloV noWiYHLV. 6ão eles: o 

ângulo de �0�, o de ���, e o de �0�. 

Na tabela abaixo destacamos os valores das ra]}es seno, cosseno e tangente desses 

ângulos. 3erceba que são os mesmos valores indicados para esses ângulos na tabela anterior 

apresentada. $ ~nica diferença é que naquela os valores estão indicados em sua representação 

decimal e na que segue em sua representação fracioniria. Você pode conferir isso usando uma 

calculadora!                                                   

Tabela 1: Tabela trigonométrica dos ângulos inteiros de 0° a 90°.
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Alguns desses ângulos aparecem de forma recorrente 
nos estudos trigonométricos, principalmente no contex-
to escolar, e por isso são chamados de ângulos notáveis. 
São eles: o ângulo de 30°, o de 45°, e o de 60°.

Na tabela abaixo destacamos os valores das razões 
seno, cosseno e tangente desses ângulos. Perceba que são 
os mesmos valores indicados para esses ângulos na tabe-
la anterior apresentada. A única diferença é que naquela 
os valores estão indicados em sua representação decimal 
e na que segue em sua representação fracionária. Você 
pode conferir isso usando uma calculadora!                                                  

Ϯϲ 

 
Tabela 2: Tabela dos ângulos notiveis.  

 
 

3or fim, queremos ainda apresentar uma relação muito importante e muito utili]ada em 

cilculos matemiticos, também relativa a triângulos retângulos: o WHoUHPD GH 3LWigoUDV! Esse 

teorema di] que, dado um triângulo retângulo, a medida da hipotenusa ao quadrado é igual à 

soma dos quadrados das medidas dos catetos. Representamos essa relação na figura abaixo: 

 
Figura ��: Teorema de 3itigoras. 

 
 

3ara finali]ar essa seção sobre ra]}es trigonométricas no triângulo retângulo, 

apresentamos um exemplo de utili]ação de conhecimentos trigonométricos em um problema 

de agrimensura: 

 

([HPSlo  
 

Um engenheiro agrimensor precisa calcular o comprimento de uma ponte que 
passará sobre um rio que corta duas cidades. Certamente ele fará isso utilizando-se de 
ferramentas tecnológicas tais como o teodolito, imagens de satélites, Sistema de 
Posicionamento Geográfico (GPS) e Sistemas de Informações Geográficas (SIG). 

Entretanto, toda essa tecnologia é baseada em conhecimentos trigonométricos. 
E por isso, caso ele não dispusesse dessas ferramentas, poderia ainda assim calcular o 
comprimento da ponte. Claro que, nesse caso, com muito mais trabalho e possivelmente 
com dados menos precisos. 

Tabela 2: Tabela dos ângulos notáveis. 

Por fim, queremos ainda apresentar uma relação 
muito importante e muito utilizada em cálculos matemá-
ticos, também relativa a triângulos retângulos: o teorema 
de Pitágoras! Esse teorema diz que, dado um triângulo 
retângulo, a medida da hipotenusa ao quadrado é igual à 
soma dos quadrados das medidas dos catetos. Represen-
tamos essa relação na figura a eguir:
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Figura 34: Teorema de Pitágoras.

Para fi alizar esta seção sobre razões trigonométri-
cas no triângulo retângulo, apresentamos um exemplo 
de utilização de conhecimentos trigonométricos em um 
problema de agrimensura:

Exemplo 
Um engenheiro agrimensor precisa calcular o 

comprimento de uma ponte que passará sobre um 
rio que corta duas cidades. Certamente ele fará isso 
utilizando-se de ferramentas tecnológicas tais como 
o teodolito, imagens de satélites, Sistema de Posicio-
namento Geográfico (GPS) e Sistemas de Informa-
ções Geográfi as (SIG).

Entretanto, toda essa tecnologia é baseada em co-
nhecimentos trigonométricos. E por isso, caso ele 
não dispusesse dessas ferramentas, poderia ainda 
assim calcular o comprimento da ponte. Claro que, 
nesse caso, com muito mais trabalho e possivelmente 
com dados menos precisos.
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Vejamos, de maneira simplifi ada, que conheci-
mentos são utilizados para calcular a distância entre 
as margens de um rio. Essa situação hipotética pode 
ser ilustrada conforme a figura baixo:

Ϯϳ 

Vejamos, de maneira simplificada, que conhecimentos são utilizados para calcular 
a distância entre as margens de um rio. Essa situação hipotética pode ser ilustrada 
conforme a figura abaixo: 

 

        
 
Podemos agora considerar um triângulo retângulo cujos vértices A e C estejam 

nos extremos da ponte, às margens da Cidade 1 e 2, e cujo vértice B esteja na margem 
da cidade 1. Ainda, consideremos que este triângulo possua ângulos internos de medidas 
30° e 60°: 

 
 

Desejamos descobrir a distância do ponto A até o ponto C, que será a medida do 
comprimento da ponte. Suponhamos que ao medir a distância entre A e B tenha-se obtido 
o valor de 50 metros. 
 Temos, então, um triângulo retângulo com ângulos notáveis de 30º e 60º e a 
medida de um dos seus lados: 50 metros. Se considerarmos o ângulo de 60º, o seu cateto 
oposto é justamente o comprimento da ponte e o seu cateto adjacente é a distância 
entre os pontos A e B, que mede 50 metros.  

 

Podemos agora considerar um triângulo retân-
gulo cujos vértices A e C estejam nos extremos da 
ponte, às margens das cidades 1 e 2, e cujo vértice B 
esteja na margem da cidade 1. Ainda, consideremos 
que este triângulo possua ângulos internos de medi-
das 30° e 60°:

Ϯϳ 

Vejamos, de maneira simplificada, que conhecimentos são utilizados para calcular 
a distância entre as margens de um rio. Essa situação hipotética pode ser ilustrada 
conforme a figura abaixo: 

 

        
 
Podemos agora considerar um triângulo retângulo cujos vértices A e C estejam 

nos extremos da ponte, às margens da Cidade 1 e 2, e cujo vértice B esteja na margem 
da cidade 1. Ainda, consideremos que este triângulo possua ângulos internos de medidas 
30° e 60°: 

 
 

Desejamos descobrir a distância do ponto A até o ponto C, que será a medida do 
comprimento da ponte. Suponhamos que ao medir a distância entre A e B tenha-se obtido 
o valor de 50 metros. 
 Temos, então, um triângulo retângulo com ângulos notáveis de 30º e 60º e a 
medida de um dos seus lados: 50 metros. Se considerarmos o ângulo de 60º, o seu cateto 
oposto é justamente o comprimento da ponte e o seu cateto adjacente é a distância 
entre os pontos A e B, que mede 50 metros.  

 

Desejamos descobrir a distância do ponto A até 
o ponto C, que será a medida do comprimento da 
ponte. Suponhamos que ao medir a distância entre A 
e B tenha-se obtido o valor de 50 metros.
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Temos, então, um triângulo retângulo com ângu-
los notáveis de 30º e 60º e a medida de um dos seus 
lados: 50 metros. Se considerarmos o ângulo de 60º, 
o seu cateto oposto é justamente o comprimento da 
ponte e o seu cateto adjacente é a distância entre os 
pontos A e B, que mede 50 metros. 

Ϯϴ 

 
      Sabemos que a razão entre o cateto oposto e o cateto adjacente a um ângulo é a 
razão tangente desse ângulo. Consultando a tabela de ângulos notáveis, encontramos 
para a tangente do ângulo de 60º o valor ξ𝑐͵𝑐 (raiz quadrada de três), que equivale a 
1,7321, aproximadamente. 
      Do que temos: 

 
O comprimento da ponte, portanto, é aproximadamente 1,7321 vezes maior do 

que a distância do ponto A até o ponto C, que mede 50 metros. Assim, multiplicando 
1,7321 por 50 metros obtemos 86,605 metros, que é a medida procurada do 
comprimento da ponte. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sabemos que a razão entre o cateto oposto e o ca-
teto adjacente a um ângulo é a razão tangente desse 
ângulo. Consultando a tabela de ângulos notáveis, 
encontramos para a tangente do ângulo de 60° o va-
lor 

Ϯϴ 

 
      Sabemos que a razão entre o cateto oposto e o cateto adjacente a um ângulo é a 
razão tangente desse ângulo. Consultando a tabela de ângulos notáveis, encontramos 
para a tangente do ângulo de 60º o valor ξ𝑐͵𝑐 (raiz quadrada de três), que equivale a 
1,7321, aproximadamente. 
      Do que temos: 

 
O comprimento da ponte, portanto, é aproximadamente 1,7321 vezes maior do 

que a distância do ponto A até o ponto C, que mede 50 metros. Assim, multiplicando 
1,7321 por 50 metros obtemos 86,605 metros, que é a medida procurada do 
comprimento da ponte. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (raiz quadrada de três), que equivale a 1,7321, 
aproximadamente.

Do que temos:
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Ϯϴ 

 
      Sabemos que a razão entre o cateto oposto e o cateto adjacente a um ângulo é a 
razão tangente desse ângulo. Consultando a tabela de ângulos notáveis, encontramos 
para a tangente do ângulo de 60º o valor ξ𝑐͵𝑐 (raiz quadrada de três), que equivale a 
1,7321, aproximadamente. 
      Do que temos: 

 
O comprimento da ponte, portanto, é aproximadamente 1,7321 vezes maior do 

que a distância do ponto A até o ponto C, que mede 50 metros. Assim, multiplicando 
1,7321 por 50 metros obtemos 86,605 metros, que é a medida procurada do 
comprimento da ponte. 

 

 

 

 

 

 

 

 

O comprimento da ponte, portanto, é aproxima-
damente 1,7321 vezes maior do que a distância do 
ponto A até o ponto B, que mede 50 metros. Assim, 
multiplicando 1,7321 por 50 metros obtemos 86,605 
metros, que é a medida procurada do comprimento 
da ponte.
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Círculo e Circunferência

Para que possamos aprofundar um pouco mais nosso 
estudo sobre trigonometria, precisamos agora de al-

guns novos conceitos. Vamos começar pelo círculo e pela 
circunferência.

A circunferência é uma linha curva, plana e fecha-
da. Além disso, qualquer ponto pertencente a essa linha 
deve ser equidistante (ter a mesma distância) de um pon-
to fi o, chamado centro da circunferência.

Figura 35: Circunferência com centro marcado.
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Existem outras linhas curvas, planas e fechadas que 
não são circunferências. E isso, justamente porque nelas 
não há um centro em relação ao qual todos os seus pon-
tos têm a mesma distância:

Ϯϵ 

&tUFulo H &LUFunIHUrnFLD 

 

 3ara que possamos aprofundar um pouco mais nosso estudo sobre trigonometria, 

precisamos agora de alguns novos conceitos. Vamos começar pelo ctrculo e pela circunferência. 

$ FLUFunIHUrnFLD é uma linha curva, plana e fechada. $lém disso, qualquer ponto 

pertencente a essa linha deve ser equidistante (ter a mesma distância) de um ponto fixo, 

chamado centro da circunferência. 

 

Figura ��: &ircunferência com centro marcado. 
 

Existem outras linhas curvas, planas e fechadas que não são circunferências. E isso, 

Mustamente porque nelas não hi um centro em relação ao qual todos os seus pontos têm a mesma 

distância: 

!
Figura ��: Exemplos de linhas curvas, planas e fechadas que não são circunferências.!

 

4uanto ao FtUFulo, ele é a circunferência mais a região interna delimitada por ela. e 

muito comum confundir circunferência e ctrculo! 0as, fique atento: a circunferência é apenas 

a linha em torno do ctrculo! 

         

Figura 36: Exemplos de linhas curvas, planas e fechadas que não 
são circunferências.

Quanto ao círculo, ele é a circunferência mais a re-
gião interna delimitada por ela. É muito comum confun-
dir circunferência e círculo! Mas, fi ue atento: a circun-
ferência é apenas a linha em torno do círculo!

Figura 37: Círculo e circunferência.

Alguns objetos nos ajudam a exemplifi ar melhor. 
Um anel, por exemplo, pode ser associado a uma circun-
ferência. Já um disco de vinil pode ser associado a um 
círculo:
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ϯϬ 

 
Figura ��:   &trculo e circunferência. 

 

$lguns obMetos nos aMudam a exemplificar melhor. Um anel, por exemplo, pode ser 

associado a uma circunferência. -i um disco de vinil pode ser associado a um ctrculo: 

 
 Figura ��: $nel como exemplo de circunferência.   

 
 

 

 
 

 Figura ��: 'isco de vinil como exemplo de ctrculo. 
 

e importante destacar que, em se tratando de medidas, quanto às circunferências, 

podemos medir seu comprimento (o tamanho da borda ou do contorno). -i em relação ao 

ctrculo, podemos medir sua irea (o tamanho da região interna à circunferência). 

Figura 38: Anel como exemplo de circunferência.  

ϯϬ 

 
Figura ��:   &trculo e circunferência. 

 

$lguns obMetos nos aMudam a exemplificar melhor. Um anel, por exemplo, pode ser 

associado a uma circunferência. -i um disco de vinil pode ser associado a um ctrculo: 

 
 Figura ��: $nel como exemplo de circunferência.   

 
 

 

 
 

 Figura ��: 'isco de vinil como exemplo de ctrculo. 
 

e importante destacar que, em se tratando de medidas, quanto às circunferências, 

podemos medir seu comprimento (o tamanho da borda ou do contorno). -i em relação ao 

ctrculo, podemos medir sua irea (o tamanho da região interna à circunferência). 

 Figura 39: Disco de vinil como exemplo de círculo.

É importante destacar que, em se tratando de medi-
das, quanto às circunferências, podemos medir seu com-
primento (o tamanho da borda ou do contorno). Já em 
relação ao círculo, podemos medir sua área (o tamanho 
da região interna à circunferência).

Para o cálculo dessas medidas, utilizamos duas fór-
mulas bastante famosas! Será que você conhece? Com 
elas, podemos calcular o comprimento de qualquer cir-
cunferência e a área de qualquer círculo. A fórmula do 
comprimento da circunferência é dada por: C = 2.π.r; e 
a fórmula da área do círculo é dada por: A = π.r2. Nessas 
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fórmulas, a letra “r” refere-se à medida do raio da circun-
ferência, e “π” (pi) é uma letra grega utilizada para re-
presentar uma constante muito especial em matemática. 

Aqui, cabem dois dedos de conversa sobre o proces-
so de obtenção dessas fórmulas e, em especial, sobre a 
constante π. Mas, antes, vamos destacar alguns elemen-
tos importantes da circunferência.

O primeiro desses elementos é o raio. Talvez ao ler 
essa palavra você se lembre de raios de bicicleta, não? 
Aquelas hastes fi as que ligam o centro da roda ao aro. 
Aliás, o aro de uma bicicleta também é um bom exemplo 
que nos ajuda a entender o que é uma circunferência!

ϯϭ 

3ara o cilculo dessas medidas, utili]amos duas fórmulas bastante famosas! 6eri que 

você conhece" &om elas, podemos calcular o comprimento de qualquer circunferência e a irea 

de qualquer ctrculo. $ fórmula do comprimento da circunferência é dada por: &   2.࣊.r� e a 

fórmula da irea do ctrculo é dada por: $   ࣊.r2. Nessas fórmulas, a letra �U� refere�se à medida 

do raio da circunferência, e �࣊� (pi) é uma letra grega utili]ada para representar uma constante 

muito especial em matemitica.  

 $qui, cabem dois dedos de conversa sobre o processo de obtenção dessas fórmulas e, 

em especial, sobre a constante ࣊. 0as, antes, vamos destacar alguns elementos importantes da 

circunferência. 

O primeiro desses elementos é o UDLo. Talve] ao ler essa palavra você se lembre de raios 

de bicicleta, não" $quelas hastes finas que ligam o centro da roda ao aro. $liis, o aro de uma 

bicicleta também é um bom exemplo que nos aMuda a entender o que é uma circunferência! 

 
                  Figura �0: $ro de bicicleta como exemplo de raios. 

 

3ois é isso mesmo! O raio, geralmente denotado pela letra ³U´� é qualquer segmento de 

reta que ligue um ponto da circunferência até seu centro. &omo Mi vimos, todos os pontos da 

circunferência tem a mesma distância em relação ao centro, logo todos os raios de uma 

circunferência tem o mesmo tamanho. 

Figura 40: Aro de bicicleta como exemplo de raios.

Pois é isso mesmo! O raio, geralmente denotado pela 
letra “r”, é qualquer segmento de reta que ligue um pon-
to da circunferência até seu centro. Como já vimos, to-
dos os pontos da circunferência têm a mesma distância 
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em relação ao centro, logo todos os raios de uma circun-
ferência têm o mesmo tamanho.

Figura 41: Raio em uma circunferência.

Outro elemento da circunferência é a corda. A corda 
é um segmento de reta que liga dois pontos da circunfe-
rência, tal como no exemplo abaixo:

Figura 42: Corda em uma circunferência.
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Quando uma corda passa pelo centro da circunfe-
rência, ela recebe o nome de diâmetro. Veja que o diâ-
metro é uma corda que sempre divide a circunferência 
(e, por consequência, também o círculo) ao meio. Por 
isso, a medida do diâmetro é sempre duas vezes a me-
dida do raio! Ou, o que é equivalente, a medida do raio 
é sempre a metade da medida do diâmetro.

Figura 43: Diâmetro em uma circunferência.

Você sabia que pizzarias determinam o tamanho de 
suas pizzas a partir da medida do diâmetro? O diâme-
tro de uma pizza pequena, por exemplo, em geral, mede  
25 cm; uma pizza média tem comumente 30 cm de diâ-
metro; já uma pizza grande tem diâmetro de 35 cm! 

Mas há uma outra situação bem comum que tam-
bém trata de diâmetros de circunferências. Uma bicicleta 
de aro 26 é uma bicicleta cujo diâmetro do aro mede 26 
polegadas. Pois é! A polegada é uma unidade de medida 
que equivale a 2,54 cm. Assim, uma bicicleta de aro 26 
é uma bicicleta cujo aro tem um diâmetro de 66,04 cm!
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Outro elemento que pode ser destacado em uma cir-
cunferência é o arco. Um arco nada mais é do que um 
“pedaço da circunferência”. Na figura abaixo temos des-
tacados dois arcos (um na cor preta e outro na cor verde):

Figura 44: Arco em uma circunferência.

Perceba que um arco é sempre delimitado por dois 
pontos da circunferência:

Figura 45: Arco em uma circunferência.
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Um arco pode ser nomeado, assim como já fize os 
com ângulos e triângulos. Para nomear um arco, geral-
mente usa-se o símbolo  ̂(acento circunfle o) sobre os 
pontos que o delimitam, tal como AB^ e CD^; ou, simples-
mente, diz-se arco AB, ou arco CD, etc.

Mas, talvez você esteja se questionando: Na figura
anterior, então, qual será o arco AB? O arco de cor verde 
ou o arco de cor preta? Essa é uma boa questão! Para 
evitar confusão quanto a isso, é convencionado que se 
deve considerar o arco no sentido anti-horário na cir-
cunferência. Assim, na figura acima, chamamos o arco 
verde de arco AB (ou AB^); já o arco preto é chamado de 
arco BA (ou BA^).

Um arco de circunferência também pode ser medi-
do. E isso pode acontecer de duas formas! Podemos atri-
buir a um arco uma medida linear e também podemos 
atribuir-lhe uma medida angular. É importante fi ar 
bem atento aqui! Essas medidas são distintas: a medida 
linear é a medida do comprimento do arco; já a medida 
angular é a medida do ângulo central associado ao arco. 
Vejamos o que signifi a isso.

Considere o arco RS a seguir. Dizer que a medida 
linear do arco é o seu comprimento signifi a considerar 
a distância percorrida sobre o arco RS, entre os pontos R 
e S. É como se “caminhássemos” de R até S e medíssemos 
essa distância:
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ϯ5 

 
Figura ��: 0edida linear de um arco ܴ෢ܵ .  

 
 

$ PHGLGD DngulDU de um arco, por sua ve], é a medida do ângulo FHnWUDl associado a 

esse arco. O ângulo central é o ~ltimo elemento da circunferência a ser destacado (os outros 

elementos, como vimos, são o raio, a corda e o arco). Um ângulo é dito central se o seu vértice 

for o centro da circunferência. VeMa que todo arco tem um ângulo central a ele associado: 

 
Figura ��: Ængulo central correspondente a um arco ܴ෢ܵ . 

 
 

$ssim, quando tratamos da medida angular de um arco, estamos tratando da medida do 

ângulo central associado a ele. 6e o ângulo central associado ao arco R6 mede 101�, por 

exemplo, di]emos que a medida angular do arco R6 é 101�. 

Figura 46: Medida linear de um arco RS^ . 

A medida angular de um arco, por sua vez, é a me-
dida do ângulo central associado a esse arco. O ângulo 
central é o último elemento da circunferência a ser des-
tacado (os outros elementos, como vimos, são o raio, a 
corda e o arco). Um ângulo é dito central se o seu vértice 
for o centro da circunferência. Veja que todo arco tem 
um ângulo central a ele associado:

Figura 47: Ângulo central correspondente a um arco RS^ .
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Assim, quando tratamos da medida angular de um 
arco, estamos tratando da medida do ângulo central as-
sociado a ele. Se o ângulo central associado ao arco RS 
mede 101°, por exemplo, dizemos que a medida angular 
do arco RS é 101°.

Figura 48: Medida angular de um arco RS.

Importante destacar que arcos de comprimentos di-
ferentes podem ter um mesmo ângulo central associado. 
Ou seja, arcos de diferentes medidas lineares podem 
ter a mesma medida angular.

Por exemplo, na figura a seguir os dois arcos desta-
cados têm o mesmo ângulo central associado e medem, 
angularmente, 67°. Mas, perceba que, embora tenham a 
mesma medida angular, esses arcos têm medidas lineares 
distintas, ou seja, seus comprimentos são distintos:
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Figura 49: Arcos de mesma medida angular e medidas lineares 
distintas.

Legal, não é? Mas ainda não acabou! Vimos na pri-
meira seção que ângulos são geralmente medidos em 
graus. No entanto, há também uma outra unidade de 
medida de ângulo que é bastante utilizada nos estudos 
trigonométricos: o radiano (também denotado pela 
abreviação rad). Você já ouviu falar dele?

Para falarmos sobre o radiano, é importante refor-
çar: medir é comparar! E a unidade de medida utilizada 
é o parâmetro para essa comparação, para dizer quan-
to “cabe” da unidade de medida naquilo que está sendo 
medido ou, em outras palavras, para dizer quantas vezes 
aquilo que está sendo medido é maior ou menor do que 
a unidade de medida em questão.

Já vimos que o grau é uma unidade de medida de 
ângulo e que é uma das 360 partes iguais em que uma 
circunferência é dividida. Ou seja, o grau é um arco 
equivalente a 1/360 da circunferência. Quando medimos 
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um ângulo utilizando o grau, o que essa medida nos diz, 
então, é quantas dessas partes (graus) “cabem” na “aber-
tura” do ângulo considerado. Ou, quantas vezes a “aber-
tura” do ângulo é maior (ou menor) do que esse arco de 
circunferência (o grau).

Assim como o grau, o radiano é uma parte da cir-
cunferência (um arco), que é tomada como unidade de 
medida. Mas, enquanto o grau é um arco que mede 1/360 
da circunferência, o radiano é um arco que tem a medi-
da do raio da circunferência. Observe a figura baixo:

Figura 50: Radiano.

Dessa forma, quando medimos um ângulo utili-
zando o radiano, o que essa medida nos diz é quantas 
dessas partes – arcos de um raio de comprimento – “ca-
bem” na “abertura” do ângulo considerado. Ou, quantas 
vezes a “abertura” do ângulo é maior (ou menor) do que 
um arco de circunferência que tem o comprimento do 
raio (o radiano). 
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Assim sendo, um arco de circunferência cujo com-
primento (ou medida linear) seja igual à medida do raio 
da circunferência terá uma medida angular de 1 radiano. 
Se tivermos um arco de circunferência cuja medida linear 
seja o dobro da medida do raio da circunferência, sua me-
dida angular será de 2 radianos, e assim por diante:

Figura 51: Arco de 1 radiano (1 rad).

Figura 52: Arco de 2 radianos (2 rad).
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Na figura abaixo, por exemplo, temos uma circun-
ferência de raio 3 unidades e marcamos um arco MN 
de comprimento 5 unidades. Podemos dizer que o arco 
MN tem medida angular de aproximadamente 1,6 rad, 
que é a razão entre o comprimento do arco e a medida 
do raio:

Figura 53: Arco de medida angular igual a, aproximadamente, 1,6 rad.

Compreendida essa distinção entre medida linear e 
medida angular, há ainda uma questão para a qual que-
remos chamar atenção. Perceba que, embora a ideia de 
medida linear de um arco seja aparentemente simples 
(afi al, para obtê-la, basta tomarmos a medida do com-
primento do arco), não é assim tão trivial obter essa me-
dida. Isso porque, como o próprio nome indica, uma 
medida linear é uma medida que implica a utilização 
de uma unidade de medida também linear (reta). Mas 
pense que isso está sendo posto para medir algo curvo! 
Percebeu o problema? É como se quiséssemos (e quere-
mos!) medir um arco (ou uma circunferência) utilizando 
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uma régua comum (reta), graduada em centímetros! (O 
mesmo vale para o cálculo da área do círculo!).

Talvez aqui você diga: Então por que não se utiliza 
uma unidade de medida curva e resolve-se o problema? 
Ora, mas isso é justamente o que faz a medida angular, 
não é? O grau e o radiano são unidades de medida curvas, 
são arcos de circunferência tomados como parâmetro de 
comparação. Logo, se quisermos uma medida do com-
primento do arco em centímetros ou metros (unidades 
de medida linear), vamos ter que enfrentar esse proble-
ma! E é aqui que voltamos às fórmulas de comprimento 
da circunferência e área do círculo que apresentamos no 
início desta seção!

O problema da determinação do comprimento da 
circunferência data de tempos distantes. A fórmula C = 
2.π.r é atribuída a Arquimedes (287 a.C.). Para esse cál-
culo, utilizou-se de um método conhecido como método 
da exaustão: inscrevem-se e circunscrevem-se polígonos 
à circunferência e, por aproximação, consegue-se definir
intervalos dentre os quais esteja o comprimento da cir-
cunferência. A partir desse método, Arquimedes conse-
guiu aproximações também para a área de um círculo, 
comparando-a com as áreas de polígonos regulares ins-
critos e circunscritos, e relacionando-a com o compri-
mento da circunferência.

A ideia do método de exaustão é “simples” e genial: 
calcula-se a área de um círculo (e o comprimento de sua 
circunferência) a partir de figur s mais simples, tal como 
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um quadrado, por exemplo. Para tanto, procura-se o 
maior quadrado possível inscrito (interno) ao círculo e, 
ao mesmo tempo, o menor quadrado possível circuns-
crito (externo) ao círculo. Dessa forma, a área do círculo 
será algum valor situado entre os valores das áreas desses 
dois quadrados

ϰϬ 

$ ideia do método de exaustão é ³simples´ e genial: calcula�se a irea de um ctrculo (e 

o comprimento de sua circunferência) a partir de figuras mais simples, tal como um quadrado, 

por exemplo. 3ara tanto, procura�se o maior quadrado posstvel inscrito (interno) ao ctrculo e, 

ao mesmo tempo, o menor quadrado posstvel circunscrito (externo) ao ctrculo. 'essa forma, a 

irea do ctrculo seri algum valor situado entre os valores das ireas desses dois quadrados 

           
Figura ��: quadrado inscrito e circunscrito em um ctrculo. 

3erceba que se esse processo for reali]ado com poltgonos de n~mero de lados cada ve] 

maior, aproximamo�nos mais e mais da irea do ctrculo. e Mustamente esse processo que é 

chamado de método de exaustão! E por esse método é que se determinaram as fórmulas do 

comprimento da circunferência e irea do ctrculo que Mi comentamos! 

 
 Figura ��: 3oltgono de 12 lados inscrito e circunscrito em um ctrculo. 

Figura 54: Quadrado inscrito e circunscrito em um círculo.

Perceba que, se esse processo for realizado com po-
lígonos de número de lados cada vez maior, aproxima-
mo-nos mais e mais da área do círculo. É justamente 
esse processo que é chamado de método de exaustão! E 
por esse método é que se determinaram as fórmulas do 
comprimento da circunferência e área do círculo que já 
comentamos!
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ϰϬ 

$ ideia do método de exaustão é ³simples´ e genial: calcula�se a irea de um ctrculo (e 

o comprimento de sua circunferência) a partir de figuras mais simples, tal como um quadrado, 

por exemplo. 3ara tanto, procura�se o maior quadrado posstvel inscrito (interno) ao ctrculo e, 

ao mesmo tempo, o menor quadrado posstvel circunscrito (externo) ao ctrculo. 'essa forma, a 

irea do ctrculo seri algum valor situado entre os valores das ireas desses dois quadrados 

           
Figura ��: quadrado inscrito e circunscrito em um ctrculo. 

3erceba que se esse processo for reali]ado com poltgonos de n~mero de lados cada ve] 

maior, aproximamo�nos mais e mais da irea do ctrculo. e Mustamente esse processo que é 

chamado de método de exaustão! E por esse método é que se determinaram as fórmulas do 

comprimento da circunferência e irea do ctrculo que Mi comentamos! 

 
 Figura ��: 3oltgono de 12 lados inscrito e circunscrito em um ctrculo. Figura 55: Polígono de 12 lados inscrito e circunscrito  

em um círculo.

Por outro lado, veja que, na medida em que aumen-
tamos o número de lados dos polígonos inscritos e cir-
cunscritos, apenas nos aproximamos da circunferência 
mas, efetivamente, nunca chegamos a ela! É um processo 
infin to! E o mais incrível é que nesse processo infin to de 
aproximação encontramos uma constante bem especial 
em matemática, o famoso número π... Você certamente 
já ouviu falar de π! 

Aplicando-se o método da exaustão em um círculo 
de raio unitário, utilizando-se polígonos de número de 
lados cada vez maior, vai-se encontrando para a área 
do círculo o valor de 3,1415926535… Esse número, de 
representação decimal infin ta e que não apresenta ne-
nhuma ordem de repetição (números com essas duas 
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características são chamados de números irracionais), é 
o que denominamos de π. Atualmente, são conhecidas 
8 quatrilhões de casas decimais desse número! Isso é 
realmente fascinante! Algo de dar “nó na cabeça”, não 
é mesmo?  

Mas então, “na prática”, não é possível determinar o 
comprimento de circunferências e áreas de superfícies 
curvas? Bem, é sim possível determinar essas medidas, 
mas é preciso compreender que seus valores serão sem-
pre aproximados, já que, como π possui uma represen-
tação decimal infin ta, sempre trabalhamos com valores 
aproximados dele. “Na prática”, se quisermos calcular 
o comprimento de uma circunferência, primeiro de-
vemos medir seu raio ou diâmetro e depois utilizamos 
esse valor na fórmula do comprimento da circunferên-
cia (C = 2.π.r). 

Considere, por exemplo, uma circunferência de raio 
3 cm. Utilizando-se a fórmula do comprimento da cir-
cunferência, temos que seu comprimento é: C = 2.π.3, 
ou seja, C = 6.π. Perceba agora que quanto mais casas 
decimais de π considerarmos, mais preciso será o valor 
que estamos procurando. Se tomarmos π como apro-
ximadamente 3,1, teremos o comprimento aproxima-
do da circunferência de 18,8 cm; se tomarmos π como 
aproximadamente 3,14, teremos o comprimento apro-
ximado da circunferência de 18,84 cm; se tomarmos π 
como aproximadamente 3,141, teremos o comprimento 
aproximado da circunferência de 18,846 cm; e assim por 
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diante. Atualmente, buscando maior precisão, muitas 
calculadoras já até apresentam o número π dentre suas 
teclas, tomando seu valor com várias casas decimais!

Uma forma concreta, digamos, de verifi ar o va-
lor desse comprimento é colocando um barbante, por 
exemplo, sobre toda a circunferência, dando uma volta 
completa nela, e depois medindo o comprimento desse 
barbante. Em uma circunferência de raio 3 cm, ao reali-
zar esse procedimento, o valor encontrado será de apro-
ximadamente 18,84 cm. Não acredita? Faça o teste! Você 
verá que isso de fato acontece!

Figura 56: Medida do comprimento de uma  
circunferência de raio 3 cm.

Veja que uma régua comum só nos permite traba-
lhar até a casa dos milímetros e é por isso que, nesse caso, 
encontraremos um valor de aproximadamente 18,84 cm. 
Ou seja, na prática cotidiana, dadas as limitações de nos-
sos sentidos e de nossos instrumentos de medida, geral-
mente calculamos o comprimento de uma circunferên-
cia multiplicando o comprimento do seu raio por 3,14. 
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No entanto, se tivermos à disposição algum instrumento 
de medida de maior precisão, que faça uso de tecnologia 
digital, por exemplo, trabalhando com subunidades me-
nores do que o milímetro, melhor será nossa aproxima-
ção e o valor encontrado. 

Inversamente, toda vez que calcularmos a razão en-
tre o comprimento de uma circunferência (tomando esse 
comprimento com uma precisão de duas casas decimais) 
e o comprimento do raio, sempre encontraremos para 
essa razão o valor de 6,28. Ou ainda, toda vez que cal-
cularmos a razão entre o comprimento de uma circun-
ferência (com uma precisão de duas casas decimais) e o 
comprimento do diâmetro, sempre encontraremos para 
essa razão o valor de 3,14, que é justamente o valor apro-
ximado de π com duas casas decimais.

O que se tem, portanto, é que em qualquer circun-
ferência a razão entre seu comprimento e seu diâme-
tro é um valor constante (!xo): π. Isso acontece pelo 
mesmo motivo que vimos quando tratamos das razões 
trigonométricas no triângulo retângulo. Você se lembra 
de que as razões seno, cosseno, tangente (e suas inversas) 
de um ângulo têm sempre o mesmo valor, indepen-
dentemente do tamanho dos triângulos considerados? 
E lembra-se de que isso acontece porque os triângulos 
retângulos são semelhantes? 

Pois é exatamente isso o que ocorre com circunfe-
rências! Todas as circunferências são semelhantes (to-
das medem 360°, ou seja, todas têm a mesma medida 
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angular!). Assim, uma circunferência é sempre uma 
ampliação ou uma redução em relação a qualquer outra 
circunferência. Por isso, sempre que tomamos uma ra-
zão entre elementos dessas circunferências, essa razão 
tem o mesmo valor, é constante! Em particular, a razão 
entre o comprimento e o diâmetro de qualquer circun-
ferência é a constante irracional π.

Muito bem! Agora voltemos à questão da medida 
angular de um arco, tomando a circunferência. Sabe-
mos que uma circunferência, se medida em graus, tem 
medida angular de 360°. Por outro lado, qual será a me-
dida angular de uma circunferência, se ela for medida 
em radianos? 

Para responder essa questão é preciso lembrar-se 
de que o radiano é uma unidade de medida que toma 
um arco de circunferência de tamanho igual ao do raio 
como unidade de medida. E que a medida em radianos 
é dada pela razão entre e a medida do comprimento do 
arco (aqui o arco completo de circunferência) e a medida 
do raio. Ora, como vimos, a medida do comprimento da 
circunferência é dada por 2.π.r. Estabelecendo-se a razão 
entre esse comprimento e a medida do raio temos:  2π.r 

   r , 
que resulta em 2π. Logo, a circunferência, se medida em 
radianos, mede 2π rad.

Se considerarmos π com seu valor aproximado de 
3,14, por exemplo, isso signifi a que em qualquer cir-
cunferência sempre “cabem” 6 arcos de medida igual a 
medida do raio mais um pequeno arco que mede 0,28 da 
medida do raio, tal como ilustramos na figura a eguir:
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Figura 57: Circunferência de raio de “r” medindo seis arcos de 
comprimento “r” mais um arco de 0,28r.

Assim sendo, temos que toda circunferência tem 
medida linear de 2.π.r (a medida do seu comprimento); 
e toda circunferência mede, angularmente, 360° (quando 
medida em graus) ou 2.π rad (quando medida em radia-
nos). Logo, uma vez que tanto o grau quanto o radia-
no são unidades de medida angular, podemos dizer que 
360° equivalem a 2.π rad: 

Figura 58: Arco de uma volta completa na circunferência 
equivalendo a 360° ou 2π rad.
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Vejamos alguns exemplos a partir dessa relação. Um 
arco AB, de ½ (meia) volta da circunferência, por exem-
plo, medirá metade da medida angular da circunferên-
cia, portanto 180° ou, o que é equivalente, π rad:

Figura 59: Arco de meia volta na circunferência de  
medida 180° ou π rad.

Um arco CD, de ¼ (um quarto) de volta da circun-
ferência, da mesma forma, medirá ¼ da medida angular 
da circunferência. Em graus, isso corresponde a 90° e em 
radianos, a  π 

 2
  rad:
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Figura 60: Arco de um quarto de volta na circunferência de 
medida 90° ou  π 

 2
 rad.

Se tivermos um arco EF, de ¾ (três quartos) de volta 
da circunferência, por sua vez, este medirá ¾ da medida 
angular da circunferência. O que em graus corresponde 
a 270° e, em radiano, a  3π 

  2
 rad.

Figura 61: Arco de três quartos de volta na circunferência de 
medida 270° ou 3π

2
 rad.
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A título de ilustração, na figura abaixo apresentamos 
uma circunferência com a indicação de medidas de vá-
rios de seus arcos, tanto em graus quanto em radianos. 
Considere, para todos os arcos, que seu ponto inicial é o 
ponto A indicado. ϰϲ 

 
Figura �2: &ircunferência com alguns arcos medidos em graus e radianos. 

 

&omo sabemos que ��0� equivalem a 2.࣊ rad (ou, igualmente, que 1�0� equivalem a ࣊ 

rad), é posstvel, a partir dessa equivalência, converter qualquer medida de ângulo em graus para 

radianos e vice�versa. Essa conversão é reali]ada por meio de uma UHgUD GH WUrV VLPSlHV� Você 

sabe como utili]ar essa regra" 

/embra�se do que vimos sobre ra]ão e proporção na seção de ra]}es trigonométricas" 

Uma ra]ão é uma relação de comparação, dada por uma operação de divisão entre duas 

quantidades ou duas grande]as consideradas. 6e duas ou mais ra]}es são constantes (têm o 

mesmo valor), elas são ditas equivalentes e temos, então, uma situação de SUoSoUFLonDlLGDGH.  

Nesses casos, sempre que temos duas ra]}es equivalentes, não só seus valores são os 

mesmos, como também o �produto cru]ado� dessas ra]}es permanece constante. Vamos 

entender melhor o que significa esse �produto cru]ado�. &onsidere as ra]}es abaixo:  

 

Figura 62: Circunferência com alguns arcos medidos  
em graus e radianos.

Como sabemos que 360° equivalem a 2.π rad (ou, 
igualmente, que 180° equivalem a π rad), é possível, a 
partir dessa equivalência, converter qualquer medida de 
ângulo em graus para radianos e vice-versa. Essa conver-
são é realizada por meio de uma regra de três simples. 
Você sabe como utilizar essa regra?

Lembra-se do que vimos sobre razão e proporção na 
seção de razões trigonométricas? Uma razão é uma rela-
ção de comparação, dada por uma operação de divisão 
entre duas quantidades ou duas grandezas consideradas. 
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Se duas ou mais razões são constantes (têm o mesmo va-
lor), elas são ditas equivalentes e temos, então, uma si-
tuação de proporcionalidade. 

Nesses casos, sempre que temos duas razões equiva-
lentes, não só seus valores são os mesmos, como também 
o “produto cruzado” dessas razões permanece constan-
te. Vamos entender melhor o que signifi a esse “produto 
cruzado”. Considere as razões abaixo: 

Razões equivalentes
4 = 8 = 50 = 30
8 16 100 60

Produto cruzado
4 8 50 4
8 16 100 8

4.16  =   8.8 50.8   =   100.4
 64 = 64  400   =     400

Veja que todas as razões são equivalentes, todas têm 
o mesmo valor: 0,5 ou ½ (Lembre-se de que a razão é o 
valor da divisão entre as quantidades ou grandezas com-
paradas). Por outro lado, perceba também que, se to-
marmos quaisquer duas dessas razões e realizarmos uma 
“multiplicação cruzada” entre seus termos, encontramos 
sempre o mesmo valor. Isso é válido para quaisquer ra-
zões equivalentes. Observe mais alguns exemplos:
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6 3 45 30 9 27
4 2 3 2 13 39

 12   =    12 90      =     90 351   =    351

O que chamamos de regra de três simples, assim, 
nada mais é do que o uso dessa regularidade, ou seja, 
da igualdade entre o “produto cruzado” dos termos de 
duas razões equivalentes. Isso nos ajuda em situações em 
que conhecemos o valor de alguns desses termos e pre-
cisamos descobrir o valor de outro, desconhecido. É exa-
tamente assim que convertemos medidas de ângulo em 
graus para radianos e vice-versa. Apresentamos a seguir 
alguns exemplos:

Converter de graus para radianos e vice-versa

Exemplo 1: Como determinar 140° em radianos.

Sabemos que 180° = π rad. Desejamos saber a quan-
tos radianos (valor desconhecido) equivalem 140°. 
Chamando esse valor desconhecido de x, podemos es-
tabelecer a seguinte relação:

180° = π
140° x

Há aí uma equivalência entre razões. Disso, sabemos 
que o "produto cruzado" (ou “multiplicação em x”) dos 
termos das razões deve resultar em um mesmo valor.

Do que temos:
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180 = π
140 x

180x = 140π
x = 140π

180

x = 
7π
9

Portanto, convertendo-se a medida do ângulo de 

140° em radianos, obtém-se a medida de 7π
9  rad. Ou 

seja, 140° = 7π
9  rad.

Exemplo 2: Determinar 2π
3  rad em graus.

Assim como fize os no exemplo anterior, estabe-
lecemos a seguinte relação:

180 = π 
x 2π

3

Do que temos:
180 = π

x 2π
3

xπ = 180 . 2π
3
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xπ = 120π
x = 120π

     π
x = 120

Logo, 2π
3

 rad equivale a 120°. 

O radiano é muito utilizado como unidade de medi-
da de ângulo nos estudos trigonométricos e é a unidade 
de medida de ângulo adotada no Sistema Internacional 
de Medidas. 

Importante destacar, por fim, que costuma ser mais 
vantajoso o cálculo com medidas em radianos pois, 
como em geral esses valores são dados em representa-
ção fracionária, podemos trabalhar com simplifi ações, 
o que nos poupa de cálculos mais trabalhosos e extensos. 
Sob o ponto de vista da economia de cálculo, é mais sim-
ples, por exemplo, trabalhar com π rad ou ½ π rad, do 
que com essas medidas em graus, cujos valores são 180° 
ou 90°, respectivamente.
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Circunferência trigonométrica

Realizada essa incursão pelos conceitos de circunferên-
cia e círculo, vamos agora retomar os estudos sobre 

razões trigonométricas. 
Quando tratamos das razões trigonométricas de um 

ângulo (seno, cosseno, tangente – e suas inversas: cosse-
cante, secante e cotangente), vimos que tais razões refe-
rem-se aos lados de um triângulo retângulo. Além disso, 
vimos também que todo triângulo retângulo possui 
um ângulo reto e dois ângulos agudos, você se lembra? 

Como as razões trigonométricas são tomadas sem-
pre em relação a um dos ângulos agudos de um triângulo 
retângulo, somos levados a pensar que só é possível cal-
cular essas razões para ângulos menores do que 90°, não 
é mesmo? 

Mas isso não é verdade! Podemos calcular o seno, 
o cosseno e a tangente (e suas inversas) de um ângulo 
de qualquer medida! Para isso, entretanto, precisaremos 
conhecer um novo conceito muito importante nos estu-
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dos em trigonometria: a circunferência trigonométrica 
(também chamada de círculo trigonométrico, ciclo tri-
gonométrico, ou ciclo unitário).

A circunferência trigonométrica é uma circunferên-
cia de raio unitário (ou seja, o raio mede 1 unidade de 
comprimento), cujo centro está localizado na origem do 
plano cartesiano (x,y) (também chamado de sistema 
cartesiano ortogonal (x,y)). 

O plano cartesiano (x,y) é um sistema de coorde-
nadas que nos permite determinar a posição de pon-
tos no plano e, consequentemente, de quaisquer ob-
jetos no plano. É algo muito parecido com o sistema 
de latitudes e longitudes que estudamos em Geografia, 
você conhece? Quando dizemos que uma cidade, por 
exemplo, tem determinado valor de latitude e deter-
minado valor de longitude, estamos indicando qual 
sua posição geográfica na superfície da terra, toman-
do duas linhas imaginárias como referência (origem, 
ou ponto zero): a linha do Equador e o Meridiano de 
Greenwich. 

Pois bem. O plano cartesiano (x,y) é formado por 
duas retas perpendiculares (retas que se cruzam em um 
ângulo de 90°). Essas retas são graduadas. A reta hori-
zontal é chamada de eixo “x” (ou eixo das abscissas), e 
a reta vertical é chamada de eixo “y” (ou eixo das orde-
nadas). O ponto em que essas retas se cruzam é o que 
chamamos de origem. 



Trigonometria

79

5ϭ 

                    
Figura ��: 3lano cartesiano. 

 O plano cartesiano divide o plano em quatro regi}es, chamadas de quadrantes, tal como 

na figura abaixo: 

 
Figura ��: 4uadrantes em um plano cartesiano. 

 

Figura 63: Plano cartesiano.

O plano cartesiano divide o plano em quatro regiões, 
chamadas de quadrantes, tal como na figura baixo:

5ϭ 

                    
Figura ��: 3lano cartesiano. 

 O plano cartesiano divide o plano em quatro regi}es, chamadas de quadrantes, tal como 

na figura abaixo: 

 
Figura ��: 4uadrantes em um plano cartesiano. 

 Figura 64: Quadrantes em um plano cartesiano.
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Por convenção, a ordenação dos quadrantes sempre 
se dá em sentido anti-horário. Além disso, também por 
convenção, a graduação dos eixos se dá em ordem cres-
cente, da esquerda para a direita no eixo horizontal, e em 
ordem crescente, de baixo para cima no eixo vertical.

Com esse sistema, podemos associar a qualquer pon-
to no plano uma localização. Observe a figura baixo:

5Ϯ 

 3or convenção, a ordenação dos quadrantes sempre se di em sentido anti�horirio. $lém 

disso, também por convenção, a graduação dos eixos se di em ordem crescente, da esquerda 

para a direita no eixo hori]ontal, e em ordem crescente, de baixo para cima no eixo vertical. 

 &om esse sistema, podemos associar a qualquer ponto no plano uma locali]ação. 

Observe a figura abaixo: 

 

 

Figura ��: 3ontos em um plano cartesiano. 

O ponto $ esti locali]ado no primeiro quadrante. 'i]emos que ele é um ponto de 

coordenadas 2 e 1. Ou seMa, considerando�se o eixo x, o ponto $ esti na posição 2 (di]emos que 

é a proMeção ortogonal� de $ no eixo x), considerando�se o eixo \, o ponto $ esti na posição 1 

(di]emos que é a proMeção ortogonal de $ no eixo \). 0ais uma ve], por convenção, TuDnGo 

LnGLFDPoV DV FooUGHnDGDV GH uP SonWo� VHPSUH LnGLFDPoV SULPHLUo o YDloU GH VuD 

FooUGHnDGD [� VHguLGo Go YDloU GH VuD FooUGHnDGD \. 'i]emos, então, que $   (2,1). $ssim, 

todo ponto no plano cartesiano é representado pelo par (x,\), em que x é o valor de sua abscissa 

e \ é o valor de sua ordenada. O mesmo vale para a locali]ação de todos os outros pontos 

indicados na figura. 

4uando associamos, portanto, uma circunferência de raio unitirio a um sistema de 

coordenadas cartesianas, de forma que a origem do sistema cartesiano coincide com o centro 

 
� 3odemos di]er que uma proMeção é a �sombra� de algo (uma figura, por exemplo, ou, no nosso caso, um ponto) 
em um plano. 4uando di]emos que a proMeção é ortogonal significa que o ângulo de proMeção no plano é de �0�. 

Figura 65: Pontos em um plano cartesiano.

O ponto A está localizado no primeiro quadrante. 
Dizemos que ele é um ponto de coordenadas 2 e 1. Ou 
seja, considerando-se o eixo x, o ponto A está na posição 
2 (dizemos que é a projeção ortogonal6 de A no eixo x),  

6 Podemos dizer que uma projeção é a “sombra” de algo (uma figura, por 
exemplo, ou, no nosso caso, um ponto) em um plano. Quando dizemos que 
a projeção é ortogonal signifi a que o ângulo de projeção no plano é de 90°.
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considerando-se o eixo y, o ponto A está na posição 1 
(dizemos que é a projeção ortogonal de A no eixo y). 
Mais uma vez, por convenção, quando indicamos as 
coordenadas de um ponto, sempre indicamos primei-
ro o valor de sua coordenada x, seguido do valor de 
sua coordenada y. Dizemos, então, que A = (2,1). Assim, 
todo ponto no plano cartesiano é representado pelo par 
(x,y), em que x é o valor de sua abscissa e y é o valor de 
sua ordenada. O mesmo vale para a localização de todos 
os outros pontos indicados na figura

Quando associamos, portanto, uma circunferência 
de raio unitário a um sistema de coordenadas cartesia-
nas, de forma que a origem do sistema cartesiano coin-
cide com o centro da circunferência, temos uma circun-
ferência trigonométrica (que também fi a dividida em 
quatro quadrantes, ordenados em sentido anti-horário). 

Figura 66: Quadrantes da circunferência trigonométrica.
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Vale dizer que o raio da circunferência trigonomé-
trica tem medida de 1 unidade de comprimento, nova-
mente, por uma questão de convenção, com o intuito de 
facilitar os cálculos. Logo você vai entender por quê!

Assim, nesse sistema temos que: o ponto em que a 
circunferência “corta” o eixo x no sentido positivo é o 
ponto (1,0); o ponto em que a circunferência “corta” o 
eixo x no sentido negativo é o ponto (-1,0); o ponto em 
que a circunferência “corta” o eixo y no sentido positivo 
é o ponto (0,1); e o ponto em que a circunferência “corta” 
o eixo y no sentido negativo é o ponto (0,-1):

Figura 67: Pontos da circunferência que “cortam” os eixos x e y do 
sistema de coordenadas. 
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Por convenção, o ponto de coordenada (1,0) é con-
siderado o ponto de origem dos arcos em uma circunfe-
rência trigonométrica. Também por convenção, a medi-
da angular de um arco é positiva se o arco é tomado em 
sentido anti-horário e negativa se o arco é tomado em 
sentido horário. 

Veja, então, que os pontos indicados na figura abaixo 
localizam no plano, respectivamente, os arcos de medida 
zero (0° ou 0 π rad); de um quarto (¼) de volta da circun-
ferência (90° ou π/2 rad); de meia (½) volta da circunfe-
rência (180° ou π rad); de três quartos (¾) de volta da cir-
cunferência (270° ou 3π/2 rad); e de uma volta completa 
da circunferência (360° ou 2π rad):

Figura 68: Arcos de 0°, 90°, 180°, 270° e 360° na circunferência 
trigonométrica.
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Com esse sistema de representação, dado pela cir-
cunferência trigonométrica, podemos localizar qualquer 
arco de circunferência no plano. 

Vejamos, por exemplo, o arco MN abaixo. Se consi-
derarmos o arco MN em sentido anti-horário (arco de 
cor azul), sua medida será de 30° ou π

6
 rad. Já se con-

siderarmos o arco MN em sentido horário (arco de cor 
vermelha), sua medida será de -330° ou -11π

6
 rad.

Figura 69: Arco de 30° ou  π 
 6

 rad e arco de -330° ou -11π
   6

 rad na 

circunferência trigonométrica. 

Aqui, talvez você esteja se questionando: Como tudo 
isso pode nos ajudar em relação às razões trigonométri-
cas de ângulos maiores que 90°? Vamos lá!

Observe na circunferência trigonométrica a seguir o 
arco AB de medida igual a 43°.
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Figura 70: Arco AB^ de medida igual a 43°.

É possível associar ao arco AB um triângulo retân-
gulo na circunferência trigonométrica, tal como apre-
sentamos:

Figura 71: Triângulo retângulo a partir de um arco AB^ de medida 
igual a 43°.
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Veja que a hipotenusa é o segmento de reta que liga 
o centro da circunferência à extremidade do arco (ponto 
B) e que seu valor é a medida do raio, portanto, 1 uni-
dade (lembre-se de que, por defini ão, a circunferência 
trigonométrica possui raio unitário). O cateto adjacente 
ao ângulo de 43° nesse triângulo tem medida igual ao 
valor da coordenada x do ponto B (projeção ortogonal 
de B no eixo x). De maneira análoga, o cateto oposto ao 
ângulo de 43° nesse triângulo tem medida igual ao valor 
da coordenada y do ponto B (projeção ortogonal de B no 
eixo y). Na figura abaixo, é possível ver que essas proje-
ções valem 0,73 e 0,68, respectivamente:

Figura 72: Triângulo retângulo a partir de um arco AB^ de medida 
igual a 43° e projeção do ponto B nos eixos x e y. 

Destacamos a seguir outro exemplo. Considere o 
arco CD de medida 70° e o triângulo retângulo associado 
a ele no círculo trigonométrico:
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Figura 73: Triângulo retângulo a partir de um arco CD^  de medida 
igual a 70° e projeção do ponto D, nos eixos x e y.

Novamente, a hipotenusa é o segmento de reta que 
liga o centro da circunferência à extremidade do arco 
(ponto D) e seu valor é a medida do raio, portanto, 1 
unidade. O cateto adjacente ao ângulo de 70° nesse 
triângulo tem medida igual ao valor da coordenada x 
do ponto D (projeção ortogonal de D no eixo x), que é 
0,34. De maneira análoga, o cateto oposto ao ângulo de 
70° nesse triângulo tem medida igual ao valor da coor-
denada y do ponto D (projeção ortogonal de D no eixo 
y), que é 0,93.

Podemos, assim, associar a qualquer arco na cir-
cunferência trigonométrica um triângulo retângulo. É 
isso que nos permite calcular as razões trigonométri-
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cas de ângulos de quaisquer medidas. Logo chegare-
mos a elas! Antes, vejamos mais alguns exemplos de 
arcos na circunferência trigonométrica e os triângulos 
retângulos a eles associados. 

Para tanto, importante ressaltar que esses triân-
gulos retângulos sempre são construídos da seguinte 
forma: a) o segmento de reta que liga o centro da cir-
cunferência à extremidade do arco considerado será 
a hipotenusa; b) o segmento de reta que liga a extre-
midade do arco considerado ao ponto de sua projeção 
ortogonal no eixo x será o cateto oposto. 

Considere o arco EF de medida 120°:

Figura 74: Triângulo retângulo a partir de um arco EF^  de medida 
igual a 120° e projeção do ponto F, nos eixos x e y.
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Agora observe o triângulo retângulo associado ao 
arco EF na circunferência trigonométrica. Veja que o 
ângulo α indicado tem medida de 60° (180° - 120°).  
A hipotenusa é o segmento de reta que liga o centro 
da circunferência à extremidade do arco (ponto F), e  
tem a medida do raio: 1 unidade. O cateto adjacente 
ao ângulo de 60° nesse triângulo tem medida igual ao  
valor da coordenada x do ponto F (projeção ortogonal 
de F no eixo x), que é -0,5. Note que o sinal é negativo 
pois seguimos a orientação do sistema de coordena-
das7. Por sua vez, o cateto oposto ao ângulo de 60° nes-
se triângulo tem medida igual ao valor da coordenada 
y do ponto F (projeção ortogonal de F no eixo y), que 
é 0,87.

Vamos a mais um exemplo. Considere o arco GH de 
medida 225° e o triângulo retângulo associado a ele na 
circunferência trigonométrica:

7 Efetivamente, uma medida não possui valor negativo. Estamos dizendo 
aqui que a medida do cateto assume valor negativo apenas em referência à 
sua posição na circunferência trigonométrica, cujos eixos são orientados. O 
mesmo acontece nos demais exemplos.
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Figura 75: Triângulo retângulo a partir de um arco GH^  de medida 
igual a 225° e projeção do ponto H, nos eixos x e y.

Como vimos anteriormente, a hipotenusa tem a me-
dida do raio, portanto, 1 unidade. Veja que o ângulo β 
indicado mede 45° (225° - 180°). O cateto adjacente ao 
ângulo de 45° tem medida igual ao valor da projeção or-
togonal de H no eixo x, que é -0,7. De maneira análoga, 
o cateto oposto tem medida igual ao valor da projeção 
ortogonal de H no eixo y, que é -0,7.

Por fim, c nsidere o arco IJ de medida 300°.
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Figura 76: Triângulo retângulo a partir de um arco IJ^ de medida 
igual a 300° e projeção do ponto J, nos eixos x e y.

Observe o triângulo retângulo associado a esse arco 
na circunferência trigonométrica. A hipotenusa tem va-
lor igual à medida do raio: 1 unidade. Veja que o ângu-
lo γ indicado tem medida de 60° (360° - 300°). O cateto 
adjacente ao ângulo de 60° tem medida igual ao valor da 
projeção de J no eixo x, que é 0,5. Da mesma forma, o 
cateto oposto tem medida igual ao valor da projeção de J 
no eixo y, que é -0,87.

Uma questão importante para a qual chamamos 
atenção agora é que os triângulos retângulos que cons-
truímos, associados a arcos do segundo, terceiro e quar-



Coleção FOR-MA-TEMÁTICA: Matemática em Estudo

92

to quadrantes, podem ser transpostos (“levados”) para o 
primeiro quadrante. Dizemos, nesse caso, que o triân-
gulo considerado e o triângulo transposto ao primeiro 
quadrante são simétricos. 

Para entender um pouco melhor o conceito de sime-
tria (ou espelhamento), basta olharmos o desenho abai-
xo, colocado no centro de uma folha de papel. Ao dobrar 
essa folha ao meio, no sentido vertical, o desenho estará 
dividido em duas partes simétricas (ou espelhadas):

Figura 77:  Exemplo de figura si étrica.

É como se a marcação da dobra funcionasse mesmo 
como um espelho (é um eixo de simetria), “rebatendo” 
uma parte do desenho na outra, em posições opostas e 
simétricas em relação ao eixo de simetria. Ou seja, as 
duas partes da figura são idênticas e seus pontos têm 
a mesma distância em relação ao eixo de simetria, de 
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modo que uma fi a “de frente para a outra”, consideran-
do-se esse eixo! 

É justamente o que acontece quando algo está sendo 
refle ido em um espelho plano:

ϲϮ 

mesma distância em relação ao eixo de simetria, de modo que uma fica �de frente para a outra�, 

considerando�se esse eixo!  

e Mustamente o que acontece quando algo esti sendo refletido em um espelho plano: 

 
Figura ��: Imagem refletida em um espelho. 

 
 Usando essa ideia, é como se os eixos do ctrculo trigonométrico funcionassem como 

eixos de espelhamento (de simetria, ou de rebatimento), sendo posstvel �espelhar� (transpor) 

qualquer triângulo de um quadrante a outro. 3ara nossos estudos, como Mi indicamos, temos 

interesse em espelhar arcos do segundo, terceiro e quarto quadrantes no primeiro quadrante. 

VeMamos como isso acontece! 

3or exemplo, na circunferência trigonométrica abaixo, temos a representação de um 

triângulo O%' associado a um arco $%, do segundo quadrante: 

 
Figura ��: Triângulo associado a um arco $%, no segundo quadrante. 

Figura 78: Imagem re#etida em um espelho plano.

Usando essa ideia, é como se os eixos do círculo trigo-
nométrico funcionassem como eixos de espelhamento (de 
simetria, ou de rebatimento), sendo possível “espelhar” 
(transpor) qualquer triângulo de um quadrante a outro. 
Para nossos estudos, como já indicamos, temos interesse 
em espelhar arcos do segundo, terceiro e quarto quadran-
tes no primeiro quadrante. Vejamos como isso acontece!

Por exemplo, na circunferência trigonométrica a se-
guir, temos a representação de um triângulo OBD asso-
ciado a um arco AB, do segundo quadrante:
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Figura 79: Triângulo associado a um arco AB, no segundo 
quadrante.

A seguir, espelhamos o triângulo OBD no primeiro 
quadrante. Neste caso, o eixo y funciona como eixo de 
espelhamento.
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Figura 80: Espelhamento de um triângulo do segundo quadrante 
para o primeiro quadrante.

 Na figura a seguir, o triângulo OHJ foi espelhado do 
quarto para o primeiro quadrante. Aqui, o eixo de espe-
lhamento é o eixo x:
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Figura 81: Espelhamento de um triângulo do quarto quadrante 
para o primeiro quadrante.

Podemos também espelhar um triângulo do terceiro 
quadrante para o primeiro quadrante. Nesse caso, opera-
mos um duplo espelhamento. Primeiro transpomos esse 
triângulo para o segundo ou quarto quadrante e, pos-
teriormente, fazemos o espelhamento para o primeiro 
quadrante. Por exemplo, temos a seguir o triângulo OEF 
espelhado primeiramente para o segundo quadrante e, 
posteriormente, para o primeiro:
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Figura 82: Espelhamento de um triângulo do terceiro quadrante 
para o primeiro quadrante.

Com isso, portanto, a todo arco na circunferência tri-
gonométrica pode ser associado um arco correspondente 
(simétrico) no primeiro quadrante. Se considerarmos os 
arcos de 120°, 225° e 300° que apresentamos anteriormen-
te (figur s 74, 75, 76), por exemplo, podemos dizer que, a 
partir do espelhamento no primeiro quadrante dos triân-
gulos retângulos a eles associados, o arco de 120° corres-
ponde ao arco de 30°, o arco de 225° corresponde ao arco 
de 45°, e o arco de 300° corresponde ao arco de 60°.

Esse processo de “espelhamento” de um arco para 
o primeiro quadrante é chamado de redução de um 
arco ao primeiro quadrante. Mas fi ue tranquilo! Não 
é necessário fazer a representação gráfi a dessa situação 
sempre que se precisar reduzir um arco ao primeiro qua-
drante. Há uma regularidade nesse processo, possível de 
perceber nos exemplos já apresentados.
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Para reduzir um arco do segundo ao primeiro qua-
drante, devemos diminuir de 180° (ou π rad) a medida 
angular (consideremos α) do arco em questão: (180° - α). 
Já para reduzir um arco do terceiro ao primeiro quadran-
te, devemos diminuir 180° (ou π rad) da medida angular 
(consideremos β) do arco considerado: (β - 180°). Por 
fim, para reduzir um arco do quarto ao primeiro qua-
drante, diminuímos de 360° (ou 2π rad) a medida angu-
lar (consideremos γ) do arco considerado: (360° - γ).

Apresentamos alguns exemplos:

Redução ao primeiro quadrante

Exemplo 1: Reduzir o arco de 142° ao primeiro 
quadrante.

Esse arco está no 2° quadrante. Para reduzi-lo ao 
primeiro, diminuímos seu valor de 180°, resultando 
no arco de 38° (180° - 142° = 38°):



Trigonometria

99

Exemplo 2: Reduzir o arco de 231° ao primeiro 
quadrante.

Esse arco está no 3° quadrante. Para reduzi-lo ao 
primeiro, diminuímos 180° do seu valor, resultando 
no arco de 51° (231° - 180 ° = 51°):
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Exemplo 3: Reduzir o arco de 310° ao primeiro 
quadrante.

  

Nesse caso, o arco encontra-se no 4° quadrante. 
Para reduzi-lo ao primeiro quadrante, diminuímos 
seu valor de 360°, resultando no arco de 50° (360° - 
310 ° = 50°).  
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Trigonometria na circunferência  
trigonométrica 

Muito bem! Agora sabemos que a qualquer arco na 
circunferência trigonométrica podemos associar 

um triângulo retângulo. Sabemos, também, que as ra-
zões trigonométricas são defini as a partir dos lados de 
um triângulo retângulo, considerando-se um de seus ân-
gulos agudos. Daí que, com o auxílio da circunferência 
trigonométrica, podemos calcular, portanto, as razões 
trigonométricas de qualquer ângulo! Vejamos como isso 
acontece com as três razões principais: o seno, o cosseno 
e a tangente. 

Considere, tal como na figura a seguir, um arco AB 
de medida angular α na circunferência trigonométrica, e 
as projeções ortogonais do ponto B aos eixos x e y. Cha-
maremos os pontos das projeções nos eixos x e y de pon-
tos D e C, respectivamente.
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Figura 83: Triângulo retângulo associado a um arco AB em uma 
circunferência trigonométrica.

Com isso, já temos tudo o que precisamos para o 
cálculo das razões trigonométricas. Observe que o cateto 
oposto a α é o lado BD, o cateto adjacente a α é o lado OD 
e a hipotenusa é o lado OB, que mede 1, já que é o raio 
unitário da circunferência trigonométrica:
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Figura 84: Triângulo retângulo associado a um arco AB em uma 
circunferência trigonométrica e seus catetos em relação ao ângulo α.

Ora, se, como vimos, o seno de um ângulo é a razão 
entre o cateto oposto e a hipotenusa, e, como na circun-
ferência trigonométrica a hipotenusa do triângulo re-
tângulo associado a um arco sempre mede 1, então, na 
circunferência trigonométrica, o seno de um ângulo α  
sempre será equivalente à medida do cateto oposto desse 
triângulo; já o cosseno de um ângulo α sempre será equi-
valente à medida do cateto adjacente desse triângulo. 
Percebeu a facilidade quanto aos cálculos, dada pela con-
venção de se tomar a circunferência com raio unitário? 
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Figura 85: Razões seno e cosseno no triângulo retângulo associado 
a um arco AB na circunferência trigonométrica.

Por outro lado, observe, tal como já vimos anterior-
mente, que a medida do cateto adjacente corresponde 
ao valor da projeção ortogonal do ponto B no eixo x, ou 
seja, é o valor da coordenada x do ponto B; a medida 
do cateto oposto, por sua vez, corresponde ao valor da 
projeção ortogonal do ponto B no eixo y, ou seja, corres-
ponde ao valor da coordenada y do ponto B. 

Dessa forma, temos que, na circunferência trigono-
métrica, os valores de cosseno de um ângulo α são da-
dos sempre pelo valor da projeção ortogonal do ponto B 
(extremidade do arco) no eixo x (por isso, também cha-
mado de eixo dos cossenos); e os valores de seno de um 
ângulo α são dados sempre pelo valor da projeção orto-
gonal do ponto B (extremidade do arco) no eixo y (por 
isso, também chamado de eixo dos senos):         
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Figura 86: Seno é o valor da projeção da extremidade  
do arco no eixo y e cosseno é o valor da projeção da  

extremidade do arco no eixo x.

Consideremos, por exemplo, um arco de 40°. A pro-
jeção de sua extremidade no eixo x é 0,7660; no eixo y é 
0,6428. Logo, temos que cos(40°) = 0,7660 e sen(40°) = 
0,6428 (Por curiosidade, consulte a tabela trigonométri-
ca que apresentamos na p. 41, e verifi ue esses valores!):

Figura 87: Razão seno e cosseno de 40° na circunferência 
trigonométrica.



Coleção FOR-MA-TEMÁTICA: Matemática em Estudo

106

Consideremos agora um arco de 220° e vejamos a 
projeção de sua extremidade nos eixos x e y. A projeção 
da extremidade no eixo y é -0,6428; e a projeção da ex-
tremidade no eixo x é -0,7660. Logo, podemos dizer que 
sen(220°) = -0,6428 e cos(220°) = -0,7660.

Figura 88: Razão seno e cosseno de 220° na circunferência 
trigonométrica.

Veja que os valores do seno e do cosseno dos ângulos 
de 40° e 220° têm o mesmo valor, a menos do sinal. Isso se 
dá justamente porque, em função da redução de um arco 
ao primeiro quadrante, o arco de 220° tem como arco 
correspondente o arco de 40°. O sinal difere, entretanto, 
porque os arcos de 40° e 220° estão em quadrantes distin-
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tos. Portanto, embora as projeções de suas extremidades 
nos eixos tenham o mesmo tamanho, seus sinais variam 
de acordo com o quadrante em que se encontram.

Assim sendo, no primeiro quadrante, os valores de 
seno e cosseno sempre são positivos, já que as projeções 
da extremidade de um arco desse quadrante sempre se 
dão na parte positiva de ambos os eixos:             

Figura 89: Razão seno e cosseno de 25° na circunferência 
trigonométrica.

Já no segundo quadrante, os valores de seno são posi-
tivos, mas os valores de cosseno são negativos, já que um 
arco desse quadrante sempre tem a projeção de sua extre-
midade com valor positivo no eixo y e negativo no eixo x:
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Figura 90: Razão seno e cosseno de 139° na circunferência 
trigonométrica.

No terceiro quadrante, os valores de seno e cosseno 
sempre são negativos, já que as projeções da extremidade 
de um arco desse quadrante sempre se dão na parte ne-
gativa de ambos os eixos.

Figura 91: Razão seno e cosseno de 235° na circunferência 
trigonométrica.
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Por fim, no quarto quadrante, os valores de seno são 
negativos, mas os valores de cosseno são positivos, já que 
um arco desse quadrante sempre tem a projeção de sua ex-
tremidade com valor negativo no eixo y e positivo no eixo x:

Figura 92: Razão seno e cosseno de 293° na circunferência 
trigonométrica.

Sintetizamos na figura abaixo os sinais de seno e cos-
seno nos diferentes quadrantes:

Figura 93: Sinais de seno e cosseno em cada quadrante.
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Vale também atentar para outro fato importante: os 
valores de seno e cosseno de um ângulo variam sempre 
entre -1 e 1. Isso acontece porque o seno e o cosseno são 
razões entre os catetos oposto e adjacente, respectiva-
mente, e a hipotenusa, lembra-se? Como a hipotenusa 
é o maior lado de um triângulo retângulo e, portanto, 
sempre maior do que os catetos, essas razões, obrigato-
riamente, devem estar compreendidas entre 0 e 1. Na 
circunferência trigonométrica, no entanto, em função da 
posição do arco nos quadrantes, os valores das projeções 
de sua extremidade podem estar nas partes negativas dos 
eixos e é por isso, então, que a variação se dá entre -1 e 1.

Além disso, chamamos atenção para os valores de seno 
e cosseno dos ângulos de 0° ou 360° (0 rad ou 2π rad); 90° 
( π 
 2 rad); 180° (π rad); e 270° ( 3π 

  2
rad). Observe que os va-

lores de seno e cosseno nesses casos é dado pelo valor das 
coordenadas dos pontos em que o círculo “corta” os eixos:

Figura 94: Valores das razões seno e cosseno de  
0° ou 360°, 90°, 180° e 270°.
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A tabela abaixo sintetiza essas informações:

0° ou 0 rad 90° ou π 
2

 rad 180° ou π rad 270° ou 3π 
 2

 rad 360° ou 2 π rad

seno 0 1 0 -1 0

cosseno 1 0 -1 0 1

Tabela 3: Valores das razões seno e cosseno de  
0°, 90°, 180°, 270° e 360°.

Para fi alizar esta seção, vamos agora olhar para a 
razão tangente na circunferência trigonométrica. A tan-
gente é dada pela razão entre os catetos oposto e adjacen-
te de um triângulo retângulo, ao se considerar um dos 
seus ângulos agudos. 

Pois bem. Vimos há pouco a conveniência em se tra-
balhar com triângulos retângulos cuja hipotenusa tenha 
medida igual a 1, para o cálculo de senos e cossenos, não 
é mesmo? Pensando no cálculo da tangente, seguindo a 
mesma ideia, é conveniente agora trabalhar com triângu-
los retângulos cujo cateto adjacente tenha medida unitá-
ria. Isso porque, uma vez que a tangente é defini a como 
a razão entre o cateto oposto e o cateto adjacente, se o 
cateto adjacente tiver medida igual a 1, o valor da tan-
gente será a própria medida do cateto oposto do triângu-
lo considerado:

tg(α) = cateto oposto
cateto adjacente

tg(α) = cateto oposto = cateto oposto
1
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Assim, perceba que no cálculo da tangente de um 
ângulo na circunferência trigonométrica não é vantajo-
so usar o mesmo triângulo retângulo que usamos para o 
cálculo do seno e do cosseno desse ângulo. Nesse caso, 
devemos trabalhar com um triângulo semelhante a este, 
de forma que o cateto adjacente tenha a medida do raio 
da circunferência, ou seja, 1 unidade.

Para encontrarmos esse triângulo semelhante de-
sejado, traçamos um novo eixo (em vermelho na figura
abaixo), tangente à circunferência e paralelo ao eixo y, 
passando pelo ponto A, que é considerado o ponto de 
origem dos arcos. Por convenção, chamamos esse novo 
eixo de eixo t. Considere um arco AM e o triângulo re-
tângulo OMN, formado a partir da projeção da extremi-
dade do arco (ponto M) nos eixos x e y:

Figura 95: Eixo t, tangente à circunferência.
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Veja que basta estender a hipotenusa do triângulo 
OMN, até que ela “corte” o novo eixo no ponto T, para 
encontrarmos o triângulo semelhante desejado:

Figura 96: Prolongamento de OM até o eixo t.

Os triângulos OMN e OTA são, portanto, triângu-
los semelhantes (já vimos que triângulos retângulos que 
possuem ângulos de medidas comuns são semelhantes). 
E, além disso, considerando-se o ângulo α, o triângulo 
OTA tem cateto adjacente (OA) de medida unitária (já 
que o raio da circunferência trigonométrica é igual a 1), 
que é justamente o que procurávamos. Assim, a medida 
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da tangente do ângulo α será igual à medida do cateto 
oposto do triângulo OTA, que é exatamente AT:

Figura 97: Razão tangente na circunferência trigonométrica.

Dessa forma, o valor da tangente de um ângulo na 
circunferência trigonométrica sempre será dado nesse 
novo eixo t considerado e é por isso que esse eixo é cha-
mado de eixo das tangentes:              

Figura 98: Eixo das tangentes.
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Perceba que, diferentemente das razões seno e cos-
seno, que têm valores variando entre -1 e 1, a razão tan-
gente pode assumir qualquer valor. Isso porque, a razão 
tangente é defini a como a razão entre o cateto oposto e 
o cateto adjacente de um triângulo retângulo. Uma vez 
que os catetos podem ter quaisquer medidas, o valor da 
tangente não fi a limitado a nenhum intervalo. 

Além disso, é importante destacar que existem ângu-
los que não admitem valor para tangente. Como vimos 
anteriormente, a tangente de um ângulo também pode ser 
dada pela razão entre o seno e o cosseno desse ângulo. Se 
o valor do cosseno for igual a zero, não é possível calcular 
essa razão. Isso acontece com os arcos de 90° (π 

2
rad) e 270° 

( 3π 
  2

rad)!
Vejamos agora qual é o sinal do valor da tangente, de 

acordo com a posição dos arcos no círculo trigonométri-
co. Primeiramente, destacamos que o eixo das tangentes 
é orientado em sentido crescente, de baixo para cima. 

Com isso, para arcos do primeiro quadrante, os va-
lores da tangente são positivos. Veja que, realizando o 
processo que descrevemos anteriormente, ao se estender 
o segmento que liga o centro da circunferência trigono-
métrica à extremidade do arco (que é a hipotenusa do 
triângulo retângulo associado ao arco) até o eixo das tan-
gentes, estaremos sempre na parte positiva do eixo. Ob-
serve a figura a eguir, em relação ao arco AN: 
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Figura 99: Valor positivo da tangente para arcos  
do primeiro quadrante.

Igualmente, para arcos do terceiro quadrante, os va-
lores da tangente sempre serão positivos. Observe:

Figura 100: Valor positivo da tangente para arcos  
do terceiro quadrante. 
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Já para arcos do segundo e quarto quadrantes, os va-
lores da tangente são sempre negativos. Ao se estender 
o segmento que liga o centro da circunferência trigono-
métrica à extremidade do arco até o eixo das tangentes, 
estaremos sempre na parte negativa do eixo. Observe as 
figur s abaixo:

Figura 101: Valor negativo da tangente para arcos  
do segundo quadrante.
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ϴϭ 

extremidade do arco até o eixo das tangentes, estaremos sempre na parte negativa do eixo. 

Observe as figuras abaixo: 

 

                     
Figura 101: Valor negativo da tangente para arcos do segundo quadrante. 

         

Figura 102: Valor negativo da tangente para arcos do quarto quadrante. 

 

Figura 102: Valor negativo da tangente para arcos  
do quarto quadrante.

Em resumo, os sinais da tangente na circunferên-
cia trigonométrica são positivos para arcos do primeiro 
e terceiro quadrantes. E são negativos para arcos do 
segundo e quarto quadrantes:
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Figura 103: Sinais da tangente em cada quadrante.
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Razões trigonométricas em  
triângulos quaisquer

Agora que sabemos como encontrar as razões trigono-
métricas de qualquer ângulo, podemos indicar duas 

leis trigonométricas muito importantes: a lei dos senos 
e a lei dos cossenos. Essas leis valem não apenas para 
triângulos retângulos, mas para quaisquer tipos de triân-
gulos!

A lei dos senos estabelece a equivalência de razões 
entre as medidas dos lados de um triângulo e os senos 
dos ângulos opostos a esses lados. Assim, dado um triân-
gulo qualquer ABC, a lei dos senos garante que:

Figura 104: Lei dos senos.
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Se dividirmos, então, o valor da medida de cada lado 
de um triângulo qualquer pelo valor do seno do ângulo 
oposto ao lado considerado, encontraremos sempre as 
mesmas razões. No triângulo abaixo, por exemplo, cujas 
medidas dos lados e dos ângulos estão indicadas, veja 
que essas razões são, de fato, constantes:

Figura 105: Exemplo de aplicação da lei dos senos.

Já a lei dos cossenos estabelece que, em qualquer 
triângulo, o quadrado da medida de um lado é igual à 
soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados 
menos duas vezes o produto das medidas desses lados 
pelo cosseno do ângulo que eles formam.

Em um triângulo qualquer é possível estabelecer três 
relações a partir desse teorema (uma para cada lado), 
como mostra a figura a eguir:
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Figura 106: Lei dos cossenos.

Dado o triângulo abaixo, cujas medidas dos lados e 
dos ângulos estão indicadas, veja como é possível aplicar 
a lei dos cossenos considerando-se cada um dos seus la-
dos (Verifi ue com uma calculadora esses valores!):

 Figura 107: Exemplo lei dos cossenos.

Vale reforçar, mais uma vez, que a lei dos senos e a lei 
dos cossenos valem para qualquer triângulo, incluindo 
triângulos retângulos! 

Além disso, importante também destacar que o teo-
rema de Pitágoras (falamos dele na página 42, está lem-
brado?), na verdade, é um caso particular da lei dos cos-
senos. Consideremos o triângulo a seguir:
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Figura 108: Exemplo de triângulo retângulo.

Pela lei dos cossenos, podemos estabelecer que:

a2 = b2 + c2 – 2.b.c.cos(γ)

Uma vez que a hipotenusa é o lado oposto ao ângulo 
reto, e que o cosseno de 90° é igual a 0 (zero), substi-
tuindo esse dado na lei dos cossenos, encontramos exa-
tamente o teorema de Pitágoras:

a2 = b2 + c2 – 2.b.c.cos(90°)
a2 = b2 + c2 – 2.b.c.cos 0

a2 = b2 + c2 – 0
a2 = b2 + c2

 
Interessante, não é mesmo? Equipados com todo 

esse ferramental dado pelos conhecimentos em trigono-
metria que vimos até aqui, podemos resolver inúmeros 
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problemas práticos e teóricos de situações envolvendo 
triângulos. A título de ilustração, considere o exemplo 
a seguir:

Exemplo

Um geólogo está levantando dados para a cons-
trução de um túnel, que foi liberado para atravessar 
uma montanha, pertencente a uma área de proteção 
ambiental. Ele precisa determinar qual será o compri-
mento desse túnel. Como a montanha está localizada 
em uma região sem sinal de telefonia móvel, o geólogo 
dispõe, localmente, apenas de um mapa antigo sem es-
cala, uma calculadora, um teodolito (instrumento uti-
lizado para encontrar medida de ângulos), uma corda 
graduada de longa extensão e dois ajudantes.

Após estudar o terreno e definir a localização do tú-
nel, o geólogo posiciona seus ajudantes nos pontos B e 
C, em lados opostos à montanha (marcados no mapa). 
Segue então para o ponto A, de onde consegue deter-
minar sua distância até os ajudantes, com o auxílio da 
corda graduada. Desse modo, consegue determinar as 
distâncias da sua posição (ponto A) até os pontos B e 
C:  respectivamente, 720 metros e 700 metros. Verifi a, 
também, com a ajuda do teodolito, que o ângulo entre 
as semirretas AB e AC mede 40°.

Com essas informações, o geólogo esboça a seguin-
te figura
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Disso, ele precisa agora calcular a medida do lado 
a (segmento de reta BC) do triângulo. Utilizando a lei 
dos cossenos, e sabendo (utilizando a calculadora de 
que dispõe) que o cosseno do ângulo de 40° é apro-
ximadamente 0,7660444431 (a precisão é importante 
nesse tipo de projeto, por isso a maior quantidade de 
casas decimais), realiza o seguinte cálculo:

ϴϲ 

Após estudar o terreno e definir a localização do túnel, o geólogo posiciona seus 
ajudantes nos pontos B e C, em lados opostos à montanha (marcados no mapa). Segue 
então para o ponto A, de onde consegue determinar sua distância até os ajudantes, com 
o auxílio da corda graduada. Desse modo, consegue determinar as distâncias da sua 
posição (ponto A) até os pontos B e C:  respectivamente, 720 metros e 700 metros. 
Verifica, também, com a ajuda do teodolito, que o ângulo entre as semirretas AB e AC 
mede 40°. 

Com essas informações, o geólogo esboça a seguinte figura: 
 

 

Disso, ele precisa agora calcular a medida do lado D (segmento de reta BC) do 
triângulo. Utilizando a lei dos cossenos, e sabendo (utilizando a calculadora de que 
dispõe) que o cosseno do ângulo de 40° é aproximadamente 0,7660444431 (a precisão é 
importante nesse tipo de projeto, por isso a maior quantidade de casas decimais), realiza 
o seguinte cálculo: 
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         Ou seja, o lado D (B até C) mede aproximadamente 486,032 metros.  

Pronto! Está resolvido o problema! Para finalmente encontrar a medida que 
procura, do comprimento do túnel, basta que o geólogo repasse os dados do esboço para 
o mapa antigo. Faz, então, uma linha tracejada (indicada em vermelho na figura), através 
da montanha, para indicar por onde o túnel passará:    

 

Ou seja, o lado a (B até C) mede aproximadamente 
486,032 metros. 
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Pronto! Está resolvido o problema! Para fi almente 
encontrar a medida que procura, do comprimento do 
túnel, basta que o geólogo repasse os dados do esbo-
ço para o mapa antigo. Faz, então, uma linha tracejada 
(indicada em vermelho na figura), através da monta-
nha, para indicar por onde o túnel passará:   ϴϳ 

 

            A distância entre os pontos B e C é 486,032 metros. Entretanto, há uma 
distância de 30 metros entre o ponto B e a montanha, e uma distância de 100 metros 
entre o ponto C até a montanha. Subtraindo esses valores, ele obtém o comprimento do 
túnel, que é de aproximadamente 356,032 metros (486,032 – 30 – 100 = 356,032). 

 

 
  

Vemos, portanto, que mesmo sem empregar equipamentos tecnológicos avançados, tal 

como um *36 acoplado a um teodolito ou um taque{metro, o geólogo p{de reali]ar essa tarefa, 

confiando nos seus bons e velhos conhecimentos de trigonometria! 

         &uriosamente, acredita�se que um exemplo semelhante a esse tenha ocorrido na *récia 

$ntiga, no século VI a.&, quando foi construtdo o aqueduto de Eupalinos, na forma de um t~nel 

de 10�� metros, na cidade de 6amos. Um fato que o torna ~nico foi ter sido aberto a partir de 

ambos os lados, encontrando�se exatamente ao meio. Uma proe]a técnica que atrai turistas a 

visiti�lo até os dias de hoMe! 

 

 

 

 

 

A distância entre os pontos B e C é de 486,032 me-
tros. Entretanto, há uma distância de 30 metros entre 
o ponto B e a montanha, e uma distância de 100 me-
tros entre o ponto C até a montanha. Subtraindo esses 
valores, ele obtém o comprimento do túnel, que é de 
aproximadamente 356,032 metros (486,032 – 30 – 100 
= 356,032).

ϴϳ 

 

            A distância entre os pontos B e C é 486,032 metros. Entretanto, há uma 
distância de 30 metros entre o ponto B e a montanha, e uma distância de 100 metros 
entre o ponto C até a montanha. Subtraindo esses valores, ele obtém o comprimento do 
túnel, que é de aproximadamente 356,032 metros (486,032 – 30 – 100 = 356,032). 

 

 
  

Vemos, portanto, que mesmo sem empregar equipamentos tecnológicos avançados, tal 

como um *36 acoplado a um teodolito ou um taque{metro, o geólogo p{de reali]ar essa tarefa, 

confiando nos seus bons e velhos conhecimentos de trigonometria! 

         &uriosamente, acredita�se que um exemplo semelhante a esse tenha ocorrido na *récia 

$ntiga, no século VI a.&, quando foi construtdo o aqueduto de Eupalinos, na forma de um t~nel 

de 10�� metros, na cidade de 6amos. Um fato que o torna ~nico foi ter sido aberto a partir de 

ambos os lados, encontrando�se exatamente ao meio. Uma proe]a técnica que atrai turistas a 

visiti�lo até os dias de hoMe! 
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Vemos, portanto, que mesmo sem empregar equi-
pamentos tecnológicos avançados, tal como um GPS 
acoplado a um teodolito ou um taqueômetro, o geólogo 
pôde realizar essa tarefa, con!ando nos seus bons e ve-
lhos conhecimentos de trigonometria!

Curiosamente, acredita-se que um exemplo seme-
lhante a esse tenha ocorrido na Grécia Antiga, no século 
VI a.C., quando foi construído o aqueduto de Eupali-
nos, na forma de um túnel de 1.036 metros, na cidade 
de Samos. Um fato que o torna único foi ter sido aberto 
a partir de ambos os lados, encontrando-se exatamente 
ao meio. Uma proeza técnica que atrai turistas a visitá-lo 
até os dias de hoje!
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ALGUMAS PALAVRAS FINAIS…

Encerrada esta apresentação de alguns dos principais 
conceitos relacionados à trigonometria, esperamos 

que este material possa cumprir com os objetivos para os 
quais foi pensado: constituir-se em um rico material de 
apoio para o estudo de trigonometria, contribuindo para 
a formação de tradutores e intérpretes de Libras, profes-
sores que ensinam Matemática, estudantes e qualquer 
pessoa interessada neste tema!

Convidamos o leitor a acompanhar os trabalhos do 
Gepam (gepam.ufsc.br) e a conhecer os materiais e cur-
sos de formação em Matemática que temos desenvolvi-
do, resultado de nossos estudos e pesquisas, no esforço 
de problematização das relações entre alteridade e edu-
cação matemática.


