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RESUMO

Estudamos setores topologicamente triviais de teorias de campo com potenciais ndao
analiticos, em torno de seu vdcuo. Concentramo-nos em minimos do tipo |¢| para campos re-
ais semelhantes a Klein-Gordon, levando ao chamado modelo de signum-Gordon. Derivamos
varias formas analiticas de solugdes para esse modelo. Em particular, estendemos as ondas de
choque ja conhecidas em (14 1) dimensdes (Arodz et al. [2006]) a setores com simetria esférica
em d =2 e d = 3 dimensdes espaciais — fortemente corroborados via métodos numéricos —, €
construimos um arcabougo consistente para dimensdes espaciais arbitrarias d > 3. Em seguida,
utilizando métodos perturbativos, mostramos que o campo, por vezes considerado ‘ultramas-
sivo’, exibe um regime de comportamento livre semelhante ao de altas energias do modelo de
Klein-Gordon. Essa andlise permitiu derivar uma expressdo analitica para a massa espectral
do modelo, que depende unicamente da amplitude de uma onda incidente. Isso evidencia uma
quebra da simetria global de escala do modelo. Por fim, apresentamos métodos inéditos para
resolver suas equagdes de Euler-Lagrange por meio de mapeamentos padrao de equacdes di-
ferenciais para equagdes algébricas no espaco de Fourier-Bessel. Nessa abordagem, o termo
associado ao potencial € tratado como uma contribui¢io ndo homogénea, construida a partir
de um ansatz inspirado em Arodz et al. [2008]; esses procedimentos viabilizaram a obten¢do
de solucgoes analiticas quase exatas em d = 3 e estabeleceram as bases para generalizagdes a
dimensdes arbitrarias.

Palavras-chave: modelo signum—Gordon; massa espectral; potenciais ndo analiticos; solucdes

analiticas quase exatas.



ABSTRACT

We study topologically trivial sectors of field theories with non-analytic potentials
around their vacuum. We focus on |¢|-type minima for real fields analogous to the Klein—-Gordon
field, leading to the so-called signum—-Gordon model. We derive several analytical solution fa-
milies for this model. In particular, we extend the shock-wave solutions known in (1 -+ 1)
dimensions (Arodz et al. [2006]) to spherically symmetric sectors in d = 2 and d = 3 spatial
dimensions, and we construct a consistent framework for arbitrary spatial dimensions d > 3.
Next, using perturbative methods, we show that the field—sometimes referred to as “ultramas-
sive”—exhibits a free-like regime analogous to the high-energy behavior of the Klein—Gordon
model. This analysis allows us to derive an analytical expression for the model’s spectral
mass, which depends solely on the amplitude of an incident wave and thus demonstrates a bre-
aking of the model’s global scale symmetry. Finally, we present novel methods for solving
its Euler-Lagrange equations via standard mappings from differential to algebraic equations
in Fourier—Bessel space. In this approach, the potential term is treated as a non-homogeneous
contribution constructed from an ansatz inspired by Arodz et al. [2008]; these procedures ena-
ble the derivation of quasi-exact analytical solutions in d = 3 and lay the groundwork for
generalizations to arbitrary dimensions.

Keywords: signum—Gordon model; spectral mass; non-analytic potentials; quasi-exact analytic

solutions.
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Introducao

A Teoria de Campos ocupa um lugar bem estabelecido na fisica tedrica (Dirac [1927],
Feynman [1949], Tomonaga [1946], Weinberg [1977], Wilczek [1999], Yang and Mills [1954]).
Os campos fisicos, tanto fundamentais quanto efetivos, sio amplamente utilizados como mode-
los de matéria (Peskin and Schroeder [1995a], Ryder [1996], Weinberg [1995], Zee [2010]). A
previsdo, pela Eletrodindmica Quantica, do desvio do momento magnético do elétron (Schwin-
ger [1948]), e a compatibilidade dessa previsao com os dados experimentais (Kusch and Foley
[1948]), sdo apenas um dos sucessos na descricao de fendmenos fisicos utilizando a teoria de
campos. Por outro lado, uma grande aplicabilidade da teoria de campos reside em descri¢des
efetivas baseadas no estudo de solucdes classicas. Essas aplica¢des estendem-se do nivel mi-
croscopico (descricdo do nicleo atdmico usando o modelo de Skyrme, por exemplo Makhanov
et al. [1993], Zahed and Brown [1986, 2016], a fisica do estado sélido (defeitos topolégicos
Altland and Simons [2010], Jiykk& and Hietarinta [2013], Marino [2017], Stepanov [2023], Tai
and Smalyukh [2020], Tong [2011]) e, finalmente, ao nivel macroscépico (utilizacdo de campos
escalares para modelos de inflacio do Universo, Albrecht and Steinhardt [1982], Bassett et al.
[2006], Baumann [2009], Guth [1981], Kolb and Turner [1990], Linde [1982, 1990], Martin
et al. [2014], Mukhanov [2005], Starobinsky [1980], Weinberg [2008]).

A andlise aprofundada das propriedades de solucdes cldssicas, incluindo sua estabi-
lidade e a dinamica de suas interagdes, € um campo de estudo em constante desenvolvimento.
O comportamento das solucdes reflete as propriedades mateméticas dos modelos fisicos, nos
quais as simetrias desempenham um papel central. Uma classe especial de modelos, com um
grau infinito de simetrias, € de particular interesse. Esses modelos sdo denominados integraveis
(Ablowitz and Segur [1981], Faddeev and Takhtajan [1987], Korteweg and De Vries [1895],
Zakharov and Shabat [1972]), e suas solucdes, solitons (Ablowitz and Segur [1981], Faddeev
and Takhtajan [1987], Manton and Sutcliffe [2004], Rajaraman [1982], Shnir [2018], Zakha-
rov and Shabat [1972]). E importante ressaltar que, na literatura, o termo ‘soliton’ também ¢é
utilizado para descrever configuracdes relativamente estdveis com densidade de energia loca-
lizada. Especificamente, isso ocorre quando ‘kink’ e ‘soliton’ sao utilizados como sindnimos,
embora o significado de ‘kink’ seja mais abrangente. Ele se aplica tanto a kinks em modelos
integraveis, como sine-Gordon ou os modelos de Toda, quanto em modelos ndo integraveis,
cujo exemplo classico € o modelo ¢>4. A integrabilidade impde uma restricdo extremamente

forte a dindmica das solugdes. Consequentemente, o resultado do espalhamento de kinks ou
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kink-antikinks em teorias integraveis €, na maioria dos casos, descrito por férmulas exatas. Por
outro lado, quando o modelo ndo € integravel, a dinamica se torna extremamente complexa e
exige estudos numéricos sistematicos.

Além da integrabilidade, a auto-interagdo de campos € fundamental em teorias de
campos. Em campos escalares, essa interagdo se manifesta na forma do potencial do modelo.
Este potencial, por sua vez, determina os estados de energia minima (véacuos da teoria) € in-

fluencia a definicdo de setores topoldgicos em diversos modelos.

Um exemplo classico € o
modelo ¢*, que possui dois minimos e correspondentes kinks e antikinks como configuragdes
que interpolam entre esses minimos. No caso do modelo sine-Gordon, o potencial possui um
numero infinito de minimos, o que possibilita diversos tipos de kinks e anti-kinks interpolando
entre diferentes vacuos.

Quando o potencial possui um tnico minimo, as configuragdes de campo escalar em
(1+1) dimensdes sdao denominadas solu¢des ndo topoldgicas. De acordo com o teorema de
Derrick Derrick [1964], solucdes desse tipo ndo possuem setor estdtico, ou seja, todas elas
dependem do tempo. Um dos principais focos desta tese € a andlise de solugdes desse tipo,
tanto em uma dimensao espacial quanto em dimensdes mais altas.

Enquanto o nimero de minimos desempenha um papel central nas propriedades glo-
bais das solugdes, a forma do potencial na vizinhanga dos minimos determina o comportamento
do campo e a rapidez com que ele atinge a configuracao do vicuo. No caso extremo, 0 Vaicuo
pode ser atingido de forma quadratica, o que significa que o tamanho do kink ou de outra confi-
guracdo de campo correspondente € finito. Esse assunto € revisado em detalhes no Capitulo 1.
Essas solugdes sao chamadas de compactas. Os compactons existem em modelos com potencial
nao diferencidvel, onde as derivadas laterais do potencial sdo diferentes no minimo do potencial.
O cardter ‘sharp’ do potencial deu origem ao nome de potenciais que s@o chamados ’V-shaped’
(aspecto da letra V). O caso mais simples de modelo que representa esta familia de potenciais
¢ o modelo signum-Gordon (SG), cujo potencial é proporcional ao valor absoluto do campo
escalar, V ~ |@].

Nesta tese, analisaremos exatamente essas solu¢cdes no modelo signum-Gordon. A
ndo integrabilidade desse modelo implica em uma dinamica de solu¢cdes complexa, com a pre-

senca de multiplas componentes. Essas componentes emergem aproximadamente durante o

'A estrutura topolégica € determinada por invariantes topoldgicos de grupos de homotopia, que mapeiam o
espago fisico para o espaco alvo dos campos. Consequentemente, nossa referéncia ao potencial tem validade
apenas para uma classe especifica de modelos.
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espalhamento ou a desintegracdo de configuracdes iniciais. Portanto, a obtengdo de solucdes
analiticas ou semianaliticas € crucial para uma compreensao abrangente do modelo. Este traba-
lho abordard a generalizagdo de ondas de choque para dimensdes superiores e explorard deta-
lhadamente classes de solu¢des em uma dimensao espacial, com particular aten¢do ao papel de
massa no modelo, utilizando a andlise de Fourier como ferramenta principal. A anélise de Fou-
rier permite também a derivacao de oscillons quase-exatos em (3+1) dimensdes. Os resultados
obtidos combinam abordagens analiticas e numéricas.

Esta tese de Doutorado organiza-se nos seguintes capitulos: O Capitulo 1 oferece
uma revisdo abrangente de modelos com potencial ndo analitico, incluindo os resultados ja
estabelecidos. Para fins didaticos, a nomenclatura e seus significados sdo detalhados. Embora o
Capitulo 1 ndo apresente resultados inéditos desta tese, alguns dos tépicos foram previamente
explorados pelo Autor. O Capitulo 2 dedica-se a generalizacao de ondas de choque com simetria
radial e esférica em duas e trés dimensdes espaciais. O Capitulo 3 traz o conceito de massa
espectral no modelo, de um ponto de vista perturbativo. Os métodos af utilizados deram origem
a um método de regularizacdo do potencial em ‘V’ que nao encontrou lugar particular nessa
tese e, entdo, uma andlise dessa regularizacdo € feita no Apéndice B. O Capitulo 4 trata sobre
a utilizacdo de métodos de Fourier na abordagem do modelo, incluindo o conceito de massa
efetiva (complementar a massa perturbativa/espectral) das solu¢gdes conhecidas de oscillons em

1+1 dimensdes, além da derivacdo analitica de oscillons quase-exatos em 3+1 dimensoes.
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1 Modelos com Potenciais Nao Analiticos

Embora os modelos explorados nesta tese sejam conhecidos hd duas décadas, suas
propriedades ainda desafiam os paradigmas convencionais, conferindo-lhes um cardter inova-
dor. Com o objetivo de familiarizar o leitor com a terminologia e os resultados ja publicados,

esta secdo dedica-se a apresentacdo e discussao de solucdes e aspectos ja consolidados.

1.1 Aspecto histérico

Os modelos com potenciais ndo analiticos em fisica de altas energias surgiram a par-
tir de pesquisas pioneiras de H. Arodz, da Universidade Jaguelonica (Uniwersytet Jagiellonski),
que iniciou uma nova drea de estudos na teoria de campos. De maneira surpreendente, esses
modelos foram descobertos durante demonstracdes didaticas para alunos de ensino médio, con-
forme relatado pelo proprio autor: "Anos atrds — em 2001 — quando me pediram para dar uma
palestra popular sobre fisica moderna para alunos do ensino médio, escolhi falar sobre quebra
espontdnea de simetria (QES) e solitons topolégicos (defeitos). Embora ndo houvesse problema
em preparar experimentos simples para ilustrar a QES, demonstrar um soliton topolégico foi
um desafio. Finalmente, concentrei-me em um sistema bem conhecido de péndulos harmonica-
mente acoplados, utilizado para demonstrar os sélitons de sine-Gordon. O problema era que o
sistema tem um estado fundamental ndo degenerado (todos os péndulos na posigcdo para baixo),
portanto, ndo hd QES. Os solitons de sine-Gordon ndo sdo sélitons topolégicos. Entdo, modi-
fiquei o sistema, impedindo que os péndulos caissem devido a gravitacdo. Isso foi conseguido
adicionando duas hastes rigidas em ambos os lados (linhas amarelas fracas nas fotos), parale-
las ao fio no qual os péndulos estavam suspensos (invisivel nas fotos). Todos os péndulos foram
colocados para cima, acima das hastes. Tal sistema tem dois estados fundamentais degenera-
dos: todos os péndulos repousam em uma haste ou na outra. Solitons topoldgicos interpolam
entre os estados fundamentais, veja a foto inferior. A palestra correu bem, os alunos estavam
interessados.

Vdrios dias depois, me ocorreu que, sendo um fisico teorico, eu deveria fornecer uma
descricdo analitica desse soliton. Trabalhar nisso foi um prazer. Descobri que o séliton tem
um tamanho finito definido, ou seja, os estados fundamentais sdo atingidos exatamente a uma
certa distancia finita de seu centro. Ndo hd caudas exponenciais ou polinomiais inversas. Tais

solitons sdo chamados de compactons, e outros exemplos deles foram discutidos na literatura.
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No entanto, até onde sei, o meu foi o primeiro exemplo de compacton relacionado a QES —
compacton topologico. Descrevi-o no artigo Arodz [2002].

Logo percebi que meus solitons sdo compactons porque o potencial do campo é em
forma de V perto dos estados fundamentais, e que tais modelos de teoria de campos sdo muito
interessantes por direito proprio. Dediquei a eles vdrios artigos a partir de Arodz [2004],

Arodz and Klimas [2005], a maioria deles com a participacdo de meus alunos. "2

Figura 1.1.1: Modelo fisico de péndulos acoplados, utilizado para demonstrar a formacao de
kinks e antikinks compactos. Imagem capturada por H. Arodz.

A Figura 2.3.1 traz uma criagdo de H. Arodz, que demonstra o modelo mecanico de
péndulos invertidos. Nesse aparato, os péndulos oscilam verticalmente dentro de um intervalo
angular de —¢p a ¢p. Com excec¢do do primeiro e do ultimo, que permanecem fixos em ¢ = 0,
os péndulos intermedidrios sdo influenciados pela gravidade e pelo torque das molas que os

conectam. Um esquema que representa o sistema esta desenhado na Figura 2.4.1.

Figura 1.1.2: Sistema de péndulos invertidos sob acdo da gravidade e acoplados por forcas
elésticas.

2Tradugio do texto original em inglés fornecido pelo Autor.
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Cada péndulo € caracterizado por uma massa m e um comprimento R. A distancia
entre os pontos de fixacao dos péndulos € designada por a. As equagdes de Newton que descre-
vem o sistema, T = Tgrav + Telast Podem ser escritas considerando ¢(z,%;) como o dngulo do
péndulo na posicdo %; em relagdo a vertical, resultando em:

mRZ dzq) (;axi)

yrs = mgRsin ¢ (7,%;) (1.1.1)

(005 +a) 4005 —a) ~20(.5)) (1.12)

em que k denota o coeficiente de elasticidade da mola que promove a conexao entre os pén-
dulos. O termo final descreve o torque exercido sobre o péndulo em fun¢do da sua inclinag@o
relativa aos péndulos adjacentes. A validade da Equacgdo 1.1.2 restringe-se ao intervalo angular

—¢p < ¢ < ¢o. Além desse limite, o péndulo interage com a haste através de colisdes eldsticas,
d¢
di
pleta da dindmica. A dindmica do sistema €, portanto, completamente descrita pela combinagdo

. . - .. d .
exigindo a inclusdo da condi¢do de colisao (d—? — —— em ¢ = +¢p) para uma descri¢do com-
da equacdo de movimento com a condi¢ao de reflexao.

O sistema admite quebra espontanea de simetria, Arodz [2004]. Para valores de kK
muito grandes, a posicdo vertical dos péndulos é uma configuragdo estavel (os péndulos nas ex-
tremidades sdo fixos na dire¢do vertical). Quando a constante x diminui, o torque gravitacional
torna-se mais relevante e, em certo instante, parte dos péndulos cai para a haste localizada em
—¢p e outra parte cai para a haste oposta (¢p). Os p€ndulos que interpolam entre as duas hastes
formam configuragdes discretas chamadas kink e antikink.

Quando a segunda derivada da fungéo ¢ (7,%), que interpola entre os péndulos, é quase
constante no intervalo [x; — a,x; + a], o Gltimo termo admite uma aproximagdo pela segunda
derivada espacial:

9’9 (7,%)
- = o = = 2
¢(t7xi +a) + ¢(l,x,' —Cl) - 2¢(t7xi> ~a —~2’ o
8x X=X;
Estamos interessados nas configuracdes fisicas do sistema de péndulos que satisfazem esta con-
dicdo. Especificamente, postulamos que a funcéo interpoladora ¢ (7, %) pode ser determinada da
equacao diferencial parcial:
)

2 v~
mch?(p—EtZ,x) = mgRsin¢(7,X) + Ka——_—
{ dax



1.1 Aspecto historico 24

Introduzindo as variaveis adimensionais

\/§~ /mgR _
t=4/21, xX=4/ ——%
R Ka

chegamos a equagdo do modelo sine-Gordon com sinal invertido

2 2
P90 PO ngir =0 113

O procedimento descrito acima € equivalente a realizacdo de um limite continuo (limite de
teoria de campos) no qual o nimero de péndulos cresce, a distancia entre os péndulos a diminui
e a constante elastica x cresce, obedecendo Ka = const.

E crucial salientar que, de maneira andloga 4 equacdo discreta, a dindmica do sistema

continuo é completamente definida pela Equacao 1.1.3 e pela seguinte condi¢ao:
o9 — —0,9, quando O = +¢p.

Em particular, tal condi¢do implica que o potencial de campo V (¢), determinado pela relagdo
av

¢

= —sin @, exibe barreiras infinitas em +¢y.

Com o intuito de incorporar a referida condi¢do a equagdo de movimento, introduz-
se um novo campo escalar ¢ desprovido de restricdes. Este campo € idéntico a ¢ no intervalo
[— o, @] e, fora deste, a relagdo entre ambos é definida por uma transformagao de “dobramento”
(folding transformation). O propodsito desta transformacdo € mapear a dindmica do campo
auxiliar ¢ na dindmica do campo interpolador ¢. A referéncia Arodz et al. [2005] apresenta
um exemplo desta transformac@o. O potencial estendido V(@) ndo tem mais barreiras infinitas,
veja Figura 1.1.3. Em contrapartida, em torno de cada minimo, o potencial satisfaz a condi¢do
V(L@ +€) = V(x@y— €) sendo € um pequeno desvio do campo em relagdo ao ponto de
minimo. A avaliacdo das derivadas laterais do potencial demonstra que, em geral, estas ndo se
anulam nos minimos do potencial. Em decorréncia disso, o potencial V (¢) no modelo auxiliar
(unfolded model) apresenta minimos com uma morfologia semelhante a letra ‘“V’. Os potenciais
dessa natureza sdo designados como ndo analiticos ou potenciais com aspecto ‘V’ (V-shaped
potentials).

Existem contextos fisicos onde o potencial ndo diferencidvel exibe uma quantidade

arbitraria de minimos e, tipicamente, uma simetria apenas aproximada em torno deles. Um
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Figura 1.1.3: (a) Potencial da funcdo interpoladora ¢ que modela o sistema de péndulos. (b)
Potencial no modelo desdobrado (auxiliar).

exemplo é o potencial V(@) = A|@? — a?|, analisado no estudo do espalhamento de kinks.

A andlise do comportamento de um campo escalar proximo a um minimo € crucial.
Se as excitagdes do campo forem pequenas, podemos aproximar @ (¢,x) por @, + €(¢,x) com
€ < 1. Considerando @,,;; = ¢g, o potencial nas proximidades deste minimo € definido por
V(p) =cos @ —cos @y quando @ < @ e por V(@) = cos(¢p —2¢p) — cos ¢p quando ¢ > ¢. A

expansdo em série de Taylor até a ordem linear em € conduz ao seguinte resultado:
V(@) =V (@min+€(t,x)) ~ sin@o|e(,x)].

O termo constante sin ¢y exerce a fungio da constante de acoplamento A e pode ser suprimido
da equacdo mediante a redefinicdo das varidveis temporais e espaciais ¢ € x. Em conclusio, a

equacdo que governa a dinimica da fungdo £(¢,x) assume a seguinte forma:
d%e — d%e + Asign(e) =0 (1.1.4)

a qual é designada como equacdo de signum-Gordon. A equagdo possui caracteristicas uni-
versais, aplicando-se a um amplo conjunto de potenciais ndo diferencidveis, desde que com
derivadas laterais simétricas. Logo, a dindmica do campo escalar nas vizinhangas desses mi-
nimos ¢ comum a tais modelos. Para assegurar que a configuracdo estitica € = 0 (¢ = @)
satisfaca a Equac@o 1.1.4, define-se sign(0) := 0.

H. Arodz e seus colaboradores foram pioneiros no estudo do modelo de signum-
Gordon em uma dimensao espacial, seguido por outros pesquisadores. Este modelo possui uma
vasta literatura com resultados numéricos e analiticos. Solucdes ndo topoldgicas, incluindo os-

cillons e ondas de choque, sdo particularmente relevantes, assim como estudos sobre Q-balls
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e Q-shells. As secdes subsequentes apresentam uma revisao concisa de solucdes em modelos

com potencial ndo analitico.

1.2 Compactons

Uma das caracteristicas estudadas por H. Arodz nos primérdios da literatura do mo-
delo € referente ao tamanho definido dos kinks nas configuracdes topoldgicas. Solugdes que
se distinguem do vicuo unicamente em uma area espacial compacta sdo denominadas compac-
tons. Antes da descoberta de Arodz, compactons ndo topoldgicos ja haviam sido identificados
na literatura. Esses compactons foram encontrados por Rosenau em 1993 durante a andlise de
uma versdo modificada da equacdo de Korteweg-de Vries, Rosenau and Hyman [1993b]. As
solugdes de compactons obtidas por Arodz foram as primeiras a serem observadas no contexto
de quebra espontanea de simetria.

Com o objetivo de evidenciar o comportamento quadriatico do campo em torno de
um minimo ndo analitico, consideraremos novamente a funcdo interpoladora para o sistema
de péndulos invertidos. E suficiente analisar o comportamento do campo na vizinhanga de ¢.
Portanto, assumiremos que ¢ = ¢ — d¢, em que ¢ € positivo e pequeno em comparagao a ¢.
O potencial nesta regiao é dado por V(@) = cos ¢ — cos ¢p. Uma solugéo estdtica possui energia

dada pela soma da energia gradiente e da energia potencial:

1
E= [ax[5007 +v(9)].
A integral de energia pode ser expressa como:

E— %/dx(am +V2V)? i/dxaxq)\/ﬁ.

aUu
O segundo termo, de natureza topoldgica, é dado por / dU, com % = +V2V. Seu valor de-
pende unicamente da carga topoldgica Qy,p = U (q)mcz) U (¢Wq). As solucdes estaticas se-

guem as equagdes de primeira ordem:
0y = V2V (1.2.1)

denominadas equacOes de Bogomolnyi (BPS). O sinal positivo na equacao corresponde a um

kink Oy, > 0, enquanto o sinal negativo corresponde a um antikink Q;,, < 0. Para um kink, a
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equacio (1.2.1) se reduz a —d,8¢ = /cos(Po — 8¢) — cos @y. Ao realizar a expansio em série

de Taylor e considerar apenas os termos mais relevantes, obtemos:

08¢0 = —VA\/6¢ (1.2.2)

onde A =sin¢y > 0. A manifestacio do termo /0 ¢ é uma caracteristica inerente a potenciais
ndo analiticos, ao passo que, em potenciais padrdo (minimos parabdlicos), o lado direito da

equacgdo é proporcional a 6¢. Em decorréncia, a equacéo admite a solugdo na forma:
A
09 = (xo —x)*

que constitui uma aproximagao (termo dominante) do comportamento da solucio na vizinhanca
do valor do viacuo. Nesta situacdo, o vacuo € alcangado em x(, a uma distancia finita do centro
do kink. Em potenciais com minimos quadréticos, a derivada de 8¢ é proporcional a 6¢, o
que implica que 0¢ € expresso por uma fung¢do exponencial. Este resultado confirma o fato
conhecido de que kinks em teorias com potenciais quadraticos nos minimos apresentam caudas
exponenciais.

Sob a condicio de @y ndo ser excessivamente grande, o perfil cosseno do potencial
admite uma aproximacao parabdlica. Em decorréncia disso, as solugdes estdticas da equagdo

de sine-Gordon (Equacdo 1.1.3) satisfazem a seguinte equacao:
XRo+o=0

para —@y < ¢ < ¢y. E importante notar que a equacio de campo, tal como apresentada nesta
formula, ndo determina as configuragdes de vicuo ¢ = £¢y.

A solugdo de kink estético, @x(x), centralizada na posi¢do x = 0, € expressa por:

(

T
—¢o para  x < -,
T T
Ok (x) = @psinx para — B <x< >
T
¢0 para x> —.
\ 2

O kink apresenta um tamanho de 7. A soluc¢@o de antikink @z (x) é definida pela relagdo:

Oz (x) = —¢x(x). Ao explorar as simetrias translacional e de Lorentz inerentes ao modelo, é
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vidvel construir solugdes de kink transladadas mediante a substitui¢do x — x —a bem como
xX—Vvt

\/l—vz'

Além das solucdes de kink, esta revisdo abordara separadamente solu¢des compactas

solucdes de kink em movimento com velocidade v através da substituicdo x —

ndo topoldgicas, como oscillons e Q-balls. Uma caracteristica importante dos compactons € seu
tamanho finito, que possibilita a preparacao de configuragdes iniciais sem interacao significativa
(ao contrario dos kinks com caudas exponenciais). A interacdo entre dois compactons ocorre
apenas quando seus suportes se sobrepdem, tornando-os ideais para estudos de espalhamento,

com configuragdes iniciais exatas.

1.3 Oscillons

Oscillons sao solugdes ndo topoldgicas, de natureza periddica ou quase periddica,
que possuem energia finita (Bogolyubsky and Makhankov [1976], Copeland et al. [1995], Fo-
dor et al. [2006], Gleiser [1994, 2007], Gleiser and Sicilia [2008, 2009], Honda and Choptuik
[2002], Kolb and Tkachev [1994], Lee and Pang [1992], Rajaraman [1982], Segur and Kruskal
[1987]). Essas solugdes sdao encontradas em uma variedade de modelos de teoria de campos,
desde cosmologia (Amin et al. [2010, 2012], Farhi and et al. [2005, 2008], Gleiser et al. [2010],
Kolb and Tkachev [1994], Mukaida et al. [2017]) e modelos ndo perturbativos (Graham and
Stamatopoulos [2006], Hertzberg [2010], Hindmarsh and Salmi [2008], Kasuya et al. [2003])
até realizacdes em laboratdrio (Salmi and Hindmarsh [2012], Umbanhowar et al. [1996]). Ti-
picamente, oscillons emitem radiacdo, resultando em perda de energia. No entanto, existem
oscillons excepcionais, conhecidos como ’breathers’, que sdo solugdes exatas e persistem inde-
finidamente sem perda de energia por radiacdo, encontrados em modelos integraveis (Ablowitz
and Clarkson [1991], Hirota [1972], Scott [1973]).

O modelo de signum-Gordon caracteriza-se como um modelo ndo integravel. A des-
coberta de oscillons exatos, que exibem a propriedade de nao gerar radiacdo, constituiu uma
significativa surpresa, demonstrando que modelos com potenciais nao analiticos apresentam
um vasto campo de investigacdo para os pesquisadores. A simetria de escala da equacao de
signum-Gordon, dada por t — ¢/, x — x/u, ¢ — p>¢, implica que, se ¢ (¢,x) é uma solucio,
entao

Pu(t,x) = P> (t/p,x/ 1) (1.3.1)

também € uma solucdo. Consequentemente, cada oscillon pertence a uma familia infinita de
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oscillons com diferentes tamanhos e periodos.

Conforme reportado em Arodz et al. [2008], o oscillon mais elementar € construido
a partir da combinacdo de uma sequéncia de polindmios quadréticos, cada um definido em um
dominio especifico de espacgo e tempo. Este oscillon apresenta um suporte de tamanho L =1 e
um periodo 7 = 1.

Devido a periodicidade da solugdo de oscillon, apresentaremos apenas seu segmento

@o(,x) restrito ao intervalo 0 <t < T. Outros segmentos ¢ (,x) sdo dados por

Oi(t,x) = @o(t +kT,x), kT <t < (k+1)T.

Para obter a solugdo, precisamos apenas de trés polindmios quadraticos:

X2
vi(tx) =~ (1.3.2)
2
%m@:m—% (13.3)
2
__p b ¥ x 1
Valx) = =P+ 3-S5 - (1.3.4)

em que y3(r,1 —x) = ya(t,x) e T = 1. A solugdo ¢y(z,x) é composta por quatro expressdes

distintas: . 1
o(t,x) 0<tr< )
o5 —15) j<i<s
do(t,x) =4 2 . ? % (1.3.5)
5% 3<r<]
\—(p(l—t,x) %gtgl

definidas por uma tnica fungdo ¢(¢,x) que caracteriza a forma do oscillon dentro do intervalo

1
0<r< T Esta funcdo € dada por:

w1(t7x) 0<x<t
1
‘I’Z(f»x) t<x< E—l
1 1
@(t,x) = yi(t,x) S oISx<rto (1.3.6)
1
v (t,1—x) r+§§x§1—t
\wl(r,l—x) 1-r<x<l1
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Figura 1.3.1: Representacdo grafica das funcdes yi, y» e y3, constituintes do oscillon mais
elementar no intervalo [0, 1]. Os polindmios com tilde sdo definidos pela relagdo §,(z,x) =

Y (t ;1 — x).

A configuragdo inicial, estabelecida em ¢ = 0, € caracterizada por um campo de
signum-Gordon nulo em todo o dominio espacial. As primeiras derivadas temporais do campo
apresentam valores nao nulos exclusivamente no intervalo: [0, 1], configurando um perfil trian-
gular expresso por:

X

0<x<
(t,x)|1=0 = 1
2

(1.3.7)

—_ N =

1—x <x<

A Figura 1.3.1 ilustra a formacdo do oscillon bédsico descrito pela Expressdao 1.3.7 em trés
momentos distintos: t = 0.05; t = 0.15 e r = 0.25. No instante t = 0.25 o oscillon atinge o
apice de sua amplitude, momento em que a derivada temporal se anula. A partir desse ponto,
a amplitude do perfil decresce de forma gradual, culminando na anulag¢do do campo em todo o
espaco em t = 0.5. A configuracdo em ¢ = 0.5 diverge da configuragdo inicial exclusivamente
pelo sinal da derivada temporal do campo. No intervalo [0.5, 1], o oscillon replica 0 movimento
do intervalo [0,0.5], com a diferenca de que o sinal do campo se inverte. As oscilacdes se
repetem de forma indeterminada.

O oscillon compacto, no contexto do modelo signum-Gordon, ndo irradia sob au-
séncia de perturbacdes externas (Klimas et al. [2018]). A aplicacdo da simetria de Lorentz
possibilita a geragdo de oscillons em movimento (Hahne et al. [2020b]). A propriedade de anu-
lagdo do campo nos instantes t = n/2, com n inteiro, ndo € invariante sob transformacdes de
Lorentz, ndo se verificando em referenciais nos quais o oscillon se desloca. Em decorréncia,
oscillons em movimento exibem zeros isolados. A Figura 1.3.2 ilustra um exemplo de oscillons
com velocidades distintas.

A compreensdo analitica do movimento de oscillons € de grande importancia. Estudos

posteriores revelaram que oscillons sdo gerados a partir de configuragdes excitadas do campo
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Figura 1.3.2: Evolugao dos oscillons: velocidades V = 0.2 e V = 0.8 registradas em ¢t = 0.12.

signum-Gordon, ou de outros campos relacionados com potenciais nao analiticos (Klimas et al.
[2018]). Esses resultados expandem a familia de oscillons, incluindo aqueles com bordas em
movimento nao uniforme (Hahne et al. [2020b]), além dos oscillons basicos.

Uma generalizacao inicial dos oscillons bésicos introduz oscillons com borda em mo-
vimento zig-zag, detalhado em Arodz and Swierczynski [2011], Hahne et al. [2020b]. A ve-
locidade 0 < v < 1 parametriza esse movimento, sendo que v = 0 recupera o caso do oscillon
basico. Um aspecto notavel € que a energia desses oscillons ndo varia com o valor especifico
desse parametro, sugerindo uma degenerescéncia que pode ser atribuida a uma simetria. A
borda do oscillon consiste em linhas poligonais temporais. Conforme demonstrado em Swi-
erczyfiski [2017], a transi¢do de linhas para curvas temporais nas bordas dos oscillons levou a
descoberta de uma familia mais abrangente desses objetos.

A borda esquerda do oscillon é delimitada por x; (), , enquanto sua borda direita é

delimitada por xz,(¢) + T, veja Figura 1.3.3 A partir da trajetéria da borda esquerda, a solugio

(T/2, A) (T72, A+T)

T2

0 A A+T/2 T A+T

Figura 1.3.3: Constru¢do de um oscillon generalizado
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completa do oscillon pode ser construida da seguinte forma. Primeiro, devemos escrever a
trajetéria da borda em coordenadas de cone de luz y; = x+¢, de modo que y_ = g(y+) e

yp=g" (y—) para alguma fungdo g. O oscillon possui as seguintes condi¢des iniciais:

¢(0,x) =0,

(x) se 0<x<T,
at(P(O?x):

0 caso contrario .

A relacdo entre as funcgdes f e g é dada pela seguinte expressao:

T

1
D he— 0<x<=+A

fo) = %[x <) ” T_x_2+ ’ (1.3.8)
E[gfl(x—T)—x—l—T] se 5+A§x§T,

onde A é definido como A = x; (7' /2). Definimos entdo uma fun¢io F derivada de f, tal que
F'(z) = f(z)/2. As solugdes do oscillon, vélidas para o primeiro semiperiodo (0 <t < T/2),

sdo expressas por:

( 2 T2
F(x+t)—F(x—t+T)—§+? se  xp(t) <x<t,
¢t x) = Fx+1)—F(x—1)— = se <x<T-—t,
2 T?
F(x—i—t—T)—F(x—t)—E—i—? se T—t<x<ux(t)+T.
\

Mesmo com a generaliza¢do da forma de sua borda, a energia dos oscillons perma-
3

nece invariante’, mantendo-se em E = CYh A degenerescéncia da energia dos oscillons sugere
que oscillons envolvidos em processos dindmicos podem alterar sua forma de movimentacado da
borda sem necessidade de ganhar ou perder energia. De fato, observacdes em experimentos nu-
méricos confirmam essa hipétese. O espalhamento de dois oscillons € um dos processos fisicos
que exibem esse comportamento, conforme estudado em Hahne et al. [2020b]. Para a anélise do
espalhamento, utiliza-se um referencial inercial onde os oscillons possuem velocidades iguais
e opostas. O espalhamento de dois oscillons basicos, com velocidades V = £0.7 e fases ot = 0,

¢ ilustrado na Figura 1.3.4. Neste exemplo, a configuracdo de campo apresenta simetria em

relacdo a varidvel x. A fase do oscillon, um pardmetro importante para o espalhamento, é defi-

3Conseguimos provar, recentemente, que a simetria que assegura a invariancia da energia ¢ um difeomorfismo
que mantém a drea delimitada pelo perfil inicial de d;¢.
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nida como seu estado de oscilag@o no instante em que os suportes dos oscillons se encontram.
Como a evolucdo dos oscillons até o encontro € exata, a andlise pode ser simplificada ao estudar
apenas a configuracdo de campo no momento do encontro dos suportes. A evolugdo é numé-
rica a partir do momento inicial, com solucio exata limitada a duas regides triangulares acima
de t = 0, como ilustrado na Figura 1.3.4(a). No exemplo, os oscillons incidentes sdo simples,
mas os emergentes apresentam borda oscilante. Observa-se também que a energia da colisdo
€ parcialmente transformada em uma estrutura oscilatdria central e parcialmente emitida como

pequenos oscillons. Este mecanismo de emissao de oscillons a partir de configuracdes excitadas

R e - 3.0
RESULT OF ] -
ts - SCATTERING T y - 0.09
s - = ; 25 4 .
o . e - 0.06
o T/ INITIAL CO/N’FIGUR'ATION L o 2.0 = :
: A / E = 0.03
/ . / | i t 15 -
- . W N ) = ] - 0
Y / X 1.0
Y ,,»/ I e 0.03
/ T e
A e AN i
’ ’/,_, & '//, i s 05 0.06
. // e x Xs 0.0
0 -3 3
X
(a) (b)

Figura 1.3.4: Espalhamento de oscillons (V = 0.4, a = 0): diagramas de Minkowski mostrando
(a) a fase pré-espalhamento e (b) a fase pds-encontro dos suportes.

do campo signum-Gordon é uma caracteristica marcante. Os oscillons que carregam excesso
de energia sdo naturalmente discretos. Isso é bem diferente da emissdo de excesso de energia
em modelos com minimos quadraticos (como o modelo de Klein-Gordon), onde a radiacdo é
liberada de forma continua.

E importante observar que, em configuracdes simétricas, a estrutura central oscilatéria
difere de todos os oscillons conhecidos. Enquanto oscillons exatos mantém um suporte de
tamanho constante e bordas que se movem sincronizadamente na mesma direcdo, a estrutura
central da Figura 1.3.4(b) exibe bordas com movimento oposto. Tal discrepancia indica uma
possivel lacuna no nosso entendimento analitico das excitagdes do campo signum-Gordon.

Para configura¢des antissimétricas, o campo resultante requer ¢ (r,0) = 0 para ¢ > 0.
Como consequéncia, o espalhamento ndo gera uma estrutura oscilatéria central, conforme ilus-
trado na Figura 1.3.5. Observa-se uma mudanca no cardter dos oscillons emergentes em com-
paracdo com os incidentes. Devido a supressdo da emissao de pequenos oscillons, a energia dos
emergentes se mantém proxima a dos incidentes. Portanto, a altera¢do de carater dos oscillons

deve estar ligada a simetria que gera a degenerescéncia energética.
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Figura 1.3.5: Espalhamento de oscillons bdsicos v = 0 em configuracdo inicial antissimétrica:
(a) velocidade V = 0.5, fase a = 0; (b) velocidade V = 0.7 e fase ot = 0.

Conforme os resultados em Hahne et al. [2020b], o espalhamento de oscillons em con-
figuragdes antissimétricas resulta em pouca radiagdo, enquanto configuragcdes simétricas emi-
tem mais energia. No entanto, surpreendentemente, hd casos de configuragdes simétricas que
ndo emitem radiacdo. Este fendmeno depende de valores especificos de velocidade e fase dos

oscillons. A Figura 1.3.6 mostra dois casos de espalhamento sem emissdo de radiacdo. Este

1.0 1.0

0.8 - 0.8

0.6 - 0.6 -

t t

0.4 — 0.4

0.2 4 0.2

-0.06 -0.06
0.0 = 0.0 =

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X X

(a) b)

Figura 1.3.6: Espalhamento de oscillons basicos v = 0 em configuragdo inicial simetrica: (a)
velocidade V = 0.093, fase ox = 0.414; (b) velocidade V = 0.093 e fase o0 = 0.914.

exemplo reforca a singularidade das teorias com potencial ndo diferencidvel. Em modelos com
potenciais convencionais, a auséncia de radiacdo € exclusiva de teorias integraveis, que possuem
uma quantidade infinita de cargas conservadas. Em contraste, em modelos com potenciais ndo
analiticos, a auséncia de radiagdo € situacional, manifestando-se apenas para valores especificos
dos parametros que definem as configuragdes iniciais.

Para finalizar, € pertinente discutir a existéncia de oscillons em outros modelos com
potenciais ndo analiticos. A simetria de escala do modelo signum-Gordon, dada pela Equa-
cdo 1.3.1, é precisa, resultando em oscillons de todas as dimensdes e amplitudes. Em modelos

genéricos com potenciais ndo diferencidveis, a aproximacao pelo potencial do modelo signum-
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Gordon € valida apenas para pequenas excitacdes de campo proéximas ao minimo. Contudo,
conforme demonstrado em Klimas et al. [2018], oscillons em um modelo nao analitico andlogo
ao modelo de péndulos apresentam estabilidade. A adi¢do de termos quadriticos ao poten-
cial |¢| ndo induz instabilidade. Os dados iniciais para o oscillon exato exibem uma evolugao

semelhante a do modelo signum-Gordon.

1.4 Ondas de choque

Para obter as primeiras solu¢des exatas no modelo signum-Gordon, utilizou-se a redu-
cdo da equacdo parcial a uma equagao ordindria. No caso das solucdes conhecidas como ondas

de choque, detalhadas em Arodz et al. [2005], o ansatz apresenta a seguinte forma:

X7

o(t,x) =0(—2)W(z), 1= (1.4.1)

Este ansatz seleciona as solu¢des com forma nao trivial dentro do cone de luz z < 0, anulando-se

fora dessa regido. A forma reduzida da equacao signum-Gordon é dada por
W'+ W =sign(W).

Expressdes com sinal fixo constituem as solu¢des parciais do problema. A conexdo dessas

~ o dw
solugdes ocorre em pontos de zero, preservando a continuidade de T Dado que o nimero de
Z

solucdes parciais € ilimitado, € apropriado numeré-las com o indice k =0, 1,2, ..., de maneira
que

Wy (2) + Wi (2) = (1), (1.4.2)
Ao definir como z; = —ay os zeros da solugdo, as condi¢des que as solugdes parciais devem

satisfazer sdo: Wi(—ay) = 0 = Wiy1(—ax) e Wi (—ax) = W, (—ax). A primeira condigdo

imposta leva a seguinte expressao:

Wi(z) = (—1)* (z+ak+bk1n%) .

Ressalta-se que os parametros by, juntamente com parametros ay, ainda nao foram determina-
dos. A singularidade da funcao logaritmica em z = 0 exige que o coeficiente by deva ser nulo.

A imposicao das condi¢des remanescentes leva a restri¢cdes nos coeficientes ay e by, especifica-
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mente:

b b b
k+1 :2__/(, e Ak+1 T k—+1 lnakH. (1.4.3)

Qg Qg Qg Qg ag

Dado que Wy(0) = ag, definir o valor do primeiro zero da onda é o mesmo que definir sua

amplitude maxima ( ﬁl’(l)’l ¢). Dado ag, a Expressao 1.4.3 implica em que b; = 2ag. Embora
70—

os coeficientes by e e os zeros ai possam ser obtidos recursivamente, € necessario resolver

numericamente certas equacoes algébricas.
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Figura 1.4.1: Onda de choque simétrica em 1+1 dimensdes para ap = 1. (a) Solucdes parciais
Wj. (b) Solugdo ¢ (¢,x) parat =6.5.

A Figura 1.4.1(a) exibe a composi¢do das cinco primeiras solug¢des parciais Wy (z). A
amplitude méaxima da onda é determinada por Wy(0) = 1. A forma da onda de choque simétrica
no tempo ¢ = 6.5 é mostrada na Figura 1.4.1(b). A onda consiste em duas frentes que se movem
em sentidos opostos a velocidade da luz. Durante a propagagdo das frentes, a regido central da

onda oscila, gerando novos zeros. As trajetorias desses zeros sdo descritas por hipérboles:

X (1) = £/1% — 4ay.

A velocidade dos zeros diminui de um valor infinito até a velocidade da luz a medida que o
tempo tende ao infinito. Em Klimas [2007], foi apresentada uma generaliza¢do dessas ondas,
considerando um potencial modificado com corre¢ao quadratica.

Durante cerca de quinze anos, as ondas de choque em 1+1 dimensdes foram conside-
radas apenas uma curiosidade, sem aplicacao evidente. A publicacdo dos primeiros resultados
sobre o espalhamento de oscillons alterou essa perspectiva. Observa-se, em diversos casos de
espalhamento de configuragdes simétricas (ou quase simétricas), que o campo signum-Gordon

na regido entre os oscillons emergentes sofre forte excitacdo, exibindo oscilagdes regulares,
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logo apds o encontro e separagdo dos oscillons principais. Um exemplo de espalhamento de
dois oscillons simétricos, conforme discutido em Hahne et al. [2020b], € demonstrado na Fi-
gura 1.4.2(a). Parte da energia da colis@o € liberada na regido entre os oscillons emergentes.
De forma surpreendente, os “jatos” de oscillons ndo surgem imediatamente apds a colisdo; em
vez disso, sdo precedidos por uma onda que colapsa e gera os oscillons. 4 Sugerimos, naquele
momento, que a estrutura oscilatéria poderia corresponder a uma onda de choque imperfeita,
que colapsa. Para testar esta hipétese, ajustamos féormulas para os zeros da onda de choque
exata, resultando em uma concordancia muito satisfatéria. A Figura 1.4.2(b) apresenta uma
representacdo de uma onda de choque exata no diagrama de Minkowski. Esta onda persiste

indefinidamente.

ﬂ 1.00

0.75
0.50

0.25

() (b)

Figura 1.4.2: (a) Espalhamento de oscillons simétricos gerando "jets", precedido por uma onda
de choque. (b) Representacao de uma onda de choque exata.

A descoberta de ondas de choque como fases na evolug¢do do campo signum-Gordon
suscitou diversas questdes. Dentre elas, a energia das ondas de choque era a principal. Nos
estudos iniciais sobre ondas de choque, a energia da onda exata permaneceu sem andlise. Igual-
mente, as condi¢des iniciais que levam a essas configuracdes de campo ndo foram investigadas.
Os primeiros resultados foram apresentados em Hahne et al. [2020a].

A andlise de solucdes analiticas para ondas de choque em 1+1 dimensdes revelou que
a energia do campo no interior do cone de luz (oscilagcdes) cresce linearmente com o tempo,
sendo proporcional ao produto da drea ocupada pela onda no tempo ¢ e o valor da desconti-
nuidade do campo na superficie do cone de luz, representado por Wy(0), ou seja E = 2apt. A
persisténcia da onda implica uma transferéncia continua de energia para o cone de luz, onde ela

se manifesta. Isso suscita a questdo do reservatério energético. Teoricamente, tal reservatorio

40 estado de onda de choque, anterior 2 produgdo de oscillons, apresenta uma vaga semelhanca com o estado
de plasma que antecede a hadronizacdo.
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deve ser infinito. As frentes de onda de choque, que acumulam energia de gradiente, sdo as
Unicas configuracdes com energia infinita neste sistema.

A geracdo de ondas a partir de condig¢des iniciais € outra questdo crucial, especial-
mente relevante para a andlise de processos dinamicos envolvendo ondas de choque. Uma onda
de choque exata no tempo inicial ¢ = 0 estd localizada em um ponto espacial, exigindo que o
campo seja nulo em todo o espaco, com exce¢ao da derivada temporal. Conforme Hahne et al.

[2020a], as condicOes iniciais apropriadas sao dadas por:

O(t,x)|;=0 =0, 0,0 (1,x) =0 = a O¢(x), (1.4.4)

em que O, representa a regularizacdo da funcdo Delta de Dirac. Para a andlise numérica do
problema, que lida com valores finitos, a regularizacdo da fun¢do delta é indispensiavel. O
parametro ‘a’ na Expressdo 1.4.4 corresponde a 2ay para uma onda de choque exata (¢ = 0),
portanto, determina a amplitude da onda no cone de luz. O caso com regularizacio, no entanto,
¢ consideravelmente mais interessante devido a sua maior semelhanca com os processos de
espalhamento, nos quais a energia transferida para a onda é sempre limitada. E importante notar
que a forma da func¢do &g (x) pode apresentar variagdes significativas. Estudos realizados em
Hahne et al. [2020a] com fung¢des de perfis triangular e gaussiano mostraram que os resultados
sdo independentes dessa escolha. As simulacdes numéricas mostram que as condi¢des iniciais
mostradas na Expressdo 1.4.4 levam a formacao de uma onda de choque, que subsequentemente
colapsa, resultando na emissdo de oscillons. A escolha de valores menores para o parametro €
permite retardar esse colapso. A Figura 1.4.3 mostra como a formag¢do de onda de choque varia

com o valor do parametro €.
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Figura 1.4.3: Formacao de onda de choque a partir de condi¢des iniciais: (a) com € = 1075, (b)
come=>5-107°.

A razdo para o colapso da onda reside no fato de que o perfil inicial d;¢|,—o possui
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uma quantidade finita de energia. Diferentemente de ondas com descontinuidade na superficie
do cone de luz, a amplitude dessa onda diminui progressivamente durante sua evolu¢do. O
colapso se inicia nas proximidades do cone de luz e se estende até a regido central x = 0.

No contexto da geracdo de ondas de choque em processos dinamicos, como o espalha-
mento de oscillons, a forma do campo escalar em x = 0 no instante da separacdo dos oscillons
€ crucial. Em configuracoes antissimétricas, a nulidade do campo em x = 0 impede a formacgao
da onda, como evidenciado pelas simulagdes. Ja em configuracdes simétricas, a similaridade
com os dados iniciais mostrados na Expressao 1.4.4 permite a emergéncia da onda. Entretanto,
a limitacdo da energia disponivel leva ao colapso da onda em uma cascata de oscillons. O co-
lapso de uma onda de choque, seguido pela producdo de uma grande quantidade de oscillons,
constitui um mecanismo fundamental para a diminuicdo da energia de certas configuragdes do
campo signum-Gordon. Estabelecendo uma analogia com os processos de espalhamento de par-
ticulas elementares, € possivel considerar que a onda desempenha um papel andlogo ao plasma
de quarks e gluons, enquanto seu decaimento e a producdo de oscillons evocam o processo de
hadronizagdo. Isso porque esse campo se pode ser referido como um submodelo do modelo de
Skyrme de sexta ordem, derivado como um campo efetivo do modelo de sigma ndo linear da
QCD de baixas energias Klimas et al. [2018]. A Figura 1.4.4 apresenta uma comparagdo entre
as ondas produzidas “naturalmente” no espalhamento de oscillons e as ondas geradas “artifici-
almente” a partir das condi¢des iniciais da Expressdo 1.4.4.

A geracdo de ondas ndo se restringe ao espalhamento de oscillons. Esse fendmeno
também ocorre no espalhamento de kinks compactos. No préximo capitulo desta tese, serd

abordada a generalizacdo das ondas de choque para dimensdes espaciais superiores.

1.5 Espalhamento de compactons

O conceito de espalhamento desempenha um papel fundamental na fisica de altas
energias, possibilitando a descoberta da maioria das particulas elementares e a revelacdo das
interagdes fundamentais da natureza (Joachain [1975], Messiah [1961], Newton [1982], Peskin
and Schroeder [1995b], Sitenko [1991], Taylor [1972], Weinberg [1995]). Na fisica atdmica,
o espalhamento de nticleos € crucial para a coleta de dados essenciais a pesquisa (Friedman
and Kendall [1991], Hofstadter [1956], Rutherford [1911], Satchler [1980]), assim como na
fisica molecular e cristalografia (Barron [2004], Child [1996], Fabelinskii [1968], Weiner and
Ho [2003]).
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Figura 1.4.4: Comparativo de ondas de choque: (a) e (c) originadas no espalhamento de oscil-
lons, (b) e (e) efeito da evolugao temporal de condi¢des iniciais com perfil triangular.

Na teoria classica de campos, o espalhamento também € de grande importancia (Gold-
berger and Watson [1964], Landau and Lifshitz [1977]). A anélise de colisdes de ondas solitd-
rias revelou que essas configuracdes formam estruturas especiais, dando origem a teoria de soli-
tons e a integrabilidade de modelos (Ablowitz and Segur [1981], Faddeev and Takhtajan [1987],
Zakharov and Shabat [1972]). Em modelos ndo integriveis, a dindmica de espalhamento é ge-
ralmente mais complexa, exigindo maior esforco para explicar os fendmenos observados. A
riqueza de fendmenos associados ao espalhamento de kinks, vortices e outros objetos topologi-
cos, aliada ao avanco do poder computacional, impulsionou esta drea de pesquisa, tornando-a
extremamente ativa nos dias atuais, (Belendryasova et al. [2021], Dorey et al. [2011], Evslin
[2022], Lizunova and van Wezel [2020]).

Nesta secdo, revisaremos alguns resultados importantes sobre o espalhamento em mo-
delos com potenciais ndo analiticos, com foco especifico na interacdo kink-oscillon e nas co-
lisdes kink-kink e kink-antikink. Todas essas estruturas sdo compactas; portanto, é sempre
possivel escolher um estado inicial no qual a interacao entre os objetos que colidem seja exata-
mente zero. O problema do espalhamento de oscillons ja foi abordado no contexto dos proprios

oscillons e ondas de choque, portanto, ndo o trataremos novamente aqui.
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1.5.1 Interacdo entre kinks e oscillons

Modelos com potencial ndo analitico exibem uma simetria de escala aproximada na
vizinhanca dos minimos de seus potenciais. Isso sugere que, no limite de pequenas amplitu-
des, os oscillons nesses modelos devem se aproximar dos oscillons exatos do modelo signum-
Gordon. Essa hipotese foi demonstrada em Klimas et al. [2018], em que se estudou um modelo
com potencial nao analitico nos minimos, formado por um nimero infinito de pardbolas, seme-
lhante ao potencial mostrado na Figura 1.1.3. Curiosamente, um potencial desse tipo emerge
do modelo de Skyrme, conforme demonstrado em Adam et al. [2017], ampliando o campo de
aplicacdes para modelos com potenciais ndo analiticos. Os minimos desse potencial podem
ser tratados como minimos de um potencial de signum-Gordon perturbado. Varios testes nu-
méricos demonstraram que excitacdes de campo desse tipo evoluem de forma qualitativamente
semelhante ao comportamento apresentado pelos oscillons exatos, embora emitam um pouco
de energia na forma de pequenos oscillons.

Uma estrutura de minimos degenerados possibilita a existéncia de kinks compactos
interpolando esses minimos. Nesse contexto, surge naturalmente a questdo sobre a dindmica
desses kinks e de oscillons do modelo. Essa investigacdo é abordada em Hahne and Klimas
[2022]. Os autores consideram uma configuragdo inicial para o campo escalar 17(z,x), composta

por um kink estético Nk (x) e um oscillon em movimento, deslocando-se na dire¢ao do kink:

n(0,x) = Nk (x) + Xosc(0,x),
;M (0,x) = I Xosc(0,x).

Em ¢ =0, os suportes compactos de kink e oscillon entram em contato. O oscillon € definido por
quatro parametros: o tamanho do seu suporte /, a velocidade do centro de massa V, a velocidade
da borda vp, que descreve um movimento em zigzag, € a fase de oscilacdio & no momento do
encontro.

Segundo a publicagdo, o parametro vy apresenta baixa influéncia no resultado da co-
lisao entre compactons. Para exemplificar, a Figura 1.5.1 demonstra os resultados apresentados
pelos autores, em que a velocidade V do oscillon é o pardmetro varidvel. E importante enten-
der um oscillon incidente como uma configuracdo do campo escalar que, no modelo signum-
Gordon, tinha uma solucao exata. No entanto, por causa dos termos quadraticos, a solu¢cdo aqui

¢ apenas uma aproximagdo. Por causa disso, um oscillon com vy = 0 ndo mantém necessaria-
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Figura 1.5.1: Colisdo oscillon-kink. Fonte: Hahne and Klimas [2022].

mente a posi¢ao fixa do seu suporte. Em consequéncia, como mostrado na primeira figura, um
oscillon parado (V = 0) comeca a interagir com um kink, perdendo sua energia e eventualmente
desaparecendo. Nos casos em que a velocidade V' € maior que zero, o oscillon adentra a regido
ocupada pelo kink de forma significativamente mais rdpida. E notério que, ao penetrar no corpo
do kink, o sinal propaga-se a velocidade da luz até alcancar a extremidade oposta, onde uma
fracdo do sinal € refletida de volta através do kink e outra fracdo emerge como um oscillon em
movimento uniforme”.

A razdo pela qual o oscillon se comporta de forma tao diferente no kink em relacdo ao
vacuo € que as equagdes que governam a propagacdo do sinal no kink sao diferentes da equagao
de signum-Gordon. Para valores do campo no intervalo —2 < 1 < 2, a equagdo do campo se
simplifica para:

971 — 9N +sign(n) —n =0.

Expressando a equagdo do campo em termos da perturbacdo x(f,x) = n(¢,x) — ng(,x), obte-

Dado que o kink nio sofre deslocamento durante este processo, ele foi subtraido do campo 1 para aprimorar
a visualizacdo (apenas as bordas do kink foram destacadas)
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mos

O Nk — ¢k +sign(Nk +x) — Nk + 97X — g2 — x = 0.

Para perturbagdes suficientemente pequenas, de modo que sign(ng + x) = signng, a equagéo

se simplifica para uma equacdo de Klein-Gordon com massa m?=—1:
o' x—dix—x=0.

As solugdes desta equacdo sdo ondas planas da forma ellkxtont)

, em que a relagcdo de dispersao
¢ dada por —(x),f +k*—1=0. Os modos da solugao completa contém conjunto crescente €
decrescente. Usualmente, conjunto crescente € eliminado porque crescimento indeterminado
nao ¢ fisico. Nesta situac@o especifica, a aplicabilidade da equagao de Klein-Gordon é restrita
pela condig@o sign(ng + x) = sign nk. Esta restri¢do significa que ndo existe a necessidade de
suprimir modos crescentes, cuja remogao resultaria em ndo causalidade, conforme referenciado
em Aharonov et al. [1969]. Em consequéncia, a causalidade é mantida e ndo hé evidéncia de
propagacdo de sinais taquidnicos no interior do kink.

A presenca de kinks compactos e a propagacdo de impulsos através deles tém sido
objeto de estudo na literatura. Modelos de campo com potenciais padrdao, mas com termos ci-
néticos ndo usuais (denominados K-campos), foram introduzidos por Adam et al. [2007]. Esses
autores propuseram a utilizacdo de defeitos topoldgicos (kinks em cinco dimensdes) como uma
forma de branas césmicas, nas quais outros campos de matéria poderiam existir (Adam et al.
[2008b]). De fato, o cendrio de ‘thick brane’ representa uma alternativa a compactificagao de
dimensdes extras (Randall and Sundrum [1999]). Em trabalhos subsequentes, como o de Adam
et al. [2008a], foram apresentados kinks compactos no contexto da gravitagdo. No entanto, este
cendrio ainda ndo foi explorado no caso de modelos com potenciais ndo analiticos, o que abre

uma possivel linha de pesquisa futura.

1.5.2 A dinamica das colisoes de kinks

A compreensdo do espalhamento kink-antikink envolve examinar como esses defei-
tos topoldgicos interagem, e esse comportamento pode variar significativamente dependendo
do potencial da teoria de campos. Por exemplo, o modelo ¢4 exibe colisdes ineldsticas. Isso
significa que, quando um kink e um antikink colidem, eles ndo simplesmente ricocheteiam per-

feitamente. Em vez disso, podem sofrer interagdes complexas, incluindo a formacgao de estados
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Figura 1.5.2: Espalhamento kink-antikink para v = 0.75. Esquerda: densidade hamiltoniana.
Direita: amplia¢do da diferenca entre o valor do campo e o vacuo —2, ou seja, 1(,x) + 2, para
a regiao dentro do retangulo verde no painel direito. Fonte: Hahne and Klimas [2024a].

ligados e a emissao de radiacido (Adam et al. [2022, 2023a], Sugiyama [1979]). Uma caracteris-
tica chave € a presenca de ‘janelas de ressonancia’. Estas sdo faixas de velocidade especificas
onde o kink e o antikink podem se aniquilar, oscilar multiplas vezes e, em seguida, escapar ou
formar um estado ligado. O resultado da colisdo € altamente dependente da velocidade inicial
dos kinks. Por outro lado, modelos com potenciais em forma de V exibem um comportamento
de espalhamento distinto (Hahne and Klimas [2024a,b], Hahne and Thibes [2025]). Em con-
traste com o modelo ¢4, esses potenciais tendem a produzir espalhamento kink-antikink com
uma separacdo mais clara entre cendrios de captura e escape. Frequentemente, existe uma velo-
cidade critica que divide nitidamente esses resultados, com menos do comportamento complexo
de multiplos rebotes observado no modelo ¢4. Uma caracteristica notdvel € a forte emissao de
radiagdo, frequentemente na forma de oscillons compactos. A Figura 1.5.2, apresentada em
Hahne and Klimas [2024a], demonstra claramente a producio de oscillons durante o processo
de espalhamento kink-antikink. Adicionalmente, observa-se que os oscillons emergem da onda
de choque resultante do colapso, de maneira andloga ao que ocorre no espalhamento de oscil-
lons. Esses modelos demonstraram comportamento fractal em torno da velocidade critica. A
principal diferenga reside na complexidade dos resultados do espalhamento. O modelo ¢* exibe
um comportamento mais rico € matizado com janelas de ressondncia, enquanto os potenciais

em forma de V tendem a produzir resultados mais limpos e distintos.
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1.6 Q-balls

Todas as solucdes revisadas anteriormente referem-se a solugdes em uma dimensao
espacial. Uma abordagem para a ampliacdo do nimero de dimensdes espaciais foi proposta em
Arodz and Lis [2008]. Os autores consideram um campo escalar complexo y e estudam solu-
cdes ndo topoldgicas denominadas Q-balls (Coleman [1985]). Define-se o modelo complexo

de signum-Gordon por meio da densidade Lagrangiana
L =dyy oty — Ay (1.6.1)

em que Y representa um campo complexo em (d + 1) dimensoes e A > 0. A Lagrangiana (1.6.1)

¢ invariante sob as transformagdes globais U(1)
W (x) = exp(iot) y(x).
As cargas conservadas associadas a esta simetria sao dadas por:
1 d * *
0= [d'(w ooy —ay'y). (16.2)
A densidade de energia, expressa por:
Too = W ooy + iy diw+ A|y| (1.6.3)

apresenta um minimo absoluto em y = 0. O potencial A|y| pode ser visto como uma regulari-

dvie A
zagio Vic = A1/ K+ |y|? resultando em —— = = v __
ay 2 \/xk+ ]yl

As Q-balls simétricas sdo solucdes descritas pelo Ansatz:

Y(.%) = exp(i@x)F (1)

em que r representa a variavel radial parad > 1 e r = x! para d = 1. Definindo novas varigveis
2

2
y=owre f(y) = %F(r), obtém-se:

d—1
f’l+7f/+f:Sign(f),

em que sign(0) = 0. As solugdes devem satisfazer a condi¢io f/(0) = 0 parad > 1. Analisando
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aenergia £ = / dx Ty da carga de Noether (Expressdo 1.6.2), os autores observam que elas

obedecem a relagdo de escala
2 (Q)#3
E =cpAas (—) .
1

Dado que o expoente ;Z § € inferior a 1, a energia de um Q-ball esfericamente simétrico com
carga Q = Q1 + 0> € menor do que a energia de um sistema composto por Q-balls separados,
com cargas Q1 > 0 e Q> > 0. Este fato implica que a divisdo de um Q-ball em Q-balls me-
nores ndo € energeticamente favordvel. Consequentemente, o valor do expoente determina a
estabilidade das solugdes.

Os autores apresentam solugdes exatas para a fun¢do f(y) nas dimensdes d =1 e

d = 3. Em ambos os casos, a funcao de perfil dos Q-balls € compacta:

I —siny Fey<F
—siny —<y<—
fam1(y) = 2 2 (1.6.4)
0 caso contrario
SN <y,
Ja=3(y) = y Smyo (1.6.5)
0 Yy >0

em que yo ~ 4.4934 ¢ a solucdo da equacao tanyy = yj.

Os campos escalares sdo frequentemente utilizados para modelar matéria. Quando
a matéria possui carga elétrica, a descri¢cdo tedrica deve considerar este aspecto. Em particu-
lar, isto implica que Q-balls compactas também podem apresentar carga elétrica. A repulsdo
associada a esta carga deve influenciar o raio das Q-balls. Conforme relatado em Arodz and
Lis [2009], os autores expandem o modelo de Arodz para incluir o campo eletromagnético, € o

modelo resultante é o seguinte:
L =—FuwF" + Dy DHy — Ay,

em que a derivada covariante é dada por Dy, Y = dy W +igA, y e Fyy = dyAy — dyAy € o tensor

do campo eletromagnético. As equagdes de campo incluem as equagdes de Maxwell:

OuFHY =j%, onde ;¥ =ig(y 0"y —yad"y")-24"y"y,
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e a equagdo para o campo escalar:

As solugdes de Q-balls sdo obtidas assumindo que:
v =exp(iwt)F(r), A=0, Ag=Ao(r).

Consequentemente, as fungdes F(r) e Ag devem satisfazer o seguinte sistema de equagdes aco-

pladas:

VZAg = 2q(®+ gAg)F?

V2F + (0 +gAo)*F = signF.

Os autores identificaram dois tipos distintos de solucdes. O primeiro tipo consiste em Q-balls
compactas, que ocupam uma regido esfericamente simétrica definida por 0 < r < R. A energia
dessas Q-balls, para valores ndo muito elevados, comporta-se como E ~ |Q\5/ ® em que Q
representa a carga de Noether. O segundo tipo de solucdes, denominadas Q-shells, ocupam
uma camada esférica delimitada por um raio interno R € um raio externo R,. A energia dessas
Q-shells obedece a relagdo E ~ \Q|7/ 6 para Q-shells de grande porte. A existéncia de Q-shells
no modelo de signum-Gordon € atribuida a repulsdo eletrostatica de cargas elétricas.
Os Q-shells também foram descobertos em modelos sem campo eletromagnético.
Eles surgem devido a uma estrutura complexa do modelo, que envolve multiplos campos com-
plexos. O modelo em questio é o modelo CPY com potencial nao analitico (Klimas and Livra-
mento [2017]):
M2
L= (X 19uX)* — pu?v(X), (1.6.6)

em que

Bl —

V(X) = %[Tr(}l —X)] (1.6.7)

A varidvel X, denominada varidvel principal, representa uma forma conveniente de parame-

trizacdo do modelo. Introduzindo os campos escalares complexos u;, em que i = 1,2,...,N,
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Figura 1.6.1: (a) Q-ball com / =0, (b) Q-ball com [ = 1. (c) Q-shell com / = 10. Fonte: Klimas
and Livramento [2017].

definimos:

com 02> =14utu A equacao de movimento resultante é:

P TP 2,
W - M) W wi (1.6.8)
l‘i_uT’u 8M2\/MT.M

Esta equacdo reduz-se a multiplas copias do modelo signum-Gordon complexo no limite de
pequenas amplitudes de campo. Quando N € impar, a equagao pode ser reduzida a uma equagao

radial considerando o seguinte Ansatz

4r ;
um(tar767¢> = mf(r)ylm(evq))elwt? (169)
em que m = —I[,...[ assume 2/ + 1 valores. O fator exp(i®t) é um fator caracteristico para

Q-balls, e Y}, representam os harmonicos esféricos. A equacao radial assume a forma

21— f?
1+ f2

I(1+1 21" Qi?
/= (; )f—lfrffzz%sign(f)\/uf% (1.6.10)

2
f”—l—;f’—l—(l)

De acordo com os autores, a presenga de Q-balls foi observada nos casos [ =0e [ = 1. Es-
pecificamente, para / = 0 funcdo f(0) é diferente de zero, enquanto para [ = la fungdo f(0)
¢ proporcional a r na regido central. A funcdo perfil para Q-balls foi representada nas figuras
1.6.1(a) e (b). Para obter estas solugdes, realiza-se uma expansao em torno do centro e da borda

r = R. Na sequéncia, o perfil é calculado utilizando o método de “shooting”. A solucdo correta
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€ aquela para a qual a funcdo e sua derivada espacial sdo nulas em r = R. O parametro ® possui
um limite inferior, o que implica a existéncia de um valor minimo para a ‘rotagdao’ das Q-balls.
Modelos com / > 1 permitem a existéncia de Q-shells. Estas solu¢des caracterizam-se por assu-
mir o valor de vicuo, f = 0, tanto no interior da cavidade esférica, definida por r < R, quanto
no exterior, para r > R,. Tanto Q-balls quanto Q-shells sdo estdveis, obedecendo a relacdo
E~|QP/°.

Uma das aplicacOes mais promissoras para Q-balls e Q-shells s@o as estrelas de bo-
sons, em que o campo escalar € adicionalmente acoplado a gravitagdo. As referéncias (Klimas
et al. [2019], Sawado and Yanai [2020, 2021]) documentam a descoberta de solu¢des compactas
que consideram os efeitos da gravitacdo e da carga elétrica. Adicionalmente, as Q-shells podem
abrigar um buraco negro em seu interior. As solucdes deste tipo sdo denominadas “harbor”. Ao
estender o modelo incluindo mais uma componente CP", é possivel, utilizando a compactici-
dade das solugdes, construir configuracdes onde um Q-shell abriga, em seu interior, um Q-ball
ou outro Q-shell. Estes tipos de modelos foram denominados modelos CPY multicomponentes,
conforme referenciado em Klimas et al. [2021]. Especificamente, ao considerar a inclusdo do
campo eletromagnético, torna-se vidvel a construcdo de configuragdes neutras que apresentam
cargas iguais e opostas em seus constituintes, conforme documentado em Klimas et al. [2023].

Em resumo, Q-balls oferecem uma forma ndo trivial de obter solugdes esfericamente
simétricas no modelo signum-Gordon e em modelos CPY com potencial ndo analitico. As

solucdes deste tipo apresentam potencial para a modelagem de estrelas de bésons.
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2 Ondas de Choque Exatas

Neste capitulo, apresentaremos nossa contribui¢do original para a generalizacdo de
solu¢des do modelo signum-Gordon em dimensdes espaciais superiores. Em particular, estamos
interessados em estender ondas de choque para os casos de n =2 e n = 3 dimensdes. Este

trabalho foi publicado recentemente em Klimas and Streibel [2025].

2.1 Ansatz para onda de choque em (7 + 1) dimensoes

Em espacgos com (n+ 1) dimensdes, a equacdo (SG) assume a forma:
(9% — V)¢ (1,%) +signo(1,%) = 0. (2.1.1)

A configuragdo de vécuo, caracterizada por ¢ = 0, representa uma configuragdo de campo fi-
sicamente realizavel, especialmente em modelos mecanicos. Com o objetivo de incluir este
caso no conjunto de solu¢des da Equagdo 2.1.1, estabelecemos a conveng@o de que sign(0) =0,
seguindo a mesma abordagem utilizada em modelos unidimensionais. Esta defini¢do sera utili-
zada consistentemente ao longo deste estudo.

Utilizando coordenadas esféricas, a Equacao 2.1.1 pode ser reescrita como:
2 oy n—l ) = - >
97 — 0 —Ta,—ﬁvsn,l o (t,X) +sign(¢(z,%)) =0, (2.1.2)

onde r representa a coordenada radial \/x% +...+x2 e o operador Vﬁn_l determinado pelas
varidveis angulares. Buscamos solucdes com simetria esférica (independentes dos :?mgulos).6

Consequentemente, Vgn,l o (t,r) =0, o que leva a seguinte simplificagdo da equagdo do campo:

<at2 . ”; lar> ¢ (t,r) +sign((z,r)) = 0. (2.1.3)

1 1
Introduzindo as coordenadas do cone de luz, definidas por & := E(r—i— f)en:= E(r —t),a

®Por exemplo, em n = 3 dimensdes, ¢ possivel explorar soluces da forma ¢ (¢,%) = Z Sim(t, 7)Y, (0, ). Esta
Im

(1+1)
2
de sinal dos harmonicos esféricos em relagdo aos dngulos complicaria o tratamento do termo signum, sign(¢),
na equacdo de movimento. Esta interdependéncia entre as coordenadas angulares e radiais impediria a separacao
efetiva das varidveis, impossibilitando a obtencdo de uma equagdo dependente apenas do tempo e da coordenada
radial. Um argumento similar pode ser utilizado para o caso n = 2, onde ¢ (¢,%) = Z Si(t,r)cos(kg).

k

abordagem introduz um termo adicional /1(r) na equagdo de movimento. Contudo, a natureza de mudanga
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equacdo satisfeita pelo campo escalar ¢ (&,n) é:

n—10e¢+dn¢
2 ¢+

—0dgdn¢ — +sign(¢) =0. (2.1.4)

A equacdo em questdo possui solu¢des que obedecem a uma equacdo diferencial ordindria.
Estas solugdes sdo fungdes de uma dnica variavel, z := £, que representa o produto das coor-

denadas do cone de luz, e podem ser expressas na forma:
1
9(Em)=W(k) onde z=_(7-r%). (2.1.5)

Considerando esta classe de solugdes, a equacio em derivadas parciais (2.1.4) é redu-

zida a:
p_ntl

W
z 2

W' +sign(W) = 0. (2.1.6)

No decorrer deste artigo, adotaremos a notacdo de derivada prima para denotar a primeira deri-
vada e as derivadas de ordem superior, especificamente W’ = Cil—v: Esta convencao serd aplicada
de forma consistente em todo o texto.

Assumimos que a solug@o € nao nula dentro do cone de luz (z < 0) e nula fora (z > 0).
Dado que sign(0) é definido como 0, a solugdo constante W (z) = 0 satisfaz a equac@o para a
regido z > 0.

Neste estudo, investigamos funcdes que apresentam descontinuidades no cone de luz
(r = t) motivados pelo nosso interesse em ondas de choque. Uma referéncia a investigacdes

anteriores dessas solucdes de ondas de choque em uma dimensao espacial pode ser encontrada

em Arodz et al. [2006]. Seguindo essa abordagem, examinamos expressoes da forma:
0(z) =0(—2)W(2), (2.1.7)

onde 6(—z) representa a fungdo degrau de Heaviside. Definimos o lado esquerdo da equagdo

SG (2.1.4) na variavel z como:

n—1

F(9) = (20(2) — "5~ 9'(2) +sign(9(2)) 2.18)
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Ao substituir (2.1.7) em (2.1.8), obtemos um termo de delta de Dirac:

n—1
2

(F(9),90(2)) = (Cad(2),0(2)),  Co=——W(0). (2.1.9)

Seguindo Vladimirov [1971], a a¢do de uma funcédo generalizada f(z) sobre uma fung@o teste

¢(z) é representada por (f, @) = / dz f(z)9(z). Em particular, a distribui¢do delta de Dirac

age sobre uma funcéo teste de acordo com (6, ¢) = / dz6(2)9(z) = ¢(0). Esse resultado

também pode ser obtido utilizando identidades como:
0'(—2) =—06(2), 26(z)=0, 28'(z)=-6(z), sign(6(—2)W(z))=6(—2)sign(W(2)).

De forma consistente com Arodz et al. [2006], a expressdo (2.1.7) representa uma
solugdo da equacdo homogénea F(¢) = 0 quando n = 1 (ou seja, C; = 0). Esta solucéo é obtida
resolvendo a equacgdo diferencial ordindria (2.1.6) com a coordenada radial » > O substituida
por um numero real x.

No entanto, para n # 1, o termo F(¢) ndo se anula (C, # 0). Consequentemente, a

expressdo (2.1.7) é proporcional a solucdo fundamental D(z) da equagéo distribucional:
(F(D(Z)),fp(Z)) = (8(2),9(2))- (2.1.10)

Nesse caso, ¢(z) = D(z) satisfaz a equacao para W(0) := ni—l

De maneira semelhante as solugdes observadas em uma dimensdo espacial (n = 1)
para a equagao SG Arodz et al. [2005] (ou suas formas perturbadas Klimas [2007]), espacos
de dimensdes superiores (n > 2) podem exibir solugdes de onda de choque com um valor fixo
de descontinuidade na superficie do cone de luz. E possivel que solugdes semelhantes exis-
tam em dimensdes superiores, caso uma for¢a adicional seja aplicada a superficie do cone de
luz. Matematicamente, essas solugdes seriam descritas por uma equacao SG ndo homogénea,
Equag@o 2.1.9, contendo um termo delta proporcional ao valor da descontinuidade W (0).

A liberagdo de W(0) ppossibilita a identificacdo de uma familia uniparamétrica de
solugcdes que estendem as ondas de choque de (1+1) dimensdes. A investigagao dessas solugdes
em dimensdes superiores (n > 2) é apresentada a seguir. Embora solucdes numéricas sejam via-

veis, o foco € a andlise de solugdes analiticas. Apresentamos um resumo dessas novas solucoes,

com detalhes adicionais nas Secdes (2.3) e (2.4).
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A construcdo de ondas de choque envolve a combinagdo de solugdes analiticas defi-
nidas em pequenos segmentos, denominados "patches". A fungdo W(z) para z < 0 é obtida a
partir da unido dessas solugdes, que sdo chamadas de solugées parciais.

Para derivar féormulas exatas para as solu¢des parciais, assumimos que W(z) é uma
expressao nao constante, ou seja, sé pode ser igual a zero em pontos especificos e isolados ao
longo do eixo z. Excluindo esses pontos isolados onde W (z) se anula, temos que W (z) € estri-
tamente positivo ou negativo. Nesse contexto, é conveniente reescrever sign(W) = £1 como
sign(W;) = (—1)¥, onde k =0, 1, ... rotula as solugdes parciais consecutivas W;. Com essa no-

tacdo, a Equacgao 2.1.6 transforma-se no seguinte sistema de equagdes diferenciais homogéneas

lineares:
1
—zW,g’—%WgJF(—l)k:o. (2.1.11)
Esta equacio admite duas classes de solucdes:
Wi(z) = o+ BrIn(—z)+ (—1)¥z  para n=1 (2.1.12)
e
it 2(=1)F

Wi(z) =+ Br(—2)" 7 + para n>2. (2.1.13)

P
O primeiro tipo de solucdo, (2.1.12), foi extensivamente estudado em trabalhos anteriores Arodz
et al. [2006], Hahne et al. [2020a]. Esta tese concentra-se no segundo tipo, Equacao 2.1.13.

As solugdes sdo parametrizadas pela constante livre op = Wy(0). Ao fixar fy = 0,

obtemos uma solucdo parcial Wy definida no intervalo —ap < z < 0, com ag > 0. A relagdo

entre o € ag varia com a dimensdo: 0 =ag paran =1,e oy = 1a0 paran > 2.

A continuidade entre as solugdes Wi (z) € Wy(z) em z = —ay € garantida pelas condi-
¢des Wi(—ap) = 0 e W{(—ap) = Wj(—ao). Essas condi¢des possibilitam o célculo de oy, i, e
do préximo zero, z = —aj, onde Wi (—a;) = 0. A iteragdo desse processo gera a solu¢do com-

pleta, obtida através da formulagdo e resolucdo de relacdes de recorréncia. As Se¢des (2.3) e

(2.4) apresentam uma forma especifica de solug¢des parciais, ilustradas nas Figuras 2.3.1 e 2.4.1.
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2.2 Energia da onda de choque
2.2.1 Distribuicdo de energia da onda de choque

Com a propagac¢do da onda de choque, ocorre uma expansao temporal da regido que
contém o campo escalar excitado. Um aspecto notédvel é o comportamento da energia da onda’
que estd confinada inteiramente dentro do cone de luz (r < 't). A energia é representada pela

seguinte integral:

_ ne g av2e g2
E0= [ M“{z@‘i’) @0+ 10| Q2.1)

O suporte da solugdo, K(0,7) corresponde a uma n-esfera centrada em 7 = 0 com raio r. A
integral exclui a descontinuidade da onda, que se encontra no cone de luz (r =1).
A energia da onda foi calculada dividindo-a em trés zonas distintas, delimitadas pelo

cone de luz:

1. r < t: Regido interna do campo, com energia de comportamento regular. Detalhes na

Secdo (2.2.2);

2. r =t: Superficie do cone de luz, onde a energia € indefinida devido a descontinuidade do

campo e ao termo delta principal (2.1.10). Abordado na Secao (2.2.3);
3. r > t: Regido do vécuo trivial fora do cone.

Apesar da discrepancia entre solugdes exatas idealizadas, com energia de gradiente infinita no
cone de luz, e simulagdes numéricas, solucdes exatas com energia nio limitada, como ondas
de choque e solugdes auto-similares, sdo importantes em aplicagdes fisicas. Processos como o
espalhamento de oscillons compactos Hahne et al. [2020b] apresentam configuracdes de campo
semelhantes a essas solucdes, frequentemente em intervalos de tempo finitos. Em Hahne et al.
[2020a], a comparagdo do campo de radiacao de um espalhamento com ondas de choque obtidas

para dados iniciais especificos revela uma notavel semelhanga entre as configuracoes.
2.2.2 Energia dentro do cone de luz

Dado que ¢ depende apenas de ¢ e r, a expressdo (2.2.1) simplifica para:

kmax (Z )

E(t):/y dQ/O[drr”_l Y Ht,r), (2.2.2)
n k=0

"Energia das oscilagdes pos-frente de onda
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onde W (z) s@o as solugdes parciais, definidas por (2.1.12) e (2.1.13). A densidade de energia

das solugdes parciais é dada por:

Na equacdo (2.2.2), kmax (¢) indica o maior indice de uma solug@o parcial Wy (z) que se encontra
dentro do cone de luz no instante . O nimero de soluc¢des parciais que compdem a onda de
choque em 7 € finito e crescente com o tempo. A integral /y dQ representa o elemento de drea
de uma esfera unitdria em n dimensdes espaciais. '

As fungdes W (z) e W/ (z) sdo ndo nulas apenas no intervalo aberto —a; < z < —a;_1,
anulando-se fora dele. Consequentemente, W(—a;) = 0. Os zeros a; sdo representados alge-
bricamente de forma diferente dependendo da dimensdo espacial. Para simplificar a notagdo,
definimos i = kmax (7). O i-ésimo zero ocorre em r = 0 no tempo #; = 2y/a;. No intervalo
ti_1 <t <t;, aonda é composta por i 4 1 solucdes parciais, indexadas por k =0,1,...,1.

Para evidenciar a contribuicdo de cada solucdo parcial, decompomos a energia (2.2.2)

na seguinte soma:

E(t) = Zl: E(1). (2.2.3)
k=0

As energias Ei(t), para k = 0,1,...,i — 1, representam as energias das i primeiras solu¢des
parciais, localizadas em camadas com raios ci(t) < r < c;_(t). A energia E;(t) representa a
energia da solugdo parcial central, que se encontra dentro da bola 0 < r < ¢;_;(t). Os zeros

radiais varidveis do campo escalar, definidos por ¢ (z,r) |r:Ck(,) =0, tém a seguinte forma:

cxlt) == /12 — 4ay. (2.2.4)

Devido as notdveis propriedades de cancelamento na Equacdo 2.2.3, a expressao da energia se
reduz a uma férmula elegante, detalhada nas se¢des subsequentes. O resultado final € surpreen-

dentemente compacto:

E(t) = /y dQ/drr”l[(p]z_o,

onde / dQ representa a integral sobre a esfera unitdria em n dimensdes e [¢],—¢ denota a des-
continuidade do campo no cone de luz (r =¢). A energia da onda dentro do cone de luz é dada
pelo produto do volume n-dimensional (vol, (7)) de uma bola de raio ¢ pela descontinuidade do

campo. As Secdes (2.3) e (2.4) demonstram essa reducdo explicitamente paran =2 e n = 3,



2.2  Energia da onda de choque 56

respectivamente.

E importante observar que a energia das ondas de choque em uma dimensio espa-
cial pode ser formulada de forma similar. Neste caso, a expressdo se simplifica para E(t) =
2t [@],—0 = ag vol (), onde vol; (t) = 2t e ap é uma constante que representa a descontinuidade
do campo. Essa formulacdo destaca que a energia de uma onda unidimensional confinada no
cone de luz cresce proporcionalmente ao tempo (E(¢) < vol; (¢)). Essa proporcionalidade entre a
energia da onda e o volume do cone de luz também parece ser valida para dimensdes superiores

(n=2,3), de forma que

E(t) = vol,(t) [¢].=0, para n=1,23. (2.2.5)

2.2.3 Energia na superficie do cone de luz

O célculo da energia dentro do cone de luz (r < t) foi abordado nas se¢des anteriores.
Nesta se¢do, trataremos dos desafios da estimativa precisa da energia na superficie do cone de
luz (r =t). Essa discussdo € essencial para modelos regularizados que empregam potenciais em
forma de V ou suas implementacdes numéricas.

Ondas de choque apresentam uma descontinuidade abrupta no campo escalar (¢) na
superficie do cone de luz. Essa descontinuidade dificulta o cdlculo da densidade de energia
por métodos padrdo, que requerem funcdes continuas e bem comportadas para o campo e suas
derivadas.

O célculo da densidade de energia para configuracdes de campo escalar envolve o
quadrado do gradiente do campo. Em ondas de choque, o gradiente se comporta como uma
funcdo delta de Dirac (6) na superficie do cone de luz. A dificuldade surge porque o quadrado
de uma distribuicdo (como a delta de Dirac) ndo é uma operacdo matematicamente bem defi-
nida, impossibilitando o calculo direto da densidade de energia no cone de luz. Um tratamento
puramente formal resulta em energia infinita.

Apesar da dificuldade em calcular a energia exata na superficie do cone de luz, a téc-
nica de "regularizacdo"pode ser utilizada para simplificar os cdlculos. A regularizacdo suaviza
o termo delta, permitindo definir uma densidade de energia regular.

A regulariza¢d@o, embora 1til, introduz algumas consideracdes adicionais:

1. Ndo convergéncia: O processo de regularizac@o introduz um parametro (€) na expressao

final da energia. Este parametro aparece no denominador, o que significa que o cdlculo
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da energia nao converge (ndo atinge um valor definido) quando € tende a zero.

2. Descontinuidade suavizada: A regularizacdo suaviza a descontinuidade abrupta no campo
(¢) no cone de luz, transformando-a em uma inclinagdo. Isso afeta o termo do gradiente,

que contribui para a densidade total de energia.

3. Superficie localizada: Devido a regularizacdo, a superficie infinitesimal do cone de luz
se torna uma regido estreita com espessura 2€, centrada em r = ¢. Isso aumenta a dimen-
sionalidade da superficie, tornando-a n-dimensional em vez de (n — 1) dimensional (onde

n representa o nimero de dimensdes espaciais).

4. Reservatorio finito e expansdo limitada: A regularizacdo cria um reservatdrio de energia
finito, embora extremamente denso, na superficie do cone de luz. Este reservatorio atua
como uma fonte, fornecendo energia para a onda que se propaga dentro do cone a medida
que se expande. Na auséncia de forcas externas (equacdo homogénea), a onda pode
continuar a se expandir enquanto o reservatorio tiver energia suficiente. Isso sugere que
uma onda de choque formada a partir de uma descontinuidade inicial ndo pode manter
suas caracteristicas indefinidamente. No entanto, sistemas com uma for¢a delta (ou uma

funcdo delta regularizada) no cone de luz podem exibir expansdo regular.

5. Crescimento do tamanho da frente de onda: Existe uma diferenca fundamental entre
as frentes de onda em uma e em dimensdes espaciais superiores. Em uma dimensao,
a frente de onda consiste em dois pontos. Em duas dimensdes, forma-se um circulo,
e em trés dimensodes, uma esfera. O tamanho dessa caracteristica geométrica (circulo
ou esfera) aumenta com o tempo a medida que a onda se expande. Isso significa que
a densidade de energia de uma descontinuidade inicial de energia finita se torna menos
concentrada a medida que a frente de onda se expande (mesmo sem considerar a energia
total transferida para dentro do cone de luz). Notavelmente, esse efeito de dispersao da
densidade de energia ndo ocorre em uma dimensdo, o que explica por que oscilagdes
regulares sdo observadas apenas em sistemas de dimensdes superiores com uma forca
delta presente. Estudos anteriores [Hahne:20190dw] investigaram os estagios iniciais da
evolucdo de ondas em uma dimensdo espacial (n = 1), focando em cendrios sem uma

forca delta externa na superficie do cone de luz.
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2.3 Ondas de choque em (2 + 1) dimensoes

Nesta secdo, apresentamos uma andlise detalhada de uma nova solu¢do exata para
ondas de choque. Além disso, examinaremos o conteido energético dessas ondas, com énfase

na contribui¢cdo da regido dentro do cone de luz.

2.3.1 Solucoes parciais e relacoes de recorréncia

As solugdes parciais para ondas de choque em duas dimensdes espaciais sdo dadas
pela férmula:

2
Wi(z) = Ock+ﬁ+—(—l)kz, com z < 0. (2.3.1)
—z

V/ 3
Para evitar singularidades no campo no cone de luz (z = 0), o parAmetro By deve ser igual a
zero. O primeiro zero da solu¢do (em z = —agp) é determinado pela condigdo Wy(—ap) = 0,

2
resultando em o = gao. Portanto:

2
Wo(z) = §(z+ ap). (2.3.2)

A descontinuidade do campo no cone de luz (z = 0), é determinada pelo primeiro zero da

solugdo Wy(z), e é denotada por:

[0],—0 := lim ¢(z) — lim ¢(z) = lim Wy(z) = %ao. (2.3.3)

z—0— z—0+ 7—0—

A descontinuidade do campo no cone de luz pode ser considerada um parametro independente,
determinando o valor de ag. Através de relacdes de recorréncia, todos os outros parametros
e zeros da solucdo podem ser calculados. O zero inicial (z = —ag) coincide com um zero de
Wi (z), permitindo expressar o) em fungdo de ag. De forma andloga, a condigdo Wy(—ax—1) =0

simplifica a elimina¢do dos pardmetros oy subsequentes. Assim, obtemos:

Wi(z) = (—1)* E(z-l—ak_l)—l—bk (\/% — \/%ﬂ . k=1.2,..., (2.3.4)

onde by = (—1)*By.

A continuidade da derivada primeira, W'(z), da solugdo W(z) nos pontos correspon-
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dentes, W/ (—ax_1) = W;_;(—ay_1), resulta em relagdes de recorréncia para os coeficientes by:

be = —bp_1 — gakﬁ g (23.5)

com by = 0 como condicao inicial. Os coeficientes b, sao determinados pela soma dos parame-

tros anteriores (a,), com n < k:

8 k—1 L 32
bk=§Z(—1)"+ an °, k=1,2,.... (2.3.6)
n=0
O k-ésimo zero da solugdo, z = —ay, € obtido da equagdo Wi (—a;) = 0, que pode ser reescrita

como uma equagado de segunda ordem para /ay:

S b _
2\ Jax—

(Var)* + ar_1v/ax + 0, k=1,2,.... (2.3.7)

A solugdo da equacdo (2.3.7) para /ay seguida da elevacdo ao quadrado, resulta em:

i=0

k
A = Spap— = (Hsi) ao, k=1,2,..., (2.3.8)

onde:

so=1, (2.3.9)

skzé<l—§k—\/1—2§k>, k=1,2,.... (2.3.10)

k=1 32 k-l no\ 2
gkzsz(—l)"”‘(i) :82(—1)"+’<<M). (2.3.11)

k—1
=0 i1 =0 I[Ti=os;
Observa-se que cada zero ay € proporcional ao zero inicial ag.

As solugdes parciais Wy (z) podem ser expressas especificamente como:

Wo(z) = %(Hao), (2.3.12)
Wk(Z):g(_l)k%<\/Cl——\/—_z> (V=e-vai), k=12, @313
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onde:

1
dk55<1—§k+\/1—2§k)ak,1, k=12,..., (2.3.14)

e a1 < —z < ag. As relacdes de recorréncia das equagdes (2.3.8)—(2.3.11) determinam os
zeros da fungdo W (z). Esta solugdo permite a determinag@o analitica dos zeros em dimensdes
superiores, ao contrario do caso unidimensional, que geralmente exige métodos numéricos. A

Figura 2.3.1 ilustra W(z) e a onda de choque em um espaco bidimensional.

0.6
0.4 Wo
0.2 W,
W, 2
———~__-a P -a
0.0 \\,\3 .- & 1 4
------------- -ay . —ag
-02 W,
2
-0.4
27 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

Figura 2.3.1: (a) Solugdes parciais Wi(z) e (b) a onda de choque em 7 = 6.0 em duas dimensdes
espaciais.

2.3.2 Energia da onda de choque em (2+1) dimensoes

Em duas dimensdes espaciais, as expressdes para Wy (z) sdo fornecidas pelas equagdes

(2.3.2) € (2.3.1). As derivadas W/(z) sdo dadas por

Wo(z) = % (2.3.15)
2 b
W]é(Z):(_l)k (5—}—2(_—;)3/2), k:1,2,.... (2316)

A energia da solugdo, conforme (2.2.2), é dada por:

Ci-1 =1 ey t
E(t) ZZE[/ drrHi(t,r)+Z/ ]drer(t,r)—i-/ drrHo(z,r)}, (2.3.17)
0 k=1" ¢k <0

parat > 2,/a;_1. Quando t < 2,/ag, a soma em (2.3.17) se reduz a um unico termo:

E(t)=2n /0 t drrHy(t,r) = mz? = voly (1) [¢]-—0, (2.3.18)
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valida antes do surgimento de cy(?).
Para demonstrar que a equagdo (2.3.17) se reduz a voly(¢) [¢],—o reescrevemos os

integrais em (2.3.17):

Ci-1
27:/ drrH(t,r) = Xi(1),
0

Ck—1 0 Ck—1
2717/ drrH(t,r) EZ%/ drer(t,r)-i—Zn/ drrH(t,r),
Ck Ck 0 ,

Yk(l) Xk(t)

1 0 t
2717/ drrHy(t,r) 52717/ drrHo(t,r)—l—27r/ drrHy(t,r).
co co 0 ,

J/

-~ -~

Yo(t) Xo(?)

A soma dos termos resulta em:
i—1 i
E(t)=X(t)+ ), <Xk( )+ Yt ) Z ( 1)+ Y )) (2.3.19)

k=0

Ao substituir a solu¢do analitica nas férmulas, obtemos:

2
Xo(r) = 3 mag 12, (2.3.20)
T ct 3/2
S [3bk+4a/} L k=12, 2.3.21)
ak 1
2
Yk(t):—%c—z {48% 1@} —32a} + 96bya;’ > — 724} +OR|,  k=0,1,2,....
(2.3.22)

A equacdo (2.3.22) pode ser reescrita utilizando as relagdes das equacdes (2.3.5) e a identidade

b 2
k_ —g[ak + \/ai—1+/ax| (obtida de (2.3.7)). Ap6s manipulagdo algébrica, obtemos:
k-1
T 3/2]2
h(r) = o5 [3bk+1 +4a) ] , (23.23)
Ak
37r

+ 2} an a1 —da+ Var(VacT+va) ) (23.24)

O primeiro termo, (2.3.23), é equivalente a —Xj, |, enquanto o segundo termo, (2.3.24), é pro-

porcional a Wy(—ay). Como z = —a; é um zero de Wi(z), o segundo termo se anula. Ao



2.4 Ondas de choque em (3 + 1) dimensoes

62
substituir z = —ay em (2.3.4), obtemos:

n Jr3 by 3 by 0
—Aaj T+ aj— b — = = V.
"2y 2@

Através da substitui¢do de by, | por by conforme a relacido em (2.3.5) e da eliminacdo dos termos
byt1 by

, usando a equagao (2.3.7), chegamos a identidade:
Vak /a1

Qg1+ ag—1 —4ag + \/a_k<\/ak+l + \/ak—l) =0.

A identidade estabelece que:

Xk+1(t)—|—Yk(t):0, k=0,1,2,....

(2.3.25)

A equagdo (2.3.19) expressa a energia E(¢) da onda de choque em (2+1) dimensdes como:

E(1)

370 1> = voly () [¢]-—0, (2.3.26)

onde voly (1) = i e a descontinuidade [¢],—¢ é dada pela equacdo (2.3.3).

2.4 Ondas de choque em (3 4 1) dimensoes

2.4.1 Solucoes parciais e relaces de recorréncia

Em trés dimensdes (n = 3), as solu¢des parciais para ondas de choque sdo dadas por:

Wi(2) :%(—1)]‘14— OC;A—%, (2.4.1)

com fy = 0. A condi¢do Wy (—ax_1) = 0 elimina o, resultando em

Wo(z) = %(z+a0),

(2.4.2)
1 11
Wi(z) = (=D |z(z+ap_1)+bp | —+— | |, k=1,2,..., (24.3)
2 k-
onde By = (—1)*by. As solugdes parciais Wi_;(z) e Wi(z) sdo compativeis em z = —ay_1,

ou seja, W/ (—ay_1) = W__{(—a;_1). A condigdo de compatibilidade resulta na relagdo de
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recorréncia:
2
by = —by_1+ai_y,
com by = 0, cuja solugdo é
k—1

bp=—Y (-1)""a;. (2.4.4)
n=0

2b
Impondo Wy (—ay) = 0, obtemos a relag@o de recorréncia a; = 7k Combinando com (2.4.4),

k-1
encontramos:
2 k—1
ar=—Y (=1 142, (2.4.5)
k=1 =0
A solucao simples para (2.4.5) é:
ay = (k—l— l)ao. (2.4.6)

Essa solugdo € verificada por substituicdo em (2.4.5) e usando

k " _ k(k+1)
Z(—l) +km2—T.

0.5
0.4
0.3 Wy
0.2
0.1 A W,
_____ -a; T =y
0.0 ————— - L +
_________ o N 7 —a
-0.1 w,
Wi
025 -4 -3 -2 -1 0

()

Figura 2.4.1: (a) Solugdes parciais Wi(z) e (b) a secdo da onda de choque em ¥ =0ems=6.0
em trés dimensdes espaciais.

A determinacgdo precisa das posi¢des dos zeros € crucial, pois possibilita a derivacdo
de expressodes explicitas para as solucdes parciais:

(=D*

Wi(z) = 2%

(z+ka0) (z+(k+1)a0), k=0,12,.... (2.4.7)

A Figura 2.4.1(a) ilustra uma selec@o representativa das solu¢des parciais Wy(z).
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2.4.2 Energia da onda de choque em (3+1) dimensoes

A energia de uma onda de choque em (3+1) dimensdes € dada pela férmula (2.3.19),

onde:
Xo(t) =4n /O tdrrzHo(t,r), (2.4.8)
X, (1) E47t/06k_ldrr2Hk(t,r), k=1,2,..., (2.4.9)
Y, (1) E47t/codrr2Hk(t,r), k=0,1,2,.... (2.4.10)
’

Ao substituir a expressdo de Wy (z) em (2.4.7) e a forma especifica de W/ (z),

1\
W/ (z) = %(zz—k(k-l— l)a(2)>, (2.4.11)

nas equagoes (2.4.8), (2.4.9) e (2.4.10), obtemos:

Xo(r) = 47 (%"ﬁ) , (2.4.12)
Xu(t) = 47 (%&_m), k=12,.... 2.4.13)
Ye(t) = 4n (—ﬁci(ﬂ), k=0,1,2,.... (2.4.14)

As relagdes (2.4.13) e (2.4.14) mostram que Xy (1) = —Y;_(¢), simplificando a férmula de ener-
gia (2.3.19) em (3+1) dimensdes para E(t) = Xo(t), vélida para todo ¢. Isso significa que a
energia da onda dentro do cone de luz cresce cubicamente com o tempo. A descontinuidade do

campo no cone de luz em trés dimensoes é:

[¢].—0 = lim Wp(z) = %O (2.4.15)

z—0—

. 4m
Ao considerar o volume da esfera ocupada pela onda, volz(f) = ?t3, estabelecemos a relacao

entre a energia da onda, o volume e a intensidade da descontinuidade:

E(t) = vol3(£)[9] .o (2.4.16)

Este resultado, juntamente com a equacio (2.3.26), conclui a demonstragdo da féormula (2.2.5).
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2.5 Aproximaciao numérica da solucao com forca delta de Dirac

Na Secdo (2), demonstramos que existe uma solucdo para a equacdo diferencial or-
dindria envolvendo uma forca delta de Dirac. Essa solug¢do descreve a propagacdo de uma
configuracdo de campo que exibe uma descontinuidade persistente no cone de luz. A equacgdo
possui a forma F(¢(z)) = C,6(z), onde F(¢) é definida pela equagdo (2.1.8) e C,, = ? (0).
A forma geral da solugdo estd apresentada na equacgdo (2.1.7), que utiliza a fungdo degrau de
Heaviside.

Nesta se¢do, aplicaremos métodos numéricos para obter uma aproximag¢@o numérica
da solug@o ¢(z) em resposta a forga delta d(z).

Para contextualizar a solu¢ao numérica do nosso problema, revisitaremos o oscilador

harmonico, um exemplo fundamental com semelhancas importantes. As solucdes fundamentais

do oscilador harmonico satisfazem a equacao
D' (1) 4+ o’D(t) = 8(¢)

e se classificam em duas categorias: retardada ( Dg(t)) e avancada (D4 (2)).

Para a obtencdo de solu¢des numéricas, € preciso substituir a funcdo delta de Dirac
por uma aproximag¢ao computacionalmente vidvel. Uma aproximagao comum € a versio regu-
larizada:

1 2

1) = —o—e . 2.5.1)

Essa aproximacao converge para a funcdo delta de Dirac quando € tende a zero.

Vamos analisar uma solu¢do retardada com condicdes iniciais especificas em 7 e re-
solver a equagdo para t > ty. As condig¢des iniciais D(ty) = 0 e D'(fp) = 0 levariam a uma
solucdo nula sem a forca delta. A forca delta gera uma solugdo ndo trivial, mostrada na Fi-

gura 2.5.1(a). A Figura 2.5.1(b) mostra o mesmo para a solugcdo avancada D4 (t). Nossos
sin(t) .

resultados numéricos podem ser comparados com as solu¢des exatas Dg(t) = 0(r) =

Dar) = ~6(—) ")

, onde O(t) é a fungdo degrau de Heaviside. Os resultados mostram
que o sistema recebe um impulso de energia em torno de ¢ = 0, causando oscilagdes; fora desse
intervalo, a forca € negligencidvel e as oscilagcdes seguem a equacdo de condic¢des iniciais nao
nulas.

Diferentemente do oscilador harmonico, as ondas de choque apresentam uma dife-

renca crucial. A varidvel z ndo representa o tempo. Assim, a forca delta ndo € impulsiva,



2.5 Aproximag¢do numérica da solugdo com forg¢a delta de Dirac 66

05 5o (\ 0.5
"o I Drg(t) Da(t)
I
} |
|
0 J t 0 t
-05 —05
-2 0 7 b o 2 -2 -3z - -7 0 z

(a) (b)

Figura 2.5.1: Solucdes numéricas fundamentais do oscilador harmonico. (a) Solucdo retardada
Dg(t) e (b) solugdo advangada D4 (t) para @ = 2.0, € = 0.005. Para melhor visibilidade, em
ambos os painéis, a forca delta regularizada g () foi dividida por um fator 10.

atuando em um instante Gnico, mas € continua na superficie do cone de luz, indicando um fluxo
de energia sustentado no sistema.

A solugdo exata propde o uso de condigdes iniciais ¢ (z0) = 0 e ¢’ (z9) = 0 em algum
zo > 0, resolvendo a equacdo para z < zp. No entanto, a solu¢cdo numérica enfrenta dificulda-
des devido a uma singularidade em z = 0, causando um crescimento ilimitado de ¢(z) e sua
derivada.

As equacdes (2.1.12) e (2.1.13) mostram que a solu¢do analitica em vérias dimensodes
contém termos singulares (como In(—z), (—z)~"/? e (—=z)'). Essas singularidades sdo removi-
das de Wy(z) ao fixar By = 0, tornando as solugdes parciais proximas de z = 0 lineares (segunda
derivada nula). Portanto, restringir a andlise numérica a uma pequena regidao perto de z = 0,
evita o termo problematico da segunda derivada. No entanto, cautela € necessdria.

Para tratar esse problema, dividimos a equacdo (2.1.8) em duas partes:

F(¢)=F(9)+F(9),

onde F>(¢) = —z¢" envolve o termo problemdtico de segunda derivada, enquanto Fy(¢) =
n—+

2
um termo delta de Dirac

1
¢’ +sign(¢) ndo o envolve. Como F»(¢) agindo sobre a solugio 6(—z)W (z) resulta em

F(0(—2)W(z)) = -W(0)8(z) — 0(—2)zW"(2),

o coeficiente que multiplica o termo delta no lado direito da equacdo (2.1.9) também precisa ser
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ajustado quando F, é omitido. Ao avaliar F;(¢) na solugio 6(—z)W (z) obtemos:

=" (008() +0(—2) [~ "EW () +sign(W)].

F1(6(—2)W(z))

A andlise de F(¢) mostra que a substitui¢do de F(¢) por F;(¢) no lado esquerdo da equagdo

(2.1.9) exige uma mudanga correspondente no lado direito, onde o termo delta aparece. Esse

. . - . n—1 n+1
ajuste consiste em substituir o coeficiente 5 por >

, de forma que obtemos uma nova

equagdo nas proximidades de z = 0:
n+1 n+1

¢+ sign(9) =

W(0)5(2). (2.5.2)

Esta abordagem mostra que, mesmo para n = 1, obtemos uma equacdo ndo homogénea perto
de z = 0, permitindo uma solugdo ndo trivial com as condi¢des iniciais ¢ (zo) = 0 e ¢’ (z9) = 0.
Este resultado valida nossa estratégia.

Avangamos agora para a solucdo numérica da equacao (anteriormente chamada de
equagdo reduzida) para n = 2. Consideraremos W (0) como um parimetro livre e utilizaremos
uma versao regularizada (equacdo (2.5.1)) para aproximar a delta de Dirac exata.

A nossa estratégia de solugdo estd organizada nos seguintes passos:

1. Adotamos um ponto inicial zg = 0.3, situado fora do cone de luz, e impomos as condicoes
iniciais ¢ (z0) = 0 € ¢’(z9) = 0. Na auséncia do termo de forca delta, a solugdo resultante

seria trivial.

2. Utilizamos a for¢a delta regularizada com parametro € = 1079 e definimos o parametro

livre W(0) em 2/3.

3. Realizamos a solucdo numérica da equacao reduzida

3¢/ +sign(0) = 8.(2) 253)

no intervalo simétrico —zg a zp (ou seja, —0.3 < z <0.3), integrando a equacao (2.5.3) na

direcdo decrescente de z, partindo de z = 0.3 até z = —0.3.

4. Para a solugdo em z < —z9, usamaos ¢(—zp) e ¢'(—zp) oda solugdo de (2.5.3) como
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condigdes iniciais e resolvemos a equagao completa

3
" ! .
29" — 3¢/ +sign(9) = 8 () (2.5.4)
para z < —zp.
2 2
3 N 6[-z]W(z] 3
) 5¢(2)
f \ 700
\ 1
3
0 -
//f
0 )
-0.02 -0.01 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

(a) (b)

2
Figura 2.5.2: Solucéo numérica para ¢(z) na Equacdo 2.1.9 para o caso n =2, W(0) = 362

fungdo delta aproximada pela versdo regularizada §(z) &~ 8¢ (z) (€ = 107°). (a) Vista ampliada
da solugdo préxima a z = 0. (b) Solugc@o completa obtida primeiro resolvendo a Equagdo 2.5.2
(linha preta) e, em seguida, a Equacao 2.1.9 (linha tracejada vermelha). O ponto de juncio entre
as duas solugdes € z,, = —0.3. A soluc¢do analitica € representada pela linha azul fina.

A Figura 2.5.2(a) exibe uma pequena parte da solug¢@o no intervalo —zo < z < zp, junto
com a forca delta regularizada (dividida por um fator arbitrdrio para visualizacdo) para indicar
sua relevancia. Também plotamos um trecho da solugdo exata 6(—z)Wy(z) para comparagio.
Perto de z = 0, onde a forca delta € significativa, a solu¢cdo numérica € ndo linear e se aproxima
rapidamente da solugéo parcial analitica Wy(z) = %(z + 1) (linha tracejada). A Figura 2.5.2(b)
mostra a curva numérica para z < —zp, obtida da equacao (2.5.4). A linha tracejada vermelha
na Figura 2.5.2(a) representa essa segunda parte da solucao.

Observa-se que a solucdo numérica apresenta uma excelente aproximagdo do compor-
tamento real mostrado na Figura 2.3.1(a). Adicionalmente, a andlise numérica evidencia que o

ajuste do parAmetro livre W (0) permite alcangar o valor maximo desejado (a descontinuidade

da solugdo exata) no cone de luz.

2.6 Investigacao numérica de ondas de choque em (2+1) dimensées

Esta secio descreve os aspectos técnicos da simulacdo numérica. Para as integracoes,

emprega-se o método explicito de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4), com super-amostragem
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temporal de quarta ordem. O estado do campo € representado por valores numéricos (em dupla
precisdo) distribuidos em uma malha retangular.

A simulacao foca em uma regido quadrada de lado L, escolhida como um subconjunto
do plano de simultaneidade centrado na onda de choque em seu referencial. Esse quadrado é
subdividido em uma grade de N? células, resultando em (N + 1)2 pontos de malha. Cada célula
carrega dados de simulagdo correspondentes a uma drea h? do campo, onde 4 = L/N. Toda a
distribui¢do do campo € avancada por um passo de Runge-Kutta (RK4) para calcular variacdes
incrementais no estado do campo, do tempo ¢ até r + Ar. Na simulacdo, utiliza-se um passo de
tempo fixo (At = h/10).

A operagdo matematica envolvendo derivadas espaciais de segunda ordem (operador
de Laplace) € convertida em uma representa¢do matricial apropriada para os calculos em com-

putador. Isso € feito por meio de um processo de convolu¢do na malha espacial, utilizando um

kernel predefinido: } i
0O 1 O
2 o 1
[A ]kern - ﬁ 1 —4 1{- (2.6.1)
0O 1 O

E importante reconhecer que a malha quadrada com espacamento uniforme pode néo
ser ideal para solu¢des com simetria radial, como ondas de choque. Isso pode levar a uma
discrepancia entre as condi¢des de contorno isotrépicas (no sentido tedrico e continuo) e o
comportamento efetivamente anisotrépico (e potencialmente descontinuo) capturado pela si-
mulagdo numérica, em especial para valores baixos de N. Em teoria, a medida que o tamanho
da grade cresce indefinidamente (N — o), a representacdo numérica torna-se mais proxima da
isotropia ideal. Contudo, em simula¢des préticas, isso pode ndo ser alcancdvel. Esse descom-
passo pode introduzir erros que afetam a simetria radial da solucdo. O desvio observado em
relacdo a simetria radial serve como um indicador do erro numérico acumulado e é usado para
avaliar a validade da simulac@o.

As simulacdes foram implementadas em linguagem C++ com auxilio da biblioteca
MFEM (Anderson et al. [2021], mfem). Parte da visualizacdo numérica foi produzida com
a biblioteca VTK (Schroeder et al. [2006]), e parte via programagdo em OpenGL (Woo et al.
[1999]), principalmente através da biblioteca Glumpy (Rougier [Accessed September 25, 2024a]

Rougier [Accessed September 25, 2024b]). Alguns trabalhos numéricos e parte da computacao
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simbdlica foram realizados na linguagem Julia (Bezanson et al. [2012]), com auxilio do pacote

“Symbolics.jI” (Gowda et al. [2021]).

2.6.1 Solucao de onda de choque com condiciao de contorno de Dirichlet

Como demonstrado nas Secdes (2.2), (2.3.2) e (2.4.2), as solugdes exatas para estas
ondas ndo conservam energia. Em termos simples, a energia dentro do cone de luz (onde a
solugdo difere de zero) aumenta ao longo do tempo (ver Equagdo 2.2.5). Esse influxo continuo
de energia no interior do cone de luz € necessario para a existéncia da solugdo exata.

Nesta se¢do, exploramos a possibilidade de reproduzir o efeito da for¢a delta imple-
mentando explicitamente condi¢Oes de contorno. Sabendo que a solugdo exata para uma onda
de choque coincide com um valor constante no cone de luz, podemos tentar reproduzir esse
comportamento resolvendo a equacdo SG homogénea e impondo explicitamente uma condi¢cao
de contorno de Dirichlet no cone de luz. A regido de interesse para a resolu¢cdo da equacio é
uma bola n-dimensional de raio r =¢. A condi¢do de Dirichlet serve para transferir energia ao
interior da bola, onde se localiza a onda de choque.

Para ilustrar melhor esse conceito, considere o caso n = 2 (duas dimensdes) de uma
membrana em um campo gravitacional. Inicialmente, a membrana € erguida a uma altura W (0)
acima de um piso rigido e estende-se infinitamente. Uma forca externa mantém essa posicao
inicial. Nessa configuracdo, a membrana possui energia gravitacional infinita, mas nao possui
energia de gradiente ou cinética.

Agora, imagine liberar a forca que sustenta a membrana dentro de uma regido circular
que se inicia em r = ( e se expande com raio crescendo r = ¢t. Durante esse processo, a energia
contida dentro do circulo passa a ser igual a densidade de energia V(¢) = |¢| = W(0) (o valor
do campo no cone de luz) multiplicada pela drea do circulo. Isso reflete exatamente a energia
de uma onda de choque em (2+1) dimensdes.

No interior da regido circular em expansao, o campo & livre para evoluir, sendo go-
vernado pela equagdo SG homogénea. Embora esta analogia seja particularmente intuitiva para
n =2, o mesmo raciocinio pode ser estendido para dimensdes espaciais mais altas. Essa abor-
dagem € especialmente vantajosa em solucdes numéricas pois evita a implementacdo de um
termo de forca delta regularizado (e, portanto, aproximado).

Um exemplo ilustrativo de simula¢gdo numérica para o caso n = 2 que emprega esse

conceito € apresentado na Figura 2.6.1. Essa solucdo estd em completa concordancia com nossa
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solugdo exata.

0.256

0.0500

-1.56e-01 0.156

Figura 2.6.1: Evolu¢do numérica em um cendrio em que o valor do campo € inicialmente cons-
tante em W (0) = 3 (representado pelo patamar) em todo o espaco (exceto na regido do cone de

luz). Dentro do cone de luz do evento (7,7) = (0,0), o campo é liberado para evoluir. A barra
de cores e a altura representam o valor do campo. A discretizacdo de malha utilizada difere da
simetria ideal analitica, mas o impacto minimo observado na simulacdo sugere acimulo des-
prezivel de erro numérico.

Em termos técnicos, o valor especifico do campo fora do cone de luz € irrelevante
para a dindmica da solu¢do, que depende apenas do valor do campo no cone de luz. Conse-
quentemente, € permitido considerar um cendrio em que o campo seja identicamente nulo fora
do cone de luz, mantendo seu valor W (0) no cone de luz. A aplica¢do de condi¢do de contorno
de Dirichlet na equagdo homogénea dentro do cone de luz produz efeito idéntico ao da presenca
de uma forca delta.

Resolvemos, portanto, a Equacdo 2.1.1 na regido r < t, impondo condicao de contorno
constante na superficie do cone de luz r =t. Esse tipo especifico de condi¢ao de contorno define
a classe de solucdes que estamos investigando, representada pelo ansatz na Equacao 2.1.7. A
simulacdo € confinada a regidao r < t. O comportamento na superficie do cone de luz (r =1¢)
e fora dessa fronteira (r > t) ndo € calculado explicitamente na simulacio, mas é mantido em

valores fixos e pré-definidos. As condi¢des de contorno sao implementadas da forma:

W(0) para r=t
o(t,%) = 0 para r>1t - (2.6.2)

simulacdo para r <t

\

Observe que o campo adquire o valor W(0) precisamente no cone de luz. Isso mostra que

o reservatorio de energia necessario pode ser criado ao se estabelecer inicialmente o campo
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inteiro em W (0) e entdo liberd-lo no interior do cone de luz.

0.255

0.0499

-0.156

Figura 2.6.2: Simulac@o de referéncia para uma onda de choque com descontinuidade W (0) =
2/3, no tempo ¢t = 7.5. A barra de cores e a altura representam o valor do campo.

Os resultados de uma simulacdo numérica para o campo SG sdo apresentados na Fi-
gura 2.6.2. Uma andlise detalhada da onda de choque no tempo ¢ = 7.25 € mostrada nas Figuras
2.6.3(a) e 2.6.3(b). O painel 2.6.3(a) exibe um corte do perfil da onda ao longo do eixo x (com
y = 0), extraido da simulacdo mostrada na Figura 2.6.2. O painel 2.6.3(b) apresenta a derivada

temporal correspondente.

0.7 [ Numeric [] Numeric speed

05 |1 Anaiic ® | EE Analytc speed

5 4 -3 -.2 -1 0 1 2 3 }/5\/6 \]7 4

(a) (b)

Figura 2.6.3: (a) Comparacdo entre um corte do perfil da onda de choque obtido por nossa
simulacdo (em y = 0, t = 7.25) e a solu¢do analitica para a onda de choque. (b) A derivada
temporal do perfil de onda, tanto da solu¢dao numérica (em y = 0, t = 7.25) quanto da solugdo
analitica.

A Figura 2.6.4(a) mostra um diagrama espago-tempo com a evolu¢do da solucdo de
onda de choque. O gradiente de cor indica o valor do campo escalar no plano tx, isto €, tempo
versus eixo x. A Figura 2.6.4(b) exibe a evolu¢do temporal da razdo entre a energia obtida na

simulac@o numérica e a energia tedrica (solucdo analitica) na regido da onda de choque.
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Figura 2.6.4: Comportamento da solucdo de onda de choque em duas dimensdes espaciais
(n =2). (a) Secao espacgo-tempo (tx) onde a cor representa o valor da solugdo. (b) Evolucao
temporal da razdo entre a energia obtida na simulacdo numérica e a energia tedrica (solugao
analitica) no interior da regido de choque. Os picos iniciais nessa razdo provavelmente estao
associados a erros numéricos provenientes da inclusio ou exclusdo de certos pontos de grade
(células quadradas discretas) no processo de integragdao de energia na simulagdo.

2.6.2 Desintegracao de onda de choque

Esta subsecdo investiga o comportamento de uma onda de choque apds sua fonte
de energia ser desligada. Consideramos uma onda de choque gerada pela evolugdo de um
campo escalar ¢ dentro de um intervalo de tempo especifico (0 < ¢ < 1), sujeito a restri¢cdo da
Expressdo 2.6.2. Em ¢t = 1y, essa restricao € removida, de modo andlogo a interromper o termo
de for¢a delta em uma equacdo ndo homogénea. Ao desabilitar essa condicao, interrompe-se
o processo de transferéncia de energia para a onda de choque, impedindo-a de se propagar de
acordo com as previsoes analiticas.

A Figura 2.6.5 mostra uma visd@o ampliada do histérico do campo no plano zx. Essa
figura da foco na regido central inferior da Figura 2.6.6(a). Ela ilustra que, dentro da intersec@o
entre o cone de luz futuro (originado no evento (0,0)) e o cone de luz passado (originado em
(2t9,0)), a onda de choque permanece inalterada.

A Figura 2.6.6 mostra esse fendmeno em diferentes secdes do espago de Minkowski
em (2+1) dimensdes. A Figura 2.6.6(a) ilustra o histérico do campo em y = 0, mostrando como
esse plano evolui no tempo. A Figura 2.6.6(b) apresenta uma visdo com angulo de 7/8 em
relagdo a Figura 2.6.6(a), correspondendo ao plano y = x/2. A Figura 2.6.6(c) fornece um
zoom na regido central do plano em ¢ = 10, representando um “instantaneo” da configuragdo do
campo na metade da simulacdo. Por fim, a Figura 2.6.6(d) exibe a configuracio final do campo
no término da simulacdo (¢t = 20).

De maneira andloga ao que se observa em uma dimensao espacial (n = 1) Hahne et al.



2.6 Investigacao numérica de ondas de choque em (2+1) dimensoes 74

-1.8

Figura 2.6.5: Estagios iniciais do enfraquecimento da onda de choque ap6s sua fonte de energia
ser desligada. A linha horizontal em preto indica 0 momento (¢ = 2.00) em que a condic¢ao
(2.6.2), andloga a um termo de forca delta, € removida. As linhas diagonais em vermelho repre-
sentam o limite entre a regido influenciada pela forca delta (antes de ¢t = 2.00) e a regido onde
ela ndo estd mais ativa (ap6s ¢ = 2.00). Tais linhas aparecem em pares proximos e paralelos,
separados por 2¢€, onde € € um pardmetro relacionado ao método especifico usado para repre-
sentar a fungdo delta.

[2020a], nossas simulagdes em n = 2 exibem a formacao de estruturas localizadas e compactas
no campo. Essas estruturas incluem uma regido central em forma de “pico” (similar a forma
analitica de um oscillon) e uma formacdo anular ao redor. Embora as Figuras 2.6.6(a) e 2.6.6(b)
sugiram certa persisténcia temporal dessas estruturas, as Figuras 2.6.6(c) e 2.6.6(d) fornecem
uma visao mais clara de seus formatos. Estas ultimas indicam que a estrutura oscilante central se
mantém estavel ao longo do tempo, enquanto o anel compacto se quebra em diversas estruturas
menores e oscilantes.

O rompimento observado da simetria rotacional no campo provavelmente se deve a
erros numéricos que introduzem oscilacdes de alta frequéncia. Entretanto, acreditamos que isso
ndo invalida as conclusdes principais: a instabilidade da estrutura anular e a estabilidade da
estrutura central oscilante (oscillon). De fato, esses erros podem atuar como uma perturbagcao
forte, evidenciando ainda mais propriedades relevantes dessas estruturas. As estruturas de maior
escala em 2.6.6(c) no tempo ¢ = 10 — o pico central semelhante a um oscillon e o anel ao seu
redor — preservam sua simetria rotacional apesar dos ruidos adicionados. Isso sugere que tais
estruturas desempenham um papel significativo no decaimento e na “termalizacdo” da onda de

choque nesta simulacio bidimensional (2 + 1).
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(c) Instantineo intermedidrio do centro do campo em (d) Configuragdo final de todo o campo em ¢ = 20, co-
t =10, com lado L = 10 brindo toda a regido de simulagdo com lado L = 20

Figura 2.6.6: Os painéis (a) e (b) retratam os estdgios iniciais do enfraquecimento da onda de
choque apds sua fonte de energia ser desligada. A linha preta horizontal indica o0 momento
(t =2.00) em que a condicao (2.6.2), andloga a um termo de forca delta, € removida. As linhas
diagonais em vermelho representam o limite entre a regido influenciada pela forca delta (antes
de t = 2.00) e a regido onde ela ndo estd mais ativa (apos ¢t = 2.00). Essas linhas aparecem em
pares proximos e paralelos, separados por 2¢, onde € € um parametro relacionado ao método
especifico de representacao da funcdo delta. Os painéis (c¢) e (d) mostram instantaneos do campo
em tempos posteriores: ¢ = 10 (c) e t = 20 (d). Note a perda gradual de simetria (isotropia) na
distribui¢do do campo ao longo do tempo, visivel sobretudo em (d).
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3 Massa Espectral

Nesta tese, nosso objetivo primordial € explorar solu¢des em dimensdes superiores.
Contudo, ao empregarmos métodos de Fourier, descobrimos novos insights sobre a relacio de
dispersdo no modelo signum-Gordon. Nesta se¢do, detalharemos esses achados, preparando o
terreno para a discussao das solu¢des em dimensdes mais altas na secao subsequente.

N3o linearidades afetam profundamente as propriedades de modelos fisicos, incluindo
aspectos topologicos (Manton and Sutcliffe [2004], Shnir [2018]), integrabilidade (Alvarez
et al. [1998, 2009], Dunajski [2010]) e a compacidade de solu¢des de campo (Arodz [2002],
Dusuel et al. [1998], Rosenau and Hyman [1993a]). A dinamica fundamental de configura-
coes de campo — tais como modos internos e transferéncia de energia entre esses modos —
permanece sendo tema de investigacdes intensas em teoria de campos (Adam et al. [2023a,b],
Alonso Izquierdo et al. [2024], Alonso-Izquierdo et al. [2024], Blaschke et al. [2024], Marja-
neh et al. [2024], Oles et al. [2023], Simas and da Hora [2024]). Em particular, o conceito de
massa desempenha um papel crucial nesses estudos. Mesmo na teoria cldssica de campos, o
significado de massa pode variar dependendo do contexto. Por exemplo, a massa atribuida a
configuracdes de campo como kinks, Q-balls e oscillons normalmente representa sua energia.
Pode-se também introduzir o parametro de massa por meio do potencial de auto-interacido do
campo, V(¢). Especificamente, a massa perturbativa é definida como a segunda derivada do

potencial avaliada em seu minimo, @piy:

,  d¥V

mgy = W ¢min. (301)

Por exemplo, essa massa desempenha um papel essencial ao determinar a relagdo de dispersao
entre o nimero de onda k e a frequéncia @ no modelo de Klein-Gordon (KG). Consequente-
mente, uma massa perturbativa ndo nula implica uma diferenca entre a velocidade de fase e a
velocidade de grupo, ambas funcdes do niimero de onda k. Em certos contextos da teoria de
campos, a massa perturbativa sozinha nao basta para compreender completamente o comporta-
mento do sistema. Por exemplo, para explicar a existéncia de oscillons em teorias com m> =0,
foi introduzido em Dorey et al. [2024] o conceito de massa efetiva. Essa massa € definida pela

integral
d’v
d¢?’

M = /_id¢wc(¢) (3.0.2)
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2
em que a fungdo de peso wq (@) isola o comportamento de — préximo do minimo do poten-

do2
cial. Essa massa incorpora os efeitos das oscilagdes do camf)o em torno do estado de vacuo.
A funcdo de peso pode ser escolhida com certa liberdade, sem impactar significativamente o
comportamento qualitativo da massa perturbativa. Uma escolha possivel para a funcdo de peso
¢ a funcdo degrau de Heaviside:

W (@) = 1 9(1 e —;bmml)

" 20

O problema da massa deve ser tratado com cautela em modelos com potenciais ndo
analiticos, nos quais a definicdo cldssica de massa perturbativa se torna invidvel devido ao com-
portamento inconsistente das derivadas laterais no minimo do potencial Arodz et al. [2005].
Nesses casos, a massa perturbativa sé pode ser representada por uma funcao generalizada, como
a distribuicao delta de Dirac.

Neste capitulo, analisaremos o problema da massa de forma geral nesse tipo de mo-
delo, com foco particular no modelo signum-Gordon, por ser o exemplo mais simples dessa
classe de modelos. Ao analisar os modos de Fourier do campo SG e examinar sua relacdo de
dispersdo, introduziremos o conceito de massa espectral. O capitulo organiza-se da seguinte
forma. Na Secdo 3.1, apresentamos brevemente algumas propriedades relevantes do modelo
SG para este capitulo. Em seguida, na Secdo 3.2, discutimos 0s setores sem massa € massi-
vos do modelo em funcdo da amplitude de onda incidente. A massa caracteristica € obtida por

comparacao com o modelo de Klein-Gordon (KG) ndo linear.

3.1 Particularidades relevantes no modelo sighum-Gordon

O modelo signum-Gordon (SG) é uma teoria de campo linear por partes, cujo po-
tencial € V(¢) = A |¢|, em que o campo escalar ¢ pode ser real ou complexo. O cariter ndo
linear do modelo decorre do comportamento ndo analitico do potencial em seu minimo, ¢y = O.
O termo de derivada € considerado uma fun¢do quadratica padrao do 4-gradiente do campo,

resultando na densidade lagrangiana:

1
L = (9u9)* =91, 3.1.1)
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em que a constante de acoplamento A foi absorvida em uma redefini¢do das coordenadas adi-

mensionais x*, g = 0,1,2,3. Aqui, ¢ € R. A equagio de Euler-Lagrange,
9ud" ¢ + signg = 0, (3.1.2)

contém a funcao signum.

O primeiro ponto importante é que @y = 0 € soluc@o de vacuo do modelo e minimiza
o tensor energia-momento. Essa solucdo ndo satisfaz automaticamente as equagdes de Euler-
Lagrange derivadas para os setores Z—; = +1. Para simplificar a andlise e incluir esse estado
fisico no conjunto de solucdes, definimos que a funcio signum em ¢ = 0 seja igual a zero.

A segunda propriedade caracteristica € a auséncia de um setor linear para excitacoes
de campo de pequena amplitude. Ao contrdrio de muitos modelos de campo, nos quais o po-
tencial pode ser aproximado por uma fun¢do quadrética préxima ao minimo, o potencial SG
mantém essencialmente a mesma forma, independentemente da amplitude do campo. O mo-
delo SG rompe o paradigma do oscilador harmodnico, pois sua ndo linearidade ndo pode ser
removida por uma simples mudanga de escala.

Além disso, conforme mencionado na introdugao (1.3.1), a equagdo SG € invariante
sob a transformacio de escala x* — Ax*, ¢ — A~2¢. Em outras palavras, se ¢ (¢,%) é solucdo
de (3.1.2), entdo

05 (1,%) = A 2P (A1,A%) (3.1.3)

também € solucdo. Essa transformacao de escala € uma propriedade universal do modelo. En-
quanto ela € exata para o SG, € aproximada em modelos com potenciais ndo analiticos que se
comportem como |¢| préximos do minimo. Por exemplo, pequenas perturbacdes de amplitude
em torno dos vacuos @y,c = =1 num modelo com potencial de pogo duplo V(¢) = %|(])2 — 1|
sdo efetivamente governadas pela equacao de SG.

O modelo SG € uma ferramenta essencial para investigar o comportamento hipermas-
sivo — conforme desenvolvido nesse capitulo — de excitacdes de campo. Esse comportamento
foi observado em simulagdes numéricas recentes de espalhamento de kinks e oscillons compac-
tos (Hahne and Klimas [2022, 2024a], Hahne et al. [2020b]). Ele est4 ligado ao efeito de forca
limiar, caracteristico de potenciais em forma de V. Um exemplo claro desse efeito € encontrado
em péndulos invertidos, acoplados por barreiras rigidas e sujeitos a um campo gravitacional

(Arodz [2002]). Se tais péndulos estdo inicialmente em repouso num angulo ¢y em relacio
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a vertical, erguer o sistema de modo infinitesimal requer uma forga finita. Em consequéncia,
a propagacdo de impulsos é suprimida em comparacdo a modelos padrdo, como KG, em que
deslocamentos infinitesimais requerem apenas forgas infinitesimais. Assim, o modelo SG emite
menos radiacdo do que o KG. Mais ainda, a radiacdo emitida é discreta, constituida por oscillons
compactos, cuja forma exata no SG é conhecida Hahne and Klimas [2024b]. Seguindo Dorey
et al. [2024], encontramos que o quadrado da massa perturbativa para o modelo signum-Gordon

¢ my = 26(¢), o que resulta numa massa efetiva de

gy = /_0;25(¢)Wa(¢) = l (3.1.4)

o

Para interpretar fisicamente essa massa, primeiro € preciso identificar solucdes que fornecam
significado ao parametro o. Isso € realizado ao se considerar a propagacdo de um trem de onda

e analisar sua relagdo de dispersao.

3.2 Analise de Fourier

Nesta secdo mostramos, através do uso de métodos de Fourier, como a dinamica de
certas classes de solugdes e quase-solugdes do campo de signum-Gordon possuem comporta-
mento espectral com caracteristicas semelhantes ao campo de Klein-Gordon. Em particular,

que para esse conjunto de solugdes a relac@o de dispersdo de campo linear,
0> = k> +m?,

serve como aproximacao quantitativa bastante precisa.
A base dessa andlise consiste em examinar a propagacdo de ondas monocromaticas

planas em (1 + 1) dimensdes. Representamos elas pela expressio
o(t,x) = Agcos(kox — @t ), (3.2.1)

em que @y é a frequéncia angular, kg o nimero de onda e A a amplitude da onda. E importante
notar que a Expressdo 3.2.1 ndo € uma solugdo para a equagdo SG. No que segue, o campo SG

¢ denotado por @ (z,x).
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3.2.1 Regime massivo vs sem massa

A amplitude inicial Ag na Expressdo 3.2.1 € um parametro central. Junto com kg, ela
determina o comportamento da solu¢do. Uma diferenca fundamental surge do fato de que o
termo sign(¢) é limitado aos valores +1, enquanto os termos das segundas derivadas at2<p e
83([) sdo proporcionais a Ag. Quando a amplitude da solucao é pequena em compara¢do com o
termo signum, a nio-linearidade SG afeta significativamente a soluc¢do. Por outro lado, quando
a amplitude € muito grande, o termo signum atua como uma pequena perturbagao.

Para comparar as magnitudes dos termos, substituimos a Expressdo 3.2.1 na equagdo
—029 =—970+V'(9), (3.2.2)

0 que resulta na expressao

g =kio+V'(9).

Essa expressdo seria equivalente a uma relacao de dispersao se ¢ pudesse ser fatorado. Esse € o
caso da equagio KG, onde V'(¢) é proporcional a ¢. Contudo, para a equacio SG, V'(¢) é ndo
linear, de modo que tal relagdo s6 pode ser obtida de forma aproximada quando o termo signum

for muito menor que —8%(;), isto é,

V'(9)| < k5ol (3.2.3)

Sob essa condig¢do, a relagdo de dispersdao aproximada € similar a da equacao de onda
livre, a)g = k%. A Condigao 3.2.3 € relaxada em regides do espaco onde o campo ¢ seja ne-
gligencidvel. Nessas regides, o termo potencial V'(¢) pode predominar sobre k% ¢. Contudo,
na maioria das outras regides, a Equacao 3.2.2 efetivamente se reduz a equacdo de onda sem
massa. Nessa situagdo, a condi¢do

Aok > 1 (3.2.4)

representa de forma mais adequada o fendmeno do que a Equacdo 3.2.2, pois captura direta-
mente o comportamento fisico relevante.

Note que a Condicdo 3.2.4 € invariante sob a transformac¢do de escala global da Ex-
pressdo 3.1.3, que também € uma simetria da equacao signum-Gordon. Sob essa transformagao,

Ag se escala como /'L*ZAO e kg como Ak, deixando Aok(% inalterado.
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Figura 3.2.1: A expressdo f(x) := —d?¢ + V'(¢) avaliada em ¢ = 0 para a configuracio de
campo da Expressdo 3.2.1. Linhas sélidas representam o caso SG, fi(x) = Agk3 cos(kox) +
sign(cos(kox)), enquanto linhas tracejadas correspondem ao caso da onda livre, f>(x) =
Aok(z) cos(kox). (a) Caso de nimero de onda pequeno: Aok(z) = 10_1, (b) Caso de numero de
onda grande: Aok(% = 10. Aqui, Ap = 1 para ambos o0s casos. A crescente concordancia entre
as duas curvas para valores maiores de Aok(% indica propagacao livre com relacdo de dispersao
wy =~ tko. Note que, mesmo para Aok(z) = 10, considerado relativamente pequeno, o comporta-
mento linear predomina.

A Figura 3.2.1 compara o lado direito da Equacdo 3.2.2 para o caso SG (ndo satisfa-
zendo (3.2.4)) e para a equacao de onda livre (V = 0) quando a Condicao 3.2.4 € valida. Ambos

os termos sdo avaliados em ¢ = 0 para a configuragdao de campo dada na Expressao 3.2.1.

3.2.2 Evoluc¢ao dos modos de Fourier

A distin¢d@o entre os regimes sem massa € os (ultra)massivos € particularmente evi-
dente na evolu¢@o dos modos de Fourier. Para ilustrar isso, evoluimos numericamente a equagao
SG com uma configuragao de campo inicial dada pela Expressdo 3.2.1 em t = 0. Os parametros
livres foram definidos como @y = ky = 107 e o sistema foi propagado até o tempo ¢ = 30. Fo-
ram aplicadas condi¢des de contorno periddicas a um dominio espacial de comprimento L = 1,
discretizado em N = 1000 pontos no grid. O sistema foi evoluido utilizando o método de
Runge-Kutta de 4 ordem com um passo de tempo de ot = 1074,

A Figura 3.2.2 apresenta os valores do campo e as amplitudes dos modos de Fourier
da configuragdo do campo no tempo final # = 30. As amplitudes dos modos, A(k), sdo plo-
tadas em func¢do do nimero de onda k. Para Aok(% > 1, apenas um dnico modo de Fourier é
ativado, e a evolugdo do campo aproxima-se da propagacao de uma onda plana monocromatica
governada pela equacdo de onda. Por outro lado, quando Aok(z) = 1, multiplos modos de Fourier
sdo excitados, levando a um perfil de campo significativamente irregular, conforme ilustrado na

Figura 3.2.2(c).
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Figura 3.2.2: Amplitudes do campo e dos modos de Fourier no tempo final + = 30 para a evo-
lucdo do campo SG com a condi¢do inicial da Expressdo 3.2.1. Os painéis (a) e (b) mostram,
respectivamente, os valores do campo SG e as amplitudes dos modos de Fourier para a con-
dicdo inicial da Expressdo 3.2.1 com Aok% =10* Os painéis (c) e (d) mostram os resultados
correspondentes para Aok(z) =1.

Também examinamos o caso de valores intermedidrios do parametro Aok%. Os re-
sultados sdo apresentados na Figura 3.2.3. Para Aok(z) = 50, a amplitude do modo inicial kg
permanece dominante, embora o surgimento dos harménicos impares k = {3k, Sko, 7ko, ...}
torne-se perceptivel. Para um valor menor do parametro, Aok(z) = 25, um espectro mais amplo
de modos de Fourier € ativado, abrangendo ndo apenas multiplos de kg, mas também modos

com numeros de onda k < k.

3.2.3 Equacio de Klein-Gordon naolinear

Para estudar a geracdo de modos ndo lineares, consideramos uma equagao de Klein-

Gordon (KG) com um termo nao linear quértico adicional no potencial do campo:

Vs(9) = %m3¢2+%x¢4,

em que o indice 3 denota a maior poténcia do termo nio linear na equag¢do do campo

(02 —0%)p+mip +A¢> =0.
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Figura 3.2.3: Valores do campo e amplitudes dos modos de Fourier no tempo final t = 30 para a
evolucdo do campo SG com a condi¢do inicial da Expressao 3.2.1. Os painéis (a) e (b) mostram,
respectivamente, os valores do campo SG e as amplitudes dos modos de Fourier para a condi¢ao
inicial (3.2.1) com Aokg = 50. Os painéis (c) e (d) apresentam os resultados correspondentes
para Aok(z) = 25. Em particular, observe que, mesmo com a mistura de Fourier, 0 modo inicial
k = 107 permanece dominante em (d).

Este modelo, comumente referido como teoria do campo ¢4, possui solucdes topoldgicas do
tipo kink. Em nossa abordagem, o termo quértico € considerado como uma perturbagdo nao
linear do modelo linear de KG (A = 0). Consequentemente, nos referiremos a este modelo
como o modelo de Klein-Gordon quartico (QKG).

No caso da equagdo linear de KG (A = 0), os modos de Fourier evoluem indepen-
dentemente, regidos pela relacao de dispersao w,f =K+ m(z), em que @y € a frequéncia e k € o
nimero de onda de cada modo. O parametro m(z, corresponde a massa perturbativa da Defini-
¢do 3.0.1.

A introdug@o do termo ndo linear 7L¢3 induz interacdes entre diferentes modos de

Fourier. Para examinar explicitamente esse efeito, expressamos o campo ¢ (,x) em termos de

sua transformada de Fourier ¢ (z,k):
N 1 bl o .
o(t,x) =7 d(t,k)] = E/ dk §(1,k)e™. (3.2.5)

Expressdes envolvendo poténcias de ¢ (¢,x) podem ser representadas utilizando transformadas

inversas de Fourier de convolugdes. Por exemplo, o produto de duas fungdes ¢ (7,x) e y(z,x) é
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dado por:
o1, )y (t,0) = F (@, K)].7 [ W(t,K")]
| T A
= =7 [+ W) 1.,

em que a convolucdo de duas fungdes ¢ (z,k) e (z,k) é definida como:

(G 0)(1.0)i= [ ad(t.K)ilek— )

Esse conceito pode ser estendido para produtos de trés ou mais fungdes. No caso da terceira

poténcia, temos:

010 = o 7 (6 # (6 + 9)(0.4) (326

em que

A

(6@ 90 = [ dK ak" §0.K)D( K1,k —K =K.

O termo nao linear na equagao de QKG ¢é responsavel pela geragdao de um harmdnico
de frequéncia mais alta. Por exemplo, considerando uma configuracdo de campo inicial de

frequéncia unica dada por:
$(0,k) = 7r<5(k—k0)+5(k+ko)>, 3.2.7)
obtemos a seguinte expressao para ¢3 (0,x) a partir de (3.2.6):
¢3(0,x) = % (3 cos(kox) + Cos(3k0x)> = cos’ (kox).

Essa expressdao contém um nimero de onda adicional 3k, indicando a geragdao de um harmonico
superior. Em contraste, para o termo linear (Expressdo 3.2.5), estd presente apenas o modo
fundamental ¢ (0,x) = cos(kox).

O mecanismo para a geracdo de harmonicos superiores, conforme descrito acima,
pode ser generalizado para o caso de poténcias mais altas do campo escalar na equacdo do

campo, levando a um espectro de frequéncias mais complexo na configuracao dele. Ao genera-
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lizar o modelo QKG para incluir um potencial da forma:

Al A‘” n+1
Wwio)= ) —o", (3.2.8)

=135, 011
introduzimos termos de ordem superior 4,¢" (onde n =1,3,5,...,N) nas equag¢des do campo,
resultando no que chamamos modelo de Klein-Gordon ndo linear (NKG). Como consequéncia,
a condicdo inicial da Expressdo 3.2.1 produziria poténcias superiores de funcdes cossenoidais,

introduzindo assim harmonicos adicionais, conforme expresso na seguinte férmula:

n
Y Ch. cos(jkox), n=1{1,3,5,...}

cos” (kox) = , (3.2.9)

1 n
—<1+2 Y Ch cos(]kox)> n={2,4,6,..}
j S

em que C? representa o coeficiente binomial C} = (Z) = #ik)‘ Notavelmente, termos
nao lineares ¢" com n impar ddo origem a n — 2 harmonicos adicionais. Incluimos o caso de n
par na Expressdo 3.2.9 para completude, mas nosso foco serd nos valores impares de n.
Quando consideramos a evolu¢do temporal do sistema de duas equagdes de primeira
ordem, equivalentes a equa¢do de campo de segunda ordem, a configuracdo inicial do campo
ja contém modos harmonicos superiores, que podem influenciar a dindmica subsequente do
sistema. Para demonstrar isso, reescrevemos a equacdo de campo (Equacdo 3.2.2) na seguinte
forma
ao(t,x)

(e,x) = “200,

(3.2.10)

oIl 9%¢(r, ,
| G = TV 66.0),

Esse sistema pode ser integrado para obter:
t
¢mm=¢@m+/n@wm’
0
82‘1’ t , X) / / /
II(r,x +/ —52 Y (o(f',x)) ) dr'.

Assumindo que os integrandos se comportem bem em um intervalo infinitesimal de tempo &,
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aproximamos as integrais utilizando os valores iniciais dos integrandos:

o (g,x) = ¢(0,x) + €T1(0,x), (3.2.11)
2
[(e,x) =I1(0,x) + € (% — V’((])(O,x))) : (3.2.12)

A Expressao 3.2.12 envolve a derivada do potencial em ¢ = 0, o que introduz harmonicos su-
periores de ky. Consequentemente, os termos ndo lineares presentes na equacgao do campo sao
responsaveis pelo fendmeno de mistura de modos de Fourier, ao qual nos referiremos como

mistura ndo linear de modos de Fourier.

3.2.4 O caso particular de signum-Gordon

O modelo SG possui um potencial ndo-analitico, o que torna inadequada uma expan-
sao em série de Taylor em torno de seu minimo. Para identificar uma conexao entre os modelos
SG e NKG, consideramos o efeito da derivada do potencial avaliada em uma onda como da
Expressdo 3.2.1.

O avanco linear e infinitesimal corresponde a uma evolucao numérica das configu-
ragdes do campo ¢(7;,x) — @(T;11,x), onde 7; :=id7T (i =0,1,2,...), utilizando um pequeno

passo de tempo 07 (método de Euler). Esse processo pode ser iterado da seguinte forma:

0 (Ti1,%) = 0(T;,x) + 87Tz, %),
2
(741,x) =(7,x)+ 67 % —V'(¢(1,x))
Substituir a configuragdo inicial da Expressdo 3.2.1 no esquema numérico recupera a Con-
di¢do 3.2.3 tanto para as equacgOes SG quanto para as NKG. Consequentemente, o termo do
potencial atua como uma perturbacio na evolugdo temporal da equagdo de onda.

A distingdo fundamental entre esses dois modelos reside em seus respectivos poten-
ciais. Ao empregar o potencial ndo linear Vygg dentro do quadro de integragdo perturbativa,
podemos comparar diretamente seus efeitos sobre uma onda sinusoidal com os do potencial SG.
Tanto V3 x;(9(0,x)) quanto Vi;(9(0,x)) podem ser expressos como séries de Fourier envol-
vendo harmonicos impares positivos de k, permitindo assim analisar a geracdo de harmodnicos
superiores em ambos os modelos.

Para o0 modelo NKG, a perturbag@o de primeira ordem (proporcional a d¢) gerada pelo
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potencial é dada pela seguinte expressao:
N
8t Vy (9(0,x)) = &t Z A Ap cos” (kox)
N
=8 ). Ajcos(jkox), (3.2.13)

em que os coeficientes A; sdo obtidos de acordo com a Expressdo 3.2.9 e sdo expressos da

seguinte forma:

N A n
Aj=2 Y A,Z(?O) - (3.2.14)

n=j,j+2,...
Essa formula reflete o efeito cumulativo dos coeficientes A, sobre cada coeficiente de amplitude,
demonstrando como os termos nao lineares no potencial contribuem para a dinamica global do

sistema. A convergéncia de A; quando N — o € determinada pela razdo:

n—2

An(Ag/2)"C",,
r= lim 2 = A? lim

n—eo | . 5 (Ao/z)n—zcrjl:n%2 n—oo
2

A convergéncia requer que r < 1, levando ao critério de convergéncia de amplitude:

. An—Z
lim
n—soo

> A3 (3.2.15)

n

Em contraste, o termo de perturbacdo SG possui uma forma simples. Ao avaliar o
potencial SG sobre a onda senoidal, obtém-se uma onda quadrada. Essa onda quadrada pode
ser representada como uma série de Fourier, ou seja, uma soma de func¢des sinusoidais com

diferentes frequéncias. A representacdo em série de Fourier da perturbacdo SG € dada por:

81V (9(0,x)) = 8t sign( cos(kx))

4 & (=)=
=0t — ~———cos (j(kx)). (3.2.16)
”1—1,23}5,... J (70k)

Ambas a Expressao 3.2.13 e a Expressdo 3.2.16 sdo séries de Fourier envolvendo
funcdes cosseno cos ( j(kx)). A truncagem do indice j em um determinado valor fornece um
esquema de regularizagdo para as expressoes ndo-analiticas na Equagdo 3.2.16 que surgem no
modelo SG. Essa truncagem garante que ambas as expressdes 81 Vi (¢(0,x)) e 8t Vg (9(0,x))

sejam representadas por um numero igual de funcdes cosseno correspondentes, permitindo as-
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sim sua comparagao direta. Isso conduz ao seguinte sistema de equacdes para os coeficientes

A
y Ao\" [ n 2 it
Y (7> (j+n) = j_n(_l) z, (3.2.17)

n=j,j+2,... 2
em que j < N indexa as equagOes. O sistema de equacdes na Equagdo 3.2.17 pode ser expresso

como um sistema linear de equacoes

B—a
Z Doy Ma+ay+1 = Ba, a<pB,
Y=0,1,2,...

N-—1 j—1 . . ~
em que f§ = —5 = {0,1,...} eax = = {0,1,...,B}. Os coeficientes do sistema séo
dados por

’ A\ 24 a4 2y+2 2(—1)"
oA = (A0 a+2y+ B = (—1)
=\ 2 20+y+1)’ 7 Qa+Dr’

em que %74y, forma uma matriz triangular.

As solugdes A, dependem do nimero N. Por exemplo, Ay é dada por

_ Pp s 2 2\
o= =075 ()

N . . - ~ N
Para levar em conta essa dependéncia, introduzimos um indice adicional na solugdo: /115, ). De

fato, podemos fornecer uma solugado para qualquer n impar, com n < N, da forma:

N-+n n
N) _ gy 2 (5 2
Ay ' =(—1)2 - (Nz_”) (A—O> ) (3.2.18)

Ao examinar a Expressdo 3.2.18, podemos verificar que ela satisfaz a condi¢do de convergéncia

(Condicao 3.2.15), que é dada por:

n’(n—1)

DN+ (N—nt2)

Essa condigdo € satisfeita para n suficientemente grande. Em particular, quando n = N (cor-
respondente a razdo dos dois ultimos coeficientes, ?LISJAL)Z / QLJE,N)), a condi¢do se mantém para
qualquer N > 2. Isso garante a convergéncia da série a medida que o parametro de truncamento
N tende ao infinito.

. . N) . T . .
O coeficiente mais baixo ll( ) exibe uma dependéncia linear em N e pode ser identi-
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ficado com a massa perturbativa do modelo NKG:

A = (v, (3.2.19)

2
m
0 AoT

Essa férmula revela que dois trens de onda idénticos, com a mesma amplitude Ap, exibem uma
diferenca em sua massa perturbativa devido ao parametro N, que estd associado a presenca de
(N +1)/2 constantes de acoplamento, MN). A massa perturbativa é diretamente proporcional
ao valor A;Ln (a menor massa perturbativa correspondente a N = 1) e ao niimero de constantes
de acoplamento.

Podemos associar essa massa perturbativa com a massa efetiva (Defini¢do 3.1.4) ao
identificar o parametro de amplitude da onda Ap com o tamanho das perturbacdes o, o que
resulta em

2 1 T

2
=—=————m. 3.2.20

Para as demais constantes de acoplamento, podemos obter expressdes assintdticas no

limite N — co. Consideramos a expressao

2
lim —1n[AN)].
N

N—o0

Utilizando na Equagao 3.2.18 a aproximagao de Stirling,

1 1
Ink! = (k+ —) Ink —k+ 7 In(27).

2
obtemos
&igo]%lnm,ﬁm =InA(v), (3.2.21)
emqueVv=n/Ne v
A(v) = i—: <1Ag—v"2) . (3.2.22)

O termo ?Ln(N) pode ser aproximado em termos de A (V) como:

AN ~ (—1) [/1 (%)]N/z. (3.2.23)

As figura Figura 3.2.4(a) e Figura 3.2.4(b) comparam A (V) da Equagdo 3.2.22 com
2
N|A,SN)| da Equagdo 3.2.18 para N = {501,5001}. A série truncada fornece aproximagdes
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Figura 3.2.4: Fung¢do A (V) (linha tracejada) comparada com N In M,EN) | (pontos) para (a) Ag = 1

e (b)Ay=2.

0.0 0.5 1.0
¢

Figura 3.2.5: Potencial NKG (3.2.8) para N =1,5,41 com Ag = 1.

arbitrariamente boas para o valor absoluto de |¢|. A Figura 3.2.5 ilustra o potencial NKG

(Expressdo 3.2.8) para N = {1,5,41}.
No Apéndice B fazemos algumas observacdes e andlise dessa expansao do potencial.

3.2.5 Relacao de dispersao dos harmonicos

Até agora, desenvolvemos o raciocinio por trds da propagacao SG sem massa e quase
sem massa dos modos de Fourier. Dado que foi demonstrado que o potencial gera efetivamente
comprimentos de onda harmonicos a partir de um comprimento de onda de entrada kg, sob a

condicdo Aok(% > 1, surge naturalmente a questdo: quais sdo as frequéncias correspondentes a

esses modos?
Note que a configuracao inicial da Expressdo 3.2.1 utilizada nos argumentos anterio-
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res ndo especifica explicitamente a relagdo entre os parametros kg € wy. Essa relacdo depende
da forma especifica do modelo fisico subjacente ou, equivalentemente, da forma da equacdo do
campo. Para a propagacdo em um modelo linear de Klein-Gordon com massa m, regido por um
potencial quadratico, e dado um nimero de onda kg, a condicdo inicial on-shell requer que a
frequéncia angular associada seja

wy = k(z)+m2.

O sinal de ko determina apenas a direcdo de propagacao da onda, sem influenciar sua frequéncia.
Uma vez que a massa perturbativa my foi calculada para o par (Ag, ko), conforme o resultado

mostrado na Expressdo 3.2.19, espera-se que a frequéncia angular dominante no dominio do

tempo s€ja
) 4
Wy =/ ki+——-
775A()
16.00 1.0
k=3ko
12.00 0.8 0.06 k=5ko
k=7ko
8.00 0.6 0.04
t =
0.4 Ao
4.00 X 0.02
0.2
0.00 0.00
m 3mn 5m mn In 1in 13nt 15m 17mn 0.0 0.00 8.00 16.00
-4.00 k t

(a) (b)

Figura 3.2.6: Painel (a): Evolucdo temporal da magnitude da transformada de Fourier da parte
espacial do campo SG, |-Z,[¢]|(t,k). Painel (b): Perfis |.%,[¢]|(k,,t) da Figura (a), em que
kn, = {3ko,5ko,7ko} e ko = m. As condigdes iniciais sdo de uma onda plana em ¢t = 0, com
numero de onda k = 7w e amplitude A = 1. O campo € simulado com condi¢des de contorno
periddicas.

De fato, uma configuracao inicial com essa relacdo de dispersdo leva a uma propa-
gacdo muito estdvel, e os harmonicos gerados k, parecem seguir uma relacdo de dispersdo
aproximadamente linear em relacdo a frequéncia angular correspondente, isto €, @, ~ k,. Os
modos de ordem superior k, = nmw, comn = 1,3,5,..., sdo gerados pelos efeitos perturbativos
do termo apresentado na Expressdo 3.2.16. A Figura 3.2.6 ilustra a evolugdo temporal desses
modos. Ao realizar uma transformada de Fourier discreta no dominio do tempo sobre os dados
apresentados na Figura 3.2.6(a) e identificar as amplitudes dominantes para cada par (k,, @)

com n = 1,3,5,..., obtemos a Figura 3.2.7, que mostra 0 modo dominante juntamente com

cinco harmonicos gerados.
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Figura 3.2.7: Relagdo de dispersao do modo dominante (n = 1, circulo azul) e de cinco harmoni-
cos gerados (n = {3,5,7,9, 11}, cruzes claras) obtidos a partir de uma transformada de Fourier
tanto no tempo quanto no espaco. A linha traco-pontilhada indica uma relacdo de dispersao
de Klein-Gordon com m = 1. Estes dados sdo complementares aqueles da Figura 3.2.6, sendo
derivados do mesmo conjunto de dados.

3.2.6 Métodos de Inferéncia de Massa

Esta secdo apresenta um método para extrair informagdes a partir do potencial de um
campo, em particular o termo de massa e corre¢des de ordem superior, diretamente da dinamica
numérica deste campo. Diferentemente de abordagens perturbativas anteriores, aqui analisamos
a equagdo completa do campo. Isso € alcangado gerando e analisando sinais monocrométicos
no campo, construindo um mapa de amplitude A(k, @) no espago energia-momento para iden-
tificar ramifica¢Oes de dispersdo e inferir informagdes sobre o potencial efetivo dependente do
campo. Esse procedimento é andlogo a um problema de propagacdo inversa. Focamos em duas
abordagens-chave para o processo de medicdo de massa: uma baseada em uma configuracdo
de campo monocromatica inicial com condicdes de contorno periddicas, e outra por meio da
producdo de um sinal (um drive) no campo. Em ambos os casos, as transformadas de Fourier
apropriadas (em tempo ou em espago, respectivamente) sao usadas para construir o mapa de
amplitudes A(w, k).

O mapa de amplitude € central nesse processo, pois viabiliza a identificagdo das rami-
ficagcdes de dispersdo e a constru¢do de um potencial efetivo que depende do campo. A seguir

descrevemos as duas abordagens e seus resultados:

1. Configuracao inicial do campo (método ky — ®)

Definimos uma condig¢do inicial de campo “quase on-shell” empregando uma onda mo-
nocromatica, conforme definido na Equacdo 3.2.1, e usamos condi¢des de contorno pe-

riddicas. Essa escolha de fronteira serve para simular um espaco infinito e evitar efeitos
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de borda. A condig¢do inicial corresponde a controlar o nimero de onda de entrada k e
medir a frequéncia resultante {®}. Nesse método, o campo € inicializado com um de-
terminado numero de onda k e deixado propagar por um periodo definido. A evolucio
da frequéncia angular @ e a distribuicdo do sinal gerado nas diversas frequéncias sdao

rastreadas computando-se os modos de Fourier no tempo.

Esse procedimento, quando executado em uma unica simulacao, fornece a transformada
de Fourier temporal do campo em uma localizag¢do x escolhida, no nosso caso x = 0. Para
construir o mapa A (k, @), realizamos muitas simula¢des para diversos valores igualmente
espacados de k, reunindo todos esses dados no mapa final. Para garantir suavidade nas
fronteiras, dadas condi¢des periddicas, definimos os nimeros de onda de entrada como
k=L/(2mn), em que L é o comprimento espacial do dominio de simulagéo e n é um ni-
mero inteiro. Essa metodologia, aplicada tanto para a equacdo de Klein-Gordon quanto
para signum-Gordon, nos permite confirmar numericamente as relagdes de dispersdo es-

peradas e extrair informagdes sobre o potencial efetivo, incluindo o termo de massa.

Os espectros de amplitude apresentados na Figura 3.2.8 e na Figura 3.2.9 foram gerados
com esse método. Para cada nimero de onda k (eixo horizontal), realiza-se uma simu-
lagdo, evolui-se no tempo e obtém-se uma transformada de Fourier espacial no instante
final para obter as distribui¢des em comprimento de onda (eixo vertical). A Figura 3.2.8
mostra o cdlculo de referéncia, isto é, o mapa resultante e a massa inferida em func¢do de
k, para o procedimento aplicado ao campo de Klein-Gordon. J4 a Figura 3.2.9(a) apre-
senta um mapa andlogo para o campo signum-Gordon; a Figura 3.2.9(b) superpde seus
modos principais com a relacdo de dispersdo de KG para m = 1: a boa concordancia,
especialmente para k > 7/2, corrobora a hipétese de comportamento massivo das ondas

monocromaticas em SG.

2. Sinal gerado em x = 0 (método wy — k)

Este método consiste em injetar um sinal monocromético em uma das fronteiras do
campo, por exemplo, ¢(¢,0), e deixa-lo propagar no espago até um tempo final 7,. Dada
uma frequéncia de entrada fy = @y /27, espera-se que o campo selecione adequadamente
uma distribui¢do de amplitudes em fun¢@o de comprimentos de onda, A( @y, k). Por exem-
plo, na equagdo de Klein-Gordon, tem-se Axg = Ao 8 (w3 —m?), em que 8(x) ¢ a distri-

bui¢do de Dirac.
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Figura 3.2.8: A relacdo de dispersdo “on-shell” de KG no espago energia-momento € apresen-
tada em (a), calculada via o método de producgdo de sinal, com a curva de dispersdo real m = 1
superposta. Os dados foram obtidos apenas para a rama positiva de k, com m = 1. A Figura (b)
mostra a massa inferida do campo a partir desses dados. Para o campo linear de KG, a massa
permanece constante (aqui, m = 1).
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Figura 3.2.9: Relacdo de dispersdo de signum-Gordon para uma simulagdo com dado inicial
A= pe implica, consistentemente, em m = 1 para diversos k. A Fig. (a) mostra o conjunto de

frequéncias (espago reciproco) do campo simulado no intervalo de tempo ¢ € [0,40] (que, nas
condicdes de simulacdo, corresponde a um tempo curto). Na Fig. (b), os picos (modos prin-
cipais) foram extraidos do mapa de (a) e exibidos como pontos claros, enquanto a relagao de

dispersdo de Klein-Gordon @ = ++/k? + m? para m = 1 foi sobreposta. Também é mostrada a
mesma relagcdo de dispersdo para m = 0, como comparagdo. Note a boa concordancia, especi-
almente para k > 7 /4.

O procedimento € efetivado aplicando-se uma transformada de Fourier espacial .%, ao
campo no instante final, obtendo-se assim as distribui¢cdes correspondentes. Analoga-
mente ao método anterior, repetimos esse processo para vdrias frequéncias de entrada,
construindo o mapa A(k, @y). A Figura 3.2.10(a) mostra esse mapa; a Figura 3.2.10(b)
exibe os picos de magnitude extraidos, max[A (@, k)], junto a duas retas de referéncia:
a relagdo de dispersao k(®) de Klein-Gordon para m = 1 (ramo positivo) e a relagdo de

dispersao com m = 0.
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Figura 3.2.10: Espectro de amplitude inferido do campo SG sob sinais de amplitude Ag =4/
(0 que fornece massa efetiva m, sy = 1). Na Fig. (a) temos o mapa bruto, enquanto na Fig. (b)
seus picos (circulos) sdo mostrados, junto as relacdes de dispersdo de KG param =1em = 0.
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4 Aplicacao de Métodos de Fourier a Oscillons

Nesta sec@o vamos apresentar resultados inéditos de aplicacdo de métodos de Fourier
a construcao de oscillons. Come¢amos com o caso de 1 + 1 dimensdes, onde € possivel derivar
uma solugdo de onda plana, Secdo 4.1, além de reproduzir o oscillon exato utilizando esses mé-
todos, Se¢do 4.2. Na sequéncia vamos apresentar uma andlise em d 4 1 dimensdes com simetria
(hiper) esférica, baseada no mesmo método mas em espago de Fourier-Bessel, Secao 4.3.

Esses novos métodos sdo baseados nos métodos utilizados em Arodz and Klimas
[2005], Arodz et al. [2005, 2006], em que a equacdo dindmica do campo SG é decomposta em

duas equacgdes lineares ndo homogéneas, cada uma do tipo
(02 —0%)(r,x) = 1. (4.0.1)

Essa abordagem exige cuidado ao unir as solu¢des das duas equagdes, nos pontos onde o campo
troca de sinal. No entanto, conforme mencionado no Capitulo 1, esse método tem utilidade
notdvel no desenvolvimento de vérias solugdes, incluindo Arodz and Klimas [2005], Arodz
and Swierczynski [2011], Arodz et al. [2005, 2006, 2007, 2008]. Reiteramos que trata-se de
um tema rico, com estudos detalhados, incluindo a estabilidade e o espalhamento de oscillons
Hahne et al. [2020b], Klimas et al. [2018], bem como solucdes de onda de choque que levam a
producgdo de grande quantidade de radiacdao de campo Hahne et al. [2020a].

Nossa abordagem € uma extensao desse método, ajudando a lidar com as dificuldades
ndo lineares inerentes ao processo de, conforme mencionado acima, “costurar” (unir) muitas
solucdes da Equagdo 4.0.1. Ela consiste em promover o termo ndo homogéneo +1 para uma

fungdo sinal no espaco-tempo, o (¢,x) = “=4 1(z,x)"®

. O ponto-chave é que tais funcdes costu-
mam ter transformadas de Fourier muito simples, de modo que encontrar uma solu¢ao adequada
reduz-se a ajustar amplitudes de Fourier do problema linear, e tomar certos cuidados em sele-
cionar, das solugdes da equacao ndo homogénea, aquelas com estrutura causal compativel com
solu¢cdes da equacdo de movimento do campo original (de cuja derivada do potencial se cons-
tré1 o termo ndo homogéneo). Isso é tecnicamente equivalente a reconstruir a informacdo de
campo ausente pela influéncia do termo d’Alembertiano. A equacdo efetiva a ser resolvida,

entao, torna-se

(92— 92 (t,x) = —o(t,x), 4.0.2)

80bserve que, aqui, ¢ ndo possui qualquer relagdo com aquele definido em Equacédo 3.1.4
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em que a funcdo o € escrita como produto de uma série de Fourier no tempo — ja que pro-
curamos solugdes periddicas, sendo usualmente a onda quadrada de amplitude 1 —, com uma
transformada de Fourier adequada no espaco.

Vale notar que a solucdo final da equa¢do ndo homogénea ndo necessariamente ¢ uma
configuracdo vélida de signum-Gordon; as solu¢des permitidas pela onda ndo homogénea sao
um superconjunto das permitidas por SG. Em especial, além dessa equacao efetiva, também sao

necessarias:

1. solucdes devem ser estritamente compactas — nulas fora da regido onde o termo nao
homogéneo atua; isto é andlogo a dizer que a solucdo ndo deve irradiar fora do suporte

(se existir) dos termos ndo homogéneos, i.e., deve ser vacuo fora dele;
2. seu sinal deve coincidir com o do termo ndo homogéneo;

3. para que uma solu¢@o compacta seja fisicamente aceitavel, ela deve ser diferencidvel duas

vezes (ou seja, de classe Cz) em torno do vacuo;

4. aintegragcdo de campos forcados exige consideragcdo de potenciais retardados/avancados,
que modificam o componente de onda livre de acordo com a causalidade (i.e., cones de
luz adequados). J4 um termo de potencial, por outro lado, afeta a funcao de Green da
equagdo, mas nao atua como uma forca externa. Logo, ndo tem — e ndo pode ter —

relacdo causal com a dindmica do campo.

Todos esses fatores devem ser levados em conta na selecdo do conjunto particular de solucdes
da onda livre ndo homogénea que se ajusta corretamente a equacao de campo original (signum-

Gordon).

4.1 Onda quadrada

Um exemplo € a onda quadrada de amplitude 1 e periodo 27, escrita como

SqWave (& :i i !

n=1,3...

), (4.1.1)

bS]

em que i é a unidade imagindria. A presenga dessa unidade foi utilizada para simplificar a
notagdo, sem tornar a fungdo complexa, ja que seu expoente n — 1 é par. Note que Vi (A cos(t))

corresponde exatamente a essa onda quadrada, para qualquer valor positivo de A. Essa liberdade
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de amplitude, sozinha, ja indica haver uma infinidade ndo enumeravel de estados de campo que
produzem a mesma forca ndo homogénea em determinado instante. De fato, hd infinitas outras
construgdes cujo perfil de sinal gera a mesma onda quadrada exata. Por exemplo, o sinal da
propria onda quadrada, de qualquer amplitude ndo nula, etc.

Podemos questionar se, acrescentada a dependéncia espacial, existe uma forma que
seja solugdo da equacdo signum-Gordon. A resposta € sim. Para encontrar essa solucao, pri-
meiro permitimos que a configuragdo de campo se propague no espaco, & — kx — wr. Isso

conduz a equagdo nao homogénea
(9% — 92)¢(t,x) + SqWave(kx — o) = 0. (4.12)

Em seguida, construimos um ansatz para a solu¢do. Como o termo de d’ Alembert

envolve derivadas de segunda ordem, € razoavel assumir que

d(t,x) = Z Ay cos (n(kx— wr)).
n=13...
Observe que, embora esta possa ser interpretada como uma extensdo das ondas monocromaticas
da Expressdo 3.2.1, nds aqui estamos utilizando essa soma como a forma geral das solugdes da
Equacao 4.1.2.

Substituindo ®(¢,x) na equagdo de signum-Gordon e comparando termos, obtém-se

in—l
An— 3 AOa n= 173 )
n
em que
Ay = 4 (4.1.3)
O_ﬂ(coz—kz)' o

E possivel verificar que essa é uma solugio da equagdo de signum-Gordon. Observe que isso
ndo fixa ®> — k?, restando certa liberdade de “calibre de massa” (por analogia 2 relacdo de
dispersdao de Klein-Gordon), conectando as quantidades de entrada k e @. Definindo mg =
> — k?, essa “massa” da onda livre ¢ inversamente proporcional a raiz quadrada da amplitude

base da solugdo Ap:
2

\/7'L'A().

Como estamos apenas fazendo analogia ao caso de Klein-Gordon e a quantidade fundamen-

mgy =
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Figura 4.1.1: A solugdo ®(¢,x) com k=1 e mp = 1 no tempo ¢t = 0, comparada a onda senoidal
indicada. As amplitudes A,, decrescem rapidamente pois sd@o proporcionais a n~3, comn impar.

tal em nossa andlise é Ag (Expressdo 4.1.3), valores complexos de mg s@o permitidos. Esses
resultam em valores negativos de Ay.

NaFigura4.1.1 comparamos uma dessas solu¢des a uma onda puramente cossenoidal,
equivalente a uma onda livre no campo de Klein-Gordon. Na Figura 4.1.2 comparamos solugdes
completas de onda plana em SG (Figura 4.1.2(a)) usando mg = 1 e k = 7 /20 com a solugdo
equivalente em Klein-Gordon com os mesmos parametros (amplitude equivalente a A = put

Figura 4.1.2(b).

20

-1 -0.5 0 0.5 1 -1-050 05 1

(a) signum-Gordon com mgy = 1 e k = 1 /20. (b) Klein-Gordon com m = 1 e k = 1 /20.

Figura 4.1.2: Comparacdo entre a “onda plana” signum-Gordon em (a) e a solucdo Klein-
Gordon em (b), ambas com “massa” mp=m=1e k= 20 A gradacgdo cores representa valor

do campo. A escolha de k pequeno se dé para evidenciar o efeito da massa na propagacdo, que
faz com que as ondas aparecam mais “deitadas” no diagrama de espago-tempo.
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4.2 Funcio retangulo e o oscillon simples em (1 + 1) dimensoes

Consideramos agora outro exemplo, dado pela fungdo retdngulo IT(x), definida por

(

1, selx| <

1
27
II(x) = ¢ 4.2.1)

1
0 —.
0, se|x|>2

Como esta € uma fung¢do par, sua transformada de Fourier pode ser escrita em termos de fungdes

COSSGHOgl

A 1 °
k) = = [ TI(x)cos(k)dx 422
0= o= [ _Tx)cos(i) @22
A 1 k
fi(k) = sinc<—), 423
em que sinc(x) é a funcdo definida da seguinte forma:
(
1, sex =0,
sinc(x) =
sin(x) L.
, caso contrarlo.
X

Um possivel termo ndo homogéneo, construido a partir dessa primitiva e da onda

quadrada da Expressao 4.1.1, é

o(t,x) =SqWave(t) IT(x)

4L i1 1. k (4.2.4)
= Y p cos(n(ot)ﬁ,/ {smc(§>],

n=13...

em que .# [f] é a transformada inversa de Fourier da fungdo f. Multiplicar I1(x) pela onda
. 2

quadrada (no tempo) transforma-a em um retangulo que alterna seu sinal com periodo T = -

Como a parte temporal de o(¢,x) é uma série, enquanto sua parte espacial é uma

transformada (continua), um ansatz apropriado seria

®(t,x) = % (x)7(1),

Nesta secio, por motivos de simplicidade, utilizamos a defini¢do simétrica da transformada de Fourier.
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com
1 0 .
X0 = /_ R0k 4.2.5)
€
T(r)= Y, Aycos(nox). (4.2.6)
n=13...

A distribui¢do ¥ (k) e as amplitudes A, ainda precisam ser determinadas. O operador de d’ Alembert

sobre @(t,x) pode ser calculado como

(92 —9})@(t,x) =ty —x"7T

:\/12_71: Z A cos(na)t)/w dk (K> — n* o) g (k)™
n=13.. -

(4.2.7)

Note que as integrais dependem do nimero inteiro impar n, que indexa cada termo da soma.
Substituindo essa forma explicita do termo d’ Alembertiano (Equagdo 4.2.7) e o termo ndo ho-

mogéneo o (¢,x) (Equagdo 4.2.4) na Equagdo 4.0.2, obtemos a relagio para A, e x(k):

A,,)Z(k):% k), n=1,3,5.... (4.2.8)

n(k? —n’w?)

Embora ndo seja claro como separar a dependéncia de A, em n e de ¥ (k) em k, a solugdo pode

ser escrita em termos dessa combinagdo, pois

Y. cos(nor) / dk e A, 5 (k) Z cos(nwt).F A x](x). (4.2.9)
n=13... V2 n=13..
Calculando a integral .% ~'[A, %], obtemos
1A, (r) = —— : [0( St M) +6(l—x;wﬂ, (4.2.10)
T ananie? 2 2 2

em que definimos

6(&;ar) =sign(€) sin®(a ).

Note que, tal como no caso estudado na Secdo 4.1, também aqui hd um parametro

livie. Enquanto no caso anterior tal parimetro relacionava-se a k> — 2,

aqui o parametro
¢ exclusivamente dado por w. Porém, veremos adiante que esse parametro s6 pode assumir
valores multiplos inteiros de 27. Por construgio, a solug@o ¢(¢,x) deve ser nula fora do intervalo

x € [-1/2,1/2]. Demonstraremos que isso s6 acontece se @ = 27N, com N =1,2,3....
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Examinemos a soma 6(a+x; @) + 0(a — x; &), que determina como cada modo de &
se distribui no espaco (ver Equacgao 4.2.10 e Equacgao 4.2.9). Para que tal soma seja zero fora

do intervalo (—a,a), é necessdrio que
sin®[ot (a +x)] — sin?[o (a —x)] = 0 (4.2.11)

para todo x. Usando a identidade trigonométrica sin? (x; +x;) — sin?(x; —x) = sin(2x; ) sin(2x,),
concluimos que a condi¢do expressa na Equagdo 4.2.11 € vdlida para todos os x se e somente se
sin(2oa) = 0. Assim, ola = mm, m € Z. Para o caso das integrais da Expressao 4.2.10, temos
a= % e a = "2, o que implica

nw =2mm.

Note que o numero inteiro n € impar, ja que ele € o indice do somatorio na Expressao 4.2.9.
A validade da condi¢cdo expressa na Equagdo 4.2.11 € satisfeita com @ = 27N (com N =
1,2,3...). Assim, a solucdo final ® depende apenas de N, escrevendo-a convenientemente

como Dy (7,x). Adiante interpretamos o significado do inteiro N.

4.2.1 Interpretacio da solucio ¢(z,x)

Primeiramente, notemos que o periodo fornecido por @ =27N é Ty = 1/N. Para N =
1, esse valor é exatamente a mesma medida do suporte de I1(x): um segmento unitrio. Logo,
a solucdo oscilante com N = 1 tem sup(¢@;) = [—1/2,1/2]. De fato, coincide identicamente
com a solucao de oscillon simples encontrada na literatura (Arodz et al. [2008]). Para valores
diferentes de N, a solugdo equivale a “acomodar” N oscillons lado a lado, ja que cada oscillon

individual &'(t,x) tem suporte compacto de comprimento 1/N e periodo equivalente.

4.2.2 Anadlise do espaco reciproco

Nesta se¢do, fazemos uma andlise mais detalhada da decomposicao em Fourier apre-
sentada na (Expressao 4.2.8). Como o oscillon simples é exato e periddico (com periodo T = 1),
sua transformada de Fourier no tempo é discreta. Dada essa frequéncia fundamental w, =27/T,
podemos deduzir, por analogia a Klein-Gordon, uma massa efetiva para o oscillon em termos de
uma relagdo de dispersdo. Embora a decomposicdo A, } (k) ndo deixe explicita essa dispersao,
mostraremos que, de fato, ela possui consisténcia.

Primeiramente, note que a distribui¢do A,} (k) possui singularidades removiveis em
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k = +ay, j4 que o numerador T1(k) ~ sin(’z‘) também se anula nesses pontos. Se examinarmos
o perfil de cada distribuicdo em espaco de Fourier, ver Fig. (4.2.1), vemos que cada modo
(exceto n = 1) apresenta um segundo extremo relevante préximo a |k| ~ 27n. Contando desde
o primeiro extremo, o seguinte mais significativo seria, empiricamente, o (2n — 1)-ésimo. A
medida em que analisamos valores de n maiores, tanto mais distantes da origem esses maximos
se manifestam, e o formato global dessas distribuicdes parece aproximar-se de distribui¢des
singulares, concentradas em k = {+27n,0}, e quase nulas no resto. Abaixo, mostramos que as
localizagdes (k, @) desses extremos coincidem quase perfeitamente com a curva que define a
relac@o de dispersao de Klein-Gordon, a)lz(G = k* 4+ m?, para m = 27 (considerando o oscillon

de periodo T = 1).

n=3 n=>5
0.000 0.0005 } T 0.00002 i |
-0.002 0.0004 ! ! 0.0000} | on—
~0.004 0.0003 ‘ | ~0.00002 i |
n - | ]
-0.006 0.0002 | | -0.00004
I I
~0.008 0.0001 | | ~0.00006 : !
I I
~0.010 0.0000 f————m | A -0.00008 ! !
-0.012 —-0.0001 : : ~0.0001 : :
~60 -40 20 0 20 40 60 100 -50 0 50 100
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. -6
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(|
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Figura 4.2.1: Distribui¢des em espaco reciproco para alguns modos relevantes de A, % (k) (no
eixo vertical; o eixo horizontal enumera valores de k). Note como o segundo maior extremo de
cada distribui¢do ocorre préximo de [k5*| ~ 27tn (exceto em n = 1), marcado pela linha vertical
tracejada.

Embora os possiveis valores de @ sejam discretos (e dados por @, = 27n), os valores

k¥, para os quais ocorrem os segundos extremos mais relevantes, ndo se mostram de forma tdo
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n| o, k, (aprox.) m

1 27 0 27

3| 6w || 17.87x107* | 6.0055
5 | 107 || 30.84 x 107* | 6.0019
7 | 147 || 43.57 x 107 | 6.0009
9 | 187 || 56.23 x 10™* | 6.0004
11 | 227 || 68.85 x 107* | 6.0003

Tabela 4.2.1: Valores de w, e k, para os primeiros modos, com as massas m estimadas pela
relacdo de dispersao de KG.

explicita. Para calculd-los, primeiramente consideramos as raizes da derivada

dAn% (k)

el ANV A =0. 4.2.12
ok lk=kex 0 ( )

Como A, } (k) oscila, sua derivada, Equagdo 4.2.12, possui infinitas raizes. A que corresponde

aos maximos de interesse sdo aquelas mais préximas de k. ~ 27tn. Sua expressdo geral é

A K (k) o 2(3k* — @F) sin(%) — k(K> — @) cos(5)
ok K (2 —a?)? ;

(4.2.13)

em que o, = 2v/2i""!(73/%n)~. H4 dois termos com polos em |k| = ®, e, a0 somar ambos,
as divergéncias, embora nio se anulem, resultam em valores pequenos em |k| = ®,. O zero do
conjunto (em kﬁ,ex)) ¢ localizado em valores abaixo de |k| = @,.

Igualar a Expressao 4.2.13 a zero implica em resolver a seguinte equagdo para k:

k k> —w?
kY _ 22 T
tan($) 232 a2

No entanto, a presencga de raizes espurias em k = +@), gera cancelmento de termos que nao

. . .. (ex)
deveriam se cancelar. Dessa forma, ComputamOS numericamente as POS1€OEs kn

para os pri-
meiros cinco modos @,. Na Tabela 4.2.1, mostramos seus valores € deduzimos a “massa efetiva”
via a relag@o de dispersdo de Klein-Gordon. Na Figura 4.2.2 mostramos os pares (k,, ®,) ali
obtidos contra a curva de KG com m = 6, que ¢ ligeiramente diferente do valor “intuitivo” 27.

O matching entre massa efetiva (dispersao de KG) e oscillon (em SG) ndo € exato, mas

consideravelmente proximo. Andélises adicionais sdo necessarias para elucidar essa discrepancia

— incluindo, possivelmente, correcdes ndo lineares a relacio de dispersao.



4.3 Oscillons esfericamente simétricos em (d + 1) dimensdes 105
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Figura 4.2.2: Os pontos em azul indicam (k,, ®,) da Tabela (4.2.1). Observa-se excelente
concordancia com a curva de dispersao de Klein-Gordon de massa m = 6, levemente abaixo do
valor intuitivo 27.

Em Klein-Gordon, a amplitude de energia-momentum se distribui na linha o’ =k*+

m?. Assim, no espaco (k, ®), terfamos
p(k,®) =A(k) §(w* — k> —m?).

J4 para SG, as amplitudes ndo se restringem a tal curva. Se existirem oscillons de diversos ta-
manhos (portanto, diferentes frequéncias fundamentais), todo o plano (k, ®) se torna acessivel,
embora de modo ndo uniforme: analisar @(k,®) para muitos oscillons de escalas diferentes
poderia resultar em um actimulo préximo da curva de KG, que entdo funcionaria como um

“atrator” no espaco reciproco para do campo SG.

4.3 Oscillons esfericamente simétricos em (d + 1) dimensées

Baseando-nos na existéncia de solugdes exatas para oscillons em 1+ 1 dimensdes
com suporte fixo e existéncia de superficie de simultaneidade em valor zero do campo (para
oscillons em seu proprio referencial), nesta secdo procuramos solugdes do tipo oscillon com
suporte fixo e 0 mesmo tipo de superficie de simultaneidade em mais dimensdes.

Comecamos escrevendo a equacdo signum-Gordon em (d + 1) dimensdes como

0P —Ag @ = —sign(9), 4.3.1)

em que Ay € o operador Laplaciano em d-dimensdes Cartesianas. Para configuragdes esferica-
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mente simétricas, ¢ = ¢(¢,r), esse Laplaciano pode ser escrito como

A =2 471,, (4.3.2)
r

Em analogia ao método de Fourier que utilizamos na Se¢do 4.2, aqui também utili-
zamos um ansatz de forga efetiva. Dessa maneira, construimos um termo de forg¢a o (z,r) para
uma equagdo de onda livre ndo homogénea semelhante ao que fizemos na Equacio 4.2.4, ex-
ceto que a varidvel x € R € substituida pela varidvel r > 0. Note que devido a esta troca de
varidveis, o que seria a fung@o retdngulo IT(x) da Defini¢do 4.2.1 passa a ser definida apenas
no dominio positivo de seu argumento. Por conveniéncia, seguimos usando o mesmo simbolo
para esta fungdo, mas com a diferenca do argumento: II(r). Essa fungdo deixa de descrever um
“retdngulo” de “altura” unitdria em d = 1 e passa a definir um “cilindro” de “altura” unitdria em
d = 2, uma esfera de densidade unitdria em d = 3 e assim por diante. De forma geral, IT agora
define esferas de n—dimensdes com densidade unitdria.

O termo de forga fica
o(t,r) = SqWave(w?)I1I(r), (4.3.3)

em que SqWave(wt) é o mesmo da Defini¢do 4.1.1, e o parimetro o é a frequéncia (angular)
fundamental dessa onda. Note que esse € o tnico parametro livre da solucdo geral que estamos

construindo. Finalmente, a equacao efetiva que queremos resolver €
PP —Asd =—o(t,r). (4.3.4)

Em analogia a Secdo 4.2, resolvemos a Equacdo 4.3.4 via uma separacdo inicial de
variaveis. Tal como naquela se¢io, ndo € necessario que as varidveis de fato sejam separaveis ja
que esse procedimento € apenas uma ferramenta para facilitar a constru¢do e solucdo do ansatz.

Nesse sentido, escrevemos 0 campo como

¢(t,r)=1(t) p(r), (4.3.5)

em que 7(f) é o mesmo da Defini¢do 4.2.6. Note que aquela defini¢do é parametrizada por
uma frequéncia fundamental @, sendo ela a mesma que parametriza o termo ndo homogéneo da

Expressao 4.3.3. Novamente esperamos que, assim como na Sec¢do 4.2, para alguma frequén-
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cia fundamental w = @y especifica, o campo possua configuracdo de viacuo fora do suporte
esperado (r > 1/2).

Por ser mais simples, comecamos pela parte temporal da Equagdo 4.3.5. O proce-
dimento que adotamos € idéntico aquele da Sec@o 4.2: por se tratar de um perfil periédico e
conhecido — de onda quadrada —, utilizamos uma decomposicao em modos discretos de Fourier.

Quanto a parte espacial p(r) da Expressdo 4.3.5, temos sobre ela a a¢do do Laplaciano
definido na Expressdo 4.3.2. Observe que esse Laplaciano nao é diagonalizado pela decomposi-
cdo usual em espaco de Fourier, de modo que a transformada de Fourier tradicional ndo converte
a equacao diferencial

T —

em uma equacao algébrica. Para obter tal representacio, recorremos a uma transformacao que
o diagonalize, andloga a transformada de Fourier em coordenadas cartesianas. Isso equivale a

projetar ¢ (¢, r) em uma base ortogonal de autossolu¢des da equagdo de Helmholtz radial

A F(r) = —R £ ().

d
As solugdes sdo expressas em termos da funcdo de Bessel de ordem v = 5~ 1, e a transforma-
cdo integral correspondente — conhecida como transformada de Hankel (ou Fourier—Bessel) de

ordem v — mapeia f(r) em seu espectro radial f(k):

1

Flk) = 2y [f(r)] = o /0 ) F(r) ¥y (kr) dr. (4.3.6)

A transformada inversa recupera f(r):

1) = 7 [10] = 5 [ 70 ey

De posse disso e aplicando a transformacao definida na Expressdo 4.3.6 sobre o termo

do Laplaciano, obtemos a seguinte equagao:

Ay [AY p(r)] = =K p(k),
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em que Vv = ‘7’ —1e p = %[p]. Substituindo na Eq. (4.3.4),

oo 4 oo - n—1 5
Y Ancos(ont) 4, [(K— op = Z (wnt) Ay V[II(K)],  (4.3.7)
n=13... n=13...
em que [1(k) = %, [I1(r)] e @, = nw. Explicitamente,
- 1 12
)= / P (k) dr (4.3.8)
0
1 k
T (kv vt (E) ' i

Reorganizando a Equacdo 4.3.7, e considerando a linearidade da transformada de Hankel,

Z cos( Aupy = Z cos(@yt) H,,~
n=1,3... n=1,3...

[

mn k?— o2
Assim, a expressdo para A,p (k) é algebricamente idéntica aquela da Equacdo 4.2.8,

com a diferenca que ela existe em espaco Fourier-Bessel:

4i* 1 TI(k)

Anﬁ(k): n kz—w,%'

Logo,

4=t o1 (k)
Tn Ay [kz—a),%}
4i"-1 1 = T(k)

— +1
— r_" gk k) dk (4.3.10)

i 1
— 2r /k2 Jv+1<’2‘>Jv(kr)dk.

Nao € claro se, dessa integral, a partir de algum valor do parametro tinico ® = @y

poderiam resultar uma ou mais solu¢des para d > 1 que satisfaz(em) os critérios enumerados
na introduca do Capitulo 4. No entanto, havendo tal solu¢do, para que ela constitua um oscillon

d—dimensional exato ela deve, além daqueles critérios, exibir:
1. Raio de suporte fixo;

2. Campo nulo em todo o espago simultaneamente em dois instantes distintos a cada periodo

T =21/ ay.
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Embora seja possivel que existam solu¢des com suporte varidvel ou zeros nao-simultineos,
essas estdo fora do escopo deste trabalho. Na Secdo 4.3.1 examinamos o caso particular d = 3.
4.3.1 Caso particular d =3

Em trés dimensdes cartesianas, d = 3, temos v = 1/2. Portanto, as fun¢des de Bessel

de ordens v € {3/2,1/2} determinam o resultado da integral da Expresséo 4.3.10:

Jij2(kr) = \/%sin(kr), (4.3.11)

J3/2<§): ﬁ(%in —kcos%). (4.3.12)

Nl

7z

Portanto, a integral que define a familia A,pe, () é

4in=1 1 = 1 2sin(%)sin(kr) — kcos(¥) sin(kr)
mn 7mrlo K2 K —n*w?

AnPo(r) = dk, (4.3.13)

na qual adicionamos o subscrito @ para lembrar que o parametro que determina o periodo
fundamental ainda ndo foi fixado. Esse pardmetro inico deveria, em principio, produzir um
oscillon em d = 3 compacto com raio R = 1/2, se de fato existir tal configuragdo. A solugdo da

integral é (para detalhes, veja Apéndice A):

2 0} 0]
2§+l 1 —<— cosn—+sinn7) sin(nor) + 2r, r<1/2,

2
Anpo(r) = Trodm nzw . nw no 1/2 (3319
—<% sm7—0037> cos(nwr), r>1/2,

comn=1,3,....
Com isso, podemos construir a solu¢do da equacdo ndo homogénea impulsionada
. s . . N w .
por uma “bola de sinal”, cujo sinal varia com frequéncia fundamental fy = o definida pelo
T

parametro livre ®. Escrevemos essa solu¢do geral da seguinte maneira:

Dy, (t,r) = i Anpo(r)cos(nwt), (4.3.15)
n=13...

e a denominamos pré-solugcdo da equagao homogénea signum—GordonlO, com sinal invertido.

A fim de se tornar uma solugdo, a funcdo precisa cumprir todos os critérios delineados na

10pode-se verificar que ela € solugdo da equacdo ndo homogénea para todo . Em particular, reproduz a fungdo
I1(r) vezes a onda quadrada no tempo.
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introducao do Capitulo 4. Isso porque valores arbitrarios de @, em geral, produzem radiacdo na
regido r > 0. Se essa regido for diferente do vacuo, fica implicado que sua funcdo sinal é ndo
nula e, portanto, em contradicao com o ansatz inicial em signum-Gordon.

Na sequéncia vamos mostrar que ndo existem valores de ® = @y que anulam essa
radiacdo. No entanto, existem aproximacdes que a minimizam até amplitudes que sdo ordens
de grandeza menores que a amplitude do oscillon central, gerando o que denominamos solu¢des
quase exatas.

Buscamos valores de @y tais que

Py

=0,
r=R (4.3.16)

0, @ -0,
@ r=R

vélidos para todo 7. Note que essas condi¢des automaticamente garantem que dy Py |,— 2=0.
A segunda condicao (derivada radial) serve para que o interior do oscillon se aproxime do vicuo
em seu contorno de forma “suave”, garantindo consisténcia fisica das equa¢des de movimento.

Pela Expressdo 4.3.14, a primeira condi¢do leva ao conjunto de equagdes

na)0> ny

tan( — ) = — 4.3.17
an(%3%) =22, (4.3.17)
para todo n = 1,3,..., cuja tnica solucdo € wy = 0. Essa condicdo, portanto, elimina a pos-

sibilidade de existéncia de tal oscillon. Isso ndo impede que se procure guase solugdes, que
minimizem — ao invés de zerar — a produg¢do de radiagdo em r > 1/2.

Para isso, flexibilizamos as condi¢des na Expressdo 4.3.16, passando a exigir as novas
condicoes:

/

Dy, (2,7) e ~0

9Py (t,7)

~0 (4.3.18)

r=R
~(

8,CDQ)O(I,F)

r=R
e procuramos valores de @y que as satisfacam. Pela Expressao 4.3.14, a condicdo de campo
nulo sobre a borda, r = 1/2, ¢ satisfeita por

2 cosnw—sinnw sinnw—l 2 sinnw—cosnw cosnw—()
no 2 2 2 \no 2 2 -
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resolvidas por = mm, m = 1,3,.... Veremos que esses valores sd@o bons indicativos dos
valores de @ que minimizam a radiacdo. A Figura 4.3.1 mostra as solugdes parciais para m =

1,3,5.

() w=5r (m=5)

Figura 4.3.1: Comparacdo entre solu¢des da equagdo de onda ndo homogénea, ®(z,r) tipo
“oscillon radiante”, que satisfazem @, (1/2,7) = 0. Observe que, em r < 1/2 a solugdo é
afetada pelo termo ndo homogéneo o(¢,r) (Expressdo 4.3.3), enquanto fora dessa regido, r >
1/2, ela efetivamente obedece a equagdo de onda livre. Para ser solu¢do da equagéo de SG, o
campo deve ser nulo em r > 1/2, e ter seu sinal em r < 1/2 igual ao negativo do sinal de o (¢,r).

Fazendo uma avaliagcdo qualitativa do campo mostrado nessas figuras, pode-se obser-

var os seguintes comportamentos para os diferentes valores de m:

m = 1: o sinal do campo em r < 1/2 é o mesmo do termo ndo homogéneo — quando
deveria ser oposto —, e hd considerdvel radia¢do em r > 1/2. Além disso, a inclina¢do na

direcdo radial em r = 1/2 claramente nio é zero.

m = 3: o sinal do campo em r < 1/2 é oposto ao do termo ndo homogéneo, e hd pouca

radiagdo visivel em r > 1/2.

m = 5: o sinal do campo se alterna em r < 1/2 — quando deveria ser constante. Hd pouca

radiacdo em r > 1/2.
m > 5: qualitativamente equivalente a m = 5.

Portanto, de todos os valores possiveis, o valor @ = 37 € o Unico que aponta para uma solug¢ao
vidvel. No entanto, conforme enfatizado, esta avaliacdo é apenas qualitativa, e para encontrar
um resultado 6timo queremos minimizar a radiacio externa ao oscillon.

Podemos inciar nossa busca no espaco @ de solucdes iniciando, precisamente, em

@ = 37. Note que, possivelmente, existem intimeros valores de @ que minimizam a radiagao.
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No entanto, conforme a andlise qualitativa acima, apenas aqueles em torno de 37, i.e. em um
minimo local, podem representar soluc@o valida ou aproximada da equagao de signum-Gordon.

Construimos, portanto, uma fun¢do que mensure a radiacdo emitida através de uma
superficie fechada que envolva completamente a regido central, onde queremos por ansatz o
oscillon presente, e a minimizamos. Considerando que essa superficie engloba completamente

o oscillon (uma esfera de raio R = 1/2), a densidade Lagrangiana do campo fora dessa regido é
Lo =+ [ 2
free — 5 |:¢ - (V‘Z’) ] :

O seu fluxo de energia S; (poténcia por unidade de drea) € dado pelas componentes espaciais do
tensor energia-momento:

Si(r,1) = T%(r,1),

emquei € 1,2,3 er sdo coordenadas no espago cartesiano de trés dimensdes, € o tensor energia-

momento ¢ dado por

™ = 3u¢3v¢ - nuvﬁreey

em que N*Y é a métrica de Minkowski. Em particular, pela simetria esférica da solugio, apenas

a componente radial r = |r| desse tensor é ndo nula, sendo ela:
T = —¢9,9.
O fluxo total de energia Fy pela superficie pode ser computado pela integral
Fy = % TV dA.
)

Como a fonte de energia concentra-se toda na regiéo central r < 1/2, esse fluxo é independente
da superficie escolhida — desde que, claro, essa superficie ndo intersecte a regido central. Por
simplicidade, escolhemos a casca da esfera de raio Rg > 1/2, levando a X = 52 (Rs). O elemento

de 4rea se torna dA = R%dQ, e a quantidade total de energia fluindo através da esfera é
Fs2(RS) — —47'L'R2(])3r¢

Note que a solu¢do P (f,r > 1/2) € estaciondria, i.e., o fluxo médio no tempo em

qualquer superficie € nulo. Por conta disto, separamos essa solu¢do em suas componentes de
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ondas incidentes e ondas emanadas e minimizamos apenas uma delas. A outra, pela natureza
estaciondria do problema, serd igualmente minimizada por consequéncia.
Assim, escrevemos a parte em r > 1/2 da Expressdo 4.3.15 como a superposi¢do

dessas duas componentes radiativas:

1
Dy (t,r) r>1/2 = (0o (r —1) + @o(r+1)]
Po(z) = Y, Bu(®)cos(nwz) (4.3.19)
n=13...
" o T n’w? \nw 2 > 2 )

E, finalmente, definimos a componente emanada

1
9 (t,r) = ~u(r—1)
r
para utilizarmos na integral de fluxo. Assim,

Fg = —47nR30,0" 0,9

r=Rs
9,00u = B, sin(now(Rg —t
90"y, "y, o, "rsinne(Rs =) (43.20)
[0} 1
9,001 =— — nB,sin(nw(Rg—t)+ —(---).
P> r—Rg Rsn:1,3... n ( ( N ) R§( )

Observe que o termo derivado na coordenada r apresenta um fator Rgz, que contém produtos de
senos e cossenos. Como em seguida calcularemos a média desse fluxo no tempo, esses termos se
anulam por ortogonalidade. O mesmo acontece com todos os termos do tipo sin(n®z) sin(mwz),
n # m e, pelo mesmo argumento, os termos que ndo sao anulados na média temporal sdo apenas

aqueles do tipo sin(ncoz)z. Assim, o fluxo médio no tempo € calculado conforme:

2
Flo)=(Fo), =4aRs—y Y, mnByBy { sin [mo(Rs—1)] sin [no(Rs—1)] )

S mn=173... N

2 1/2 . no nw\ >
= — | —sin—— —cos— | .
...”4 nw 2 2

t

-~

mn (4.3.21)

[SIE

Comparando esse resultado com aquele da Expressdo 4.3.14, verificamos que ha

equivaléncia com minimizar a amplitude da solu¢do em r > 1/2. Na Figura 4.3.2 mostra-
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Iogm(F (w))

27 3 4

2.0F

-3.0F

-35F s

F(wWmin)=4.03x10"

a0l Wimin=9.03

—45}

(a) log; F ()

Figura 4.3.2: O oscillon em d = 3 como fluxo de radiacio minimo fora de sua regido central,
r < 1/2. Na Figura (a), a fun¢do fluxo de energia excedente, cujo minimo local préximo a
37 converge para F (@) ~ 2.8 X 1073 e acontece em @pin ~ 9.032. A Figura (b) mostra a
Expressao 4.3.15 com ® — Wiy, representando o oscillon guase exato em d = 3.

mos o comportamento de F(®) nos entornos de @ = 37. Nessa regido, o valor que minimiza
F(®) é Omin =~ 9.03, e, nesse ponto, o fluxo médio converge para o valor ndo nulo F (@) =
4.03 x 10~°. Note que a amplitude maxima em r > 1 /2 é aproximadamente A, ~ 2 X 1074,
o que, comparado com a amplitude da regido central A< ~ 5 x 102 representa aproximada-
mente 0.4% daquela. Dada essa proporcdo, consideramos a solugdo total como uma solugdo

aproximada, e a denominamos oscillon quase exato.
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5 Conclusao

O conteudo desta tese dividiu-se em quatro partes distintas:

1. Uma revisdo bibliografica detalhada sobre modelos com potencial ndo-analitico em fisica

de altas energias;

2. A apresentacao de novos resultados para ondas de choque com simetria radial e esférica

em (2+1) e (3+1) dimensoes;

3. Um estudo sistemdtico acerca do surgimento de massa em solugdes quase-livres do mo-

delo;

4. A aplicac@o de métodos analiticos de Fourier e Fourier-Bessel para a solucdo da equacao

de signum-Gordon em (d + 1) dimensdes.

5.1 Ondas de choque

Investigou-se o comportamento de uma classe especifica de solucdes para a equacdo
de campo escalar de signum-Gordon que apresentam descontinuidade na superficie do cone de
luz. Estudos anteriores haviam demonstrado a existéncia dessas solucdes somente para uma
dimensao espacial (n = 1).

Nosso trabalho evidenciou que, ao empregar o mesmo ansatz em dimensdes espaciais
superiores, obtém-se uma equacao ordindria com solugdes exatas, a qual foi resolvida para os
casos n = 2 e n = 3. Um resultado surpreendente foi que a determinagdo dos zeros da solugao
nao demanda métodos numéricos para a resolucio de equacdes algébricas. No caso particular de
ondas de choque com simetria esférica em n = 3, o processo de encontrar esses zeros revelou-se
particularmente simples.

Destacou-se, ainda, que ondas de choque representadas por ¢ (z) = 6(—z)W (z) consti-
tuem solucdes nao homogéneas da equagdo SG, incorporando um termo adicional com a fungao
delta de Dirac localizada no cone de luz. Essas solu¢des fundamentais das equagdes diferenciais
enquadraram-se nessa categoria.

Adicionalmente, explorou-se o comportamento das ondas de choque apds o desliga-
mento da fonte de energia. Ao desativar essa fonte (andlogo a remocao do termo de forca delta),

interrompeu-se a transferéncia de energia para a onda, impedindo sua propagacdo conforme pre-
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visto pelas andlises. Identificou-se uma regido que permaneceu inalterada dentro dos cones de
luz (vide Figura 2.6.5).

Nas simula¢des em duas dimensdes (n = 2), observou-se a formacao de estruturas in-
teressantes no campo ap6s a remog¢ao da fonte de energia. Entre essas, destacaram-se uma confi-
guracdo central em forma de “pico”, andloga a um oscillon analitico, € uma formacao anular ao
seu redor (conforme as observacoes iniciais da Figura 2.6.6(a) e da Figura 2.6.6(b)). Enquanto a
estrutura oscilante central se manteve estavel ao longo do tempo, o anel compacto fragmentou-
se em multiplas estruturas menores e oscilantes. Essa fragmentacao possivelmente decorreu, em
parte, de erros numéricos que introduziram oscilacdes de alta frequéncia no campo; contudo,
tais erros também atuaram como uma forte perturbagdo, revelando propriedades relevantes das
estruturas. As principais estruturas de grande escala, observadas no instante intermedidrio da
simulagdo (# = 10), preservaram sua simetria rotacional mesmo sob a influéncia de ruidos, su-
gerindo seu papel no decaimento e na “termalizacdo” da onda de choque (vide Figura 2.6.6(c)
e Figura 2.6.6(d)).

Em suma, este estudo forneceu insights valiosos sobre o comportamento das ondas
de choque diante de variacdes na fonte de energia, sobre a emergéncia de estruturas inéditas
durante o decaimento e sobre o potencial do ansatz escolhido para abordar a equacdo SG em
dimensdes espaciais superiores. Embora erros numéricos pudessem introduzir artefatos, es-
ses mesmos erros ofereceram informagdes relevantes ao promover perturbacdes. Investigacdes
futuras poderdo buscar maneiras de mitigar tais erros, visando resultados de maior precisao.

Por fim, destacaram-se alguns pontos principais:

1. Aplicagdo a equagdes SG forcadas: Paran > 1, as solugdes com W (0) = 2 mostraram-se
liteis para a resolucd@o de equagdes SG forgadas do tipo F(¢(z)) = f(z), em que F(¢) re-
presenta o lado esquerdo da equac@o SG em varidvel z, conforme a Expressao 2.1.8. Dado
que a solucdo fundamental D(z) = 0(—z)W (z) satisfazia F(D(z)) = 6(z), a soluggo ¢(z)
para uma forga arbitrdria f(z) pode ser expressa por meio de uma integral envolvendo

D(z) e f(2).

2. Realizacoes experimentais: Embora fora do escopo deste trabalho, enfatizou-se a pos-
sibilidade de explorar realizacdes experimentais de ondas de choque em duas ou mais
dimensdes espaciais. A dindmica do campo SG em n = 2, sob influéncia gravitacional,
relacionou-se a movimentacdo de uma membrana eldstica bidimensional sobre um plano

rigido. A “transformacgdo de desenrolamento” (unfolding transformation) Arodz et al.
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[2005] considerou a reflexao no plano, de modo que o campo SG atuou como um campo
auxiliar, mapeando sua dindmica para a da membrana via uma transformacao inversa de
dobramento. Ao elevar a membrana acima do plano em r = t, reproduziu-se o efeito de
uma forca delta no cone de luz. Forcas mais gerais f(z) também puderam ser considera-

das para modelar a elevacdo da membrana e a injecao de energia no sistema.

3. Desintegragdo da onda de choque e formacdo de Estruturas: A existéncia de uma solugao
de onda de choque exigiu um fluxo continuo de energia para a regido ocupada pela onda.
Com o cessar dessa transferéncia, a onda iniciou seu processo de desintegracdo. Em
estudos anteriores, observou-se que, em n = 1, tal processo originava vdrias estruturas do

tipo oscillon. Neste trabalho, foram levantadas duas questdes fundamentais:

* Questdo 1: Teria sido possivel a ocorréncia de processos dindmicos capazes de gerar
estruturas semelhantes a ondas de choque em 2+ 1 ou 3+ 1 dimensdes? Tal fend-
meno seria andlogo ao processo de espalhamento de oscillons descrito em Hahne
et al. [2020b], no qual se observou a formacdo de reservatorios de energia de den-
sidade muito alta sobre o cone de luz da solugdo, preservando a conservagdo de

energia.

* Questdo 2: Como se deu a desintegracao das ondas de choque em dimensdes superi-
ores? Esse processo produziu oscillons semiestaveis em dimensdes mais elevadas?
Diferentemente do caso unidimensional, ndo se apresentou uma férmula especifica
para tais oscillons. Os resultados numéricos sugeriram que, em 2 + 1 dimensdes, as
estruturas do tipo oscillon tendiam a assemelhar-se a “gotas” e ndo a anéis, e que
as ondas de choque degradaram-se simultaneamente nas dire¢des radial e azimutal.
Acreditou-se que investigacdes numéricas mais aprofundadas poderiam fornecer in-

formacdes adicionais sobre esse tema.

5.2 Massa espectral

Identificou-se uma correspondéncia préxima entre a relagdo de dispersdo de Klein-
Gordon e modos especificos de ondas planas em signum-Gordon. Embora tal correspondéncia
fosse esperada em teorias com minimos analiticos — uma vez que seus potenciais possuem
minimos com curvatura finita — sua manifestacdo surpreendeu nos modelos com minimos nio-

analiticos, em particular na aproximacdo de signum-Gordon. Isso porque essa aproximagao €
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desprovida de escala, além de altamente ndo linear e produz radiacdo em pacotes compactos,

com amplitude e frequéncia intimamente relacionados.

5.3 Métodos de Fourier

Foram desenvolvidos métodos de Fourier baseados em trabalhos pioneiros Arodz
[2004], Arodz and Klimas [2005], Arodz et al. [2005, 2006] nos quais o termo potencial da
teoria de campo foi transformado — a partir de uma expectativa sobre o comportamento do
campo — em um termo ndo-homogéneo de uma equagdo de onda livre. Essa transformacao re-
duz o problema a classes conhecidas e amplamente estudadas de EDP’s, com extenso suporte na
literatura fisica e matematica. Na forma original, o método utilizava termos ndo-homogéneos do
tipo f(¢) = £1, separando o problema em uma série infinita de equagdes cujas solugdes deviam
ser cautelosamente emendadas a fim de produzir uma solucdo vélida da equacio de campo ori-
ginal (no caso, signum-Gordon). Nossa extensdo promoveu esse termo a f(x,z) = “ =4 1(x,)”,
permitindo trabalhar com ele em espacgos algébricos como espacos de Fourier e Hankel, e os
cuidados necessdrios reduzidos apenas a garantir consisténcia entre o termo ndo homogéneo e
o potencial que representa, além de aspectos da radiacdo (que deve ser nula) e de consisténcia
causal do termo nao homgéneo.

Em (1+ 1) dimensdes, reproduziu-se o oscillon bdsico, demonstrando-se que sua
estrutura em espaco de Fourier é simples. Adicionalmente, construiu-se uma nova solu¢@o
exata de onda plana, cuja intima relacdo com solucdes do mesmo tipo em Klein-Gordon foi
estabelecida, corroborando os resultados obtidos nos estudos de massa espectral (Capitulo 3).

Em (d + 1) dimensdes, com d > 1, formulou-se uma classe particular de problemas
com simetria esférica (hiperesférica) em espacgo de fun¢des de Hankel (também conhecido como
Bessel-Fourier), destinada a descri¢c@o de oscillons com suporte circular, esférico etc., e de raio
fixo, nos quais o valor do campo transita por zero ao longo de seu periodo (de forma andloga
ao oscillon exato em d = 1), tendo uma frequéncia fundamental % como seu Unico parametro
determinante, quando a solugao existe.

Embora ndo se tenha demonstrado a existéncia exata de solu¢des dentro dessa classe
particular de (potenciais) oscillons para d > 1, constatou-se que, no caso particular d = 3, exis-
tem solucdes quase exatas. Esse resultado deve-se ao fato de que, mesmo havendo diversos
valores de @y que satisfaziam o requisito de que o campo se anule na superficie do suporte, ndo

¢ possivel, simultaneamente, satisfazer a condi¢do de que a primeira derivada radial da solu¢do
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também se anule — condic¢do indispensavel para evitar radiacdo externa ao suporte. Entretanto,
ao relaxar tais exigéncias, adotou-se um procedimento que minimiza a radiacio externa, de-
monstrando que a quantidade de energia radiada poderia ser consideravelmente pequena em
relacdo a energia total do oscillon. Naturalmente, esta propor¢do é dependente da solucdo apro-
ximada dentro da regido r < 1/2, e esta regido, por sua vez, depende de @y. O residuo a partir
do qual se arbitra a escolha de wy, portanto, depende ndo apenas da quantidade de radiagdo fora
da regido do oscillon, mas também da amplitude oscillon.

Esse achado mostra-se ttil para estudos futuros. Por exemplo, o mesmo procedimento
pode ser aplicado para d = 2 ou, alternativamente, permitir que o suporte do ansatz possa oscilar
periodicamente com frequéncia fundamental % (a mesma do oscillon desejado). Essa abor-
dagem possibilita a introducdo de novos parametros em modos de Fourier, que potencialmente
atenderiam as exigéncias de que o campo e sua derivada radial se anulem simultaneamente nas
bordas do suporte, de forma a evitar a radiacao externa permitindo que a solu¢do da equagao
ndo homogénea possa ser promovida a uma solucdo exata da equagdo de signum-Gordon em
(3+ 1) dimensdes.

Outro exemplo € a possibilidade de constru¢ao de condigdes iniciais quase exatas com
boosts para o estudo do espalhamento de oscillons em d = 3.

Em sintese, os métodos de Fourier desenvolvidos demonstraram-se promissores para

o estudo de oscillons em mais dimensdes.
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A Integral dos modos de oscilacao do oscillon d = 3

Nesta secdo oferecemos alguns detalhes sobre a solugdo da Integral (4.3.13). Ela pode

ser simplificada via
1 B 1 < 1 1)
(k2 —w?)  o*\k2-w? k)

Escrevemos, entao:

4ir—1 1
Anp (r) = 2n r [
° 2sin % sinkr < kcos % sinkr
/ dk———=—— —/ dk———~4——+—
0 k? — (x),% 0 k2 — a),%

N J/ N J/

e ls (A.0.1)
°°dk2$in§sinkr “dkkcos % sinkr
- /0 2 /0 K2

-~ -~

I L

=L —-L+L—-1I.

Assim,

oo ZSingsinkr

1 < 2sinkcosk
I{ _dl /0 dk sin 2kCOS r (A.0.2)

sinxcosy =5 [sin(x+y) +sin(x —y)]

sin|( % sin[(5 — r)k]|
I = /dk +/ dk————"— (A.0.3)

Encontrar o valor de /] equivale a resolver

© sinak 1 o elak
dk =-3[P.V. dk
/o P { /_m k 1 ’

e efetivar as devidas substitui¢des de ¢. A integral do lado direito tem um resultado conhecido:

=imsigno.
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Juntando cuidadosamente em /7,
1
T, r<-
I = 12 , (A.0.4)
0, r>=
€, portanto
1
nr+Cy, r<-=
I = 1
Cz, r> 5
As constantes podem ser determinadas considerando que
° 2sin ’% sin0
Il(r:O):/ —5—=0 = (=0
N k o (A.0.5)
N\’ 2) 2 )
e, finalmente
1
wr, r<-—
= ’ —2
h(r) T - 1
pa— r —
2’ 2
12:
A integral I; é semelhante a 11, exceto que a identidade trigononométrica utilizada é
. L. .
cosxsiny = - [sin(x+y) — sin(x —y)],
levando a
( 1
0, < =
r 21
T
L(r)=<Z == . (A.0.6)
=97 =3
T S 1
—_— ’/‘ —
(2’ 2
13:

Para a integral I3, usamos a identidade trigonométrica

sinxcosx = 3 [cos(x —y) —cos(x+y)]
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e, pelos mesmos argumentos usados para a solucdo de /1 e I, recaimos em termos do tipo

= cosak 1 oo el ok
——=-R P.V./ dk— .
0o K¥—w? 2 { oo kz—w,%}

Novamente, essa intergral tem um resultado conhecido:

oo elak T
P.V. /_mdkm =—Zsin(0lal).
Juntando,
cos 2 sin(@,r), r< !
T —S1 r, ' s —
Kir) =2 2 " 2
@ sin%cos(a) r), r> !
2 w 2
14:

De maneira andloga a I,

N —

o,
—sin 7" sin(@,r), r<

),
+cos Tncos(a)nr), r> =

2 ®, . W) . 1
Ly + sin 5 sin(@,r) — 7r, r< 5
J— — I [— n
BT S 2 5in 2 _ cos 2 cos(@,r) > L
—Ssin— — — r r> =
®, 2 2 o 2
Finalmente,
2 [0 [0 1
- 211 (BHCOSTH + sin 7") sin(@,r) —2r, n< 5

APl = mne; r 2 sin 2 _ cos 2 cos(@,r), n>
wn 2 2 n bl -

B Observacgoes sobre |¢| como uma série regular

Aqui, demonstramos os problemas inerentes a tentar expandir a fung¢do V(¢) = |9|

em um polindmio bem-comportado de grau infinito no sentido usual. Supondo a existéncia
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de tal série, mostramos que isso conduz a uma contradi¢do. Ressalta-se que isso ndo significa
que versdes regularizadas de |¢| ndo possam ser expandidas; na Se¢do B.1, revisamos algumas
dessas fungdes. Significa, porém, que tais expansdes precisam possuir certas propriedades para
captar a esséncia da fun¢do mddulo. Por exemplo, devem necessariamente constituir aproxi-
magcodes arbitrdrias no sentido analitico, em lugar de representarem computacdes tecnicamente
exatas de grau infinito.

Primeiro, escrevamos |¢ | como sign(¢) ¢. Segue-se que V'(¢) = ¢ 'V (¢). Portanto,
se |¢| pudesse de fato ser expresso como uma soma infinita de poténcias pares de ¢ (uma vez
que |¢| é uma fungdo par),

o M i
o= Y ——o“ (B.0.1)
k=ins. k+1

entdo a mesma expansao poderia ser escrita como

k+1
s e

¢ ¢
o] = [ao'v't@) = ["ao’ 6 V(@) =
Note o aparecimento do quadrado de (k+ 1). Iterando essa integragéo, obtemos

ol = ) oFt, (B.0.2)
k=1,35... k+1

o que deveria valer para qualquern =1,2,3,.. ..

Esse procedimento também pode ser revertido, partindo de |¢| = ¢V'(¢), levando a
mesma expressao porém com n — —n. Assim, a equacao (B.0.2) pode assumir também valores
negativos de n.

Isso €, naturalmente, contraditdrio, pois igualar duas dessas somas com valores distin-
tos de n e mesmos coeficientes A; s6 apresentaria solu¢io se A = 0 para todo k. Notavelmente,
1sso ndo se verifica na expansao truncada dependente de N com coeficientes /’L,EN) na Expr.

(3.2.18), apresentada na forma

N)
k+l

k‘
‘sz

N
0] ~ Vn(¢) = Z;,

a qual constitui uma aproximacao analitica arbitrdria.
Tal série deve necessariamente ser truncada, a menos que seja tratada em um contexto

de distribuicdes (se isso for sequer possivel). Essa necessidade decorre de que, como a expres-
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-0.2 _Aq —Ay2 0 Ao/2 Ao

Figura B.0.1: O potencial V;(¢) avaliado em N = 35 para diferentes valores do pardmetro s no
intervalo [—0.2, 2.5].

sd0 (3.2.23) mostra, o limite lim )»k(N) ou diverge para infinito ou tende a zero, para qualquer

N—oo
k=1,3,5,.... Incorporando ainda a dependéncia extra do inteiro arbitrario n da Série (B.0.2),
pode-se recorrer a
(N)
™ _ M
ks T (k+ 1)57

para s € Z. De fato, resultados numéricos indicam que valores reais para s sio compativeis com
a convergéncia correta da série, ainda que nao haja prova formal. Denotamos esse potencial
dependente do pardmetro s como V;(¢). A Figura B.0.1 exibe uma sequéncia de aproximagdes
usando N = 35 e diversos valores de s. As aparentes oscilacdes para valores pequenos de desse
parametro, sao devido ao uso de N relativamente pequeno.

Assim, a série truncada €, em termos técnicos, quase-invariante sob mudancas nos

valores de s e Ay (recorde-se a dependéncia implicita de A,EN) em Ag na expressao (3.2.18)).

B.1 Comparacio com outras regularizacoes de |¢|

Nesta subsecdo, discutimos a utilidade da expansdo mencionada. Mostramos que,
para certos procedimentos de regularizacdo listados abaixo, a expansao ou nao produz séries
convergentes em intervalos fora do parametro de regularizacio € (onde a parte linear da fun¢do
prevalece) ou nao elimina as patologias causadas pela funcdo valor absoluto. Consequente-
mente, essas expansdes sdo pouco praticas para estudar as principais caracteristicas do valor

absoluto como potencial na teoria de campos.
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Existem vérias formas de regularizar o potencial |¢|. Embora a lista a seguir ndo seja
exaustiva, mencionamos algumas técnicas e analisamos seu raio de convergéncia para dar uma

nog¢ao geral das dificuldades:

1. Poténcia: Ve(¢9) = (e +|¢|") 1 , com o caso comum de regularizacdo quadrética p =
2 — Ve =/€2+¢2. A expansdo em torno de ¢ = 0 produz uma série que pode ser

escrita na forma

Ve = €+¢;ak<%>kpla

e embora a; decresca rapidamente para p > 2, isso ndo basta para controlar valores de
¢ /e > 1. Esse raio vale para p = 2 e maiores. Para p < 1, o raio de convergéncia de fato
cresce, mas nesses casos (e também em alguns casos com p impar) deve-se usar |@| em

vez de ¢, o que anula o objetivo caso se pretenda eliminar as patologias ligadas a |¢|.

1
2. Exponencial: V;(¢) = Elog (¢f191 +-1). Embora a série

):10g<2)+M+% ﬁ

_ 6
€ 2 8 192 +0()

Ve(9

converta para qualquer valor de ¢, ela inclui explicitamente o termo |¢|, tornando-a ine-

ficaz se o objetivo é contornar as patologias associadas a |¢|.

3. Hiperbélica: V¢(¢) = _1ol

T 14+ elo| A expansao desta func¢do pode ser escrita como

[e)

Ve=9 Y (=1)(eg),

k=0

e possui raio de convergéncia ¢ < é

No geral, ndo € tarefa simples encontrar uma expansio adequada para |@| que elimine
suas dificuldades e preserve sua caracteristica principal — ser linear por partes. Apresentamos
um método sistematico capaz de lidar com o comportamento de |¢| em ¢ ~ 0 e de capturar seu

relevante regime linear assintético.
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