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RESUMO

Atualmente, computadores quanticos possuem pouco poder de processamento, pela alta
taxa de erros e a decoeréncia dos qubits, tornando dificil o desenvolvimento de algoritmos
quanticos que sejam tteis na pratica. Devido a esse fator, existe uma demanda por
programas que simulem classicamente o fendmeno de forma eficiente. Para isso, existe o Ket,
uma plataforma de desenvolvimento de algoritmos quéanticos que permite a simulagao de
circuitos quanticos em computadores classicos. O objetivo desse trabalho foi implementar
um novo modulo de simulacao no Ket, baseado no formalismo do Tableau. Esse método
permite simulagoes em tempo polinomial em relacao a quantidade de qubits, para circuitos
cujas portas estejam no grupo de Clifford, utilizando uma estratégia de representacao
de estados através do grupo de estabilizadores daquele estado, ao invés das amplitudes
em si. Com esse projeto, agora é possivel realizar simulagoes no Ket com mais eficiéncia,
permitindo que circuitos de correcao de erros, comumente feitos apenas com operadores
de Clifford, sejam simulados em tempo polinomial. Também foi implementada a opgao de
usar portas quanticas fora do grupo de Clifford, como a porta T, que permitem operacoes
universais, mas que aumentam exponencialmente o tempo da simulacao para cada porta
usada, ou seja, um circuito com varias portas T pode ser inviavel de simular. Para simular
essas portas, o modulo do Tableau foi estendido para permitir qualquer porta fora do
grupo de Clifford. O intuito dessa alteracao é que circuitos com poucas portas fora do
grupo comparadas com portas dentro do grupo ainda podem ser simulados em um tempo
aceitavel. Sendo assim, esse modulo pode ser escolhido para simular um dado circuito caso
ele seja mais eficiente do que o simulador padrao do Ket. O moédulo foi implementado em
Python e integrado com o Ket. Depois de implementado, a eficiéncia desses algoritmos foi
medida para varios circuitos, puramente de Clifford com varios qubits, com poucas portas
T, e com varias portas de Clifford, analisando também como o custo escala dependendo
da quantidade de qubits e portas utilizadas. As simulagoes com apenas portas de Clifford
obtiveram sucesso, conseguindo simular até 2000 qubits, para os circuitos com portas fora
do grupo, os tempos de simulagao tornam-se rapidamente proibitivos a medida que a
quantidade de portas cresce, conforme esperado.

Palavras-chave: Computacao Quantica. Simulagao Quéantica. Grupo de Clifford. Ket.
Plataforma Quantica.



ABSTRACT

Currently, quantum computers have low processing power, because of the lack of qubits
and high rates of noise, making it difficult to study quantum computing in practice.
Because of these factors, there exists a demand for software that can simulate classicaly
this phenomenon and in an efficient manner. For that, Ket was created, a platform for
quantum programming that allows simulation of quantum circuits in classical computers,
this work has the objective of implementing a new simulation module inside Ket, based on
the tableau method. This method allows for simulations in polynomial time in relation to
the qubits, for circuits that are inside the Clifford group, it uses a strategy of representing
the states through the group of stabilizer operators for that state instead of the amplitudes
themselves. Therefore, with this project, it is now possible to run simulations inside Ket
with more efficiency, allowing for error correction circuits, commonly made of Clifford
gates, to be run in polynomial time. The option to use T gates and other arbitrary gates
that allow for universal computation was also added, which allows for universal computing,
but that have exponential cost relative to the quantity of non-clifford gates used, for that,
the tableau module was extended to allow gates outside of the Clifford group. The point
of such alteration is that circuits with few non-clifford gates to clifford gates ration can
still be simulated in a feasible time. Therefore, this module can be chosen to simulate a
given circuit in case the user finds it faster than the default Ket simulator. The module
was implemented in Python and integrated with Ket. After implementing it, its efficiency
was measured through various circuits, including some with only Clifford gates, with a
lot of clifford gates, and with few non-clifford gates, analyzing how the time cost scales
depending on the quantity of qubits and gates used. The simulations with only clifford
gates were a success, achieving around 2000 qubits simulated in a feasible time, for the
simulations with gates outside of the clifford group, the simulation times would quickly
become prohibitive as the amount of gates grew, as expected.

Keywords: Quantum Computing. Quantum simulation. Clifford Group. Ket. Quantum
Platform.
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1 INTRODUCAO

Um tema relevante da computacao é a complexidade temporal de problemas compu-
tacionais, isto é, saber o quao demorado um problema se torna a medida que as instancias
dele aumentam de tamanho. Por exemplo, procurar o nome de uma pessoa em uma lista
nao organizada de nomes possui complexidade linear, pois no pior caso, a auséncia do
nome na lista, esta precisa ser completamente percorrida.

Esse tipo de problema é classificado como complexidade O(n) (Cormen et al., 2009),
pois o problema cresce, em pior caso, tao rapido quanto a fungao n. Grover mostrou, em
1996, que era possivel encontrar um objeto em uma lista ndo ordenada utilizando apenas
O(y/n) operagoes (Grover, 1996). Fazendo uso dos fendmenos da mecéanica quantica,
esse novo paradigma de computagao vem se mostrando capaz de resolver problemas de
uma forma diferente dos computadores classicos, e em alguns casos, com complexidades
inferiores.

Existe uma procura constante por algoritmos mais eficientes para os problemas
matematicos, alguns problemas sdo atualmente tdo complexos que mesmo instancias
pequenas deles nao sao computaveis em tempo habil. Esse é o caso para problemas como o
de fatoracao de nimeros e logaritmo discreto, que em computadores classicos custa tempo
subexponencial para resolver (Menezes; Oorschot; Vanstone, 1996).

Muitos problemas conhecidos ja estavam bem estabelecidos em suas classes de
complexidade, a busca em uma lista nao organizada, por exemplo, nao parecia ser possivel
computar de modo mais eficiente do que O(n). Atualmente, acredita-se que o problema
do caixeiro viajante, assim como outros problemas da classe NP-completo, sao problemas
que nao podem ser resolvidos em tempo polinomial (Sipser, 2012), e até hoje, mesmo
com computadores quanticos, nenhum algoritmo foi encontrado para resolver qualquer
um deles em tempo polinomial.

Os problemas para os quais nao hé, até o momento, algoritmo em tempo polinomial,
nem tampouco foram demonstrados estarem na classe NP-completo, sdo chamados de
NP-intermediarios (Sipser, 2012). Para esses alguns algoritmos quanticos foram desenvol-
vidos que resolvem o problema em tempo polinomial, ou seja, garantem uma aceleragao
exponencial em relagao aos cldssicos, como é o caso do algoritmo de Shor, que consegue
resolver, usando computagao quantica, o problema de fatoracdo de niimeros, e o problema
de logaritmos discretos (Shor, 1994).

Entretanto, a computacao quantica tem suas limitagoes, pois, para conseguir execu-
tar um algoritmo quéntico, é necessario modelar o problema alvo de uma forma equivalente
no paradigma quantico. Essa tarefa nao é trivial, existem diversas restricoes na maneira
de pensar e representar os problemas, de formas que conflitam com a versao classica.

Além da computacao, na area da quimica também existe uma demanda por com-

putacao quantica, pois a natureza de superposicao e entrelacamento dos qubits permite
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simular facilmente o comportamento de moléculas, algo que para computadores classicos
também ¢é visto como um problema de complexidade alta. Diversos trabalhos foram feitos
estudando o comportamento de moléculas simples usando computadores quanticos, e é
esperado que com computadores melhores, seja possivel estudar o comportamento de
moléculas mais complexas como aquelas usadas em medicamentos (Cheng et al., 2020).

O avanco nessa area ¢ dificultado pela falta de computadores quanticos que podem
ser de fato utilizados. Modelar algoritmos quanticos se torna uma tarefa muito mais dificil
quando o objeto da pesquisa existe apenas de forma tedrica. Para isso, muitos projetos
foram criados com o propésito de auxiliar o desenvolvimento e simulagao da computacao
quantica, tornando ela um objeto mais acessivel, entre eles a linguagem de programacao
Ket (Rosa; Santiago, 2021).

Essa simulacao é uma tarefa de complexidade exponencial, o que inviabiliza as
simulagoes de larga escala. Portanto, grande parte da pesquisa na area de simulacao
quantica se baseia em reduzir a complexidade da simulagao, em busca de aumentar a
quantidade de qubits simulados.

Dentre as diversas formas de simular computacao quantica, ha uma técnica que pode
ser feita em tempo polinomial, ela é voltada para circuitos de Clifford, os quais sao gerados
por um subconjunto das portas quanticas possiveis. Esse subconjunto é caracterizado por
conter as portas: Hadamard, Phase, e CNOT (Gottesman, 1997).

A implementacao de um simulador que use o grupo de Clifford nao é novidade, e
ja foi explorado em outros trabalhos, demonstrando sua eficacia para circuitos dessa sub
categoria (Garner et al., 2025). Nesse trabalho, serd implementado a mesma estratégia
para a plataforma Ket, com uma adi¢ao de simular portas fora do grupo.

Esse grupo de portas nao é capaz de criar o conjunto universal de operacoes, o
que limita as simulac¢oes possiveis, pois varios algoritmos quanticos usam portas fora do
grupo de Clifford. Apesar das limitacoes, esse subconjunto de operacoes ainda permite o
entrelagcamento de qubits e a superposicao, o que ajuda, em parte, a modelar algoritmos.

A limitagdo verdadeira esta nas amplitudes arbitrarias de probabilidade. Em um
computador quantico, os qubits podem estar em uma superposicao de diversos estados,
e cada estado pode ter uma probabilidade qualquer de ser medido, desde que todas as
probabilidades somem em 1. Por exemplo, um qubit pode ter 10% de chance de ser medido
0 e 90% de chance de medir 1.

No grupo de Clifford, qubits em superposicao sempre tem 50% de chance de serem
medidos como |0) e 50% de |1). O tinico jeito de atingir valores arbitrarios de probabilidade
¢ inserindo uma porta fora do grupo, como a porta T', que torna a computacao universal.

Outra area importante desse trabalho é a ideia de correcao de erros. Atualmente,
computadores quanticos sdo extremamente ruidosos, isso é, sdo suscetiveis a erros, tornando
dificil realizar computagoes demoradas sem os erros inviabilizarem a informacao. Para isso,

estao surgindo diversos estudos sobre como corrigir os erros do computador, que utilizam
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circuitos de correcdo de erros, formados principalmente por operadores de Clifford, e
baseados na ideia de estabilizadores, ambos elementos viaveis de calcular polinomialmente
com o método de Tableau (Devitt; Munro; Nemoto, 2013).

Estabilizadores sao operadores que nao alteram o estado do computador, isso é
relevante para correcao de erro pois se um estabilizador é aplicado a um estado, e o seu

valor ¢ alterado, significa que aquele estado foi afetado por um ruido.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo Geral

O principal objetivo deste trabalho é implementar um simulador quantico alter-
nativo para o Ket, que podera ser utilizado opcionalmente pelo usuario, otimizado para
simular circuitos de Clifford em tempo polinomial. E que permita o uso de portas fora do
grupo de Clifford usando uma extensao do método de Tableau. Permitindo, dessa forma,

a simulagao de circuitos maiores no Ket com complexidades temporais melhores.

1.1.2 Objetivos Especificos

O1 Estudar a literatura atualizada sobre simulagao de circuitos de Clifford.

02 Implementar um codigo para a simulagao de Tableau seguindo a literatura, no
Python.

03 Adicionar operagoes fora do grupo de Clifford na simulacao.
04 Integrar o c6digo com a plataforma Ket.

05 Avaliar o desempenho do codigo desenvolvido.

1.2 ESTRUTURA DO DOCUMENTO

No Capitulo 2 sera introduzido a base da computacao quantica, com os conceitos
de qubits, os operadores que agem nos qubits, o grupo de operadores de Clifford, o grupo
de operadores Pauli, e as representagoes matematicas para cada um desses objetos. A
ultima secao do capitulo serd focada no conceito de Estabilizadores.

O método de simulagao se baseia em representar estados quanticos através do grupo
de estabilizadores do estado, utilizando uma tabela que codifica o conjunto gerador desse
grupo, o que sera explicado no Capitulo 3. Em cada se¢ao serd explicado como que os
operadores de Clifford podem ser aplicados na tabela, quais mudancas isso implica, e como
medir os valores. Por fim serao mostrados os operadores extras: portas 1", portas Toffoli e

portas genéricas.
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Capitulo 4 detalha as informacoes sobre como foi feita a implementacao do tableau
no Python, as otimizagoes feitas para reduzir o tempo de computagdo, assim como a
integracao desse codigo dentro da plataforma Ket. Também informando as adig¢oes feitas
para que as portas fora do grupo pudessem ser executadas.

Para testar o desempenho dessas implementagoes, o Capitulo 5 relata quais circuitos
foram testados, e como o tempo de execugao escala de acordo com a quantidade de qubits
e de portas logicas utilizadas para cada circuito. Esses testes se separam em dois tipos, os
que tem exclusivamente portas de Clifford, e os que utilizam portas fora do grupo.

Por fim, no Capitulo 6 serao discutidos os resultados do trabalho, e as conclusoes
obtidas a partir dos testes de desempenho realizados, assim como possiveis trabalhos

futuros.

1.3 TRABALHOS CORRELATOS

O formalismo de Tableau ¢é algo que ja foi estudado em diversos trabalhos como
uma ferramenta para criar circuitos de correcao de erro, no entanto, o uso do Tableau
para a simulacao de circuitos foi muito pouco explorado na literatura.

Ha um trabalho que utiliza a ideia de simular circuitos de clifford de forma polino-
mial, expandindo na ideia do tableau com o conceito de grafos de estado. Nesse caso, ao
invés de representar estados pelos estabilizadores, o estado é representado por um grafo
de quais qubits interagiram, e em que estao cada um estd (Anders; Briegel, 2006).

Existe também Um trabalho que utiliza o conceito de tableau como originalmente
proposto, expandindo ele para o uso de portas T' com magic states, essa implementagao é
feita de forma aproximada, o real estado da simulacido nao é possivel ser obtido, no lugar
existem procedimentos feitos para que a resposta seja préxima do desejado dado uma
margem de erro (Bravyi; Gosset, 2016).

Essa mesma ideia é evoluida em outro trabalho, tentando diminuir a complexidade
temporal da aplicacao de portas 7', novamente a simulagao nao ¢é exata, e apenas uma
aproximacao do estado real é atingida (Huang; Love, 2019).

Dessa forma, nao foi encontrado nenhum trabalho que faca a simulacao quantica
usando o formalismo de Tableau e que consiga representar com exatidao estados nao
cliffordianos. Além disso, os trabalhos encontrados se restringem a usar apenas portas 7,
o que torna lento a simulacao de portas de Toffoli e outras portas mais complexas, devido
a necessidade de decompor elas em multiplas portas 7'

Nesse trabalho, serao feitas formas de aplicar portas genéricas e portas controladas
diretamente no Tableau, sem que seja necessario a decomposicao custosa das portas,

através de otimizagoes que serao tratadas no Capitulo 4.
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2 COMPUTACAO QUANTICA

Nesta se¢ao, sao tratados todos os assuntos basicos de computacao quantica, ne-
cessarios para entender o formalismo do tableau. Introduzindo formalmente o conceito
de qubit na Secao 2.1, e os operadores de qubits na Secdo 2.2, junto com as defini¢oes
matematicas por tras de como eles funcionam. Também serd brevemente comentado sobre
a esfera de Bloch na Se¢ao 2.1.1, uma forma de visualizar um qubit.

Com isso definido, serao explicados, com mais detalhes, os dois principais grupos
de operadores desse trabalho, na Secao 2.2.2 sobre o grupo de Clifford, o qual representa
as operagoes que podem ser simuladas pelo tableau. E na Secao 2.2.3 sobre o grupo de
Pauli, que é utilizado para simular o tableau em si. Por fim, na Secao 2.3, serd explicado

o conceito de Estabilizadores que sera necessario para entender o tableau.

2.1 QUBITS

A unidade béasica da computagdo quantica é o qubit, utilizado para guardar infor-
macao, analogo aos bits de um computador classico. No entanto, enquanto um bit normal
sempre vai ter o valor de 0 ou 1, o qubit se comporta de maneira mais complexa, parecendo
estar em 0 e 1 a0 mesmo tempo, o que é chamado de superposi¢ao. Isso acontece apenas
enquanto o qubit nao for observado (o que nesse caso equivale a ser medido, ou lido)
(Yanofsky; Mannucci, 2008).

Em teoria, essa capacidade de estar em superposicao, junto com a de emaranhar
qubits, permite ao computador quantico uma vantagem exponencial em relagao aos com-
putadores classicos (Cuffaro, 2013). Isso ocorre porque a informacao de cada estado nessa
superposi¢ao é computada em paralelo. Ou seja, sendo n o nimero de qubits de um compu-
tador quantico, é possivel executar 2" estados diferentes no mesmo passo de computagao.

Porém, para resolver os problemas computacionais, precisamos obter valores de
retorno, para isso, é preciso medir os qubits. Nesse momento de observacao, a superpo-
sicao deles colapsa, e apenas um estado representado por 0’s e 1’s é visto, igual ao de
um computador classico. Quando os estados colapsam, a informacgao de todas as outras
execucoes diferentes da que foi observada, se perde. Isso estabelece um desafio para fazer
uso da computacao exponencialmente paralela do computador quantico, pois nao é util
computar 2" estados diferentes se apenas a informacao de um deles sera vista.

Dizer que um qubit esta em um estado de superposicao de 0 e 1 significa dizer que
ele tem uma certa probabilidade de, quando medido, colapsar em 0, e outra probabilidade,
complementar, de colapsar para 1. Tendo isso em mente, é possivel representar um qubit
com um valor alfa («) e um valor beta (/3), representando os valores da amplitude de
probabilidade de 0 e de 1, respectivamente. Essa amplitude pode ser qualquer niimero
complexo, dada a restrigao de que |a|* + |3|? = 1, isso é, a probabilidade do qubit estar

em 0 somado & probabilidade do qubit estar em 1 deve ser igual a 100%. E comum essa
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informagao ser representada como « |0) + 5 |1) usando notacao Bra-ket, dessa forma, uma
superposicao de |0) e |1) é representada como uma soma dos vetores kets, ponderada pelas
amplitudes.

O motivo de niimeros complexos serem usados, em invés de apenas nimeros reais,
se da pois além do valor de probabilidade, os qubits também podem ter um sinal, chamado
fase, com valor complexo unitario. Isso nao afeta diretamente no valor observado, mas
permite que qubits de determinadas fases interfiram uns com os outros de forma construtiva,
intensificando a probabilidade de um dado resultado aparecer, ou de forma destrutiva, em
que duas ou mais probabilidades se cancelam, removendo a chance de um determinado
estado aparecer.

Essa interferéncia é o foco de algoritmos quanticos como o Grover, pois permite
que a probabilidade da resposta desejada aparecer seja intensificada dentre os 2" estados
possiveis, enquanto os resultados indesejados se cancelem (Grover, 1996).

As representagoes dos qubits em simulagoes classicas e no papel focam principal-
mente na algebra linear, que é capaz de representar fielmente o comportamento dos qubits
e operadores. Nela, os estados quanticos de n qubits sao representados como vetores coluna
de tamanho 2", em que cada posicao do vetor guarda a amplitude de um dos possiveis
estados da superposicao.

Um tnico qubit pode ser representado por uma soma dos kets |0) e |1) que repre-
sentam respectivamente os vetores (§) e (). Para representar estados quanticos com mais
de um qubit, como por exemplo, o estado |10), basta realizar o produto tensorial entre
os vetores dos estados |1) e |0), ou seja, |1) ® |0). Um exemplo dessa operagao é dado na
Secao 2.2.1.

Por exemplo, com 3 qubits, existem 8 possibilidades de valores (000, 001, 010, ..., 111),
e um estado pode estar em uma superposicao de todos esses valores ao mesmo tempo.
Por exemplo, um estado quantico que estivesse em uma superposicao dos valores 000, 011,

100, 111 e as amplitudes de probabilidade desses estados fossem \/f@, \/i’@, \/%, \/%

respectivamente, seria representado dessa forma:

000
001
010
011
100
101
110
4 | 111

S O oo ot O O

Para obter a real probabilidade de medir aquele estado, basta multiplicar o valor

daquela posi¢ao pela sua composta conjugada. No caso dos niimeros reais, isso implica
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em obter o valor da amplitude ao quadrado. Nesse exemplo, a chance do estado 100 ser

64
169"

Esse estado também pode ser representado com notacao Bra-ket, nessa notacao,

medido, é de

¢é explicitado a amplitude apenas dos estados que possuem alguma chance de aparecer.

. ~ . 8]000)+5/011)+8|100)+4|111
O exemplo anterior na notagao braket seria dado como 1000)-+5] \}% MY sendo que

a|011) nada mais é do que o vetor de 8 dimensdes com a 4* posi¢ao valendo a e todo resto

valendo 0, ou seja, cada ket individualmente representa um pedaco do vetor.

2.1.1 Esfera de Bloch

A esfera de Bloch é um modelo geométrico criado para representar um qubit e as
operagoes que sao realizadas nele. Ela auxilia a criar um entendimento mais intuitivo das
transformacoes que ocorrem em um qubit por dadas matrizes.

Um qubit pode ter qualquer valor de amplitude complexo para o |0) e [1), desde
que os modulos das amplitudes, ao quadrado, somem em 1, resultando em 4 graus de
liberdade. Porém, é sempre possivel fatorar a fase global de um estado de forma que a
amplitude do |0) seja apenas um numero real (Yanofsky; Mannucci, 2008).

Por exemplo, o estado %(z |0) — |1)) pode ter o fator imaginario de i removido,
resultando no estado %(|O> +i|1)) equivalente ao anterior.

Ou seja, um qubit pode ser sempre representado em 3 dimensoes sem perda de
informagao, dado isso, o modelo de Bloch foi criado com o intuito de facilitar a visualizagao

de como um qubit se comporta.

Figura 1 — Esfera de Bloch: Representacao 3D de um qubit. Retirado de: (Frisk Kockum;
Nori, 2019)

Na Figura 1, um qubit é definido como um ponto na superficie dessa esfera. Se o
ponto estiver no polo norte, o qubit representado tem valor |0), se ele estiver no polo sul,

tem valor |1). Quando o qubit ndo estd nos polos extremos, ele estd em uma superposicao
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dos dois, o equador da esfera representa todas as superposicoes de probabilidade igual de
ser medido |0) e |1). Quanto mais perto do |0), mais provavel é daquele estado ser medido,
e vice-versa para o |1).

Os estados |4),|—),|+i),|—17), representados como pontos da esfera nos eixos x
e y, sao estados com superposicao, convenientes de serem nomeados. Eles representam
respectivamente: |+) = %(lO) + 1)), |-) = %(|0> — 1)), i) = %(|0> +1i|1)), e |—i) =
210y — 1)),

As portas de Pauli (X, Y, e Z), que serdo vistas na Segao 2.2.3, podem ser interpre-
tadas como rotacoes do vetor estado nos 3 eixos da esfera, por exemplo, quando a porta
7 ¢é aplicada no qubit, o vetor que representa o estado atual vai ser rotacionado 180z em
volta do eixo Z. Vale observar que se o estado estiver exatamente em |0), ele nao sera
afetado pela rotacao. Assim como |4) nao é afetado por rotagoes no eixo X, e |+i) nao é

afetado pelas rotacgoes Y.

2.2 PORTAS LOGICAS

Analogo ao computador classico, no computador quantico existem diversas portas
logicas que alteram o estado dos qubits. Porém, além das portas que alteram o valor do
qubit, também existem portas que alteram a fase, e portas que levam um estado para
uma superposicoes de estados.

Essas transformagoes sao a base da computacao quantica, é com elas que circuitos
sao montados, e como computadores quanticos atuais sao muito custosos de utilizar, existe
uma demanda por simulagoes eficientes desses circuitos.

As principais portas usadas sao as de rotagao nos eixos tridimensionais, X, Y, Z, a
porta de Hadamard, que permite superposicao, a porta CNOT que permite o entrelaca-
mento, além da porta T, que, junto com as outras, permite universalidade na computacao
(Aaronson; Gottesman, 2004).

A porta H, quando aplicada a um qubit valendo |0), o coloca em uma superposicao
de |0) e |1) com probabilidade igual, o mesmo acontece quando aplicada a um qubit |1)
com a unica diferenga sendo uma fase negativa relativa no estado |1). Essa operac¢ao pode

ser representada pela seguinte matriz.

LR 1 0)+[1
Y me

Cada porta logica tem uma matriz correspondente, dessa forma, a execucao de
algoritmos quanticos pode ser descrito através de matrizes que multiplicam vetores, esses
vetores representam os estados.

Da mesma forma que um estado de multiplos qubits pode ser expresso como
um produto tensorial de varios qubits. Operadores agindo em varios qubits podem ser

expressos com o produto tensorial de operadores de 1 qubit. Por exemplo, a agao de
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aplicar a porta X nos 3 dltimos qubits do estado [1111) pode ser expressa pela operagao
I ® X ® X ® X. Durante esse trabalho, o simbolo de multiplicacao tensorial sera omitido,
portanto o operador seria expresso como /X X X |1111) = |1000).

Para expressar que duas operagoes foram realizadas sob um estado, uma seguida da
outra, é utilizado o -, para expressar multiplicacgao matricial. Por exemplo, para expressar
que a porta Z foi aplicada no estado |0) 4 |1), e depois a porta X, a notagdo usada nesse
trabalho seria X - Z(]|0) + |1)) = —|0) + |1).

2.2.1 Exemplo Produto Tensorial

O Produto Tensorial ¢ utilizado tanto para estados quanto para operadores com o
propésito de estendé-los para mais qubits, caso seja necessario expressar um sistema de
multiplos qubits, ele é expresso com produtos tensoriais de vetores-estado, e as operacoes
nele sao expressas pelos produtos tensorias de operagoes menores.

Como exemplo, o estado |01) é representado com o seguinte produto tensorial,

|0) ® |1), o resultado dessa operagdo é a seguinte.

o 0
1 0 1 1
Lol = || s ¢
0
1 0

Para realizar uma operagao no estado |01), é necessaria uma matriz 4x4, (caso o
estado tivesse 3 qubits, seria necessario uma matriz 8x8), essa matriz pode ser montada a
partir de matrizes menores que representam operacoes aplicadas a cada qubit individual-
mente. Como exemplo, para aplicar uma porta X no primeiro qubit, é necessario realizar a
operagao X ® I, para aplicar uma porta X no segundo, seria I ® X. A Equacao (3) mostra
como seria a matriz para o operador que aplica X no primeiro qubit, e Z no segundo, ou
seja, X ® Z.

0 1 0 1 1 0 0 1 0

01 1 0 0 —1 0 —1 0 0 -1
R — - (3)

1 0 0 —1 1 1 0 0 1 0 1 0 0

0 —1 0 —1 0 -1 0 0

Para operadores com mais qubits sdo necessarios o produto tensorial de mais
operadores, na forma que a dimensao do operador tenha que ser a mesma da quantidade

de linhas do estado afetado.

2.2.2 Grupo de Clifford

O Grupo de Clifford ¢ definido como todas as operagdes de matrizes geradas

pelo conjunto de portas CNOT, Hadamard e Phase, sob a operacao de multiplicacao
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(Gottesman, 1998).

Esse grupo de operagoes é relevante para o trabalho, pois qualquer circuito cons-
truido apenas a partir de operagoes do grupo de Clifford pode ser simulado em tempo
polinomial usando o método de Tableau (Aaronson; Gottesman, 2004). Serd visto em
detalhe o que cada operacgao faz, para depois analisar como simular elas de forma eficiente.

A porta de Hadamard ja foi brevemente explicada antes como sendo responsavel
por superposicoes. Um exemplo pratico, Hadamard aplicada em um estado quantico na

3]0)+4]1) . . . .
===+, Para todas as operagoes quanticas, aplicar ela em uma superposicao

superposicao
retorna o mesmo valor que aplicar ela separadamente em cada possibilidade, e somar os

resultados. Logo, essa operagao resultaria em:

00—
e U

L3 10) + 41 1)) = £ (317 )

1
=ﬁ<7 0) = [1)) (4)

A porta Phase permite que uma fase i seja adicionada aos estados de valor |1) no
estado quantico. Por exemplo, se a porta Phase é aplicada no estado (3+24) |0)+(5+444) [1),
o resultado seria uma fase ¢ aplicada no |1). Ou seja, (3+21) |0) 4+ (5i—4) |1). A Equagao (5)

mostra a matriz correspondente com essa operagao.

sz[é?’]: 5)

7

A porta CNOT é o que permite o entrelagamento de qubits, isso é, fazer com que o
valor de um qubit dependa do valor de outro. Ela funciona usando dois qubits, um deles
funciona como controle, e o outro como alvo. Uma porta X, de negagao, que ira trocar o
valor do qubit, serd aplicada no alvo caso o controle seja igual a |1). Entdo em um estado
quantico do tipo \/%(|00> + 3]10) 4+ 211)), caso a CNOT seja aplicada com o primeiro
qubit sendo o de controle e o segundo sendo o de alvo, o |10) ird se transformar em [11) e
vice-versa, transformando o estado em \/%(|OO) +3]11) +2|10)). A Equagao (6) mostra a

matriz correspondente da operagao, como ela afeta dois qubits ela tem tamanho 4 por 4.

CNOT = = (6)

o O O =
o O = O
_ o O O
o = O O
l
T

2.2.3 Portas de Pauli

As portas de Pauli sdo as portas X, Y, Z e I, elas também sao utilizadas em

algoritmos quénticos como a base da computagao (Nielsen; Chuang, 2011). Sera visto a
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defini¢do delas e no Capitulo 3 como que elas se comportam no Tableau. As matrizes que

representam elas sao as seguintes.

7 = (1] _01];» (8)
- ‘()Z’];x 9
E (10

Essas portas estao presentes no grupo de Clifford, pois todas elas podem ser de-
rivadas utilizando apenas H, Phase e CNOT, seguindo as equivaléncias apresentadas na

Equagao (11), Equagao (12) e na Equacao (13).

—sHs = (11)
> (12
—st xS = (13)

Sendo que St é a operacdo inversa de S, que pode ser obtida com trés S consecutivos

(S-8-5), ou calculando a matriz transposta conjugada de S (Nielsen; Chuang, 2011).

2.2.4 Portas T

Existem infinitos operadores possiveis além daqueles do grupo de Clifford, pois
qualquer matriz 2 por 2 unitaria representa uma operacao valida na computacao quantica.
No entanto, nem sempre é necessario representar todos eles, pois alguns podem ser des-
compostos em outras portas. Logo, s6 é necessario um conjunto finito de portas para que
a computacao seja universal.

Para este trabalho, sera apresentado uma forma de decompor qualquer operacao
quantica em varias portas Pauli, e serd dado um foco maior para a porta T pois ela é
usada na decomposicao de diversas portas comumente usadas (Kitaev, 1997).

Uma porta T pode ser interpretada como uma raiz quadrada de uma S, pois ela
obedece a identidade T - T = S. Outra interpretacdo para a agdo de uma 7', é uma
transformacao que quando aplicada a um estado qualquer, nao altera os valores |0) mas

aplica uma rotacao v/i no estado |1). Sendo essa rotacio metade da rotacdo de uma porta
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S, um quarto da rotagdo de uma porta Z, ou um oitavo de uma rotacao completa no

plano complexo. A matriz é representada na Equacao (14).

-l 3 - 1

2.3 ESTABILIZADORES

Estabilizadores sao a base do método de Tableau, é utilizado o grupo de estabiliza-
dores para representar os qubits, o que ocupa menos espago que representar um estado
pelo seu vetor.

O conceito de estabilizadores é usado para descrever operadores. Um operador é
dito como estabilizador de um estado |) se, quando aplicado ao estado, ele resulta no
mesmo estado |p), ou seja, ndo altera o seu valor. Outra interpretacdo para essa operagao
é que o operador é dito como estabilizador de um estado caso aquele estado seja um
autovetor do operador com autovalor +1.

Um exemplo é o estado |11), ele é estabilizado pelos operadores ZZ e —IZ, pois
uma porta Z aplicada em um qubit |1), deixa o sinal da fase negativo, mas quando duas
portas 7Z sao aplicadas em cada qubit, ambas as portas revertem o sinal, e o estado acaba
com amplitude positiva novamente. O operador —IZ tem o mesmo efeito, negando o sinal
do qubit |1), mas adicionando uma fase negativa junto, cancelando o efeito no final.

Esses nao sao os tnicos estabilizadores para o estado |11), o operador —Z1 também
estabiliza esse estado, assim como [, porém, esses operadores podem ser representados
como combinacgoes lineares dos operadores anteriores, —Z[1 = ZZ - —1Z, e Il = ZZ -
Z 7. Para cada estado, existe um grupo de estabilizadores, fechado para a operacao de
multiplicagao de matrizes.

No Capitulo 3 onde sera apresentado o método de Tableau sera visto como o
conjunto minimo gerador desse grupo é relevante. Um conjunto é dito gerador de um
grupo quando ele possui as matrizes necessarias para criar todas as matrizes de um dado
grupo. Para o estado |1), s6 as matrizes ZZ e —IZ j& conseguem criar todos os operadores
estabilizadores.

Dado um operador Uy, é dito que ele comuta com um operador U, se e somente
se Uy - Uy = U, - Uy, e anti-comuta caso Uy - Uy = —Usy - U;. No formalismo do Tableau, é
usado o conceito de portas destabilizadoras, cuja definicdo é um conjunto em que cada
elemento, ou seja, cada operador, anti-comuta com uma matriz do conjunto estabilizador,
e comuta com todas as outras (Aaronson; Gottesman, 2004).

Por exemplo, para o estado |11), e geradores de estabilizadores {—1Z7, ZZ}, o
conjunto de desestabilizadores seria {X I, X X}. O operador X comuta com —IZ, pois
XI-—I17 = —17Z-XI = —XZ, e anti-comuta com ZZ, pois ZZ - X1 = 1Y Z mas
XI-Z7Z =—iYZ. Ja o operador XX comuta com ZZ, pois ZZ - XX =iYiY = -YY =
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XX -ZZ, e anti-comuta com —1Z, pois XX - =17 = +iXY mas —[7 - XX = —iXY.
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3 METODO DE TABLEAU

A computagao quantica pode ser simulada em um computador classico apenas com
vetores e matrizes, essa forma é chamada de simulagao de vetor de estados, os vetores
representam os qubits, e as matrizes os operadores. Essa simulacao pode levar tempo e
espaco exponencial para um computador classico em relagdo ao niimero de qubits, portanto,
geralmente usam-se outras estratégias para simular qubits de forma mais eficientes.

Esse é o caso do Método de Tableau. Ele se baseia inteiramente na ideia de que
estados quanticos podem ser representados unicamente por um grupo de operadores
estabilizadores para aquele estado.

Para cada estado quéntico, existem diversas combinagoes de portas estabilizadoras,
e esse conjunto tende a crescer exponencialmente conforme a quantidade de qubits cresce.
Logo, para representar o grupo de todas as portas estabilizadoras, geralmente se usa
apenas um conjunto seleto de portas que juntas, por combinagao linear, resulta em todos
os operadores possiveis, ou seja, o conjunto gerador daquele grupo.

Para que o grupo seja tnico para aquele estado, é necessario que o grupo tenha n
graus de liberdade, sendo n a quantidade de qubits no estado. Esses graus de liberdade
sao medidos através do conjunto gerador do grupo. Esse conjunto gerador deve possuir n
operadores que sao linearmente independentes, ou seja, que nao podem ser recriados com
os outros operadores do conjunto (Yashin; Elovenkova, 2025).

Esse conceito de portas estabilizadoras e desestabilizadoras é utilizado no Método de
Tableau para representar um estado quéantico, e dessa forma simuld-lo em um computador
classico (Aaronson; Gottesman, 2004).

Para fazer a simulacao, é primeiramente feita uma matriz de tamanho 2n por 2n+1,
sendo o n o numero de qubits que se deseja simular, e o +1 necessario para representar o
sinal das portas. A matriz pode ser dividida em 4 quadrantes de tamanho n x n, ignorando
a coluna de sinal. Além disso, a matriz é bindria, ou seja, os valores de cada célula podem

ser apenas 0 ou 1.

X1 | Xo | X3 | Xy | Z1 | Zo | Z3 | Zy | F
0 0 0 0 0] 0] 0] 01O
0 0 0 0 0[]0 0] 01O
0 0 0 0 0007|010
0 0 0 0 0] 0] 0] 01O
0 0 0 0 0]0] 0] 01O
0 0 0 0 0007|010
0 0 0 0 0]0 ] 07010
0 0 0 0 000|010

Tabela 1 — Exemplo de tabela nao preenchida para um estado de n = 4 qubits.

Os dois quadrantes superiores (em que a linha varia de 1 a n) representam os deses-

tabilizadores, ja os quadrantes inferiores (de n 4 1 até 2n) representam os estabilizadores.
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Os quadrantes da esquerda representam o uso ou nao (baseado no valor binario) da porta
X, e os quadrantes da direita representam a aplicagao da porta Z. Para aplicar a porta
Y, basta que se aplique tanto a X quanto a Z.

As colunas 1 a n representam cada um dos n qubits, as colunas n + 1 até 2n
também representam os mesmos n qubits mas em relacao a porta Z. Basicamente, sendo
uma coluna k, representando a aplicagao da porta X para o k-ésimo qubit, a coluna k +n
ird representar a porta Z para o mesmo qubit .

Por convengao, o estado quantico é inicializado em |0"), e, portanto, a matriz
também ¢ inicializada nesse ponto. Sendo assim, os estabilizadores ficam como I11]...17,
I11.. 71, ..., ZI1...I1. Para um caso em que n = 3, o estado inicial seria |000) e a matriz
inicial teria nos quadrantes inferiores os valores 0 para todas as portas X, e apenas uma 2
para cada coluna do quadrante inferior direito, geralmente disposto na diagonal principal
por conveniéncia, mas nao obrigatoriamente.

Ja nos quadrantes superiores, nenhuma porta Z esta ativa, e apenas as portas X
estao ativas, sendo, por convenc¢ao, a diagonal principal da matriz como 1, portanto, o
primeiro desestabilizador ¢ a porta X aplicada no primeiro qubit, o segundo ¢ a porta X
aplicada no segundo e assim por diante. Conforme a Tabela 2.

Nessa secao, é explicado como funciona o método de tableau e como ele representa
estados obtidos através de circuitos de Clifford. Comegando na Segao 3.1 em que sao
explicadas cada uma das portas que geram o grupo de Clifford, Hadamard na Secao 3.1.1,
Phase na Secao 3.1.2, e CNOT na Secao 3.1.3. Cada uma dessas operagoes é seguida por
exemplos de que alteragoes sao realizadas na tabela para que ela represente o novo estado
obtido por aquele operador.

Depois dessas operacoes, é explicado como a medi¢ao do estado funciona dentro do
tableau, introduzindo fungoes que auxiliam a operacao na Secao 3.2.1 para entao explicar
a medicdo em si na Segao 3.2. Por fim, encerrando com a porta T na Secao 3.3 e portas
genéricas que estao fora do grupo de Clifford, e exigem uma alteragao extra além do que

a tabela comporta.

3.1 APLICACOES DAS PORTAS

Para cada porta do grupo de Clifford, existe uma série de operacoes que, quando
realizadas na tabela de estabilizadores, retorna a tabela correspondente ao novo estado
obtido pela aplicagao daquela porta no estado anterior.

As alteragoes sao baseadas no seguinte fato, dado um operador B que estabiliza
um estado |¢), caso seja aplicada uma operacao U no estado, o novo estado resultante
seré estabilizado pela operacio U - B - UT. Isso vem da ideia de que se B [¢) = |¢) entdo
U-B-U' (U|Y)) =U ). devido a identidade U - UT = UT - U = I para toda operacio
unitaria.

Daqui em diante, uma porta é dita “ativa” caso a linha e coluna correspondente
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a ela esteja com o bit 1, e “inativa” caso esteja com bit 0. E o ato de “trocar” o valor
significa negar o bit.

Para os proximos exemplos dos efeitos das portas, serda usado a Tabela 2 abaixo. As
colunas 7, Zs, e Zs3, representam as portas Z aplicadas aquele qubit em especifico, e as
portas X, X5 e X3 representam a porta X aplicada aquele qubit. As linhas comecando com
D representam cada um dos desestabilizadores, as linhas comegando com S representam
cada um dos estabilizadores.

Se uma célula da linha S2, coluna Z; esta com o valor 1, isso significa que um
dos estabilizadoras desse estado contém uma porta Z aplicada ao qubit 2. Cada linha
S representa um dos elementos do conjunto gerador de estabilizadores daquele estado, e

qualquer combinacao linear desses elementos também ira gerar um operador estabilizador.

X, | Xo | X3 Z1 | Z2 | Z3 | F
1 o0o]o0olo|o0]O0]oO
o|1/0]0]0o|o0]|oO
o|lo|1]0]0o|o0]|oO
0]o0o]o0o]1]0o]o]oO
o|lo|lo|o|1]|0]|o0O
o|lo|lo|o|o|1]o0

Tabela 2 — Exemplo de tabela na base computacional inicial [000). D1 é X1, D2 é I X1,
D3éIIX.S1¢éZII,S2¢é1Z1,S3¢é11Z.

Nesse caso, a Tabela 2 estd indicando que os estabilizadores do estado |[000) sao
117,171, e ZII, algo que pode ser facilmente checado pelo fato de que a porta Z aplicada
em um qubit |0) retorna ele mesmo. Da mesma forma, os desestabilizadores sao I1X, IX1,
XII.

3.1.1 Porta Hadamard

As operagoes correspondentes a Hadamard aplicada num qubit £ na Tabela sao:

Para todo j entre 1 e 2n:

1. O sinal da linha j é trocado caso essa linha tenha tanto a porta X quanto a Z
ativas na coluna correspondente ao qubit k. Isso acontece, pois, se um estado é
estabilizado por Y, quando se aplica H, ele sera estabilizado por —Y, devido a
igualdade H - Y - H = Y.

2. O valor da porta X e Z do qubit k sao trocados de lugar. Caso a porta Y esteja ativa
(ou seja, tanto X e Z), ndo ha efeito. Novamente, isso acontece pela equivaléncia

H-X-H=ZeH -Z -H=X.

A intuicao por tras dessa transformacao é que se um qubit antes era estabilizado

pela porta Z ou —Z, o valor dele seria |0) ou |1), respectivamente, ambos estados sem
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superposicao. Apos aplicada a porta, ambos esses casos irao se transformar em estados com
superposicao, que sao agora estabilizados pelo X e —X, pois X - (|0) + [1)) = (1) + |0)).

Como exemplo, podemos aplicar a porta Hadamard no primeiro qubit da base
computacional. O novo estado passard de H; |000) = % - (|000) + |100)). A Tabela 3

abaixo mostra como isso impacta a representacao.

X, | Xo | X3 | Z1 | Z2 | Z3 | F
0] 0] 0| 1l0]O0]oO
o|1/0]0]o0o|o0]|oO
o|lo|1]0]o0o|o0]|oO
1JoJo]oJ]oJo]Jo
o|lo|lojo|1]|o0]|o0O
o|lo|lo|o|o|1]o0

Tabela 3 — Bits da coluna X; e Z; sao trocados de lugar, efeito apenas perceptivel no D1
e S1. Estado atual %(|OOO) + [100))

3.1.2 Porta Phase

Quando a porta Phase é aplicada sob um qubit k, para todo j entre 1 e 2n:

1. O sinal da linha j é trocado caso a linha tenha tanto a porta X quanto a Z ativas

para a coluna do qubit k. Isso acontece porque SY ST = —X

2. A porta Z do qubit k é trocada caso a porta X esteja ativa. Isso acontece porque
SXSt =Y.

Caso 0 Y estabilize o estado %(|0) +1i|1)), apds ser aplicada S, a porta —X sera a
nova estabilizadora para o estado %HO) —|1)). Na tabela, serd aplicado Phase no primeiro
qubit estabilizado anteriormente por X, como pode ser visto na Tabela 4. O novo estado

agora é estabilizado pela porta Y, isso pode ser melhor visualizado dessa forma:

1 1 1
—Y1(]000) 4+ 7|100)) = — (7 [100) + 2(—2 |000}))) = —= (2 |100) + |000 15
\/51(| ) +1100)) \/§(| ) +(—i1000))) \/§(| ) +1000))  (15)

X1 | Xo | X3 | Z1 | Zy| 23 | F

0 0 0 1 0 0 |0

0 1 0 0 0 0 |0

0 0 1 0 0 0|0

1 0 0 1 0 0 |0

0 0 0 0 1 0|0

0 0 0 0 0 1 0

Tabela 4 — A porta Z do qubit 1 na linha S1 é ativada. Estado atual %(\000) +4]100))
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3.1.3 Porta CNOT

Quando a porta CNOT ¢é aplicada, usando k como controle, e h alvo. Para todo j

entre 1 e 2n é feito:

1. Troque o sinal da linha j caso a porta X}, e Z, estejam iguais (ligadas ou desligadas),

e as portas X e Z), estejam ligadas.

2. Troque a ativagao da porta X} caso a porta X}, esteja ativa. Se o qubit controle esta

em superposicao, essa superposicao sera passada para o alvo.

3. Troque a ativacao da porta Z; caso a porta Z; esteja ativa. O qubit alvo passa a
Z para o controle, isso acontece devido ao fato de que apesar de uma superposicao
|0) + |1) ndo ser estabilizada por Z, a superposicao |00) + |11) é, pois ZZ aplicado

ao |11) multiplica o sinal do estado por —1 duas vezes, cancelando.

Resumidamente, troque o sinal daquele estabilizador caso entre os dois qubits sendo
influenciados, o estabilizador deles for YY ou Z.X, no primeiro caso, —Y'Y estabiliza qubits
da forma |00) + |11), e 0 ZX estabiliza os da forma |00) + |10). Essa regra serve para
trocar um desses estabilizadores pelo outro.

Como exemplo, serd aplicado CNOT duas vezes, uma do qubit 1 para o qubit
2, representado na Tabela 5, outra do qubit 2 para o 3 representado na Tabela 6. Para
facilitar a compreensao, os qubits com os ntimeros correspondentes ao alvo e controle

foram momentaneamente alterados para h e k.

Xy | Xn | X3 | Zi | Zn | Z3 | F
0] 0] O0|1]0]0]o0
o/ 1]0|l0]|o0/|o0]o0
o/ o0o|1l0]|o0o/|o0]o0
1] 1]o0]1]lo0]Jo]o
o/ oo |1]|1]0]o0
olo|olo|ol|1]o0

Tabela 5 — Primeiro exemplo, C'NOTi,, a superposicao foi passada para o segundo qubit
também, como resultado, agora Z; 7513 e X1 X513 estabilizam o estado. Estado
atual %(!OOO) +14(110))

o O~ OOOB
2 9 = Or—‘Ob

OOD—‘D—‘!—‘O&S
—~ ollc o olN
— o o|lo o olN
oo ol|locooH

(i [E= =

Tabela 6 — Segundo exemplo, C NOTys. Estado atual %(|000> +14]111))
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3.2 MEDICAO

A operagao de Medigao é responsavel por colapsar o estado quantico e por retornar
informacao sobre o estado dos qubits. Antes de mostrar o algoritmo dessa operacao, é

necessario definir duas novas sub rotinas que serdo chamadas pela operacao de medida.

3.2.1 Funcao Rowsum e funcdo g

Quando duas das matrizes de Pauli sao multiplicadas, o resultado é sempre uma
outra matriz de Pauli multiplicada por um fator (Nielsen; Chuang, 2011). O objetivo da
fungao g() é retornar o fator esperado, em relacdo a poténcias de 1.

Observando as seguintes multiplicagbes X - X =1-1, XY =i-Z, e Z-Y = —i- X.
Nesses casos, o fator que eleva o 7 em cada equacao é, respectivamente, 0, 1, e —1. Esses
sao os valores esperados da fungao g() quando as matrizes da esquerda da equagao forem
passadas como parametros.

Elaborando as contas das multiplicagoes de matrizes, esse seria o resultado esperado

em cada um dos seguintes casos, g(X,Y) e g(X, Z):
0o 1] fo =] [i o] 1 o
10 1 0 0 —2 0 -1
o 1] [t o] Jo —1 o —i
- - il (16)
10 0 —1 1 0 1 0

Ou seja, no primeiro caso, a multiplicacdo de matriz retornou i' - Z, o termo que

eleve 0 i é 1, logo o retorno da fungao g(X, Y) é definido como 1. No segundo caso tem-se
i1 Y, logo, g(X,Z) = —1.

Na pratica, nao é necessario fazer a multiplicacao das matrizes para saber qual sera
a fase, é possivel resumir o calculo a partir da Tabela 7 abaixo. As linhas representam a

primeira matriz da fungao, e as colunas a segunda matriz.

B x[Z]Y
I]o0[o0]0]O
X[o[o-1]1
Z|o[1]0]-1
Y o[-1]1]0

Tabela 7 — Representacao das entradas e saidas da funcao g.

Na definicao da subrotina Rowsum, é necessario usar o g para calcular o valor
do sinal. Quando Rowsum ¢ aplicado no Tableau, ela recebe duas linhas h, j e as altera

seguindo algumas regras. O primeiro passo do algoritmo é realizar a seguinte soma:
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f(h,j3) = 2ry + 27 + Zn: 9(Pjk, Pr) (17)

k=1

Sendo 7y, e r;, os bits de sinal correspondentes a linha h e j, respectivamente. Pjj
e Py, as matrizes de Pauli correspondentes com as linhas h e j, e com cada qubit k& da
linha. Se essa equacao retornar um valor que seja 0 mod 4, entao o sinal de r, é alterado
para 0, caso contrario, é alterado para 1.

Depois disso, para cada qubit k, e para cada linha de 1 a n, é trocado a ativacao
da X caso o X, esteja ativa, e o mesmo para a ativacao da Zj, caso a Zj;, esteja ativa.
Como essas alteragoes acontecem nas linhas dos desestabilizadores, elas nao afetam o
estado original. Essas alteragoes servirao na medicao para calcular como a tabela fica apds
um qubit ser medido.

Como exemplo, caso a funcdo rowsum fosse chamada para as linhas com esta-
bilizadores +XZZ e —I XX, em um sistema com 3 qubits. o resultado da soma seria
2:04+2-14+9(1,X)+9(X,Z2) + g(X,Z) = 0. Com esse valor, o sinal de 7, continua
como 0. A soma em si é feita na forma de multiplicacdo de matrizes em que o sinal nao
importa, pois ele ja foi previamente calculado, entdao +X ZZ somado com —/X X resulta
em + XYY, isso acontece porque X Z =Y ignorando a fase imaginaria que ja foi acontada

na func¢ao do sinal.

3.2.2 Calculo do Valor

Por fim, a agdo de medir o sistema, que pode causar o colapso de um estado
quantico. Esse colapso é representado da seguinte forma:

Dado uma operacao de medi¢ao no qubit k. faga o seguinte:

1. Veja se nos estabilizadores existe alguma linha P em que a coluna k esteja com a

porta X ativa. Se existir mais que um, use o menor P.
2. Caso exista um P, a medicao é aleatoria.
3. Caso nao exista um P, a medicao é deterministica.

A légica por tras do P, é que se nos estabilizadores existe uma porta X, significa
que de alguma forma, aquele qubit estd em superposicao, pois os estados estabilizados
por X sao aqueles na forma |0) + |1), as vezes sendo necessario também uma mudanga
de sinal por uma porta Z. Sera usado como exemplo uma medicao do primeiro qubit da
Tabela 6, nesse caso, o P vale 1

Caso exista o P, sao feitos os seguintes passos:

1. A fun¢do Rowsum é chamada com parametros j e P, para todas as linhas 7 da tabela

que tiverem a porta X ativa para o qubit k, exceto a prépria P.

2. O desestabilizador correspondente a linha P é substituido pelo estabilizador P.
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3. O estabilizador P volta a ser o valor original dele, em que todos os bits sdo 0, exceto

o da porta Z.

4. O sinal do estabilizador P vai ser 0 ou 1, dependendo do valor que foi medido, que no
caso ¢ determinado aleatoriamente com probabilidade igual para ambos os valores.

Esse valor corresponde ao valor medido.

Exemplo de medi¢cao do qubit 1. Assumindo que depois de medir, o retorno é 1.
Para esse caso, o P vale 4, pois a linha 4 é o primeiro estabilizador que possui X no qubit
sendo medido. Como nenhuma outra linha possui X no primeiro qubit, a rowsum nao é

chamada, mas caso fosse, a linha 4 seria alterada somando as linhas que tivessem X.

2| X3 | Z1 | 2o | Z3

o o oo o~
oo ollo — |
O~ RO O
— = ollo oo
— o ol oo
c o riloo olHb

O O Ol = =

Tabela 8 — Pés-medicao da Tabela 6. Assumindo que o primeiro qubit foi medido como 1.
Estado atual 7|111)

A intuicdo por tras dessas operagoes é que originalmente, a linha indicava o estabi-
lizador de um qubit com superposicao, portanto a porta X estava ativa, depois de feito a
medida, ele podera apenas ser 0 ou 1, e ambos esses estados podem ser estabilizados por
Z ou —/Z, respectivamente.

Logo o desestabilizador do estado ira virar X, e o estabilizador volta a ser Z.

Caso nao exista o P, a medida ¢é deterministica, e os seguintes calculos sao feitos

para determinar qual o valor:

1. E criado uma linha auxiliar na tabela, posicio 2n + 1, ela é inicialmente definida

como tendo todas as posigoes zeradas.

2. B chamado Rowsum(2n + 1,7) sendo j todas as linhas de estabilizadores nas quais
as respectivas linhas de desestabilizadores possuem a porta X ativa para aquele

qubit. Ou seja, aquele estabilizador tem influéncia no qubit medido.
3. O valor do sinal da linha 2n + 1 ¢é o valor do qubit.

Por exemplo, caso os estabilizadores de um estado fossem —ZZZ2, +1Z27Z e —Z1Z,
e os desestabilizadores 1 e 3 tivessem X no qubit relevante. Quando a funcao de medicao
fosse chamada para o qubit 2, o resultado seria que na linha extra, seria somado o primeiro

e terceiro estabilizador resultando em +71Z1, o sinal indicaria que o qubit esta no estado

0).
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Em ambos os casos, o valor da medicao é retornado, e a tabela continua com os

estabilizadores correspondentes aquele estado quantico.

3.3 PORTAS T E PORTAS U

Todas as operagoes até agora sé se aplicam dentro do grupo de Clifford, para aplicar
portas que nao estao no grupo, é preciso fazer um algoritmo diferente. Como a tabela nao
tem a capacidade de mostrar estabilizadores nao Cliffordianos, quando uma porta externa
¢é aplicada, é necessario criar mais tabelas. Essa é uma pratica que nao foi encontrada na
literatura, e foi necessario desenvolver novos métodos para manipular e medir sistemas
com multiplas tabelas.

Para mostrar o efeito na pratica, sera aplicado uma porta 7" no qubit 1 da Tabela 6,
como ela esta em superposigao, serd possivel ver o efeito resultante.

Uma porta T' pode ser decomposta como a soma ponderada de portas de Pauli,

mais especificamente, é possivel separar essa porta da seguinte forma na Equagao (18).

T = (4 VT +(1-VD)2) (18)

Dessa forma, quando a porta T' é aplicada no qubit 1 do estado %UOOO) +1]111))

o resultado pode ser expresso com a Equagao (19).

1 1
V2 V2

Da mesma forma como é possivel simular o estado quantico |+) por meio da

;((1 + V)T + (1= Vi) Z)—=(|000) + i [111))=—=(|000) + iV/i [111)) (19)

simulagao dos vetores |0) e |1) separadamente. Também ¢é possivel simular a alteracao de
uma porta 1" seguindo essa decomposi¢ao, duplicando o estado original e aplicando a porta
I e a porta Z separadamente em cada um, com seus respectivos fatores. Desde que, no
fim, as amplitudes sejam somadas para que os estados possam interferir construtivamente
ou destrutivamente antes de ser feito a medida.

Dentro do Tableau, isso é expresso criando duas tabelas separadas para aquele
estado, uma na qual foi aplicada a identidade I e outra tabela em que foi aplicado Z.
A primeira tabela terd uma amplitude global de (1 + v/4), e a segunda terd amplitude
(1-— ﬂ) A amplitude da tabela nesse caso se refere a um fator que esta multiplicando
todos os estados da superposicao, basicamente um fator em comum que é colocado em
evidéncia.

As alteragoes da porta T podem ser vistas no sistema composto das Tabelas 9 e 10
abaixo.

Essa separacao apenas acontece quando o estado representado por aquela tabela
estd em superposicao. Caso a tabela nao esteja, é necessario verificar o valor estado dela,
se o estado for |0), a porta 7" ndo afeta o valor, caso o estado seja |1), essa tabela tem sua

amplitude multiplicada por v/i.
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TTEEE
oo.—nooo:ji
oo»—lo»—\og<

Ob—lb—ll—\oc?:s
o~ rllo o =N
~ — o|lo o o\
~ o oo o ol
O O oo o ol

Tabela 9 — Tabela em que foi aplicada I;. Estado atual %(|OOO) +1|111))

X, | Xo | X3 Z1 | Z2 | Z3 | F
0] 0|0 |1]|]0]0]O
o|1|1]0]0|0]|0O
o|lo|1]0o]o0o|o0]|oO
1 [ 1]1]1]0]o0]t1
oo |o|1]|1]|0]0
. o|lo|o|lo|1]|1]0

Tabela 10 — Tabela que foi aplicada porta Z;. Estado atual \%2(|OOO) —i|111))

Todas as operagoes apresentadas anteriormente se estendem para um sistema com
multiplas tabelas de forma simples. As operacoes sdo aplicadas individualmente em cada
tabela. Isso inclui outras portas T, dessa forma, é possivel que um sistema com 4 tabelas,
se torne um sistema com 8 tabelas depois de aplicado uma tnica porta 7.

A funcdo de medida, nesse caso, se torna mais complexa, e sera elaborada na
Secao 4.3. Ap6ds o valor ser obtido, ele é atualizado em todas as tabelas seguindo o mesmo
algoritmo de medicao apresentado na Segao 3.2.2.

Apesar de ser possivel aproximar qualquer porta quantica aplicando diversas portas
T, foi decidido criar uma func¢do que permitisse a aplicacao de qualquer porta genérica.
Como qualquer porta fora do grupo pode resultar em um crescimento exponencial de
tabelas, ¢ mais viavel para a complexidade que cada porta seja aplicada diretamente ao
invés de decomposta em multiplas portas T

Dentro do método de Tableau, qualquer porta pode ser decomposta em uma soma
ponderada de portas de Pauli, que por fim, podem ser aplicadas de maneira parecida com
a das portas T', em que sao criadas mais tabelas para cada valor da soma, e a fase da
tabela ¢ multiplicada pelo peso daquela operacao de Pauli.

Por exemplo, dado uma porta U com uma matriz definida na Equagao (20). Essa

operacao aplica uma transformacao, levando o estado |0) para o estado a|0) 4+ ¢|1), e o

estado |1) para o b|0) + d|1).
a b
20
L d] (20)

E possivel definir uma operacio equivalente, utilizando soma de matrizes de Pauli, I, X,

Z, e 1Y, como na Equagao (21)
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10
01

c+b
2

cd_2

01 a—d |1l O c—b |0 —1
+ + 21
1 O] 2 [O —1] 2 [1 0] (21)

Ao aplicar esse somatoério em um estado, o resultado serd um estado equivalente ao

a b] a+d

de ser aplicado a operagao U. Para representar essa soma de matrizes, para cada tabela
no sistema, é criado 4 tabelas, cada uma sera aplicada uma das matrizes de Pauli, e o

fator da tabela é multiplicado pela constante acompanhando a matriz.
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4 DESENVOLVIMENTO

Esse capitulo trata da parte pratica do trabalho, a Secao 4.1 detalha quais mé-
todos foram utilizados para representar os objetos e operagoes detalhados nos capitulos
anteriores.

Além disso, a Secao 4.2 detalha as principais estratégias que foram utilizadas para
diminuir o crescimento do nimero de tabelas em sistemas nao-cliffordianos. Tanto para
portas U quanto para portas Toffoli.

Na Secao 4.3 é documentado qual método foi utilizado para realizar a medicao em
sistemas de multiplas tabelas, e como que o colapso da superposicao.

Por fim, na Secao 4.4 é descritas questoes de programacao relativas ao trabalho, e

na Sec¢ao 4.5 a integracao do sistema com a plataforma Ket.

4.1 TABELA E TABLEAU

Para simular o comportamento das portas 7', foram feitas duas classes, uma para
representar cada tabela individualmente, e outra para representar o sistema de multiplas
tabelas formado pelo comportamento das portas nao cliffordianas.

Quando uma porta fora do grupo é usada em um qubit no sistema, caso aquele
qubit esteja em superposicdo, as tabelas sao duplicadas (ou quadruplicadas), gerando novas
versoes alternativas em que diferentes portas de Clifford foram aplicadas com diferentes
pesos, influenciando na fase da tabela.

Como exemplo, para representar a aplicacao da porta T', é possivel criar duas
tabelas, uma com um fator de amplitude de l%ﬂ

1+

uma com fator de =3** em que a porta I foi aplicada. Isso acontece apenas caso exista

superposicio, caso o qubit esteja no estado |1), uma fase de v/i é multiplicada no fator da

em que a porta Z foi aplicada, e

tabela, e para o qubit no estado |0) nada acontece.

Quando o sistema tem mais de uma tabela, todas as operagoes de Clifford apresen-
tados na Capitulo 3 podem ser aplicadas na classe Tableau, essa classe ird redistribuir a
operacao, aplicando ela em cada tabela que compoe o sistema.

Portanto, um sistema que inicialmente s6 possui uma tabela pode gerar, no pior
caso, até 4¢ tabelas, (sendo G a quantidade de aplicagoes de portas fora do grupo de
Clifford), e cada operagao realizada apds a aplicagao dessas operagoes serao aplicadas em
todas as 4¢ tabelas.

A medida é feita em duas partes, a primeira parte faz uma varredura das amplitudes
de cada tabela para decidir se o valor medido sera |0) ou |1). Isso é, obtendo cada tabela e
analisando se o estado dela ¢ |0), |1) ou |0) £]1). A segunda etapa, caso haja superposi¢ao,
é colapsar o estado e propagar o valor obtido para as tabelas abaixo, isso é feito através
da funcdo measurement da Tabela, que pode se comportar de duas maneiras diferentes.

Caso nenhum valor seja informado como parametro, ela ird escolher um valor
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aleatorio entre 0 e 1, e colapsara para esse estado, retornando o valor. Caso um valor
seja informado, ela ira colapsar para esse valor informado. Isso é feito para manter a
consisténcia entre diferentes tabelas, caso o qubit 2 seja colapsado para o estado |0), todas
as tabelas terao seu qubit 2 colapsado para esse estado.

Outro detalhe importante na hora de manipular miltiplas tabelas, é que o forma-
lismo do Tableau representa apenas o estado, e nao a fase global dele, ou seja, estados que
diferem por uma fase global sao tratados como sendo o mesmo estado em uma tabela. Por
exemplo, A porta Z estabiliza tanto o estado |0) quanto o estado — |0). O estabilizador
X pode representar o estado |0) + |1), mas também o estado €?(]0) + |1)), para qualquer
valor real de 6.

Isso acontece pois a informacao da fase global nao interfere na probabilidade do
estado, quaisquer dois estados que possuem apenas uma fase global de diferenca irao se
comportar da mesma forma diante de qualquer combinagao de portas. Sendo assim nao
existe diferenca pratica entre esses estados.

O problema acontece na hora de representar um sistema com miltiplas tabelas,
nesse caso, cada tabela individual esta ignorando sua fase global, no entanto, como existem
varias tabelas, a fase global de um tabela na verdade representa uma fase relativa para as
outras tabelas, algo que pode interferir na medicao. Portanto, tratar as duas tabelas como
sistemas isolados nao funciona, por isso é necessario que cada tabela mantenha registro
da sua fase global.

O formalismo de Tableau original nao leva isso em conta, para adaptar o sistema,
foi necessario adicionar algumas informagoes a mais nas operagoes para que a fase global
fosse sempre levada em conta. Por exemplo, ao aplicar a porta .S, em um sistema em
que todos os estados tem o qubit h no estado |1), originalmente, nada era alterado, pois
essa fase global de ¢ ndo afetava a probabilidade. Agora, no cédigo, quando essa porta é
aplicada, a tabela afetada possui sua fase global multiplicada por 7.

Outro momento em que a fase global se torna relevante, é nos estados da forma
£(J00) — |01) — [10) — |11)). Esse estado ¢ estabilizado pelas operagoes —XZ e —ZX, ao
aplicar Hadamard no primeiro qubit, isso resulta no estado [10) — |01). No entanto, ao
aplicar Hadamard no segundo qubit, resulta em — [10) + |01), esses dois estados tem os
mesmos estabilizadores, pois apenas diferem por uma fase de —1.

Casos como esse geralmente acontecem quando ha estabilizadores com sinais nega-
tivos. Para resolver isso, foi decidido que os estados seriam normalizados em relacao ao
estado com menor valor bindrio, e sempre que uma fase estivesse presente no estado de
menor valor, um fator seria multiplicado na fase da tabela. No caso anterior |10) — |01)
possui um sinal negativo no menor valor |01), o Tableau representaria esse estado com
a fase trocada, logo, para manter a conversao, uma fase —1 devera ser multiplicado na

respectiva tabela.
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4.2 OTIMIZACOES

O Método de Tableau funciona especificamente para tornar polinomial o tempo de
aplicacao das portas de Clifford. No entanto, para permitir que esse modulo de simulagao
seja mais abrangente para diferentes tipos de circuitos, foi introduzido a possibilidade de
executar outras portas fora do grupo, essa agdo tem um custo exponencial. Essa se¢ao
serve para definir todas as formas de otimizacao utilizadas para reduzir a complexidade

dessas portas.

4.2.1 Deducdo de estado

Nao é possivel saber se um qubit tem valor |0) ou |1) olhando diretamente o
Tableau, apenas se ele estd ou nao em superposicao. Para aplicar as portas alternativas
como a T, é necessario saber se o qubit pode estar no valor |1), para calcular esse valor,
a operac¢ao rowsum pode ser chamada para todas as linhas da tabela, e o resultado final
dessa operagao mostra o valor.

No entanto, como essa operag¢ao é custosa, foi criado um atalho dentro da tabela.
Uma lista de valores para todos os qubits da tabela, indicando se ele esta com o valor 0,
valor 1, ou valor 2, indicando superposi¢ao. Com essa lista, o valor pode ser consultado
em tempo constante sempre que necessario aplicar alguma porta fora do grupo de Clifford,
ou outra operagao que necessite saber o valor.

As operagoes de Clifford foram adaptadas para atualizar essa lista apds execugao.
Se um qubit estd como |0) e foi aplicado a porta X, a lista serd atualizada para |1). Caso
um CNOT ou H seja aplicada em um qubit, os estabilizadores resultantes sao checados
para ver se o qubit afetado estd em superposicao, ou seja, possui um X nos estabilizadores,
se sim, a lista é atualizada para 2.

Essa lista nao possui informacao de entrelacamento, entao nao é possivel saber
quantos estados existem ou quais qubits estao entrelacados com quais, apenas se o qubit

estd ou nao em superposicao, e caso nao esteja, qual o valor dele.

4.2.2 Otimizacoes da Porta U

Visando diminuir ao maximo a quantidade de tabelas extras criadas por operacoes
nao cliffordianas, algumas otimizagoes foram feitas para detectar quando é desnecessario
criar tabelas. Para casos em que o qubit alvo esta em superposicao, € necesséario representar
todas as opgdes, mas para casos em que o valor do qubit é exato, é possivel aplicar
diretamente a operacao na tabela.

Por exemplo, caso uma porta T seja aplicada em um qubit de uma tabela com
estado |0), ao invés de criar uma tabela nova, essa opera¢ao pode ser ignorada, pois a
porta T" aplicada no |0) nao tem efeito, e caso seja aplicada em um qubit |1), o efeito pode

ser resumido como um fator de v/i multiplicando a amplitude daquela tabela especifica.



Capitulo 4. Desenvolvimento 39

Caso a porta U aplicada leve um estado sem superposicao para um com superposi-
¢ao, e o valor do qubit seja deterministico, é possivel limitar o crescimento para apenas
uma tabela a mais. Usando a matriz da Equagao (21), um qubit no estado |0) resultaria
em duas tabelas, a original seria multiplicada por um fator de a, e a nova tabela teria seu
valor trocado para |1) e aplicado uma amplitude de b. Da mesma forma, com um estado

deterministico |1), resultaria em uma superposigao de b|0) + d|1).

4.2.3 Portas Toffoli

No formalismo do Tableau, com portas CNOT, é possivel representar o entrelaca-
mento entre dois qubits, controle e alvo, essa conexao é representada pelos estabilizadores
com multiplas entradas X, esses estabilizadores indicam que para estabilizar um qubit, é
necessario estabilizar outro, entdao estados da forma |00) 4 |11) precisam ser estabilizados
por X X.

No entanto, esse entrelagamento é sempre feito par a par, portas Toffoli, requerem
mais de um qubit de controle para afetar um tnico alvo, ou seja, entrelagam multiplos
qubits no resultado de um s6. O Tableau nao consegue representar esse comportamento,
isso acontece pois portas Toffoli ndo estdo contidas no grupo de Clifford. Portanto, é
necessario mais uma vez criar multiplas tabelas para representar um tunico sistema.

Em circuitos quénticos reais, ¢ comum decompor a porta Toffoli em portas menores,
usando 7 portas T, isso acontece pois em arquiteturas de computadores quanticos reais,
portas Toffoli nao sdo possiveis de implementar devido a restri¢ao fisica na interacio entre
qubits. Na parte da simulacdo quantica, nao existe essa restricao, logo é possivel tomar
atalhos para deixar a execugao mais eficiente.

Na tentativa de diminuir o nimero de ramos diferentes de tabelas, foi pensado a
seguinte estratégia. Dado um estado |+ + 4+ + 0), em que |[+) representa um qubit em
superposicao |0) + |1). A aplicagdo de uma Toffoli que usa os 4 primeiros qubits como
controle e o ultimo como alvo, resultaria em uma superposicao de todas as combinacoes
em que pelo menos um qubit esta no estado |0), e nenhuma alteragao aconteceu. E um
tnico estado em que todos os qubits estao como 1), e a porta controlada X foi aplicada
no ultimo qubit.

Vale notar que antes de qualquer ramificacao ser feita, é checado se nao existe algum
qubit da lista de qubits de controle com valor |0), pois isso invalidaria completamente a
execuc¢ao da porta, que necessita todos os qubits ativos para funcionar. Caso esse qubit
seja encontrado, todos os processos de ramificagdo nao sao executados, e o efeito da porta
é ignorado.

No caso em que a porta pode ser aplicada. Para evitar representar todas as combi-
nacgoes possiveis de estados, é possivel tomar o seguinte atalho: O estado ira se separar na
soma de dois estados distintos, um que o primeiro qubit é |0), outro em que o primeiro

qubit é |1), para o estado em que o qubit é |0). Como exemplo, no caso anterior, o primeiro
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qubit poderia ser separado em duas tabelas |0 + 4 + 0) 4+ |1 + 4+ + 0), para o primeiro
estado nada mais precisa ser feito, aquela superposicao nao é afetada pela Toffoli pois
um dos qubits de controle esta como 0. Ja o segundo estado representa uma superposicao
na qual o estado |[11110) estd contido, e esse é afetado pela Toffoli, portanto, fazemos a
mesma divisao para o segundo qubit.

Esses passos fariam com que o estado de exemplo com 4 controles se transfor-
masse em 5 tabelas, cada uma codificando uma parte do estado resultante: |0 + + + 0) +
|10 + +0) + [110 + 0) 4+ [11100) + [11111), analisando as somas, é possivel notar que todos
os estados anteriormente representados por |+ 4 + + 0) estdao contemplados uma tnica
vez. Além disso, a tnica combinagdao em que o tultimo qubit foi afetado é aquela em
que todos os qubits de controle sdo |1). Essa operagao cria C novas tabelas, sendo C' a
quantidade de qubits de controle.

Durante o desenvolvimento das operagoes, outra otimizagao ainda mais eficiente foi
descoberta, uma estratégia que cria um estado novo com o tinico propésito de servir como
cancelamento. Todo o proposito dessa simulacao da Toffoli é garantir que o estado em
que todos os controles estao ativos seja afetada pela operacao, enquanto os outros estados
nao. Uma forma de garantir isso é criar uma nova tabela, resultante de todos os qubits de
controle serem medidos como |1) onde a operagao foi aplicada, como feito anteriormente
e manter a tabela original em superposi¢ao intacta.

O problema é que a tabela original continua representando o estado em que todos
os qubits de controle estao ativos, mas que a porta da operacao nao foi aplicada. Para
cancelar a influéncia da tabela principal, é possivel adicionar uma nova tabela, que também
representa o estado com todos os qubits ativos, mas em que a porta nao foi ativada, e dar
a essa tabela uma amplitude oposta a da tabela principal.

No exemplo anterior, isso resultaria em um estado representado por |+ + + + 0) —
% |11110) —l—i |11111). Realizando os célculos dos vetores ¢ possivel notar que o estado extra
criado se cancela com um dos estados dentro da superposicao, resultando na representacao
correta do que se espera para a aplicacao da Toffoli.

A intuicdo por tras desse método pode ser melhor entendida através de uma
analogia com o comportamento da porta H, quando ela é aplicada no estado %(|O> — 1))
o resultado, ap6s os devidos cancelamentos, é |1), no entanto, o resultado também pode ser
expresso sem realizar os cancelamentos, na forma de 1(|0) + 1)) — £(|0) —|1)). Essas duas
formas sao validas para representar o mesmo estado, desde que os devidos cancelamentos
sejam feitos na hora da medigao, nao existe diferenca nessas duas representacoes. O mesmo
acontece com a aplicagao da Toffoli no outro exemplo.

Dessa forma, nao é necessario desmanchar a tabela principal para extrair cada
superposicao e combinacao, basta continuar simulando o sistema com essas 3 tabelas, e
todas as operacoes deverao se comportar da mesma forma que o sistema se comportaria em

um computador quantico real. Todos os efeitos causados pelo estado da tabela principal
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serao devidamente cancelados pela tabela extra de sinal oposto.

Esse método traz uma vantagem comparada a outras formas de simular portas
Toffoli, por nao ser necessario decompor a porta em portas menores. Portanto esse método
¢é extremamente escalavel, tanto para uma operacao de Toffoli com 2 qubits de controle
ou 25 qubits de controle, resultam no mesmo crescimento, em que uma tabela pode, no
pior caso, gerar mais 2 tabelas, resultando na triplicacao da quantidade de tabelas.

Analisando a execuc¢ao de multiplas portas Toffoli, o crescimento das tabelas tem
o seguinte comportamento: Depois de aplicado uma Toffoli, uma tabela com superposicao
pode se tornar 3 tabelas, a original com superposicao, e duas tabelas em que todos os
qubits de controle estao ativos.

Caso uma segunda porta Toffoli seja aplicada com outros controles, as duas tabelas
sem superposicao geradas vao se comportar de forma linear e deterministica, a operacao
serd aplicada nelas sem que seja necessario criar mais tabelas. Enquanto a tabela original
em superposicao ira criar mais duas tabelas. Portanto, miltiplas aplicagoes diretas tem
um crescimento linear.

Em algoritmos quénticos, como o de Grover, uma Toffoli é aplicada de forma
intercalada com Hadamards em todos os qubits. Nesse caso, o comportamento seria
diferente, em que apds aplicado a primeira Toffoli, as Hadamards transformariam as duas
tabelas com qubits ativos em tabelas de superposi¢ao, ao mesmo tempo transformando
a tabela original de superposi¢do em uma tabela sem superposicao. Quando a proxima
Toffoli fosse aplicada, as duas tabelas de superposicao irao gerar outras 4 tabelas, enquanto
a tabela sem superposicao ird se comportar de forma deterministica. Logo para cada

aplicacao intercalada de Toffoli e Hadamards se espera que a quantidade de tabelas dobre.

43 MEDICAO

Originalmente, em sistemas de uma tunica tabela, a medigao era feita através do
algoritmo de rowsum, que somava as linhas dos estabilizadores e calculava se o qubit
estava no estado |0), |1), ou em uma superposi¢do. No caso de uma superposi¢gdo, um
valor seria escolhido aleatoriamente com igual probabilidade, e a tabela seria alterada de
acordo. Essa funcao foi criada para o caso em que apenas portas de Clifford sao usadas
no circuito.

Para realizar a medicao em sistemas com multiplas tabelas, diversas alteragoes
foram necessarias. A principal delas, foi a criagdo de uma nova funcao de medicao, que
roda em tempo exponencial em relacao a quantidade de qubits. Pois nao é possivel medir
o valor das tabelas separadamente, e decidir entre elas baseado na amplitude. Existem
interacoes destrutivas e construtivas que precisam ser consideradas quando se faz a medida
que nao sao representadas usando essa estratégia.

Por exemplo, se uma tabela esta no estado %(|0) + |1)) e outra tabela esta no

estado %(\O) —|1)), caso a medida seja feita em cada tabela separadamente, é possivel
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que o estado |1) seja medido, mas devido a interferéncia de sinais opostos, esse sistema
de duas tabelas representa apenas o estado |0).

Por um motivo semelhante, ndo é possivel medir um qubit de forma isolada, ape-
nas calculando a interferéncia individual. Por exemplo, caso uma tabela tenha o estado
%(|OO) +|10)) e outra tabela tenha o estado %(|00) —|11)). Para medir o valor do primeiro
qubit, ignorar o sistema como um todo resultaria em %(]0> + 1)) da primeira tabela, e
%(|O> —|1)) da segunda, novamente resultando em um estado com |0). No entanto os
estados |10) e — |11) ndo deveriam se cancelar, e a real probabilidade é de 50% para medir
o primeiro qubit como |0). Isso sé é possivel notar visualizando o estado completo.

Devido a esses fatores, o jeito encontrado para medir o qubit corretamente foi
extrair os vetores estado originais de cada tabela, somando e calculando a probabilidade
a partir deles. Isso resulta em um vetor de tamanho exponencial ao niimero de qubits,
mas que corretamente soma o efeito dos estados. Apds extrair o vetor de todas as tabelas,
basta fazer o calculo de valor esperado para o qubit que se deseja medir.

A extragao do vetor estado original de cada tabela é feita a partir dos n estabi-

I-&-Si
on

operadores entre si, o resultado é a matriz densidade daquele estado. Essa matriz pode

lizadores. Para cada estabilizador S;, é calculado o operador . Ao multiplicar os n
entdo ser usada para recriar o estado original, multiplicando ela por algum estado base
que nao seja ortogonal a matriz. Nesse caso, ortogonal significa que a multiplicacao dessa
matriz pelo vetor resultaria em um vetor apenas com 0.

Por exemplo, para o estado |01) — |10), os estabilizadores sao —X X e —ZZ, os ope-
radores resultantes dessas matrizes estao representados na Equacao (22) e na Equagao (23).

A multiplicagao delas resulta na Equagao (24).

1 0 0 -1 |
1 1l o 1 -1 o0
(I - XX) =~ (22)
4 4 0 —1 1 0
-1 0 0 _
0 0 0 0 |
1 1l o 1 0 o0
Sl —-272) == 923
1 ) =17 0 0 1 . (23)
0 0 0 0 |
0 0 o0 o0 ]
1l 0o 1 =1 0
- 924
41 0 -1 1 0 (24)
0 0 0 0

Quando a matriz densidade multiplica um estado nao ortogonal a ela, nesse caso
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|01), o resultado é o vetor estado representado pelos estabilizadores. Nesse caso, quando
a matriz multiplica o estado |10), o resultado é o mesmo estado com uma fase global
negativa. Para motivos de padronizacao, nessa implementacao, o estado base é sempre o
que tiver o menor nimero binario.

Depois que todos os vetores estados de cada tabela forem extraidos, a classe que
controla o sistema pode realizar o calculo do valor esperado, obtendo o valor absoluto
ao quadrado de cada posicao do vetor. Depois que a medigao é feita, o valor medido é
propagado para todas as tabelas, para que elas possam atualizar o valor daquele qubit,
repassando o colapso das superposicoes.

Uma funcao extra foi criada, chamada dump, ela realiza as mesmas operagoes de
recuperacao de estado da medi¢ao, mas o retorno dela é um vetor contendo a amplitude
de todos os estados do sistema, nao apenas o do qubit desejado, essa operacao nao colapsa

o estado. E uma forma mais eficiente de saber o estado do sistema final.

4.4 TABELA E OPERADORES DE CLIFFORD

Descrevendo melhor a parte da programacao relativa ao trabalho. Inicialmente, foi
criada uma classe para representar o objeto Tabela, com uma variavel para a quantidade
de qubits e uma matriz representando a propria tabela. Cada linha representando um
desestabilizador ou estabilizador, contendo uma lista com os valores das portas para cada
qubit. Nessa tabela também foi adicionado, no ultimo indice, um ntimero complexo para
representar a amplitude da tabela.

Essa classe foi encapsulada em outra classe chamada Tableau, essa classe representa
o sistema como um todo, podendo conter multiplas tabelas dentro dela. Esse encapsula-
mento foi feito para facilitar a aplicagdo dos operadores nas multiplas tabelas que poderiam
existir no sistema.

Para cada operador de Clifford apresentado na Capitulo 3 foi criada uma funcao na
classe Tabela para executar as alteragoes correspondentes, e uma func¢ao na classe Tableau
feita para distribuir a aplicacao da porta em todas as sub tabelas, e com implementacoes
para portas nao cliffordianas, além de cuidar de algumas otimizagoes extras.

No construtor da Tabela, todos os valores da matriz sao marcados como 0 exceto
a diagonal principal, que é marcada como 1, simbolizando os desestabilizadores e estabi-
lizadores esperados para o estado inicial |000...0). A tabela tem tamanho 2n por 2n + 1,
sendo n a quantidade de qubits. O 2n é para os n desestabilizadores e os n estabilizadores.
A coluna extra serve para guardar o sinal de cada linha.

Por motivos de depuracao, foi criada uma funcao string da classe Tabela, dessa
forma, sempre que a funcao print for chamada para esse objeto, o Python ira interpretar
como uma string contendo os dados da tabela. Especificamente, foi feito para que os bits da
tabela de cada estabilizador fossem lidos, e transformados em uma string, retornando todos

os estabilizadores em uma forma legivel, e com a fase global daquela tabela. Por exemplo,
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caso a Tabela 6 fosse transformada em texto dentro do c6digo, a string correspondente seria
“Phase: 1; +YXX/+ZZI/+1Z7Z", que indica o conjunto gerador do grupo de estabilizadores
do estado e a fase global.

Foram feitos testes com duas formas de representacao da tabela. A primeira como
uma matriz de valores booleanos, seguindo diretamente a ideia de representacao proposta
no artigo do Aaronson. A segunda implementacao foi feita com uma lista de strings,
cada string representando um desestabilizador ou estabilizador do estado. Para realizar
as operagoes de Clifford, foram criadas fung¢oes que recebem o qubit que se deseja afetar.
A matriz de booleanos é alterada de acordo com as especifica¢oes do artigo.

A ideia por tras da representacao com strings era para evitar a complexidade
espacial das listas dentro de listas, além de compactar os estabilizadores em um texto.
No final essa ideia foi descartada devido ao fato de strings serem imutaveis no python,
levando a um custo linear para qualquer operagao que alterasse o estado, Comparado ao

custo constante com matrizes.

4.5 INTEGRACAO COM KET

O novo modulo foi introduzido como uma subclasse do método LiveExecution,
que encapsula e padroniza as fungoes para execucao das operagoes do circuito. Para
a adaptacao funcionar, foi necessario apenas definir quais fun¢des do Tableau seriam
chamadas dentro dos métodos do LiveFExecution, adaptando os tipos de parametros entre
qubits e listas de qubits quando necessario.

Para algumas fungoes como a de Phase, que é sempre definida como uma rotacgao
no eixo Z por um dado angulo #, foi necessario obter a fase a partir desse angulo usando
a formula €, para dngulos bem definidos como 90 e 180, as portas S e Z sdo chamadas,
respectivamente, e para as outras, é necessario decompor em portas menores usando a
decomposicao de U.

As rotagoes em X e Y por um angulo 6, sdo calculadas da mesma forma para
criar as matrizes resultantes, caso essas rotacoes sejam as de 180 graus, elas podem ser
representadas diretamente pelas operagoes de Clifford, em qualquer outro caso, a funcao
que aplica operagoes U é chamada.

Para as operagoes controladas, é checado se elas podem ser decompostas apenas em
CNOT, caso a operacao tenha mais de um qubit de controle, ela é considerada uma porta
Toffoli, e portanto, precisa ser decomposta usando o método que cria outras 3 tabelas.

A funcao de Medida pode incluir mais de um qubit. Mas o Tableau comporta apenas
a medicao de um qubit por vez, nesse caso, a funcao encapsuladora chama a func¢ao medida
do Tableau um qubit por vez, e concatena eles multiplicando pelas poténcias de dois para
criar o numero decimal equivalente da representagao binaria.

Em comparacao com o simulador padrao do Ket, a tnica diferenca na forma

de usar é que na hora de instanciar um ket.process, o parametro dele precisa ser uma
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variavel do tipo TableauSimulation. Todas as outras operacgoes no frontEnd sao feitas igual

ao simulador utilizado antes, a tnica diferenca se encontra nas fungoes executadas no

backEnd. O simulador ainda nao esta disponivel na versao atual do Ket, mas serd liberado

para uso nas versoes futuras.

Na Figura 2 é mostrado as trés classes do sistema e a classe abstratata do Ket que

é utilizada como base para implementar o simulador do Tableau. Table representa a classe

de um tabela, Tableau representa um sistema de multiplas tabelas, e TableauSimulation

representa o simulador que é chamado pelo usuario para simular o Tableau.

<<Abstract>>
LiveExecution

Tableau

0
+load(data)

+ PUs:[Tavle]
+ nint

+ tble:fint)

*Yiau)
+ state_count()
+ stata_reachinew, old)

Figura 2 — Diagrama UML detalhando as classes utilizadas no cédigo. Elaborado pelo

proprio autor.
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5 TESTES E RESULTADOS

CPU Intel® Xeon™ W-2133
RAM 32 GB

Python 3.12.2

Windows Windows 10

Ket 0.9.1

Tabela 11 — Configuragao do computador usado para os testes.

Para realizar os testes, foi utilizado um computador com as configuracées na
Tabela 11, alguns circuitos foram executados com diferentes parametros de quantidade
de portas logicas e de qubits. A lib Time do Python foi utilizada para medir o tempo de
execucao da simulacao dos circuitos.

Trés testes principais foram realizados com o propésito de testar quantos qubits
o Tableau conseguiria comportar, quantas operacoes sao possiveis antes que o tempo
de execug¢ao se torne proibitivo, e como que o Tableau se comporta em circuitos nao

cliffordianos.

5.1 CODIGO DE CORRECAO DE ERRO DO SHOR

Foram testados 3 tipos de circuitos, o primeiro foi o circuito de corre¢ao de erro com
a codificacao de Shor (Huang; Brown; Cetina, 2023). Ele foi feito para testar a capacidade
do Tableau de simular circuitos puramente de Clifford. Esse tipo de circuito utiliza 9
qubits fisicos para representar um unico qubit logico, esse qubit logico é resistente a erros,
pois a redundéncia dos qubits em sua codificagdo ajudam a corrigir erros. Algo andlogo a
estratégia classica de repetir o mesmo sinal 3 vezes para que a redundéancia corrija erros
de bit-flip.

O método de Tableau foi inicialmente desenvolvido com o intuito de auxiliar na
representacao de circuitos de correcao de erro, e portanto, é mais eficiente lidando com
circuitos desse formato. No teste, foram utilizados varios qubits 16gicos, formados por 9
qubits fisicos cada, eles foram preparados fazendo com que os qubits na posicao 0, 3,6
estivessem em superposicao, e entrelagados com os dois qubits seguintes, criando o estado
(]000) + [111)) ® (|000) + |111)) ® (|000) + |111)), que é resistente a erros de bit-flip e
phase-flip.

Depois, foram introduzidos erros de bit-flip no circuito, aplicando uma X aleatoria-
mente em um dos 9 qubits pra cada qubit logico. Logo em seguida, foi aplicado o circuito
de corregao de erro, que compara os valores dos qubits de cada bloco de 3, para checar se
todos os valores estao iguais, e caso nao estejam, trocar o valor do qubit que esté diferente,
esse processo requer 2 qubits auxiliares a mais para registrar a medi¢ao do erro para cada

qubit logico.
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Qubits | Qubits Légicos | Tempo (s)
600 50 2,38
1200 100 9,30
1800 150 21,62
2400 200 40,64

Tabela 12 — Resultados da simulacao do circuito de correcao de erro no Tableau.

Na Tabela 12 é apresentado os resultados dos testes. Como esse circuito usa poucas

portas, é possivel simular muitos qubits, com um crescimento assintotico quadratico.

5.2 PORTAS ALEATORIAS

Outro teste foi montado para testar a capacidade do Tableau de lidar com circuitos
com muitas operacoes de Clifford. Em teoria, como cada operacao envolve alterar apenas
colunas da tabela, elas tem custo linear em relagdo a quantidade de qubits.

Esse teste envolve a aplicacao de diversas portas aleatérias do grupo de Clifford
em cima de um dado nimero de qubits. Entre essas operagoes estao as portas X, 7, Y,
H e CNOT, no simulador padrao do Ket, todas as operagoes quanticas tem o mesmo
custo, que escala exponencialmente em relacao ao nimero de qubits. No Tableau, essas
operagoes tem custos diferentes, mas todas sao assintoticamente proporcionais ao tamanho
da coluna, que cresce linearmente em relacao a quantidade de qubits. Na Tabela 13 estao

os resultados desses testes com diferentes quantidades de qubits e portas.

Qubits | Nimero de Operagdes | Tempo (s)
50 12917 1,24

100 51666 9,69
150 116250 36,24
200 206667 91,47
250 322916 184,91

Tabela 13 — Resultados da simulacao de circuitos aleatérios no Tableau.

Foi feito uma tentativa de simular a mesma sequéncia de portas aleatérias no
Ket, como o simulador do Ket tem complexidade exponencial, ficou dificil realizar uma
comparacao entre os dois. O maximo de qubits simulados no Ket foi 26, depois disso o
tempo e o espaco de simulagao tornou-se proibitivo para o computador. O resultado da

comparacgao € apresentado na Figura 3
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Figura 3 — Comparacao simulacao do Ket e do Tableau para circuitos com portas aleatorias
de Clifford. Elaborado pelo préprio autor.

5.3 ALGORITMO DE GROVER

Por fim, o terceiro circuito foi o algoritmo de busca de Grover. Ele é composto
principalmente por portas H, X e portas Toffoli. Esse teste foi feito para testar como que o
Tableau lida com um sistema de multiplas tabelas em comparacao com o simulador padrao
do Ket. O propésito do circuito é realizar buscas por elementos em listas desorganizadas,
sendo capaz de encontrar um elemento desejado na lista em v/ N operacoes, sendo N a
quantidade de elementos da lista, geralmente representado como 27, sendo ¢ a quantidade
de qubits usadas para indexar os elementos.

Para um circuito de Grover com n qubits, ¢ = n — 1 sdo usados para representar os
itens na lista 0,1,2,3,4,5,...,29 — 1, e o ultimo ¢ usado como qubit auxiliar na busca pelo
item. Um item é escolhido arbitrariamente para ser o elemento de busca, no caso, para os
testes, foi utilizado sempre o item 29 — 1, o elemento escolhido nao afeta o desempenho.

Primeiramente, todos os qubits sao colocados em superposicao com portas H, e o
qubit auxiliar tem sua fase trocada por uma porta Z. Depois, duas operagoes sao chamadas,
a operagao oraculo, e a difusora. O oraculo é uma Toffoli que tem como controle os ¢
qubits, e aplica uma porta X no qubit auxiliar se todos os controles estiverem ativos, a
funcao dela é marcar o estado que se deseja encontrar, analogo a uma query de banco de
dados classica que procura por nomes que encaixam em uma determinada string.

Algumas portas controle estardo com portas X em volta, isso indica que aquele
qubit precisa estar desligado para funcionar, andlogo a um “if (not ¢q1)” em um computador
classico. Essas X sao postas de acordo com o estado que deseja buscar, caso o estado fosse
11000, teria uma Toffoli com X aplicada em volta dos qubits 3 e 4, com o alvo sendo o
quinto qubit.

A operacao difusora também é representada por uma Toffoli, com diversas portas
H e X aplicadas em todos os qubits de controle antes da Toffoli, e X, H aplicado

depois. Caso os controles estejam ativos, a porta aplica uma X no alvo, que é o qubit
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auxiliar. Essa operagao serve para fazer uma distribuicao dos estados, o que faz com que
estados nao marcados se interfiram destrutivamente entre si, e o estado marcado cresca
em probabilidade.

Essas duas operacoes, do oraculo e do Difusor, podem ser aplicadas diversas vezes
no circuito para aumentar a probabilidade do estado desejado ser medido. A quantidade
otima de vezes para se aplicar é %x/ﬁ , mais que isso, e a probabilidade do estado ser

medido comeca a decair.

m,.,,.,.4@;.,.77...,4.4,...4%,.,77“4,.“
) [v] Wy { — v}

— ot f— ool —
— e t-ef)————ffetei)—
] el {fe el —

Figura 4 — Circuito de Grover: Inicializacao e duas rodadas de oraculo e difusor.

Elaborado pelo préprio autor usando a ferramenta Algassert.

Esse circuito foi replicado em Python usando o Tableau, e usando o simulador
padrao do Ket, configurado para o modelo denso. Foram executados varios testes com
diferentes quantidades de qubits e rodadas de oraculo e difusor. Os resultados dos experi-
mentos utilizando o simulador padrao do Ket sao apresentados na Tabela 14 para motivos

de comparacao.

Qubits | Rodadas | Tempo (s)
12 36 0,15
15 101 0,91
18 285 7,63
20 569 88,40

Tabela 14 — Resultados da simulacao do circuito de Grover no Ket.

Os testes realizados com o Tableau nao puderam ser feitos com todas as rodadas
recomendadas para garantir a probabilidade do estado ser encontrado. Pois cada rodada
envolve a aplicacao de 2 portas Toffoli, e cada operacao desse tipo pode, no pior caso,
triplicar a quantidade de tabelas. Na Tabela 15 é mostrado a capacidade do Tableau de
simular esses circuits com diferentes proporcoes de qubits e rodadas. Além disso, a fungao
dump foi utilizada para recuperar o estado, pois ela é mais eficiente que a funcao de

medicao quando se deseja saber o valor de multiplos qubits em multiplas tabelas.
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Qubits | Rodadas | Portas Toffoli | Tabelas | Tempo (s)
7 6 12 9556 88.28
8 5 10 2388 61.57
9 4 8 596 50.48
10 3 6 148 50.81
11 2 4 36 62.81
12 1 2 8 80.62

Tabela 15 — Resultados da simulacao do circuito de Grover no Tableau.

O resultado mostra que a proliferacao de tabelas e a operacdao de medicao exponen-
cial torna esse tipo de simulacdo muito custosa. Sendo assim, é mais 1til em circuitos nos
quais a quantidade de portas de Clifford é ordens de magnitude maior que a quantidade

de portas fora do grupo.

5.4 DISCUSSAO

Os experimentos mostram basicamente que simular circuitos que estao contidos no
grupo de Clifford é uma tarefa trivial para o método de Tableau, conseguindo alcancar
quantidades de qubits e portas suficientes para boa parte das pesquisas na area de correcao
de erro.

Os custos de utilizar o método de Tableau para circuitos fora do grupo de Clifford
sao proibitivos, e devem ser considerados para casos em que a quantidade de portas de
Clifford ¢ muito maior do que a quantidade de portas nao Cliffordianas.

Os experimentos com portas de Clifford nao puderam ser realizados no Ket, pois
nao ¢ possivel, no estado atual do simulador, conseguir simular mais que 30 qubits em
superposicao total.

Vale notar que os resultados do experimento utilizando o algoritmo de Grover
servem como métrica suficiente para julgar o desempenho do Ket em relacao ao Tableau.
Considerando que para o método de simulagdo densa do Ket, ndo ha diferenca no de-
sempenho de uma operacao baseada no tipo da porta, todas as portas tem o mesmo

desempenho.
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6 CONCLUSAO

O1 O método de Tableau foi compreendido.

02 Foi criado um moédulo de simulagao para circuitos de Clifford em tempo polinomial

em python.
03 O método foi extendido para que portas fora do grupo de Clifford fossem usadas.
04 O cbdigo foi integrado com o Ket, e agora é possivel utilizar esse modo de simulagao.

O5 Foram feitos 3 testes para ver como o método de Tableau se comporta em diferentes

situacoes.

O Ket agora possui um novo médulo para simular computacao quéantica, otimizado
especificamente para operacoes de Clifford, capaz de simular sistemas com muito mais
qubits do que o padrao atualmente utilizado.

Dentro do grupo de Clifford, a complexidade temporal do cédigo é polinomial em
relacdo a quantidade de portas e a quantidade de qubits. Sendo n a quantidade de qubits,
a tabela tem tamanho 2n x 2n, e cada operagao age sob no maximo duas colunas da
tabela. A medicao pode, no pior caso, realizar somas com o valor de todas as linhas.

De acordo com os testes, essa complexidade baixa é suficiente para simular centenas
de qubits e milhares de operagoes de forma eficaz.

Ao usar portas fora do grupo de Clifford, a complexidade temporal e espacial se
torna exponencial em relacao a quantidade de portas fora do grupo de Clifford, e a medicao
se torna exponencial em relacao a quantidade de qubits. Para cada tabela existente no
sistema, é necessario fazer uma medicao de custo 2", e a quantidade de tabelas pode no
pior caso ser 22¢ sendo G a quantidade de portas externas utilizadas.

O algoritmo acaba sacrificando a complexidade da medi¢ao para manter as ope-
ragoes do circuito leves. O que pode ser eficiente em circuitos que possuem milhares de
portas de Clifford e apenas algumas portas fora de Clifford. Devido ao custo exponencial

da medicao, simulagoes com quantidades altas de qubits nao sao viaveis.

6.1 TRABALHOS FUTUROS

H& espaco para otimizagoes em algumas operacoes, como as portas U, que sao
as mais custosas do sistema. Uma estratégia é encontrar alguma forma de unir tabelas
que representem o mesmo estado. Como um estado pode ser codificado por diferentes
conjuntos geradores de matrizes, nao ha como saber diretamente se duas tabelas possuem
o mesmo grupo de estabilizadores, e portanto, podem ter seus fatores somados em uma

tabela so.
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Nao foi possivel, nesse trabalho, encontrar uma forma de realizar a medi¢ao de um
estado composto de multiplas tabelas em tempo polinomial, é possivel que exista uma
forma de calcular as interferéncias das tabelas usando apenas os estabilizadores, pois os
estados em superposicao representados por cada tabela individual sdo sempre no formato
de igual probabilidade. Caso isso seja possivel, existiria uma vantagem consideravel do
método de Tableau para circuitos com poucas portas fora do grupo de Clifford.

Outra opgao é utilizar o novo simulador para implementar circuitos mais complexos,
com muito mais qubits disponiveis. Como por exemplo, codigos de correcao de erro, que
codificam varios qubits ruidosos em um tunico qubit légico. Estudar tais circuitos antes era
uma tarefa dificil com o simulador padrao comportando no maximo entre 20 e 50 qubits.
Agora ¢é algo viavel, e realizar pesquisas em cima do comportamento desses circuitos foi

facilitado.
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APENDICE A - REPOSITORIOS

O cbédigo para o simulador de Tableau esta disponivel nos links abaixo.

» Repositério com o codigo desenvolvido (Codigos@QUFSC):
https://codigos.ufsc.br/gabriel.turatti.andrade/Tableau-Simulation

» Repositério com o cddigo desenvolvido (GitHub):

https://github.com/Gabriel-Turatti/Tableau-Simulation
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Implementacao de um simulador de circuitos Clifford no Ket
Gabriel Turatti Andrade', Jerusa Marchi', Evandro Chagas Ribeiro da Rosa'
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Resumo. Atualmente, computadores quanticos possuem pouco poder de pro-
cessamento, pela alta taxa de erros e a decoeréncia dos qubits, tornando dificil
o desenvolvimento de algoritmos quanticos que sejam titeis na pratica. Devido
a esse fator, existe uma demanda por programas que simulem classicamente o
fenomeno de forma eficiente. Para isso, existe o Ket, uma plataforma de de-
senvolvimento de algoritmos qudnticos que permite a simulagcdo de circuitos
qudnticos em computadores cldssicos. O objetivo desse trabalho foi implemen-
tar um novo modulo de simulacdo no Ket, baseado no formalismo do Tableau.
Esse método permite simulacoes em tempo polinomial em relacdo a quantidade
de qubits, para circuitos cujas portas estejam no grupo de Clifford, utilizando
uma estratégia de representacdo de estados através do grupo de estabilizado-
res daquele estado, ao invés das amplitudes em si. Com esse projeto, agora é
possivel realizar simulagoes no Ket com mais eficiéncia, permitindo que circui-
tos de corregdo de erros, comumente feitos apenas com operadores de Clifford,
sejam simulados em tempo polinomial. Também foi implementada a opgdo de
usar portas qudnticas fora do grupo de Clifford, como a porta T, que permi-
tem operagdes universais, mas que aumentam exponencialmente o tempo da
simulagdo para cada porta usada, ou seja, um circuito com vdrias portas T
pode ser invidvel de simular. Para simular essas portas, o médulo do Tableau
foi estendido para permitir qualquer porta fora do grupo de Clifford. O intuito
dessa alteracdo é que circuitos com poucas portas fora do grupo comparadas
com portas dentro do grupo ainda podem ser simulados em um tempo aceitdvel.
Sendo assim, esse modulo pode ser escolhido para simular um dado circuito
caso ele seja mais eficiente do que o simulador padrdo do Ket. O médulo foi
implementado em Python e integrado com o Ket. Depois de implementado, a
eficiéncia desses algoritmos foi medida para vdrios circuitos, puramente de Clif-
ford com vdrios qubits, com poucas portas T, e com vdrias portas de Clifford,
analisando também como o custo escala dependendo da quantidade de qubits e
portas utilizadas. As simulacdes com apenas portas de Clifford obtiveram su-
cesso, conseguindo simular até 2000 qubits, para os circuitos com portas fora
do grupo, os tempos de simulagdo tornam-se rapidamente proibitivos a medida
que a quantidade de portas cresce, conforme esperado.

Palavras-chave: Computacdo Quantica. Simulagdo Quantica, Grupo de Clif-
ford. Ket. Plataforma Qudantica.

1. Introducao

A computagdo quantica € uma area de estudo que vem se tornando relevante, por ser
capaz de resolver problemas usando estratégias que reduzem a complexidade assintitica
do problema para abaixo do que se acreditava estar. Devido a isso, existe uma procura
por algoritmos quanticos mais eficientes.



Entretanto, a computacdo quantica tem suas limitagdes, pois, para conseguir exe-
cutar um algoritmo quantico, é necessario modelar o problema alvo de uma forma equi-
valente no paradigma quéntico. Essa tarefa nao € trivial, existem diversas restricoes na
maneira de pensar e representar os problemas, de formas que conflitam com a versdo
classica.

O avanco nessa drea € dificultado pela falta de computadores quanticos que podem
ser de fato utilizados. Modelar algoritmos quénticos se torna uma tarefa muito mais dificil
quando o objeto da pesquisa existe apenas de forma tedrica. Para isso, muitos projetos
foram criados com o propésito de auxiliar o desenvolvimento e simulagdo da computacao
quantica, tornando ela um objeto mais acessivel, entre eles a linguagem de programacao
Ket (Rosa; Santiago, 2021).

Essa simulac¢do € uma tarefa de complexidade exponencial, o que inviabiliza as
simulacdes de larga escala. Portanto, grande parte da pesquisa na drea de simulacdo
quantica se baseia em reduzir a complexidade da simulacdo, em busca de aumentar a
quantidade de qubits simulados.

Dentre as diversas formas de simular computa¢do quantica, ha uma técnica que
pode ser feita em tempo polinomial, ela € voltada para circuitos de Clifford, os quais sdo
gerados por um subconjunto das portas quanticas possiveis. Esse subconjunto é caracte-
rizado por conter as portas: Hadamard, Phase, e CNOT (Gottesman, 1997).

A implementacao de um simulador que use o grupo de Clifford nao € novidade, e
ja foi explorado em outros trabalhos, demonstrando sua eficécia para circuitos dessa sub
categoria (Garner et al., 2025). Nesse trabalho, serd implementado a mesma estratégia
para a plataforma Ket, com uma adi¢ao de simular portas fora do grupo.

Esse grupo de portas ndo € capaz de criar o conjunto universal de operagdes, o
que limita as simulagdes possiveis, pois varios algoritmos quanticos usam portas fora do
grupo de Clifford. Apesar das limitacdes, esse subconjunto de operacdes ainda permite o
entrelacamento de qubits e a superposicdo, o que ajuda, em parte, a modelar algoritmos.
Com a adi¢do de portas arbitrarias e multi-controladas, a computacao se torna universal
(Gottesman, 1997).

O conjunto de Clifford € relevante também pela area de correcao de erros. Atu-
almente, computadores quanticos sdo extremamente ruidosos, isso €, sdo suscetiveis a
erros, tornando dificil realizar computacdes demoradas sem o acumulo de erros inviabili-
zar a informagao. Para isso, estdo surgindo diversos estudos sobre como corrigir os erros
do computador, que utilizam circuitos de correc@o de erros, formados principalmente por
operadores de Clifford, e baseados na ideia de estabilizadores, ambos elementos vidveis
de calcular polinomialmente com o método de Tableau (Devitt; Munro; Nemoto, 2013).
Estabilizadores sdo operadores que nao alteram o estado do computador, isso € relevante
para correcdo de erro pois se um estabilizador € aplicado a um estado, e o seu valor é
alterado, significa que aquele estado foi afetado por um ruido.

Nesse trabalho, foi implementado um simulador de circuitos de Clifford utilizando
o método de Tableau. O método foi também extendido para que portas fora do grupo pu-
dessem ser simuladas com um custo exponencial, usando a estratégia de separar o estado
em multiplas tabelas. Vérias otimizac¢des foram feitas visando diminuir a quantidade de
tabelas no sistema quando portas fora do grupo sao aplicadas.



1.1. Objetivos

O principal objetivo deste trabalho € implementar um simulador quéntico alternativo para
o Ket, que podera ser utilizado opcionalmente pelo usudrio, otimizado para simular cir-
cuitos de Clifford em tempo polinomial. E que permita o uso de portas fora do grupo
de Clifford usando uma extensdo do método de Tableau. Permitindo, dessa forma, a
simulacao de circuitos maiores no Ket com complexidades temporais melhores.

Objetivos Especificos

Estudar a literatura atualizada sobre simulacio de circuitos de Clifford.
Implementar um codigo para a simulacdo de Tableau seguindo a literatura, no
Python.

* Adicionar operagdes fora do grupo de Clifford na simulagdo.

* Integrar o c6digo com a plataforma Ket.

Avaliar o desempenho do cédigo desenvolvido.

2. Metodologia de Desenvolvimento

Foram realizados trés tipos de experimentos, o primeiro com o c6digo de correcdo de
erro do Shor (Huang; Brown; Cetina, 2023) visando testar os limites de simulacdo de
qubits, o segundo com execuc¢do de diversas portas aleatdrias, visando testar os limites
de simulacdo de portas, e por fim, o algoritmo de Grover, para ver o comportamento do
sistema para portas nao cliffordianas. Esses experimentos foram rodados multiplas vezes
com diferentes parametros de qubits e portas.

O primeiro experimento, com correcdo de erro, foi testado para diferentes quan-
tidades de qubits 16gicos, variando de 50 a 200 qubits, para cada qubit 16gico, sdo ne-
cessdrios 9 qubits fisicos, além de dois outros qubits auxiliares para fazer a correcdo de
erro de fato, resultando em 11 qubits para cada qubit 16gico. No total simulando até cerca
de 2400 qubits.

No segundo experimento, diversas portas quanticas de clifford aleatérias foram
colocadas na simulagdo, para testar at¢ que ponto o simulador conseguiria aguentar.
A quantidade de qubits também foi variado, de 50 a 250, para cada quantidade, uma
quantidade maior de portas foi testadas, para ver como o sistema escala com essas duas
variaveis.

O terceiro experimento foi feito com o algoritmo de Grover, composto de duas
partes, o ordculo e o difusor, quando esses dois circuitos sdo executados em sequéncia,
aqui chamado de rodada, eles aumentam a probabilidade de um dado estado ser medido
dentro da superposi¢do, esse estado € dito pelo ordculo, para esse trabalho, foi utilizado
o estado ]1>®". Dependendo de quantos estados existem na superposi¢ao, € necessario
chamar o ordculo e difusor multiplas vezes até que a chance do estado ser medido esteja
em seu maximo. Para esse teste, ndo foi possivel realizar todas as rodadas recomendadas
do Grover no Tableau, pois a complexidade crescia rapido demais em relagdo ao nimero
de rodadas.

Além disso, para o algoritmo de Grover, o mesmo teste foi feito com o simulador
padrdao do Ket. Como o simulador denso do Ket ndo faz distincao na complexidade do



tempo baseado no tipo de operador usado, esse teste € representativo suficiente de como
que o simulador se comportaria nas outras situagdes para ser usado como uma métrica
comparativa. No caso do Ket, todas as rodadas recomendadas foram possiveis de serem
executadas.

3. Resultados

Nesta secdo serdo apresentados os resultados, levando em conta principalmente a
comparacao da complexidade assintética desse mddulo em comparagdo com o simula-
dor padrao do Ket. Na Tabela 1 sdo mostrados os parametros do computador utilizado
para realizar os testes.

CPU Intel® Xeon™ W-2133
RAM 32 GB

Python  3.12.2

Windows Windows 10

Ket 0.9.1

Tabela 1. Configuracao do computador usado para os testes.

3.1. Codigo de Correcao de Erro do Shor

Foram testados 3 tipos de circuitos, o primeiro foi o circuito de corre¢do de erro com a
codificacdo de Shor (Huang; Brown; Cetina, 2023). Ele foi feito para testar a capacidade
do Tableau de simular circuitos puramente de Clifford. Esse tipo de circuito utiliza 9
qubits fisicos para representar um tnico qubit 16gico, esse qubit 16gico é resistente a erros,
pois a redundancia dos qubits em sua codifica¢do ajudam a corrigir erros. Algo andlogo a
estratégia cldssica de repetir o mesmo sinal 3 vezes para que a redundancia corrija erros
de bit-flip.

O método de Tableau foi inicialmente desenvolvido com o intuito de auxiliar na
representacdo de circuitos de correcdo de erro, e portanto, € mais eficiente lidando com
circuitos desse formato. No teste, foram utilizados vérios qubits 16gicos, formados por 9
qubits fisicos cada, eles foram preparados fazendo com que os qubits na posi¢ao 0, 3,6
estivessem em superposicao, e entrelacados com os dois qubits seguintes, criando o estado
(|000) + |111)) ® (|000) + |111)) ® (]000) + |111)), que & resistente a erros de bit-flip e
phase-flip.

Depois, foram introduzidos erros de bit-flip no circuito, aplicando uma X alea-
toriamente em um dos 9 qubits pra cada qubit 16gico. Logo em seguida, foi aplicado o
circuito de correcao de erro, que compara os valores dos qubits de cada bloco de 3, para
checar se todos os valores estdo iguais, e caso ndo estejam, trocar o valor do qubit que
estd diferente, esse processo requer 2 qubits auxiliares a mais para registrar a medi¢do do
erro para cada qubit 16gico.



Qubits | Qubits Ldégicos | Tempo (s)
600 50 2,38
1200 100 9,30
1800 150 21,62
2400 200 40, 64

Tabela 2. Resultados da simulacao do circuito de corre¢ado de erro no Tableau.

Na Tabela 2 € apresentado os resultados dos testes. Como esse circuito usa poucas
portas, € possivel simular muitos qubits, com um crescimento assintético quadréatico.

3.2. Portas Aleatorias

Outro teste foi montado para testar a capacidade do Tableau de lidar com circuitos com
muitas operacOes de Clifford. Em teoria, como cada operagdo envolve alterar apenas
colunas da tabela, elas tem custo linear em relacdo a quantidade de qubits.

Esse teste envolve a aplicac@o de diversas portas aleatérias do grupo de Clifford
em cima de um dado nimero de qubits. Entre essas operacdes estdo as portas X, Z,
Y, H e CNOT, no simulador padrao do Ket, todas as operagdes quanticas tem 0 mesmo
custo, que escala exponencialmente em relacdo ao nimero de qubits. No Tableau, essas
operacoes tem custos diferentes, mas todas sdo assintoticamente proporcionais ao tama-
nho da coluna, que cresce linearmente em relacdo a quantidade de qubits. Na Tabela 3
estdo os resultados desses testes com diferentes quantidades de qubits e portas.

Qubits | Numero de Operacdes | Tempo (s)
50 12917 1,24

100 51666 9,69
150 116250 36,24
200 206667 91,47
250 322916 184,91

Tabela 3. Resultados da simulacao de circuitos aleatérios no Tableau.

3.3. Algoritmo de Grover

Por fim, o terceiro circuito foi o algoritmo de busca de Grover. Ele é composto princi-
palmente por portas H, X e portas Toffoli (Grover, 1996). Esse teste foi feito para testar
como que o Tableau lida com um sistema de multiplas tabelas em comparacdo com o
simulador padrao do Ket. O proposito do circuito € realizar buscas por elementos em
listas desorganizadas, sendo capaz de encontrar um elemento desejado na lista em VN
operacoes, sendo N a quantidade de elementos da lista, geralmente representado como
24, sendo ¢ a quantidade de qubits usadas para indexar os elementos.

Para um circuito de Grover com n qubits, ¢ = n — 1 sdo usados para representar os
itensnalista 0,1,2,3,4,5,...,29—1, e o ultimo € usado como qubit auxiliar na busca pelo
item. Um item € escolhido arbitrariamente para ser o elemento de busca, no caso, para os
testes, foi utilizado sempre o item 29 — 1, o elemento escolhido ndo afeta o desempenho.

Primeiramente, todos os qubits sdo colocados em superposicdo com portas H,
e o qubit auxiliar tem sua fase trocada por uma porta Z. Depois, duas operacdes sao



chamadas, a operacdo ordculo, e a difusora. O ordculo é uma Toffoli que tem como
controle os ¢ qubits, e aplica uma porta X no qubit auxiliar se todos os controles estiverem
ativos, a funcio dela é marcar o estado que se deseja encontrar, andlogo a uma guery de
banco de dados cldssica que procura por nomes que encaixam em uma determinada string.

Algumas portas controle estardo com portas X em volta, isso indica que aquele
qubit precisa estar desligado para funcionar, andlogo a um “if (not q1)” em um computa-
dor classico. Essas X sdo postas de acordo com o estado que deseja buscar, caso o estado
fosse 11000, teria uma Toffoli com X aplicada em volta dos qubits 3 e 4, com o alvo
sendo o quinto qubit.

A operacdo difusora também € representada por uma Toffoli, com diversas por-
tas H e X aplicadas em todos os qubits de controle antes da Toffoli, e X, H aplicado
depois. Caso os controles estejam ativos, a porta aplica uma X no alvo, que € o qubit
auxiliar. Essa operacdo serve para fazer uma distribuicao dos estados, o que faz com que
estados nao marcados se interfiram destrutivamente entre si, € o estado marcado cresca
em probabilidade.

Essas duas operagdes, do oraculo e do Difusor, podem ser aplicadas diversas vezes
no circuito para aumentar a probabilidade do estado desejado ser medido. A quantidade
Otima de vezes para se aplicar € 7+/27, mais que isso, € a probabilidade do estado ser
medido comega a decair.
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Figura 1. Circuito de Grover: Inicializacao e duas rodadas de oraculo e difusor.
Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Esse circuito foi replicado em Python usando o Tableau, e usando o simulador
padrao do Ket, configurado para o modelo denso. Foram executados varios testes com
diferentes quantidades de qubits e rodadas de ordculo e difusor. Os resultados dos experi-
mentos utilizando o simulador padrdo do Ket sdo apresentados na Tabela 4 para motivos
de comparagdo.

Qubits | Rodadas | Tempo (s)
12 36 0,15
15 101 0,91
18 285 7,63
20 569 88,40

Tabela 4. Resultados da simulacao do circuito de Grover no Ket.



Os testes realizados com o Tableau ndo puderam ser feitos com todas as rodadas
recomendadas para garantir a probabilidade do estado ser encontrado. Pois cada rodada
envolve a aplicacdo de 2 portas Toffoli, e cada operacdo desse tipo pode, no pior caso, tri-
plicar a quantidade de tabelas. Na Tabela 5 ¢ mostrado a capacidade do Tableau de simular
esses circuits com diferentes propor¢des de qubits e rodadas. Além disso, a funcao dump
foi utilizada para recuperar o estado, pois ela € mais eficiente que a funcdo de medicao
quando se deseja saber o valor de multiplos qubits em multiplas tabelas.

Qubits | Rodadas | Portas Toffoli | Tabelas | Tempo (s)
7 6 12 9556 88.28

8 5 10 2388 61.57

9 4 596 50.48

10 3 6 148 50.81

11 2 4 36 62.81

12 1 2 8 80.62

Tabela 5. Resultados da simulacao do circuito de Grover no Tableau.

O resultado mostra que a proliferacdo de tabelas e a operacao de medi¢ao expo-
nencial torna esse tipo de simulacdo muito custosa. Sendo assim, € mais util em circuitos
nos quais a quantidade de portas de Clifford é ordens de magnitude maior que a quanti-
dade de portas fora do grupo.

4. Conclusao

1. O método de Tableau foi compreendido.

2. Foi criado um mdédulo de simulacdo para circuitos de Clifford em tempo polino-
mial em python.

3. O método foi extendido para que portas fora do grupo de Clifford fossem usadas.

4. O cddigo foi integrado com o Ket, e agora é possivel utilizar esse modo de
simulacao.

5. Foram feitos 3 testes para ver como o método de Tableau se comporta em diferen-
tes situacoes.

O Ket agora possui um novo modulo para simular computacdo quantica, otimizado
especificamente para operagdes de Clifford, capaz de simular sistemas com muito mais
qubits do que o padrao atualmente utilizado.

Dentro do grupo de Clifford, a complexidade temporal do c6digo € polinomial em
relacdo a quantidade de portas e a quantidade de qubits. Sendo n a quantidade de qubits, a
tabela tem tamanho 2n x 2n, e cada operagdo age sob no maximo duas colunas da tabela.
A medicao pode, no pior caso, realizar somas com o valor de todas as linhas.

De acordo com os testes, essa complexidade baixa € suficiente para simular cen-
tenas de qubits e milhares de operacdes de forma eficaz.

Ao usar portas fora do grupo de Clifford, a complexidade temporal e espacial
se torna exponencial em relacdo a quantidade de portas fora do grupo de Clifford, e a
medicao se torna exponencial em relacdo a quantidade de qubits. Para cada tabela exis-
tente no sistema, € necessario fazer uma medicdo de custo 2", e a quantidade de tabelas
pode no pior caso ser 2°¢ sendo G a quantidade de portas externas utilizadas.



O algoritmo acaba sacrificando a complexidade da medicdo para manter as
operagdes do circuito leves. O que pode ser eficiente em circuitos que possuem milhares
de portas de Clifford e apenas algumas portas fora de Clifford. Devido ao custo exponen-
cial da medicdo, simulagdes com quantidades altas de qubits ndo sdo vidveis.

5. Trabalhos futuros

Ha espaco para otimizag¢des em algumas operagdes, como as portas U, que sdo as mais
custosas do sistema. Uma estratégia é encontrar alguma forma de unir tabelas que repre-
sentem 0 mesmo estado. Como um estado pode ser codificado por diferentes conjuntos
geradores de matrizes, nao ha como saber diretamente se duas tabelas possuem o mesmo
grupo de estabilizadores, e portanto, podem ter seus fatores somados em uma tabela so.

Nao foi possivel, nesse trabalho, encontrar uma forma de realizar a medi¢ao de
um estado composto de multiplas tabelas em tempo polinomial, é possivel que exista uma
forma de calcular as interferéncias das tabelas usando apenas os estabilizadores, pois 0s
estados em superposicao representados por cada tabela individual sdo sempre no formato
de igual probabilidade. Caso isso seja possivel, existiria uma vantagem consideravel do
método de Tableau para circuitos com poucas portas fora do grupo de Clifford.

Outra opc¢ao € utilizar o novo simulador para implementar circuitos mais comple-
X0s, com muito mais qubits disponiveis. Como por exemplo, codigos de correcao de erro,
que codificam varios qubits ruidosos em um unico qubit 16gico. Estudar tais circuitos
antes era uma tarefa dificil com o simulador padrdo comportando no méximo entre 20 e
50 qubits. Agora € algo vidvel, e realizar pesquisas em cima do comportamento desses
circuitos foi facilitado.
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