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Resumo

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um programa computacional voltado
à síntese de geração de função de mecanismos de seis barras, abrangendo todas as suas
topologias clássicas. A proposta visa simplificar o processo de projeto e ampliar as possibi-
lidades de aplicação de mecanismos complexos por meio de otimização numérica baseada
no algoritmo de Evolução Diferencial (DE).

Inicialmente, foram revisados os fundamentos da teoria de mecanismos, destacando
a análise e síntese cinemática, bem como conceitos de algoritmos evolutivos aplicados à
engenharia mecânica. Em seguida, implementou-se o programa em linguagem Python,
empregando programação orientada a objetos e uma interface gráfica de usuário (GUI)
que permite inserir parâmetros, visualizar resultados e exportar dados de forma intuitiva.

Os estudos de caso contemplaram a síntese de mecanismos capazes de reproduzir fun-
ções matemáticas, como logarítmica e séries de Fourier, além de trajetórias articulares
humanas aplicadas à modelagem de uma prótese de mão. Os resultados demonstraram a
eficiência do método proposto, com baixo erro médio e boa estabilidade geométrica, con-
firmando a aplicabilidade do programa como ferramenta de apoio a pesquisas e projetos
na área de Engenharia.

Palavras-Chave: 1. Síntese de mecanismos. 2. Geração de função. 3. Mecanismos
de seis barras. 4. Otimização. 5. Interface Gráfica de Usuário



Abstract

This work presents the development of a computational program aimed at the function
generation synthesis of six-bar mechanisms, encompassing all their classical topologies.
The proposal seeks to simplify the design process and expand the applicability of complex
mechanisms through numerical optimization based on the Differential Evolution (DE)
algorithm.

Initially, the fundamentals of mechanism theory were reviewed, highlighting kinematic
analysis and synthesis, as well as evolutionary algorithms applied to mechanical engineer-
ing. Subsequently, the program was implemented in the Python language, employing
object-oriented programming and a graphical user interface (GUI) that enables users to
input parameters, visualize results, and export data intuitively.

The case studies included the synthesis of mechanisms capable of reproducing mathe-
matical functions, such as logarithmic and Fourier-series functions, in addition to human
joint trajectories applied to the modeling of a prosthetic hand. The results demonstrated
the efficiency of the proposed method, with low average error and good geometric stabil-
ity, confirming the applicability of the program as a support tool for research and design
in the field of Engineering.

Keywords: 1. Mechanism synthesis. 2. Function generation. 3. Six-bar
mechanisms. 4. Optimization. 5. Graphical User Interface
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1 Introdução

1.1 Contextualização

A construção e o aperfeiçoamento de máquinas e mecanismos têm desempenhado um
papel essencial no desenvolvimento das civilizações ao longo da história. Desde as soluções
engenhosas criadas por povos antigos, como egípcios e chineses, aplicadas na agricultura,
no transporte e na construção de grandes estruturas, até os avanços consolidados durante
a Revolução Industrial e a era tecnológica atual, o uso de mecanismos foi determinante
para o progresso humano. Ao possibilitar a execução de tarefas complexas com maior efi-
ciência, reduzir o esforço físico e ampliar a capacidade produtiva, máquinas e mecanismos
não apenas simplificaram atividades cotidianas, mas também sustentaram transforma-
ções científicas, econômicas e sociais que moldaram a sociedade moderna. (MARTINS;
MURAI, 2019).

Dentro desse contexto, ganha destaque a síntese de mecanismos para geração de fun-
ção, cujo objetivo é projetar arranjos mecânicos capazes de estabelecer uma relação funci-
onal entre o movimento de entrada e o movimento de saída. Diferentemente da síntese de
trajetória ou de movimento, a geração de função busca atender a requisitos matemáticos
que definem a correspondência entre variáveis cinemáticas, garantindo que o mecanismo
desempenhe corretamente a função desejada. (ERDMAN; SANDOR, 1984).

Essa síntese foi amplamente empregada no século XX no projeto de mecanismos co-
nhecidos como computadores mecânicos (PLECNIK; MCCARTHY, 2014), capazes de
realizar cálculos para determinar distâncias, ângulos, valores de funções e outros parâ-
metros. Como exemplo de aplicação, destaca-se o mecanismo logarítmico de Svoboda,
utilizado para o cálculo da função log x, apresentado na Figura 1.

Atualmente, a síntese continua sendo empregada nas indústrias automobilística e aero-
espacial devido às suas características adimensionais, isto é, à capacidade de o mecanismo
manter as relações entre ângulos de entrada e de saída mesmo quando escalado, o que
facilita o desenvolvimento de projetos sujeitos a restrições de espaço que variam ao longo
do tempo. Um exemplo de aplicação são os mecanismos de contrabalanceamento de carga,
utilizados em porta-malas de veículos e em portas de aeronaves, com o objetivo de reduzir
o esforço exigido do usuário.

Para mecanismos de quatro barras, existem soluções analíticas para a síntese de gera-
ção de função com 3, 4 e 5 pares de precisão, sendo abordada a de 3 pares em (FREU-
DENSTEIN, 1954) e as de 4 e 5 pares em (ERDMAN; SANDOR, 1984) e (HARTEN-
BERG; DENAVIT, 1964). Entretanto, para mecanismos de seis barras, que apresentam
complexidade significativamente maior, as soluções analíticas tornam-se mais extensas,
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Figura 1 – Mecanismo de Svoboda

Fonte: (PLECNIK; MCCARTHY, 2014)

tornando necessária a utilização de métodos numéricos, como a homotopia planar (PLEC-
NIK, 2015), que encontra todas as soluções. Contudo, essa abordagem nem sempre é viável
devido ao elevado custo computacional e ao tempo exigido para filtrar mecanismos com
defeitos.

Portanto, à medida que a complexidade dos mecanismos aumenta e as exigências
de desempenho se tornam mais rigorosas, os métodos clássicos de síntese de geração de
função se mostram limitados para atender simultaneamente múltiplas restrições e critérios
de projeto. Nesse contexto, a síntese de mecanismos por otimização surge como uma
alternativa eficaz, pois permite explorar amplos espaços de soluções em busca de um
ótimo global, em vez de se dedicar à obtenção de todas as soluções possíveis, o que torna
o processo significativamente mais rápido.

Para que essa abordagem seja implementável, o método de otimização precisa ser
simples de implementar, fácil de usar, confiável e capaz de convergir de forma robusta para
o ótimo verdadeiro, sem exigir tempo computacional excessivo. O Differential Evolution
(DE) (PRICE; STORN; LAMPINEN, 2006) exemplifica essas características, sendo um
algoritmo de otimização global desenvolvido em 1995 que conquistou reputação por sua
eficácia e robustez. Embora não seja uma solução universal, o DE demonstra ser uma
ferramenta poderosa para engenheiros que buscam otimizar projetos complexos, como os
de mecanismos, de maneira eficiente.

De modo geral, este trabalho apresenta o desenvolvimento de um programa para sín-
tese de geração de função de mecanismos de seis barras por meio de técnicas de otimização,
com o objetivo de simplificar o processo de projeto e aumentar sua eficiência. Ao longo do
estudo, serão abordados conceitos fundamentais de mecanismos e algoritmos, definidas
estratégias de análise e otimização, implementada uma interface em Python utilizando
programação orientada a objetos e conduzidos estudos de caso para validar o desempe-
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nho do programa. Estabelecendo-se, dessa forma, uma base sólida para demonstrar a
relevância e a aplicabilidade da ferramenta desenvolvida.

1.2 Objetivos

Com base na contextualização abordada anteriormente, a seguir serão descritos os
objetivos deste trabalho.

1.2.1 Objetivo Geral

Desenvolver um programa computacional voltado à síntese de geração de função para
todas as topologias de mecanismos de seis barras, utilizando métodos de otimização apli-
cados a N pares de ângulos de precisão, com o propósito de simplificar o processo de
projeto e auxiliar no desenvolvimento de mecanismos mais eficientes.

1.2.2 Objetivos Específicos

Com o intuito de alcançar o objetivo principal deste trabalho, faz-se necessário cumprir
os seguintes objetivos específicos:

• Realizar uma pesquisa bibliográfica que permita compreender e sistematizar os prin-
cipais conceitos relacionados a mecanismos e a algoritmos de otimização.

• Definir a estratégia mais adequada de análise de posição de mecanismos e selecionar
o algoritmo de otimização a ser adotado.

• Desenvolver e implementar os modelos cinemáticos necessários para a análise de po-
sição dos mecanismos de seis barras, garantindo a consistência matemática requerida
para o processo de síntese.

• Projetar e implementar uma interface gráfica em Python que aprimore a usabilidade
do programa por usuários externos, incluindo recursos de visualização gráfica do
processo construtivo e exportação de dados para planilhas.

• Empregar programação orientada a objetos no desenvolvimento da interface, de
modo a assegurar escalabilidade e facilitar adaptações para novos mecanismos.

• Aplicar uma metodologia de síntese de mecanismos na condução de estudos de caso,
com o objetivo de verificar a validade e a aplicabilidade do programa desenvolvido.
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1.2.3 Estrutura do Trabalho

Esta monografia está organizada em cinco capítulos. O Capítulo 1 corresponde à Intro-
dução, na qual são apresentados a contextualização do tema, a formulação do problema,
os objetivos geral e específicos, além da estrutura do trabalho.

O Capítulo 2 apresenta a Revisão de Literatura, reunindo os conceitos fundamen-
tais relacionados à teoria de mecanismos, à análise e síntese cinemática, às metodologias
de síntese, bem como a discussão de algoritmos de otimização aplicados e de trabalhos
correlatos.

No Capítulo 3, são descritos os requisitos necessários para o desenvolvimento do pro-
grama, abrangendo os procedimentos adotados, as técnicas empregadas e a implementação
proposta, desde as funcionalidades internas até a criação da interface.

O Capítulo 4 apresenta os Resultados, incluindo a análise dos estudos de caso e a
validação da abordagem implementada.

Por fim, o Capítulo 5 reúne as Conclusões, destacando as principais contribuições da
pesquisa, suas limitações e as possibilidades de continuidade em trabalhos futuros.
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2 Revisão de Literatura

O presente capítulo tem como objetivo apresentar os fundamentos que dão suporte
a este trabalho, indo além de simples definições e fórmulas. Ele conduz o leitor por
uma jornada estruturada em dois eixos complementares: (i) a teoria de mecanismos,
abordando mobilidade, cadeias cinemáticas, a análise/síntese de mecanismos de quatro e
seis barras, entre outros, essenciais para compreender como movimentos simples podem se
transformar em movimentos complexos; e (ii) os algoritmos de otimização, com destaque
para abordagens estocásticas e, em especial, a Evolução Diferencial, cuja simplicidade e
eficiência a tornam especialmente adequada para problemas de síntese dimensional. Dessa
forma, este capítulo não apenas situa o leitor no estado da arte, mas também evidencia
o espaço onde a contribuição deste trabalho se insere, mostrando como conceitos teóricos
se conectam à prática e à busca por soluções eficientes.

2.1 Teoria de Mecanismos

Quando falamos em mecanismo, a primeira imagem que surge pode ser a de uma
engrenagem girando ou de uma alavanca em movimento (HUNT, 1990). De fato, meca-
nismos são conjuntos de partes rígidas, chamadas elos (ou barras), conectadas entre si por
juntas que permitem movimento. Apesar de sua aparência simples, esses arranjos escon-
dem uma função poderosa: transformar um tipo de movimento em outro, com propósito
específico. Formalmente, um mecanismo pode ser definido como um dispositivo mecânico
projetado para transferir movimento e/ou força de uma origem até uma saída específica
(ERDMAN; SANDOR, 1984). Para construí-lo, é necessário combinar os elos de maneira
adequada, vinculando-os entre si e a um referencial fixo, de modo que o conjunto funcione
harmoniosamente.

Embora a definição formal possa parecer abstrata, é possível perceber o conceito de
transferir movimento e/ou força de maneira intuitiva em ferramentas do dia a dia. Um
exemplo clássico é o alicate de pressão, projetado para multiplicar a força aplicada pelo
usuário, permitindo prender objetos com maior facilidade. Por trás dessa simplicidade
aparente, o alicate oculta um mecanismo de quatro barras (Figura 2): ao apertar as
extremidades mais distantes das alças, a força transmitida à boca do alicate é significati-
vamente ampliada, devido à vantagem mecânica proporcionada pela disposição dos elos e
das juntas. Para compreender e projetar mecanismos como o do alicate, é necessário pri-
meiro formalizar os conceitos fundamentais que regem o funcionamento desses sistemas,
os quais serão apresentados a seguir.

As obras e referências utilizadas neste trabalho para a apresentação e explicação dos
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Figura 2 – Mecanismo de quatro barras de um alicate de pressão

Fonte: http://www.mrbillington.com/linkages.html

conceitos relacionados a mecanismos adotam definições que estão em conformidade com
a terminologia estabelecida pelo dicionário da International Federation for the Promo-
tion of Mechanism and Machine Science (IFToMM). Assim, garante-se que as descrições
conceituais empregadas estejam alinhadas aos padrões internacionais da área.

Para conectar elos entre si e formar um mecanismo, é necessário juntá-los de alguma
forma. Esse vínculo é feito por meio do acoplamento, que consiste em uma conexão
entre dois elos, restringindo os movimentos possíveis de um em relação ao outro e impondo
restrições mecânicas (MARTINS; MURAI, 2019). O acoplamento pode ocorrer de forma
direta, com os dois elos conectados por um elemento de ligação, ou de forma indireta,
quando a conexão entre eles se dá por meio de um ou mais elos intermediários.

O modo como dois elos se conectam, restringindo seus movimentos relativos, é definido
como um par cinemático. Em algumas literaturas, par cinemático e junta são descritos
como equivalentes, porém, o dicionário IFToMM define a junta como a manifestação física
de um par cinemático.

Dependendo da geometria do contato, um par cinemático pode ser classificado como
inferior ou superior. Ele é considerado inferior quando um dos elementos não apenas
se ajusta à superfície do outro, mas também o envolve. Já o par superior ocorre quando
existe apenas um ponto ou uma linha de contato entre os elementos, sem envolvimento
(TSAI, 2000). A descrição dos tipos de pares inferiores e superiores podem ser vistos
abaixo. As Figuras 3 e 4 apresentam a representação visual dos diferentes tipos de pares
cinemáticos.

Pares Cinemáticos Inferiores:

• Par de Revolução (R): permite apenas rotação relativa entre dois elos em torno
de um eixo fixo.

• Par Prismático (P): permite apenas translação relativa ao longo de uma direção.

• Par Cilíndrico (C): permite rotação e translação ao longo de um mesmo eixo.
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• Par Esférico (S): permite rotações em três direções independentes, com centro
comum.

• Par Helicoidal (H): combinação de rotação e translação acopladas por passo
geométrico fixo.

• Par Plano (E): permite duas translações no plano e uma rotação perpendicular
ao plano.

Pares Cinemáticos Superiores:

• Par de Contato Pontual: ocorre quando o contato entre os elos se dá em ponto,
como em mecanismos came–seguidor.

• Par Linear: estabelecido pelo contato entre dentes de engrenagens, permitindo
transmissão rotacional com relação fixa entre velocidades angulares.

Figura 3 – Pares cinemáticos inferiores

Fonte: Martins e Murai (2019)

A conexão direta entre os elos, obtida por meio de pares cinemáticos, permite a forma-
ção de estruturas mais complexas conhecidas como cadeias cinemáticas. Uma cadeia
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Figura 4 – Pares cinemáticos superiores

Fonte: Martins e Murai (2019)

cinemática pode ser entendida como um sistema de elos interconectados que possibilita o
movimento relativo de qualquer elo em relação aos demais, sendo esse movimento limitado
pelas restrições mecânicas do conjunto (RAO; DUKKIPATI, 2007). Segundo Martins e
Murai (2019), as cadeias cinemáticas podem ser classificadas em abertas (ou seriais),
fechadas (ou paralelas) e híbridas (ou mistas), como ilustrado na Figura 5.

• Cadeia cinemática aberta: sistema composto por elos conectados entre si, onde
existe apenas um caminho possível para ir de um corpo a outro. Para que a cadeia
seja considerada aberta, é necessário que haja pelo menos dois elos que estejam
conectados exclusivamente a outro corpo rígido, sem formar um ciclo fechado (TSAI,
1999).

• Cadeia cinemática fechada: sistema composto por corpos rígidos conectados en-
tre si, onde há pelo menos dois caminhos distintos para ir de um corpo a outro.
Nessa configuração, cada corpo rígido está ligado a pelo menos dois outros corpos
rígidos, formando um ciclo fechado (TSAI, 1999). Este tipo de cadeia pode apre-
sentar apenas um circuito, como mostra a Figura 5b, ou mais de um circuito, que
pode ser visualizado na cadeia da Figura 5c, que possui dois circuitos v1 e v2.

• Cadeia cinemática híbrida: Cadeia cinemática híbrida: sistema composto por
corpos rígidos e juntas que apresentam simultaneamente segmentos de cadeia aberta
e ao menos um ciclo fechado. (TSAI, 1999). Um exemplo de cadeia cinemática
híbrida pode ser visto na Figura 5d
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Figura 5 – Classificação de cadeias cinemáticas

(a) Cadeia cinemá-
tica aberta

L1

L2

L3

L4

(b) Cadeia cinemática fechada

v1 v2

(c) Cadeia cinemática fe-
chada com dois circui-
tos

(d) Cadeia cinemática híbrida

Fonte: Adaptado de Martins e Murai (2019) e Plecnik (2015)

As cadeias cinemáticas fechadas apresentam várias vantagens em relação às abertas.
Entre elas, destacam-se: a necessidade de menos atuadores (ou motores), já que nem todas
as juntas exigem movimentação independente; a não acumulação de erros de posição e
de carga ao longo dos elos, garantindo maior precisão; e a possibilidade de operar com
velocidades e acelerações mais elevadas, sem exigir estruturas excessivamente robustas.
Por outro lado, a principal desvantagem das cadeias fechadas é que elas possuem um
espaço de trabalho menor em comparação com as cadeias abertas (TSAI, 1999).

Para que uma cadeia cinemática fechada se torne, de fato, um mecanismo, é necessário
realizar um último passo: fixar um de seus elos em relação a um sistema de referência
(e.g. sistema cartesiano). Dependendo de qual elo é escolhido como fixo no sistema refe-
rencial, o comportamento do mecanismo pode se modificar, especialmente quando os elos
apresentam dimensões distintas entre si. Além disso, o elo fixo, isto é, o referencial, pode
ser representado graficamente de diferentes maneiras. Nesta monografia, serão utilizadas
duas formas de representação: a representação funcional, na qual o elo fixo é omitido
e as juntas conectadas a ele são ilustradas apenas como mancais; e a representação
estrutural, que exibe explicitamente o elo fixo, geralmente por meio de linhas tracejadas
que destacam seu caráter estático (MARTINS; MURAI, 2019).

A Figura 6 apresenta ambas as representações aplicadas a um mesmo mecanismo de
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Figura 6 – Representações de um mecanismo de 4 barras

x

y

(a) Representação Funcional)

x

y

(b) Representação Estrutural
Fonte: Adaptado de Plecnik (2015)

Figura 7 – Exemplo de uma porta com motor no eixo de rotação

Fonte: Elaborado pelo autor

quatro barras, com o elo fixo circulado em vermelho. Conforme discutido no texto, a
escolha de qual elo é fixado resulta em diferentes comportamentos cinemáticos.

2.1.1 Mobilidade

A mobilidade (M ) de um mecanismo é uma das primeiras questões a se considerar
ao iniciar um estudo mais detalhado sobre seu funcionamento. A mobilidade se refere
ao número de parâmetros independentes, também chamados de graus de liberdade,
necessários para especificar completamente o comportamento do mecanismo ou cadeia
cinemática no espaço (TSAI, 2000). Em termos simples, ela determina quantos motores ou
atuadores precisamos definir nas juntas para saber exatamente como o mecanismo inteiro
vai se mover. Por exemplo, uma porta presa a uma dobradiça (Figura 7) precisaria apenas
de um motor para especificar o movimento completamente, pois ela só pode rotacionar
em torno de um eixo.

No caso da porta, é intuitivo concluir que apenas um motor é suficiente para defi-
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Figura 8 – Mecanismo com dois circuitos

Fonte: Adaptado de Plecnik (2015)

nir completamente seu movimento. Entretanto, ao analisar mecanismos mais complexos,
como o mecanismo de dois circuitos ilustrado na Figura 8, essa determinação se torna
menos evidente. Nesse contexto, a aplicação da equação de mobilidade torna-se funda-
mental. Por meio dela, é possível, a partir de uma formulação simples, identificar de
maneira rápida e precisa os graus de liberdade de um mecanismo, mesmo quando sua es-
trutura apresenta múltiplos elos e juntas. A aplicação da equação de mobilidade permite
identificar, de maneira simples e objetiva, que o mecanismo de três circuitos da Figura 8
demanda três motores para que todo o seu movimento seja completamente especificado.

Na maioria dos casos, é possível chegar nesta expressão geral que calcula a mobilidade
de um mecanismo a partir do seu número de elos, número de juntas e tipos de juntas.
Para entender como cada junta contribui para essa mobilidade, é necessário considerar dois
conceitos fundamentais: a conectividade (fi) e a restrição (ci) de cada par cinemático.
A conectividade de uma junta indica a quantidade de graus de liberdade que ela permite,
enquanto a restrição representa o número de limitações que o par cinemático impõe ao
movimento do mecanismo. (MARTINS; MURAI, 2019).

Por exemplo, uma junta de revolução possui conectividade 1, pois possui apenas um
grau de liberdade, enquanto o valor de restrição depende do grau de liberdade do espaço
(λ) em que o mecanismo está inserido. Um objeto livre pode realizar até 6 movimentos
diferentes (translações e rotações) no espaço de tridimensional, e se mover de 3 maneiras
diferentes no plano ou em uma esfera (HUNT, 1990). Portanto, se o mecanismo estiver
em um plano, a restrição da junta de revolução será 2; se estiver em um espaço 3D, a
restrição será 5. Adicionalmente, nota-se que ao somar a conectividade à restrição de uma
junta, o resultado é o grau de liberdade do espaço, como mostra a Equação 2.1.

fi + ci = λ (2.1)

A expressão geral que retorna o valor de mobilidade de um mecanismo de cadeia
cinemática fechada é dada pela equação 2.2. Caso o leitor tenha interesse em sua de-
monstração, recomenda-se a leitura do livro de Martins e Murai (2019).
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M = (n− j̄ − 1) · λ+
j̄∑

i=1
fi (2.2)

A partir da Equação 2.2, conhecida como critério de Chebychev–Grübler–Kutzbach
(GOGU, 2005), é possível calcular a mobilidade da maioria dos mecanismos. Para aplicar
o conceito, utiliza-se como exemplo o mecanismo de quatro barras da Figura 5b, conside-
rando o elo L1 fixado. Partindo do fato de que o mecanismo possui 4 elos, supondo que
as 4 juntas são de revolução e que o mecanismo atua num espaço planar, a mobilidade
dele será

M = (4 − 4 − 1) · 3 +
4∑

i=1
1 = 1

Então, no plano, com um parâmetro independente, ou seja, uma junta de revolução
independente, é possível definir totalmente a configuração do mecanismo. A condição de
existência ou não de um mecanismo depende da expressão M > 0, pois, caso a mobilidade
de sua cadeia cinemática seja menor que 1, não haverá movimento, como acontece em
treliças.

Ao acionar o mecanismo, podem ocorrer situações específicas em que seu compor-
tamento é indesejado. Isso se deve à ocorrência de posições de singularidade. Nessas
configurações, a cinemática do mecanismo é alterada, podendo resultar em ganho ou perda
instantânea de graus de liberdade. Ao sair da posição singular, o mecanismo normalmente
retoma sua mobilidade original (YAN, 1998). Um exemplo clássico de singularidade ocorre
quando três juntas de revolução se alinham, o que provoca a perda de um grau de liber-
dade na direção desse alinhamento. Esse fenômeno pode ser facilmente observado em um
braço humano: com o braço totalmente estendido, não é possível empurrá-lo na direção
do alinhamento entre o ombro e o cotovelo, enquanto que, quando o braço está dobrado,
esse movimento se torna viável.

2.1.2 Mecanismos Planares com 1 GDL

Com os principais conceitos de mecanismos explicitados, é possível introduzir repre-
sentações estruturais de alguns mecanismos planares com 1 grau de liberdade, que serão
o foco deste trabalho.

Observação: a nomenclatura Mecanismo de 6 barras adotada neste trabalho
segue a definição apresentada por Erdman e Sandor (1984), na qual nem todos os elos
precisam ser binários, e os mecanismos possuem dois circuitos. Essa definição difere de
outras encontradas na literatura, onde mecanismos de 6 barras são, por vezes, estritamente
considerados como estruturas hexagonais.
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Figura 9 – Mecanismo de 4 barras
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Fonte: Adaptado de Plecnik (2015)

2.1.2.1 Mecanismo de 4 barras

O mecanismo de quatro barras, mostrado na Figura 9, é a configuração mais simples de
cadeia cinemática fechada. Ele é composto por um elo fixo L1 (a base), um elo de entrada
L2 (onde aplicamos o movimento), um elo de saída L4 (de onde retiramos o movimento) e
uma barra acopladora L3, que transmite o movimento entre entrada e saída (ERDMAN;
SANDOR, 1984).

Além da descrição estrutural, é importante considerar também como avaliar o desem-
penho desse mecanismo. Para isso, utiliza-se o ângulo de qualidade de transmissão
(µ), um indicador da eficácia do mecanismo em função de sua geometria. Esse ângulo é
definido entre a barra acopladora e a barra de saída (MARTINS; MURAI, 2019), e seu
valor recomendado deve permanecer dentro do intervalo estabelecido pela inequação 2.3.
Quando o valor do ângulo de qualidade de transmissão está dentro do intervalo recomen-
dado, o esforço se distribui de maneira mais favorável entre as barras. Isso significa que
o mecanismo exige menos força para produzir o mesmo movimento. Em um contexto
prático, é como se o motor que aciona a entrada trabalhasse de forma mais eficiente: den-
tro da faixa adequada, ele consegue entregar o movimento desejado consumindo menos
energia.

40◦ ≤ µ ≤ 140◦ (2.3)

A apresentação deste mecanismo é fundamental para o desenvolvimento do trabalho,
pois será utilizada para explicar de forma mais clara os passos que levarão aos mecanismos
mais complexos de seis barras.

Alguns exemplos de mecanismos de 4 barras utilizados no mundo real podem ser vistos
na Figura 10.

2.1.2.2 Mecanismos de 6 barras

Os mecanismos de 6 barras são as próximas cadeias cinemáticas fechadas mais simples,
depois do 4 barras. Eles são organizados em duas topologias, as cadeias de Watt e as
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Figura 10 – Exemplos reais de mecanismos de 4 barras

(a) Pedal de bateria (b) Compartimento de bagagem
de mão de aeronave

(c) Prótese de joelho

Fonte: An Atlas of Structures, Mechanisms, and Robots de Dr. Bob Williams

cadeias de Stephenson, onde cada topologia é classificada adicionalmente por qual elo
é considerado o elo fixo, formando um total de cinco tipos diferentes de mecanismos
de 6 barras, chamados Watt I (l1 fixo), Watt II (l6 fixo), Stephenson I (l2 fixo),
Stephenson II (l6 fixo) e Stephenson III (l1 fixo) (PLECNIK, 2015), podendo ser
vistos na Figura 11. Nos mecanismos de Watt, os elos ternários (elos que possuem espaço
para três juntas) são conectados entre si por uma junta, enquanto nos mecanismos de
Stephenson, os elos ternários são separados por um elo binário (ERDMAN; SANDOR,
1984).

Figura 11 – Mecanismos de 6 barras
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(e) Stephenson III
Fonte: Adaptado de Plecnik (2015)
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Figura 12 – Geração de movimento de um Watt I

Fonte: (PLECNIK, 2015)

Figura 13 – Exemplos reais de mecanismos 6 barras

(a) Mecanismo de Klann (simula a perna
de um animal quadrúpede)

(b) Mecanismo do dedo da mão LARM

Fonte: (PRASHANTH; MANOJ; NIKHIL, 2019) e (CARBONE; ROSSI; SAVINO, 2015)

Embora os mecanismos de 6 barras representem apenas uma camada de complexidade
a mais que o mecanismo de 4 barras, os movimentos que eles podem produzir são consi-
deravelmente mais complexos. A Figura 12 mostra um exemplo de geração de movimento
de um Watt I.

Alguns exemplos de mecanismos de 6 barras utilizados no mundo real podem ser vistos
na Figura 13.

2.1.3 Análise Cinemática de Mecanismos de 6 barras

O processo de definir uma cadeia cinemática fechada e determinar sua mobilidade cons-
titui o ponto de partida para a análise e a síntese de mecanismos (ERDMAN; SANDOR,
1984). Na análise, busca-se compreender o comportamento de uma máquina ou meca-
nismo já existente. Assim, partindo de uma geometria previamente definida, determinam-
se suas características estruturais, além dos movimentos, posições, velocidades, acelera-
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ções, forças e momentos ao longo do tempo (MARTINS; MURAI, 2019). Esse tipo de
estudo permite responder perguntas como: “Se eu girar a entrada em 30°, quanto a saída
irá girar?” ou “A barra de saída conseguirá alcançar determinada posição?”.

Neste trabalho, será realizada apenas a análise de posição dos mecanismos, a qual
servirá de base para o desenvolvimento do otimizador responsável pela síntese dos meca-
nismos.

A análise de posição tem como objetivo determinar a posição e a orientação de cada
componente de um mecanismo, dados os valores atribuídos aos seus graus de liberdade,
que neste trabalho correspondem aos ângulos de entrada, pois todas as juntas são do tipo
revolução. Para isso, resolvem-se as equações de restrição impostas pela cadeia cinemática
fechada.

Há diversas abordagens para a obtenção das expressões de posição. Entre elas, destacam-
se: o método das matrizes de DH (DENAVIT; HARTENBERG, 1955), amplamente em-
pregado na cinemática direta de manipuladores robóticos; o método do laço de vetores
(Vector Loop), descrito em (ERDMAN; SANDOR, 1984), que pode ser formulado com
números reais ou com números complexos em coordenadas polares; e o método geométrico,
que determina sequencialmente as posições das juntas com base na própria geometria do
mecanismo, conforme detalhado em (TSAI, 1999). Outras abordagens também podem
ser utilizadas, dependendo da aplicação.

A análise dos mecanismos de seis barras neste trabalho será conduzida por meio do
método geométrico, por ser mais direto e intuitivo na abordagem de mecanismos de cadeia
fechada (TSAI, 1999). Além disso, sua simplicidade contribui para uma compreensão
mais clara, eliminando a necessidade de resolver equações de igualdade numericamente,
com exceção do mecanismo Stephenson II, que requer tal abordagem. Além de calcular
as posições, também serão calculados o ângulo de saída e os ângulos de qualidade de
transmissão.

Observação: Diferentemente do que ocorre com os mecanismos de quatro barras, não
há na literatura uma convenção estabelecida para avaliar a qualidade de transmissão em
mecanismos de seis barras. Assim, neste trabalho adotam-se dois ângulos de qualidade
de transmissão, indicados nas representações gráficas da Tabela 1 como µ1 e µ2.

Todos os mecanismos analisados apresentam mobilidade unitária (M = 1), conforme
a equação 2.2, e são compostos exclusivamente por juntas de revolução. Considera-se
o ângulo de entrada θI como variável independente, e assume-se que os parâmetros ge-
ométricos L1, L2, . . . , L9, ϕ, α e λ são previamente conhecidos. A partir das restrições
geométricas de cada configuração, obtêm-se o ângulo de saída θO e os ângulos de quali-
dade de transmissão µ1 e µ2.

Na Tabela 1, apresenta-se a análise de posição dos mecanismos Watt I, Watt II,
Stephenson I, Stephenson II e Stephenson III, destacando apenas as principais equações
que foram obtidas. As variáveis destacadas em vermelho são utilizadas como variáveis
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de projeto no processo de otimização. Para os leitores que desejarem consultar o modelo
completo, com todas as equações, este está disponível nos Apêndices A, B, C, D, E.

Cabe ressaltar que, embora os modelos propostos sejam plenamente funcionais para
a síntese empregada neste trabalho, eles não se esgotam nas formulações apresentadas.
Os sistemas de equações aqui descritos podem ser adaptados ou expandidos conforme
os objetivos de estudos futuros. Por exemplo, dependendo da variável de interesse, di-
ferentes combinações de parâmetros podem ser selecionadas como entradas ou saídas do
modelo, possibilitando novas estratégias de otimização. No caso do mecanismo Watt I,
por exemplo, poderia-se investigar a otimização de θI em função de β2 vistos na Tabela
1, ou quaisquer outras relações cinemáticas relevantes, de acordo com as necessidades
específicas de aplicações posteriores.

2.1.4 Síntese de Mecanismos

Na síntese de mecanismos, o objetivo é projetar dispositivos capazes de atender a
requisitos específicos de movimento. Pode ser necessário, por exemplo, deslocar uma fer-
ramenta da posição A para a posição B em um intervalo de tempo determinado, ou traçar
um caminho específico no espaço para inserir uma peça em um conjunto. As possibilidades
de aplicação são amplas (NORTON, 1998). A síntese considerada neste trabalho abrange
exclusivamente os requisitos estruturais, que são mensuráveis. Dessa forma, não são con-
siderados os requisitos de projeto, como materiais, processos de fabricação ou aspectos
construtivos.

Existem três etapas fundamentais na síntese de mecanismos, que devem ser realizadas
em sequência: a síntese do número, a síntese do tipo e a síntese dimensional. A síntese do
número tem como objetivo determinar o número de elos e de pares cinemáticos necessários,
bem como a forma como esses elementos se conectam entre si. Na síntese do tipo, define-se
quais tipos de pares cinemáticos realizam essas conexões. Por fim, na síntese dimensional
determinam-se as dimensões dos elos, como comprimentos e ângulos, de modo que o
mecanismo apresente a cinemática desejada (MARTINS; MURAI, 2019).

Neste trabalho, aplica-se exclusivamente a síntese dimensional, uma vez que as etapas
de síntese do número e de síntese do tipo são consideradas previamente definidas: utiliza-
se um mecanismo de seis barras, e todas as juntas são do tipo revolução. Para leitores
que desejarem aprofundar-se nas demais etapas da síntese, recomenda-se a consulta às
seguintes referências: (YAN, 1998), (UICKER JR., 2017), (LIU; WANG, 2014), (CHUNG;
LEE, 2001), (NORTON, 1998), (ERDMAN; SANDOR, 1984), (TSAI, 2000) e (FRISOLI;
SALSEDO; BERGAMASCO, 1999).

Na síntese dimensional, existem três principais vertentes para determinar as dimen-
sões dos elos de um mecanismo. A primeira é a geração de caminho, que busca definir
as dimensões necessárias para que um ponto de interesse percorra um trajeto específico
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Tabela 1 – Resumo visual dos mecanismos e suas equações principais

Mecanismo Imagem Mecanismo Equações principais

Watt I
θθII

θθOO

ϕϕ

μμ11

μμ22
αα

λλ

δδ

ββ11

ωω

ββ22

ββ33

LL11

LL22

LL44

LL33

LL55

LL66

LL88

LL99

ee11

ee22

AA

BB

CC

DD

EE

GG

FF

y

x

θO = β1 − λ

µ1 = arccos
(

L2
4+L2

3−e2
1

2L4L3

)
µ2 = arccos

(
L2

8+L2
9−e2

2
2L8L9

)

Watt II

θθII

θθOO

ϕϕ

μμ11

μμ22

αα

λλ22

ββ22
ββ11

ΨΨ

ωω

γγ11

LL22

LL11
LL33

LL55
LL44

LL66

LL88

LL99

ee11

ee22

AA

BB

CC

DD

EE

FF

GG

y

x

θO = ψ − ω

µ1 = arccos
(

L2
4+L2

5−e2
1

2L4L5

)
µ2 = arccos

(
L2

8+L2
9−e2

2
2L8L9

)

Stephenson I

θθII

μμ22

μμ11

θθOO

ϕϕ

αα

λλ

ωω

ββ

ξξ

γγδδ

LL11

LL33

LL22

LL55

LL44

LL66

LL88 LL99

ee11

ee22

AA

BB

DD

CC

EE
FF

GGy

x

θO = ξ − λ

µ1 = arccos
(

L2
4+L2

5−e2
1

2L4L5

)
µ2 = arccos

(
L2

8+L2
9−e2

2
2L8L9

)

Stephenson II

θθII

μμ11

θθOO

μμ22

ϕϕ

αα

λλ
γγ

ωω11 ωω22

ββ

LL11

LL33
LL22

LL99

LL88

LL66
LL44

LL55

ee11

ee22

ee33

AA

BB

CC

DD

GG
FF

EEy

x

θO = arctan
(

Gy−By

Gx−Bx

)
µ1 = arccos

(
L2

4+L2
6−e2

3
2L4L6

)
µ2 = arccos

(
L2

8+L2
9−e2

2
2L8L9

)

Stephenson III

θθII

θθOO

μμ11

μμ22

ϕϕ

αα

λλ22

ωω
ββ

γγ33

γγ11

γγ22LL22

LL11

LL33

LL44

LL55

LL66

LL88

LL99

ee11
ee22

AA

CC

BB

DD

FF

EE

GG

y

x

θO = β1 − λ

µ1 = arccos
(

L2
4+L2

3−e2
1

2L4L3

)
µ2 = arccos

(
L2

8+L2
9−e2

2
2L8L9

)

quando o mecanismo é acionado. A segunda é a geração de movimento, cujo objetivo
é determinar as dimensões a partir de um conjunto finito de posições homólogas de um
plano, controlando posição e orientação (MARTINS; MURAI, 2019). A terceira é a gera-
ção de função, na qual se estabelece uma relação funcional desejada entre as variáveis de
entrada e de saída do mecanismo.

Os dois primeiros tipos de síntese dimensional (caminho e movimento) não serão abor-
dados neste trabalho. Para leitores interessados nesses temas, recomenda-se a consulta a
(TSAI, 2000), (UICKER JR., 2017), (CHU; SUN, 2010) e (RUSSELL; SODHI, 2005). O
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Figura 14 – Mecanismo que calcula log10 x

Fonte: (MARTINS; MURAI, 2019)

terceiro tipo (função) será explorado em maior profundidade na próxima seção.

2.1.4.1 Síntese de Geração de Função

A síntese de geração de função tem como objetivo definir as dimensões do mecanismo
de modo que seu movimento represente uma função desejada. A ideia é simples de vi-
sualizar: para cada valor do ângulo de entrada, busca-se que o mecanismo produza um
valor específico de ângulo de saída, como se estivéssemos construindo uma “calculadora
mecânica”. Um exemplo clássico desse tipo de síntese está ilustrado na Figura 14, onde
um mecanismo de quatro barras é utilizado para aproximar a função log10 x (MARTINS;
MURAI, 2019).

Neste trabalho, a definição de síntese de geração de função segue Hartenberg e Denavit
(1964), na qual as barras de entrada e saída são consideradas em relação aos pivôs da
barra fixa.

Um dos procedimentos mais utilizados para realizar a síntese de geração de função de
mecanismos de quatro barras é baseado nas equações de Freudenstein (1954). Para realizá-
lo, utiliza-se como exemplo o quatro barras e seus parâmetros expostos na Figura 9, a fim
de determinar as dimensões dos elos que geram a função θO = f(θI). Para determinar
a equação, parte-se da geometria do quatro barras, como mostram as Equações 2.4, que
modela utilizando o método vetorial.
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x : L2 cos(θI) + L3 cos(α) − L4 cos(θO) = L1

y : L2 sin(θI) + L3 sin(α) = L4 sin(θO)
(2.4)

Isolando α, tem-se

x : L3 cos(α) = L1 + L4 cos(θO) − L2 cos(θI)
y : L3 sin(α) = L4 sin(θO) − L2 sin(θI)

Elevando ambas ao quadrado e somando-as, obtém-se:

L2
3(cos2(α) + sin2(α)) = (L1 − L2 cos(θI) + L4 cos(θO))2 + (L4 sin(θO) − L2 sin(θI))2

Expandindo os termos e fazendo substituições trigonométricas, chega-se à Equação de
Freudenstein 2.5, com cos(θO − θI) isolado.

cos(θO − θI) = L2
1 + L2

2 + L2
4 − L2

3
2L2L4

− L1

L4
cos(θI) + L1

L2
cos(θO) (2.5)

A Equação 2.5 possui três incógnitas, considerando L1 com valor 1, que são os termos
que possuem as dimensões dos elos. Portanto, ela consegue resolver sínteses de geração
de função para três pares de ângulos de entrada e saída, já que um sistema com três
incógnitas necessita de três equações para ser resolvido.

A equação proposta por Freudenstein (1954) foi pioneira na síntese de geração de
função para mecanismos de quatro barras, permitindo a solução analítica do problema
clássico de síntese para três posições, também conhecido como síntese com três pontos
de precisão. Posteriormente, métodos mais avançados foram desenvolvidos para sínteses
envolvendo quatro e cinco pontos de precisão, fundamentados em formulações trigonomé-
tricas, conforme apresentado em Hartenberg e Denavit (1964), e em representações com
números complexos, conforme discutido em Erdman e Sandor (1984).

Para mecanismos de seis barras, diversas obras da literatura propuseram sínteses de
geração de função utilizando abordagens analíticas ou numéricas e estocásticas.

Entre os métodos analíticos, destacam-se: Svoboda e James (1948), que projetaram
um gerador de função para o tipo Watt II e patenteou um mecanismo capaz de calcular
uma função logarítmica; McLarnan (1963), que formulou as equações de síntese para
os geradores de função dos tipos Watt II, Stephenson II e Stephenson III, utilizando o
método de Newton-Raphson para resolver mecanismos capazes de atender até oito pontos
de precisão em um computador IBM 704; e Plecnik e McCarthy (2014), que aplicaram
algoritmos de homotopia ao projeto de geradores de função dos tipos Watt II, Stephenson
II e Stephenson III, obtendo conjuntos de soluções quase completos para problemas de
oito posições.

Quanto aos métodos estocásticos ou baseados em otimizadores, Shiakolas, Koladiya e
Kebrle (2005) aplicaram o algoritmo de evolução diferencial ao projeto de mecanismos de
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seis barras com movimento de pausa (dwell). Hwang e Chen (2010) formularam a síntese
ótima de geradores de função do tipo Stephenson II, com foco em evitar defeitos de ordem,
circuito e ramificação. Por fim, Bulatović, Ðorđević e Ðorđević (2013) introduziram o
algoritmo Cuckoo Search no projeto de mecanismos do tipo Stephenson III.

Apesar do avanço proporcionado por essas contribuições, observa-se que a maior parte
dos trabalhos disponíveis dedica-se ao estudo de apenas um tipo de mecanismo, geral-
mente sob condições específicas de aplicação, e concentra-se principalmente no ajuste
cinemático entre variáveis de entrada e saída. Em geral, esses métodos não incorporam
de forma explícita aspectos essenciais ao comportamento interno do mecanismo, tais como
qualidade de transmissão, restrições geométricas de proporcionalidade, limites articulares
ou requisitos de viabilidade construtiva.

Nesse contexto, a abordagem proposta neste trabalho distingue-se por oferecer um
método abrangente e flexível: o programa computacional desenvolvido integra, em uma
mesma ferramenta, todos os tipos de mecanismos de seis barras (Watt I, Watt II, Stephen-
son I, II e III) e permite a personalização tanto dos parâmetros geométricos quanto dos
critérios de otimização. Essa capacidade de ajustar o processo de síntese a diferentes
objetivos projetivos, contemplando simultaneamente múltiplos tipos de mecanismos e in-
corporando variáveis internas relevantes, configura uma contribuição significativa quando
comparada às literaturas tradicionais.

2.1.4.2 Metodologias para Síntese de Mecanismos

A criação de novos mecanismos é uma tarefa complexa, que exige do projetista a ado-
ção de uma metodologia adequada (YAN, 1998). Existem diversas metodologias para
síntese de mecanismos disponíveis na literatura, como a de Hartenberg e Denavit (HAR-
TENBERG; DENAVIT, 1964), a de Hunt (HUNT, 1990) e a de Yan (YAN, 1998).

Porém, para a realização dos estudos de caso desse trabalho, a metodologia adotada
é a de Martins e Murai (MARTINS; MURAI, 2019), que segue a seguinte ordem: revisão
do estado da arte, análise de mecanismos existentes, definição dos requisitos, síntese do
número, síntese do tipo, síntese dimensional, prototipagem, documentação e fabricação.
Entre as fases de síntese do número e de prototipagem, há uma retroalimentação contínua
até que uma solução seja encontrada.

2.1.5 Configurações de Montagem de Mecanismos

Ao realizar a síntese de um mecanismo, determinam-se as dimensões dos elos capazes
de compor sua estrutura. Entretanto, é importante destacar que a maioria dos meca-
nismos admite mais de uma configuração de montagem, o que significa que um mesmo
conjunto de dimensões pode originar diferentes geometrias de montagem. Conforme dis-
cutido por Parrish e McCarthy (2013), um mecanismo de seis barras pode apresentar até
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Figura 15 – Montagens do mecanismo Watt II

Fonte: Adaptado de Plecnik (2015)

seis montagens distintas, cada uma resultando em um comportamento cinemático diferen-
ciado. A Figura 15 ilustra duas possíveis configurações de montagem para o mecanismo
de seis barras do tipo Watt II.

2.1.6 Defeitos de Síntese de Mecanismos

No processo de síntese, podem surgir defeitos que comprometem a utilização do meca-
nismo, sendo fundamental conhecê-los para preveni-los. Os três principais são os defeitos
de circuito, de ramificação e de ordem.

O Defeito de circuito ocorre quando o mecanismo necessita ser desmontado e remon-
tado em um modo de trabalho diferente para que o mesmo atinja todas as posições dese-
jadas. O de ramificação ocorre quando o mecanismo se desloca até uma posição desejada
e a barra de saída se alinha com a barra acopladora. E no defeito de ordem, o meca-
nismo é capaz de passar pelas posições desejadas, porém, não o faz na ordem desejada
(MARTINS; MURAI, 2019). Na Figura 16 os principais defeitos podem ser visualizados.

2.2 Algoritmos de Otimização

Diversas disciplinas têm a otimização como parte essencial de seus fundamentos. Na
física, por exemplo, os sistemas tendem naturalmente ao estado de menor energia, respei-
tando as leis que governam seu comportamento. No setor empresarial, o objetivo costuma
ser a maximização do valor para os acionistas. O sistema em análise pode ser físico, como
uma aeronave ou até mesmo uma estrutura simples, como o quadro de uma bicicleta; mas
também pode ser abstrato, como um sistema de controle para veículos autônomos ou um
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Figura 16 – Defeitos de Circuito (a), Ramificação (b) e Ordem (c) em mecanismos

Fonte: (ZHAO et al., 2022)

modelo de visão computacional projetado para identificar câncer em imagens de biópsia.
Em todos os casos, busca-se alcançar o melhor desempenho possível (KOCHENDERFER;
WHEELER, 2019).

Em um problema de otimização, procura-se maximizar ou minimizar uma função de-
nominada função objetivo, que quantifica critérios como custo, erro ou eficiência. Em
aplicações específicas, diferentes métricas podem ser adotadas. No contexto de meca-
nismos e robótica, a otimização pode envolver, por exemplo, a minimização do erro de
trajetória ou a maximização da eficiência energética, entre outros objetivos relevantes.

As variáveis presentes na função objetivo são chamadas de variáveis de projeto e
podem representar dimensões físicas ou propriedades de materiais. Tais variáveis estão
sujeitas a limites inferior e superior por razões práticas e podem ser contínuas ou discretas
(BASKAN, 2016). O problema de otimização pode ser expresso matematicamente da
seguinte forma:

Minimizar f(x) (2.6)
sujeito a gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m < n (2.7)

hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , r < n (2.8)
xl ≤ x ≤ xu (2.9)

O vetor x representa n variáveis de projeto:

x =


x1

x2
...
xn


As restrições gi são denominadas restrições de desigualdade, enquanto hj corres-

pondem às restrições de igualdade. Tais restrições são funções das variáveis de projeto
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e definem o conjunto de soluções viáveis. Um ponto é considerado viável quando satisfaz
todas as restrições.

Na otimização, distinguem-se dois tipos de soluções: o mínimo local e o mínimo
global. Em funções não convexas ou multimodais, podem existir vários mínimos locais,
isto é, pontos que representam o menor valor apenas em relação à sua vizinhança imediata.
Já o mínimo global corresponde ao menor valor absoluto que a função pode assumir em
todo o seu domínio (PRICE; STORN; LAMPINEN, 2006). A Figura 17 exemplifica uma
função multimodal com múltiplos mínimos locais.

A distinção entre mínimos locais e globais é fundamental, pois influencia diretamente a
escolha do método de otimização. Dependendo da complexidade da função e da presença
de múltiplos ótimos locais, diferentes abordagens podem ser necessárias para aumentar as
chances de encontrar a melhor solução. Nesse contexto, os algoritmos de otimização são
geralmente classificados em duas categorias principais: determinísticos e estocásticos.
Métodos determinísticos fornecem garantias teóricas para localizar mínimos locais ou glo-
bais, enquanto métodos estocásticos exploram o espaço de busca de forma probabilística,
sem assegurar que o mínimo global será encontrado, sendo mais adequados para funções
altamente não convexas ou multimodais (HARTKE, 2011).

Neste trabalho, o foco recai sobre a aplicação de algoritmos estocásticos, uma vez que
as funções objetivo provenientes dos mecanismos de seis barras são não lineares e multi-
modais. Essa característica torna mais adequada a utilização de métodos probabilísticos
em comparação aos determinísticos, devido ao elevado custo computacional associado à
busca do mínimo global nestes últimos. Ainda assim, algoritmos determinísticos podem
ser empregados em uma etapa posterior, após a otimização estocástica, com o objetivo de

Figura 17 – Exemplo de função multimodal

Fonte: (PRICE; STORN; LAMPINEN, 2006)
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refinar a solução e identificar um mínimo local mais preciso.
No campo da otimização estocástica, a literatura apresenta diversos algoritmos desen-

volvidos para a busca do mínimo global de funções. Entre os mais relevantes, destacam-se
o Simulated Annealing, proposto por (KIRKPATRICK; GELATT; VECCHI, 1983) e ins-
pirado no processo de recozimento da metalurgia, no qual soluções temporariamente piores
podem ser aceitas a fim de escapar de mínimos locais; o Tabu Search (GLOVER; TAIL-
LARD; TAILLARD, 1993), que busca superar ótimos locais ao permitir movimentos não
melhorantes e evitar ciclos por meio de uma lista tabu; e os Algoritmos Evolucioná-
rios (AEs), que constituem uma classe de métodos de otimização inspirados na evolução
natural e desenvolvidos de forma independente a partir da década de 1960, incluindo os
Algoritmos Genéticos formalizados por Holland (HOLLAND, 1992). Desde então, os AEs
consolidaram-se como uma abordagem robusta e amplamente utilizada para problemas
de otimização complexos, caracterizados por múltiplos ótimos locais e funções objetivo
sem propriedades analíticas específicas, como continuidade ou derivabilidade.

A lógica fundamental desses algoritmos baseia-se no uso de uma população de so-
luções candidatas que evolui ao longo das gerações por meio de operadores de variação
(como recombinação, mutação ou perturbações estocásticas) e mecanismos de seleção
que favorecem indivíduos mais aptos. Cada variante de AE implementa esses princípios
de maneira distinta: por exemplo, os Algoritmos Genéticos representam soluções como
cromossomos e utilizam operadores de cruzamento e mutação.

Entre as vantagens gerais dos Algoritmos Evolucionários destacam-se a capacidade de
escapar de mínimos locais, a flexibilidade em lidar com diferentes tipos de funções objetivo
e a robustez diante de espaços de busca altamente não lineares. Por outro lado, apresentam
limitações como o elevado custo computacional, devido à necessidade de avaliar múltiplos
indivíduos em cada geração, e a sensibilidade à configuração de parâmetros, que influencia
significativamente a eficiência da convergência (FOUSKAKIS; DRAPER, 2002).

Dentre os Algoritmos Evolucionários, destaca-se a Evolução Diferencial, proposta
por Storn e Price (1997), amplamente reconhecida na literatura como uma das abordagens
mais eficazes para problemas de otimização contínua. Este método será apresentado em
maior detalhe na subseção seguinte.

No contexto deste trabalho, vários algoritmos poderiam ser empregados para resol-
ver o problema formulado. Entretanto, o método Differential Evolution foi escolhido em
função de seu desempenho superior nos testes preliminares conduzidos pelo autor. Em-
bora os demais algoritmos avaliados também tenham apresentado resultados válidos, a
Evolução Diferencial mostrou-se consistentemente mais eficiente, em conformidade com o
desempenho amplamente reportado na literatura especializada.



Capítulo 2. Revisão de Literatura 41

2.2.1 Algoritmo Evolução Diferencial

As informações apresentadas nesta subseção baseiam-se em Storn e Price (1997), artigo
no qual o método foi originalmente proposto, e em Price, Storn e Lampinen (2006), que
oferece uma descrição abrangente de suas variações e aplicações. A Evolução Diferencial
(DE) é uma heurística de busca, isto é, uma estratégia prática que procura soluções
suficientemente boas para problemas complexos, sem garantir a obtenção da solução ótima
global. Seu funcionamento pode ser entendido como um processo de exploração guiada,
no qual múltiplas possibilidades são avaliadas até que se alcance uma resposta adequada.

A atratividade da DE reside no fato de ser simples de implementar, exigir poucos
parâmetros de ajuste e apresentar bom desempenho em problemas desafiadores, como
aqueles em que a função objetivo é não linear, não derivável ou apresenta diversos mí-
nimos e máximos espalhados, caracterizando um comportamento multimodal. Por essas
características, a DE tornou-se uma ferramenta amplamente utilizada em diversas áreas
da engenharia e das ciências aplicadas.

O algoritmo opera sobre uma população de NP vetores de dimensão D (xi,G, i =
1, 2, . . . , NP ), para cada geração G. O vetor inicial da população é escolhido aleato-
riamente dentro do espaço de parâmetros. A cada iteração, os vetores são atualizados
por meio de três operadores fundamentais: mutação, recombinação (crossover) e se-
leção. O processo de otimização por este método pode ser comparado a um grupo de
exploradores em uma montanha:

• Mutação: alguns exploradores tentam novos caminhos, usando como referência a
diferença entre outros pontos.

• Recombinação: misturam informações de caminhos diferentes para gerar rotas al-
ternativas.

• Seleção: mantêm apenas as rotas que chegam a lugares melhores.

Formalmente, na etapa de mutação, para cada vetor-alvo xi,G, gera-se um vetor
mutante vi,G+1 a partir da soma de um vetor base com a diferença ponderada entre dois
outros vetores distintos da população:

vi,G+1 = xr1,G + F · (xr2,G − xr3,G), (2.10)

em que r1, r2, r3 ∈ {1, 2, . . . , NP} são índices aleatórios e diferentes entre si e de i, e
F ∈ [0, 2] é o fator de escala que controla a intensidade da perturbação. Essa estratégia,
denominada DE/rand/1, é a forma mais clássica do método e garante diversidade no
processo de busca.

Em seguida, aplica-se a recombinação (ou crossover), combinando o vetor mutante
com o vetor-alvo. O vetor de teste ui,G+1 = (u1i,G+1, u2i,G+1, . . . , uDi,G+1) é construído da
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seguinte forma:

uji,G+1 =

vji,G+1, se randj ≤ CR ou j = jrand,

xji,G, caso contrário,
(2.11)

onde randj ∈ [0, 1] é um número aleatório uniforme, CR ∈ [0, 1] é a taxa de recombinação,
e jrand é um índice escolhido aleatoriamente para garantir que pelo menos um parâmetro
seja herdado do vetor mutante vi,G+1.

Por fim, a seleção decide se o vetor de teste ui,G+1 deve ou não virar um membro
da próxima geração, e é realizada comparando o vetor de teste com o vetor-alvo xi,G de
acordo com o valor da função objetivo. O critério adotado é o guloso (greedy criterion):

xi,G+1 =

ui,G+1, se f(ui,G+1) ≤ f(xi,G),

xi,G, caso contrário.
(2.12)

Assim, apenas soluções que apresentam melhor desempenho são mantidas na próxima
geração, promovendo a convergência da população em direção a ótimos globais.

Os experimentos apresentados em Storn e Price (1997) demonstraram que a Evolu-
ção Diferencial foi capaz de superar métodos consagrados de otimização global, como o
Simulated Annealing e Algoritmos genéticos, em diversos conjuntos de funções-teste de
referência. O método não apenas apresentou maior consistência na obtenção do mínimo
global, como também exigiu um número menor de avaliações da função objetivo, o que
reforça sua eficiência. Além disso, os parâmetros do algoritmo, tamanho da população
(NP ), fator de escala (F ) e taxa de recombinação (CR), podem ser ajustados dentro de
intervalos relativamente bem definidos, simplificando a aplicação prática.

Em síntese, a Evolução Diferencial consolidou-se como uma das abordagens mais efi-
cazes entre os algoritmos evolucionários, aliando simplicidade, eficiência e versatilidade.
Embora a fundamentação teórica sobre sua convergência ainda não esteja totalmente
estabelecida, sua eficácia prática e ampla utilização em problemas reais confirmam sua
relevância como técnica de otimização contínua.

2.2.2 Aplicações da Evolução Diferencial em Mecanismos

Além dos estudos apresentados na Seção 2.1.4.1, relacionados à geração de função,
a otimização também tem sido aplicada em outros problemas complexos de engenharia
desenvolvidos na UFSC. Na sequência, são apresentados trabalhos que se relacionam
direta ou indiretamente com a temática desta pesquisa e que contribuíram de maneira
relevante para o seu desenvolvimento.

Em Weihmann, Martins e dos Santos Coelho (2012) é proposta uma versão modificada
da Evolução Diferencial (MDE), na qual os parâmetros de mutação e cruzamento variam
ao longo das gerações, buscando evitar a convergência prematura e melhorar a exploração
do espaço de busca. A abordagem foi aplicada à otimização da capacidade de força de um
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manipulador paralelo planar 3-RRR, comparando 10 estratégias clássicas de DE (best/1,
best/2, rand/1, rand/2 e rand-to-best, em versões bin e exp) com suas variantes MDE.

O artigo de Mejia, Simas e Martins (2015) apresenta uma solução fechada para calcular
a força máxima com momento prescrito em manipuladores planares de três graus de
liberdade, derivada a partir da teoria dos parafusos, do método de Davies e de técnicas de
otimização com restrições. A formulação inicial como problema de maximização sujeita a
limites de torque permitiu estruturar as equações que se transformaram em uma solução
analítica geral, aplicável a manipuladores seriais, paralelos e híbridos. A validação em um
manipulador serial 3 DoF e em um paralelo 3RRR mostrou que os resultados coincidem
com métodos de otimização, incluindo evolução diferencial, mas com ganho expressivo de
desempenho, fornecendo respostas em frações de segundo em vez de horas. O trabalho
mostra a importância dos métodos numéricos, que forneceram bases de comparação para
a formulação subsequente de uma solução matemática fechada.

Já Krepsky et al. (2025), trabalho anterior do autor, apresenta uma aplicação parcial
do programa descrito neste trabalho, na qual a otimização por síntese de geração de
função do mecanismo de Watt 1 foi usada como etapa inicial na síntese dos dedos de uma
mão robótica prostética. Dessa forma, foi possível projetar um mecanismo de dedo com
dimensões compatíveis às de um dos autores, preservando a eficiência de transmissão. A
mão foi impressa em 3D e testada fisicamente em diferentes cenários de pegada de objetos,
demonstrando a eficácia do projeto dos mecanismos. O projeto desenvolvido neste artigo
de conferência será utilizado como um dos estudos de caso para comprovar a usabilidade
do programa.
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3 Metodologia

Nesta seção, apresenta-se a metodologia adotada para a síntese de mecanismos de seis
barras por meio de técnicas de otimização computacional. A abordagem possui caráter
predominantemente experimental e computacional, pois envolve o desenvolvimento de um
sistema capaz de gerar mecanismos com base em critérios previamente definidos.

O capítulo está organizado da seguinte forma: inicialmente, apresenta-se uma visão ge-
ral da solução proposta, destacando as principais etapas da metodologia. Em seguida, são
descritos os requisitos do projeto, divididos em requisitos funcionais, relacionados às áreas
de mecanismos e otimização, e requisitos de interface e usabilidade, ligados à organiza-
ção, apresentação das informações e interação com o usuário. Posteriormente, detalha-se
a implementação da solução, descrevendo os procedimentos adotados para atender aos
requisitos estabelecidos. Por fim, é realizada uma demonstração completa da interface,
ilustrando passo a passo como o sistema pode ser utilizado na síntese do mecanismo. Um
fluxograma que representa a estrutura desta seção é apresentado na Figura 18.

Figura 18 – Fluxograma de estruturação do capítulo

Solução 
Proposta

Fonte: Elaborado pelo autor
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3.1 Visão Geral da Solução

A solução proposta foi desenvolvida em etapas sequenciais. Inicialmente, realizaram-
se as modelagens matemáticas dos cinco mecanismos de seis barras, considerando apenas
um arranjo específico de montagem para cada caso. Em seguida, tais modelos foram
implementados na linguagem de programação Python.

Na segunda etapa, conduziram-se testes preliminares de otimização utilizando o al-
goritmo Differential Evolution (DE), com o objetivo de validar a implementação compu-
tacional de um dos mecanismos. Após verificar o correto funcionamento do algoritmo,
foram elaboradas as funções objetivo de todos os mecanismos, estruturadas a partir de
um mesmo template. Para garantir escalabilidade e evitar redundâncias, adotou-se a
abordagem de programação orientada a objetos, concentrando em classes os parâmetros
e variáveis comuns aos diferentes mecanismos.

Com as funções objetivo concluídas, incluindo a modelagem dos mecanismos, a defi-
nição das restrições para evitar defeitos e a configuração dos parâmetros padrão do DE,
seguiu-se o desenvolvimento de funções complementares, tais como geração de gráficos,
exportação de resultados para planilhas e construção da interface do sistema.

Por fim, foram realizados testes finais de validação, confirmando a consistência da
solução. Concluída essa etapa, o programa foi considerado apto para aplicação em estudos
de caso, os quais demonstraram sua utilização prática na síntese de mecanismos.

3.2 Requisitos do Projeto

Nesta seção, apresentam-se os requisitos definidos ao longo do planejamento e da
execução do projeto. Eles estão organizados em duas categorias principais: requisitos
funcionais e requisitos não funcionais e de interface.

Os requisitos funcionais referem-se diretamente ao núcleo da solução, abrangendo
o desenvolvimento dos modelos cinemáticos, das funções objetivo e da estrutura de oti-
mização necessária para a síntese dos mecanismos de seis barras.

Os requisitos não funcionais e de interface abrangem tanto os aspectos de intera-
ção com o usuário, incluindo a apresentação clara dos resultados e a facilidade de operação
mesmo por usuários sem experiência em programação, quanto os elementos estruturais
do sistema, relacionados à arquitetura, manutenibilidade, reprodutibilidade e robustez
numérica da aplicação.

Requisitos Funcionais

1. Implementar, em linguagem Python, os modelos cinemáticos dos mecanismos de
seis barras considerados;
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2. Desenvolver as funções objetivo de otimização para cada mecanismo, integrando o
respectivo modelo cinemático, as restrições associadas à qualidade de transmissão
e a função de erro que orienta a convergência para os ângulos de entrada e saída
especificados;

3. Definir os parâmetros padrão do algoritmo Differential Evolution, garantindo repro-
dutibilidade dos experimentos;

4. Disponibilizar rotinas para exportação dos resultados relevantes (parâmetros ótimos,
valores de função objetivo e métricas associadas) em formato adequado para análise
posterior, como arquivos de planilha.

Requisitos Não Funcionais e de Interface

1. Desenvolver uma interface simples, clara e intuitiva, que permita ao usuário operar
o sistema sem a necessidade de interpretar o código-fonte;

2. Disponibilizar três visualizações gráficas principais:

a) gráfico das configurações de ângulos para até cinco pontos de precisão;

b) painel de simulação com controle deslizante, permitindo visualizar o movimento
do mecanismo ao longo do intervalo de operação;

c) gráfico da função gerada pelos ângulos de entrada e saída, incluindo os pon-
tos desejados e obtidos na otimização, bem como as curvas de qualidade de
transmissão;

3. Implementar uma barra de configurações que permita adicionar mais de cinco pontos
de precisão e ajustar os parâmetros de otimização, tais como tamanho da população,
limites das variáveis e tolerâncias numéricas;

4. Adotar programação orientada a objetos para garantir escalabilidade, modularidade
e facilidade de manutenção da aplicação;

5. Garantir que o tempo de execução permaneça compatível com o uso interativo da
ferramenta em estudos de caso típicos;

6. Documentar os principais componentes do sistema e seus parâmetros, de modo a
facilitar sua utilização e futura extensão por outros pesquisadores.
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3.3 Solução Proposta

Nesta seção, será detalhada a solução desenvolvida no projeto. Assim como na etapa
de definição dos requisitos, ela está dividida em duas partes: Requisitos Funcionais e
Requisitos de Interface e Usabilidade.

3.3.1 Requisitos Funcionais

A Figura 19 é um fluxograma que descreve as etapas funcionais do método de otimi-
zação desenvolvido. As implementações correspondentes abrangem o modelo cinemático
dos mecanismos, a formulação da função objetivo, a aplicação das restrições de qualidade
de transmissão e a configuração do algoritmo Differential Evolution.

3.3.1.1 Inserção dos Parâmetros de Entrada

Inicialmente, o usuário deve inserir os parâmetros de entrada necessários para a exe-
cução da otimização. Entre eles estão: a seleção do tipo de mecanismo (Watt I, Watt
II, Stephenson I, Stephenson II ou Stephenson III ), a definição dos ângulos de entrada
e saída desejados e, opcionalmente, os limites dos ângulos de qualidade de transmissão.
Também é possível ajustar as configurações do algoritmo Differential Evolution, como o
número máximo de iterações, o tamanho da população e as tolerâncias de convergência.

Figura 19 – Fluxograma de etapa funcional

Fonte: Elaborado pelo autor
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3.3.1.2 Modelagem Cinemática e Formulação da Função Objetivo

Para cada topologia de mecanismo, foi implementada uma função objetivo específica,
responsável por avaliar a adequação geométrica dos parâmetros otimizados em relação ao
comportamento cinemático desejado. Essa função recebe como entrada o vetor de parâ-
metros do mecanismo (comprimentos de elos e ângulos fixos), juntamente com os vetores
de ângulos de entrada e saída desejados, retornando um valor escalar que representa o
erro acumulado entre os ângulos de saída obtidos e os valores de referência.

O cálculo da função objetivo se baseia na cinemática de posição dos mecanismos de
seis barras (Watt e Stephenson), como mostra o resumo na Tabela 1. Para cada ângulo
de entrada θI , determina-se a configuração planar dos elos resolvendo o equacionamento
geométrico do mecanismo. A partir desse modelo, obtêm-se as coordenadas cartesianas
de cada junta e, consequentemente, os ângulos de saída θO, que descrevem o movimento
do elo de saída.

A modelagem geométrica adotada apresenta uma formulação simplificada em relação
aos métodos tradicionais de fechamento de laços vetoriais, o que permite eliminar auto-
maticamente soluções inválidas associadas aos defeitos de circuito. Isso aocntece pois,
,o método geométrico, a escolha do sinal em funções trigonométricas, como no cálculo de
um arco cosseno, por exemplo, define uma única configuração geométrica válida. Assim,
qualquer conjunto de parâmetros que inviabilize essa configuração resulta em um erro
matemático, sendo descartado do processo de otimização.

Na implementação em Python, essa verificação é realizada por meio de um bloco
try-except. O cálculo cinemático é tentado para cada indivíduo da população e, caso
ocorra uma exceção durante a resolução geométrica (como erros de domínio em funções
trigonométricas ou inconsistências numéricas), o mecanismo correspondente é penalizado
na função objetivo. Esse procedimento garante que apenas configurações geometricamente
viáveis contribuam para a evolução das soluções.

Com essa abordagem geral, cada topologia de mecanismo recebe um tratamento es-
pecífico para a determinação das posições intermediárias: nos mecanismos Watt I, Watt
II, Stephenson I e Stephenson III, as posições dos pontos intermediários são obtidas por
relações trigonométricas diretas, enquanto no mecanismo Stephenson II é necessária a
resolução de uma equação de igualdade, solucionada numericamente com o método root
do pacote scipy.optimize.

A equação erro da função objetivo 3.1 é então definida como a soma dos desvios
quadráticos entre os ângulos de saída calculados e os ângulos desejados, fornecendo ao
algoritmo uma medida direta da qualidade da síntese em relação ao que é desejado pelo
usuário. Essa equação formaliza o tipo de síntese adotado, caracterizado como síntese por
geração de função.

A implementação em código da função objetivo genérica para os mecanismos de 6



Capítulo 3. Metodologia 49

barras pode ser vista no pseudocódigo 1. Caso o leitor tenha interesse na implementação
completa de todos os mecanismos em Python, ela se encontra no repositório do GitHub:
<https://github.com/KrepsD/Six-Bar-Function-Generation-Synthesis-Tool>

Fobj =
∑

(θO − θOd)2 (3.1)

Algorithm 1 Função Objetivo genérica para mecanismos de 6 barras
1: # p: vetor de parâmetros geométricos
2: # θI : vetor de ângulos de entrada desejados
3: # θOd: vetor de ângulos de saída desejados
4: # n: número de posições analisadas
5: # lb, rb: limites inferior e superior da qualidade de transmissão
6: function funcao_objetivo(p, θI , θOd, n, lb, rb)
7: Extrair L1, L2, L3, L4, L5, L6, L8, L9, ϕ, α, λ de p
8: for i = 1 até n do
9: try

10: Calcular a cinemática do mecanismo (posições e ângulos)
11: Obter ângulo de saída θO

12: Calcular ângulos de qualidade de transmissão µ1 e µ2
13: if (µ1 < lb) ou (µ1 > rb) ou (µ2 < lb) ou (µ2 > rb) then
14: Penalizar: θO[i] = 1012

15: break ▷ Restrição não cumprida
16: else
17: Armazenar ângulo: θO[i] = θO

18: end if
19: except
20: Penalizar: θO[i] = 1012

21: break ▷ Erro geométrico ou numérico detectado
22: end try
23: end for
24: Calcular soma dos erros quadráticos:

Fobj = ∑(θO − θOd)2

25: return Fobj ▷ Valor a ser minimizado
26: end function

3.3.1.3 Aplicação das Restrições de Qualidade de Transmissão

Durante a avaliação da função objetivo, são incorporadas restrições de qualidade de
transmissão, expressas pelos ângulos µ1 e µ2, que avaliam o alinhamento entre os elos e
o desempenho do movimento transmitido. Valores fora do intervalo permitido resultam
em penalizações na função objetivo, prevenindo configurações cinemáticas desfavoráveis
e singularidades.

https://github.com/KrepsD/Six-Bar-Function-Generation-Synthesis-Tool
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3.3.1.4 Execução do Algoritmo de Otimização

Com os parâmetros definidos, o método Differential Evolution é executado para en-
contrar a melhor combinação de parâmetros geométricos que satisfaça os requisitos de
geração de função desejados. A implementação é realizada por meio da função differen-
tial_evolution da biblioteca scipy, que recebe a função objetivo, os limites das variáveis e
os argumentos adicionais correspondentes a cada mecanismo.

Durante a execução, cada indivíduo da população representa uma possível solução.
O algoritmo avalia o erro de cada conjunto de parâmetros, gera novas populações por
mutação e recombinação, e substitui as piores soluções conforme o critério de desempenho
estabelecido pela função objetivo. Esse processo iterativo garante a exploração eficiente
do espaço de soluções e a convergência progressiva para configurações mais adequadas.

O funcionamento simplificado do algoritmo Differential Evolution pode ser visto no
pseudocódigo 2.

Algorithm 2 Pseudocódigo simplificado do differential_evolution
1: # Busca os parâmetros geométricos p que minimizam a função objetivo
2: # Utiliza o método differential_evolution da biblioteca SciPy
3: Inicializar população aleatória de soluções pj

4: Definir limites de busca (bounds) e parâmetros do algoritmo (taxa de mutação, re-
combinação, tolerância, iterações máximas, etc)

5: while (número de iterações < máximo permitido) e (erro atual > tolerância) do
6: for cada indivíduo pj da população do
7: Gerar novo candidato p′

j por mutação e recombinação
8: Avaliar Fobj(p′j) = funcao_objetivo(p′

j, θI , θOd, n, lb, rb)
9: # Seleção: mantém o indivíduo com melhor desempenho

10: if Fobj(p′j) < Fobj(pj) then
11: Substituir pj = p′

j

12: end if
13: end for
14: Atualizar melhor solução global p e Fobj

15: end while
16: Exibir p e Fobj

3.3.1.5 Condição de Parada e Exibição dos Resultados

O processo iterativo é mantido enquanto o número de iterações for inferior ao limite
máximo e o erro atual estiver acima da tolerância especificada. Quando os critérios de
parada são satisfeitos, o algoritmo encerra a otimização e exibe os parâmetros geométricos
otimizados, juntamente com o valor final da função objetivo. O resultado corresponde à
configuração que minimiza o erro total entre os ângulos de saída obtidos e os desejados,
atendendo simultaneamente às restrições impostas.
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3.3.1.6 Configurações do algoritmo

Para garantir um bom equilíbrio entre precisão, estabilidade e tempo de execução,
foram adotadas as seguintes configurações para o algoritmo DE :

• num var = 11: Número de variáveis de decisão (ou parâmetros de projeto) utili-
zadas na função objetivo;

• bounds: limites inferiores e superiores para os parâmetros geométricos utilizados
na otimização, abrangendo tanto os comprimentos dos elos quanto os ângulos de
rotação. Os elos podem variar entre 1 e 100 unidades de comprimento, enquanto
os ângulos são permitidos no intervalo de 0 a 359 graus. Dentro desses limites,
o algoritmo ajusta iterativamente os valores em busca da solução que minimize a
função objetivo;

• maxiter = 2000: número máximo de iterações, definido para assegurar conver-
gência consistente sem custos computacionais excessivos;

• popsize = 15: parâmetro que define o número de indivíduos por dimensão do
problema. Como o modelo considerado possui 11 variáveis de decisão, o tamanho
efetivo da população é dado por 15 × 11 = 165 indivíduos.

• tol = 1e-2 e atol = 1e-4: tolerâncias de convergência que proporcionam bom
compromisso entre precisão numérica e tempo de execução;

• mutation = (0.5, 1) e recombination = 0.7: parâmetros de mutação e recom-
binação adotados conforme recomendações clássicas da literatura;

• strategy = ’randtobest1bin’: estratégia de mutação que tende a favorecer con-
vergência rápida, preservando diversidade suficiente para evitar mínimos locais pre-
maturos;

• workers = -1: utilização de todos os núcleos disponíveis do processador, permi-
tindo a execução paralela das avaliações da função objetivo.

Essas configurações oferecem robustez computacional e boa adaptabilidade para dife-
rentes topologias de mecanismos. Quando necessário, o usuário pode ajustar manualmente
cada parâmetro na aba de configurações do sistema, descrita na próxima seção.

3.3.2 Requisitos Não Funcionais e de Interface

Com base nos requisitos definidos na etapa de planejamento, a interface gráfica foi
desenvolvida de modo a oferecer uma experiência intuitiva, responsiva e modular. O
objetivo principal foi permitir que o usuário interaja com o programa sem a necessidade



Capítulo 3. Metodologia 52

de compreender diretamente o código-fonte, facilitando a análise dos mecanismos e a
visualização dos resultados obtidos nas etapas de otimização e simulação cinemática.

A aplicação foi construída sobre a biblioteca customtkinter, que fornece uma camada
moderna de componentes gráficos para Python, e integra elementos interativos como cai-
xas de seleção, campos de entrada, controles deslizantes, interruptores e gráficos dinâmicos
gerados com a biblioteca matplotlib. A arquitetura da interface segue um padrão modu-
lar, com POO, no qual cada grupo de widgets é criado por funções específicas, garantindo
clareza e facilidade de manutenção do código.

3.3.2.1 Definição da Interface Gráfica de Usuário (GUI)

Inicialmente, a janela principal é configurada pela função construtora da classe, respon-
sável por definir o layout e delegar a criação dos componentes visuais à função init_ui().
Nessa etapa, são também definidas as constantes de estilo, incluindo caminhos de ima-
gens, cores e fontes padronizadas, o que permite a alteração global do tema da aplicação
de forma centralizada.

Foram implementados componentes interativos que permitem a personalização e
a exploração visual dos resultados:

• Caixas seletoras: utilizados para seleção do tipo de mecanismo (Watt 1, Watt 2,
Stephenson 1, 2 e 3 ) e para alternar entre configurações específicas de simulação,
como número de casos e parâmetros de otimização. Esses elementos são armazena-
dos em estruturas internas, permitindo fácil acesso durante as callbacks.

• Campos de entrada: recebem valores numéricos como ângulos de entrada e saída
desejados, limites de otimização e número de pontos de precisão. São gerados a
partir de uma lista de especificações, evitando redundância na criação dos widgets
e permitindo diferentes tamanhos e posições conforme o contexto.

• Controles deslizantes: controlam dinamicamente o ângulo de entrada θI , atu-
alizando em tempo real a posição do mecanismo visualizado. Cada slider está
vinculado a uma função de callback que redesenha o mecanismo conforme o valor
selecionado.

• Interruptores: permitem alternar exibições gráficas adicionais, como a numeração
dos elos e a exibição dos ângulos ou arcos de movimento.

A interface também inclui uma seção dedicada à visualização gráfica dos resultados.
A função de configuração de gráficos cria instâncias do matplotlib integradas à interface,
possibilitando a exibição dinâmica de três tipos principais de visualização:

1. Visualização cinemática: exibe o mecanismo em sua configuração atual, desta-
cando juntas, elos e ângulos calculados.



Capítulo 3. Metodologia 53

2. Simulação interativa: permite movimentar o mecanismo por meio de um controle
deslizante, atualizando a posição dos elos em tempo real.

3. Gráficos analíticos: apresentam as curvas de variação dos ângulos de entrada e
saída, bem como as curvas de qualidade de transmissão (µ1 e µ2), permitindo avaliar
o comportamento global do mecanismo ao longo do ciclo de movimento.

Adicionalmente, foi implementada uma barra de configurações que possibilita ao
usuário ajustar parâmetros de otimização, como tamanho da população, limites e tole-
râncias, além de permitir a inclusão de mais de cinco pontos de precisão. A interface
também possui um mecanismo de reinicialização (Home), responsável por reconstruir to-
dos os widgets e restaurar o estado inicial da aplicação.

Com os detalhes da implementação da interface descritos, serão apresentadas figuras
das telas da interface, junto com a explicação de cada elemento nelas. Na Figura 20, é
apresentada a tela principal da aplicação, composta por diferentes áreas funcionais
que organizam as etapas de entrada de dados, visualização e execução da otimização. A
interface foi estruturada em seções modulares, destacadas na imagem, que permitem ao
usuário compreender rapidamente o fluxo de uso do sistema.

Módulo 1 – Cabeçalho e Navegação (Região superior em vermelho)

O primeiro módulo compreende o cabeçalho da aplicação, responsável pela identidade
visual e pela navegação principal.

Figura 20 – Tela principal da Interface
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• (1) Botão Home: posicionado no canto superior esquerdo, o botão Home reinici-
aliza a aplicação, reconstruindo todos os componentes da interface e restaurando o
estado padrão do programa. Essa função é essencial para o início de novas simula-
ções ou otimizações, evitando a interferência de dados anteriores.

Módulo 2 – Painel Lateral de Controle (Região esquerda em vermelho)

O segundo módulo reúne todos os controles de entrada de dados relacionados ao me-
canismo e aos parâmetros de otimização. Sua disposição vertical foi planejada para guiar
o usuário de forma sequencial, da seleção do mecanismo até a execução da otimização.

• (1) Seletor de mecanismo: caixa de seleção do tipo combobox que permite esco-
lher a topologia a ser otimizada. A escolha define automaticamente quais parâmetros
geométricos e configurações internas serão utilizados pelo algoritmo.

• (2) Campos de ângulos de entrada e saída: organizados em pares, permitem
inserir até cinco combinações de ângulos desejados. Esses valores definem a função
cinemática que o mecanismo deve reproduzir.

• (3) Campo de limite de qualidade de transmissão: define o desvio permitido
em torno de 90◦ para os ângulos de qualidade de transmissão, permitindo ajustes
de acordo com a aplicação.

• (4) Botão de otimização: inicia o processo de otimização diferencial, coletando
os dados inseridos e enviando-os ao núcleo computacional. Durante a execução, a
interface é atualizada dinamicamente para indicar o progresso e, ao final, exibe os
resultados obtidos.

Esse módulo constitui o painel de interação direta com o usuário, centralizando as
ações de configuração e controle do processo de otimização.

Módulo 3 – Área de Visualização e Resultados (Região central em vermelho)

O terceiro módulo corresponde à região central e direita da interface, dedicada à
análise visual e numérica dos mecanismos. Ele apresenta os resultados de forma gráfica e
interativa, permitindo a inspeção detalhada do comportamento cinemático.

• (1) Abas da interface: permitem alternar entre as diferentes seções do programa.
Ao serem clicadas, exibem o conteúdo correspondente a cada mecanismo de seis bar-
ras (Watt 1, Watt 2, Stephenson 1, Stephenson 2, Stephenson 3 ) e uma aba adicio-
nal dedicada às configurações gerais da aplicação. As abas destinadas aos diferentes
mecanismos apresentam a mesma estrutura funcional e disposição de componentes,
variando apenas quanto ao tipo de mecanismo selecionado.
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• (2) Interruptor de exibição: ativa ou desativa a numeração dos elos diretamente
sobre o gráfico, facilitando a identificação das juntas e elos durante a simulação.

• (3) Gráfico do mecanismo: exibe a configuração planar de cada um dos pares
de ângulos otimizados do mecanismo otimizado, representando os elos e juntas.

• (4) Gráfico de simulação e análise: apresenta o gráfico com a simulação do
movimento do mecanismo e as curvas de desempenho, como ângulos de entrada e
saída, e qualidade de transmissão (µ1, µ2). Essas visualizações auxiliam na avaliação
quantitativa da qualidade da solução obtida.

• (5) Seletor de par de ângulos otimizados: possibilita alternar entre diferentes
soluções válidas encontradas pelo algoritmo de otimização, facilitando comparações
entre configurações distintas do mesmo mecanismo.

• (6) Controle deslizante do ângulo de entrada: permite variar o valor de θI e
observar o movimento do mecanismo em tempo real. Cada alteração aciona uma
função de atualização que redesenha a estrutura no gráfico (4).

• (7) Botão para mostrar gráficos de relações de ângulos: botão que, quando
pressionado, alterna o grafico (4) para mostrar as relações de ângulos de entrada,
saída e de qualidade de transmissão.

Na Figura 21 é possível visualizar a aba de configurações, onde é possível submeter
mais de cinco pares de ângulos de precisão e mudar os parâmetros da função de otimização.

Figura 21 – Tela de configuração

Fonte: Elaborado pelo autor
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3.3.3 Integração da GUI com a Aplicação Funcional

A comunicação entre a interface gráfica e o núcleo computacional é realizada por
métodos de controle da classe App, como pode ser visto na UML do programa (feito com
PlantUML) na Figura 22 responsáveis por interpretar as ações do usuário e coordenar a
execução dos algoritmos de síntese. Esses métodos coletam os parâmetros inseridos na
interface (elos, limites angulares, configuração do mecanismo, etc.), instanciam o modelo
cinemático apropriado (Watt I, Watt II, Stephenson I, II ou III) e iniciam o processo
de otimização. Durante a otimização, a interface permanece sincronizada com o núcleo
computacional, exibindo as atualizações de ângulos, gráficos e status da execução.

Outro aspecto importante é que o software permite a sintetização e armazenamento
simultâneo de até cinco mecanismos diferentes, um para cada topologia disponível (Watt
I, Watt II, Stephenson I, II e III). Cada mecanismo é tratado como uma instância inde-
pendente da classe abstrata Mecanismo, conforme a Figura 22, mantendo seus próprios
resultados até que uma nova otimização seja solicitada. Essa arquitetura possibilita a
comparação direta das diferentes topologias de mecanismos de seis barras dentro de uma
mesma aplicação, permitindo ao usuário identificar de forma eficiente qual configuração
atende melhor aos requisitos cinemáticos desejados.

Ao final do processo, além de apresentar os resultados na interface, o sistema gera
automaticamente um arquivo .csv na mesma pasta do código. Esse arquivo contém todas
as informações relevantes: ângulos de entrada e saída (desejados e resultantes), índices de
qualidade de transmissão, parâmetros geométricos do mecanismo e o tempo de execução
do algoritmo. Assim, estabelece-se uma conexão contínua entre a camada visual e o
modelo matemático, permitindo uma análise integrada e interativa dos resultados obtidos.

3.3.4 Funcionamento Completo

Para concluir a seção de metodologia, apresenta-se o funcionamento completo do pro-
grama, desde sua inicialização até a visualização dos gráficos e simulações gerados, bem
como a exportação dos dados referentes ao mecanismo e ao processo de otimização.

Ao iniciar o programa, o usuário é direcionado para a tela principal, conforme ilus-
trado na Figura 20. Nessa interface, o usuário deve selecionar um dos cinco mecanismos
disponíveis para otimização e inserir os pares de ângulos de precisão. Na tela inicial, é
possível definir entre dois e cinco pares de ângulos, como mostrado na Figura 23. Op-
cionalmente, o usuário pode também especificar um valor máximo para os ângulos de
qualidade de transmissão. Caso seja necessário inserir mais pares de ângulos ou alterar
algum parâmetro de configuração, é possível acessar a tela de configurações, conforme
apresentado na Figura 21.

Após inserir as informações necessárias, o usuário pode acionar o botão “Otimizar”,
conforme ilustrado na Figura 23. Ao fazer isso, o programa inicia o processo de otimiza-
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Figura 22 – UML do programa

App

__init__() : construtor
ao_fechar()
inicializar_interface()
criar_abas()
criar_frames()
criar_botoes()
criar_rotulos()
criar_caixas_de_selecao()
criar_campos_de_texto()
criar_deslizantes()
criar_interruptores()
criar_graficos()
resetar_tudo()
 
MostrarElosEangulos()
Modelos_mecanismos()
mostrar_angulos()
valor_thetaI_slider(value : float)
mudar_configuracao(value : int)
entregar_p_otimizar()
 
callbackAtualizacao(xk : float, convergence : float)
disable_interactives()
enable_interactives()
 
funcaoObjetivo_W1(p, thetaI, thetaOd, n, lb, rb)
funcaoObjetivo_W2(p, thetaI, thetaOd, n, lb, rb)
funcaoObjetivo_S1(p, thetaI, thetaOd, n, lb, rb)
funcaoObjetivo_S2(p, thetaI, thetaOd, n, lb, rb)
funcaoObjetivo_S3(p, thetaI, thetaOd, n, lb, rb)

Mecanismo

MostrarElosEangulos()
Modelos_mecanismos()
mostrar_angulos()
valor_thetaI_slider(value : float)
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entregar_p_otimizar()
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Fonte: Elaborado pelo autor

ção. Caso algum dado esteja incorreto ou inviabilize o cálculo, uma mensagem de erro é
exibida abaixo do botão, orientando o usuário a revisar as entradas. Durante a execução
da otimização, todos os campos de entrada e controles deslizantes são temporariamente
desativados, evitando alterações que possam interferir no processamento.

Quando a otimização é concluída com sucesso, uma mensagem de confirmação é exibida
abaixo do botão “Otimizar”. Em seguida, são gerados os gráficos de análise do mecanismo,
e um arquivo no formato .csv é exportado contendo os principais resultados referentes ao
mecanismo e ao processo de otimização. As Figuras 24 e 25 apresentam os gráficos de
ordenação dos pares de ângulos, a simulação do mecanismo e o relacionamento entre
ângulos de entrada e saída, desejados, obtidos e os ângulos de qualidade de transmissão.
A Figura 26 ilustra o arquivo de dados exportado no formato .csv.

Os dados são exportados em formato tabular porque, como o programa permite a de-
finição de um número personalizado de pontos de precisão, valores muito elevados podem
inviabilizar a visualização completa das informações diretamente na interface. A expor-
tação para um arquivo estruturado, portanto, torna-se uma forma organizada e eficiente
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Figura 23 – Tela incial com dados inseridos

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 24 – Primeira tela de gráficos

Fonte: Elaborado pelo autor

de acessar todos os resultados. Além disso, esse recurso é fundamental para registrar
mecanismos que o usuário considere relevantes, permitindo sua reconstrução posterior em
um programa CAD ou a realização de novas buscas por mecanismos da mesma topologia
que possam atender de maneira ainda mais adequada ao problema em estudo.

Com o processo finalizado, o usuário pode aplicar os mesmos parâmetros aos demais
mecanismos disponíveis, comparando-os para identificar aquele que melhor se adequa
à aplicação desejada, considerando fatores como ângulos de qualidade de transmissão,
configuração do mecanismo e espaço de trabalho. Caso não seja possível obter uma
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Figura 25 – Segunda tela de gráficos

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 26 – Tabela com os dados exportados

Fonte: Elaborado pelo autor

solução satisfatória, o usuário pode selecionar o botão “Home” para limpar todos os
dados inseridos e reiniciar o processo, testando novos parâmetros de entrada para os
mecanismos ou para o otimizador. O vídeo publicado no YouTube a seguir mostra o
funcionamento das principais funcionalidades do software: <https://www.youtube.com/
watch?v=6VuMKqHRDXE>.

https://www.youtube.com/watch?v=6VuMKqHRDXE
https://www.youtube.com/watch?v=6VuMKqHRDXE
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4 Resultados

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos com o programa de otimização,
destacando tanto os pontos positivos quanto as limitações observadas. Para melhor orga-
nização, os resultados foram agrupados em duas categorias: testes e validação e estudos
de caso.

Na etapa de testes e validação, são mostrados os resultados das otimizações realizadas,
de cada um dos mecanismos, incluindo: parâmetros geométricos obtidos, imagem do
mecanismo, comparação entre os ângulos de entrada e saída desejados e os valores obtidos,
além dos ângulos de qualidade de transmissão e do erro absoluto entre o ângulo de saída
desejado e o calculado, considerando uma função previamente definida.

Na etapa de estudos de caso, são analisadas duas aplicações reais de geração de função,
nas quais o programa é utilizado para solucionar o problema proposto.

4.1 Testes e Validação

Para a realização dos testes, foi necessário selecionar duas funções a serem utilizadas
como referência no processo de geração de função dos mecanismos. A primeira função
escolhida foi a função logarítmica, amplamente adotada em estudos de validação nessa
área e já utilizada em trabalhos anteriores, como em (PLECNIK; MCCARTHY, 2014).
A equação logarítmica apresentada na Equação 4.1 foi escalada em 100 vezes, de modo a
representar adequadamente valores na ordem de grandeza de graus. A Figura 27 ilustra
o comportamento da função após o escalonamento.

f(θout) = 100 · ln
(
θin

100

)
(4.1)

A segunda função selecionada foi desenvolvida especificamente para este trabalho, uti-
lizando uma série de Fourier trigonométrica, conforme a Equação 4.2, com os coeficientes
apresentados na Tabela 2. A Figura 28 ilustra o comportamento da função resultante
(expressa em graus), cuja variação foi limitada ao intervalo de 0° a 240° para utilização
nos testes.

f(θin) = a0

2 +
∞∑

n=1
(an cos(nωθin) + bn sin(nωθin)) com ω = 2π

5 (4.2)

Para cada função estudada, serão realizados testes com diferentes quantidades de pon-
tos de precisão. Para a função logarítmica, a otimização será conduzida utilizando cinco
pontos de precisão, enquanto para a função definida por série de Fourier serão considera-
dos vinte pontos. Em cada teste, os cinco mecanismos analisados serão avaliados quanto
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Figura 27 – Gráfico da função logarítmica 4.1
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 28 – Gráfico da função dada pela série de fourier 4.2
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Tabela 2 – Coeficientes da série de Fourier de f(θin)
Harmônico n an bn

0 1.0941492537 —
1 −0.15746786420 0.31831985387
2 −0.11809710263 0.20410666371
3 −0.02511624061 −0.04259180001

aos parâmetros geométricos obtidos, à configuração final do mecanismo sintetizado, à
comparação entre os ângulos de entrada e saída desejados e os valores calculados, aos
ângulos de qualidade de transmissão e ao erro absoluto entre o ângulo de saída desejado
e o obtido. Ao final testes, são apresentadas observações e análises adicionais, discutindo
os resultados obtidos e destacando os principais comportamentos identificados durante o
processo de otimização.

Todos os testes utilizam os parâmetros de otimização definidos como padrão no capí-
tulo de Metodologia. Da mesma forma, os limites do ângulo de qualidade de transmissão
adotados seguem o intervalo padrão de 90◦ ± 50◦.

Observação: Todos os pontos de precisão serão determinados utilizando a função de
geração de pontos de Chebyshev (Equação 4.3), descrita em Stewart (1996). Esse método
distribui os pontos de forma não uniforme, concentrando-os nas extremidades do intervalo,
o que melhora a aproximação de funções não lineares e reduz oscilações indesejadas na
interpolação.

Além disso, nas representações gráficas dos mecanismos obtidos, o elo fixo é sempre
definido como aquele compreendido entre as juntas A e B, no caso de elos binários, e
entre as juntas A, B e C, no caso de elos ternários. O elo de entrada é indicado em verde,
enquanto o elo de saída é indicado em vermelho.

ti = a+ b

2 + b− a

2 cos
(

(2i− 1)π
2N

)
, i = 1, 2, . . . , N (4.3)

4.1.1 Teste da Função Logarítmica

Para o teste utilizando a função logarítmica, foram definidos cinco pontos de precisão.
Os pares de ângulos de entrada e saída empregados na otimização estão apresentados
na Tabela 3 e podem ser visualizados no gráfico da função na Figura 29. Os resultados
referentes ao ângulo de saída desejado, ao ângulo obtido e ao erro absoluto para cada
mecanismo estão reunidos na Tabela 4. Já os parâmetros geométricos otimizados, junta-
mente com o tempo total de execução da otimização, são apresentados na Tabela 5. Por
fim, as Figuras 30, 31, 32, 33 e 34 ilustram o mecanismo resultante para cada caso, além
dos gráficos comparativos das relações entre os ângulos relevantes.
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Tabela 3 – Ângulos de entrada e saída da otimização
Índice Ângulos de entrada θIn (°) Ângulos de saída θOn (°)

1 29.282 -122.817
2 61.068 -49.316
3 112.500 11.778
4 163.931 49.427
5 195.717 67.150

Figura 29 – Gráfico da função log com os pontos de precisão
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 30 – Watt I para 5 pontos de precisão da função ln 4.1
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Tabela 4 – Ângulos de entrada, ângulos de saída desejados, obtidos e erro absoluto (em
graus)

Mecanismo Ângulo de
entrada (°)

Ângulo de saída
desejado (°)

Ângulo de
saída obtido (°)

Erro
absoluto (°)

Watt I

29.28 -122.82 -118.29 4.53
61.07 -49.32 -56.03 6.71
112.50 11.78 13.48 1.70
163.93 49.43 53.33 3.90
195.72 67.15 64.01 3.14

Watt II

29.28 -122.82 -122.32 0.50
61.07 -49.32 -50.13 0.81
112.50 11.78 12.58 0.80
163.93 49.43 49.33 0.10
195.72 67.15 67.06 0.09

Stephenson I

29.28 -122.82 -118.59 4.23
61.07 -49.32 -56.25 6.93
112.50 11.78 13.35 1.57
163.93 49.43 53.19 3.76
195.72 67.15 63.84 3.31

Stephenson II

29.28 -122.82 -122.88 0.06
61.07 -49.32 -49.30 0.02
112.50 11.78 11.73 0.05
163.93 49.43 49.35 0.08
195.72 67.15 67.15 0.00

Stephenson III

29.28 -122.82 -122.78 0.04
61.07 -49.32 -49.53 0.21
112.50 11.78 12.27 0.49
163.93 49.43 49.06 0.37
195.72 67.15 67.24 0.09

Tabela 5 – Parâmetros geométricos otimizados e tempo de otimização para a função ln
Mecanismo L1 L2 L3 L4 L5 L6 L8 L9 ϕ α λ

Watt I 28.79 73.48 87.96 30.81 28.73 32.8 89.16 31.58 322.88 58.07 47.76
Tempo de otimização: 4.26 s

Watt II 18.62 27.60 59.68 41.37 50.16 75.58 98.34 70.32 329.97 66.82 15.9
Tempo de otimização: 10.3 s

Stephenson I 27.76 38.20 71.52 29.70 85.55 61.34 36.42 56.03 322.67 281.12 47.63
Tempo de otimização: 4.86 s

Stephenson II 19.76 14.37 63.27 47.33 81.03 73.80 72.09 46.53 86.81 278.67 82.67
Tempo de otimização: 13.2 s

Stephenson III 59.01 24.28 65.25 77.29 49.36 39.47 67.48 64.76 302.91 40.36 167.63
Tempo de otimização: 8.89 s
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Figura 31 – Watt II para 5 pontos de precisão da função logarítmica mostrada na Eq. 4.1
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Figura 32 – Stephenson I para 5 pontos de precisão da função ln 4.1
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Figura 33 – Stephenson II para 5 pontos de precisão da função ln 4.1
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Figura 34 – Stephenson III para 5 pontos de precisão da função ln 4.1
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4.1.2 Teste da Função de Série de Fourier

Para o teste com 20 pontos de precisão, foram utilizados os pares de ângulos de entrada
e saída apresentados na Tabela 6. A distribuição desses pontos e o comportamento da
função podem ser visualizados no gráfico da Figura 35. Após a execução do processo de
otimização, foram obtidos, para cada mecanismo, os valores do ângulo de saída calculado,
do ângulo desejado e o erro absoluto entre ambos. Como o conjunto de pontos é extenso,
apresenta-se apenas o erro absoluto médio para cada mecanismo, conforme a Tabela 7.

Os parâmetros geométricos resultantes da otimização, juntamente com os respectivos
tempos de processamento, são apresentados na Tabela 8. Por fim, as Figuras 36, 37, 38,
39 e 40 ilustram as configurações finais dos mecanismos otimizados, bem como os gráficos
comparativos entre os ângulos de entrada e saída.

Tabela 6 – Ângulos de entrada e saída da otimização com 20 pontos

Índice Ângulo de entrada θIn

(°) Ângulo de saída θOn (°)

1 0.370 14.292
2 3.316 15.726
3 9.134 18.780
4 17.683 23.730
5 28.751 30.736
6 42.066 39.490
7 57.300 48.851
8 74.078 56.769
9 91.987 60.877
10 110.585 59.712
11 129.415 53.798
12 148.013 45.599
13 165.922 38.163
14 182.700 33.506
15 197.934 31.923
16 211.249 32.473
17 222.317 33.908
18 230.866 35.329
19 236.684 36.324
20 239.630 36.810



Capítulo 4. Resultados 67

Figura 35 – Gráfico da função de Série de Fourier com os pontos de precisão
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Tabela 7 – Erro absoluto médio do ângulo de saída (em graus)

Mecanismo Erro absoluto médio (°)

Watt I 5.807

Watt II 1.814

Stephenson I 6.383

Stephenson II 1.175

Stephenson III 0.479

Tabela 8 – Parâmetros geométricos otimizados e tempo para a função da série de Fourier
Mecanismo L1 L2 L3 L4 L5 L6 L8 L9 ϕ α λ

Watt I 89.88 24.11 57.44 63.64 15.16 42.63 72.23 85.79 263.65 195.08 14.29
Tempo de otimização: 4.34 s

Watt II 95.9 5.49 87.97 88.6 7.26 5.74 86.74 14.81 285.32 30.63 281.06
Tempo de otimização: 12.89 s

Stephenson I 91.87 8.71 24.42 65.58 57.94 23.72 36.98 53.56 263.02 293.40 14.09
Tempo de otimização: 4.48 s

Stephenson II 38.08 7.98 20.01 48.83 78.56 86.74 46.64 21.36 46.02 286.86 18.50
Tempo de otimização: 109.41 s

Stephenson III 30.03 99.87 34.09 52.58 89.19 90.13 99.47 59.44 217.74 138.38 82.41
Tempo de otimização: 15.46 s
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Figura 36 – Watt I para 20 pontos de precisão da função da série de Fourier 4.2
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Figura 37 – Watt II para 20 pontos de precisão da função da série de Fourier 4.2
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Figura 38 – Stephenson I para 20 pontos de precisão da função da série de Fourier 4.2
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Figura 39 – Stephenson II para 20 pontos de precisão da função da série de Fourier 4.2
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Figura 40 – Stephenson III para 20 pontos de precisão da função da série de Fourier 4.2
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4.1.3 Discussão dos Testes

Com base nos resultados apresentados na seção anterior, esta seção tem como objetivo
discutir o desempenho dos mecanismos analisados nos testes de validação. A partir dos
dados obtidos, busca-se identificar tendências, pontos fortes e limitações de cada confi-
guração, considerando aspectos como a precisão na geração do movimento, o tempo de
otimização e a robustez geométrica das soluções encontradas.

De modo geral, os mecanismos apresentaram desempenho satisfatório quanto à preci-
são no atendimento dos pontos de precisão, mantendo-se dentro da faixa ideal dos ângulos
de qualidade de transmissão. No entanto, ao observar o comportamento visual dos gráfi-
cos, especialmente no segundo teste, referente à função da série de Fourier (4.2), nota-se
que os mecanismos Watt I e Stephenson I apresentaram menor fidelidade à curva desejada.

Em ambos os testes, observa-se tanto nas imagens dos resultados quanto na Tabela 3
que os mecanismos Watt II, Stephenson II e Stephenson III apresentaram desempenhos
significativamente superiores aos mecanismos Watt I e Stephenson I, tanto em termos
de semelhança das curvas quanto em precisão dos pontos. Essa diferença é coerente
com a natureza geométrica de cada mecanismo. Conforme ilustrado na Figura 11, os
mecanismos Watt I e Stephenson I possuem uma topologia essencialmente equivalente à
de um mecanismo de quatro barras quando se considera a síntese por geração de função,
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isto é, a relação direta entre as barras de entrada e de saída.
Assim, a síntese de geração de função para esses mecanismos equivale, na prática, à

de um mecanismo de quatro barras acrescido de elos adicionais, mas com uma segunda
restrição de qualidade de transmissão. Por esse motivo, Watt I e Stephenson I tendem
a apresentar menor desempenho na reprodução de curvas complexas, pois possuem uma
geometria menos flexível. Esse comportamento é coerente com o relatado por Plecnik e
McCarthy (2014), que destaca os mecanismos Watt II, Stephenson II e Stephenson III
como os mais adequados para síntese de geração de função. Ainda assim, há utilidade
prática na aplicação dos mecanismos Watt I e Stephenson I. No capítulo seguinte, um
desses mecanismos será sintetizado em um estudo de caso.

Um aspecto negativo observado nos resultados refere-se ao mecanismo Stephenson
II. No segundo teste, nota-se uma descontinuidade no gráfico de ângulos da Figura 39,
próxima de 50° do ângulo de entrada. Conforme discutido nas seções de Revisão de
Literatura e Metodologia, esse mecanismo exige a resolução de uma equação de igualdade
para garantir que todos os elos mantenham comprimento constante. Em alguns casos, essa
restrição pode gerar soluções numéricas distintas para ângulos consecutivos, resultando em
uma aparente descontinuidade no gráfico. Ressalta-se, contudo, que tal comportamento
não ocorreria em uma montagem física do mecanismo, onde o movimento seria contínuo.

Outro ponto relevante é o desempenho do mecanismo Watt II no segundo teste. Em-
bora tenha apresentado erro absoluto médio reduzido e boa correspondência com a curva
desejada, sua geometria não é totalmente viável, devido às proporções excessivamente
desiguais entre os elos, como evidenciado na Figura 37 e na Tabela 8. Para obter uma
configuração mais realista, seria necessário impor restrições de proporcionalidade aos com-
primentos dos elos, limitando a variação relativa entre eles.

Quanto aos tempos de processamento apresentados nas Tabelas 5 e 8, o algoritmo de-
monstrou bom desempenho computacional, com tempos de execução da ordem de dezenas
de segundos para a maioria dos mecanismos. A única exceção foi novamente o Stephen-
son II no caso de 20 pontos de precisão, cujo tempo de otimização foi superior devido à
necessidade de resolver a equação de igualdade adicional dentro da função objetivo.

4.2 Estudos de Caso

Com base nos resultados obtidos na etapa de validação e nas análises comparativas
entre os diferentes mecanismos, esta seção apresenta dois estudos de caso que visam de-
monstrar a aplicabilidade prática das metodologias de síntese e otimização desenvolvidas
ao longo deste trabalho. O objetivo é avaliar como os mecanismos otimizados podem
ser adaptados para reproduzir movimentos biomecânicos e funcionais, bem como para
atender a requisitos de engenharia voltados a dispositivos de assistência e reabilitação.
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O primeiro estudo de caso aborda a síntese de mecanismos para representar o mo-
vimento das juntas do quadril, joelho e tornozelo humano, explorando a capacidade dos
modelos em gerar trajetórias compatíveis com o movimento natural das articulações. Já
o segundo estudo de caso trata da síntese de mecanismos aplicados ao desenvolvimento
de uma prótese de mão, destacando a importância da precisão na geração de movimento
e da adequação geométrica do sistema.

Em ambos os casos, são aplicadas as mesmas estratégias de otimização descritas ante-
riormente, com ajustes nos parâmetros geométricos e nas restrições cinemáticas conforme
as exigências de cada aplicação. Dessa forma, busca-se demonstrar a versatilidade da me-
todologia proposta e sua relevância tanto para o campo da engenharia mecânica quanto
para aplicações biomédicas e robóticas.

4.2.1 Síntese de Mecanismos para Juntas de Quadril, Joelho e
Tornozelo Humano

As informações utilizadas para a realização deste estudo de caso foram obtidas a
partir do artigo de Plecnik e McCarthy (2016), no qual os autores apresentam um método
computacional de solução exata para a síntese de geração de função de mecanismos do
tipo Stephenson II de seis barras capazes de coordenar onze pares de ângulos de entrada e
saída. Esse método foi aplicado ao projeto de mecanismos que reproduzem o movimento
das articulações do quadril, joelho e tornozelo de um andar humano, modelado a partir
de dados experimentais obtidos por meio da análise de vídeo da marcha.

Para representar o comportamento periódico de cada articulação, os autores ajustaram
as curvas de movimento a séries de Fourier, de modo a obter uma formulação analítica
contínua das funções de deslocamento angular. A expressão geral utilizada foi

f(t) = 1
2a0 +

o∑
m=1

[
am cos(mt) + bm sin(mt)

]
, (4.4)

em que o representa a ordem da série, e os coeficientes am e bm são determinados a
partir da decomposição harmônica dos dados. As funções correspondentes ao quadril,
joelho e tornozelo foram determinadas com base nos coeficientes apresentados na Tabela
9, que definem o comportamento angular de cada articulação em função do tempo.

A partir das expressões apresentadas no artigo, utilizou-se o programa desenvolvido
nesta monografia para identificar os mecanismos que melhor reproduzissem as curvas de
movimento das articulações e, em seguida, comparar os resultados obtidos com aqueles
apresentados pelo autor.

Para este caso, foram selecionados 30 pontos de precisão, buscando maximizar a si-
milaridade entre as curvas geradas e as de referência. As curvas correspondentes, com
pontos distribuídos segundo o critério de Chebyshev (Eq. 4.3) e expressas em graus, são
apresentadas na Figura 41.
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Tabela 9 – Coeficientes de Fourier utilizados por Plecnik e McCarthy (2016) para a síntese
das funções articulares

Quadril Joelho Tornozelo

Ordem (o) 3 5 5

a0 -0.238996 -0.423173 -0.399166

a1 0.265074 0.165304 0.248170

b1 0.046321 0.382295 0.349262

a2 0.002658 0.209291 0.106419

b2 -0.056328 0.126733 0.103722

a3 -0.020584 0.049303 0.027326

b3 0.014721 0.040758 0.096972

a4 0 0.001075 0.017224

b4 0 0.017789 0.004267

a5 0 0.004296 -0.012690

b5 0 0.005227 -0.016123

Tabela 10 – Parâmetros geométricos otimizados e tempo para as curvas das articulações
Mecanismo L1 L2 L3 L4 L5 L6 L8 L9 ϕ α λ

Watt II 87.17 25.59 69.06 53.39 47.48 19.22 32.30 70.78 204.97 41.97 232.96
Tempo de otimização: 13.21 s

Stephenson III 46.18 49.07 29.31 74.89 69.56 37.16 94.31 97.69 123.27 295.69 286.19
Tempo de otimização: 19.08 s

Stephenson II 95.16 19.33 10.77 55.00 53.74 24.59 43.44 30.68 84.29 87.94 78.24
Tempo de otimização: 86.30 s

As configurações adotadas mantiveram-se idênticas às utilizadas nos testes, com ex-
ceção dos limites dos ângulos de qualidade de transmissão, os quais foram modificados
conforme a necessidade de cada caso.

Os resultados podem ser observados nas Figuras 42, 43 e 44, que apresentam as geo-
metrias dos mecanismos que obtiveram o melhor desempenho para cada curva articular.
O mecanismo do tipo Watt II foi selecionado para o quadril, o Stephenson III para o
joelho e o Stephenson II para o tornozelo. Também são apresentados os gráficos que
comparam as curvas geradas pelos mecanismos com as curvas reais de cada articulação.
Os parâmetros geométricos otimizados e os respectivos tempos de processamento estão
reunidos na Tabela 10.

Para verificar o correto funcionamento dos mecanismos desenvolvidos, elaborou-se
um modelo simplificado no software CAD OnShape, permitindo avaliar a movimentação
relativa dos conjuntos mecânicos. As dimensões da perna foram obtidas a partir do
artigo de Plecnik e McCarthy (2016). A visualização completa do projeto, contendo os
mecanismos correspondentes ao quadril, joelho e tornozelo, é apresentada na Figura 45.
Além disso, foi registrada uma simulação do movimento sincronizado dos mecanismos,
disponibilizada em vídeo no YouTube no seguinte link: <https://www.youtube.com/
watch?v=D1nKKlMZ-qU>.

https://www.youtube.com/watch?v=D1nKKlMZ-qU
https://www.youtube.com/watch?v=D1nKKlMZ-qU
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Figura 41 – Curvas das articulações
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Figura 42 – Mecanismo Watt II para articulação do quadril
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Figura 43 – Mecanismo Stephenson III para articulação do joelho

20 0 20 40 60
Eixo X

0

20

40

60

80

100

Ei
xo

 Y

A

B C

D

E
F

G
I

O

1

2

Mecanismo Stephenson 3

0 50 100 150 200 250 300 350
_in (graus)

60

50

40

30

20

10

0

10

_o
ut

 (g
ra

us
)

Comparação curva Joelho x Mecanismo

Série de Fourier (Joelho)
Pontos de Chebyshev
Stephenson 3

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 44 – Mecanismo Stephenson II para articulação do tornozelo
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Figura 45 – Projeto simplificado de uma perna humanóide com mecanismos
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Com todos os dados necessários apresentados, torna-se possível discutir e comparar
os resultados obtidos. Para as curvas dos mecanismos correspondentes às articulações do
quadril e do joelho, obteve-se um desempenho bastante satisfatório, com os mecanismos
apresentando curvas muito semelhantes às obtidas pela série de Fourier das articulações.
Por outro lado, a curva da articulação do tornozelo, que representa o maior desafio devido
à sua complexidade, não apresentou um resultado tão bom quanto as demais, embora o
desempenho ainda possa ser considerado adequado.

Ao comparar com os resultados do artigo de referência Plecnik e McCarthy (2016), que
originou a metodologia aplicada neste trabalho, nota-se que os autores não apresentaram
dados numéricos de erro, o que torna a comparação predominantemente visual, baseada
nos gráficos das curvas e no desempenho computacional. As curvas obtidas para os me-
canismos do quadril e do joelho mostraram resultados semelhantes aos do artigo original,
enquanto a curva correspondente ao tornozelo apresentou menor aderência à trajetória de
referência. Esse comportamento pode ser atribuído ao espaço de soluções mais restrito
decorrente da simplificação da modelagem cinemática adotada neste trabalho.

No que diz respeito ao desempenho computacional, observa-se que, no artigo original,
a obtenção das soluções das equações de síntese exigiu o uso do software BERTINI, o qual,
a partir de uma homotopia de parâmetros construída sobre um conjunto geral de raízes,
resolveu um sistema composto por 10 polinômios de oitavo grau em aproximadamente duas



Capítulo 4. Resultados 76

horas, utilizando um processador de 64 cores a 2,2 GHz. Já os mecanismos propostos neste
trabalho demandaram no máximo 86,30 segundos de processamento, mesmo utilizando
um processador mais modesto, de 12 cores a 2,5 GHz.

Além disso, os resultados obtidos pelo método do artigo original ainda necessitam de
filtragem posterior para identificar as soluções viáveis, o que aumenta o tempo total de
processamento.

Portanto, embora o desempenho funcional da curva do tornozelo não tenha sido tão
satisfatório quanto o apresentado no artigo original, o método desenvolvido nesta mo-
nografia demonstra uma vantagem significativa em termos de simplicidade e tempo de
execução. Ele permite que o usuário sintetize mecanismos de forma muito mais rápida e
acessível. Caso seja necessário alcançar resultados mais precisos, é possível ajustar as con-
figurações do otimizador, aumentando o número de iterações e reduzindo a tolerância, de
modo a aprimorar a convergência, ainda que com o custo de um tempo de processamento
maior.

4.2.2 Síntese de Mecanismos para uma Prótese de Mão

O segundo estudo de caso tem origem na aplicação do programa de síntese e otimização
ainda em suas fases iniciais de desenvolvimento, quando era possível realizar a otimização
apenas para o mecanismo do tipo Watt I. Esse estudo se baseia no artigo de Krepsky et al.
(2025), de autoria de um dos mesmos pesquisadores desta monografia, publicado na bibli-
oteca digital IEEE Xplore e apresentado na CROS 2025. Ele apresenta o desenvolvimento
de uma prótese de mão biomecânica de baixo custo, inspirada na LARM Hand (CEC-
CARELLI; ZOTTOLA, 2017) e controlada por sinais EMG. A aplicação do programa
desenvolvido permitiu realizar a síntese dimensional dos mecanismos que compõem os
dedos da prótese de forma eficiente.

Este estudo de caso será descrito de maneira mais concisa, priorizando a apresentação
dos resultados, dado que as capacidades do programa já foram discutidas anteriormente.

Síntese de Geração de Função do Mecanismo

A concepção da prótese partiu da definição de uma estrutura composta por cinco
dedos, cada um baseado em um mecanismo do tipo Watt I com duas cadeias quádruplas
cruzadas. Essa configuração foi escolhida por permitir um movimento coordenado das
três falanges, de forma análoga às articulações interfalângicas humanas. Cada elo ternário
do mecanismo corresponde a uma falange, enquanto as juntas revolutas representam as
articulações do dedo.

O foco principal deste estudo foi a etapa de síntese de geração de função. Para isso,
o programa desenvolvido foi configurado para realizar a otimização automática dos parâ-
metros geométricos do mecanismo Watt I, aplicando o algoritmo DE.
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Para a síntese de geração de função, foram definidos seis pares de ângulos de entrada e
saída baseados na cinemática de referência da LARM Hand (CECCARELLI; ZOTTOLA,
2017), conforme Tabela 11. Esses valores descrevem a trajetória desejada de flexão e ex-
tensão do dedo indicador. O algoritmo de otimização buscou minimizar o erro quadrático
médio entre o ângulo de saída obtido (θO) e o ângulo desejado (θOd), penalizando soluções
com ângulos de transmissão (µ1 e µ2) fora do intervalo de 40◦ a 140◦, conforme os critérios
de qualidade de transmissão.

Tabela 11 – Pares de ângulos de entrada e saída utilizados na síntese de função.

Índice θI(◦) θO(◦)
1 40 20
2 63 56
3 69 59.57
4 79 70.17
5 90 80
6 100 93.80

Os limites geométricos adotados para cada elo e ângulo estão apresentados na Ta-
bela 12. Esses valores foram definidos a partir das dimensões antropométricas médias da
mão humana e de restrições cinemáticas do modelo de referência. O otimizador foi exe-
cutado até que a convergência fosse alcançada, resultando nos parâmetros apresentados
na Tabela 13.

Tabela 12 – Limites geométricos adotados na otimização.

Variável Limite Inferior Limite Superior
L1 10 20
L2 35 45
L3 1 50
L4 40 50
L5 20 30
L6 1 50
L8 5 15
L9 1 30
ϕ 170° 220°
α 3° 100°
λ 3° 100°

O mecanismo obtido ao final da otimização foi denominado mecanismo primitivo, por
representar a configuração inicial resultante do processo computacional, responsável por
definir as proporções básicas dos elos e o padrão de movimento inicial. Entretanto, foram
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Tabela 13 – Parâmetros geométricos otimizados para o dedo indicador.

L1 L2 L3 L4 L5 L6 L8 L9 ϕ α λ

8.54 39.10 4.20 44.60 20.70 45.10 5.80 16.30 200.6° 36° 5°

necessários ajustes manuais no software GeoGebra para que a cinemática do sistema re-
produzisse de forma mais fiel possível o movimento de fechamento de um dedo humanóide.

A trajetória final obtida após a adequação do mecanismo primitivo é apresentada na
Figura 46. Observa-se que o movimento da ponta do dedo segue de forma contínua e suave
a curva desejada de flexão. O mesmo conjunto de dimensões foi utilizado para os dedos
médio e anelar, enquanto o polegar e o mínimo foram reproduzidos em escala reduzida de
17,5% para adequação à proporção anatômica.

Figura 46 – Trajetória simulada da ponta do dedo obtida pela síntese de função.

Fonte: Adaptado de Krepsky et al. (2025)

Discussão e Resultados Resumidos

A partir dos parâmetros obtidos pela síntese, foi modelado o protótipo completo da
mão em SolidWorks, como ilustra a Figura 47, integrando os mecanismos dos cinco dedos
e os elos de transmissão dos motores. O controle do sistema foi implementado com sinais
EMG processados por um microcontrolador ESP32 e acionamento dos servomotores via
Arduino Mini.

Os testes experimentais, apresentados em Krepsky et al. (2025), indicaram taxa de
sucesso de 90% na apreensão de objetos em posição vertical e 80% em diferentes ori-
entações, com tempo médio de resposta de 313 ms. Esses resultados demonstram que
o modelo sintetizado reproduz de forma eficiente o comportamento funcional de uma
mão humana, confirmando a aplicabilidade do método de síntese de geração de função
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para o projeto de dispositivos biomecânicos e de reabilitação. A Figura 48 mostra o
protótipo físico da prótese segurando um dos objetos dos testes. Na URL do YouTube:
<https://www.youtube.com/shorts/xJApSnnJVpI> é possível visualizar um vídeo que
mostra o movimento da prótese com acionamento via sinais eletromiográficos

Figura 47 – Protótipo final da prótese de mão modelado em SolidWorks.

Fonte: Krepsky et al. (2025)

https://www.youtube.com/shorts/xJApSnnJVpI
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Figura 48 – Protótipo final da prótese de mão segurando uma lixa

Fonte: Krepsky et al. (2025)
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5 Conclusões

O presente trabalho apresentou o desenvolvimento de um programa computacional
para a síntese de geração de função de mecanismos de seis barras, contemplando todas
as topologias clássicas, Watt I, Watt II, Stephenson I, Stephenson II e Stephenson III,
utilizando o método de otimização por Evolução Diferencial (DE). A aplicação dessa
técnica permitiu formular um processo de síntese mais geral, automatizado e adaptável,
capaz de atender a diferentes números de pares de precisão e restrições geométricas.

O sistema foi desenvolvido em Python, com programação orientada a objetos e in-
terface gráfica (GUI), o que assegurou escalabilidade, portabilidade e facilidade de uso.
Além disso, a estrutura modular facilita a incorporação de novos mecanismos e algoritmos
em trabalhos futuros.

A metodologia implementada demonstrou eficácia na obtenção de mecanismos que
reproduzem funções matemáticas de referência, evidenciando a robustez e versatilidade
da abordagem baseada em otimização estocástica. Os estudos de caso, realizados para
funções logarítmicas, funções compostas por séries de Fourier e trajetórias articulares
humanas, validaram a aplicabilidade do programa tanto em contextos acadêmicos quanto
em projetos de engenharia voltados à biomecânica e à robótica.

Os resultados obtidos mostraram que o algoritmo de Evolução Diferencial foi capaz de
minimizar o erro entre ângulos de entrada e saída desejados e obtidos, produzindo soluções
consistentes para diferentes configurações. Em especial, observou-se que os mecanismos
Watt II, Stephenson II e Stephenson III apresentaram melhor desempenho em termos de
precisão e estabilidade cinemática.

Como limitação, destaca-se que o estudo abrangeu apenas a síntese dimensional e a
análise de posição, não incluindo avaliações de forças, velocidades ou acelerações. Como
trabalhos futuros, propõe-se a expansão do escopo do programa com a inclusão de análi-
ses adicionais, tais como critérios dinâmicos, esforços internos e sensibilidade geométrica.
Adicionalmente, a integração com ambientes CAD tridimensionais permitiria a geração
automática de modelos paramétricos, facilitando a prototipagem rápida, a análise estru-
tural e a validação experimental dos mecanismos obtidos.

Em síntese, o trabalho contribui para a área de Engenharia de Controle e Automação
ao oferecer uma ferramenta computacional que unifica a teoria de mecanismos à prática de
otimização, favorecendo o projeto automatizado de mecanismos complexos e incentivando
o uso de técnicas modernas de síntese no ensino e na pesquisa aplicada.
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APÊNDICE A – Modelo Watt I

A = (0, 0)

B = (L1 cos(ϕ), L1 sin(ϕ))

C = (L2 cos(θI), L2 sin(θI))

e1 =
√

(Bx − Cx)2 + (By − Cy)2

ω = arctan(By − Cy,Bx − Cx)

δ = arccos
(
L2

3 + e2
1 − L2

4
2e1L3

)

D = (Cx + L3 cos(δ + ω),Cy + L3 sin(δ + ω))

E = (Cx + L5 cos(δ + ω + α),Cy + L5 sin(δ + ω + α))

β1 = arctan(Dy − By,Dx − Bx)

θO = β1 − λ

G = (Bx + L6 cos(θO),By + L6 sin(θO))

e2 =
√

(Ex − Gx)2 + (Ey − Gy)2

β2 = arctan(Ey − Gy,Ex − Gx)

β3 = arccos
(
L2

9 + e2
2 − L2

8
2L9e2

)

F = (Gx + L9 cos(β2 − β3),Gy + L9 sin(β2 − β3))
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µ1 = arccos
(
L2

4 + L2
3 − e2

1
2L4L3

)

µ2 = arccos
(
L2

8 + L2
9 − e2

2
2L8L9

)
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APÊNDICE B – Modelo Watt II

A = (0, 0)

B = (L1 cosϕ, L1 sinϕ)

C = (L2 cos(ϕ+ α1), L2 sin(ϕ+ α1))

D = (L3 cos θin, L3 sin θin)

x1 =
√

(Dx − Cx)2 + (Dy − Cy)2

β1 = arctan(Dy − Cy, Dx − Cx)

β2 = arccos
(
L2

4 + x2
1 − L2

5
2L4x1

)

E = (Dx + L4 cos(β1 + β2), Dy + L4 sin(β1 + β2))

λ0 = arctan(Ey − Cy, Ex − Cx)

F = (Cx + L6 cos(λ0 − λ1), Cy + L6 sin(λ0 − λ1))

x2 =
√

(Fx −Bx)2 + (Fy −By)2

ψ = arctan(Fy −By, Fx −Bx)

ω2 = arccos
(
x2

2 + L2
9 − L2

8
2L9x2

)

ω1 = ψ − ω2 − ϕ

θO = ϕ+ ω1
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G = (Bx + L9 cos θO, By + L9 sin θO)

µ1 = arccos
(
L2

4 + L2
5 − x2

1
2L4L5

)

µ2 = arccos
(
L2

8 + L2
9 − x2

2
2L8L9

)
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APÊNDICE C – Modelo
Stephenson I

A = (0, 0)

B = (L1 cosϕ, L1 sinϕ)

C = (L2 cos(θin + α1), L2 sin(θin + α1))

D = (L3 cos θin, L3 sin θin)

e1 =
√

(Dx −Bx)2 + (Dy −By)2

β = arctan(By −Dy, Bx −Dx)

ω = arccos
(
e2

1 + L2
5 − L2

4
2e1L5

)

E = (Dx + L5 cos(β + ω), Dy + L5 sin(β + ω))

ξ = arctan(Ey −By, Ex −Bx)

θO = ξ − λ1

F = (Bx + L6 cos(ξ − λ1), By + L6 sin(ξ − λ1))

e2 =
√

(Cx − Fx)2 + (Cy − Fy)2

γ = arctan(Cy − Fy, Cx − Fx)

δ = arccos
(
e2

2 + L2
9 − L2

8
2e2L9

)
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G = (Fx + L9 cos(γ − δ), Fy + L9 sin(γ − δ))

µ1 = arccos
(
L2

5 + L2
4 − e2

1
2L5L4

)

µ2 = arccos
(
L2

9 + L2
8 − e2

2
2L9L8

)
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APÊNDICE D – Modelo
Stephenson II

A = (0, 0)

B = (L1 cosϕ, L1 sinϕ)

C = (L3 cos(θin + α1), L3 sin(θin + α1))

D = (L2 cos θin, L2 sin θin)

E(γ) = (Cx + L4 cos γ, Cy + L4 sin γ)

e1(γ) =
√

(Ex(γ) −Dx)2 + (Ey(γ) −Dy)2

ω(γ) = arctan(Ey(γ) −Dy, Ex(γ) −Dx)

ω2(γ) = arccos
(
e1(γ)2 + L2

5 − L2
6

2e1(γ)L5

)

F(γ) = (Dx + L5 cos(ω(γ) − ω2(γ)), Dy + L5 sin(ω(γ) − ω2(γ)))

ω3(γ) = arctan(Ey(γ) − Fy(γ), Ex(γ) − Fx(γ))

G(γ) = (Fx(γ) + L8 cos(ω3(γ) − λ1), Fy(γ) + L8 sin(ω3(γ) − λ1))

γ = solve
[
L9 −

√
(Gx(γ) −Bx)2 + (Gy(γ) −By)2 = 0

]

E = (Cx + L4 cos γ, Cy + L4 sin γ)

e1 =
√

(Ex −Dx)2 + (Ey −Dy)2
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ω = arctan(Ey −Dy, Ex −Dx)

ω2 = arccos
(
e2

1 + L2
5 − L2

6
2e1L5

)

F = (Dx + L5 cos(ω − ω2), Dy + L5 sin(ω − ω2))

ω3 = arctan(Ey − Fy, Ex − Fx)

G = (Fx + L8 cos(ω3 − λ1), Fy + L8 sin(ω3 − λ1))

θO = arctan(Gy −By, Gx −Bx)

e2 =
√

(Fx −Bx)2 + (Fy −By)2

e3 =
√

(Fx − Cx)2 + (Fy − Cy)2

µ1 = arccos
(
L2

4 + L2
6 − e2

3
2L4L6

)

µ2 = arccos
(
L2

8 + L2
9 − e2

2
2L8L9

)
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APÊNDICE E – Modelo
Stephenson III

A = (0, 0)

B = (L1 cosϕ, L1 sinϕ)

C = (L2 cos(ϕ+ α1), L2 sin(ϕ+ α1))

D = (L3 cos θin, L3 sin θin)

e1 =
√

(Dx − Cx)2 + (Dy − Cy)2

ω = arccos
(
e2

1 + L2
5 − L2

4
2e1L5

)

β = arctan(Dy − Cy, Dx − Cx)

F = (Cx + L5 cos(β − ω), Cy + L5 sin(β − ω))

λ0 = arctan(Dy − Fy, Dx − Fx)

E = (Fx + L6 cos(λ0 − λ1), Fy + L6 sin(λ0 − λ1))

e2 =
√

(Ex −Bx)2 + (Ey −By)2

γ = arccos
(
e2

2 + L2
9 − L2

8
2e2L9

)

γ1 = arctan(Ey −By, Ex −Bx)

θO = γ1 − γ
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G = (Bx + L9 cos θO, By + L9 sin θO)

µ1 = arccos
(
L2

5 + L2
4 − e2

1
2L5L4

)

µ2 = arccos
(
L2

8 + L2
9 − e2

2
2L8L9

)
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