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RESUMO

A pesquisa intitulada “Principio de Cavalieri: uma proposta de sequéncia didatica” pro-
pde, a partir da Metodologia de Ensino-Aprendizagem com Materiais Manipulaveis,
uma sequéncia didatica para o ensino do conceito de volume aos alunos do Ensino
Médio. Como alternativa ao método tradicional de ensino, a proposta metodolégica
visa trazer mais significado a aprendizagem, diante da experimentacao, visualizacao
de aprendizagens concretas e da construgdo ativa do conhecimento. Os objetivos
principais desta investigacao incluem: construir materiais manipulaveis para o ensino
sobre o volume, baseando-se no Principio de Cavalieri; e criar uma oficina que possa
ajudar os estudantes a compreender e calcular volumes usando recursos didaticos.
Nossa pesquisa resultou num roteiro de oficinas. A partir desse método, os estudantes
envolvem-se na construcao do conhecimento permitindo um estudo mais acessivel e
dindmico da Geometria Espacial. Espera-se que a pesquisa possa colaborar na com-
preensao do conteudo, especialmente no que diz respeito ao conceito de volume. Além
disso, o trabalho langa um olhar critico sobre a metodologia do ensino de Matematica,
e a construgao ativa do conhecimento como caminhos para uma aprendizagem mais
eficaz.

Palavras-chave: Geometria Espacial. Sélidos Geométricos. Materiais Manipulaveis.



ABSTRACT

The research entitled “Cavalieri’s Principle: a proposal for a didactic sequence” aims to
develop a didactic sequence for teaching the concept of volume to high school students,
grounded in the Teaching-Learning Methodology with Manipulative Materials. As an
alternative to traditional instructional approaches, the proposed methodology seeks to
enhance the meaningfulness of learning by emphasizing experimentation, the visual-
ization of concrete concepts, and the active construction of knowledge. The primary
objectives of this study include the development of manipulative instructional materi-
als for teaching volume based on Cavalieri’s Principle, and the design of a workshop
intended to support students in understanding and calculating volumes through the
use of didactic resources. As an outcome of this investigation, a structured workshop
guide was developed. This pedagogical approach encourages student engagement in
the construction of mathematical knowledge, thereby promoting a more accessible and
dynamic exploration of Solid Geometry. It is anticipated that this research will contribute
to a deeper understanding of the subject matter, particularly concerning the concept
of volume. Moreover, the study offers a critical perspective on current methodologies
in mathematics education and advocates for the active construction of knowledge as a
means to foster more effective and meaningful learning processes.

Keywords: Solid Geometry. Geometric Solids. Manipulable Materials.
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1 INTRODUGAO

O Programa Internacional de Avaliacdo de Estudantes (PISA), em sua mais
recente edicao, no ano de 2022, revelou dados preocupantes a respeito do ensino de
Matematica no Brasil (BRASIL, 2024). A pontuacéao de proficiéncia em Matematica dos
estudantes brasileiros foi 379 pontos, dado inferior a média dos estudantes dos paises
membros do OCDE (Organizacao para Cooperagédo e Desenvolvimento Econdémico),
que foi 472 pontos. Esse resultado € ainda inferior ao numero apresentado pelos es-
tudantes brasileiros em 2018, de 384 pontos. Além disso, desde 2009, o desempenho
do Brasil, na disciplina de Matemética, apresenta tendéncia de queda.

Esse cenério de defasagem na aprendizagem matematica também ¢é eviden-
ciado pelas provas do Sistema de Avaliacdo da Educacao Basica (SAEB). Esses
resultados evidenciam a urgéncia de repensar as politicas educacionais e as praticas
pedagdgicas, a fim de melhorar a qualidade do ensino e aprendizagem no Brasil. O
ultimo resultado obtido para a Matematica, referente a avaliacao aplicada em 2023, es-
pecialmente para estudante do 3% ano do Ensino Médio, indica uma leve recuperagao
chegando a 271,9 pontos. Ao contrario de 2021, em que a média foi de 269,7 pontos,
segundo o SAEB (BRASIL, 2023).

Diante deste cenario, sdo necessarias iniciativas que buscam a qualificacéo
do Ensino de Matematica. O Ministério da Educacdo (MEC), em 2024, informa que
estudantes de 15 anos tém mais facilidade quando a Matematica envolve diretamente
atividades cotidianas, da qual podem fazer parte familiares e colegas. Problemas como
preparacao de refeicoes, jogos, saude ou finangas pessoais sao situagdes mais facil-
mente “matematizadas” e resolvidas autonomamente.

Ainda, no ambito do ensino, o documento norteador da Educacao Basica Bra-
sileira, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), afirma que os estudantes devem
aplicar as habilidades matematicas em contextos reais, bem como, estar preparados
para desafios concretos na vida académica e profissional. E importante a abordagem
dos conteudos com metodologias adequadas a area e que tenham sentido e significado
para o discente (BRASIL, 2018).

O professor de Matematica detém o conhecimento, todavia, isso pode néo ser
suficiente. Dar significado aos conceitos, contextualizar as ideias, pensar em estraté-
gias alternativas, podem colaborar no processo.

Cabe ao educador nao apenas apresentar os elementos a serem conhecidos,
mas despertar, como frequentemente é necessario, e acompanhar o interesse
dos educandos pelo conhecimento. A partir disso, o educando deve construir
propriamente o conhecimento, até chegar a elaborar e expressar uma sintese
dele. (VASCONCELLOS, 1992, p.03)

Diante disso, percebemos que a educagédo nao € um bolo pronto. O professor
precisa verificar e analisar todos os ingredientes.
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A educacao contemporanea busca um educador que faga com que seus alu-
nos sejam desafiados com estratégias variadas de aprendizagem, nos proces-
sos de educar e principalmente na pratica de ensinar. Diante das dificuldades
de encontrar estratégias facilitadoras no processo de ensino, pode-se tornar
uma ferramenta estratégica para o ensino-aprendizagem. (GUATURA, 2016,
p-30)

Percebe-se a necessidade de explorar métodos pedagdgicos que poderiam
contribuir para a melhor compreensado da Matematica. Nessa diregéo, este trabalho
tem como objetivo propor praticas para o ensino de contetdos do campo da Geometria.
O calculo do volume esta presente tanto em algumas atividades corriqueiras, tais como
abastecer o carro, quanto em atividades mais complexas, tais como pintar um imével e
nas diversas areas da engenharia. No ambiente em que vivemos, é possivel observar
uma espléndida variedade de formas geométricas na natureza, nas diferentes formas
de expressOes artisticas, na construgcao civil etc. Além disso, a Geometria exerce
um papel fundamental na formagao do raciocinio légico e criatividade do estudante,
possibilitando-lhe entender e representar o mundo que o rodeia.

1.1 OBJETIVOS

A sequir, estao o objetivo geral e os objetivos especificos deste trabalho.

1.1.1 Objetivo Geral

Abordar o ensino do conceito de volume e o Principio de Cavalieri, para estu-
dantes do Ensino Médio, com o uso de Materiais Manipulaveis.

1.1.2 Objetivos especificos

1. Estudar a fundamentacéo teodrica relativa a Geometria Espacial e ao uso de
Materiais Manipulaveis;

2. Elaborar modelos de materiais manipulaveis;

3. Propor uma sequéncia didatica, com o uso de Materiais Manipulaveis, para
0 ensino do conceito de volume e do Principio de Cavalieri.

1.2 ORGANIZACAO DA PESQUISA

Referente ao objetivo geral, o problema de pesquisa se traduz na seguinte
questdo: como abordar o calculo do volume dos soélidos para estudantes do Ensino
Médio usando o Principio de Cavallieri, com o uso de Materiais Manipulaveis?

Para responder a questao acima, este trabalho esta delineado em cinco ca-
pitulos. O primeiro fornece uma introducado ao tema, expondo 0s objetivos (geral e
especificos) e o contexto. No segundo, sdo apresentados alguns sélidos geométricos
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(Prismas, Piramides, Cilindros, Cone e Esfera) e seus elementos. O terceiro capitulo
aprofunda a discussao da no¢éo de volume com a apresentagédo do Principio de Cava-
lieri e a aplicagédo deste nas demonstragdes das férmulas para os célculos de volume.
O quarto capitulo se concentra na abordagem dos materiais manipulaveis, a partir do
conhecimento histérico, exemplos de alguns materiais existentes, o papel do profes-
sor em sala de aula na interagdo com os materiais, e as potencialidades do uso dos
manipulaveis. No quinto capitulo é discutida a sequéncia didatica e o detalhamento
da trajetoria do planejamento do recurso didatico. Para encerrar este trabalho, sao
apresentadas as consideragdes, retomando os principais aspectos discutidos ao longo
da dissertacao e sugerindo futuros caminhos para aprofundamento e exploracao.
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2 SOLIDOS GEOMETRICOS

A sequir, sdo detalhadas as figuras geométricas espaciais (poliedros e corpos
redondos) estudadas nesta pesquisa. As referéncias para este capitulo sdo Lima (2011)
e Muniz Neto (2013).

2.1 POLIEDROS

A palavra “poliedro” deriva do grego e significa “muitas faces poligonais”. Mais
precisamente, um poliedro € um conjunto fechado e limitado do espacgo, com inte-
rior ndo vazio e cuja fronteira consiste da unido de um numero finito de poligonos
satisfazendo as seguintes condic¢des:

(i) dois poligonos quaisquer nao estao contidos em um mesmo plano;

(i) aintersecdo de dois poligonos é vazia ou é um vértice comum aos dois ou é
um lado (aresta) comum aos dois;

(iii) cada lado (aresta) de um poligono é lado de exatamente mais um outro
poligono.

Em sintese, os poliedros séo limitados por poligonos planos (faces) cujos lados (ares-
tas) sdo os segmentos de reta resultantes da intersec¢ao entre as faces, e os vértices
sd0 0s pontos onde as arestas se encontram. Alguns exemplos de poliedros sao os
prismas, as piramides, os poliedros de Platdo (tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro
e icosaedro). Nas secdes seguintes, apresentaremos os poliedros necessarios para o
desenvolvimento desta pesquisa.

Prisma

Sejam o e S dois planos distintos e paralelos e n > 3 um numero natural.
Considere os poligonos convexos A{As - - - Ap e B{B> - - - Bp tais que:
(I) A1A2---AnCGeB1Bz---Bn C,B;

(i) A1Bq, AoBo, ---, AnBn séo paralelos.

Segue que os poligonos A{As---An e BBy --- Bn sdo congruentes e AjA;,1Bi.1B;,
para 1 < i < n, sdo paralelogramos'. O prisma de bases A{As---Ane BBy ---Bn é
a porcéo limitada do espaco, delimitada pelos poligonos A{A>---Ane ByBs---Bp e
pelos paralelogramos A;A;,1Bj;1Bj, para1 <i<n.

Os pontos Aq, As, --- , Ap, By, By, --- , Bp sdo os vértices do prisma, 0s
segmentos A{By, AsBy, -+, AnBn, A1Ag, AcAg, -+, ApnAy e B1Bs, BoBsg, -+, BnBj
sdo as arestas, os poligonos A{As---An e B1B5>--- By sdo as bases do prisma e 0s
n paralelogramos A;A;,1B;.1B;, para 1 < i < n, sdo as faces laterais. Um exemplo de
um prisma esta apresentado na Figura 1.

' Considere A1 = Ay.
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Figura 1 — llustracdo do prisma e seus elementos

Fonte: Elaborada pelo autor.

A nomenclatura dos prismas é baseada na quantidade de lados das bases.
Por exemplo, um prisma cuja base seja um pentagono € denominado um prisma
pentagonal. Além da caracteristica relacionada a base, os prismas podem ainda ser
classificados como prismas retos quando as arestas laterais forem perpendiculares as
bases e prismas obliquos quando arestas laterais forem inclinadas.

Antes de encerrar esta subsecao, apresentamos o paralelepipedo, um prisma
em que todas as faces (bases e laterais) sdo paralelogramos. Quando as faces laterais
forem retangulares, temos um paralelepipedo reto, e se tanto as bases quanto as
faces forem retangulares, temos um paralelepipedo reto retangulo (ou bloco retangular).
Quando um paralelepipedo reto retangulo tiver todas as arestas de mesma medida,
temos um cubo.

Piramide

Sejam o um plano, V ¢ a um ponto, n > 3 um numero natural e Aj{As--- An
um poligono convexo contido em a. A pirdmide VA{As - -- Ap, de vértice V e de base
A1As - Ap, é a porcéo limitada do espaco, delimitada por A{As - - - A e pelos tridngu-
los VA1 Ao, VASAg, - -+, VARA,.

Os pontos V, Aq, Ao, --- , Ap sdo os vértices da piramide, os segmentos VA4,
VAo, ---, VAn e AjAs, AsA3, -+, AnAq s@0 as arestas, e o poligono AjAs---Ap e os
triangulos VA Ay, VA Ag, -- -, VApA4 sdo as faces da piramide. O poligono A{As - - - Ap
€ comumente denominado como a base (da piramide). A Figura 2 ilustra uma piramide
e seus elementos.

A nomenclatura das piramides também depende da forma da base. Caso a base
seja um pentagono, teremos uma piramide de base pentagonal. No caso particular de
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Figura 2 — llustragéo da piramide e seus elementos

Fonte: Elaborada pelo autor.

uma piramide triangular em que todas as arestas possuem a mesma medida, temos
que todas as faces sao triangulos equilateros e essa piramide é o tetraedro regular.

2.2 CORPOS REDONDOS

Os corpos redondos séo solidos geométricos que sao parcialmente ou inteira-
mente limitados por superficies curvas. Os mais importantes s&do: o cilindro, o cone e
a esfera.

Cilindro

Sejam o e 8 dois planos distintos e paralelos, os pontos O c ae O’ cBer>0
um namero real. Considere o circulo A(O,r) de centro O e raio r contido no plano a e
o circulo A'(O',r) de centro O’ e raio r > 0 contido em B. O cilindro determinado por
A(O,r) e A'(O',r) é unido dos circulos A(O,r) e A'(O’,r) com os segmentos paralelos e
congruentes ao segmento OO’ com uma extremidade em A(O,r) e outra extremidade
em A (O',r). Um exemplo de um cilindro esta apresentado na Figura 3. Note que o
segmento CC’ é tal que C € A(O,r) e C' c X(O',r).

Os circulos A(O,r) e '(O',r) sao as bases do cilindro, e os segmentos congruen-
tes e paralelos a OO’ com uma extremidade em A(O,r) e outra extremidade em A’ (O, r)
sdo conhecidos como geratrizes. A inclinagdo das geratrizes é usada para a nomencla-
tura dos cilindros. De fato, um cilindro obliquo € aquele cujas geratrizes sdo obliquoas
em relacao aos planos das bases, e um cilindro reto € aquele cujas geratrizes sao
perpendiculares aos planos das bases.

Os cilindros retos sdo também chamados de cilindros de revolug&o. Intuitiva-
mente, os cilindros de revolucao sao obtidos ao girar um retangulo em torno de um
dos lados do préprio retdngulo. No caso em que a altura de um cilindro reto for igual
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Figura 3 — llustragéo do cilindro e seus elementos

Fonte: Elaborada pelo autor.

ao didmetro da base, temos o cilindro equilatero.

Cone

Dado um plano a, um ponto V ¢ a, um namero real r > 0 e um circulo A(O,r)
de centro O e raio r contido em a, o cone determinado por A(O,r) e V € a unido do
circulo A(O,r) com os segmentos com uma extremidade em V e a outra extremidade
em A(O,r). O ponto V é o vértice do cone e o circulo A(O,r) é a base. Os segmentos
com uma extremidade em V e a outra extremidade na circunferéncia que limita A(O,r)
sao as geratrizes. A altura do cone é a menor distancia entre o vértice V e o plano a.
A Figura 4 ilustra um cone e seus elementos.

Figura 4 — llustrag&do do cone e seus elementos
Vv

Fonte: Elaborada pelo autor.

A inclinag@o do segmento OV é usada na nomenclatura dos cones. De fato, em
um cone obliquo, o segmento OV nao é perpendicular ao plano da base, enquanto
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que em um cone reto, o segmento OV é perpendicular ao plano da base.

Todos os cones retos sdo também denominados cones de revolug&o. Intuitiva-
mente, 0s cones de revolugao sdo obtidos ao girar um triangulo retangulo em torno de
um de seus catetos. No caso em que a geratriz de um cone reto for igual ao didametro
da base, temos um cone equilatero.

Esfera

Dado um ponto O do espaco e r > 0 um numero real, a esfera S(O,r) de centro
O eraio r > 0 é o conjunto de todos os pontos P do espaco tais que o comprimento de
OP < r. O ponto O é denominado o centro da esfera e r € o raio. Geometricamente,
a esfera pode ser visualizada como o sélido de revolucao gerado pela rotacao de um
semicirculo em torno de um eixo que contém o didmetro. A Figura 5 ilustra uma esfera
e seus elementos.

Figura 5 — llustracdo da esfera e seus elementos

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que as esferas sdo solidos geométricos diferentes dos outros sélidos
apresentados até o momento. De fato, as esferas ndo possuem vértices ou arestas, nao
tem parte plana em sua superficie, e as suas partes visivel e ndo-visivel apresentam
sempre a mesma forma, qualquer que seja a posi¢cao que a observemos (PEREIRA,
2017, p.52).
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3 PRINCIPIO DE CAVALIERI E O CALCULO DE VOLUMES

De uma maneira bem intuitiva, o volume de um sélido é a quantidade de espaco
ocupado por ele. Por exemplo, considere um balde e uma caneca. Notavelmente, a
capacidade da caneca é menor que a do balde. Encha a caneca de agua e derrame
dentro do balde. E necessario repetir essa agéo varias vezes até que o balde esteja
completamente cheio. Como resultado, temos um processo que nos possibilita fazer
uma medida da capacidade do balde em relacdo a capacidade da caneca. A quanti-
dade de canecas que foram necessarias para encher o balde € um numero inteiro. Se
na ultima caneca restar uma fracao de agua, podemos recorrer a um outro sélido de
menor volume. Esse exemplo serve, intuitivamente, para ilustrar a ideia de volume, isto
€, a quantidade de canecas de agua necessarias para encher o balde.

E crucial observar que esse processo, em certo sentido, se limita ao exemplo
supracitado ou a casos comparativamente equivalente, pois em outras situagdes pode
tornar-se inviavel. Por exemplo, ao medir o volume de uma piscina, a caneca é insigni-
ficante (o nUmero de canecas para encher a piscina seria muito grande). Ou, ainda, a
caneca poderia se tornar muito grande caso fosse necessario medir o volume da cap-
sula de um medicamento, ou inutilizavel quando compararmos o balde com o volume
de uma barra de aco.

Desta maneira, para um estudo mais abrangente, devemos estabelecer uma no-
cao clara de volume e que seja independente dos objetos usados para medi-los. Neste
capitulo, introduziremos uma noc¢ao de volume e calcularemos os volumes dos sélidos
apresentados no capitulo anterior: prismas, piramides, cilindros, cones e esferas. As
referéncias para este capitulo sdo Lima (2011) e Muniz Neto (2013).

3.1 DEFINIGAO DE VOLUME

O volume de um sélido S, denotado por Volume(S), € um numero real positivo
satisfazendo:

Axioma 3.1 Se S for um cubo de aresta 1, entéo
Volume(S) = 1.
Axioma 3.2 Se S e Sy forem sdlidos tais que S1NSo =0 e
Interion(S1) N Interion(S,) = 0,

entdo
Volume(S1 U Sp) = Volume(Sy) + Volume(Ss).

Axioma 3.3 Se S¢ e S, forem sdlidos tais que S1 C So, entdo

Volume(S1) < Volume(Sy).
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Axioma 3.4 Se S e S, forem congruentes, entdo Volume(Sy) = Volume(Ss).

Observacao 3.1 A definicdo axiomatica de volume estara completa quando for adicio-
nado o Principio de Cavalieri.

De acordo com o Axioma 3.1, a unidade de volume € o cubo de aresta 1. Nesse
caso, uma primeira estratégia para o calculo do volume de um sélido geométrico é
encaixar varios sélidos padrao (cubo com arestas unitarias) dentro do sélido. Este é
caso ilustrado na Figura 6.

Figura 6 — Comparagéo entre o volume de um sélido e o cubo unitario

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como os sélidos podem ter diversas formas, em geral, nao é possivel contar
0 numero de cubos necessarios para completar o sélido. Nesses casos, estrategi-
camente, podemos simplificar os sélidos usando o Axioma 3.2 ou estimar o volume
usando o Axioma 3.3.

3.2 VOLUME DO BLOCO RETANGULAR

Inicialmente, vamos calcular o volume de um bloco retangular em que a = 5,
b =3 e ¢ = 4 unidades de comprimento, como mostra a Figura 7.

Observe que a quantidade de cubos unitarios que cabem dentro do bloco re-
tangular é o produto de 5.3.4. Por isso, € intuitivo assumir que o volume de um bloco
retangular sera o produto das suas dimensdes, ou seja, 0 produto do comprimento a,
pela largura b pela altura c.

Este é o caso, por exemplo, quando as medidas das arestas sao numeros ra-
cionais. De fato, se as arestas forem divididas em uma quantidade inteira de segmentos
de uma medida fixada, o volume sera o produto de suas dimensdes. Por exemplo, se

. 4 1 .
as arestas de um bloco retangular medirem a = g b= 3 ecs= 5 podemos dividir o
1 1
lado a em 75 segmentos de medida ——, o lado b em 40 segmentos de medida — e 0

30 30
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Figura 7 — llustracdo do volume do bloco retangular

Fonte: Elaborada pelo autor.

o1 . .
lado ¢ em 6 segmentos de medida —. Note que, neste caso, um cubo unitario estaria

30
dividido em 31@ cubos de aresta medindo 31—0 (cubo pequeno). Portanto, o volume de
1
cada um destes cubos pequenos é 303" Como cabem 18000 = 75 x 40 x 6 cubos
4 1 .
pequenos dentro do bloco retangular de arestas a = g b= 3 ec= 5 entao o volume
do bloco retangular é
1 18000 2 5 4 1
18000. 755 = 37000 “3 "2 3 5

. 5 4 1,5 4 1 2
isto é, o volume do bloco retangular de arestas a = > b= 3 ec= 5 é 5353

Ainda € necessério esclarecer 0 caso em que as medidas das arestas do bloco
retangular podem ser numeros irracionais. Este € o conteudo do seguinte resultado.

Teorema 3.1 Se B(a,b,c) for um bloco retangular de dimensées a,b,c € R}, entdo
Volume(B(a,b,c)) = a.b.c.
Demonstracao: Suponha, por contradicdo, que
v = Volume(B(a,b,c)) < abc. (1)
Existem r,s;t € Qtaisquer<a,s<b,t<ce
v < rst < abc (2)

A existéncia de r,s,t € QQ serd verificada na Observacéao 3.2. Seja B(r,s,t) o bloco
retangular cujas arestas medem r,s,t € Q. Sabemos que

Volume(B(r,s,t)) = rst.

Sem perda de generalidade, podemos supor que B(r,s,t) C B(a,b,c). Segue do Axioma
3.3 que
rst = Volume(B(r,s,t)) < Volume(B(a,b,c)) = v, isto é, rst < v. (3)
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Note que (3) contradiz (2) e, portanto, (1) ndo pode ser valida. Analogamente,
Volume(B(a,b,c)) > abc
nao é valida e, consequentemente,
Volume(B(a,b,c)) = abc.
|

Observacao 3.2 Vamos provar que se v < abc, existem r,s,t € Q taisquer < a, s< b,

.V .
t<cev<rst<abc. Comov < abc, entao he < a. Logo, existe r € Q tal que

v , .

— < r<a,lsto e,

bc

v < rbc < abc. (4)

Como v < rbc, segue que % < b. Logo, existe s € Q tal que r_‘:: <S<b,istoé,

V < rsc < rbc. (5)
Como v < rsc, entdo rls < c¢. Logo, existe t € Q tal que rls <t<c,istoé,

v < rst < rsc. (6)
De (4), (5) e (6) segue que v < rst < rsc < rbc < abc, ou seja,

Vv < rst < abc,
emquer<a, s<bet<c.

Antes de encerrar esta se¢ao, visto que o cubo é um bloco retangular em que
as arestas tém o mesmo comprimento, isto é, a = b = ¢, podemos afirmar que

Volume(Cubo) = a3, para todo a € R}.

Na secdo seguinte, apresentaremos o Principio de Cavalieri para o célculo
de volumes. Vamos discorrer sobre aspectos histéricos relacionados ao principio e
a determinacdo do volume dos sdlidos apresentados no capitulo anterior: prisma,
piramide, cilindro, cone e esfera.

3.3 PRINCIPIO DE CAVALIERI

Bonaventura Cavalieri, matematico e astronomo italiano, nascido em Mildo, no
ano de 1598, é um dos precursores do calculo integral. Foi professor de matematica
na Universidade de Bolonha entre 1629 até a sua morte, em 1647. Se destacou pelo
desenvolvimento do método dos indivisiveis, uma técnica anterior ao calculo integral de
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Leibniz e Newton. O trabalho fundamental de Cavalieri, Geometria Indivisibilibus Con-
tinuorum Nova Quadam Ratione Promota (1635), apresenta a ideia de dividir figuras
geométricas em partes indivisiveis.

Ao apresentar o novo método para o calculo de areas e volumes, houve um
verdadeiro avang¢o na solucao de problemas complexos. Souza (2023, p.32) afirma
que “este método deu origem a dois teoremas que permitem determinar as equacdes
de area e de volume de solidos geométricos e ficaram conhecidos como Principio de
Cavalieri.”

As demonstracdes desses principios, que envolvem calculo integral, demandam
técnicas que nao estao disponiveis no Ensino Médio. Por esse motivo, os livros desse
nivel de ensino apresentam esses teoremas como axiomas, sem provas mais elabora-
das. Diante disso, o Principio de Cavalieri é tratado, neste trabalho, como um axioma
para o calculo dos volumes e a demonstracdo € omitida.

Axioma 3.5 (Principio de Cavalieri) Dados dois solidos e um plano, se todo plano
paralelo ao plano dado seccionar os dois sdlidos segundo figuras de mesma area,
entdo esses sdlidos possuem o mesmo volume.

Figura 8 — llustragéo do Principio de Cavalieri

Fonte: Elaborada pelo autor.

O Principio de Cavalieri facilita o calculo de volumes de solidos complexos sem
depender das técnicas avangadas de calculo integral. Para ilustrar tal feito, podemos
imaginar solidos formados por resmas de papel A4 com a mesma quantidade de folhas
em cada pilha. Nesse contexto, chamamos a atencéo para o fato de que cada folha
A4 possui espessura extremamente fina e areas iguais. A primeira pilha é organizada
para formar o solido A, com formato de um bloco retangular. Ja nas pilhas seguintes,
podemos formar um paralelepipedo obliquo e um terceiro sélido com formato diferente
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dos anteriores. Ambos os sélidos podem ser divididos por planos horizontais em fatias
finas, com volumes aproximadamente iguais. O volume total de cada sélido é a soma
dos volumes das suas fatias. Com isso, € possivel aproximar o volume das fatias o
quanto for necessario. Sabendo que o numero de fatias (folhas), em cada bloco, sao
iguais, é possivel concluir que o volume dos trés solidos € o mesmo. Cada pilha de
papel, de uma maneira intuitiva, possuem volumes iguais, pois as fatias presentes
em cada pilha formam sélidos com a mesma altura. Assim, aproximam-se da mesma
quantidade.

Figura 9 — Intuicdo para o Principio de Cavalieri

Fonte: Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2006, p.313)

3.4 APLICACOES DO PRINCIPIO DE CAVALIERI

Calculo do volume do prisma

Vamos calcular o volume de um prisma S, de altura h, em que a base € um
poligono de area A, contido em um plano . Para aplicar o Principio de Cavalieri,
vamos considerar, ao lado do prisma, um bloco retangular Sy de altura h cuja base,
contida no plano 3, € um quadrado de area igual a .44 satisfazendo A = Ao

Suponhamos que esses dois sélidos de areas sao intersectados por um outro
plano a || B formando, assim, duas novas regides a N Sy, no bloco retangular, e a N Sy
no prisma, como demonstra a Figura 10.

O bloco retangular e o prisma quando interceptados por um plano o paralelo ao
plano 8 determinam regides a N Sy e a N Sy, respectivamente, satisfazendo

Area(an Sy) = Ay = Ay = Area(an Sy),

ou seja, Area(a N Sy) = Area(a N S,). Como o volume do bloco retangular é calculado
pelo produto da &rea da sua base pela sua altura, pelo Principio de Cavalieri, o volume
de qualquer prisma satisfaz

Vqume(Sz) = ./42./7.
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Figura 10 — llustragcao do prisma e paralelepipedo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Calculo do volume do cilindro

No cilindro, todas as secdes paralelas a base sdo congruentes a base dele.
Esse fato permite concluir que o volume do cilindro é analogo ao volume do prisma
pelo Principio de Cavalieri. Isto é, o volume do cilindro € o produto da &rea de sua base
pela sua altura.

Para demonstrar essa afirmacédo, considere um cilindro de altura h e base cir-
cular de raio R > 0. A base esta contida em um plano a. Fixe um bloco retangular de
altura h e base quadrangular de lado R./m. A base do bloco retangular também esta
contida no plano a. Nessa mesma 6tica, cada plano (3, paralelo a a, secciona ambos
os dois sélidos formando duas secdes de areas iguais a mR2, conforme a Figura 11.

Figura 11 — Comparacgéao da area das bases do cilindro e do paralelepipedo

Ay

Il

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Como as sec¢bes determinadas pelo plano  tem a mesma area, o Principio
de Cavalieri implica que os dois solidos tém o mesmo volume. Portanto, o volume do
cilindro é também o produto da area da base pela altura.

Calculo do volume da piramide

Para calcular o volume de uma piramide, € necessario considerar alguns resul-
tados adicionais. Em particular, é crucial entender que, se o vértice de uma piramide
se mover em um plano paralelo a sua base, o volume dessa piramide ndo se altera.
Para demonstrar isso, examinemos o que ocorre quando uma piramide é seccionada
por um plano paralelo a sua base.

Para fixar a notacao, considere uma piramide de base triangular VABC, em
que V é o vértice e ABC € a base. Se H > 0 for a altura de VABC, fixe h satisfazendo
0 < h< H. Seja a o plano paralelo ao plano determinado pela base ABC, com distancia
h do vértice V. Seja DEF o triangulo determinado pela interse¢cao de VABC com a.
Veja Figura 12

Figura 12 — llustracdo da secao da piramide

Fonte: Elaborada pelo autor

Lema 3.1 Nas condi¢des acima, a secdo DEF e a base ABC da piramide sdo figuras

. ~ . h
semelhantes cuja razdo de semelhancga satisfaz O

Demonstracao: Considere os triangulos VDE e VAB. Note que os triangulos séo
semelhantes, de acordo com o caso de semelhanca AA (angulo, angulo), pois DE || AB.

Segue que
VD DE EV *
VA = 2B = gy = o paraalgum k € R". (7)
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Pelo mesmo argumento, VEF € semelhante a VBC e VFD é semelhante a VCA. Além
disso, temos que

VE EF FV

VB~ BC = cv=F ®)
e

VF FD DV

ve=caTavh ©)
Combinando (7), (8) e (9), temos que

DE EF FD

AB=BCTCA " (10)

ou seja, os triangulos DEF e ABC sao semelhantes com razdo de semelhanca k. Resta
calcular k.

Sejam VP a altura da piramide VDEF e VO a altura da piramide VABC. Note
que P pertence ao plano determinado por DEF e O pertence ao plano determinado
por ABC. Segue que h = VP e H = VO. Considere os triangulos VDP e VAO. Como
DP || AO, segue que VDP e VAO sédo semelhantes e

vb_DP _PV _h
VATAO - OV H’

Combinando (7) e (11), temos que

(11)

VD h
“=VaTH
L - A . h
isto &, a razao de semelhanca entre os triangulos DEF e ABC é —. |

H

Observacao 3.3 Como a razdo entre areas de figuras semelhantes é o quadrado da
razao de semelhanca, temos que a razao entre as areas dos triangulos DEF e ABC é

igual a
A\ 2
()
Teorema 3.2 (Propriedade do Volume da Piramide) Duas pirdmides de mesma base
triangular e mesma altura tém o mesmo volume.

Demonstracao: Sejam V;ABC e VbABC duas piramides de mesma base ABC e
altura H > 0. Dado h satisfazendo 0 < h < H, considere um plano a, paralelo ao plano
determinado pela base ABC, com distancia h dos vértices V4 e Vs, e produzindo o
triangulo Sy na piramide V4 ABC e o triangulo S, na piramide Vo ABC. Veja Figura 13.

Note que Area(S;) = Area(V;ABC Na) e Area(S,) = Area(VoABC Na). O Lema
3.1 implica que

Area(S;) [ h\? Area(Sy)
Area(ABC) (F> ~ Area(ABC)
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Figura 13 — Comparagéao entre piramides de mesma altura e mesma base

V[ V2

Fonte: Elaborada pelo autor.

isto &,
Area(Sy) = Area(S»).
Portanto
Area(V{ABC N a) = Area(Sy) = Area(S,) = Area(VoABC N a)
e o Principio de Cavalieri implica que
Volume(V7ABC) = Volume(V>ABC).

Teorema 3.3 (Volume da Piramide (Versao Preliminar)) O volume da pirdmide trian-
gular é igual a um tergo do produto da drea da base pela altura’.

Demonstracao: Seja ADEF uma piramide cuja base é o triangulo DEF e o vértice é o
ponto A. Seja ABCDEF um prisma de base triangular, construido a partir da piramide
ADEF, tal que as bases ABC e DEF séao triangulos congruentes e as arestas laterais
satisfazem BE = AD = CF e BE || AD || CF. Considere as seguintes trés piramides
formadas pelos vértices de ABCDEF:

ADEF, EABC e ACEF.
Vamos provar que

Volume(ADEF) = Volume(EABC) = Volume(ACEF). (12)

1 Alternativamente, o volume de uma pirdmide triangular é igual a um tergo do volume de um prisma
de mesma base e altura.
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Figura 14 — llustracdo da decomposicao do prisma em trés piramides

Fonte: Proenem (2025).

Considere a piramide ACEF. Pelo Teorema 3.2, a piramide ACED satisfaz
Volume(ACED) = Volume(ACEF),

pois a aresta DF é paralela ao plano determinado por ACE. Analogamente,
Volume(AFED) = Volume(ACED),

pois a aresta CF é paralela ao plano determinado por ADE. Por fim, combinando as
duas igualdades acima e reorganizando a ordem dos vértices da piramide AFED para
ADEF, verificamos a segunda igualdade em (12), isto é

Volume(ADEF) = Volume(ACEF).
Por um argumento analogo, é possivel verificar que
Volume(ADEF) = Volume(EABC).

Portanto, a prisma ABCDEF é decomposto em trés piramides cujos volumes séo
Volume(ADEF). Como o volume do prisma ABCDEF é igual ao produto da area da
base pela altura, temos que o volume de cada uma das piramides é igual a um tergo
do produto da area da base pela altura. |

Teorema 3.4 (Volume da Piramide (Versao Geral)) O volume da pirdmide é igual a
um tergo do produto da area da base pela altura.

Demonstracao: Considere uma pirdmide VA{A>As - - - Ap cuja altura é h> 0 e a base
é o poligono convexo A{A>Asz--- Ap de n lados, em que n > 3 é um natural. Divida
A1AsAz--- Ap em n—2 tridngulos

A1 AsAg, AiAsAg, -+, AtAn i An.
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Figura 15 — Decomposic¢ao da piramide em piramides de base triangular

- -
T
1
|
|
|
:h
I
|
|
|
|

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dessa forma, podemos considerar n— 2 piramides triangulares
VA1 Ao Az, VA1A3Ay, -+, VA1Ap—1An.

Pelo Teorema 3.3, sabemos que

1.
Vqume( VA1 A2A3) = § Area(A1 A2A3) -h
1.
Vqume( VA1 A3A4) = § Area(A1 A3A4) -h

1
Volume(VA1Ap_1An) = 3 Area(A1An—1An) - h

Assim, o volume da piramide VA{AsAs3---An é a soma dos volumes das piramides
triangulares, isto €&,

Volume(VA; AxAs - - - An) = Volume(VA; AsAg) + Volume(VA{ AgAg) + - - +
+ Volume(VA; A,_1An)

= % Area(A1AzA3z) - h+ % Area(A1A3Ay) - h+---+

1.
+ 5 Area(A-I An_1 An) -h

= %(Area(/H AsAs) + Area(A1AgAy) + - - +

+ Area(A1 A, An)> -h

= %Area(A1 AsAs---Ap) - h
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Calculo do volume do cone

Seja C(H,r) um cone (circular) de altura H > 0, raio da base r > 0 e vértice
V. A area da base é mr2. Para o célculo do volume do cone C(H,r), vamos aplicar o
Principio de Cavalieri a partir de uma pirdmide P de base quadrada, altura H e area da
base 2. Suponha que as bases de C(H,r) e P estdo no mesmo plano a, conforme
ilustra a Figura 16. Um plano B, paralelo a a, com distancia entre V e §igual a h > 0,
que seciona C(H,r), também secciona P.

Figura 16 — Principio de Cavalieri e o célculo do volume do cone

Fonte: Elaborada pelo autor.

Segue do Lema 3.1 que
Area(PNp) (ﬁ)2
Area(Pnoa) \H/) °

Por outro lado, a secdao mediana de C(H,r) e os planos o e 8 formam triangulos

semelhantes com razdo de semelhanga o (veja Figura 17).

Figura 17 — Tridngulos semelhantes determinados por se¢bes do cone

Fonte: Elaborada pelo autor.
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rh

o Logo,

Segue que o raio do circulo C(H,r)Np é

2
Area(C(H,r)np) _ "(55> B (Q)Z
Area(C(H,r)na) w2 \H) ’

Ou seja

Area(C(H,r) N p) _ (g) 2 _ Area(Pnp)
Area(C(H,r)na) \H Area(Pna)

Como Area(C(H,r) N a) = mr? = Area(P N a), segue que
Area(C(H,r) N B) = Area(P N B),

para todo plano 3 paralelo a a. Pelo Principio de Cavalieri, Volume(C(H,r)) = Volume(P).
Como o volume de P é igual a um terco do produto da area da base pela altura, a area

1
da base é 1r2 e a altura é H, temos Volume(C(H,r) = §1TI'2H.

Calculo do volume da esfera

Seja S2(0,R) uma esfera centrada em O e raio R > 0. Para o calculo do vo-
lume de S2(0O,R), vamos aplicar o Principio de Cavalieri para S(O,R) e um sélido S
construido da seguinte forma:

(i) Fixe um cilindro equilatero de raio da base R e altura 2R,;

(i) Denote por M o ponto médio do eixo do cilindro;

(iiiy Tome dois cones cujas bases sdo as bases dos cone e M é o vértice dos
cones (0s cones tém tanto o raio da base quanto a altura iguais a R);
O solido S é a regiao dentro do cilindro e fora dos dois cones (veja Figura 18).
A unido dos dois cones é chamada clepsidra e o sélido S é chamado anticlepsidra.

Figura 18 — Clepsidra e da anticlepsidra na construg¢do do solido S

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos supor que S2(0,R) é tangente a um plano a e uma das bases de S esta
contida em a, conforme Figura 19. Um plano S, paralelo a a, com disténcia entre O e 8
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Figura 19 — Principio de Cavalieri e o célculo do volume da esfera

Fonte: Elaborada pelo autor.

igual a h > 0, que secciona S2(0,R) formando um circulo de raio r, secciona também
o0 solido S formando uma coroa circular.

Vamos determinar o raio r > 0 e a area da secdo de S?(O,R) obtida pela
intersecdo entre S2(O,R) e B. Para isso, utilizaremos o tridngulo retangulo, em que o
raio R da esfera é a hipotenusa, a distancia h entre o centro da esfera e o centro da
secao € um dos catetos, e o raio r da se¢do que nos interessa € o outro cateto (veja
Figura 20). Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos:

RP=h?+r> = rP=R?—h°.
Portanto, a area da secéo é mr? = m(R2 — ).

Figura 20 — llustrag&o da secdo da esfera determinada pelo plano 8

‘1" = - -?-.:ta
PR
g

Fonte: Elaborada pelo autor.

A area da coroa circular também é 1rr? = (R? — h?), pois o raio externo é o raio
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do cilindro e o interno é igual a disténcia entre M e o plano 3, que neste caso é h. Logo
Area(S?(0,R) N B) = m(R? — h?) = Area(S N B).

Pelo Principio de Cavalieri, Volume(S2(O,R)) = Volume(S). Como Volume(S) é igual
ao volume de um cilindro equilatero de raio da base R e altura 2R menos duas vezes
o volume de um cone em que tanto o raio da base R quanto a altura sdo iguais a R,
temos que

Volume(S?(O,R)) = mR% - 2R -2 (%17/%’2 : R)
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4 MATERIAIS MANIPULAVEIS

Os materiais manipulaveis foram usados ao longo da histéria. Podemos encon-
trar varios educadores que ressaltaram a importancia do uso de materiais visuais,
tateis ou multissensoriais. Por exemplo, Jan Amos Comenius defendeu, ja no Século
XVII, uma educacao através da instrucao, conversa, jogos, momentos ludicos e musica
(SANTOS, A. et al., 2023).

No Brasil, Julio César de Mello e Souza, mais conhecido com o pseuddnimo
Malba Tahan, foi um critico severo da didatica usual nos cursos de Matematica e um
pioneiro no uso da Histéria da Matematica. Malba Tahan propés o “uso didatico da
Historia da Matematica, na defesa de um ensino baseado na resolu¢ao de problemas
nao-mecanicos e na exploracao didatica das atividades recreativas e no uso de material
concreto no ensino da Matematica.” (SOUZA, A. et al., 2022, p.124)

A partir desse momento, no Brasil, iniciou 0 uso de objetos concretos nas es-
colas. Todavia, somente da década de 1980 apareceria a abordagem pedagdgica em
livros didaticos para o ensino de Matematica com a aplicacdo de materiais manipu-
laveis. O uso desses recursos foi consolidado por programas governamentais. Mais
recentemente, a BNCC destaca, por exemplo, a importancia de “explorar o ambiente
pela acao e observacéo, manipulando, experimentando e fazendo descobertas.” (BRA-
SIL, 2018)

Antes de dar sequéncia, é importante definir o que seriam materiais manipula-
veis. Para Lorenzato, que usa a terminologia Material Didatico (MD), é qualquer

instrumento (til ao processo de ensino e aprendizagem. [...] Existem varios
tipos de (MD) alguns ndo permitem modificagbes em suas formas. [...] por
serem estaticos permitindo s6 observacao. [...] Outros ja permitem uma maior
participagao do aluno. [...] aqueles dindmicos permitindo transformagdes por
continuidade. Facilitando ao aluno a realizagéo de redescobertas, a percepcao
de propriedades e construcdo de uma efetiva aprendizagem. (LORENZATO,
2012, p.18-19)

De acordo com esses entendimentos, um material manipulavel pode ser um
giz, uma folha, um livro, um jogo de domind, uma dobradura, uma calculadora, um
filme, uma embalagem, uma régua, um compasso, entre outros. Os materiais manipu-
laveis representam alternativas valiosas para o professor em sala de aula. Cabe a ele
desenvolver estratégias que favoregcam a compreensao dos estudantes.

Como os materiais manipulaveis podem, por meio da manipulacéo sensorial, co-
laborar na compreenséao de ideias matematicas, conectando o conhecimento abstrato
com a pratica, “pois auxiliam na construcdo e na classificagdo de determinados con-
ceitos que, de acordo com o nivel de abstracao, € necessario de um apoio fisico que
oriente os educandos a compreensao, formalizacao e estruturacao deles.” (CAMACHO,
2012, apud FACCHI, 2022)
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Esses materiais contribuem para o envolvimento colaborativo do professor e
do estudante. Isto é, ambos podem trabalhar na construcdo do material e do saber,
promovendo o aprendizado matematico.

4.1 ALGUNS MATERIAIS MANIPULAVEIS

Apresentaremos, nesta se¢ao, alguns exemplos de materiais manipulaveis que
podem impactar positivamente na aprendizagem matematica dos estudantes. Os ma-
teriais escolhidos estdo relacionados a area de Geometria por causa da tematica do
trabalho.

Material Dourado

O Material Dourado, criado pela educadora Maria Montessori, e ilustrado pela
Figura 21, € uma ferramenta pedagdgica composta por quatro pecas: cubinho, barra,
placa e cubo. Destinado, principalmente, ao ensino de aritmética, o material também
pode ser aplicado em algebra e geometria.

Figura 21 — Material Dourado

Fonte: Disponivel em https://www.paparicosecia.com.br/mmp-30274.
Acesso em: 28 de agosto de 2025.

Ao manipular as pecgas, os estudantes interagem com conceitos tais como agru-
pamento, reagrupamento e trocas no Sistema de Numeracao Decimal, e as operacoes:
adicao, subtracao, multiplicacao e divisdo. Essa ferramenta colabora na compreensao
de conceitos como volume, area, numeros fracionarios e a multiplicacao de polinémios.
Ao permitir o contato fisico com 0os numeros e suas representacoes, favorece a cons-
trucdo gradual e concreta do conhecimento matematico, sendo util em diferentes niveis
de ensino, especialmente na alfabetizacdo matematica.
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Solidos Geométricos

Os materiais manipulaveis para o estudo dos sélidos geométricos sao ampla-
mente utilizados no ensino da Geometria, pois, em alguns casos, sdo objetos do
cotidiano ou podem ser encontrados na natureza, na industria ou em construgoes.
O manuseio desses materiais permite aos estudantes a compreensao das formas e
propriedades dos corpos, além de desenvolver a percepcao espacial e a investigacao
de conceitos tais como: areas, volume e planificagéo dos solidos.

O estudo dos sélidos geométricos com materiais manipulaveis no Ensino Fun-
damental é essencial para o desenvolvimento do raciocinio geométrico e pode “ser um
grande passo no processo de construgdo do pensamento geométrico que servira de
base para estudos mais aprofundados no Ensino Médio.” (SILVA, 2014, p.33)

Figura 22 — Exemplos de sélidos geométricos

) ¢

Fonte: Disponivel em: https://br.freepik.com/fotos-vetores-gratis/solidos-geometricos
Acesso em: 28 de agosto de 2025.

Tangram

O Tangram, ilustrado na Figura 23, € um quebra-cabeca chinés composto por
sete pecas geométricas: cinco tridngulos (dois tridngulos pequenos, um triangulo médio
e dois triangulos grandes), um quadrado e um paralelogramo. Juntas, essas pecas
permitem a criacdo de varias figuras, como formas humanas, objetos e animais. E
um material ludico e util no ensino de Artes e Matemética, estimula a criatividade, o

raciocinio légico e o aprendizado de conceitos geométricos, como simetria e area.

Cubo Soma

O Cubo Soma, ilustrado pela Figura 24, € um quebra-cabeca tridimensional
composto por sete pecas, chamadas policubos, formadas por trés ou quatro cubos
unitarios, totalizando 27 cubos. Este material foi criado pelo matematico dinamarqués
Piet Hein, em 1936.
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Figura 23 — Tangram

Fonte: Disponivel em https: //escolakids.uol. com.bl.:‘/niatematica/tangram.htm
Acesso em: 28 de agosto de 2025.

O objetivo principal do quebra-cabega é montar um cubo de lado 3. Mas ele
também permite explorar alguns conceitos dos sélidos geométricos, tais como conve-
xidade, simetria, area e volume. O quebra-cabeca estimula a criatividade ao manipular
as pegas.

Figura 24 — Cubo Soma

Fonte: Disponivel em: https://mmaca.cat/moduls/cub-soma/.
Acesso em: 28 de agosto de 2025.

Torre de Hanoi

A Torre de Handi, ilustrada pela Figura 25, € um quebra-cabeca constituido por
trés hastes e discos de diferentes tamanhos. O material foi criado pelo matematico
francés Edouard Lucas e o objetivo principal é mover todos os discos de uma haste
para outra, sem que um disco maior fique sobre um disco menor.

Esse quebra-cabeca permite trabalhar conceitos matematicos desde a pré-
escola até o Ensino Médio: ordem, contagem, progressdao geométrica, potenciagao,
fungdes exponenciais. Além disso, podem ser abordados os conceitos de area e vo-
lume, e o desenvolvendo da concentragao, planejamento e resolu¢ao de problemas.
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Figura 25 — Torre de Hanoi

Fonte: Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Torre_de_Hanoi
Acesso em: 28 de agosto de 2025.

Blocos ldgicos

Os blocos légicos, apresentados na Figura 26, foram criados pelo educador
matematico Zoltan Paul Dienes, na década de 1950. Esses materiais manipulaveis séo
compostos por 48 pecas de diferentes formas, cores, tamanhos e espessuras.

Estes materiais manipulaveis auxiliam, principalmente, as criancas da Educa-
¢ao Infantil e do Ensino Fundamental - Anos Iniciais na aprendizagem dos conceitos
matematicos, tais como classificagdo, reconhecimento de formas, ordenagédo e compa-
racdo. Ao manipular os blocos légicos, as criancas comparam as pecas, as classificam
por cores, formas, tamanhos e espessuras, criam figuras, torres, conjuntos. O uso
dos blocos l6gicos € uma estratégia de aprendizado que possibilita aos estudantes a
interacdo com conceitos complexos de uma maneira mais concreta e formal. Nesse
sentido, Borges, et.al. (2021) afirmam que:

o trabalho com blocos légicos no desenvolvimento matematico nao se limita
apenas a abstracdo ou a memorizagdo, mas também pode articular situa-
¢des que delimitem regras de criagao, percepgdes espaciais, conhecimento
geométrico, quantidades, conjuntos e agrupamentos.

Figura 26 — Blocos logicos
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Fonte: Disponivel em: urlhttps://blog.psiqueasy.com.br/2017/09/15/blocos-logicos/
Acesso em: 28 de agosto de 2025.
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Geoplano

O geoplano, criado pelo professor Caleb Gattegno, em 1960, € um recurso
pedagdgico para o ensino pratico de geometria. O instrumento € composto por uma
placa de madeira com pregos em malhas (quadrada, triangular ou circular) e elasticos
coloridos, conforme ilustrado pela Figura 27. O uso deste material permite que os
estudantes construam figuras geométricas, facilitando o aprendizado visual e concreto
dos conceitos geométricos.

O uso do geoplano torna o ensino da Matematica dindmico e atrativo, favore-
cendo a compreenséao de diversos conceitos. Conforme postula MARTINS et al. (2012),
atividades com o geoplano podem “proporcionar experiéncias geomeétricas a criangas
desde cinco anos, propondo problemas de forma, dimensao e simetria [...]". Afirmam
também que o instrumento oferece uma experiéncia geométrica para estudantes a
partir de cinco anos, abordando desde conceitos basicos como ponto, reta e plano, até
o calculo de areas e alguns teoremas. Esse material € uma ferramenta eficaz em todos
0s niveis de ensino, tornando o aprendizado da geometria mais interativo e acessivel.

Figura 27 — Geoplano

Fonte: Disponivel em:
https://jisjoaosalaa.blogspot.com/2012/05/aprendizagens-com-o-geoplano.html
Acesso em: 28 de agosto de 2025.

Geoespaco

O geoplano espacial, ou geoespaco, € uma adaptacado que possibilita a visu-
alizacao e manipulagao de formas tridimensionais, explorando, assim, na pratica, os
conceitos da geometria espacial. O instrumento, ilustrado pela Figura 28, é composto
por dois geoplanos quadrados paralelos e interligados por hastes, os quais utilizam
ganchos ou furos para representar vértices e pontos. O uso de barbantes coloridos
permite demonstrar as arestas dos sélidos geométricos.

Este recurso possibilita a constru¢ao de prismas, piramides, cilindros e cones,
propiciando a visualizacdo das formas e facilitando a percepcao da estrutura dos
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sélidos. No contexto das aulas de Matematica, esse recurso auxilia os estudantes
na compreensdo de conceitos basicos, como faces, arestas, vértices, bem como de
conceitos mais complexos, como area e volume.

Figura 28 — Geoespaco

Fonte: SILVA, BRAGA, ANDRADE (2018).

4.2 USO DO MATERIAL MANIPULAVEL NO ENSINO DE MATEMATICA

Os materiais manipulaveis, no ensino da Matematica, sédo ferramentas essenci-
ais para promover um ensino mais dinamico, critico e criativo, alinhado com as novas
demandas educacionais. Esses materiais favorecem o desenvolvimento da autonomia
intelectual dos alunos, estimulando a reflexao e a capacidade de acao. (LORENZATO,
2012)

O uso de materiais manipulaveis facilita o desenvolvimento de diversas habili-
dades, como a resolugao de problemas, o planejamento de agdes, a estimativa e os
célculos mentais. O uso adequado desses objetos também auxilia na concentracao,
raciocinio e criatividade dos estudantes, além de incentivar a investigacéo cientifica e
a aprendizagem matematica.

4.2.1 O papel do professor no uso de materiais manipulaveis

O professor € o mediador e o orientador no manuseio dos materiais manipula-
veis no ensino da Matematica. E responsavel pela selecéo dos materiais adequados ao
desenvolvimento dos conceitos matematicos ao nivel de compreenséo dos estudantes.
Os materiais devem estar relacionados com os conceitos matematicos e permitir que
os alunos explorem os objetos de forma pratica e individual.

Neste contexto, quando um material pode modelar um grande nimero de ideias
matematicas, adaptacdes podem ser necessarias. O professor precisa refletir sobre o
objetivo do uso dos manipulaveis, seja para apresentar um tdpico, estimular o interesse
dos alunos ou apoiar a fixacao de conteudo. Nesse sentido, “tais materiais podem
auxiliar os alunos na construgcdo dos conhecimentos matematicos. E, para isso, é
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necessario que o professor saiba conduzir os conteldos e os materiais manipulaveis.
(FACCHI, 2022)

Mas é preciso entender as limitacbes do uso de materiais. Segundo Caporale
(2014), o uso de “materiais manipulativos ndo garante a aprendizagem matematica dos
alunos, visto que nao ha garantias de que eles consigam relacionar as experiéncias
concretas com a matematica formal.” Além disso, Lorenzato (2012, p.79) destaca que
o professor tem um papel crucial ao elaborar o planejamento das aulas utilizando
materiais manipuléaveis, os quais sdo utilizados como recursos auxiliares no ensino-
aprendizagem, logo ndo como substitutos da pratica docente.

Soma-se ao exposto acima, a importancia da formacao inicial e continuada do
professor. Defende-se a relevancia da inclusao do aprendizado sobre 0 uso adequado
desses materiais, ja que muitos curriculos ainda carecem dessa abordagem prética.
Para tanto, é primordial que as instituicdes de ensino integrem o uso de materiais
manipulaveis nos cursos de formacao para professores com o intuito de preparar
futuros educadores.

E inegavel observar que a aplicacdo dessas ferramentas de forma eficaz, pode
colaborar com as necessidades dos estudantes contemplando os objetivos educacio-
nais. Por isso, sugere-se que a utilizagdo dos materiais manipuléaveis seja vista como
uma estratégia pedagogica que auxilia na construgdo do conhecimento matematico,
tornando o aprendizado mais significativo e dinamico.

4.2.2 Potencialidades do uso de materiais manipulaveis no Ensino Médio

Os materiais manipulaveis podem ser ferramentas valiosas numa abordagem
mais dinamica e pratica, com o objetivo de construir conceitos matematicos e supe-
rar a abstragdo da disciplina de Matematica e desenvolver habilidades cognitivas e
psicomotoras. Ao manipular os instrumentos, os estudantes ndo apenas visualizam
conceitos, mas também, exploram, investigam e resolvem problemas de forma ativa e
autébnoma. O uso de materiais manipulaveis pode “levar os estudantes a pensarem por
eles mesmos, a questionar, observar padrbes - resumindo, desenvolver uma atitude
de investigacdo matematica.” (PASSOS, 2012)

Compreendemos que os recursos incentivam a criatividade, a investigagao e a
resolucdo de problemas, favorecendo o desenvolvimento do raciocinio l6gico e mate-
matico. Quando ocorre a dindmica do uso de materiais manipulaveis ha uma promog¢ao
de atitudes essenciais, como a busca constante de solugdes e a confianga na prépria
capacidade de aprender. Além disso, favorece a comunicagéo € a troca de ideias entre
os estudantes, estimulando a cooperacéo e a aprendizagem colaborativa.

No que concerne a Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018), é interes-
sante destacar que o documento norteia o uso dos materiais manipulaveis, reconhecen-
do-os como fundamentais para o desenvolvimento de habilidades e competéncias es-
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senciais no ensino de Matematica. Podemos verificar tal afirmagéo, por exemplo, na
habilidade EFO5MA21 em que € sugerido “reconhecer volume como grandeza asso-
ciada a sélidos geométricos e medir volumes por meio de empilhamento de cubos,
utilizando, preferencialmente, objetos concretos.”

O envolvimento dos estudantes com a manipulagéao de objetos concretos contri-
bui diretamente na construg¢do ativa do conhecimento. Vale ressaltar, nesse viés, que
tal acdo permite uma aprendizagem mais significativa, quando o estudante se sentir
pertencente.

O conhecimento € um processo préprio da natureza social e cultural do ho-
mem, na medida que o homem desenvolve o conhecimento como forma de
enfrentamento da natureza, ao invés de a ela se adaptar. No entanto, a ne-
cessidade de conhecer é mais forte em algumas ocasides do que em outras.
A aprendizagem significativa depende, além do nivel de representagéo, da
carga afetiva envolvida. (VASCONCELLOS, 1992, p.7)

Dessa forma, a compreensao de conceitos, e a eliminacao dos métodos tradici-
onais de memorizacao e abstragao, facilitam a compreensao de conceitos complexos
e promove um ensino mais eficaz e motivador, desenvolvendo habilidades cognitivas e
psicomotoras.
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5 PROPOSTA DE OFICINA: CALCULO DE VOLUMES COM O PRINCIPIO DE
CAVALIERI

O estudo dos sélidos geométricos é importante porque permite aos estudantes
quantificarem o espaco ocupado por um sélido ou até mesmo a sua capacidade de
armazenamento. Nesse contexto, o Principio de Cavalieri € um conceito matematico
importante, visto que permite calcular o volume de um sélido especifico, estabelece
aplicacao e comparacéao de volumes de soélidos

A fim de tornar mais acessivel e interativa essa discussao, propomos por meio
de uma oficina, atividades praticas, em que o estudante fara uso de materiais manipu-
laveis. Pretendemos, assim, reforcar o embasamento tedrico e promover a utilizacéo
do Principio de Cavalieri. As oficinas combinam teoria e pratica por meio da manipu-
lacdo de materiais, a fim de que o estudante compreenda com clareza a aplicagao do
Principio de Cavalieri.

Salientamos que nao temos a intencao de oferecer aqui um planejamento com-
pleto e definitivo sobre todas as formas de ensino-aprendizagem tampouco de de-
sestimular a criatividade do professor. A ideia foi, por meio de oficinas, promover o
interesse e estimular o professor na aplicacao de praticas pedagogicas. O professor
tem liberdade para adaptar as atividades, a fim de atender ndo sé as necessidades
dos estudantes como também as particularidades de sua realidade local e perfil de
cada turma.

A aplicag&o do Principio de Cavalieri com o uso de materiais manipulaveis se
justifica pela necessidade de tornar conceitos abstratos da Geometria mais concretos.
Essa abordagem pode fornecer aos estudantes a compreenséo e aprendizado signi-
ficativo, e promover a motivacao, resolucao de problemas e investigacao, tornando o
saber mais dinadmico e engajador.

5.1 APRESENTACAO DAS OFICINAS

A discusséo e aplicacédo do Principio de Cavalieri consiste em quatro oficinas:
Oficina 1: Principio de Cavalieri no calculo de volume no Paralelepipedo;

Oficina 2: Principio de Cavalieri no calculo de volume no Prisma e no Cilin-
dro;

Oficina 3: Principio de Cavalieri no célculo de volume na Piramide e no
Cone;

Oficina 4: Principio de Cavalieri no calculo do volume na Esfera.

Informacoes basicas:
Local: Sala de aula.

Duracéao de cada oficina: 2 encontros.
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Recursos fisicos e materiais: Sala de aula, circulos com os papeldes, ou EVA,
ou papel de caixa de sapato, ou papel cartdo, régua, esquadros, tesoura
ou estiletes (com supervisao do professor), palito de churrasco e base de
papelao (sugestao).

Publico-alvo: Estudantes do 3°ano Médio.
Objetivos:
(i) Demonstrar o Principio de Cavalieri utilizando materiais manipulaveis para
que os estudantes compreendam o conceito de volume de maneira concreta
e visual;

(i) Compreender o conceito de sélidos geométricos;
(iii

)

) Explorar o Principio de Cavalieri e a sua aplicagdo no calculo de volume;
(iv) Desenvolver a percepgao espacial por meio de atividades praticas;

)

(v) Validar o célculo de volume no Principio de Cavalieri para qualquer soélido.

5.2 ROTEIRO DAS OFICINAS

Para um melhor entendimento, visualizacéo e aplicacado das oficinas propostas,
detalharemos o roteiro de cada um dos quatro momentos da oficina. Sugere-se que os
estudantes sejam divididos em 4 grupos para o desenvolvimento das atividades.

O professor ilustra o conceito de volume e enuncia o Principio de Cavalieri como
um postulado. Para tornar o contetdo mais ludico e acessivel, o professor pode realizar
uma demonstracao pratica, comparando duas pilhas de papel dispostas de formas
diferentes, mas mantendo a altura e 0 mesmo numero de folhas. Isso permite visualizar
como o volume pode permanecer inalterado, ilustrando o Principio de Cavalieri de
maneira concreta.

Em seguida, os estudantes, organizados em grupo, colocardo em pratica o
Principio de Cavalieri através da constru¢ao dos solidos geométricos. A atividade sera
desenvolvida em dois encontros: no primeiro, os estudantes fardo a confeccao do
produto manipulavel; e no segundo, apresentarao o Principio de Cavalieri utilizando os
sélidos construidos explicando o raciocinio a partir dos sélidos construidos.

OFICINA 1: Principio de Cavalieri no calculo de volume no Paralelepipedo

A primeira atividade consiste na construgcao de placas retangulares e quadradas.
Os estudantes, divididos em 4 grupos, fardo essas construgdes. Utilizando papelao,
sao confeccionados retangulos, com as medidas de 8cm x15cm, e quadrados, com
medidas 11.cm x11 cm. Sugere-se que 0s grupos construam 24 placas de cada for-
mato. Assim, ao empilhar as placas, obteremos o formato de duas figuras harmdnicas,
como ilustrado na Figura 29.
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Figura 29 — Comparagéao entre blocos retangulares

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao elaborar as placas, é necessario que o grupo marque o centro de cada figura.
Neste ponto, em cada placa, sera espetada o palito de churrasco para a montagem do
sélido. Esta construcao produz um paralelepipedo reto retagulo na primeira torre de
placas, e na segunda um prisma de base quadrada.

No segundo momento da atividade, o grupo explicara o Principio de Cavalieri a
partir dos produtos construidos, relacionando a teoria com o material construido.

OFICINA 02: Principio de Cavalieri no calculo de volume no Prisma e no Cilindro

Nesta atividade, os estudantes construirdo placas quadradas e circulares. Sao
necessarios quadrados, com as medidas de 11 cm x 11 cm, e circulos, de raio 6,2cm.
Novamente, sugere-se a construcao de 24 placas de cada formato.

Conforme ilustrado pela Figura 30, sera formado um prisma de base quadrada,
na primeira torre de placas, e, na segunda, um cilindro. Para finalizar, cabe aos estu-
dantes fixarem os sélidos na base um ao lado do outro.

No segundo momento, os grupos serdo convidados a explicar o conceito do
Principio de Cavalieri, a partir dos produtos construidos.
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Figura 30 — Comparagéo entre um prisma e um cilindro

Fonte: Elaborada pelo autor.

OFICINA 03: Principio de Cavalieri no calculo de volume na Pirdmide e no Cone

A terceira oficina assumira que o volume da piramide é a terca parte do volume
de um prisma de mesma base e mesma altura. Com base nisso, os estudantes cons-
truirdo placas quadradas e circulares de diversos tamanhos. A maior placa quadrada
terd 11cm x11cm, e a menor sera de 1,8cm x 1,8 cm, seguindo a redugao de tamanho
de 0,4cm de largura e 0,4cm no comprimento para cada nova placa. Ja nas placas
circulares, o maior circulo tera raio 6,2 cm e o menor tera raio 1 cm, seguindo a reducao
de tamanho de 0,2 cm de raio para cada placa. Sugere-se a construcao de 24 placas
de cada formato, com tamanhos variados indicados.

Assim, sera formado um sélido que parecera uma piramide, e outro que se
assemelhara a um cone. Ao observarmos a Figura 31, teremos uma nog&o mais clara
do formato da construgéo solicitada.

No segundo momento, os grupos explicarao o conceito do Principio de Cavali-
eri, a partir dos produtos construidos. Quando verificamos os dois sélidos, podemos
analisar que foram utilizadas a mesma quantidade de material, a fim de formar figuras
de formato diferente.

OFICINA 04: Principio de Cavalieri no calculo do volume na Esfera

Na ultima oficina, o grupo formara um cilindro equilatero composto de circulos de
papeldao e massinha (de modelar), isto é, uma Clépsidra, semelhante a uma ampulheta,
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Figura 31 — Comparacao entre uma piramide e um cone

Fonte: Elaborada pelo autor.

que sera completada com o uso de massinha.

Para formar a Clépsidra, serdo confeccionadas placas circulares duplicadas, isto
€, serdo produzidas 28 placas de papeldo, com 14 tamanhos diferentes. Sugere-se
que as duas primeiras placas tenham 6 cm de raio, e as ultimas, 0,5cm de raio, com
uma reducao de 0,5cm no raio a cada novo tamanho.

Para a montagem dos soélidos, espete o primeiro grupo de 14 placas em ordem
crescente, formando um sélido semelhante a um cone equilatero. Em seguida, espete
as 14 placas restantes, em ordem decrescente, formando outro cone, e entao teremos
um sélido com aparéncia de uma ampulheta. Vejamos na Figura 32, a ilustracdo do
soOlido com as medidas descritas acima.

Para completar o cilindro equilatero, os estudantes sdo convidados a utilizar
massinha para envolver o sélido construido acima, de modo a obter um cilindro, como
percebemos na Figura 33. Em outras palavras, a Clépsidra sera revestida pela anti-
clepsidra e, ao final, as duas estruturas juntas formarao o cilindro equilatero.

Na sequéncia, os estudantes sdo convidados a remover a massinha que revestia
a Clépsidra construida anteriormente. Apos a remogao completa, o estudante deve
manipular a massinha de modo que o formato final seja préximo de uma esfera. Neste
caso, a esfera tera diametro igual ao dobro do raio do cone da ampulheta. Ou seja, o
volume da esfera sera equivalente ao volume do cilindro equilatero menos o dobro do
volume dos cones que formavam a Clépsidra, isto é, o volume da anticlepsidra € igual
ao volume da esfera, conforme ilustra a Figura 34.
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Figura 32 — Construgéo da Clépsidra

Sl

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 33 — Construgao de um cilindro a partir da Clépsidra
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Figura 34 — Volume da Esfera

Fonte: Elaborada pelo autor.

No segundo momento, sugerimos que os grupos expliquem o conceito do Prin-
cipio de Cavalieri, a partir dos produtos construidos.

Avaliacao:

Finalizamos a oficina direcionando aos estudantes um rol de perguntas orienta-
das, com objetivo de estimular a reflexdo sobre o conceito abordados nesta oficina.

O que acontece com a quantidade de camadas quando vocé inclina os
sélidos?

A area de cada camada é a mesma? Como vocé calcula a altura do sélido
em relacdo ao numero de camadas?

Qual é o volume dos s6lidos montados pelas camadas de poligonos ou pelas
camadas de circulos?

De acordo com o Principio de Cavalieri, como vocé calcularia o volume de
cada sélido?

Se a area das camadas poligonais é igual a area das camadas circulares,
de acordo com o Principio de Cavalieri, 0 que vocé pode concluir a respeito
dos sélidos construidos pelo mesmo nimero de camadas?
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As perguntas tém a fung@o de promover o raciocinio critico, incentivar a obser-
vagao dos padrdoes geomeétricos e consolidar a compreensdo dos estudantes sobre
o Principio de Cavalieri, mediante a comparacéo e analise dos sélidos manipulaveis
construidos ao longo da oficina.

Por fim, sera solicitado aos estudantes, em grupo, que expliquem como o Princi-
pio de Cavalieri garante a igualdade de volumes. Além disso, apresentardo a aplicacao
do principio em problemas matematicos que utilizam esse conceito.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta pesquisa, 0 objetivo era abordar o ensino do conceito de volume e o
Principio de Cavalieri, para estudantes do Ensino Médio, a partir da Metodologia de
Ensino-Aprendizagem de Materiais Manipulaveis. Ao decorrer do estudo, procuramos
fundamentar como essa dinamica auxilia no desempenho dos estudantes, oferecendo
novos olhares e conhecimento para o processo do aprender e ensinar Matematica.

Iniciamos o trabalho com a exposicdo de alguns conceitos da Geometria Es-
pacial relacionados a tematica do trabalho. Na sequéncia, introduzimos a nogao de
volume e o Principio de Cavalieri. No Capitulo 3, discorremos a respeito dos Mate-
riais Manipulaveis e apresentamos fundamentos tedricos que sustentam as préticas
pedagdgicas voltadas ao processo de ensino com o uso desses materiais

No decorrer deste estudo, elaboramos uma sequéncia didatica voltada ao uso
dos Materiais Manipuléveis para o ensino do Principio de Cavalieri. E interessante
destacar que tal proposta deve ser encarada como uma sugestdo para o processo
ensino-aprendizagem no 3° Ano do Ensino Médio.

De modo geral, no que se refere aos resultados da sequéncia didatica, o uso
do material manipulavel cumpriu com o objetivo de explorar o Principio de Cavalieri
e o calculo de volume em sélidos geométricos. Com a aplicacdo dessa sequéncia, é
possivel que o professor, ao usar tal material, possibilite ao estudante a compreensao
do volume, isto €, este pode ser um método para o ensino de calculo de volumes no
Ensino Médio, conforme previsto pela BNCC (BRASIL, 2018).

No que concerne as limitagdes dessa proposta, é notério afirmar que a supera-
¢éo do ensino tradicional pode se tornar um desafio tanto para os professores como
para os estudantes. Outro ponto importante a ser considerado é o tempo destinado a
construcao dos sélidos geométricos, pois esses necessitam de momentos diferentes.
Por exemplo, a construcao do sélido para a explicagdo do volume da esfera precisa de
um tempo maior. Portanto fica a critério do docente organizar a apresentacao inicial
da oficina.

Esperamos que este trabalho contribua para que professores possam inovar
suas praticas no ensino dos solidos geométricos a partir do Principio de Cavalieri.
Outrossim, que a sequéncia didatica sirva de modelo para inspirar novas possibilidades
de estratégias de ensino-aprendizagem.
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