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Resumo

O teorema de Serre-Swan estabelece que, dado um espaço topológico X compacto e Haus-

dorff, a categoria dos fibrados vetoriais reais com espaço base X é equivalente à categoria

dos C(X)-módulos projetivos e finitamente gerados, em que C(X) é o anel de funções

cont́ınuas de X para R. O objetivo do trabalho é demonstrar tal teorema aos leitores

com familiaridade com os conceitos de Álgebra Linear e Topologia. Para estruturar a

demonstração do teorema, faz-se necessária a introdução a conceitos básicos a respeito

das teorias de fibrados vetoriais, R-módulos e Categorias.

Palavras-chave: Teorema de Serre-Swan. Fibrados Vetoriais. Módulos projetivos. Equi-

valência de Categorias.



Abstract

The Serre-Swan Theorem states that, given a compact Hausdorff topological space X, the

category of real vector bundles with base space X is equivalent to the category of finitely

generated projective C(X)-modules, where C(X) is the ring of continuous functions from

X to R. The aim of this work is to prove the aforementioned theorem to readers familiar

with the concepts of Linear Algebra and Topology. To structure the proof of the theorem,

it is necessary to introduce basic concepts regarding the theories of vector bundles, R-

modules, and Categories.

Keywords: Serre-Swan Theorem. Vector Bundles. Projective Modules. Equivalence of

Categories.
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INTRODUÇÃO

Na matemática, muitas vezes, procuramos pontes entre objetos de naturezas

distintas a fim de estudar certos objetos sob uma outra perspectiva que torne esse estudo

mais tratável. Essas pontes podem ser entendidas como funtores entre categorias.

Em 1955, Jean-Pierre Serre demonstrou um resultado fundamental na geome-

tria algébrica, estabelecendo uma equivalência entre a categoria dos fibrados vetoriais

algébricos sobre uma variedade afim e a categoria dos módulos projetivos e finitamente

gerados sobre o seu anel de coordenadas. Posteriormente, em 1962, Richard Swan trans-

portou essa ideia para o contexto da topologia geral, resultando no teorema de Serre-Swan.

O objetivo deste trabalho é demonstrar o teorema de Serre-Swan. O teorema diz

que existe uma ponte entre a categoria dos fibrados vetoriais sobre um espaço topológico

compacto e Hausdorff e a categoria dos módulos projetivos finitamente gerados sobre o

anel de funções cont́ınuas desse espaço para R que estabelece uma equivalência categórica.

Ou seja, estas duas categorias são equivalentes.

Desta forma, obtemos uma ferramenta poderosa que nos possibilita traduzir

espaços topológicos compactos e Hausdorff para uma linguagem de R-módulos. Em

essência, o teorema traduz um objeto topológico para uma estrutura puramente algébrica.

Essa abordagem permite que propriedades topológicas, que podem ser dif́ıceis de verificar

diretamente, sejam transformadas em invariantes algébricos, que, por sua vez, podem ser

mais acesśıveis de serem verificados.

No primeiro caṕıtulo, apresentaremos as preliminares necessárias a respeito de

categorias e R-módulos, além de enunciarmos alguns resultados topológicos que serão

usados no decorrer do texto.

No segundo caṕıtulo, introduziremos a categoria dos fibrados vetoriais, com ênfase

em seções locais e globais de um fibrado vetorial. Posteriormente, mostraremos como essas

seções são o elemento-chave que capta e traduz a estrutura geométrica do fibrado para a

linguagem algébrica.

No terceiro caṕıtulo, é que começaremos, de fato, a estabelecer o teorema. Apre-

sentaremos o funtor Γ que leva um fibrado vetorial ao módulo de seções globais deste

fibrado. Com base no artigo (SWAN, 1962), mostraremos que o funtor Γ, quando tem seu

contradomı́nio restringido aos módulos projetivos e finitamente gerados, é dotado de cer-

tas propriedades (ser plenamente fiel e essencialmente sobrejetor) que o fazem estabelecer

a equivalência categórica.
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1 Preliminares

Para a compreensão integral desta monografia, pressupomos que o leitor tenha

familiaridade com os conceitos fundamentais de álgebra linear e topologia. Adicional-

mente, são utilizadas noções elementares de teoria de grupos e anéis. Como referência

para estes pré-requisitos, sugerimos as seguintes obras: (BOLDRINI; PEREIRA; SESMA,

2003) para Álgebra Linear, (WILLARD, 2004) para Topologia e (TULCEA; TULCEA,

1994) para a teoria de grupos e anéis. Neste texto o zero não é um número natural.

1.1 Categorias

Nesta seção, introduziremos os conceitos elementares da teoria de categorias,

abordando um teorema clássico que usaremos na conclusão do texto. Ao leitor interessado,

sugerimos como referência (LEINSTER, 2014).

Definição 1.1.1. Uma categoria C consiste de:

• Objetos. Denotados por letras maiúsculas;

• Morfismos. Denotados por letras minúsculas;

• Para cada morfismo f de C, há um objeto X de C chamado de domı́nio de f e outro

Y chamado de contradomı́nio de f , e denotamos por f : X −→ Y ou X
f−→ Y ;

• Lei de Composição: Para quaisquer morfismos f : X −→ Y e g : Y −→ Z, existe

um morfismo g ◦ f : X −→ Z, chamado de composição de g e f , satisfazendo:

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)

para quaisquer morfismos f, g e h cujas composições acima estão bem definidas;

• Identidade: Para cada objeto X existe um morfismo IdX : X −→ X chamado de

identidade que satisfaz

f ◦ IdX = f e IdX ◦g = g

para quaisquer morfismos f e g cujas composições acima estão bem definidas.

Para um objeto X de uma categoria C, denotaremos X ∈ C. Além disso, para

quaisquer X, Y ∈ C denotaremos por HomC(X, Y ) a coleção de todos os morfismos de X

para Y , e denotaremos f ∈ HomC(X, Y ), para um morfismo f : X −→ Y .
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Definição 1.1.2. Dados objetos X e Y de uma categoria C, dizemos que um morfismo

f : X −→ Y é um isomorfismo quando existe um morfismo g : Y −→ X tal que

g ◦ f = IdX e f ◦ g = IdY .

Denotamos f−1 := g e g−1 := f .

Definição 1.1.3. Dados objetos X e Y de uma categoria C, dizemos que X é isomorfo

a Y quando existe um isomorfismo f : X −→ Y , e denotamos por X ∼= Y .

Observação 1.1.4. ∼= como definido acima é uma relação de equivalência.

Definição 1.1.5. Uma subcategoria D de uma categoria C é uma categoria tal que todos

os objetos e morfismos de D são também objetos e morfismos de C. Além disso, os

morfismos identidade e a lei composição de D são os mesmos de C.

Definição 1.1.6. Dadas categorias C e D, um funtor (covariante) F de C para D consiste

de:

• Um objeto F(X) ∈ D para cada objeto X ∈ C;

• Um morfismo F(f) : F(X) −→ F(Y ) de D para cada morfismo f : X −→ Y de C.

Satisfazendo as seguintes propriedades:

• F(IdX) = IdF(X ), para todo objeto X de C;

• F(g ◦ f) = F(g) ◦ F(f), para quaisquer morfismos compońıveis de C.

Denotamos F : C −→ D, e dizemos que C é o domı́nio e D é o contradomı́nio do funtor

F .

Proposição 1.1.7. Sejam F : C −→ D um funtor, e X e Y objetos de C tais que X ∼= Y .

Então, F(X) ∼= F(Y ).

Exemplo 1.1.8. Dada uma categoria C, definimos o funtor IdC : C −→ C (identidade)

por IdC(X) = X e IdC(f) = f , para todo objeto X e morfismo f de C.

Exemplo 1.1.9. Dados funtores F : C −→ D e G : D −→ E, a composição de G com F
é o funtor G ◦ F : C −→ E definido pela aplicação sucessiva de F e G.

Definição 1.1.10. Dado um funtor F : C −→ D, dizemos que F é essencialmente

sobrejetor quando para todo objeto Y de D, existe um objeto X de C tal que F(X) ∼= Y .

Definição 1.1.11. Dado um funtor F : C −→ D, dizemos que F é plenamente fiel

quando para quaisquer objetos X, Y ∈ C, F estabelece uma bijeção entre HomC(X, Y ) e

HomD(F(X),F(Y )).
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Definição 1.1.12. Dados funtores F ,G : C −→ D, uma transformação natural ϕ : F −→
G é uma coleção de morfismos

{ϕX : F(X) −→ G(X)}X∈C

em D tal que para quaisquer X, Y ∈ C e morfismo f : X −→ Y o diagrama comuta:

F(X) G(X)

F(Y ) G(Y )

ϕX

F(f) G(f)

ϕY

isto é,

G(f) ◦ ϕX = ϕY ◦ F(f).

Definição 1.1.13. Dados funtores F ,G : C −→ D, dizemos que uma transformação

natural ϕ : F −→ G é um isomorfismo natural quando o morfismo ϕX : F(X) −→ G(X)

é um isomorfismo em D, para todo X ∈ C.

Definição 1.1.14. Dados funtores F ,G : C −→ D, dizemos que F é equivalente a G
quando existe um isomorfismo natural ϕ : F −→ G, e denotamos F ≈ G.

Observação 1.1.15. ≈ como definido acima é uma relação de equivalência.

Definição 1.1.16. Dadas categorias C e D, dizemos que C e D são equivalentes quando

existem funtores

F : C −→ D e G : D −→ C

tais que

F ◦ G ≈ IdD e G ◦ F ≈ IdC .

Teorema 1.1.17. Se F : C −→ D é um funtor essencialmente sobrejetor e plenamente

fiel, então C e D são equivalentes.

Demonstração. Defina G : D −→ C nos objetos como segue: para cada Y ∈ D, G(Y ) :=

X, para algum X ∈ C tal que F(X) ∼= Y , que existe pois F é essencialmente sobrejetor,

e denote o isomorfismo por ϕY : Y −→ F(X).

Seja f : Y −→ Y ′ um morfismo de D, X = G(Y ) e X ′ = G(Y ′). Assim,

ϕY ′ ◦ f ◦ ϕ−1
Y ∈ HomD(F(X),F(X ′)). Como F é plenamente fiel, exite um único f ′ ∈

HomC(X,X
′) tal que F(f ′) = ϕY ′ ◦ f ◦ ϕ−1

Y . Defina G nos morfismos por G(f) = f ′.

Mostraremos que G é funtor.

Claramente, G(f) ∈ HomC(G(Y ),G(Y ′)). Além disso,

F(Id′
Y ) = ϕY ◦ IdY ◦ϕ−1

Y = IdY .
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Como F é bijetor em HomC(G(Y ),G(Y )) e F preserva composição, temos que Id′
Y =

IdG(Y ). Portanto, G(IdY ) = Id′
Y = IdG(Y ).

Para mosfismos f ∈ HomD(Y, Y
′) e g ∈ HomD(Y

′, Y ′′), temos que

F((g ◦ f)′) = ϕY ′′ ◦ g ◦ f ◦ ϕ−1
Y

= ϕY ′′ ◦ g ◦ ϕ−1
Y ′ ◦ ϕY ′ ◦ f ◦ ϕ−1

Y

= F(g′) ◦ F(f ′)

= F(g′ ◦ f ′),

e como F é plenamente fiel, temos que (g ◦ f)′ = g′ ◦ f ′, ou seja, G(g ◦ f) = G(g) ◦ G(f).
Portanto, G é funtor.

Note que, para qualquer Y ∈ D,

F ◦ G(Y ) = F(X) ∼= Y = IdD(Y ).

Defina ϕ = {ϕY }Y ∈D. Assim, se mostrarmos que ϕ é uma transformação natural,

ou seja, que o seguinte diagrama comuta

(F ◦ G)(Y ) IdD(Y )

(F ◦ G)(Y ′) IdD(Y
′)

ϕY

(F◦G)(f) IdD(f)

ϕY ′

para todo Y, Y ′ ∈ Obj(D) e f ∈ HomD(Y, Y
′), teremos que F ◦ G ≈ IdD. Assim,

F(f ′) = ϕ−1
Y ′ ◦ f ◦ ϕY

=⇒ ϕY ′ ◦ F(f ′) = f ◦ ϕY
=⇒ ϕY ′ ◦ (F ◦ G)(f) = f ◦ ϕY ,

mostrando que ϕ é uma transformação natural. Então, F ◦ G ≈ IdD. Agora, mostraremos

que G ◦ F ≈ IdC.

Note que (G ◦ F)(X) = G(F(X)) = X ′, para algum X ′ ∈ C, e existe o isomor-

fismo citado anteriormente ϕF(X) : F(X) −→ F(X ′). Como F é plenamente fiel existem

únicos ψX e ψ′
X tais que F(ψX) = ϕF(X) e F(ψ′

X) = ϕ−1
F(X). Assim,

F(IdX) = IdF(X) = ϕ−1
F(X) ◦ ϕF(X) = F(ψX′) ◦ F(ψX) = F(ψX′ ◦ ψX).

E por F ser plenamente fiel, ψX′ ◦ ψX − IdX . Analogamente, ψX ◦ ψX′ = IdX′ , e ψX′ é

isomorfismo.

Defina ψ = {ψX′}X∈C. Mostraremos que ψ é uma transformação natural, ou seja,

para quaisquer X, Y ∈ C e f ∈ HomC(X, Y ) o diagrama comuta

(G ◦ F)(X) IdC(X)

(G ◦ F)(Y ) IdC(Y )

ψX′

(G◦F)(f) IdC(f)

ψY ′
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ou seja, o seguinte diagrama comuta

X ′ X

Y ′ Y

ψX′

(G◦F)(f) f

ψY ′

Note que pela forma que definimos a ação de G nos morfismos temos que G(F(f)) é o

único morfismo em HomC(X, Y ) tal que

F(G(F(f))) = ϕF(Y ) ◦ F(f) ◦ ϕ−1
F(X)

= F(ψY ) ◦ F(f) ◦ F(ψX)
−1

= F(ψY ) ◦ F(f) ◦ F(ψ−1
X )

= F(ψ−1
Y ′ ) ◦ F(f) ◦ F(ψX′)

= F(ψ−1
Y ′ ◦ f ◦ ψX′).

E como F é plenamente fiel, F é injetora em HomC(X, Y ), então G(F(f)) = ψ−1
Y ′ ◦f ◦ψX′ .

Assim, ψY ′ ◦ G(F(f)) = f ◦ ψX′ e o diagrama comuta. Então, G ◦ F ≈ IdC. Portanto, C
e D são equivalentes. ■

Este Teorema será fundamental nesta monografia. Posteriormente, construiremos

um funtor essencialmente sobrejetor e plenamente fiel da categoria dos fibrados vetoriais

reais sobre um X compacto e Hausdorff para os C(X)-módulos projetivos e finitamente

gerados. Ou seja, concluiremos que essas duas categorias são equivalentes.

1.2 Alguns resultados topológicos

Os objetivos deste caṕıtulo são: estabelecer que os teoremas que veremos mais

adiante, que usam como hipótese que X é normal, valem para quando X é compacto e

Hausdorff, apresentar resultados topológicos que serão usados mais adiante e introduzir

o espaço métrico das matrizes (que será útil posteriormente). Ao leitor interessado no

assunto, fica como referência (WILLARD, 2004).

Seja X um espaço topológico, para cada F ⊆ X, os śımbolos UF , VF e WF

denotam abertos que contém F . Caso F = {x}, Ux := U{x}. Além disso, C(X) denota o

anel de funções cont́ınuas de X para R.

Definição 1.2.1. Uma cobertura aberta (fechada) C de um espaço topológico X é uma

coleção de abertos (fechados) cuja união é igual a X. Dizemos que C cobre X.

Definição 1.2.2. Uma subcobertura C ′ de uma cobertura aberta C de um espaço to-

pológico X é um subconjunto de C tal que C ′ cobre X.
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Definição 1.2.3. Dizemos que um espaço topológico X é compacto quando toda cobertura

aberta de X admite uma subcobertura finita.

Definição 1.2.4. Um espaço topológico X é dito Hausdorff quando para quaisquer x, y ∈
X, com x ̸= y, existem Ux e Uy tais que

Ux ∩ Uy = ∅.

Definição 1.2.5. Um espaço topológico X é dito regular quando para quaisquer F ⊆ X

fechado e y ∈ X tal que y /∈ F , existem Uy e UF tais que

Uy ∩ UF = ∅.

Definição 1.2.6. Um espaço topológico X é dito normal quando para quaisquer fechados

disjuntos F,G ⊆ X, existem UF e UG tais que

UF ∩ UG = ∅.

Definição 1.2.7. Seja C uma famı́lia de subconjuntos de X. Dizemos que C é localmente

finita se, para todo x ∈ X, existe uma vizinhança aberta Ux de x que intersecta apenas

uma quantidade finita de elementos de C.

Proposição 1.2.8. Se {Ui}i∈I é uma famı́lia localmente finita, então
⋃
i∈I

Ui =
⋃
i∈I

Ui.

Demonstração. Sabemos que
⋃
i∈I

Ui ⊆
⋃
i∈I

Ui. Agora, mostraremos a outra inclusão. Seja

x ∈
⋃

Ui, então para qualquer Ux, temos que Ux ∩
⋃
i∈I

Ui ̸= ∅. Como {Ui}i∈I é uma

famı́lia localmente finita, existe Vx que intersecta apenas um número finito de Ui’s. Além

disso, como x ∈
⋃

Ui, qualquer Wx intersecta pelo menos um número finito de Ui’s. ,

ou seja, qualquer vizinhança de x intersecta U1, . . . , Un. Então, x ∈ U1 ∪ U2 ∪ ...∪n =

U1 ∪ ... ∪ Un ⊆
⋃
i∈I

Ui. ■

Proposição 1.2.9. Seja X um espaço topológico compacto e Hausdorff. Então, X é

normal.

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que X é regular, para então, com esse

resultado, mostrar que X é normal.

Seja F ⊆ X fechado e y ∈ X tal que y /∈ F . Como X é Hausdorff, para

qualquer x ∈ F existe Ux tal que y /∈ Ux, logo, y /∈
⋃
x∈F

Ux. Além disso, temos que

C = {{Ux}x∈F , X−F} cobre X. Como X é compacto, tomando uma subcobertura finita

de C ′ de C, temos que C ′ é localmente finita.
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Seja C ′′ = {Ux ∈ C ′ : Ux ∩ F ̸= ∅}. Obviamente, F ⊆
⋃

Ux∈C′′

Ux. Assim,⋃
Ux∈C′′

Ux ⊆
⋃
x∈F

Ux e y /∈
⋃

Ux∈C′′

Ux. Pela Proposição 1.2.8, y /∈
⋃

Ux∈C′′

Ux =
⋃

Ux∈C′′

Ux.

Portanto, existe Uy tal que Uy ∩
⋃

Ux∈C′′

Ux = ∅, ou seja, X é regular.

Sejam F,G ⊆ X fechados disjuntos. Como X é regular, para qualquer y ∈ G,

existem Uy, UF disjuntos. Assim, F ⊆ X−(
⋃
y∈G

Uy), em que cada Uy satisfaz a propriedade

citada. Seja C = {{Uy}y∈G, X −G} cobertura aberta de X. Como X é compacto, tome

uma subcobertura finita C ′ de C. Seja C ′′ = {Uy ∈ C ′ : Uy ∩ G ̸= ∅}, que cobre

G. Assim,
⋃

Uy∈C′′

Uy ⊆
⋃
y∈G

Uy e, pela Proposição 1.2.8,
⋃

Uy∈C′′

Uy =
⋃

Uy∈C′′

Uy, temos que⋃
Uy∈C′′

Uy ⊆
⋃
y∈G

Uy, dáı F ⊆ X−(
⋃

Uy∈C′′

Uy). Portanto, existe UF tal que UF ∩
⋃

Uy∈C′′

Uy = ∅.

Logo, X é normal. ■

Definição 1.2.10. Sejam {Yi}i∈I espaços topológicos, com I finito. Definimos o espaço

produto
∏
i∈I

Yi com a menor topologia que faz com que as funções de projeção nos espaços

coordenados sejam cont́ınuas.

Proposição 1.2.11. Sejam X e Y espaços topológicos e f1, . . . , fn : X −→ Y funções.

Então, a função (f1, . . . , fn) : X −→
n∏
i=1

Y , dada por (f1, . . . , fn)(y) = (f1(y), . . . , fn(y)),

é cont́ınua se, e somente se, cada fi é cont́ınua.

Definição 1.2.12. Seja {Ui}i∈I uma cobertura aberta de um espaço topológico X. Um

conjunto de funções cont́ınuas {ϕi : X −→ [0, 1]}i∈I é chamado partição da unidade

subordinada a {Ui}i∈I quando para qualquer x ∈ X:

• Apenas um número finito de ϕi(x) são não nulas,

•
∑
i∈I

ϕi(x) = 1,

• Para todo i ∈ I, o suporte suppϕi := {x ∈ X : ϕi(x) ̸= 0} ⊆ Ui.

Lema 1.2.13 (Lema de Urysohn). Se X é normal e A,B ⊆ X são fechados disjuntos,

então existe

f : X −→ [0, 1]

cont́ınua, tal que

f |A = 0 e f |B = 1.

Proposição 1.2.14. Seja X um espaço topológico Compacto e Hausdorff e {Ui}i uma

cobertura aberta finita de X. Então, existe uma cobertura aberta {Vi}i de X, tal que para

cada i, Vi ⊆ Ui.
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Proposição 1.2.15. Toda cobertura aberta finita de um espaço topológico compacto e

Hausdorff possui uma partição da unidade subordinada a ela.

Demonstração. Seja {Ui}ni uma cobertura aberta finita de um espaço topológico compacto

e Hausdorff X. Pela Proposição 1.2.14, existe uma cobertura aberta {Vi}i de X tal que

Vi ⊆ Ui, para cada i. Como X é normal e Vi e X − Ui são fechados disjuntos, existe Wi

aberto tal que Vi ⊆ Wi ⊆ Wi ⊆ Ui. Assim, {Wi}i é uma cobertura aberta de X. Pelo

Lema de Urysohn, existe ψi : X −→ [0, 1] cont́ınua tal que ψ|Vi = 1 e ψ|X−Wi
= 0. Então,

suppψi ⊆ Wi ⊆ Ui.

Defina ϕi : X −→ [0, 1] por ϕi =
ψi∑n
j=1 ψj

, para todo i = 1, . . . , n. Para cada

x ∈ X, existe Vi tal que x ∈ Vi, ou seja, ψi(x) = 1 e
n∑
j=1

ψj(x) > 0. Assim, ϕi está bem

definida. Mostremos que {ϕi}i é uma partição da unidade subordinada a {Ui}i.

Cada ϕi é cont́ınua por ser composição de cont́ınuas. Claramente, um número

finito de ϕi(x) são não nulas. Além disso, para qualquer x ∈ X,

n∑
i

ϕi(x) =
n∑
i

(
ψi(x)∑n
j=1 ψj(x)

)
=

∑n
i ψi(x)∑n
j=1 ψj(x)

= 1.

Para cada i, suppϕi = suppψi ⊆ Ui. Portanto, {ϕi} é uma partição da unidade subordi-

nada a {Ui}i. ■

Proposição 1.2.16. Seja X compacto e Hausdorff, {ϕi}i uma partição da unidade su-

bordinada a uma cobertura aberta finita {Ui}i de X, e para cada i, seja fi : X −→ R nula

fora de Ui e cont́ınua em Ui. Então,

f : X −→ R dada por f(x) =
∑
i

ϕi(x)fi(x)

é cont́ınua.

Demonstração. Primeiro, mostremos que a função (ϕifi)(x) = ϕi(x)fi(x) é cont́ınua. Sa-

bemos que fi e ϕi são cont́ınuas em Ui. Assim, ϕifi é cont́ınua em Ui. Nos resta mostrar

que também será cont́ınua em X − Ui.

Seja x ∈ X − Ui e ϵ > 0. Como X − suppϕi é aberto, existe Ux ⊆ X − suppϕi.

Assim, para qualquer y ∈ Ux,

|ϕi(y)fi(y)− ϕi(x)fi(x)| = |ϕi(y)fi(y)− 0| = |0 · fi(y)| = 0 < ϵ.

Então, ϕifi é cont́ınua em X − Ui. Portanto, ϕifi é cont́ınua.

Como f é soma de cont́ınuas, temos que f é cont́ınua. ■



Caṕıtulo 1. Preliminares 17

Teorema 1.2.17 (Teorema da colagem de funções cont́ınuas versão fechados). Sejam X

e Y espaços topológicos, A1 e A2 fechados de X tais que A1 ∪ A2 = X. Se

f1 : A1 −→ Y e f2 : A2 −→ Y

são cont́ınuas, tais que f1|A1∩A2 = f2|A1∩A2, então

f : X −→ Y, f(x) := fi(x) para x ∈ Ai

é cont́ınua.

Observação 1.2.18. A classe de todos os espaços topológicos forma uma categoria, usu-

almente denotada por Top. Nesta categoria os objetos são os próprios espaços topológicos,

os morfismos são as funções cont́ınuas e os isomorfismos são chamados de homeomorfis-

mos.

1.2.1 O espaço das matrizes

Agora, introduziremos o espaço vetorial normado das matrizes de tamanho m×n
de coeficientes reais, denotado por Mm,n(R). As proposições a seguir serão fundamentais

na Seção 2.1.

Definiremos a norma usual emMm,n(R). Dada uma matriz A = [aij]ij ∈Mm,n(R),
sua Norma de Frobenius, denotada por ∥A∥F , é definida como:

∥A∥F =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

a2ij.

Assim, Mm,n(R) é um espaço topológico com a topologia induzida pela norma de

Frobenius.

Proposição 1.2.19. Sejam X um espaço topológico e aij : X −→ R funções. Então, a

função A : X −→ Mm,n(R) dada por A(y) = [aij(y)]ij é cont́ınua se, e somente se, cada

aij é cont́ınua.

Proposição 1.2.20. Para cada n ∈ N, a função determinante, definida em Mn(R), é
cont́ınua.

Definição 1.2.21. Dada uma matriz A ∈Mn(R), com n ≥ 2, por matriz adjunta clássica

de A entende-se a matriz adj(A) ∈ Mn(R) dada pela transposta da matriz dos cofatores

de A, isto é,

adj(A) =


Ã1,1 Ã2,1 · · · Ãn,1

Ã1,2 Ã2,2 · · · Ãn,2
...

...
. . .

...

Ã1,n Ã2,n · · · Ãn,n

 ,
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em que Ãi,j = (−1)i+j det(Ai,j) e Ai,j é obtida removendo a i-ésima linha e j-ésima coluna

de A.

Proposição 1.2.22. Para qualquer A ∈Mn(R), com n ≥ 2, se A é invert́ıvel então

A−1 =
1

det(A)
adj(A).

Proposição 1.2.23. A função adj:Mn(R) −→Mn(R), dada por A 7→adj(A), é cont́ınua.

Proposição 1.2.24. Seja X um espaço topológico e A : X −→ GL(n,R) uma função

cont́ınua, em que GL(n,R) representa as matrizes n×n de coeficientes reais e invert́ıveis.

Então, A−1 : X −→ GL(n,R) dada por A−1(y) é cont́ınua.

Demonstração. Pela Proposição 1.2.22, A−1(y) =
1

det(A(y))
adj(A(y)), e pelas Proposições

1.2.20 e 1.2.23, temos que A−1(y) é cont́ınua. ■

Proposição 1.2.25. Para quaisquer m,n ∈ N, a função que leva uma matriz de Mm,n(R)
em sua transposta é cont́ınua.

Proposição 1.2.26. Para quaisquer m,n, k ∈ N, o produto de matrizes, que atua em

Mm,n(R)×Mn,k(R), é uma função cont́ınua.

Proposição 1.2.27. Toda função que extrai de uma matriz em Mm,n(R) uma submatriz

de linhas e colunas pré-fixadas é cont́ınua.

Proposição 1.2.28. A função posto: Mm,n(R) −→ N, dada pelo posto de uma matriz

em Mm,n(R), é semicont́ınua inferiormente, isto é, para qualquer A ∈ Mm,n(R), existe
UA tal que para qualquer B ∈ UA, posto(B) ≥ posto(A).

Demonstração. Seja A ∈ Mm,n(R) tal que posto(A) = k. Então, existe uma submatriz

A′ de A de tamanho k × k com det(A′) ̸= 0.

Pelas Proposições 1.2.20 e 1.2.27, a função determinante e a função que extrai a

submatriz correspondente são cont́ınuas. Assim, existe uma vizinhança de A onde o deter-

minante da submatriz correspondente permanece não nulo. Ou seja, o posto de qualquer

matriz nessa vizinhança é pelo menos k. Então, para qualquer matriz B nessa vizinhança,

posto(B) ≥ k = posto(A). Portanto, a função posto é semicont́ınua inferiormente. ■

1.3 R-módulos

Nesta seção, faremos uma breve introdução à teoria de R-módulos. Ao leitor

interessado no assunto, sugerimos como referência (MILIES, 1972).



Caṕıtulo 1. Preliminares 19

Definição 1.3.1. Seja R um anel com unidade. Um R-módulo (unital) à esquerda M

consiste em um grupo abeliano (M,+) e uma operação

· : R×M −→M,

satisfazendo, para quaisquer m,n ∈M e r, s ∈ R, as seguintes propriedades:

r · (m+ n) = r ·m+ r · n,

(r + s) ·m = r ·m+ s ·m,

(rs) ·m = r · (s ·m),

1R ·m = m.

A definição de R-módulo à direita é análoga. A partir de agora, consideraremos apenas

R-módulos à esquerda.

Definição 1.3.2. Dados R-módulos M e N , um R-morfismo f :M −→ N é uma função

tal que, para quaisquer m,n ∈M e r ∈ R,

f(m+ n) = f(m) + f(n), e f(r ·m) = r · f(m).

Seja R um anel, RM é a categoria dos R-módulos com os morfismos definidos

acima. E, assim como na categoria dos grupos, anéis e espaços vetoriais, basta que um

morfismo seja bijetor para estabelecer um isomorfismo.

Definição 1.3.3. Dado R-módulo M , um subconjunto N ̸= ∅ de M é um submódulo de

M quando para quaisquer m,n ∈ N e r ∈ R, m+ n ∈ N e rn ∈ N .

Proposição 1.3.4. Seja M um R-módulo e I um ideal de R. Então, IM , definido por

combinações lineares de elementos de M com coeficientes em I, é um submódulo de M .

Definição 1.3.5. Dado N um submódulo de um R-módulo M , definimos o módulo quo-

ciente M/N como o conjunto dos conjuntos da forma

m+N := {m+ n : n ∈ N}, m ∈M,

com as operações definidas por

(m+N) + (n+N) := (m+ n) +N, m, n ∈M

e

r(m+N) := rm+N, r ∈ R.

Denotamos m := m+N . Note que a projeção canônica

π :M −→M/N, π(m) := m,

é um R-morfismo.
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Definição 1.3.6. Dado R-módulo M e S ⊆ M , dizemos que S é linearmente indepen-

dente (L.I.) se, para quaisquer s1, . . . , sn ∈ S e r1, . . . , rn ∈ R, a igualdade

r1s1 + · · ·+ rnsn = 0M

implica que r1 = · · · = rn = 0R.

Definição 1.3.7. Um R-módulo M é dito livre quando existe um subconjunto S ⊆ M

linearmente independente que geraM , ou seja, para qualquer m ∈M , existem r1, . . . , rn ∈
R e s1, . . . , sn ∈ S tais que

m = r1s1 + · · ·+ rnsn.

Definição 1.3.8. Dizemos que um R-módulo M é finitamente gerado quando existem

m1, . . . ,mn ∈M tais que para qualquer m ∈M existem r1, . . . , rn ∈ R tais que

m = r1m1 + . . .+ rnmn.

Definição 1.3.9. Dados R-módulos M e N . Definimos sua soma direta (externa) pelo

R-módulo M ⊕ N , constituido por M × N com as operações definidas componente a

componente. Além disso, dizemos que M e N (e os R-módulos isomorfos a eles) são

somando diretos de M ⊕N .

Definição 1.3.10. Dizemos que um R-módulo P é projetivo se existe um R-módulo livre

F e um R-módulo K tais que F ∼= P ⊕K.

Note que os R-módulos projetivos e finitamente gerados formam uma subcatego-

ria de RM.

Proposição 1.3.11. Os R-módulos Rn :=
n⊕
1

R, em que n ∈ N, são livres, projetivos e

finitamente gerados.

Proposição 1.3.12. Isomorfismo de R-módulos preserva projetividade, geração finita e

a propriedade de ser livre.

Proposição 1.3.13. Todo somando direto de R-módulo projetivo finitamente gerado é

projetivo e finitamente gerado.

Proposição 1.3.14. Se P é um R-módulo projetivo e finitamente gerado (n geradores),

então P é somando direto de Rn.

Proposição 1.3.15. Seja N um somando direto de um R-módulo M . Então, existe um

R-morfismo idempotente ϕ :M −→M tal que

imϕ ∼= N.
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Teorema 1.3.16 (Teorema do isomorfismo). Seja f :M −→ N um R-morfismo. Então,

existe um único R-isomorfismo ϕ :M/ ker f −→ im f tal que o diagrama comuta

M im f

M/ ker f

f

π
ϕ

Em particular, M/ ker f ∼= im f .

Proposição 1.3.17. Sejam f : M −→ N um R-morfismo e Q um submódulo de M

contido em ker f . Então, existe um único R-morfismo f̃ tal que o diagrama comuta

M N

M/Q

f

π
f̃
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2 Fibrados vetoriais

2.1 Introdução

O objetivo desta seção é introduzir a categoria dos fibrados vetoriais, com foco

em seções e morfismos, e apresentar resultados que serão utilizados frequentemente no

decorrer desta monografia. Ao leitor interessado na Teoria de Fibrados, sugerimos como

referência (LEE, 2013). A fim de facilitar as notações, denotaremos π1 e π2 como as

projeções na primeira e segunda entrada, respectivamente, independente do domı́nio.

Definição 2.1.1. Um fibrado vetorial real sobre um espaço topológico consiste de um

espaço topológico ξ, chamado espaço total, um espaço topólogico X, chamado de espaço

base, e uma função cont́ınua sobrejetora

π : ξ −→ X,

chamada de projeção, tais que:

• Para cada x ∈ X, π−1(x) é um espaço vetorial de dimensão finita sobre R, o qual

chamaremos de fibra sobre x, e denotaremos por Fx ou Fx(ξ).

• Para qualquer x ∈ X, existem n ∈ N ∪ {0}, Ux e um homeomorfismo

ϕ : π−1(Ux) −→ Ux × Rn,

chamado de trivialização local em x (ou sobre Ux), tal que para cada y ∈ Ux, a

restrição ϕ|Fy é um isomorfismo entre a fibra Fy e {y}×Rn. Além disso, π = π1 ◦ϕ.
Ou seja, o seguinte diagrama comuta

π−1(Ux) Ux × Rn

Ux

π

ϕ

π1

Observação 2.1.2. Note que pela definição acima, a dimensão das fibras de um fibrado

vetorial é localmente constante, ou seja, quando X é conexo, a dimensão das fibras é

constante.

Adotaremos, por conveniência, algumas simplificações. Escreveremos apenas

fibrado vetorial e denotaremos cada fibrado por seu espaço total. Salvo menção em

contrário, X denotará sempre o espaço base, e π ou πξ (com relação ao fibrado ξ) deno-

tarão sempre a projeção.
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Exemplo 2.1.3. ζ = X ×Rn com a projeção π(x, v) = x é um fibrado vetorial sobre X,

chamado de fibrado vetorial trivial.

Exemplo 2.1.4. O fibrado tangente tem uma variedade diferenciável M como espaço

base, a união dos espaços tangentes
⋃
x∈M

TxM como espaço total, e a projeção dada por

π(v) = x, em que v ∈ TxM .

Exemplo 2.1.5. A faixa de Mobius tem S1 como espaço base, espaço total dado por

([0, 1]× R)/ ∼ com a seguinte relação de equivalência: (0, v) ∼ (1,−v), para todo v ∈ R.
A projeção é dada por π(t, v) = f(t), em que f é o homeomorfismo entre [0, 1]/ ∼, com

0 ∼ 1, e S1.

Definição 2.1.6. Dados ξ e η fibrados vetoriais sobre o mesmo espaço base X, um mor-

fismo f de ξ para η é uma função cont́ınua f : ξ −→ η tal que πη ◦ f = πξ, e para cada

x ∈ X, a restrição f |Fx(ξ) : Fx(ξ) −→ Fx(η) é uma transformação linear.

Desta forma, podemos estabelecer a categoria dos fibrados vetoriais sobre X. Em

que os objetos são os fibrados vetoriais sobre X, e os morfismos são os morfismos definidos

acima.

Proposição 2.1.7. Seja ϕ : π−1(Ux) −→ Ux × Rn uma trivialização local de um fibrado

vetorial ξ em x. Então, para qualquer Vx ⊆ Ux, ψ : π−1(Vx) −→ Vx × Rn, em que

ψ = ϕ|π−1(Vx), é uma trivialização local em x.

Demonstração. Precisamos verificar que ψ satisfaz todas as propriedades de uma trivia-

lização local de ξ em x.

Como ψ = ϕ|π−1(Vx), temos que π1 ◦ ψ = π1 ◦ ϕ|π−1(Vx) = π. Agora, mostraremos

que ψ : π−1(Vx) −→ Vx × Rn está bem definida. Seja v ∈ π−1(Vx), então π(v) ∈ Vx. E

como π1 ◦ ψ(v) = π1 ◦ ϕ(v) = π(v), temos que ψ(v) ∈ Vx × Rn, e ψ está bem definida.

Seja (y, v) ∈ Vx × Rn ⊆ Ux × Rn. Assim, (y, v) ∈ Ux × Rn. Visto que ϕ é uma

bijeção (e, portanto, sobrejetora), existe um único w ∈ π−1(Ux) tal que ϕ(v) = (y, w).

Para este w, temos que π(w) = π1(ϕ(w)) = π1(y, v) = y. Como y ∈ Vx, segue que

w ∈ π−1(Vx). Logo, w pertence ao domı́nio de ψ e ψ(w) = ϕ(w) = (y, v). Portanto, ψ é

sobrejetora.

Como ψ é a restrição de um homeomorfismo, ψ é um homeomorfismo. Final-

mente, para qualquer y ∈ Vx, ψ|Fy = ϕ|Fy é um isomorfismo linear.

Conclúımos que ψ é uma trivialização local sobre Vx. ■

Proposição 2.1.8. Seja f : ξ −→ η um morfismo de fibrados vetoriais tal que f é um

isomorfismo linear em cada fibra. Então, f é um isomorfismo.
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Demonstração. Sabemos que a função inversa f−1 é um isomorfismo em cada fibra. Assim,

só nos resta mostrar que f−1 é cont́ınua.

Seja v ∈ η tal que πη(v) = x. Sabemos que existem vizinhanças de x que

satisfazem a trivialização local com relação a ξ e η. Seja Ux a intersecção de ambas

as vizinhanças. Assim, pela Proposição 2.1.7, existem trivializações locais de ambos os

fibrados sobre Ux. Mostraremos que f−1 é cont́ınua em π−1
η (Ux).

Seja ϕ : π−1
ξ (Ux) −→ Ux×Rn e ψ : π−1

η (Ux) −→ Ux×Rn as trivializações citadas

(os naturais são os mesmos pois f é isomorfismo nas fibras). Assim, temos o seguinte

diagrama

π−1
ξ (Ux) π−1

η (Ux)

Ux × Rn Ux × Rn

f

ψϕ−1

Como em cada fibra, ψ ◦ f ◦ ϕ−1 é uma transformação linear, podemos definir a função

y 7→M(y), em que M(y) é a matriz que representa ψ ◦ f ◦ ϕ em {y}×Rn com relação às

bases canônicas. Assim, temos que ψ(f(ϕ−1(y, u)) = (y,M(y) · u).

Seja ej um vetor da base canônica de Rn. Note que y 7→ ψ(f(ϕ−1(y, ej))) =

ψ(f(ϕ−1(ιj(y)))) é cont́ınua, em que ιj(y) = (y, ej). Além disso, ψ(f(ϕ−1(y, ej))) =

(y,M(y) · ej) e pela Proposição 1.2.11, M(y) · ej é cont́ınua. Note que M(y) · ej é a j-

ésima coluna de M(y) e novamente pela Proposição 1.2.11, cada Mij(y) é cont́ınua. Pela

Proposição 1.2.19, y 7→M(y) é cont́ınua.

Como f é um isomorfismo nas fibras, temos que ψ ◦ f ◦ ϕ−1 será um isomorfismo

nas fibras. Então, M(y) é inverśıvel e pela Proposição 1.2.24, y 7→ M−1(y) é cont́ınua.

Assim, como ϕ(f−1(ψ−1(y, u)) = (y,M−1(y) · u), temos que ϕ ◦ f−1 ◦ ψ−1 é cont́ınua.

Então, ϕ−1 ◦ ϕ ◦ f−1 ◦ ψ−1 ◦ ψ = f−1 é cont́ınua em π−1
η (Ux). Logo, f

−1 é cont́ınua.

Portanto, f é um isomorfismo de fibrados vetoriais. ■

Definição 2.1.9. Um subfibrado vetorial η de um fibrado vetorial ξ é um subconjunto

η ⊆ ξ que com a restrição da projeção π|η é um fibrado vetorial sobre o mesmo espaço

base.

Observação 2.1.10. A restrição de um morfismo de fibrados vetoriais a um subfibrado

é também um morfismo de fibrados vetoriais.

Definição 2.1.11. Dado um morfismo entre fibrados vetoriais f : ξ −→ η, o núcleo

(kernel) de f é o conjunto de elementos de ξ que são levados por f no vetor nulo de sua

respectiva fibra. Denotaremos tal conjunto por ker f .

Proposição 2.1.12. Um morfismo de fibrados vetoriais f : ξ −→ η é injetor se, e

somente se, f restrita a cada fibra de ξ é injetora.
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Demonstração. Suponha que f é injetora. Para cada x ∈ X, f restrita a Fx(ξ) é injetora,

pois é restrição de uma função injetora.

Considere πξ e πη as projeções de ξ e η, respectivamente. Suponha que para cada

x ∈ X, f |Fx(ξ) é injetora. Sejam u, v ∈ ξ tais que f(u) = f(v). Então,

πξ(u) = πη(f(u)) = πη(f(v)) = πξ(v).

Assim, u e v estão na mesma fibra de ξ. E, como f restrita a esta fibra é injetora, segue

que u = v. Portanto, f é injetora. ■

2.1.1 Seções

Agora, apresentaremos o conceito de seção de um fibrado vetorial. Na prática,

uma seção consiste em escolher localmente um vetor de cada fibra de forma cont́ınua.

Definição 2.1.13. Dado um fibrado vetorial ξ e Y ⊆ X, uma seção s de ξ sobre Y é

uma função cont́ınua s : Y −→ ξ que leva cada elemento de Y em sua respectiva fibra, ou

seja, π ◦ s = IdY .

Dizemos que s é uma seção global caso seja definida sobre X. E, caso s seja uma

seção sobre um aberto, dizemos que s é uma seção local.

Proposição 2.1.14. Seja ζ = X ×Rn um fibrado vetorial trivial. Então, qualquer seção

de ζ sobre Y ⊆ X é da forma (IdY , f1, . . . , fn), em que cada fi ∈ C(Y ).

Demonstração. Seja s uma seção de ζ sobre Y ⊆ X. Para qualquer x ∈ Y , temos que

s(x) = (y, a1, . . . , an) ∈ X × Rn, para algum y ∈ X.

Assim, x = π(s(x)) = π(y, a1, . . . , an) = y. Ou seja, y = x e s é da forma

(IdY , f1, . . . , fn),

em que cada fi é uma função de Y para R. Como s é cont́ınua, pela Proposição 1.2.11,

temos que f1, . . . , fn ∈ C(X), e o resultado segue. ■

Exemplo 2.1.15. Para toda seção global s da faixa de Mobius, existe x ∈ S1 tal que

s(x) = 0Fx.

Exemplo 2.1.16. Seja M uma variedade diferenciável. Todo campo vetorial X :M −→⋃
x∈M

TxM é uma seção do fibrado tangente de M .
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Como vemos em Álgebra Linear, é posśıvel construir bases em espaços de di-

mensão finita. Na próxima proposição, faremos o mesmo localmente para as fibras de

um fibrado vetorial, garantindo que as bases escolhidas variem continuamente ao longo

de uma vizinhança de um ponto do espaço base.

Proposição 2.1.17. Seja ξ um fibrado vetorial, x ∈ X e Ux que garanta a trivialização

local em x. Então, existem seções s1, . . . , sn de ξ sobre Ux tais que para qualquer y ∈ Ux,

{s1(y), . . . , sn(y)} é uma base para Fy. Tal conjunto de seções {s1, . . . , sn} é chamado de

uma base local de ξ sobre Ux.

Demonstração. Seja ϕ : π−1(Ux) −→ Ux × Rn, uma trivialização local de ξ em x.

Seja {e1, . . . , en} a base canônica de Rn. Definimos as aplicações

si : Ux −→ π−1(Ux), si(y) = ϕ−1(y, ei).

Primeiro, mostremos que s1, . . . , sn são seções de ξ sobre Ux.

Cada si é cont́ınua, pois é a composição de funções cont́ınuas (a inclusão y 7→
(y, ei) e ϕ

−1). Além disso, como (y, ei) ∈ {y}×Rn e ϕ−1 estabelece um isomorfismo entre

{y} × Rn e Fy, temos que ϕ−1(y, ei) ∈ Fy. Logo,

π(si(y)) = π
(
ϕ−1(y, ei)

)
= y.

Portanto, s1, . . . , sn são seções de ξ sobre Ux. Agora, mostremos que para cada y ∈ Ux,

{s1(y), . . . , sn(y)} é uma base de Fy. Fixemos um y ∈ Ux. Seja v ∈ Fy. Como ϕ|Fy é

um isomorfismo entre Fy e {y} × Rn, existe um único w ∈ Rn tal que ϕ(v) = (y, w), ou

seja, v = ϕ−1(y, w). Como {ei} é uma base de Rn, podemos escrever w =
n∑
i=1

aiei para

escalares a1, . . . , an ∈ R. Pela linearidade da bijeção ϕ|−1
Fy

: Rn −→ Fy, temos:

v = ϕ−1(y, w)

= ϕ−1

(
y,

n∑
i=1

aiei

)

=
n∑
i=1

aiϕ
−1(y, ei) =

n∑
i=1

aisi(y).

Logo, {s1(y), . . . , sn(y)} gera o espaço Fy. Para a independência linear, sejam a1, . . . , an ∈
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R e suponha que
n∑
i=1

aisi(y) = 0Fy . Assim,

0Fy =
n∑
i=1

aisi(y)

=
n∑
i=1

aiϕ
−1(y, ei)

=
n∑
i=1

ϕ−1(y, aiei)

= ϕ−1

(
y,

n∑
i=1

aiei

)

= ϕ|−1
Fy

(
y,

n∑
i=1

aiei

)
.

E como ϕ|−1
Fy

é injetora, (
y,

n∑
i=1

aiei

)
= (y, 0Rn).

Isso implica que
n∑
i=1

aiei = 0Rn . Como {e1, . . . , en} é uma base de Rn, seus vetores são

linearmente independentes, e portanto, a1 = a2 = · · · = an = 0. Assim, {s1(y), . . . , sn(y)}
é um conjunto linearmente independente e, como também gera Fy, é uma base para

Fy. ■

Agora, iremos trabalhar o conceito de soma direta em fibrados vetoriais sobre o

mesmo espaço base, que será útil para mostrarmos que combinações lineares de seções são

seções, em que os coeficientes são funções cont́ınuas do espaço base para os reais.

Definição 2.1.18. Sejam ξ e η fibrados vetoriais sobre X. A soma direta ξ⊕η é definida

por

ξ ⊕ η = {(e1, e2) ∈ ξ × η : πξ(e1) = πη(e2)},

em que ξ ⊕ η é equipado com a topologia induzida pela topologia produto de ξ × η. A

projeção é dada por

π : ξ ⊕ η −→ X, π(e1, e2) = πξ(e1) = πη(e2).

Proposição 2.1.19. ξ ⊕ η é um fibrado vetorial sobre X.
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Demonstração. Note que π = πξ ◦ π1. Assim, π é cont́ınua e sobrejetora, pois é a com-

posição de cont́ınuas e sobrejetoras. Além disso, para qualquer x ∈ X,

Fx(ξ ⊕ η) = π−1(x)

= {(e1, e2) ∈ ξ ⊕ η : π(e1, e2) = x}

= {(e1, e2) ∈ ξ × η : πξ(e1) = πη(e2) = x}

= {e1 ∈ ξ : πξ(e1) = x} × {e2 ∈ η : πη(e2) = x}

= Fx(ξ)⊕ Fx(η).

Como Fx(ξ) e Fx(η) são espaços vetoriais de dimensão finita sobre R, seu produto Fx(ξ⊕η)
também é um espaço vetorial de dimensão finita sobre R.

Sejam x ∈ X, e Vx, Wx os abertos que garantem as trivializações locais para

ξ e η, respectivamente. Tome Ux = Vx ∩ Wx. Pela Proposição 2.1.7, podemos obter

trivializações locais ϕξ e ϕη sobre Ux de ξ e η, respectivamente.

Para qualquer u = (e1, e2) ∈ π−1(Ux), existe um y ∈ Ux tal que e1 ∈ Fy(ξ) e

e2 ∈ Fy(η). Usando as trivializações locais, podemos escrever

e1 = ϕ−1
ξ (y, v) e e2 = ϕ−1

η (y, w),

para únicos v ∈ Rn, w ∈ Rm. Assim, u = (ϕ−1
ξ (y, v), ϕ−1

η (y, w)).

Definimos a trivialização local em x por ϕ : π−1(Ux) −→ Ux× (Rn×Rm), em que

ϕ(u) = ϕ(e1, e2) = ϕ(ϕ−1
ξ (y, v), ϕ−1

η (y, w)) = (y, (v, w)).

Assim, ϕ = (π1 ◦ ϕξ ◦ π1, (π2 ◦ ϕξ ◦ π1, π2 ◦ ϕη ◦ π2)).

Verifiquemos que ϕ satisfaz as condições de trivialização local em x. A comuta-

tividade π1 ◦ ϕ = π é satisfeita, pois para u = (ϕ−1
ξ (y, v), ϕ−1

η (y, w)), temos que

π1(ϕ(u)) = π1(y, (v, w)) = y = πξ(ϕ
−1
ξ (y, v)) = π(u).

Ou seja, π1 ◦ ϕ = π.

Mostremos que ϕ é bijetora.

• Sobrejetividade: Para qualquer (y, (v, w)) ∈ Ux × (Rn × Rm),

(ϕ−1
ξ (y, v), ϕ−1

η (y, w)) ∈ Fy(ξ)⊕ Fy(η) ⊆ π−1(Ux)

e é levado por ϕ em (y, (v, w)).

• Injetividade: Suponha que ϕ(ϕ−1
ξ (y, v), ϕ−1

η (y, w)) = ϕ(ϕ−1
ξ (y′, v′), ϕ−1

η (y′, w′)).

Então, (y, (v, w)) = (y′, (v′, w′)), o que implica y = y′, v = v′ e w = w′. Disso

segue que

(ϕ−1
ξ (y, v), ϕ−1

η (y, w)) = (ϕ−1
ξ (y′, v′), ϕ−1

η (y′, w′)).
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Portanto, ϕ é bijetora. Note que

ϕ−1 = (ϕ−1
ξ ◦ (π1, π1 ◦ π2), ϕ−1

η ◦ (π1, π2 ◦ π2)).

Ou seja, ϕ e ϕ−1 tem suas componentes cont́ınuas, e pela Proposição 1.2.11, ϕ e ϕ−1 são

cont́ınuas. Portanto, ϕ é um homeomorfismo.

Finalmente, para qualquer y ∈ Ux,

ϕ|Fy(ξ⊕η) = (y, (π2 ◦ ϕξ|Fy(ξ) ◦ π1, π2 ◦ ϕη|Fy(η) ◦ π2)).

Como π2◦ϕξ|Fy(ξ) é isomorfismo linear entre Fy(ξ) e Rn e π2◦ϕη|Fy(η) é isomorfismo

entre Fy(η) e Rm, temos que (π2 ◦ ϕξ|Fy(ξ) ◦ π1, π2 ◦ ϕη|Fy(η) ◦ π2) é isomorfismo entre

Fy(ξ) × Fy(η) = Fy(ξ ⊕ η) e Rn+m. Assim, ϕ|Fy(ξ⊕η) é isomorfismo entre Fy(ξ ⊕ η) e

{y} × Rn+m. ■

Proposição 2.1.20. Seja ξ um fibrado vetorial. As operações + : ξ ⊕ ξ −→ ξ dada pela

soma em cada fibra, e · : R× ξ −→ ξ dada pela ação de R em cada fibra são cont́ınuas.

Demonstração. Considere π e πξ as projeções dos fibrados ξ ⊕ ξ e ξ, respectivamente.

Primeiro, mostraremos que + é cont́ınua. Seja (v, w) ∈ ξ⊕ ξ, x = π(v, w) e ϕ uma trivia-

lização local de ξ sobre algum Ux. Para provar que + é cont́ınua em (v, w), mostraremos

que + é cont́ınua em π−1(Ux).

Como vimos na Proposição 2.1.19, a trivialização local ϕ de ξ sobre Ux induz

uma trivialização de ξ ⊕ ξ sobre Ux:

Φ : π−1(Ux) → Ux × (Rn × Rn)

definida por Φ(v, w) = (πξ(v), π2(ϕ(v)), π2(ϕ(w)).

Considere o seguinte diagrama comutativo:

π−1(Ux) π−1
ξ (Ux)

Ux × (Rn × Rn) Ux × Rn

+

Φ ϕ

+loc

em que +loc = ϕ ◦+ ◦ Φ−1. Seja (y, (v, w)) ∈ Ux × (Rn × Rn), temos que

+loc(y, (v, w)) = (ϕ ◦+ ◦ Φ−1)(y, (v, w))

= ϕ(+(Φ−1(y, (v, w))))

= ϕ(+(ϕ−1(y, v), ϕ−1(y, w)))

= ϕ(ϕ−1(y, v) + ϕ−1(y, w))

= ϕ(ϕ−1(y, v)) + ϕ(ϕ−1(y, w))

= (y, v) + (y, w)

= (y, (v + w)).
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Assim, +loc(y, (v, w)) = (y, v + w). Ou seja, +loc = (π1, π1 ◦ π2 + π2 ◦ π2). Como

a soma vetorial em Rn é cont́ınua, temos que +loc é cont́ınua.

Como +loc = ϕ◦+◦Φ−1, temos que + = ϕ−1◦+loc◦Φ é composição de cont́ınuas,

e portanto, cont́ınua.

Assim, + é cont́ınua em uma vizinhança aberta de um ponto arbitrário de seu

domı́nio. Portanto, + é cont́ınua cont́ınua.

Agora, mostraremos que · é cont́ınua. Seja (λ, v) ∈ R × ξ, x = π(v) e ϕ uma

trivialização local de ξ sobre algum Ux. Para provar que a aplicação · é cont́ınua em x,

mostraremos que ela é cont́ınua em π−1(Ux).

Consideremos a restrição ·|R×π−1(Ux) e o diagrama comutativo correspondente:

R× π−1(Ux) π−1(Ux)

R× (Ux × Rn) Ux × Rn

·

IdR×ϕ ϕ

·loc

em que ·loc = ϕ ◦ · ◦ (idR × ϕ)−1. Seja (λ, (y, v)) ∈ R× Ux × Rn, temos que

·loc(λ, (y, v)) = ϕ ◦ · ◦ (IdR ×ϕ)−1(λ, (y, v))

= ϕ(·((IdR ×ϕ)−1(λ, (y, v)))))

= ϕ(·((IdR ×ϕ−1)(λ, (y, v)))))

= ϕ(·(IdR(λ), ϕ
−1(y, v)))

= ϕ(·(λ, ϕ−1(y, v)))

= ϕ(λϕ−1(y, v))

= λϕ(ϕ−1(y, v))

= λ(y, v)

= (y, λv).

Assim,

·loc(λ, (y, v)) = (y, λv).

Ou seja, ·loc = (π1 ◦ π2, π1 · (π2 ◦ π2)), e como a multiplicação por escalar de R em Rn é

cont́ınua, temos que ·loc é cont́ınua. Como · = ϕ−1 ◦ · ◦ IdR×ϕ, temos que · é composição

de cont́ınuas, e portanto, cont́ınua.

Assim, · é cont́ınua em uma vizinhança aberta de um ponto arbitrário de seu

domı́nio. Portanto, · é cont́ınua. ■

Proposição 2.1.21. Sejam s1, . . . , sn seções locais de um fibrado vetorial sobre Ux, e

sejam a1, . . . , an : Ux −→ R funções cont́ınuas. Então, s =
n∑
i=1

aisi também é uma seção

sobre Ux, em que as operações são feitas ponto a ponto.
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Demonstração. Primeiro, mostraremos que cada aisi é seção de sobre Ux. Para qualquer

y ∈ Ux,

(aisi)(y) = ai(y)si(y) ∈ Fy.

Assim,

π((aisi)(y)) = y.

Então, π ◦ aisi = IdUx .

Note que (aisi)(y) = ai(y)si(y) = ·(ai(y), si(y)) = ·((ai, si)(y)), ou seja, aisi =

· ◦ (ai, si). E como ai e si são cont́ınuas, (ai, si) é cont́ınua, e pela Proposição 2.1.20, · é
cont́ınua. Assim, aisi é composição cont́ınuas, ou seja, cont́ınua. Portanto, cada aisi é

seção sobre Ux.

Para qualquer y ∈ Ux, s(y) =
n∑
i=1

(aisi)(y) =
n∑
i=1

ai(y)si(y) ∈ Fy. Então, s(y) ∈

Fy. Assim, π(s(y)) = y, e π ◦ s = IdUx .

Agora, mostraremos que a soma de seções é cont́ınua. Sejam t e t′ seções de ξ

sobre Ux. Assim, para qualquer y ∈ Ux,

(t+ t′)(y) = t(y) + t′(y)

= +(t(y), t′(y))

= +((t, t′)(y)).

Então, t+ t′ = + ◦ (t, t′), ou seja, t+ t′ é cont́ınua. De forma análoga, podemos mostrar

que toda soma finita de seções é cont́ınua, e como s é uma soma finita de seções, temos

que s é cont́ınua. Portanto, s é seção de ξ sobre Ux. ■

Agora, apresentaremos alguns resultados que serão de grande importância na

próxima subseção, quando trabalharemos com morfismos entre fibrados vetoriais.

Proposição 2.1.22. Seja {s1, . . . , sn} uma base local de um fibrado vetorial ξ sobre Ux,

em que Ux é um aberto da trivialização local em x. Então, qualquer seção s de ξ sobre

Ux pode ser escrita de forma única como s =
n∑
i=1

aisi, em que ai ∈ C(Ux).

Demonstração. A prova se divide em dois casos.

Caso 1: A base local é a base da Proposição 2.1.17.

Neste caso, chamaremos {s1, . . . , sn} de base local canônica. Assim, si(y) =

ϕ−1(y, ei), para todo i = 1, . . . , n.

Seja s uma seção sobre Ux. Para qualquer y ∈ Ux, s(y) ∈ Fy. Como {si(y)}ni=1 é

uma base para Fy, existem únicos ai(y) ∈ R tais que s(y) =
n∑
i=1

ai(y)si(y). Isso define as

funções ai : Ux → R. Resta mostrar que cada ai é cont́ınua.
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Considere a composição π2 ◦ ϕ ◦ s : Ux → Rn, em que π2 é a projeção na segunda

entrada. Essa função é cont́ınua pois é a composição de cont́ınuas. Mostraremos que

π2 ◦ ϕ ◦ s = (a1, . . . , an), em que (a1, . . . , an)(y) = (a1(y), . . . , an(y)). Para qualquer

y ∈ Ux,

(π2 ◦ ϕ ◦ s)(y) = π2(ϕ(s(y))) = π2

(
ϕ

(
n∑
i=1

ai(y)si(y)

))

= π2

(
n∑
i=1

ai(y)ϕ(si(y))

)
(pois ϕ é linear nas fibras)

= π2

(
n∑
i=1

ai(y)ϕ(ϕ
−1(y, ei))

)

= π2

(
n∑
i=1

ai(y)(y, ei)

)
= π2(y, (a1(y), . . . , an(y)))

= (a1(y), . . . , an(y))

= (a1, . . . , an)(y).

Assim, π2 ◦ ϕ ◦ s = (a1, . . . , an). Pela Proposição 1.2.11, cada ai é cont́ınua.

Caso 2: A base local é uma base qualquer.

Neste caso, denotaremos a base canônica por {s′i}. Analogamente ao caso 1,

s =
n∑
i=1

aisi e nos resta mostrar que cada ai é cont́ınua. Cada si é, por si só, uma

seção sobre Ux. Pelo caso 1, podemos expressar cada si na base local canônica {s′j} da

trivialização

si(y) =
n∑
j=1

bij(y)s
′
j(y).

Pelo resultado que acabamos de provar, cada bij é cont́ınua em Ux. Segue que:

s(y) =
n∑
i=1

ai(y)si(y)

=
n∑
i=1

ai(y)

(
n∑
j=1

bij(y)s
′
j(y)

)

=
n∑
j=1

(
n∑
i=1

ai(y)bij(y)

)
s′j(y).

Seja cj(y) =
n∑
i=1

ai(y)bij(y). Então, s(y) =
n∑
j=1

cj(y)s
′
j(y). Novamente, como s é seção e

{s′j} é a base canônica, o caso 1 nos garante que cada cj é cont́ınua.
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Assim, temos um sistema de equações lineares para as funções ai(y). Em forma

matricial, A(y) = [a1(y) . . . an(y)], C(y) = [c1(y) . . . cn(y)] são matrizes linha e B(y) é a

matriz n× n com entradas B(y) = [bij(y)]ij, a relação é:

C(y) = A(y)B(y).

Note que pela Proposição 1.2.19, y 7→ B(y) e y 7→ C(y) são cont́ınuas. Mos-

traremos que y 7→ A(y) também é cont́ınua. A matriz B(y) é a matriz de mudança de

base da base {si(y)} para a base {s′j(y)} em Fy. Como ambas são bases, a matriz B(y) é

invert́ıvel e pela Proposição 1.2.24, B−1(y) é cont́ınua. Assim,

A(y) = C(y)B(y)−1.

Pela Proposição 1.2.26, A(y) é cont́ınua. E pela Proposição 1.2.19, cada ai é cont́ınua.

Portanto, mostramos que s =
n∑
i=1

aisi, em que ai ∈ C(Ux). ■

Proposição 2.1.23. Sejam {s1, . . . , sn} uma base local de um fibrado vetorial ξ sobre

U e x ∈ U . Então, existem Ux e funções ai : π
−1(Ux) −→ R cont́ınuas tais que u =∑

ai(u)si(π(u)), para todo u ∈ π−1(Ux).

Demonstração. Seja Ux a intersecção de U com uma vizinhança de trivialização local em

x. Pela Proposição 2.1.7, seja Φ uma trivialização local sobre Ux.

Para qualquer u ∈ π−1(Ux), existem ai ∈ R tais que u =
∑

aisi(π(u)). Assim,

estão definidas as funções ai : π
−1(Ux) −→ R. Nos resta mostrar que cada ai é cont́ınua.

Note que qualquer w ∈ Ux × Rn é da forma (π1(w), b1, . . . , bn). Denote por

pi : Ux × Rn −→ R a função cont́ınua w 7→ bi.

Sejam yi as funções de coordenadas induzidas pela trivialização local Φ. Ou seja,

yi = pi ◦ Φ e cada yi é cont́ınua. Como {Φ(si(y))}i é uma base de {y} × Rn, temos que

Φ(si(y)) = (y, A1i(y), . . . , Ani(y))

em que a matriz A(y) = (Aij(y))ij é invert́ıvel e cont́ınua (como vimos na Proposição
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2.1.22). Assim,

Φ(v) = Φ

(∑
i

ai(v)si(π(v))

)
=
∑
i

ai(v)Φ(si(π(v)))

=
∑
i

ai(v)(π(v), A1i(π(v)), . . . , Ani(π(v)))

=
∑
i

(π(v), ai(v)A1i(π(v)), . . . , ai(v)Ani(π(v)))

=

(
π(v),

∑
i

(ai(v)A1i(π(v)), . . . , ai(v)Ani(π(v)))

)
= (π(v), (a1(v), . . . , an(v)) · A(π(v))T ).

Além disso,

Φ(v) = (π(v), y1(v), . . . , yn(v)).

Ou seja,

(y1(v), . . . , yr(v))
T = A(π(v)) · (a1(v), . . . , an(v))T .

Como {si(π(v))} é uma base, a matriz A(π(v)) é invert́ıvel. Assim, os coeficientes

ai(v) são dados por:

(a1(v), . . . , an(v))
T = A(π(v))−1 · (y1(v), . . . , yn(v))T .

Pela Proposição 1.2.24, cada coordenada de A(π(v))−1 é cont́ınua. Então, cada ai é soma

e produto de cont́ınuas. Portanto, cada ai é cont́ınua. ■

Como vimos anteriormente, podemos usar uma trivialização local para induzir

uma base local. Agora, mostraremos uma espécie de rećıproca.

Proposição 2.1.24. Toda base local de um fibrado vetorial sobre U induz uma trivia-

lização local em qualquer x ∈ U .

Demonstração. Seja x ∈ U . Pela Proposição 2.1.23, existem Ux ⊆ U e ai : π
−1(Ux) −→ R

cont́ınuas tais que v =
∑

ai(v)si(π(v)), para todo v ∈ π−1(Ux).

Defina a função

ϕ : π−1(Ux) −→ Ux × Rn

por ϕ(v) = ϕ(
∑

ai(v)si(π(v))) = (π(v), a1(v), . . . , an(v)). Pela Proposição 1.2.11, ϕ é

cont́ınua. Claramente, ϕ é bijetora, π1 ◦ ϕ = π e ϕ é isomorfismo nas fibras.
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Note que qualquer v ∈ Ux × Rn é da forma (π1(v), b1, . . . , bn). Denote por pi a

função cont́ınua v 7→ bi. Assim,

ϕ−1(v) = ϕ−1(π(v), p1(v), . . . , pn(v)) =
∑

pi(v)si(π(v)),

e pela Proposição 2.1.20, ϕ−1 é cont́ınua. Portanto, ϕ é uma trivialização local sobre Ux

induzida bela base local {s1, . . . , sn}. ■

Lema 2.1.25. Sejam t1, . . . , tk seções locais de um fibrado vetorial ξ sobre U qualquer.

Se t1(x), . . . , tk(x) são linearmente independentes (L.I.) para algum x ∈ U , então existe

Wx ⊆ U tal que t1(y), . . . , tk(y) são L.I., para todo y ∈ Wx.

Demonstração. Seja Vx um aberto que garante a trivialização local de ξ em x. Pela

Proposição 2.1.7, existe uma trivialização local sobre Vx ∩ U , e pela Proposição 2.1.17,

existe uma base local {s1, . . . , sn} de ξ sobre Vx ∩ U . Assim, pela Proposição 2.1.22,

existem únicas aij : Vx ∩ U −→ R cont́ınuas tais que

ti(y) =
n∑
j=1

aij(y)sj(y), para i = 1, . . . , k.

para todo y ∈ Vx∩U . Podemos organizar esses coeficientes em uma matriz A(y) = (aij(y))

de tamanho k × n. As linhas de A(y) contém as coordenadas dos vetores ti(y) na base

ordenada {sj(y)}.

Por hipótese, t1(x), . . . , tk(x) são L.I. Isso implica que seus vetores de coordena-

das, que são as linhas da matriz A(x), também são L.I em Rn. Portanto, a matriz A(x)

tem posto k. Como o posto de A(x) é k, existe ao menos uma submatriz K(x) de tamanho

k × k em A(x) que é não singular, ou seja, det(K(x)) ̸= 0.

Considere a função d : Vx∩U −→ R dada por d(y) = det(K(y)), em que K(y) é a

submatriz de A(y) que é formada exatamente pelas mesmas colunas que formaram K(x).

A função d é cont́ınua, pois as funções aij e det são cont́ınuas. Como d(x) = det(K(x)) ̸= 0

e d é cont́ınua, existe Wx ⊆ Vx ∩ U tal que d ̸= 0 em Wx.

Para qualquer y ∈ Wx, o fato de det(K(y)) ̸= 0 garante que a matriz de coefici-

entes A(y) tem posto pelo menos k. E como A(y) tem k linhas, o posto de A(y) é menor

ou igual a k, ou seja, o posto de A(y) é k.

Isso significa que as k linhas de A(y) são L.I. em Rn. Assim, os vetores de

coordenadas das seções t1(y), . . . , tk(y) na base local {s1(y), . . . , sk(y)} são L.I. E como

vetores são L.I. se, e somente se, o conjunto de seus vetores de coordenadas (em relação

a qualquer base) for L.I., temos que t1(y), . . . , tk(y) são L.I. ■

Proposição 2.1.26. Seja f : ξ −→ η um morfismo entre fibrados vetoriais e s uma seção

de ξ sobre Y ⊆ X. Então, f ◦ s é uma seção de η sobre Y .
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Demonstração. Claramente, a imagem de f ◦ s pertence a η. A função f ◦ s é cont́ınua,

pois é composição de funções cont́ınuas. Além disso, para x ∈ Y ,

(πη ◦ (f ◦ s))(x) = ((πη ◦ f) ◦ s)(x)

= (πξ ◦ s)(x)

= x.

Portanto, f ◦ s é uma seção de η sobre Y . ■

2.1.2 Imagem e kernel de morfismos

Nem sempre a imagem e o kernel de morfismos de fibrados vetoriais são fibrados

vetoriais. Por exemplo, considere o fibrado [0, 1]×R com a projeção na primeira entrada

e o morfismo f : [0, 1]×R −→ [0, 1]×R dado por f(x, y) = (x, xy). Note que ker f |F0 = R
e ker f |Fx = {0}, para x > 0. Ou seja, a dimensão das fibras não é localmente constante

e ker f não é fibrado vetorial. Da mesma forma im f não é fibrado vetorial.

O objetivo desta subseção é mostrar que se a dimensão das fibras da imagem ou

do kernel de um morfismo entre fibrados vetoriais é localmente constante, então a imagem

e o kernel também serão fibrados vetoriais. E, mostrar que se um morfismo é idempotente,

também temos que a imagem e o kernel são fibrados vetoriais.

Proposição 2.1.27. Seja f : ξ −→ η um morfismo. São equivalentes:

1. im f é subfibrado vetorial de η.

2. ker f é subfibrado vetorial de ξ.

3. A dimensão das fibras de im f é localmente constante.

4. A dimensão das fibras de ker f é localmente constante.

Demonstração. As implicações 1 =⇒ 3 e 2 =⇒ 4 são imediatas da definição de fibrado

vetorial, que exige que a dimensão das fibras seja localmente constante.

3 =⇒ 4: Suponha que a dimensão das fibras de im f seja localmente constante.

Ou seja, a função nim f : X −→ N, dada por nim f (x) = dim(im f |Fx), é localmente

constante.

Pelo teorema do núcleo e da imagem, para cada x ∈ X, a restrição de f à fibra

Fx(ξ) nos dá:

dim(Fx(ξ)) = dim(ker f |Fx(ξ)) + dim(im f |Fx(ξ)),

reorganizando os termos, obtemos:

dim(ker f |Fx(ξ))) = dim(Fx(ξ))− dim(im f |Fx(ξ)).
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A função x 7→ dim(Fx(ξ)) é localmente constante, pois ξ é um fibrado vetorial. Como a

função nker f (x) = dim(ker f |Fx(ξ)) é a diferença de duas funções localmente constantes,

ela também é localmente constante.

4 =⇒ 3: A demonstração é análoga a 3 =⇒ 4.

3 =⇒ 1: Segue da definição de morfismo entre fibrados vetoriais que a restrição

πη|im f é cont́ınua e sobrejetora e (πη|im f )
−1(x) é espaço vetorial de dimensão finita sobre

R. Nos resta mostrar que im f admite trivializações locais. Para isso, construiremos

primeiro funções que vão ser bases locais de im f .

Seja x ∈ X. Por hipótese, existe Vx onde dim(Fy(im f)) = k para todo y ∈
Vx. Pela Proposição 2.1.17, podemos tomar s1, . . . , sm como uma base local de ξ so-

bre uma vizinhança aberta de x contida em Vx. Assim, f(s1(x)), . . . , f(sm(x)) geram

a fibra im f |Fx . Como dim(im(f |Fx)) = k, podemos reordenar as seções de modo que

{f(s1(x)), . . . , f(sk(x))} seja uma base para im f |Fx .

Como f(s1(x)), . . . , f(sk(x)) são L.I., pelo Lema 2.1.25, as seções correspondentes

f◦s1, . . . , f◦sk são L.I. em algumWx. Para qualquer y ∈ Vx∩Wx, {f(s1(y)), . . . , f(sk(y))}
formam um conjunto de k vetores L.I. dentro de um espaço de dimensão k. Portanto, eles

formam uma base para Fy(im f), para todo y ∈ Vx ∩Wx. Com isso, {f ◦ s1, . . . , f ◦ sk} é

uma base local de im f sobre Vx ∩Wx.

Sabemos que existe uma base local {r1, . . . , rn} de η sobre um Ux. Seja U =

Ux ∩ (Vx ∩ Wx). Assim, para qualquer y ∈ U , temos que {f(s1(y)), . . . , f(sk(y))} é

base de um subespaço de Fy(η). Assim, podemos reordenar as seções de forma que

{f(s1(y)), . . . , f(sk(y)), rk+1(y), . . . , rn(y)} seja uma base de Fy(η). Portanto, {f◦s1, . . . , f◦
sk, rk+1, . . . , rn} é uma base local de η sobre U .

Considere V a vizinhança de x e ai as funções da Proposição 2.1.23 com relação a

base local {f ◦s1, . . . , f ◦sk, rk+1, . . . , rn}. Pela Proposição 2.1.24, existe uma trivialização

local ϕ : π−1(V ) −→ V ×Rn induzida pela base local {f ◦s1, . . . , f ◦sk, rk+1, . . . , rn} dada

por

ϕ(u) = ϕ(
k∑
1

ai(u)f(si(π(u))) +
n∑
k+1

ai(u)ri(π(u))) = (π(u), a1(u), . . . , an(u)).

Claramente, a restrição de ϕ a im f composta pela projeção de V ×Rn em V ×Rk

é uma trivialização local de im f em x. Portanto, im f é subfibrado vetorial de ξ.

4 =⇒ 2 : Novamente, é claro que só nos resta construir a trivialização local.

Seja x ∈ X, suponha que a dimensão das fibras de ker f seja k em algum Vx. Por 2.1.17,

seja {s1, . . . sm} base local de ξ em uma vizinhança aberta de x contida em Vx. Sabemos

que existe uma {s′1(x), . . . , s′k(x)} base de ker f |Fx , em que cada s′i(x) é uma combinação

linear de s1(x), . . . , sm(x). Assim, s′1(x), . . . , s
′
k(x) são L.I, e considerando cada s′i como a
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seção dada por essa combinação linear (com coeficientes constantes em cada fibra), pelo

Lema 2.1.25, existe Wx tal que s′1(y), . . . , s
′
k(y) são L.I em Wx.

Tomando Ux = Vx ∩Wx, temos que s′1(y), . . . , s
′
k(y) são L.I em Ux e a dimensão

de ker f |Fy é k em Ux, ou seja, s′1, . . . , s
′
k é base local de ker f sobre Ux. Como vimos em

3 =⇒ 1, é posśıvel construir uma trivialização local de ker f em x. Ou seja, ker f é

subfibrado vetorial de ξ.

3 =⇒ 2: Nosso objetivo novamente será criar uma base local para ker f . Supo-

nha que a dimensão de im f seja localmente constante. Pela implicação 3 =⇒ 1, im f

é um fibrado vetorial. Seja Ux uma vizinhança de trivialização local de ξ e im f em x (a

existência de tal vizinhança é garantida tomando a intersecção de vizinhanças de trivia-

lizações de ambos os fibrados), com base local {s1, . . . , sm} para ξ e {f ◦ s1, . . . , f ◦ sk}
para im f . Para cada i > k, f ◦si é seção de im f sobre Ux, pela Proposição2.1.22, existem

aij ∈ C(Ux) tais que

f(si(y)) =
k∑
j=1

aij(y)f(sj(y)).

Para cada i > k, defina uma nova seção s′i de ξ sobre Ux:

s′i(y) = si(y)−
k∑
j=1

aij(y)sj(y),

em que os aij’s são os citados anteriormente.

Mostraremos que {s′k+1, . . . , s
′
m} forma uma base local para ker f sobre Ux.

1. Cada s′i está em ker f .

f(s′i(y)) = f

(
si(y)−

k∑
j=1

aij(y)sj(y)

)

= f(si(y))−
k∑
j=1

aij(y)f(sj(y))

=

(
k∑
j=1

aij(y)f(sj(y))

)
−

k∑
j=1

aij(y)f(sj(y))

= 0.

Logo, s′i é uma seção de ker f sobre Ux.

2. As seções {s′k+1, . . . , s
′
m} são linearmente independentes.
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Suponha que
n∑

i=k+1

bis
′
i(y) = 0, em que bi ∈ R, para cada i = k + 1, . . . ,m. Substi-

tuindo a definição de s′i, temos:

0 =
m∑

i=k+1

bi

(
si(y)−

k∑
j=1

aij(y)sj(y)

)

=
m∑

i=k+1

bisi(y) +
m∑

i=k+1

bi

(
−

k∑
j=1

aij(y)sj(y)

)

=
m∑

i=k+1

bisi(y)−
k∑
j=1

(
m∑

i=k+1

biaij(y)

)
sj(y).

Como {s1(y), . . . , sm(y)} é uma base para Fy(ξ) e, em particular L.I., todos os

coeficientes devem ser nulos. Em particular, bk+1 = · · · = bm = 0.

3. As seções {s′k+1, . . . , s
′
m} geram ker f .

Seja v ∈ Fy(ker f). Como v ∈ Fy(ξ), podemos escrever v =
m∑
i=1

cisi(y). Aplicando

f , temos que

0 = f(v)

=
m∑
i=1

cif(si(y))

=
k∑
j=1

(
cj +

m∑
i=k+1

ciaij(y)

)
f(sj(y)).

Como {f(sj(y))} é L.I., os coeficientes são nulos: cj = −
m∑

i=k+1

ciaij(y) para j =

1, . . . , k. Substituindo cj de volta na expressão para v:

v =
k∑
j=1

(
−

m∑
i=k+1

ciaij(y)

)
sj(y) +

m∑
i=k+1

cisi(y)

=
m∑

i=k+1

ci

(
−

k∑
j=1

aij(y)sj(y)

)
+

m∑
i=k+1

cisi(y)

=
m∑

i=k+1

ci

(
si(y)−

k∑
j=1

aij(y)sj(y)

)

=
m∑

i=k+1

cis
′
i(y).

Portanto, {s′k+1, . . . , s
′
m} é uma base local para ker f sobre Ux. Isso nos permite construir

uma trivialização local em x, provando que ker f é um subfibrado vetorial de ξ. ■
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Proposição 2.1.28. Seja f : ξ −→ ξ um morfismo idempotente, então im f e ker f são

subfibrados vetoriais de ξ.

Demonstração. Mostraremos que a dimensão das fibras de im f é localmente constante.

Seja x ∈ X. Existe uma base local {s1, . . . , sn} de ξ sobre algum U ′
x. Para cada

y ∈ U ′
x, seja M(y) a matriz que representa a transformação linear f |Fy com relação à

base ordenada (s1(y), . . . , sn(y)), tanto no domı́nio quanto no contradomı́nio. A j-ésima

coluna deM(y) é formada pelas coordenadas do vetor resultante de f aplicada ao j-ésimo

vetor da base (si(y))i, ou seja, as coordenadas de f(sj(y)) na base ordenada (si(y))i.

Para cada j ∈ {1, . . . , n}, sejam c1j, . . . , cnj : U
′
x −→ R as funções coordenadas

da expansão de f(sj(y)) na base ordenada (si(y))i, para todo y ∈ U ′
x. Ou seja, f ◦ sj =

n∑
i=1

cijsi, e pela Proposição 2.1.21, f ◦ sj é seção de ξ sobre U ′
x. Assim, pela Proposição

2.1.22, as funções c1j, . . . , cnj são únicas e cont́ınuas. Portanto, para cada y ∈ U ′
x, as

colunas de M(y) são compostas de funções cont́ınuas, e pela Proposição 1.2.19, a função

y 7→M(y) é cont́ınua em U ′
x.

Pela Proposição 1.2.28, a função posto é semicont́ınua inferiormente. Então,

y 7→ posto(M(y)) é semicont́ınua inferiormente. Como dim(im f |Fy) = posto(M(y)),

temos que y 7→ dim(im f |Fy) é semicont́ınua inferiormente. Ou seja, existe Ux ⊆ U ′
x tal

que para todo y ∈ Ux,

dim(im f |Fy) ≥ dim(im f |Fx).

Agora, defina o morfismo g = Id−f : ξ −→ ξ dado por g(v) = v − f(v). Note

que π(g(v)) = π(v − f(v)) = π(v), pois v − f(v) ∈ Fπ(v). Além disso,

g(v) = v − f(v)

= +(v,−f(v))

= +(v,−1 · f(v))

= +(v, ·(−1, f(v))),

ou seja, g é composição de cont́ınuas. E em cada fibra g|Fx = Id |Fx − f |Fx , ou seja, g|Fx

é transformação linear. Portanto, g é morfismo de fibrados vetoriais.
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Verifiquemos que g é idempotente. Seja v ∈ ξ,

g(g(v)) = g((Id−f)(v))

= g(v − f(v))

= (Id−f)(v − f(v))

= v − f(v)− (f(v − f(v)))

= v − f(v)− (f(v)− f(f(v)))

= v − f(v)− (f(v)− f(v))

= v − f(v)− f(v) + f(v)

= v − f(v)

= g(v).

Ou seja, g ◦ g = g, e g é idempotente. Então, para qualquer y ∈ X, f |Fy e g|Fy são

projeções, e temos as decomposições em soma direta

Fy = ker(f |Fy)⊕ im(f |Fy) e Fy = ker(g|Fy)⊕ im(g|Fy),

o que nos dá

dimFy = dimker(f |Fy) + dim im(f |Fy) e dimFy = dimker(g|Fy) + dim im(g|Fy).

Note que

ker f |Fy = {v ∈ Fy : f(v) = 0}

= {v ∈ Fy : (Id−g)(v) = 0}

= {v ∈ Fy : v − g(v) = 0}

= {v ∈ Fy : v = g(v)}

= im g|Fy , pois g|Fy é projeção.

Assim, ker f |Fy = im g|Fy . Analogamente, ker g|Fy = im f |Fy . Isso nos dá a relação

fundamental:

dim(Fy) = dim(im f |Fy) + dim(im g|Fy).

Como ξ é um fibrado vetorial, a dimensão de suas fibras é localmente constante, ou seja,

existe Vx onde dim(Fy) = n, para todo y ∈ Vx.

Pelo mesmo argumento de semicontinuidade aplicado a g, existeWx onde dim(im g|Fy) ≥
dim(im g|Fx), para todo y ∈ Wx.
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Considere U = Ux ∩ Vx ∩Wx. Assim, todas as condições citadas são válidas em

U . Temos então que para qualquer y ∈ U ,

dim(im f |Fy) = dim(Fy)− dim(im g|Fy)

= n− dim(im f |Fy)

≤ n− dim(im g|Fx)

= dim(Fx)− dim(im g|Fx)

= dim(im f |Fx)

≤ dim(im f |Fy)).

Ou seja, dim(im f |Fy) = dim(im f |Fx), para todo y ∈ U .

Isso mostra que a função y 7→ dim(im f |Fy) é localmente constante, então a

dimensão das fibras de im f é localmente constante. Pela Proposição 2.1.27, im f e ker f

são subfibrados vetoriais de ξ. ■

2.2 Subfibrado vetorial como somando direto

Sabemos que se V é um espaço vetorial de dimensão finita munido de produto

interno, ele pode ser decomposto em V = W ⊕W⊥, para qualquer subespaço W de V .

Assim, V ∼= W ×W⊥.

O objetivo desta seção é mostrar que se X é compacto, é posśıvel construir

um produto interno no fibrado vetorial, de forma que, usando o resultado do parágrafo

anterior, todo subfibrado vetorial η de um fibrado vetorial ξ é somando direto do fibrado

vetorial original, isto é, ξ ∼= η ⊕ ζ, para algum subfibrado vetorial ζ de ξ.

Definição 2.2.1. Um produto interno em um fibrado vetorial ξ é uma função cont́ınua

⟨·, ·⟩ : ξ ⊕ ξ −→ R

tal que, para cada x ∈ X, ⟨·, ·⟩ restrita a Fx(ξ ⊕ ξ) = Fx(ξ)×Fx(ξ) é um produto interno

em Fx(ξ).

Proposição 2.2.2. Se X é compacto e Hausdorff, então qualquer fibrado vetorial sobre

X possui um produto interno.

Demonstração. Seja ξ um fibrado vetorial sobre X e x ∈ X . Primeiro, mostraremos

que é posśıvel construir um produto interno em π−1(Ux), em que Ux é o aberto de uma

trivialização local ϕ de ξ em x. Defina

⟨·, ·⟩Ux : π−1(Ux)⊕ π−1(Ux) −→ R
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por

⟨u, v⟩Ux := ⟨π2(ϕ(u)), π2(ϕ(v))⟩Rn ,

em que n é o natural da trivialização local ϕ. Note que

⟨·, ·⟩Ux = ⟨π2 ◦ ϕ ◦ π1, π2 ◦ ϕ ◦ π2⟩Rn .

Assim, como ⟨·, ·⟩Rn é cont́ınua, temos que ⟨·, ·⟩Ux é composição de cont́ınuas, e portanto,

cont́ınua.

Para quaisquer y ∈ Ux, u, v, w ∈ Fy(ξ) e λ ∈ R, temos que

⟨u, u⟩Ux = ⟨π2(ϕ(u)), π2(ϕ(u))⟩Rn ≥ 0,

⟨u, u⟩Ux = 0 ⇐⇒ ⟨π2(ϕ(u)), π2(ϕ(u))⟩Rn = 0

⇐⇒ π2(ϕ(u)) = 0

⇐⇒ ϕ(u) = 0{y}×Rn

⇐⇒ u = 0,

⟨u, v⟩Ux = ⟨π2(ϕ(u)), π2(ϕ(v))⟩Rn = ⟨π2(ϕ(v)), π2(ϕ(u))⟩Rn = ⟨u, v⟩Ux ,

⟨λu+ v, w⟩Ux = ⟨π2(ϕ(λu+ v)), π2(ϕ(w))⟩Rn

= ⟨π2(λϕ(u) + ϕ(v)), π2(ϕ(w))⟩Rn

= ⟨λπ2(ϕ(u)) + π2(ϕ(v)), π2(ϕ(w))⟩Rn

= λ⟨π2(ϕ(u)), π2(ϕ(w))⟩Rn + ⟨π2(ϕ(v)), π2(ϕ(w))⟩Rn

= λ⟨u,w⟩Ux + ⟨v, w⟩Ux .

Então, ⟨·, ·⟩Ux restrita a Fy(ξ⊕ ξ) é um produto interno em Fy(ξ). Portanto, ⟨·, ·⟩Ux é um

produto interno em π−1(Ux).

Seja {Ux}x∈X uma famı́lia de abertos de trivializações locais em cada x ∈ X.

Como X é compacto, existe uma subcobertura {Ux}x∈Y de {Ux}x∈X , em que Y é um

subconjunto finito deX. Pela Proposição 1.2.15, existe uma partição da unidade {ψx}x∈Y ,
subordinada à cobertura {Ux}x∈Y .

Defina a função

⟨·, ·⟩ : ξ ⊕ ξ :−→ R

por

⟨u, v⟩ :=
∑
x∈Y

ψx(π(u, v))⟨u, v⟩Ux .

e caso ⟨·, ·⟩Ux não esteja definidada em (u, v), ou seja, π(u, v) /∈ Ux, defina ⟨u, v⟩Ux := 0.

Pela Proposição 1.2.16, ⟨·, ·⟩ é cont́ınua.

Além disso, em cada fibra de ξ, ⟨·, ·⟩ é combinação linear de coeficientes não-

negativos de produtos internos, ou seja, um produto interno. Portanto, temos que ⟨·, ·⟩ é
um produto interno em ξ. ■
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Proposição 2.2.3. Se X é compacto e Hausdorff, então qualquer subfibrado vetorial de

ξ é somando direto de ξ.

Demonstração. Seja η um subfibrado vetorial de ξ. Como X é compacto, pela Proposição

2.2.2, existe um produto interno em ξ. Assim, podemos construir a função projη : ξ −→ ξ,

dada pela projeção ortogonal de ξ em η em cada fibra. Mostraremos que projη é morfismo

de fibrados vetoriais.

Seja x ∈ X, pela proposição 2.1.17, {s1, . . . , sn} formam base local de η so-

bre algum Ux. Mostraremos que projη é cont́ınua em π−1(Ux), em que π é a projeção

de ξ. Graças ao produto interno ⟨·, ·⟩, e usando o processo de ortonormalização de

Gram-Schmidt da mesma forma em todas as fibras, para qualquer y ∈ Ux, temos que

{s1(y), . . . , sn(y)} pode ser ortonormalizada a {e1(y), . . . , en(y)}. Cada ei é cont́ınua pois

⟨·, ·⟩ é cont́ınua e pela Proposição 2.1.20. Como a projeção ortogonal independe da escolha

da base ortonormal, temos que para qualquer v ∈ π−1(Ux),

projη(v) =
n∑
i=1

⟨v, ei(π(v))⟩ei(π(v)).

E, novamente pela Proposição 2.1.20, segue que projη é cont́ınua em π−1(Ux). Assim,

projη é cont́ınua. Portanto, projη é morfismo de fibrados vetoriais.

Para cada x ∈ X, projη|Fx(ξ) é uma projeção ortogonal, então é idempotente.

Assim, projη é um morfismo idempotente. Pela Proposição 2.1.28, ker projη é subfibrado

vetorial de ξ. Usaremos a seguinte notação

η⊥ := ker projη.

Note que η⊥ é o fibrado vetorial constituido dos complementos ortogonais de cada fibra

Fx(η). Ou seja, Fx(η
⊥) = Fx(η)

⊥. Pelo Teorema da Decomposição Ortogonal, temos que

Fx(ξ) = Fx(η)⊕ Fx(η)
⊥ = Fx(η)⊕ Fx(η

⊥).

Assim, para qualquer v ∈ ξ, existe uma representação única v = k + k′, em que

k ∈ η e k′ ∈ η⊥.

Defina o morfismo

Φ : ξ −→ η ⊕ η⊥

por

Φ(v) = Φ(k + k′) = (k, k′).

Φ é isomorfismo em cada fibra. Além disso, Φ preserva projeção, pois v, k e k′

estão na mesma fibra. Note que

Φ(v) = (k, k′) = (projη(v), projη⊥(v)),
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ou seja, Φ = (projη, projη⊥), e como suas componentes são cont́ınuas, temos que Φ é

cont́ınua.

Pela Proposição 2.1.8, segue que Φ é isomorfismo e ξ ∼= η ⊕ η⊥. Portanto, η é

somando direto de ξ. ■

2.3 Extensão de seções locais a globais

Esta seção tem como objetivo mostrar que, seX é compacto e Hausdorff, obtemos

dois resultados: para qualquer ponto no espaço total de um fibrado vetorial sobre X,

existe uma seção global que passa por ele, e para todo x ∈ X, existem seções globais

desse fibrado que formam uma base local sobre uma vizinhança de x.

Proposição 2.3.1. A função (zero) definida por s(x) = 0Fx é seção global de qualquer

fibrado vetorial.

Demonstração. Seja ξ um fibrado vetorial. Primeiramente,

π(s(x)) = π(0Fx) = x,

ou seja, π ◦ s = IdX .

Agora, mostraremos que s é cont́ınua. Seja x ∈ X, n o natural e Ux um aberto

de uma trivialização local ϕ em x. Para qualquer y ∈ Ux,

s(y) = 0Fy = ϕ−1(y, 0) = ϕ−1(ι(y)),

em que ι é a inclusão y 7→ (y, 0Rn). Assim, s = ϕ−1 ◦ ι, e s é cont́ınua em Ux. Logo, s é

cont́ınua e é uma seção global de ξ. ■

Lema 2.3.2. Se X é compacto e Hausdorff, para qualquer seção local de um fibrado

vetorial ξ definida em uma vizinhança de um ponto x ∈ X, existe uma seção global de

forma que ambas coincidem em uma vizinhança de x.

Demonstração. Seja x ∈ X, e s uma seção de ξ sobre algum Ux. Sabemos que X − Ux é

fechado, e como é Hausdorff, {x} é fechado. Assim, como X é normal, existem VX−Ux e

Vx tais que VX−Ux ∩ Vx = ∅. Assim, (X − Ux) ∩ Vx = ∅. Ou seja, Vx ⊆ Ux.

Repetindo este mesmo processo, existe Wx ⊆ Vx com Wx ⊆ Vx, ou seja,

(X − Vx) ∩Wx = ∅.

Então, X − Vx e Wx são fechados disjuntos. Pelo Lema 1.2.13 (Lema de Urysohn), existe

f : X −→ [0, 1] cont́ınua, tal que

f |Wx
= 1 e f |X−Vx = 0.
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Agora, usando o Teorema 1.2.17 (da colagem de funções cont́ınuas versão fechados), cons-

truiremos uma seção global que coincida com s em uma vizinhança de x. Primeiro, defina

as seguintes funções

g : X − Vx −→ ξ, em que g(y) = 0Fy

(que pela Proposição 2.3.1 é cont́ınua), e

h : Vx −→ ξ, em que h(y) = f(y)s(y),

e como f e s são cont́ınuas, pela Proposição 2.1.20, h é cont́ınua.

Agora, mostremos que g e h coincidem em Vx ∩ (X − Vx). Para qualquer y ∈
Vx ∩ (X − Vx), temos que

h(y) = f |X−Vx(y)s(y) = 0s(y) = 0Fy = g(y),

ou seja, h|Vx∩(X−Vx) = g|Vx∩(X−Vx). Assim, como Vx ∪ (X − Vx) cobre X, pelo Teorema da

colagem de funções cont́ınuas versão fechados, a função definida por

s′ : X −→ ξ em que s′(y) :=

g(y), y ∈ X − Vx

h(y), y ∈ Vx

é cont́ınua.

Mostremos que s′ é seção. Para qualquer y ∈ X, caso s′(y) = h(y), temos que

s′(y) = f(y)s(y), e como f(y) ∈ R, segue que f(y)s(y) ∈ Fy. Então,

π ◦ s′(y) = π(f(y)s(y)) = y.

Caso s′(y) = 0Fy , π(s
′(y)) = π(0Fy) = y. Ou seja, π ◦ s′ = IdX , e s

′ é seção.

Mostraremos que s e s′ coincidem em Wx. Se y ∈ Wx ⊆ Vx, então s
′(y) = h(y),

e como Wx ⊆ Wx, segue que

s′(y) = h(y) = f(y)s(y) = f |Wx
(y)s(y) = 1s(y) = s(y).

Assim, s′|Wx = s|Wx .

Portanto, s′ é uma seção global de ξ e coincide com s em uma vizinhança de

x. ■

Corolário 2.3.3. Seja ξ um fibrado vetorial sobre um X compacto e Hausdorff. Então,

para qualquer x ∈ X, existem s1, . . . , sn seções globais de ξ que formam base local em x.

Demonstração. Seja x ∈ X. Pela Proposição 2.1.17, existem Ux e seções s′1, . . . , s
′
n de ξ

sobre Ux que formam uma base local sobre Ux.
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Pelo Lema 2.3.2, existem seções globais s1, . . . , sn e vizinhanças V1, . . . , Vn ⊆ Ux

de x tais que

s′i|Vi = si|Vi , para todo i = 1, . . . , n.

Assim,

s′i|⋂n
i=1 Vi

= si|⋂n
i=1 Vi

, para todo i = 1, . . . , n.

Logo, s1, . . . , sn são seções globais que formam uma base local sobre
n⋂
i=1

Vi. ■

Corolário 2.3.4. Seja ξ um fibrado vetorial sobre um X compacto e Hausdorff e v ∈ ξ.

Então, existe uma seção global s de ξ tal que s(π(v)) = v.

Demonstração. Seja v ∈ ξ. Pelo Corolário 2.3.3, existem seções globais s1, . . . , sn de ξ

que formam base local sobre alguma vizinhança de π(v). Assim, existem a1, . . . , an ∈ R
tais que

v = a1s1(π(v)) + · · ·+ ansn(π(v)).

Pela Proposição 2.1.21, s =
n∑
i=1

aisi é seção global de ξ e s(π(v)) = v. ■
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3 Uma ponte entre a Topologia e a Álgebra

3.1 O funtor Γ

Sabemos que, dado um espaço topológico X, C(X) com as operações dadas ponto

a ponto é um anel, com unidade dada pela função 1C(X)(x) = 1, para todo x ∈ X.

Agora, introduziremos um funtor Γ que, pelo Teorema 1.1.17, será utilizado para

concluir a equivalência entre a categoria dos fibrados vetoriais sobre um X compacto

Hausdorff e a categoria dos C(X)-módulos projetivos e finitamente gerados. O objetivo

desta seção será mostrar que o funtor está bem definido. Primeiro, definiremos a ação de

Γ nos objetos.

Seja ξ um fibrado vetorial sobre X, definimos Γ(ξ) como o conjunto de todas as

seções globais de ξ. Posteriormente, mostraremos que Γ(ξ) será um C(X)-módulo com as

seguintes operações: para quaisquer s1, s2 ∈ Γ(ξ) e a ∈ C(X),

• (s1 + s2)(x) = s1(x) + s2(x),

• (as1)(x) = a(x)s1(x),

para todo x ∈ X.

Proposição 3.1.1. Seja ξ um fibrado vetorial. Então, Γ(ξ) é um grupo abeliano.

Demonstração. Associatividade: sejam s1, s2, s3 ∈ Γ(ξ).(
(s1 + s2) + s3

)
(x) = (s1 + s2)(x) + s3(x)

= s1(x) + s2(x) + s3(x)

= s1(x) + (s2 + s3)(x)

=
(
s1 + (s2 + s3)

)
(x),

para todo x ∈ X.

Elemento neutro: definiremos o elemento neutro e como a seção zero. Assim,

para qualquer s ∈ Γ(ξ), temos que

(s+ e)(x) = s(x) + e(x)

= s(x) + 0Fx = s(x),

para todo x ∈ X.
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Inverso: para cada s ∈ Γ(ξ), o inverso de s, denotado por −s, é a seção

(−s)(x) := −s(x), para todo x ∈ X. Assim,

(s+ (−s))(x) = s(x) + (−s)(x)

= s(x) + (−s(x))

= 0 = e(x),

para todo x ∈ X.

Portanto, Γ(ξ) é um grupo. Agora, mostraremos que é abeliano. Para quaisquer

s1, s2 ∈ Γ(ξ), temos que

(s1 + s2)(x) = s1(x) + s2(x)

= s2(x) + s1(x)

= (s2 + s1)(x),

para todo x ∈ X. Logo, Γ(ξ) é um grupo abeliano. ■

Proposição 3.1.2. Seja ξ um fibrado vetorial. Então, Γ(ξ) é um C(X)-módulo.

Demonstração. Sabemos que Γ(ξ) é um grupo abeliano. Verifiquemos as propriedades de

R-módulo.

Distributividade: Sejam a, b ∈ C(X) e s1, s2 ∈ Γ(ξ).

((a+ b)s1)(x) = (a+ b)(x)s1(x)

=
(
a(x) + b(x)

)
s1(x)

= a(x)s1(x) + b(x)s1(x)

= (as1)(x) + (bs1)(x)

= (as1 + bs1)(x),

e

(a(s1 + s2))(x) = a(x)(s1 + s2)(x)

= a(x)
(
s1(x) + s2(x)

)
= a(x)s1(x) + a(x)s2(x)

= (as1)(x) + (as2)(x)

= (as1 + as2)(x),

para todo x ∈ X.
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Associatividade: Para quaiquer a, b ∈ C(X) e s ∈ Γ(ξ), temos que

((ab)s)(x) = (ab)(x)s(x)

= a(x)b(x)s(x)

= a(x)(bs)(x)

= (a(bs))(x),

para todo x ∈ X.

Ação da unidade: Para qualquer s ∈ Γ(ξ), temos que

(1C(X)s)(x) = 1C(X)(x)s(x)

= 1s(x)

= s(x),

para todo x ∈ X.

Portanto, Γ(ξ) é um C(X)-módulo. ■

Agora, definiremos a ação de Γ nos morfismos. Seja f : ξ −→ η um morfismo de

fibrados vetoriais, defina

Γ(f) : Γ(ξ) −→ Γ(η), em que Γ(f)(s) = f ◦ s.

Proposição 3.1.3. Seja f : ξ −→ η um morfismo de fibrados vetoriais. Então, Γ(f) é

um C(X)-morfismo de Γ(ξ) para Γ(η).

Demonstração. Seja s ∈ Γ(ξ). Pela Proposição 2.1.26, f ◦ s é seção global de η, ou

seja, Γ(f)(s) ∈ Γ(η) e Γ(f) está bem definida. Agora, mostremos que Γ(f) é um C(X)-

morfismo.

Sejam s1, s2 ∈ Γ(ξ). Para qualquer x ∈ X, temos que

Γ(f)(s1 + s2)(x) = f ◦ (s1 + s2)(x) = f(s1(x) + s2(x)).

Como s1(x), s2(x) ∈ Fx(ξ) e f |Fx(ξ) é transformação linear, segue que

f(s1(x) + s2(x)) = f(s1(x)) + f(s2(x))

= Γ(f)(s1)(x) + Γ(f)(s2)(x)

=
(
Γ(f)(s1) + Γ(f)(s2)

)
(x).

Logo, Γ(f)(s1 + s2) = Γ(f)(s1) + Γ(f)(s2).

Sejam a ∈ C(X) e s ∈ Γ(ξ). Para qualquer x ∈ X, temos que

Γ(f)(as)(x) = f((as)(x))

= f(a(x)s(x)).
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Como a(x)s(x) ∈ Fx(ξ) e f |Fx(ξ) é transformação linear, segue que

f(a(x)s(x)) = a(x)f(s(x))

= a(x)Γ(f)(s)(x)

= (aΓ(f)(s))(x).

Portanto,

Γ(f)(as) = aΓ(f)(s).

Logo, Γ(f) é um morfismo de C(X)-módulos. ■

Proposição 3.1.4. Γ é um funtor da categoria dos fibrados vetoriais sobre X para a

categoria dos C(X)-módulos.

Demonstração. Mostraremos que Γ satisfaz as propriedades funtoriais.

Sejam f : ξ −→ η um morfismo de fibrados vetoriais e s ∈ Γ(ξ).

Γ(Idξ)(s) = Idξ ◦s = s = IdΓ(ξ)(s).

Portanto, Γ(Idξ) = IdΓ(ξ) .

Sejam f : ξ −→ η e g : η −→ ζ morfismos de fibrados vetoriais e s ∈ Γ(ξ).

Γ(g ◦ f)(s) = (g ◦ f) ◦ s

= g ◦ (f ◦ s)

= g ◦ Γ(f)(s)

= Γ(g)(Γ(f)(s))

= (Γ(g) ◦ Γ(f))(s).

Logo, Γ(g ◦ f) = Γ(g) ◦ Γ(f).

Portanto, Γ é um funtor da categoria dos fibrados vetoriais sobre X para a cate-

goria dos C(X)-módulos. ■

3.2 Γ é plenamente fiel

Seja X um espaço topológico compacto e Hausdorff. Esta seção é dedicada a

mostrarmos que Γ definido nos fibrados vetoriais sobre X é um funtor plenamente fiel.

Dado um espaço topológico X, verifica-se que, para cada x ∈ X, Ix := {a ∈
C(X) : a(x) = 0} é um ideal de C(X). Assim, para qualquer fibrado vetorial ξ sobre X,

pela Proposição 1.3.4, IxΓ(ξ) é um submódulo de Γ(ξ). Assim, o quociente Γ(ξ)/IxΓ(ξ) é

um C(X)-módulo.

O próximo resultado será de fundamental importância no decorrer desta seção.
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Lema 3.2.1. Seja ξ um fibrado vetorial sobre um X compacto e Hausdorff, x ∈ X e

s ∈ Γ(ξ). Então, s ∈ IxΓ(ξ) se, e somente se, s(x) = 0Fx.

Demonstração. Suponha que s ∈ IxΓ(ξ). Então, s =
n∑
i=1

aisi , em que para cada i, ai ∈ Ix

e si ∈ Γ(ξ). Assim,

s(x) =
∑

ai(x)si(x) =
∑

0si(x) = 0Fx .

Portanto, s(x) = 0Fx .

Agora, suponha que s(x) = 0Fx . Mostraremos que s é uma combinação Ix linear

de elementos de Γ(ξ). Pelo Corolário 2.3.3, sejam s1, . . . , sn ∈ Γ(ξ) que formam uma base

local em algum Wx. Pela Proposição 2.1.22, s =
n∑
i=1

bisi em Wx, em que bi ∈ C(Wx).

Note que para cada i = 1, . . . , n, (IdWx , bi) é seção do fibrado trivial ζ = X × R
sobre Wx. Assim, pelo Lema 2.3.2, existe ci ∈ Γ(ζ) tal que (IdWx , bi) = ci em alguma

vizinhança Ui ⊆ Wx de x. Pela Proposição 2.1.14, cada ci é da forma (IdX , ai), em que

ai ∈ C(X). Tomando Ux =
n⋂
i=1

Ui, temos que (IdWx , bi) = ci = (IdX , ai) em Ux. Então,

bi = ai em Ux, para i = 1, . . . , n. Assim, s =
n∑
i=1

aisi em Ux.

Note que como s1(x), . . . , sn(x) são L.I. e
∑

bi(x)si(x) = s(x) = 0, segue que

bi(x) = ai(x) = 0, para todo i = 1, . . . , n. Logo, ai ∈ Ix.

Considere a seção s′ ∈ Γ(ξ), dada por s′ = s−
∑

aisi. Note que para qualquer

y ∈ Ux,

s′(y) = s(y)−
∑

ai(y)si(y) =
∑

ai(y)si(y)−
∑

ai(y)si(y) = 0.

Como X é normal, existe Vx tal que Vx ⊆ Ux. Pelo Lema 1.2.13 (de Urysohn), existe

a ∈ C(X) tal que a(x) = 0 e a|X−Vx = 1. Como a(x) = ai(x) = 0 e estão definidas em

X, temos que a, ai ∈ Ix. Assim, mostraremos que s = as′ +
∑

aisi, e concluiremos o

desejado.

Em Ux,

as′ +
∑

aisi = a0 +
∑

aisi =
∑

aisi = s.

Como Vx ⊆ Ux, temos que X − Ux ⊆ X − Vx. Assim, em X − Ux,

as′ +
∑

aisi = a|X−Vxs
′ +
∑

aisi = s′ +
∑

aisi = s−
∑

aisi +
∑

aisi = s.

Então, s = as′ +
n∑
i=1

aisi. Portanto, s ∈ IxΓ(ξ). ■
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Proposição 3.2.2. Sejam ξ um fibrado vetorial sobre um X compacto e Hausdorff e

x ∈ X. Então, Fx com a operação (fv) := f(x)v, e Γ(ξ)/IxΓ(ξ) são C(X)-módulos

isomorfos.

Demonstração. Como Ix é um ideal de C(X), pela Proposição 1.3.4, IxΓ(ξ) é submódulo

de Γ(ξ). Portanto, o quociente Γ(ξ)/IxΓ(ξ) é um C(X)-módulo.

Agora, verifiquemos que Fx é um C(X)-módulo. Fx é um espaço vetorial, em

particular, um grupo abeliano. Agora, verifiquemos as propriedades de R-módulo. Sejam

f, g ∈ C(X) e v, w ∈ Fx. Para qualquer x ∈ X, temos que

• (f + g)v = (f + g)(x)v = (f(x) + g(x))v = f(x)v + g(x)v = fv + gv.

• f(v + w) = f(x)(v + w) = f(x)v + f(x)w = fv + fw.

• (fg)v = (fg)(x)v = f(x)g(x)v = f(x)(g(x)v) = f(gv).

• 1C(X)v = 1C(X)(x)v = 1v = v.

Portanto, Fx é de fato um C(X)-módulo.

Agora, mostraremos que Fx e Γ(ξ)/IxΓ(ξ) são isomorfos. Para isso, usaremos o

Teorema do isomorfismo. Defina

ϕx : Γ(ξ) −→ Fx por ϕx(s) = s(x).

Claramente, ϕx é um C(X)-morfismo.

Pelo Corolário 2.3.4, para qualquer v ∈ Fx, existe s ∈ Γ(ξ) tal que s(x) = v,

ou seja, ϕx é sobrejetor e imϕx = Fx. Note que s ∈ kerϕx se, e somente se s(x) = 0Fx .

Assim, pelo Lema 3.2.1, s ∈ kerϕx se, e somente se, s ∈ IxΓ(ξ). Ou seja, kerϕx = IxΓ(ξ).

Então, pelo Teorema 1.3.16 (do isomorfismo), Γ(ξ)/IxΓ(ξ) é isomorfo a Fx. ■

Até o fim desta seção, considere ϕx : Γ(ξ)/IxΓ(ξ) −→ Fx(ξ) e ψx : Γ(η)/IxΓ(η) −→
Fx(η) os isomorfismos acima em relação aos fibrados vetoriais ξ e η, respectivamente.

Proposição 3.2.3. Sejam ξ e η fibrados vetoriais sobre um X compacto e Hausdorff,

x ∈ X e G : Γ(ξ) −→ Γ(η) um C(X)-morfismo. Então, existem C(X)-morfismos Gx e

gx tal que o seguinte diagrama comuta

Γ(ξ) Γ(η)

Γ(ξ)/IxΓ(ξ) Γ(η)/IxΓ(η)

Fx(ξ) Fx(η)

G

pξ pη

Gx

ψxϕ−1
x

gx



Caṕıtulo 3. Uma ponte entre a Topologia e a Álgebra 54

em que pξ e pη são as projeções no quociente com relação a Γ(ξ) e Γ(η), respectivamente.

Demonstração. Mostraremos a existência de Gx. Considere o C(X)-morfismo

pη ◦G : Γ(ξ) −→ Γ(η)/IxΓ(η).

Mostremos que IxΓ(ξ) ⊆ ker pη ◦G.

Seja s ∈ IxΓ(ξ). Então, s =
n∑
i

aisi, em que ai ∈ Ix e si ∈ Γ(ξ). Assim,

G(s)(x) = G
(∑

aisi

)
(x)

=
(∑

aiG(si)
)
(x)

=
∑

ai(x)G(si)(x)

=
∑

0G(si)(x)

= 0Fx .

Assim, pelo Lema 3.2.1, G(s) ∈ IxΓ(η). Ou seja, pη(G(s)) = 0 e s ∈ ker pη ◦G. Portanto,
IxΓ(ξ) está contido em ker pη ◦G.

Assim, pela Proposição 1.3.17, existe um C(X)-morfismo Gx : Γ(ξ)/IxΓ(ξ) −→
Γ(η)/IxΓ(η) tal que pη ◦G = Gx ◦ pξ. Ou seja, o diagrama superior comuta.

Por fim, defina gx = ψx ◦Gx ◦ ϕ−1
x , e o diagrama comuta. ■

Até o fim desta seção, considere as notações pξ : Γ(ξ) −→ Γ(ξ)/IxΓ(ξ), pη :

Γ(η) −→ Γ(η)/IxΓ(η), Gx e gx como os C(X)-morfismos acima.

Teorema 3.2.4. Sejam ξ e η fibrados vetoriais sobre um X compacto e Hausdorff e

G : Γ(ξ) −→ Γ(η) um C(X)-morfismo. Então, existe um único morfismo g : ξ −→ η tal

que G = Γ(g), isto é, Γ é plenamente fiel.

Demonstração. Primeiro, mostraremos a existência de g.

Defina

g : ξ −→ η por g(v) = gπξ(v)(v) ∈ Fπξ(v)(η).

Assim, para quaisquer x ∈ X e s ∈ Γ(ξ), temos que

g(s(x)) = gx(s(x))

= ψx(Gx(ϕ
−1
x (s(x)))

= ψx(Gx(pξ(s)))

= ψx(pη(G(s)))

= G(s)(x).
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Ou seja, g(s(x)) = G(s)(x).

Mostremos que g é morfismo de fibrados vetoriais. Para qualquer v ∈ ξ, pelo

Corolário 2.3.4, existe s ∈ Γ(ξ) tal que s(πξ(v)) = v. Assim,

πη(g(v)) = πη
(
g(s(πξ(v)))

)
= πη

(
G(s)(πξ(v))

)
= πξ(v).

Então, πη ◦ g = πξ.

Mostremos que g é linear em cada fibra. Sejam v, v′ ∈ Fx(ξ). Assim, v+v′ ∈ Fx(ξ)

e

g(v + v′) = gx(v + v′) = gx(v) + gx(v
′) = g(v) + g(v′).

Seja k ∈ R e v ∈ ξ. Considere k′ : X −→ R, a função constante k′(x) = k. Assim,

g(kv) = gπξ(v)(kv)

= gπξ(v)(k
′(π(v))v)

= gπξ(v)(k
′v)

= k′gπξ(v)(v)

= k′(πξ(v))gπ(v)(v)

= kgπξ(v)(v).

Portanto, g é linear nas fibras.

Por fim, mostraremos a continuidade de g. Seja v ∈ ξ tal que πξ(v) = x. Pela

Proposição 2.3.3, seja {s1, . . . , sn} ⊆ Γ(ξ) que forma uma base local de ξ sobre uma

vizinhança de x. Pela Proposição 2.1.23, existem Ux e funções ai : π−1
ξ (Ux) −→ R

cont́ınuas tais que u =
∑

ai(u)si(πξ(u)). Mostraremos que g é cont́ınua em π−1
ξ (Ux).

Seja u ∈ π−1
ξ (Ux). Assim,

g(u) = g
(∑

ai(u)si(πξ(u))
)

=
∑

ai(u)g(si(πξ(u)))

=
∑

ai(u)G(si)(πξ(u))

=
∑

ai(u) · (G(si) ◦ πξ)(u)

=
∑

(ai · (G(si) ◦ πξ))(u).

Ou seja, g =
∑

ai · (G(si) ◦ πξ) em π−1
ξ (Ux). Então, g é composição de cont́ınuas, logo,

cont́ınua em π−1
ξ (Ux). Então, g é cont́ınua. Segue que, g é morfismo de fibrados vetoriais.

Para quaisquer s ∈ Γ(ξ) e x ∈ X, temos que

Γ(g)(s)(x) = g(s(x)) = G(s)(x).
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Então, Γ(g)(s) = G(s). E, portanto, Γ(g) = G.

Agora, mostraremos a unicidade de g. Suponha que g, h : ξ −→ η são morfismos

de fibrados vetoriais que satisfazem Γ(g) = Γ(h) = G. Para qualquer v ∈ ξ, pelo Corolário

2.3.4, existe s ∈ Γ(ξ) tal que s(π(v)) = v. Assim,

g(v) = g(s(π(v))) = Γ(g)(s)(π(v)) = Γ(h)(s)(π(v)) = h(s(π(v))) = h(v).

Então, g = h e temos a unicidade. ■

3.3 Γ(ξ) é um C(X)-módulo projetivo e finitamente gerado

Esta seção é dedicada a mostrar que se X é compacto e Hausdorff e ξ é um fibrado

vetorial sobre X, então Γ(ξ) é um C(X)-módulo projetivo e finitamente gerado.

Proposição 3.3.1. Seja ζ = X×Rn o fibrado vetorial. Então, Γ(ζ) é isomorfo a C(X)n.

Demonstração. Seja s ∈ Γ(ζ). Pela Proposição 2.1.14, s = (IdX , f1, . . . , fn), em que cada

fi ∈ C(X).

Defina o C(X)-morfismo

ϕ : Γ(ζ) −→ C(X)n em que ϕ(s) = ϕ(IdX , f1, . . . , fn) = (f1, . . . , fn).

É claro que ϕ é bijetora. Mostraremos que ϕ é C(X)-morfismo.

Sejam s = (IdX , f1, . . . , fn), s
′ = (IdX , f

′
1, . . . , f

′
n) ∈ Γ(ζ).

ϕ(s+ s′) = ϕ(IdX , f1 + f ′
1, . . . , fn + f ′

n)

= (f1 + f ′
1, . . . , fn + f ′

n)

= (f1, . . . , fn) + (f ′
1, . . . , f

′
n)

= ϕ(s) + ϕ(s′).

Para qualquer f ∈ C(X), temos que

ϕ(fs) = ϕ(IdX , ff1, . . . , ffn)

= (ff1, . . . , ffn)

= f(f1, . . . , fn)

= fϕ(s).

Logo, Γ(ζ) ∼= C(X)n. ■

Proposição 3.3.2. Seja ζ um fibrado vetorial trivial. Então, Γ(ζ) é projetivo, finitamente

gerado e livre.
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Demonstração. Pela Proposição 1.3.11, C(X)n é um módulo projetivo e finitamente ge-

rado. Pela Proposição 3.3.1, Γ(ζ) ∼= C(X)n. Assim, pela Proposição 1.3.12, segue que

Γ(ζ) também é projetivo, finitamente gerado e livre. ■

Lema 3.3.3. Para qualquer fibrado vetorial ξ sobre X compacto e Hausdorff, existe um

morfismo de fibrados vetoriais sobrejetor f : ζ −→ ξ, para algum fibrado vetorial trivial

ζ.

Demonstração. Para cada x ∈ X, pelo Corolário 2.3.3, considere Ux a vizinhança e Sx =

{s1, . . . , sn} as seções globais que formam uma base local de ξ sobre Ux. Assim, {Ux}x∈X
é uma cobertura aberta de X compacto. Ou seja, existe uma subcobertura {Ux}x∈I de

{Ux}x∈X , em que I é um subconjunto finito de X. Como I é finito, enumeraremos as

seções de
⋃
x∈I

Sx como s1, . . . , sk.

Seja ζ o fibrado trivial X ×Rk. Mostraremos que existe um morfismo sobrejetor

f : ζ −→ ξ. Para isso, primeiro construiremos um C(X)-morfismo de Γ(ζ) para Γ(ξ).

Pela Proposição 1.3.11, C(X)k é livre. E, pela Proposição 3.3.1, Γ(ζ) ∼= C(X)k.

Assim, pela Proposição 1.3.12, Γ(ζ) é livre e qualquer base tem k elementos. Seja

{e1, . . . , ek} uma base de Γ(ζ). Para qualquer s ∈ Γ(ζ), existem a1, . . . , ak ∈ C(X)

tal que s =
k∑
i=1

aiei. Defina

G : Γ(ζ) −→ Γ(ξ) por G

(
k∑
i=1

aiei

)
=

k∑
i=1

aisi.

É rotina verificar que G é um C(X)-morfismo sobrejetor. Pelo Teorema 3.2.4, existe um

morfismo de fibrados vetoriais f : ζ −→ ξ tal que Γ(f) = G.

Como para qualquer y ∈ X, Sy ⊆
⋃
x∈I

Sx = {s1, . . . , sk}, as seções s1, . . . , sk

aplicadas em y geram Fy(ξ). Então, {s1, . . . , sk} gera todas as fibras de ξ. Assim, para

qualquer v ∈ ξ, existem a1, . . . , ak ∈ R tais que v =
k∑
i=1

aisi(π(v)). Para cada i, considere
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a função constante bi : X −→ R, dada por bi(x) = ai. Assim,

v =
k∑
i=1

aisi(π(v))

=
k∑
i=1

bi(π(v))si(π(v))

=

(
k∑
i=1

bisi

)
(π(v))

= G

(
k∑
i=1

biei

)
(π(v))

= Γ(f)

(
k∑
i=1

biei

)
(π(v))

=

(
f ◦

k∑
i=1

biei

)
(π(v))

= f

(
k∑
i=1

bi(π(v))ei(π(v))

)
= f

(
k∑
i=1

aiei(π(v))

)
.

E, como
k∑
i=1

aiei(π(v)) ∈ ζ, segue que f é sobrejetora. ■

Corolário 3.3.4. Qualquer fibrado vetorial ξ sobre um X compacto e Hausdorff é so-

mando direto de algum fibrado trivial.

Demonstração. Pelo Lema 3.3.3, existe um fibrado trivial ζ e um morfismo sobrejetor

f : ζ −→ ξ. Como im f = ξ, pela Proposição 2.1.27, ker f é um subfibrado de ζ. Pela

Proposição 2.2.3, podemos decompor ζ em

ζ ∼= ker f ⊕ (ker f)⊥.

Para concluir a prova, mostraremos que (ker f)⊥ ∼= ξ.

Seja ψ : ker f⊕(ker f)⊥ −→ ζ o isomorfismo natural mostrado em 2.2.3 e π(ker f)⊥ :

ker f ⊕ (ker f)⊥ −→ (ker f)⊥ o morfismo da projeção canônica.

Considere ϕ = f ◦ψ◦ι(ker f)⊥ : (ker f)⊥ −→ ξ. ϕ é morfismo por ser composição de

morfismos. Mostraremos que ϕ é um isomorfismo. Note que para qualquer v ∈ (ker f)⊥,

ϕ(v) = f(ψ(ι(ker f)⊥(v))) = f(ψ(0, v)) = f(0 + v) = f(v).

ϕ é sobrejetora: Seja u ∈ ξ. Como f é sobrejetora, existe v ∈ ζ tal que

f(v) = u. Podemos decompor v de forma única como v = k + k′, em que k ∈ ker f e

k′ ∈ (ker f)⊥. Então,

u = f(v) = f(k + k′) = 0 + f(k′) = f(k′) = ϕ(k′)
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Portanto, ϕ é sobrejetora.

ϕ é injetora: pela Proposição 2.1.12, basta mostrarmos que ϕ restrita a cada

fibra é injetora. Seja v ∈ (ker f)⊥ tal que ϕ(v) = 0. Assim, f |Fπ(v)(v) = 0, então f(v) = 0

e v ∈ Fπ(v)(ker f). Assim,

v ∈ Fπ(v)((ker f)
⊥) ∩ Fπ(v)(ker f) = {0}.

Então, v = 0 e ϕ restrita a cada fibra é injetora. Portanto, ϕ é injetora.

Assim, ϕ é um isomorfismo em cada fibra. Pela Proposição 2.1.8, ϕ é um isomor-

fismo e (ker f)⊥ ∼= ξ. Logo, ζ ∼= ker f ⊕ ξ. ■

Lema 3.3.5. Γ é um funtor aditivo, isto é, para quaisquer fibrados vetoriais ξ e η, temos

que Γ(ξ ⊕ η) = Γ(ξ)⊕ Γ(η).

Demonstração. Sejam ξ e η fibrados vetoriais, π a projeção de ξ ⊕ η e s ∈ Γ(ξ ⊕ η).

Considere π1 : ξ ⊕ η −→ ξ e π2 : ξ ⊕ η −→ η as projeções em cada entrada. É rotina

verificar que π1 e π2 são morfismos de fibrados vetoriais e que π1 ◦s ∈ Γ(ξ) e π2 ◦s ∈ Γ(η).

Note que para qualquer x ∈ X,

(π1 ◦ s, π2 ◦ s)(x) = (π1(s(x)), π2(s(x))) = s(x).

Ou seja, s = (π1◦s, π2◦s) ∈ Γ(ξ)×Γ(η) = Γ(ξ)⊕Γ(η), e temos que Γ(ξ⊕η) ⊆ Γ(ξ)⊕Γ(η).

Seja (s1, s2) ∈ Γ(ξ) ⊕ Γ(η). Considere as inclusões canônicas ιξ : ξ −→ ξ ⊕ η e

ιη : η −→ ξ ⊕ η, dadas por ιξ(v) = (v, 0π(v)) e ιη(v) = (0π(v), v). Novamente, é rotina

verificar que ιξ e ιη são morfismos de fibrados vetoriais e que ιξ ◦ s1, ιη ◦ s2 ∈ Γ(ξ ⊕ η).

Note que para qualquer x ∈ X,

(ιξ ◦ s1 + ιη ◦ s2)(x) = ιξ(s1(x)) + ιη(s2(x))

= (s1(x), 0π(s1(x))) + (0π(s2(x)), s2(x))

= (s1(x), s2(x))

= (s1, s2)(x).

Ou seja, (s1, s2) = ιξ ◦ s1 + ιη ◦ s2 ∈ Γ(ξ⊕ η). Portanto, Γ(ξ⊕ η) = Γ(ξ)⊕Γ(η), e Γ é um

funtor aditivo. ■

Teorema 3.3.6. Seja ξ um fibrado vetorial sobre um X compacto Hausdorff. Então, Γ(ξ)

é um C(X)-módulo projetivo finitamente gerado.

Demonstração. Pelo Corolário 3.3.4, temos que ζ ∼= η ⊕ ξ, para algum fibrado vetorial

trivial ζ, e algum subfibrado vetorial η de ζ. Assim, pela Proposição 1.1.7,

Γ(ζ) ∼= Γ(η ⊕ ξ).
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E, pelo Lema 3.3.5, temos que Γ(ξ ⊕ η) = Γ(ξ)⊕ Γ(η). Ou seja,

Γ(ζ) ∼= Γ(η)⊕ Γ(ξ).

Além disso, pela Proposição 3.3.2, Γ(ζ) é um C(X)-módulo projetivo finitamente gerado.

Portanto, pela Proposição 1.3.13, Γ(ξ) também é um C(X)-módulo projetivo

finitamente gerado. ■

3.4 Γ é essencialmente sobrejetor

Esta seção é dedicada a mostrar que se X é compacto e Hausdorff, então Γ, com o

contradomı́nio restrito aos C(X)-módulos projetivos finitamente gerados, é essencialmente

sobrejetor.

Proposição 3.4.1. Se f : ξ −→ ξ é morfismo idempotente de fibrados vetoriais, então

imΓ(f) = Γ(im f).

Demonstração. Pela Proposição 2.1.28, im f é subfibrado de ξ, ou seja, Γ(im f) está bem

definido.

Primeiro, mostraremos que imΓ(f) ⊆ Γ(im f). Seja s ∈ imΓ(f). Então, existe

s′ ∈ Γ(ξ) tal que Γ(f)(s′) = s, ou seja, f ◦ s′ = s, e pela Proposição 2.1.26, s é seção

global de ξ. Como para qualquer x ∈ X, s(x) = f(s′(x)) ∈ im f , s é seção global de im f ,

ou seja, s ∈ Γ(im f). Logo, imΓ(f) ⊆ Γ(im f).

Agora, seja s ∈ Γ(im f). Como im f ⊆ ξ, s ∈ Γ(ξ). Mostremos que Γ(f)(s) = s,

ou seja, s ∈ imΓ(f), o que nos dá a inclusão oposta. Seja x ∈ X. Como s(x) ∈ im f ,

existe v ∈ ξ tal que f(v) = s(x). Como f é idempotente, temos que

(Γ(f)(s))(x) = (f ◦ s)(x) = f(s(x)) = f(f(v)) = f(v) = s(x).

Assim, Γ(f)(s) = s. Então, s ∈ imΓ(f). Logo, Γ(im f) = imΓ(f). ■

Proposição 3.4.2. Seja f : ξ −→ ξ um morfismo entre fibrados vetoriais sobre um X

compacto e Hausdorff. Se Γ(f) é idempotente, então f é idempotente.

Demonstração. Para qualquer v ∈ ξ, como visto no Corolário 2.3.4, existe s ∈ Γ(ξ) tal
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que s(π(v)) = v. Assim,

f(v) = f(s(π(v)))

= (f ◦ s)(π(v))

= (Γ(f)(s))(π(v))

= (Γ(f)(Γ(f)(s)))(π(v)) (Γ(f) idempotente)

= (Γ(f)(f ◦ s))(π(v))

= (f ◦ (f ◦ s))(π(v))

= f
(
f(s(π(v)))

)
= f(f(v))

= f 2(v).

Portanto, f = f 2. Ou seja, f é idempotente. ■

Teorema 3.4.3. Seja X compacto e Hausdorff, e P um C(X)-módulo projetivo e fini-

tamente gerado. Então, existe um fibrado vetorial ξ sobre X tal que P ∼= Γ(ξ), isto é,

Γ com a contradomı́nio restringido aos C(X)-módulos projetivos e finitamente gerados é

essencialmente sobrejetor.

Demonstração. Seja P um C(X)-módulo projetivo e finitamente gerado, com n geradores.

Pela Proposição 1.3.14, P é somando direto de C(X)n. Pela Proposição 1.3.15, existe um

C(X)-morfismo idempotente

h : C(X)n −→ C(X)n

tal que imh ∼= P .

Pela Proposição 3.3.1, existe um isomorfismo ϕ : C(X)n −→ Γ(ζ), em que ζ é o

fibrado vetorial trivial X × Rn. Então, existe um C(X)-morfismo idempotente

ϕ ◦ h ◦ ϕ−1 = g : Γ(ζ) −→ Γ(ζ)

tal que im g ∼= imh ∼= P . Pelo Teorema 3.2.4, existe um único morfismo de fibrados

vetoriais

f : ζ −→ ζ

tal que Γ(f) = g. Assim, imΓ(f) = im g ∼= P .

Como g é idempotente, Γ(f) é idempotente. Pela Proposição 3.4.2, f também é

idempotente. Pela Proposição 2.1.28, im f é fibrado vetorial sobre X.

Portanto, pela Proposição 3.4.1,

Γ(im f) = imΓ(f) ∼= P,

como desejado. ■
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Conclusão: O Teorema 3.2.4 mostra que Γ é plenamente fiel. O Teorema 3.3.6

mostra que Γ pode ter o contradomı́nio restringido aos C(X)-módulos projetivos finita-

mente gerados. O Teorema 3.4.3 mostra que Γ, quando tem seu contradomı́nio restringido,

é essencialmente sobrejetor.

Assim, pelo Teorema 1.1.17, o funtor Γ estabelece uma equivalência entre a ca-

tegoria dos fibrados vetoriais sobre um X compacto e Hausdorff e a categoria dos C(X)-

módulos projetivos finitamente gerados.
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