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Resumo

O teorema de Serre-Swan estabelece que, dado um espaco topoldgico X compacto e Haus-
dorff, a categoria dos fibrados vetoriais reais com espaco base X é equivalente a categoria
dos C'(X)-médulos projetivos e finitamente gerados, em que C'(X) é o anel de fungoes
continuas de X para R. O objetivo do trabalho é demonstrar tal teorema aos leitores
com familiaridade com os conceitos de Algebra Linear e Topologia. Para estruturar a
demonstracao do teorema, faz-se necessaria a introducao a conceitos basicos a respeito

das teorias de fibrados vetoriais, R-médulos e Categorias.

Palavras-chave: Teorema de Serre-Swan. Fibrados Vetoriais. Médulos projetivos. Equi-

valéncia de Categorias.



Abstract

The Serre-Swan Theorem states that, given a compact Hausdorff topological space X, the
category of real vector bundles with base space X is equivalent to the category of finitely
generated projective C'(X)-modules, where C'(X) is the ring of continuous functions from
X to R. The aim of this work is to prove the aforementioned theorem to readers familiar
with the concepts of Linear Algebra and Topology. To structure the proof of the theorem,
it is necessary to introduce basic concepts regarding the theories of vector bundles, R-

modules, and Categories.

Keywords: Serre-Swan Theorem. Vector Bundles. Projective Modules. Equivalence of

Categories.
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INTRODUCAO

Na matematica, muitas vezes, procuramos pontes entre objetos de naturezas
distintas a fim de estudar certos objetos sob uma outra perspectiva que torne esse estudo

mais tratavel. Essas pontes podem ser entendidas como funtores entre categorias.

Em 1955, Jean-Pierre Serre demonstrou um resultado fundamental na geome-
tria algébrica, estabelecendo uma equivaléncia entre a categoria dos fibrados vetoriais
algébricos sobre uma variedade afim e a categoria dos modulos projetivos e finitamente
gerados sobre o seu anel de coordenadas. Posteriormente, em 1962, Richard Swan trans-

portou essa ideia para o contexto da topologia geral, resultando no teorema de Serre-Swan.

O objetivo deste trabalho é demonstrar o teorema de Serre-Swan. O teorema diz
que existe uma ponte entre a categoria dos fibrados vetoriais sobre um espaco topoldgico
compacto e Hausdorff e a categoria dos médulos projetivos finitamente gerados sobre o
anel de fungoes continuas desse espago para R que estabelece uma equivaléncia categdrica.

Ou seja, estas duas categorias sao equivalentes.

Desta forma, obtemos uma ferramenta poderosa que nos possibilita traduzir
espagos topoldgicos compactos e Hausdorff para uma linguagem de R-moédulos. Em
esséncia, o teorema traduz um objeto topoldgico para uma estrutura puramente algébrica.
Essa abordagem permite que propriedades topoldgicas, que podem ser dificeis de verificar
diretamente, sejam transformadas em invariantes algébricos, que, por sua vez, podem ser

mais acessiveis de serem verificados.

No primeiro capitulo, apresentaremos as preliminares necessarias a respeito de
categorias e R-modulos, além de enunciarmos alguns resultados topoldgicos que serao

usados no decorrer do texto.

No segundo capitulo, introduziremos a categoria dos fibrados vetoriais, com énfase
em secoes locais e globais de um fibrado vetorial. Posteriormente, mostraremos como essas
segoes sao o elemento-chave que capta e traduz a estrutura geométrica do fibrado para a

linguagem algébrica.

No terceiro capitulo, é que comegaremos, de fato, a estabelecer o teorema. Apre-
sentaremos o funtor I' que leva um fibrado vetorial ao moédulo de secoes globais deste
fibrado. Com base no artigo (SWAN| [1962)), mostraremos que o funtor I', quando tem seu
contradominio restringido aos médulos projetivos e finitamente gerados, é dotado de cer-
tas propriedades (ser plenamente fiel e essencialmente sobrejetor) que o fazem estabelecer

a equivaléncia categorica.



1 Preliminares

Para a compreensao integral desta monografia, pressupomos que o leitor tenha
familiaridade com os conceitos fundamentais de algebra linear e topologia. Adicional-
mente, sao utilizadas nocoes elementares de teoria de grupos e anéis. Como referéncia
para estes pré-requisitos, sugerimos as seguintes obras: (BOLDRINI; PEREIRA; SESMA|
2003)) para Algebra Linear, (WILLARD) 2004) para Topologia e (TULCEA; TULCEA]|

1994) para a teoria de grupos e anéis. Neste texto o zero ndo é um nimero natural.

1.1 Categorias

Nesta se¢ao, introduziremos os conceitos elementares da teoria de categorias,
abordando um teorema classico que usaremos na conclusao do texto. Ao leitor interessado,
sugerimos como referéncia (LEINSTER, [2014]).

Definigao 1.1.1. Uma categoria C consiste de:

e Objetos. Denotados por letras maiisculas;
e Morfismos. Denotados por letras minisculas;

e Para cada morfismo f de C, ha um objeto X de C chamado de dominio de f e outro

Y chamado de contradominio de f, e denotamos por f: X — Y ou X Iy ;

e Lei de Composicao: Para quaisquer morfismos f : X — Y eqg:Y — Z, existe

um morfismo go f : X — Z, chamado de composicao de g e f, satisfazendo:

(hog)o f=ho(gof)
para quaisquer morfismos f, g e h cujas composicoes acima estao bem definidas;

e Identidade: Para cada objeto X existe um morfismo Idy : X — X chamado de

identidade que satisfaz
foldx=f e Idyog=yg

para quaisquer morfismos f e g cujas composi¢oes acima estao bem definidas.
Para um objeto X de uma categoria C, denotaremos X € C. Além disso, para

quaisquer X,Y € C denotaremos por Homg(X,Y) a colecdo de todos os morfismos de X

para Y, e denotaremos f € Hom¢(X,Y'), para um morfismo f: X — Y.
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Definicao 1.1.2. Dados objetos X e Y de uma categoria C, dizemos que um morfismo

f: X —Y ¢ um isomorfismo quando existe um morfismo g :Y — X tal que
gof=Idxy e fog=Idy.
Denotamos f1 =g eqg ! :=f.

Definicao 1.1.3. Dados objetos X e Y de uma categoria C, dizemos que X € isomorfo

a'Y quando existe um isomorfismo f : X — Y, e denotamos por X =Y.

Observagao 1.1.4. = como definido acima é uma relagao de equivaléncia.

Definigao 1.1.5. Uma subcategoria D de uma categoria C € uma categoria tal que todos
0s objetos e morfismos de D sdo também objetos e morfismos de C. Além disso, os

morfismos identidade e a lei composi¢cao de D sao os mesmos de C.
Definigao 1.1.6. Dadas categorias C e D, um funtor (covariante) F de C para D consiste
de:

e Um objeto F(X) € D para cada objeto X € C;

e Um morfismo F(f) : F(X) — F(Y) de D para cada morfismo f: X — Y deC.

Satisfazendo as sequintes propriedades:

e F(Idx) = Idrx), para todo objeto X de C;

e F(go f)=F(g)oF(f), para quaisquer morfismos componiveis de C.

Denotamos F : C — D, e dizemos que C é o dominio e D € o contradominio do funtor

F.

Proposicao 1.1.7. Sejam F : C — D um funtor, e X eY objetos de C tais que X =Y.
Entao, F(X) = F(Y).

Exemplo 1.1.8. Dada uma categoria C, definimos o funtor Ide : C — C (identidade)
por Ide(X) = X e lde(f) = f, para todo objeto X e morfismo f de C.

Exemplo 1.1.9. Dados funtores F :C — D e G : D — &, a composi¢cao de G com F
¢ o funtor Go F : C — & definido pela aplicacao sucessiva de F e G.

Definicao 1.1.10. Dado um funtor F : C — D, dizemos que F € essencialmente
sobrejetor quando para todo objeto Y de D, existe um objeto X de C tal que F(X) =Y.

Definicao 1.1.11. Dado um funtor F : C — D, dizemos que F € plenamente fiel
quando para quaisquer objetos XY € C, F estabelece uma bijecio entre Home(X,Y) e

Homp(F(X), F(Y)).
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Definicao 1.1.12. Dados funtores F,G : C — D, uma transformagcao natural ¢ : F —

G € uma colecao de morfismos
{ox : F(X) — G(X)}xec

em D tal que para quaisquer X, Y € C e morfismo f: X — Y o diagrama comuta:

F(X) -2 g(X)
f(f)l lg(f)
FY) -2 g(v)
1sto €,

G(f) o dx = ¢y o F(f).

Definicao 1.1.13. Dados funtores F,G : C — D, dizemos que uma transformac¢ao
natural ¢ : F — G € uwm isomorfismo natural quando o morfismo ¢x : F(X) — G(X)

¢ um isomorfismo em D, para todo X € C.

Definicao 1.1.14. Dados funtores F,G : C — D, dizemos que F ¢é equivalente a G

quando existe um isomorfismo natural ¢ : F — G, e denotamos F ~ G.
Observagao 1.1.15. = como definido acima € uma relagao de equivaléncia.

Definicao 1.1.16. Dadas categorias C e D, dizemos que C e D sao equivalentes quando

existem funtores

F:C—D e G:D—C

tais que
FoGwIdp e GoF~Ide.

Teorema 1.1.17. Se F : C — D € um funtor essencialmente sobrejetor e plenamente

fiel, entao C e D sao equivalentes.

Demonstragao. Defina G : D — C nos objetos como segue: para cada Y € D, G(Y) :=
X, para algum X € C tal que F(X) =2 Y, que existe pois F é essencialmente sobrejetor,
e denote o isomorfismo por ¢y : Y — F(X).

Seja f : Y — Y’ um morfismo de D, X = G(Y) e X' = G(Y'). Assim,
dyr o f o ¢yt € Homp(F(X), F(X')). Como F é plenamente fiel, exite um tnico f' €
Home (X, X') tal que F(f') = ¢y o f o ¢3'. Defina G nos morfismos por G(f) = f.

Mostraremos que G é funtor.

Claramente, G(f) € Home(G(Y),G(Y")). Além disso,

.F(Id;) == (by e} Idy O(Zﬁ;/l = Idy .
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Como F é bijetor em Home(G(Y),G(Y)) e F preserva composigao, temos que Idy, =
Idg(yy. Portanto, G(Idy) = Idy = Idgy).

Para mosfismos f € Homp(Y,Y”) e g € Homp(Y”, Y"), temos que
F((go f))=dyrogo fody!
:¢Yuogo¢;,,1o¢y/ofo¢;,l
= F(g) o F(f)
=F(g' o f),
e como F ¢ plenamente fiel, temos que (go f)' = ¢' o f', ou seja, G(go f) = G(g) o G(f).
Portanto, G é funtor.

Note que, para qualquer Y € D,
FoG(Y)=F(X)=2Y =1Idp(Y).

Defina ¢ = {¢y }yep. Assim, se mostrarmos que ¢ é uma transformacao natural,

ou seja, que o seguinte diagrama comuta

(FoG)(Y) -2 Tdp(Y)

0 | tdn(f)
(FoQ)(Y") o Idp(Y")
Y/
para todo Y, Y € Obj(D) e f € Homp(Y,Y"), teremos que F o G = Idp. Assim,
F(f)=dyr o fogy
= ¢y o F(f')=fody
= ¢y o (FoG)(f) = fooy,

mostrando que ¢ é uma transformacao natural. Entao, F o G &~ Idp. Agora, mostraremos
que G o F = Id¢.

Note que (G o F)(X) = G(F(X)) = X', para algum X' € C, e existe o isomor-
fismo citado anteriormente ¢r(x) : F(X) — F(X'). Como F ¢ plenamente fiel existem
tnicos ¢y e ¢y tais que F(¢x) = ¢orx) e F(Yy) = gb}%X). Assim,

E por F ser plenamente fiel, ¢x: o ¥y — Idx. Analogamente, ¥y o ¢xs = Idx/, e ¢¥xs é

isomorfismo.

Defina ¢ = {¢x: } xec. Mostraremos que ¢ é uma transformagao natural, ou seja,
para quaisquer X,Y € C e f € Homg(X,Y') o diagrama comuta

(G o F)(X) 2% Tde(X)
(QOF)(f)l lldc(f)

(G o F)(Y) -2 1de(Y)



Capitulo 1. Preliminares 13

ou seja, o seguinte diagrama comuta

X/ ¢X’
(GoF) (f)l lf
Yy

Note que pela forma que definimos a a¢do de G nos morfismos temos que G(F(f)) é o

tnico morfismo em Home (X, Y) tal que

F(G(F() = drory o F(f) 0 drixy
= F(ihy) o F(f) o F(vox) ™
(f

F(y) o F(f) o F(vx')
F(Wyi) o F(f) o F(txr)
(7vZ)Y’ o fox).

E como F é plenamente fiel, F é injetora em Home(X,Y), entdao G(F(f)) = ¢y o f oty
Assim, 1y 0 G(F(f)) = f oy e o diagrama comuta. Entao, G o F & Id¢. Portanto, C

e D sao equivalentes. [ |

Este Teorema sera fundamental nesta monografia. Posteriormente, construiremos
um funtor essencialmente sobrejetor e plenamente fiel da categoria dos fibrados vetoriais
reais sobre um X compacto e Hausdorff para os C'(X)-médulos projetivos e finitamente

gerados. Ou seja, concluiremos que essas duas categorias sao equivalentes.

1.2 Alguns resultados topoldgicos

Os objetivos deste capitulo sao: estabelecer que os teoremas que veremos mais
adiante, que usam como hipdtese que X ¢é normal, valem para quando X é compacto e
Hausdorff, apresentar resultados topolégicos que serao usados mais adiante e introduzir
o espago métrico das matrizes (que serd 1til posteriormente). Ao leitor interessado no
assunto, fica como referéncia (WILLARD) 2004).

Seja X um espaco topoldgico, para cada F C X, os simbolos Up, Vi e Wp
denotam abertos que contém F. Caso F' = {z}, U, := Uy,y. Além disso, C'(X) denota o

anel de fungoes continuas de X para R.

Definigao 1.2.1. Uma cobertura aberta (fechada) C' de um espago topoldgico X € uma

colegio de abertos (fechados) cuja uniao € igual a X. Dizemos que C' cobre X .

Definicao 1.2.2. Uma subcobertura C' de uma cobertura aberta C' de um espaco to-

poldgico X € um subconjunto de C tal que C' cobre X .
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Definicao 1.2.3. Dizemos que um espaco topologico X € compacto quando toda cobertura

aberta de X admite uma subcobertura finita.

Definicao 1.2.4. Um espaco topologico X ¢ dito Hausdorft quando para quaisquer x,y €

X, com x # y, existem U, e U, tais que
U.nu, =0.

Definicao 1.2.5. Um espaco topologico X € dito reqular quando para quaisquer F C X
fechado e y € X tal que y ¢ F, existem U, e Up tais que

U,NUp = 0.

Definicao 1.2.6. Um espaco topolégico X € dito normal quando para quaisquer fechados

disjuntos F,G C X, existem Up e Ug tais que
UprNUg = 0.

Definicao 1.2.7. Seja C uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que C é localmente
finita se, para todo x € X, existe uma vizinhanc¢a aberta U, de x que intersecta apenas

uma quantidade finita de elementos de C.

Proposicao 1.2.8. Se {U;}icr € uma familia localmente finita, entdo U U, = UE
iel i€l

Demonstracao. Sabemos que UE - U U;. Agora, mostraremos a outra inclusao. Seja
iel iel
T € UUZ" entao para qualquer U,, temos que U, N UUi # (). Como {U;}ie; é uma
iel
familia localmente finita, existe V,, que intersecta apenas um numero finito de U;’s. Além

disso, como x € U U;, qualquer W, intersecta pelo menos um niumero finito de U;’s.

ou seja, qualquer vizinhanca de z intersecta Uy,...,U,. Entao, x € U;UlU,U...U, =
Uiu..uT, C|JU. |
iel

Proposicao 1.2.9. Seja X um espaco topologico compacto e Hausdorff. Entdo, X €

normal.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que X ¢é regular, para entao, com esse

resultado, mostrar que X é normal.

Seja F' C X fechado e y € X tal que y ¢ F. Como X é Hausdorff, para

qualquer x € F existe U, tal que y ¢ U,, logo, y ¢ U U,. Além disso, temos que

zeF
C ={{U,}ser, X — F} cobre X. Como X é compacto, tomando uma subcobertura finita

de C" de C, temos que C’ é localmente finita.
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Seja C" = {U, € C'" : U, N F # (}. Obviamente, F C U U,. Assim,

UzeC”

U Tc T ey¢ |J Ui Pela Proposicio [1.2.8 y ¢ U U, U U,.
UseC” zeF UyeC” ecr ecr
Portanto, existe U, tal que U, N U U, =10, ou seja, X é regular.

UyeC

Sejam F,G C X fechados disjuntos. Como X é regular, para qualquer y € G,

existem U, Ur disjuntos. Assim, ' C X —( U Vy), em que cada U, satisfaz a propriedade

yeG
citada. Seja C' = {{U,}yeq, X — G} cobertura aberta de X. Como X é compacto, tome

uma subcobertura finita C* de C. Seja ¢" = {U, € C' : U, NG # 0}, que cobre
G. Assim, U ﬁy - U Vy e, pela Proposicao [1.2.8, U U U , temos que

Uyec” yeG Uyec Uyec”

U U, C U U,,dal F C X —( U U,). Portanto, existe Up tal que UpN U U, = 0.
U,ec” yea U,ec Uyec”
Logo, X é normal. ]

Definigao 1.2.10. Sejam {Y;}ic; espagos topoldgicos, com I finito. Definimos o espago

produto HY; com a menor topologia que faz com que as funcoes de projecao nos espagos
i€l
coordenados sejam continuas.

Proposicao 1.2.11. Sejam X e Y espacos topologicos e fi,...,f, : X — Y funcoes.
Entio, a fungio (fi, ..., f.): X — [V, dada por (fi, ... f) () = (W), fa(®)),

i=1
¢ continua se, e somente se, cada f; € continua.

Definigao 1.2.12. Seja {U;}icr uma cobertura aberta de um espaco topoldgico X. Um
conjunto de funcgoes continuas {¢; : X — [0,1]};e; € chamado particao da unidade

subordinada a {U,;}ic; quando para qualquer x € X :

e Apenas um nimero finito de ¢;(x) sdo nao nulas,

e Y dilz)=1,

i€l

e Para todo i € I, o suporte suppg; = {x € X : ¢;(z) # 0} C U;.

Lema 1.2.13 (Lema de Urysohn). Se X € normal e A, B C X sdo fechados disjuntos,
entao existe

FiX —[0,1]
continua, tal que

f|A:O € f|B:1

Proposicao 1.2.14. Seja X um espago topoldgico Compacto e Hausdorff e {U;}; uma
cobertura aberta finita de X. Entao, existe uma cobertura aberta {V;}; de X, tal que para

cada i, V; C U;.
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Proposicao 1.2.15. Toda cobertura aberta finita de um espaco topologico compacto e

Hausdorff possui uma particao da unidade subordinada a ela.

Demonstracao. Seja {U;}! uma cobertura aberta finita de um espago topoldgico compacto
e Hausdorff X. Pela Proposi¢ao , existe uma cobertura aberta {V;};, de X tal que
V, C U;, para cada i. Como X é normal e V; e X — U, sdo fechados disjuntos, existe W;
aberto tal que V; C W, C W, C U;. Assim, {W;}; é uma cobertura aberta de X. Pelo
Lema de Urysohn, existe ¢; : X — [0, 1] continua tal que 1|z = 1 e ¢|x_w, = 0. Entao,
suppy; € W; C Us.

Vi

Defina ¢; : X — [0,1] por ¢; = Z”—W para todo ¢ = 1,...,n. Para cada
j=1¥J

x € X, existe V; tal que z € Vj, ou seja, ;(z) =1e ij(x) > (0. Assim, ¢; estd bem
j=1

n

definida. Mostremos que {¢;}; ¢ uma particao da unidade subordinada a {U;};.

Cada ¢; é continua por ser composicao de continuas. Claramente, um nimero

finito de ¢;(z) sdo nao nulas. Além disso, para qualquer x € X,

- () = - Yi() o 2itilw)
2.4 =2 <z;;1 wj@s)) TR

i

Para cada i, suppg; = suppy; C U;. Portanto, {¢;} é uma particio da unidade subordi-
nada a {U;},. |

Proposicao 1.2.16. Seja X compacto e Hausdorff, {¢;}i uma parti¢ao da unidade su-
bordinada a uma cobertura aberta finita {U;}; de X, e para cada i, seja f; : X — R nula

fora de U; e continua em U;. Entao,
f: X — R dada por f(x)= Zgzﬁ,(x)fz(x)
¢ continua.

Demonstragao. Primeiro, mostremos que a fungao (¢ f;)(z) = ¢i(x) fi(z) é continua. Sa-
bemos que f; e ¢; sao continuas em U;. Assim, ¢;f; é continua em U;. Nos resta mostrar

que também sera continua em X — Uj.

Sejax € X —U; e e > 0. Como X — suppg; é aberto, existe U, C X — suppa;.
Assim, para qualquer y € U,,

|9:(y) fi(y) — ¢i(z) fi(z)| = |pa(y) fily) = O =10 fi(y)| =0 <e.

Entao, ¢;f; é continua em X — U;. Portanto, ¢;f; é continua.

Como f é soma de continuas, temos que f é continua. [ |
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Teorema 1.2.17 (Teorema da colagem de fungoes continuas versao fechados). Sejam X
e'Y espacos topologicos, Ay e Ay fechados de X tais que Ay U Ay = X. Se

fi:Ai —Y e fo:A —Y
sao continuas, tais que fi|a,na, = f2|a,na,, entao
f: X —Y, f(z):=fi(x) paraze i
é continua.

Observacao 1.2.18. A classe de todos os espacos topologicos forma uma categoria, usu-
almente denotada por Top. Nesta categoria os objetos sao 0s proprios espagos topologicos,
0s morfismos sao as funcoes continuas e os isomorfismos sao chamados de homeomorfis-

mos.

1.2.1 O espaco das matrizes

Agora, introduziremos o espaco vetorial normado das matrizes de tamanho m xn
de coeficientes reais, denotado por M, ,(R). As proposicoes a seguir serdo fundamentais

na Secao 2.1.

Definiremos a norma usual em M,, ,(R). Dada uma matriz A = [a;;;; € M, n(R),

sua Norma de Frobenius, denotada por ||Al|r, é definida como:

Assim, M, ,(R) é um espago topolégico com a topologia induzida pela norma de

Frobenius.

Proposicao 1.2.19. Sejam X um espago topoldgico e a;j : X —+ R fungoes. Entdo, a
funcio A : X — M, ,,(R) dada por A(y) = [a;;(y)]i; € continua se, e somente se, cada
a;; € continua.

s

Proposicao 1.2.20. Para cada n € N, a func¢ao determinante, definida em M, (R), é

continua.

Definigao 1.2.21. Dada uma matriz A € M, (R), com n > 2, por matriz adjunta cldssica
de A entende-se a matriz adj(A) € M,(R) dada pela transposta da matriz dos cofatores
de A, isto ¢,

Ay Ay Ay

A, A A,
adj(4)= | 70 1

Al,n 1212,71 An,n
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em que A;; = (—1)"7 det(A; ;) e A;; € obtida removendo a i-ésima linha e j-ésima coluna
de A.

Proposicao 1.2.22. Para qualquer A € M,(R), comn > 2, se A € invertivel entao

1 :
= madJ(A).

Proposicao 1.2.23. A funcao adj: M, (R) — M, (R), dada por A —adj(A), € continua.
Proposicao 1.2.24. Seja X um espago topologico e A : X — GL(n,R) uma fung¢do

continua, em que GL(n,R) representa as matrizes n xn de coeficientes reais e invertiveis.
Entio, A~ : X — GL(n,R) dada por A~ (y) é continua.

Demonstragdo. Pela Proposiciol|l.2.22, A~ (y) = adj(A(y)), e pelas Proposigoes

det(A(y))
11.2.20| e [1.2.23], temos que A~'(y) é continua. [

Proposicao 1.2.25. Para quaisquer m,n € N, a fungdo que leva uma matriz de M, ,(R)

em sua transposta € continua.

Proposicao 1.2.26. Para quaisquer m,n,k € N, o produto de matrizes, que atua em

M n(R) x M, x(R), € uma fun¢io continua.

Proposicao 1.2.27. Toda funcgao que extrai de uma matriz em M, ,(R) uma submatriz

de linhas e colunas pré-fizadas € continua.

Proposicao 1.2.28. A fun¢ao posto: M, ,(R) — N, dada pelo posto de uma matriz
em M, ,(R), é semicontinua inferiormente, isto €, para qualquer A € My, ,(R), eziste

Ua tal que para qualquer B € Uy, posto(B) > posto(A).
Demonstragao. Seja A € M, ,(R) tal que posto(A) = k. Entdo, existe uma submatriz

A" de A de tamanho k x k com det(A") # 0.
Pelas Proposicoes [1.2.20] e [1.2.27], a funcao determinante e a funcao que extrai a

submatriz correspondente sao continuas. Assim, existe uma vizinhanca de A onde o deter-

minante da submatriz correspondente permanece nao nulo. Ou seja, o posto de qualquer
matriz nessa vizinhanca é pelo menos k. Entao, para qualquer matriz B nessa vizinhanca,

posto(B) > k = posto(A). Portanto, a funcdo posto é semicontinua inferiormente. [

1.3 R-mddulos

Nesta secao, faremos uma breve introducao a teoria de R-modulos. Ao leitor

interessado no assunto, sugerimos como referéncia (MILIES| 1972).
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Definigao 1.3.1. Seja R um anel com unidade. Um R-moédulo (unital) a esquerda M

consiste em um grupo abeliano (M, +) e uma operagao
tRXx M — M,
satisfazendo, para quaisquer m,n € M er,s € R, as sequintes propriedades:
r-(m4n)=r-m+r-n,
(r+s)-m=r-m+s-m,

(rs) - m=r-(s-m),

g -m=m.
A definicao de R-modulo a direita é analoga. A partir de agora, consideraremos apenas
R-médulos a esquerda.

Definicao 1.3.2. Dados R-maodulos M e N, um R-morfismo f : M — N € uma func¢ao

tal que, para quaisquer m,n € M er € R,
fm+n)=f(m)+ f(n), e f(r-m)=r-f(m).

Seja R um anel, gp M é a categoria dos R-mdédulos com os morfismos definidos
acima. E, assim como na categoria dos grupos, anéis e espagos vetoriais, basta que um

morfismo seja bijetor para estabelecer um isomorfismo.

Definigao 1.3.3. Dado R-mddulo M, um subconjunto N # () de M ¢ um submodulo de
M quando para quaisquer m,n € N er € R, m+né& N ern € N.

Proposicao 1.3.4. Seja M um R-mddulo e I um ideal de R. Entao, IM, definido por

combinacgoes lineares de elementos de M com coeficientes em I, € um submodulo de M.

Definicao 1.3.5. Dado N um submddulo de um R-mddulo M, definimos o médulo quo-

ciente M /N como o conjunto dos conjuntos da forma
m+N:={m+n:neN} meM,
com as operacoes definidas por

(m+N)+(n+N):=(m+n)+N, mmneM

r(m+ N):=rm+ N, re€R.

Denotamos m :=m + N. Note que a projecao canonica
7: M — M/N, x(m):=m,

¢ um R-morfismo.
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Definicao 1.3.6. Dado R-mddulo M e S C M, dizemos que S € linearmente indepen-
dente (L.I.) se, para quaisquer sy,...,s, € S ery,...,m, € R, a igualdade

7“181+“’+7”n8n:OM
implica que ry = --- =r, = 0g.

Definicao 1.3.7. Um R-mddulo M € dito livre quando existe um subconjunto S C M
linearmente independente que gera M, ou seja, para qualquer m € M, existemry,..., 1, €
R esy,...,s, €8S tais que

m=ris1+ -+ 1,5,

Definicao 1.3.8. Dizemos que um R-mddulo M € finitamente gerado quando existem

mi,...,my € M tais que para qualquer m € M existem ry,...,r, € R tais que
m=rmi+...+1r,My.

Defini¢ao 1.3.9. Dados R-mddulos M e N. Definimos sua soma direta (externa) pelo
R-mddulo M & N, constituido por M x N com as operagoes definidas componente a
componente. Além disso, dizemos que M e N (e os R-mddulos isomorfos a eles) sao
somando diretos de M & N.

Definicao 1.3.10. Dizemos que um R-mdodulo P € projetivo se existe um R-maddulo livre
F e um R-mddulo K tais que F = P & K.

Note que os R-médulos projetivos e finitamente gerados formam uma subcatego-
ria de g M.

Proposicao 1.3.11. Os R-mddulos R" := @ R, em que n € N, sao livres, projetivos e

1
finitamente gerados.

Proposicao 1.3.12. Isomorfismo de R-mddulos preserva projetividade, geracdo finita e

a propriedade de ser livre.

Proposicao 1.3.13. Todo somando direto de R-mddulo projetivo finitamente gerado é

projetivo e finitamente gerado.

Proposicao 1.3.14. Se P € um R-mddulo projetivo e finitamente gerado (n geradores),

entao P é somando direto de R".

Proposicao 1.3.15. Seja N um somando direto de um R-mddulo M. Entao, existe um

R-morfismo idempotente ¢ : M — M tal que

im¢o = N.
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Teorema 1.3.16 (Teorema do isomorfismo). Seja f : M — N um R-morfismo. Entdo,

existe um unico R-isomorfismo ¢ : M/ ker f — im f tal que o diagrama comuta

M—>1mf

e

M/ ker f
Em particular, M/ ker f = im f.

Proposicao 1.3.17. Sejam f : M — N um R-morfismo e Q um submddulo de M

contido em ker f. Entdo, existe um unico R-morfismo f tal que o diagrama comuta

M—L N

7

M/Q
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2 Fibrados vetoriais

2.1 Introducao

O objetivo desta secao é introduzir a categoria dos fibrados vetoriais, com foco
em secoes e morfismos, e apresentar resultados que serao utilizados frequentemente no
decorrer desta monografia. Ao leitor interessado na Teoria de Fibrados, sugerimos como
referéncia (LEE, 2013). A fim de facilitar as notagoes, denotaremos 7; e 7o como as

projecoes na primeira e segunda entrada, respectivamente, independente do dominio.

Definicao 2.1.1. Um fibrado vetorial real sobre um espaco topoldgico consiste de um
espaco topologico &, chamado espaco total, um espaco topdlogico X, chamado de espacgo

base, e uma fungao continua sobrejetora
T € — X,
chamada de projecao, tais que:
e Para cada v € X, 7 (x) é um espago vetorial de dimensdo finita sobre R, o qual
chamaremos de fibra sobre x, e denotaremos por F, ou F,(§).
e Para qualquer x € X, existem n € NU {0}, U, e um homeomorfismo
¢: 7 Y U,) — U, x R,

chamado de trivializagao local em = (ou sobre U,), tal que para cada y € U,, a
restri¢ao ¢|p, € um isomorfismo entre a fibra F, e {y} xR". Além disso, m = m 0.

Ou seja, o sequinte diagrama comuta

Y U,) —25 U, x R"
L
U

Observagao 2.1.2. Note que pela defini¢ao acima, a dimensao das fibras de um fibrado
vetorial € localmente constante, ou seja, quando X € conexo, a dimensdo das fibras €

constante.

Adotaremos, por conveniéncia, algumas simplificagoes. Escreveremos apenas
fibrado vetorial e denotaremos cada fibrado por seu espago total. Salvo mencao em
contrario, X denotara sempre o espago base, e m ou m¢ (com relagao ao fibrado &) deno-

tarao sempre a projecao.
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Exemplo 2.1.3. { = X x R" com a projecio m(x,v) = x € um fibrado vetorial sobre X,

chamado de fibrado vetorial trivial.

Exemplo 2.1.4. O fibrado tangente tem uma variedade diferencidvel M como espaco

base, a uniao dos espagos tangentes U T,.M como espago total, e a projecao dada por
zeM

w(v) =, em que v € T, M.

Exemplo 2.1.5. A faiza de Mobius tem S' como espaco base, espaco total dado por
([0,1] x R)/ ~ com a sequinte relagdo de equivaléncia: (0,v) ~ (1, —v), para todo v € R.
A projecao € dada por w(t,v) = f(t), em que f € o homeomorfismo entre [0,1]/ ~, com
0~1, eSh

Definicao 2.1.6. Dados & e n fibrados vetoriais sobre o mesmo espaco base X, um mor-
fismo f de & para n € uma funcgao continua f : & — n tal que T, o f = m¢, e para cada

r € X, arestricio f|p, e : Fu(§) — Fu(n) € uma transformacao linear.

Desta forma, podemos estabelecer a categoria dos fibrados vetoriais sobre X. Em
que os objetos sao os fibrados vetoriais sobre X, e os morfismos sao os morfismos definidos

acima.

Proposicao 2.1.7. Seja ¢ : 7' (U,) — U, x R™ uma trivializagio local de um fibrado
vetorial & em x. Entdo, para qualquer V, C U,, ¢ : 7 (V) — Vi, x R", em que

Y = @lr1(v,), € uma trivializagdo local em x.

Demonstracao. Precisamos verificar que v satisfaz todas as propriedades de uma trivia-

lizacao local de £ em .

Como ¢ = ¢|-1(,), temos que m 0 = T © P|-1(y,) = 7. Agora, mostraremos
que ¢ : 75 (V,) — Vi x R" estd bem definida. Seja v € 7 1(V}), entdo 7(v) € V,. E
como 71 0 P(v) = m 0 p(v) = w(v), temos que Y(v) € V, x R", e ¢ estd bem definida.

Seja (y,v) € V, x R" C U, x R". Assim, (y,v) € U, x R". Visto que ¢ é uma
bijecdo (e, portanto, sobrejetora), existe um tnico w € 7 ' (U,) tal que ¢(v) = (y,w).
Para este w, temos que w(w) = m(o(w)) = m(y,v) = y. Como y € V,, segue que
w € 7 (V). Logo, w pertence ao dominio de ¥ e ¥(w) = ¢(w) = (y,v). Portanto, 1 é

sobrejetora.

Como ¢ é a restricao de um homeomorfismo, ¥ é um homeomorfismo. Final-

mente, para qualquer y € V,, ¢|p, = ¢|r, ¢ um isomorfismo linear.

Concluimos que 9 é uma trivializacao local sobre V. |

Proposicao 2.1.8. Seja f : &€ —> 1 um morfismo de fibrados vetoriais tal que f € um

1somorfismo linear em cada fibra. Entdo, f é um isomorfismo.
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Demonstracdo. Sabemos que a funcao inversa f ! é um isomorfismo em cada fibra. Assim,

s6 nos resta mostrar que f~! é continua.

Seja v € n tal que m,(v) = x. Sabemos que existem vizinhancas de = que
satisfazem a trivializacao local com relacao a £ e 1. Seja U, a interseccao de ambas
as vizinhancas. Assim, pela Proposicao [2.1.7] existem trivializagoes locais de ambos os

fibrados sobre U,. Mostraremos que f~' é continua em T, Y(U,).

Seja ¢ : m (Uy) — Uy x R™ e p : m ' (Uy) — Uy, X R™ as trivializagoes citadas
(os naturais sdo os mesmos pois f é isomorfismo nas fibras). Assim, temos o seguinte

diagrama

U, x R" U, x R"

Como em cada fibra, ¥ o f o ¢! é uma transformacao linear, podemos definir a funcao
y — M(y), em que M(y) é a matriz que representa ¢ o f o ¢ em {y} x R" com relagao as
bases candnicas. Assim, temos que ¥(f(¢~(y,u)) = (y, M(y) - u).

Seja e; um vetor da base canonica de R". Note que y + ¥(f(¢ " (y,e;))) =
B(F(615(9)))) ¢ continua, em que () = (y,e;). Além disso, $(F(6™(y,e;)) =
(y, M(y) - ¢j) e pela Proposicao [I.2.11] M(y) - e; é continua. Note que M(y) - e; ¢ a j-
ésima coluna de M(y) e novamente pela Proposic¢ao cada M;;(y) é continua. Pela
Proposigao [1.2.19] y — M(y) é continua.

Como f é um isomorfismo nas fibras, temos que 1) o f o ¢! serd um isomorfismo
nas fibras. Entdo, M(y) é inversivel e pela Proposicao [1.2.24] y — M~'(y) é continua.
Assim, como o(f (¥ (y,u)) = (y, M (y) - u), temos que ¢ o f~' o9y~ é continua.

Entéo, ¢ ' ogo floy o = f7 é continua em m, ' (U,). Logo, f' é continua.

Portanto, f é um isomorfismo de fibrados vetoriais. ]

Definigao 2.1.9. Um subfibrado vetorial n de um fibrado vetorial £ € um subconjunto
n C & que com a restri¢io da proje¢ao wl, € um fibrado vetorial sobre o mesmo espaco

base.

Observacao 2.1.10. A restricao de um morfismo de fibrados vetoriais a um subfibrado

¢ também um morfismo de fibrados vetoriais.

Definicao 2.1.11. Dado um morfismo entre fibrados vetoriais f : & — n, o ntcleo
(kernel) de f é o conjunto de elementos de & que sao levados por f no vetor nulo de sua

respectiva fibra. Denotaremos tal conjunto por ker f.

Proposicao 2.1.12. Um morfismo de fibrados vetoriais f : & — n € injetor se, e

somente se, f restrita a cada fibra de & € injetora.
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Demonstracao. Suponha que f é injetora. Para cada x € X, f restrita a F,(§) é injetora,

pois é restricao de uma funcao injetora.

Considere 7¢ e 7, as projecoes de £ e 1, respectivamente. Suponha que para cada

r € X, f|r, () ¢ injetora. Sejam w,v € § tais que f(u) = f(v). Entao,

Assim, u e v estao na mesma fibra de £. E, como f restrita a esta fibra é injetora, segue

que u = v. Portanto, f ¢ injetora. ]

2.1.1 Secoes

Agora, apresentaremos o conceito de secao de um fibrado vetorial. Na pratica,

uma se¢ao consiste em escolher localmente um vetor de cada fibra de forma continua.

Definicao 2.1.13. Dado um fibrado vetorial & e Y C X, uma secao s de & sobre Y €
uma funcao continua s : Y — £ que leva cada elemento de'Y em sua respectiva fibra, ou

seja, mo s = Idy.

Dizemos que s é uma secao global caso seja definida sobre X. E, caso s seja uma

secao sobre um aberto, dizemos que s é uma secao local.

Proposicao 2.1.14. Seja ( = X X R"™ um fibrado vetorial trivial. Entao, qualquer se¢ao
de ¢ sobre Y C X € da forma (I1dy, fi1,..., fn), em que cada f; € C(Y).

Demonstragao. Seja s uma secao de ¢ sobre Y C X. Para qualquer z € Y, temos que

8(1’) = (y>a17 s 7@71) € X x Rn, para algum Yy < X.

Assim, z = 7(s(z)) = 7(y,a1,...,a,) =y. Ouseja, y = x e s é da forma

(Idy, f1,--.. fa),

em que cada f; é uma funcao de Y para R. Como s é continua, pela Proposicao [1.2.11]
temos que fi,..., fn € C(X), e o resultado segue. |

Exemplo 2.1.15. Para toda secio global s da faiza de Mobius, existe x € S' tal que

Exemplo 2.1.16. Seja M uma variedade diferencidvel. Todo campo vetorial X : M —

U T.M € uma secao do fibrado tangente de M.
zeM
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Como vemos em Algebra Linear, é possivel construir bases em espacos de di-
mensao finita. Na proxima proposicao, faremos o mesmo localmente para as fibras de
um fibrado vetorial, garantindo que as bases escolhidas variem continuamente ao longo

de uma vizinhanca de um ponto do espago base.

Proposicao 2.1.17. Seja & um fibrado vetorial, x € X e U, que garanta a trivializagao
local em x. Entao, existem segoes si,...,S, de & sobre U, tais que para qualquer y € Uy,
{s1(y),...,sn(y)} € uma base para F,. Tal conjunto de se¢oes {s1,...,s,} € chamado de

uma base local de & sobre U,.

Demonstragio. Seja ¢ : 71 (U,) — U, x R™, uma trivializacdo local de ¢ em .

Seja {eq,...,e,} a base candnica de R". Definimos as aplicagoes
S; - Ux — ﬂ-il(Ux)a Sl(y) = ¢71(y7 ei)'

Primeiro, mostremos que sy, ..., s, sao secoes de £ sobre U,.

Cada s; é continua, pois é a composicao de fungoes continuas (a inclusao y +—
(y,e;) e ¢~ 1). Além disso, como (y,¢e;) € {y} x R" e ¢! estabelece um isomorfismo entre
{y} x R" e F,, temos que ¢ '(y,e;) € F,. Logo,

m(si(y)) = 7T(¢_1(1/7 62‘)) =Y.

Portanto, si,...,s, sao secoes de & sobre U,. Agora, mostremos que para cada y € U,,
{51(y),...,sn(y)} é uma base de F,. Fixemos um y € U,. Seja v € F,. Como ¢|f, é

um isomorfismo entre F, e {y} x R", existe um tnico w € R" tal que ¢(v) = (y,w), ou

n

seja, v = ¢ (y,w). Como {e;} é uma base de R", podemos escrever w = Zaiei para
i=1

escalares aq, ...,a, € R. Pela linearidade da bijecao gz5|;,y1 : R" — F},, temos:

U= ¢_1(y7 U})
= ¢—1 (% z”: ai€i>
i=1
=Y ) = Y asy).
i=1

=1

Logo, {s1(¥), ..., sn(y)} gera o espaco F,. Para a independéncia linear, sejam ay, ..., a, €
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R e suponha que Z a;i5;(y) = Op,. Assim,

i=1

Op, = Z a;s;(y)

E como ¢|z! é injetora
F, )

<y7zai6i) = (¥, On).

=1

n

Isso implica que Z&iei = Ogn. Como {ey,...,e,} é uma base de R", seus vetores sao
i=1

linearmente independentes, e portanto, a; = ag = -+ = a,, = 0. Assim, {s1(y),...,sn(y)}

¢ um conjunto linearmente independente e, como também gera Fj, é uma base para

F |

Y-

Agora, iremos trabalhar o conceito de soma direta em fibrados vetoriais sobre o
mesmo espago base, que serd til para mostrarmos que combinagoes lineares de segoes sao

secoes, em que os coeficientes sao fungoes continuas do espaco base para os reais.

Definicao 2.1.18. Sejam & e n fibrados vetoriais sobre X. A soma direta @ n € definida
por

Edn={(e1,e2) € xm:meler) = myle2)},
em que £ dn € equipado com a topologia induzida pela topologia produto de & x n. A
projecao € dada por

m:6@n— X, (e, e) =me(er) =m,(ez).

Proposicao 2.1.19. £ &n é um fibrado vetorial sobre X.
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Demonstragao. Note que m = m¢ o m;. Assim, 7 é continua e sobrejetora, pois é a com-

posicao de continuas e sobrejetoras. Além disso, para qualquer z € X,
Fy(§@n) =7""(z)
= {(61, 62) € 5 Dn: 7T(€1,62) = ‘CE}
={(e1,e2) € & xm:7e(er) = my(e) = x}
={e1 €& me(er) =a} x {exg €n:myles) =}

= F,(§) @ F.(n).

Como F, (&) e F,(n) sao espagos vetoriais de dimensao finita sobre R, seu produto F, (£®n)

também é um espaco vetorial de dimensao finita sobre R.

Sejam x € X, e V,, W, os abertos que garantem as trivializacoes locais para
¢ e n, respectivamente. Tome U, = V, N W,. Pela Proposigao [2.1.7, podemos obter

trivializacoes locais ¢¢ e ¢, sobre U, de { e 7, respectivamente.
Para qualquer u = (e1,e3) € m '(U,), existe um y € U, tal que e; € F,(£) e
ey € Fy(n). Usando as trivializages locais, podemos escrever
61:¢gl(yav) € 62:¢;1(yaw)7
para tnicos v € R",w € R™. Assim, u = (qﬁgl(y, v), qﬁ;l(y,w)).

Definimos a trivializacdo local em x por ¢ : 7~ H(U,) — U, x (R” x R™), em que
¢(U) = gb(el, 62) = ¢<¢§_1(y7 U)) ¢771(y7 U})) = (ya (U7 w))

Assim, ¢ = (1 0 ¢¢ 0 7y, (Mo © e 0 Ty, T2 © Py © 7).

Verifiquemos que ¢ satisfaz as condicoes de trivializacao local em z. A comuta-

tividade m o ¢ = 7 é satisfeita, pois para u = (gbgl(y, v), qb;l(y, w)), temos que

m(p(u) = m(y, (v,w)) =y = me(¢g  (y,v)) = 7(w).
Ou seja, m 0 ¢ = 7.

Mostremos que ¢ é bijetora.

e Sobrejetividade: Para qualquer (y, (v,w)) € U, x (R" x R™),

(6 (y,v), 0, (y,w)) € Fy(§) @ Fy(n) € 7' (Us)

e é levado por ¢ em (y, (v, w)).

e Injetividade: Suponha que ¢(¢; ' (y,v), 8, (y,w)) = ¢(¢¢ (¥, v"), ¢, (¥, w")).
Entao, (v, (v,w)) = (¢/, (v, w')), o que implica y = ¢/, v = v' e w = w'. Disso
segue que

(b (y,0), 0y (g, w) = (¢ (¢, V), &, (', ).
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Portanto, ¢ é bijetora. Note que

¢~ = (¢! o (m,mom), ¢ o (m,my0my)).

Ou seja, ¢ e ¢~ tem suas componentes continuas, e pela Proposicao|1.2.11} ¢ e ¢! sdo

continuas. Portanto, ¢ é um homeomorfismo.

Finalmente, para qualquer y € U,,
B|F,can) = (U, (T2 0 G¢|p,(e) © T1, T2 © Pyl Ey(m) © T2))-

Como my0¢¢|F, (¢) ¢ isomorfismo linear entre Fy,(§) e R" e w0, |, o) ¢ isomorfismo
entre Fy(n) e R™, temos que (g 0 ¢¢|p,(e) © 71, T2 © G|k, ) © T2) € isomorfismo entre
Fy(&) x Fy(n) = Fy(§®n) e R™™. Assim, ¢|p, ey ¢ isomorfismo entre F, (£ & n) e
{y} x R™™. |

Proposicao 2.1.20. Seja & um fibrado vetorial. As operacoes + : € B & — & dada pela

soma em cada fibra, e - : R x £ — & dada pela acao de R em cada fibra sdo continuas.

Demonstragao. Considere m e e as projecoes dos fibrados £ @ £ e &, respectivamente.
Primeiro, mostraremos que + é continua. Seja (v,w) € £BE, x = w(v, w) e ¢ uma trivia-
lizagao local de £ sobre algum U,. Para provar que + é continua em (v, w), mostraremos

que + é continua em 7' (U,).

Como vimos na Proposicao [2.1.19] a trivializacao local ¢ de £ sobre U, induz

uma trivializagao de £ & £ sobre U,:
o7 YU, = U, x (R" x R")
definida por ®(v, w) = (m¢(v), m2(P(v)), T2 (P(W)).
Considere o seguinte diagrama comutativo:

7 UL) — s 7 ()

J» I
U, x (R* x R") —5 [/, x R”

em que +j,. = ¢po+o® . Seja (y, (v,w)) € U, x (R" x R"™), temos que

¢po+0d)(y, (v,w))
(+(27 (g, (v,w))))
(+(¢7 (Y. v), 07 (y, w)))
(@ (y,0) + 07 (y,w))
(6 (y,0) + oo™ (y,w))

v) + (y, w)
(v +w)).

_HOC(yv (U> w))

(¢
¢
¢
¢
¢
= (v,
= (v,
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Assim, +io¢(y, (v,w)) = (y,v + w). Ou seja, +ioc = (71,7 © Mg + T2 0 ). Como

a soma vetorial em R"™ é continua, temos que +,. é continua.

Como +ioe = po+0d L temos que + = ¢ o410 0P é composicio de continuas,

e portanto, continua.

Assim, + é continua em uma vizinhancga aberta de um ponto arbitrario de seu

dominio. Portanto, + é continua continua.

Agora, mostraremos que - é continua. Seja (A\,v) € R x §, o = 7(v) e ¢ uma
trivializagao local de £ sobre algum U,. Para provar que a aplicacao - é continua em =,

mostraremos que ela é continua em 7 (U,).

Consideremos a restriao -|gx--1(y,) ¢ 0 diagrama comutativo correspondente:

R x 7~ (U,) —— 7 (U,)

lIde lqﬁ

R x (U, x R") —= U, x R"
em que -0 = ¢ oo (idg X @), Seja (A, (y,v)) € R x U, x R™, temos que

toc(A, (1,0)) = ¢ oo (Idg x¢) (A, (y,v))
((Idg x0) (A, (y,0)))))
(Idg x¢™H)(X, (y,0)))))
(Idg(X), ¢

(X0 (y,v)

> >

9

y,v)))
)

~—— Y~ T

Assim,
'loc()‘a (ya U)) - <y7 )‘U)
Ou seja, ‘1oc = (71 0 My, 7 + (M2 0 M), e como a multiplicagao por escalar de R em R" é
continua, temos que -1 é continua. Como - = ¢ ' o - o Idg X ¢, temos que - é composicao

de continuas, e portanto, continua.

Assim, - é continua em uma vizinhanca aberta de um ponto arbitrario de seu

dominio. Portanto, - é continua. [

Proposicao 2.1.21. Sejam si,...,s, secoes locais de um fibrado vetorial sobre U,, e
n

sejam ay, ..., a, : U, — R fungoes continuas. Entao, s = g a;s; também € uma se¢ao

i=1
sobre U,, em que as operacoes sao feitas ponto a ponto.
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Demonstracdao. Primeiro, mostraremos que cada a;s; é secao de sobre U,. Para qualquer
y € Us,

(aisi)(y) = ai(y)si(y) € Fy.
Assim,

m((aisi)(y)) = v

Entao, moa;s; = Idy, .

Note que (a;5:)(y) = ai(y)si(y) = -(ai(y), si(y)) = -((ai,s:)(y)), ou seja, a;s; =
o (aj, s;). E como a; e s; sdo continuas, (a;, s;) é continua, e pela Proposigao [2.1.20 - é
continua. Assim, a;s; € composi¢ao continuas, ou seja, continua. Portanto, cada a;s; é

secao sobre U,.
Para qualquer y € U,, s(y) = Z (a;si)( a;(y ) € F,. Entao, s(y) €
i=1 =1
F,. Assim, 7(s(y)) =y, e mos = Idy,.

3

Agora, mostraremos que a soma de secoes é continua. Sejam t e t' secoes de &

sobre U,. Assim, para qualquer y € U,,

(t+1)(y) = t(y) +t'(y)
= +(t(y). t'(y))
+((t, 1) (y))-
Entao, t +t' = + o (t,t'), ou seja, t +t' é continua. De forma andloga, podemos mostrar

que toda soma finita de secoes é continua, e como s é uma soma finita de secoes, temos

que s ¢é continua. Portanto, s é se¢ao de £ sobre U,. |

Agora, apresentaremos alguns resultados que serao de grande importancia na

proxima subsegao, quando trabalharemos com morfismos entre fibrados vetoriais.

Proposicao 2.1.22. Seja {s1,..., 8.} uma base local de um fibrado vetorial & sobre Uy,

em que U, é um aberto da trivializacao local em x. Entao, qualquer se¢ao s de & sobre

U, pode ser escrita de forma unica como s = E a;s;, em que a; € C(Uy).
i=1

Demonstracao. A prova se divide em dois casos.
Caso 1: A base local é a base da Proposicao

Neste caso, chamaremos {si,...,s,} de base local canénica. Assim, s;(y) =
¢ '(y,e;), para todoi=1,...,n.
Seja s uma segao sobre U,. Para qualquer y € U,, s(y) € F,,. Como {s;(y)}i—; €

n
uma base para Fj, existem tnicos a;(y) € R tais que s( g a;(y . Isso define as
~ =1
funcoes a; : U, — R. Resta mostrar que cada a; é continua.
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Considere a composicao myo¢os: U, — R", em que my é a projecao na segunda
entrada. Essa funcao é continua pois é a composicao de continuas. Mostraremos que

meopos = (a,...,a,), em que (aj,...,a,)(y) = (a1(y),...,a,(y)). Para qualquer
yeUs,

(my0¢os)(y) =m(d(s(y))) = m <¢ < Gi(y)si(y)>>

=1
n

= Z ai(y)gzﬁ(si(y))) (pois ¢ é linear nas fibras)

i=1

= 7 Z ai(y)o(¢~ (y, 6i))>

=2 Z a;(y)(y, €¢)>

i=1

= 7'(‘2(y7 (al(y), cee 7an(y)))
= (a1(y), .-, an(y))
= (al, o ,an)(y).

Assim, my o pos = (ay,...,a,). Pela Proposigao [1.2.11] cada a; é continua.
Caso 2: A base local é uma base qualquer.

Neste caso, denotaremos a base canonica por {s.}. Analogamente ao caso 1,
n

s = E a;s; € nos resta mostrar que cada a; é continua. Cada s; é, por si s6, uma
i=1

secao sobre U,. Pelo caso 1, podemos expressar cada s; na base local candnica {s;} da

trivializacao

si(y) = Z bij (y)s)(y).

Pelo resultado que acabamos de provar, cada b;; é continua em U,. Segue que:

n

s(y) =Y ai(y)si(y)

=1

_ Z ai(y) (Z bij(y)s) (y))
— Z (Z ai(y)sz(y)) 55(y)-

=1

Seja ¢;(y) = Zai(y)bij(y). Entao, s(y) = ch(y)s;(y). Novamente, como s é secao e
i=1 j=1

{57} ¢ a base canénica, o caso 1 nos garante que cada ¢; é continua.
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Assim, temos um sistema de equagoes lineares para as fungoes a;(y). Em forma
matricial, A(y) = [a1(y)...a.(y)], C(y) = [c1(y) ... ca(y)] s@o matrizes linha e B(y) é a

matriz n X n com entradas B(y) = [b;;(y)]i;, a relacao é:

Note que pela Proposigao [1.2.19] y — B(y) e y — C(y) s@o continuas. Mos-
traremos que y — A(y) também é continua. A matriz B(y) é a matriz de mudanca de

base da base {s;(y)} para a base {sj(y)} em F,. Como ambas sao bases, a matriz B(y) ¢
invertivel e pela Proposicao [1.2.24] B~'(y) é continua. Assim,

Pela Proposigao [1.2.26] A(y) é continua. E pela Proposigao [1.2.19] cada a; é continua.
n

Portanto, mostramos que s = Z a;s;, em que a; € C(Uy). |
i=1
Proposicao 2.1.23. Sejam {si,...,s,} uma base local de um fibrado vetorial £ sobre

Uex € U. Entio, existem U, e funcoes a; : 7 (U,) — R continuas tais que u =
Zai(u)si(w(u)), para todo u € 7 (U,).

Demonstracao. Seja U, a interseccao de U com uma vizinhanga de trivializagao local em
x. Pela Proposigao 2.1.7] seja ® uma trivializagao local sobre Us,.

Para qualquer u € 7~ '(U,), existem a; € R tais que u = Zaisi(ﬂ(u)). Assim,

estao definidas as funcdes a; : 77 (U,) — R. Nos resta mostrar que cada a; é continua.

Note que qualquer w € U, x R" é da forma (m(w),b1,...,b,). Denote por
p; : Uy x R" — R a funcao continua w > b;.

Sejam y; as fungoes de coordenadas induzidas pela trivializagao local ®. Ou seja,

y; = pi o ® e cada y; é continua. Como {®(s;(y))}; é uma base de {y} x R", temos que

D(s:(y)) = (v, A (y),s - - Ani(y))

em que a matriz A(y) = (A4;(y));; é invertivel e continua (como vimos na Proposicao
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2.1.22)). Assim,

Além disso,

Ou seja,

W1(v),- -y ()" = A(r(v)) - (a1(v), - . an(v))".

Como {s;(m(v))} é uma base, a matriz A(w(v)) é invertivel. Assim, os coeficientes

a;(v) sao dados por:

(a1(v),- . an(v)" = A((©) ™ (1 (V). ya ()"

Pela Proposicio [1.2.24] cada coordenada de A(m(v))™" é continua. Entdo, cada a; é soma

e produto de continuas. Portanto, cada a; é continua. [ |

Como vimos anteriormente, podemos usar uma trivializacao local para induzir

uma base local. Agora, mostraremos uma espécie de reciproca.

Proposicao 2.1.24. Toda base local de um fibrado vetorial sobre U induz uma trivia-

lizagao local em qualquer x € U.

Demonstragio. Seja x € U. Pela Proposicio 2.1.23} existem U, C U e a; : 7 (U,) — R
continuas tais que v = Z a;(v)si(m(v)), para todo v € 7~ H(U,).

Defina a funcao
¢: 7 Y U,) — U, x R"

por ¢(v) = gb(z a;(v)si(m(v))) = (7(v),a1(v),...,a,(v)). Pela Proposigao [1.2.11} ¢ é
continua. Claramente, ¢ é bijetora, m; o ¢ = 7 e ¢ é isomorfismo nas fibras.
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Note que qualquer v € U, x R" é da forma (m(v),by,...,b,). Denote por p; a

funcao continua v — b;. Assim,

671 () = ¢~ (1), p1(v), -, Palv)) = D pilv)silm(v)),

e pela Proposicao [2.1.20, ¢! é continua. Portanto, ¢ é uma trivializacdo local sobre U,

induzida bela base local {sq,...,s,}. |

Lema 2.1.25. Sejam tq,...,ty secoes locais de um fibrado vetorial & sobre U qualquer.
Se t1(x), ..., tx(x) sao linearmente independentes (L.1.) para algum x € U, entao existe
W, C U tal que t1(y),. .., tx(y) sdo L.I., para todo y € W,.

Demonstracao. Seja V, um aberto que garante a trivializacao local de £ em z. Pela
Proposigao [2.1.7] existe uma trivializagao local sobre V, N U, e pela Proposi¢ao
existe uma base local {si,...,s,} de  sobre V, N U. Assim, pela Proposigao [2.1.22]

existem tnicas a;; : V, N U — R continuas tais que

n

ti(y) = > aij(y)s;(y), parai=1,... k.
j=1
para todo y € V;NU. Podemos organizar esses coeficientes em uma matriz A(y) = (a;;(y))
de tamanho k x n. As linhas de A(y) contém as coordenadas dos vetores t;(y) na base
ordenada {s;(y)}.

Por hipétese, t1(x), ..., t;x(x) sao L.I. Isso implica que seus vetores de coordena-
das, que sdo as linhas da matriz A(z), também sao L.I em R". Portanto, a matriz A(x)
tem posto k. Como o posto de A(x) é k, existe ao menos uma submatriz K (z) de tamanho

k x k em A(z) que é nao singular, ou seja, det(K(x)) # 0.

Considere a funcao d : V,NU — R dada por d(y) = det(K (y)), em que K(y) é a
submatriz de A(y) que é formada exatamente pelas mesmas colunas que formaram K(z).
A fungao d é continua, pois as fungdes a;; e det sao continuas. Como d(z) = det(K (z)) # 0
e d é continua, existe W, C V, N U tal que d # 0 em W,.

Para qualquer y € W, o fato de det(K(y)) # 0 garante que a matriz de coefici-
entes A(y) tem posto pelo menos k. E como A(y) tem k linhas, o posto de A(y) é menor

ou igual a k, ou seja, o posto de A(y) é k.

Isso significa que as k linhas de A(y) sao L.I. em R". Assim, os vetores de
coordenadas das secoes t1(y), ..., tx(y) na base local {s1(y),...,sk(y)} sdo L.I. E como
vetores sao L.I. se, e somente se, o conjunto de seus vetores de coordenadas (em relagao

a qualquer base) for L.I., temos que ¢;(y), ..., tx(y) sdo L.L |

Proposicao 2.1.26. Seja f : £ — n um morfismo entre fibrados vetoriais e s uma se¢ao

de & sobre Y C X. Entao, fos é uma secao de n sobre Y.



Capitulo 2. Fibrados vetoriais 36

Demonstracao. Claramente, a imagem de f o s pertence a n. A funcao f o s é continua,

pois é composicao de funcoes continuas. Além disso, para x € Y,

(my 0 (f 0 5))(x) = ((my 0 f) 0 5)(x)
= (mg o s)()
=T
Portanto, f o s é uma secao de n sobre Y. |

2.1.2 Imagem e kernel de morfismos

Nem sempre a imagem e o kernel de morfismos de fibrados vetoriais sao fibrados
vetoriais. Por exemplo, considere o fibrado [0, 1] x R com a proje¢ao na primeira entrada,
e o morfismo f : [0,1] xR — [0, 1] xR dado por f(z,y) = (z,zy). Note que ker f|g =R
e ker f|p, = {0}, para x > 0. Ou seja, a dimensao das fibras ndo é localmente constante

e ker f nao é fibrado vetorial. Da mesma forma im f nao ¢ fibrado vetorial.

O objetivo desta subsecao é mostrar que se a dimensao das fibras da imagem ou
do kernel de um morfismo entre fibrados vetoriais é localmente constante, entao a imagem
e o kernel também serao fibrados vetoriais. E, mostrar que se um morfismo ¢é idempotente,

também temos que a imagem e o kernel sao fibrados vetoriais.

Proposigao 2.1.27. Seja f : & — n um morfismo. Sao equivalentes:

1. im f € subfibrado vetorial de 7.
2. ker f € subfibrado vetorial de &.
3. A dimensdo das fibras de im f € localmente constante.

4. A dimensao das fibras de ker f € localmente constante.

Demonstra¢ao. As implicagoes 1 = 3 e 2 = 4 sao imediatas da defini¢ao de fibrado

vetorial, que exige que a dimensao das fibras seja localmente constante.

3 = 4: Suponha que a dimensao das fibras de im f seja localmente constante.
Ou seja, a fungdo ni,y : X — N, dada por niy s(z) = dim(im f|g,), é localmente
constante.
Pelo teorema do ntcleo e da imagem, para cada z € X, a restricao de f a fibra
F,(§) nos da:
dim(F;(¢)) = dim(ker f|r,¢) + dim(im f|r,(g)),

reorganizando os termos, obtemos:

dim(ker f|r,(¢)) = dim(F(¢)) — dim(im f|p, ().
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A funcdo x — dim(F;(&)) ¢ localmente constante, pois £ é um fibrado vetorial. Como a
funcao nye f(r) = dim(ker f|r, () ¢ a diferenca de duas funcdes localmente constantes,

ela também é localmente constante.
4 = 3: A demonstragao é andloga a 3 —> 4.

3 = 1: Segue da definicao de morfismo entre fibrados vetoriais que a restrigao
Tlim § € continua e sobrejetora e (7, |im ;)" () é espaco vetorial de dimensdo finita sobre
R. Nos resta mostrar que im f admite trivializagoes locais. Para isso, construiremos

primeiro funcgoes que vao ser bases locais de im f.

Seja © € X. Por hipétese, existe V, onde dim(F,(im f)) = k para todo y €
V.. Pela Proposigao [2.1.17, podemos tomar si,..., s, como uma base local de & so-
bre uma vizinhanga aberta de = contida em V.. Assim, f(si(x)),..., f(sn(x)) geram
a fibra im f|p,. Como dim(im(f|r,)) = k, podemos reordenar as segoes de modo que

{f(s1(x)),..., f(sk(z))} seja uma base para im f|g,.

Como f(s1(z)), ..., f(sk(z)) sdo L.I, pelo Lema[2.1.25] as se¢des correspondentes
fosi, ..., fosysao L.I. em algum W,. Para qualquer y € V,.NW,, {f(s1(y)), ..., f(sk(y))}
formam um conjunto de k vetores L.I. dentro de um espago de dimensao k. Portanto, eles
formam uma base para F,(im f), para todo y € V, N W,. Com isso, {f o sy,...,fos,} é

uma base local de im f sobre V, N W,,.

Sabemos que existe uma base local {ry,...,r,} de n sobre um U,. Seja U =
Uy, N (Vy N W,). Assim, para qualquer y € U, temos que {f(s1(v)),..., f(sk(y))} é
base de um subespago de Fy(n). Assim, podemos reordenar as se¢oes de forma que

{f(s1(y), -y f(s6(¥), rks1(y), - . ., 7a(y) } seja uma base de Fy,(n). Portanto, { fosy,..., fo
SkyTk41,---,Tn} € uma base local de n sobre U.

Considere V' a vizinhanca de x e a; as fungoes da Proposicao [2.1.23| com relagao a
base local {fosy,..., fosk, Tkr1,- .., }. Pela Proposigao[2.1.24] existe uma trivializagao
local ¢ : 771 (V) — V x R™ induzida pela base local {fosi,..., fosk, ki1, .., T} dada

por
o(u) = 6D as(w) f(si(m(w)) + Y ai(w)ri(w(w))) = (7(u), ar(w),. .., an(w)).

Claramente, a restricao de ¢ a im f composta pela projecao de V x R™ em V x R*

¢ uma trivializacao local de im f em x. Portanto, im f é subfibrado vetorial de &.

4 = 2 : Novamente, é claro que s6 nos resta construir a trivializacao local.
Seja x € X, suponha que a dimensao das fibras de ker f seja k em algum V. Por [2.1.17]
seja {s1,...s,} base local de £ em uma vizinhanga aberta de z contida em V. Sabemos
que existe uma {s}(z),...,s,.(x)} base de ker f|r,, em que cada s.(x) é uma combinagao

linear de s1(z), ..., $pm(x). Assim, sj(z),..., s (z) sdo L.I, e considerando cada s} como a
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secao dada por essa combinacao linear (com coeficientes constantes em cada fibra), pelo
Lema [2.1.25| existe W, tal que s}(y),. .., s,(y) sao L.I em W,.

Tomando U, = V, N W,, temos que s;(y),...,s.(y) sdo L.I em U, e a dimensao
de ker f|p, ¢ k em U,, ou seja, sh,..., 8 é base local de ker f sobre U,. Como vimos em
3 = 1, é possivel construir uma trivializacao local de ker f em x. Ou seja, ker f é
subfibrado vetorial de &.

3 = 2: Nosso objetivo novamente sera criar uma base local para ker f. Supo-
nha que a dimensao de im f seja localmente constante. Pela implicacao 3 = 1, im f
é um fibrado vetorial. Seja U, uma vizinhanga de trivializacao local de £ e im f em x (a
existéncia de tal vizinhanca é garantida tomando a interseccao de vizinhancas de trivia-
lizagoes de ambos os fibrados), com base local {s1,...,s,} para & e {fosy,...,fosg}
para im f. Para cadai > k, fos; é segao de im f sobre U,, pela Proposi¢ad2.1.22] existem
a;; € C(U,) tais que

k
Flsi(y) =D aii () f(s;(1))-
j=1
Para cada i > k, defina uma nova secao s, de & sobre U,:

si(y) = si(y) — Zaij<y)sj(y)a

em que os a;;’s sao os citados anteriormente.

Mostraremos que {s}_, ..., s} forma uma base local para ker f sobre U,.

1. Cada s, esta em ker f.

Logo, s; ¢ uma se¢ao de ker f sobre U,.

2. As segoes {s,,4,...,5,,} sao linearmente independentes.
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Suponha que Z bis;(y) =0, em que b; € R, para cada i = k + 1,...,m. Substi-
i=k+1
tuindo a definigao de s, temos:

i=k+1 j=1
ST ol (—z%@)sxy))
i=k+1 i=k+1 j=1
- Z bisi(y) — Z ( Z bi%‘(y)) $j(y)-
i=k+1 j=1 \i=k+1
Como {s1(y),...,Sm(y)} é uma base para F,(§) e, em particular L.I., todos os
coeficientes devem ser nulos. Em particular, by, = --- = b,, = 0.
3. As segoes {s;_4,...,s,,} geram ker f.
Seja v € Fy(ker f). Como v € F,(§), podemos escrever v = chsl(y) Aplicando
i=1
f, temos que
0= f(v)
= Z Cif(sz(y))
i=1
k m
=3 (i 35 o) 6ot
j=1 i=k+1
Como {f(sj(y))} é L.I., os coeficientes sdo nulos: ¢; = — Z cia;j(y) para j =
i=k+1
1,..., k. Substituindo ¢; de volta na expressao para v:
k m m
v=>) (— > Ciaij(y)) siw)+ Y csi(y)
j=1 i=k+1 i=k+1
m k m
ST B UNTIED st
i=k+1 j=1 i=k+1
m k
= Z &) (Sl(y) - Z Qij (y)sj (y)>
i=k+1 j=1
= Z cisi(y)
i=k+1
Portanto, {s}.1,...,s),} é uma base local para ker f sobre U,. Isso nos permite construir

uma trivializacao local em x, provando que ker f é um subfibrado vetorial de &. |
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Proposicao 2.1.28. Seja f : £ — & um morfismo idempotente, entao im f e ker f sao

subfibrados vetoriais de &.

Demonstracao. Mostraremos que a dimensao das fibras de im f é localmente constante.

Seja € X. Existe uma base local {si,...,s,} de £ sobre algum U.. Para cada
y € U., seja M(y) a matriz que representa a transformagio linear f]| r, com relacao a
base ordenada (s1(y), ..., sx(y)), tanto no dominio quanto no contradominio. A j-ésima
coluna de M (y) é formada pelas coordenadas do vetor resultante de f aplicada ao j-ésimo

vetor da base (s;(y));, ou seja, as coordenadas de f(s;(y)) na base ordenada (s;(y));.

Para cada j € {1,...,n}, sejam cij,...,¢y; : U, — R as fungoes coordenadas

da expansao de f(s;(y)) na base ordenada (s;(y));, para todo y € U,. Ou seja, fos; =

E ¢i;8i, e pela Proposicao [2.1.21] f o s; é secao de & sobre U,. Assim, pela Proposicao
i=1
2.1.22| as fungoes cij,...,c,; sao Unicas e continuas. Portanto, para cada y € U,, as

colunas de M (y) sao compostas de fungoes continuas, e pela Proposigao [1.2.19, a fungao
y — M(y) é continua em U..

Pela Proposicao [1.2.28, a fungao posto é semicontinua inferiormente. FEntao,
y + posto(M(y)) é semicontinua inferiormente. Como dim(im f|r,) = posto(M(y)),
temos que y — dim(im f|p,) é semicontinua inferiormente. Ou seja, existe U, C U, tal
que para todo y € U,,
dim(im f|r,) > dim(im f|g, ).

Agora, defina o morfismo g = Id —f : £ — £ dado por g(v) = v — f(v). Note
que 7(g(v)) = w(v — f(v)) = 7(v), pois v — f(v) € Fr(,). Além disso,

g(v) =v— f(v)
= +(v, = f(v))
= +(v,—1- f(v))

= +(v, (=1, f(v))),

ou seja, g é composicao de continuas. E em cada fibra g|p, = Id |g, — f|g,, ou seja, g|r,

é transformacgao linear. Portanto, g é morfismo de fibrados vetoriais.
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Verifiquemos que g é idempotente. Seja v € &,

9(9(v)) = g((Id = f)(v))
=g(v— f(v))
= (Id=f)(v = f(v))
=v—f(v) = (flv— f(v)))
=v— f(v) = (f(v) = f(f(v)))
=v—f(v) = (f(v) = f(v))
=v— f(v)— f(v)+ f(v)
=v— f(v)
= g(v)

Ou seja, go g = g, e g é idempotente. Entao, para qualquer y € X, f|p, e g|r, sao

projecoes, e temos as decomposicoes em soma direta

F, =ker(f|r,) ®im(f

r,) e F,=ker(g

Fy) @ lm(g Fy)7
o que nos da

dim F, = dim ker(f

p,) +dimim(f|g,) e dimF, = dimker(g|p,) + dimim(g|g, ).

Note que
ker f|p, = {v € F,: f(v) =0}

={veF,:(Id—g)(v) =0}

={veF,:v—gv)=0}

={veF,:v=g(v)}

=img|p,, pois g|r, é projegao.
Assim, ker f|p, = img|p,. Analogamente, kerg|p, = im f|p,. Isso nos da a relacao
fundamental:

dim(F,) = dim(im f|r,) + dim(im g, ).

Como £ é um fibrado vetorial, a dimensao de suas fibras é localmente constante, ou seja,

existe V,, onde dim(F},) = n, para todo y € V.

Pelo mesmo argumento de semicontinuidade aplicado a g, existe W, onde dim(im g|r, ) >

dim(im g|g, ), para todo y € W,.
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Considere U = U, NV, N W,. Assim, todas as condigoes citadas sao validas em

U. Temos entao que para qualquer y € U,

dim(im f|p,) = dim(F,) — dim(im g|r, )
=n —dim(im f|p,)
<n—dim(img|g,)
= dim(F,) — dim(im g|x,)
= dim(im f|f,)
< dim(im f|F,)).

Ou seja, dim(im f|r,) = dim(im f|p, ), para todo y € U.

Isso mostra que a funcao y + dim(im f|p,) ¢ localmente constante, entdo a
dimensao das fibras de im f é localmente constante. Pela Proposicao [2.1.27, im f e ker f

sao subfibrados vetoriais de &. [ |

2.2  Subfibrado vetorial como somando direto

Sabemos que se V' é um espago vetorial de dimensao finita munido de produto
interno, ele pode ser decomposto em V = W @ W+, para qualquer subespaco W de V.
Assim, V =2 W x W+,

O objetivo desta secao é mostrar que se X é compacto, é possivel construir
um produto interno no fibrado vetorial, de forma que, usando o resultado do paragrafo
anterior, todo subfibrado vetorial n de um fibrado vetorial ¢ é somando direto do fibrado

vetorial original, isto é, £ = n @ (, para algum subfibrado vetorial ( de &.
Definicao 2.2.1. Um produto interno em um fibrado vetorial & € uma func¢ao continua

tal que, para cada x € X, (-,-) restrita a F,(§®E) = F.(§) x F(§) € um produto interno
em F,(§).

Proposicao 2.2.2. Se X ¢é compacto e Hausdorff, entao qualquer fibrado vetorial sobre

X possui um produto interno.

Demonstracao. Seja & um fibrado vetorial sobre X e x € X . Primeiro, mostraremos
que é possivel construir um produto interno em 7 '(U,), em que U, é o aberto de uma

trivializagao local ¢ de £ em x. Defina

(o, (U) @ H(U,) — R
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por
(u,v)u, = (ma2(d(u)), m2(¢(v)))rn,
em que n é o natural da trivializagao local ¢. Note que
(-, )v, =m0 dom,mo¢om)pn.

Assim, como (-, -)ga é continua, temos que (-, )y, é composi¢ao de continuas, e portanto,

continua.

Para quaisquer y € Uy, u,v,w € F,(§) e A € R, temos que

(, wpu, = (ma(p(u)), ma(¢(u)))gn > 0,

(u,u)y, =0 <= (m2(¢(u)), ma(¢(u)))rn =0
= m(d(u)) =0
> ¢(u) = Ogypxmn
<~ u=020,

<U7U>Ux = <W2<¢(u>>’ﬁ2(¢(v))>ﬂ§" = <72(¢(v))7ﬂ-2(¢<u))>ﬂ§" = <uvv>va

A+ v, w)y, = (m(d(Au + v)), mo(P(w)))re
= (m2(A(u) + ¢(v)), ma(P(w))) e

= (Ame(d(u)) + m2(d(v)), T2(P(w)))rn

Mo (p(w)), mo(d(w)))rr + (m2((v)), T2 (d(w)) )R

X

u,w)y, + (v, w)y, .

Entao, (-, )y, restrita a F,(£ ® &) é um produto interno em F,(§). Portanto, (-, )y, é um

produto interno em 7 *(U,).

Seja {U, }rex uma familia de abertos de trivializagoes locais em cada z € X.
Como X é compacto, existe uma subcobertura {U,},ey de {U,}rex, em que Y é um
subconjunto finito de X. Pela Proposigao|l.2.15] existe uma parti¢cao da unidade {, },ey,

subordinada a cobertura {U, } ey

Defina a funcao
<'7'> 5@5—>R

= 3" (e, v)) (w0},

zeY

por

e caso (-, -)y, nao esteja definidada em (u,v), ou seja, m(u,v) ¢ U,, defina (u,v)y, := 0.
Pela Proposicao [1.2.16] (-, ) é continua.
Além disso, em cada fibra de &, (-,-) é combinagdo linear de coeficientes nao-

negativos de produtos internos, ou seja, um produto interno. Portanto, temos que (-, -) é

um produto interno em ¢&. |
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Proposicao 2.2.3. Se X ¢é compacto e Hausdorff, entao qualquer subfibrado vetorial de

& € somando direto de €.

Demonstracdo. Seja n um subfibrado vetorial de £&. Como X é compacto, pela Proposicao
2.2.2] existe um produto interno em £. Assim, podemos construir a funcgao proj, : £ — &,
dada pela projecao ortogonal de £ em 1 em cada fibra. Mostraremos que proj, ¢ morfismo

de fibrados vetoriais.

Seja z € X, pela proposicao {s1,...,8,} formam base local de n so-
bre algum U,. Mostraremos que proj, é continua em 7 '(U,), em que 7 é a projecao
de ¢ Gragas ao produto interno (-,-), e usando o processo de ortonormalizacdo de
Gram-Schmidt da mesma forma em todas as fibras, para qualquer y € U,, temos que
{s1(y),...,sn(y)} pode ser ortonormalizada a {e1(y), ..., e,(y)}. Cada e; é continua pois
(-, ) é continua e pela Proposi¢ao . Como a projecao ortogonal independe da escolha
da base ortonormal, temos que para qualquer v € 7 '(U,),

n

proj,(v) = Y _(v,ei(m(v)))es(m(v)).

=1

E, novamente pela Proposigao [2.1.20 segue que proj, ¢ continua em 7 HU,). Assim,

proj, ¢ continua. Portanto, proj, ¢ morfismo de fibrados vetoriais.

Para cada z € X, projn| F.(¢) € uma projecao ortogonal, entao ¢ idempotente.
Assim, proj, ¢ um morfismo idempotente. Pela Proposigao [2.1.28| ker proj, ¢ subfibrado

vetorial de €. Usaremos a seguinte notagao

nt = ker proj,,.

Note que nt é o fibrado vetorial constituido dos complementos ortogonais de cada fibra

F,(n). Ou seja, F,(n") = F,(n)*. Pelo Teorema da Decomposicao Ortogonal, temos que
Fy(§) = Fu(n) & Fz(U)L =I:(n) & Fw(nL>-
Assim, para qualquer v € £, existe uma representacao tnica v = k + k', em que
kenek ent.

Defina o morfismo
Q.6 —nd 'r]L
por

®(v) = Bk + k) = (k, k).

® ¢ isomorfismo em cada fibra. Além disso, ® preserva projecao, pois v,k e k'

estao na mesma fibra. Note que

®(v) = (k, k) = (proj,(v), proj,. (v)),
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ou seja, ¢ = (projn,projnL), e como suas componentes sao continuas, temos que ¢ é

continua.

[

Pela Proposicao segue que ® é isomorfismo e ¢ = n @ nt. Portanto, n é

somando direto de &. [ ]

2.3 Extensao de secoes locais a globais

Esta secao tem como objetivo mostrar que, se X é compacto e Hausdorff, obtemos
dois resultados: para qualquer ponto no espaco total de um fibrado vetorial sobre X,
existe uma segao global que passa por ele, e para todo x € X, existem segoes globais

desse fibrado que formam uma base local sobre uma vizinhanga de z.
Proposicao 2.3.1. A fun¢ao (zero) definida por s(x) = Op, € secdo global de qualquer

fibrado vetorial.

Demonstracao. Seja & um fibrado vetorial. Primeiramente,
m(s(z)) = 7(0r,) = =,

ou seja, mos = Idy.

Agora, mostraremos que s é continua. Seja x € X, n o natural e U, um aberto

de uma trivializacao local ¢ em z. Para qualquer y € U,,

s(y) =0p, = ¢ (y,0) = ¢~ (1(y),

em que ¢ é a inclusdo y +— (y, Opn). Assim, s = ¢ ' o, e s é continua em U,. Logo, s é

continua e é uma secao global de &. |

Lema 2.3.2. Se X ¢ compacto e Hausdorff, para qualquer secao local de um fibrado
vetorial & definida em uma vizinhanca de um ponto v € X, existe uma secao global de

forma que ambas coincidem em uma vizinhanga de x.

Demonstracao. Seja x € X, e s uma secao de & sobre algum U,. Sabemos que X — U, é
fechado, e como é Hausdorff, {z} é fechado. Assim, como X é normal, existem Vx_ e
V, tais que Vyx_p, NV, = 0. Assim, (X — U,) NV, = 0. Ou seja, V, C U,.

Repetindo este mesmo processo, existe W, C V, com W, C V,, ou seja,
(X —=V,)nW, =0.

Entdao, X — V, e W, sdo fechados disjuntos. Pelo Lema [1.2.13| (Lema de Urysohn), existe
f X — [0,1] continua, tal que

f|m:1 € f‘XfVI:O-
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Agora, usando o Teorema|l.2.17| (da colagem de fungoes continuas versao fechados), cons-
truiremos uma secao global que coincida com s em uma vizinhanga de x. Primeiro, defina
as seguintes funcoes

g: X =V, — &, em que g(y) = Op,
(que pela Proposicao é continua), e
h: Ve — ¢, em que h(y) = f(y)s(y),

e como f e s sao continuas, pela Proposicao [2.1.20, h é continua.
Agora, mostremos que ¢ e h coincidem em V, N (X — V). Para qualquer y €

V. N (X —V,), temos que

h(y) = flx-v.(y)s(y) = 0s(y) = Op, = g(y),

ou seja, hlyzx_v,) = 9lvznx—v,)- Assim, como V, U (X —V,) cobre X, pelo Teorema da

colagem de funcoes continuas versao fechados, a funcao definida por

9(y), yeX -V,

§:X —¢& emque §(y):= o
hy), yeVi

é continua.

Mostremos que s’ é se¢ao. Para qualquer y € X, caso s'(y) = h(y), temos que
s'(y) = f(y)s(y), e como f(y) € R, segue que f(y)s(y) € F,. Entao,

mos'(y) =n(f(y)s(y)) =v.

Caso s'(y) = 0p,, 7(s'(y)) = 7(0p,) =y. Ouseja, mo s’ =Idy, e s é secao.
Mostraremos que s e s’ coincidem em W,. Se y € W, C V,, entdo s'(y) = h(y),

e como W, C W,, segue que

s'(y) = hy) = f()s(y) = fla(w)s(y) = 1s(y) = s(y).
Assim, §'lw, = s|w,.

Portanto, s’ é uma secao global de ¢ e coincide com s em uma vizinhanca de
x. |

Corolario 2.3.3. Seja & um fibrado vetorial sobre um X compacto e Hausdorff. Entao,

para qualquer x € X, existem S1,...,S, secoes globais de & que formam base local em x.

Demonstragao. Seja x € X. Pela Proposigao [2.1.17], existem U, e segdes s, ..., s, de &

sobre U, que formam uma base local sobre U,.
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Pelo Lema [2.3.2] existem secoes globais sq,...,s, e vizinhancas V;,...,V,, C U,

de x tais que

silv. = sily;, paratodoi=1,... n.
Assim,
/ _ y —
Silr, vi = silnr_,v;, paratodoi=1,...,n.
n
Logo, s1,...,s, sao segoes globais que formam uma base local sobre ﬂ V. |

i=1
Corolario 2.3.4. Seja & um fibrado vetorial sobre um X compacto e Hausdorff e v € €.

Entao, existe uma se¢ao global s de & tal que s(m(v)) = v.

Demonstracao. Seja v € €. Pelo Corolario [2.3.3] existem secoes globais sq,...,s, de &
que formam base local sobre alguma vizinhanga de 7(v). Assim, existem ay,...,a, € R
tais que

v =a151(7(v)) + - + aps,y(7(v)).

Pela Proposicao [2.1.21} s = Z a;s; ¢ segao global de € e s(m(v)) = v. |
i=1
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3 Uma ponte entre a Topologia e a Algebra

3.1 O funtor I

Sabemos que, dado um espago topolégico X, C'(X) com as operagoes dadas ponto

a ponto é um anel, com unidade dada pela funcdo l¢(x)(x) = 1, para todo = € X.

Agora, introduziremos um funtor I que, pelo Teorema[1.1.17] serd utilizado para
concluir a equivaléncia entre a categoria dos fibrados vetoriais sobre um X compacto
Hausdorff e a categoria dos C'(X)-mddulos projetivos e finitamente gerados. O objetivo
desta secao sera mostrar que o funtor estd bem definido. Primeiro, definiremos a acao de

I' nos objetos.

Seja & um fibrado vetorial sobre X, definimos I'(£) como o conjunto de todas as
segoes globais de £. Posteriormente, mostraremos que I'(§) serd um C'(X)-mdédulo com as

seguintes operagoes: para quaisquer sy, sy € ['(§) e a € C(X),

o (514 52)(x) = s1(x) + s2(2),
o (as1)(x) = a(x)si(z),
para todo x € X.

Proposicao 3.1.1. Seja & um fibrado vetorial. Entao, T'(§) € um grupo abeliano.

Demonstracao. Associatividade: sejam si, $a, 53 € I'(€).

((s1 4 s2) + 83) () = (514 $2)(2) + s3(x)
= s1(x) + sa(x) + s3(x)

= s1(x) + (s2 + s3)(x)

( (s2 + s3 )( ),

para todo z € X.

Elemento neutro: definiremos o elemento neutro e como a segao zero. Assim,

para qualquer s € I'(¢), temos que

(s +e)(x) = s(x) +e(x)
= s(z) + 0g, = s(x),

para todo z € X.
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Inverso: para cada s € I'(¢), o inverso de s, denotado por —s, é a segdo
(—s)(x) :== —s(x), para todo x € X. Assim,

(s + (=9))(x) = s(x)

para todo z € X.

Portanto, I'(£) é um grupo. Agora, mostraremos que é abeliano. Para quaisquer

s1, 82 € I'(€), temos que

(514 82)(7) = s1(z) + s2()
= s2(x) + s1(x)
= (s2+ s1)(2),

para todo x € X. Logo, I'(§) é um grupo abeliano. [

Proposicao 3.1.2. Seja & um fibrado vetorial. Entao, I'(§) € um C(X)-mddulo.

Demonstragao. Sabemos que I'(§) é um grupo abeliano. Verifiquemos as propriedades de

R-moédulo.

Distributividade: Sejam a,b € C(X) e s1, 52 € I'(€).

((a+b)s1)(x) = (a+ )( ) 1(2)

= (a(z) + b(z))s1(z)

= a(x)s ( )+b( )s1(x)
= (as1)(x) + (bs1)(x)
= (

asy + bsy)(x),
(a(s1 + s2))(x) = a(z)

as1)(x) + (as2) ()

asy + asq)(x),

(
=

para todo z € X.
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Associatividade: Para quaiquer a,b € C(X) e s € I'(£), temos que

((ab)s)(x) = (ab)(x)s(x)
= a(x)b(x)s(x)
= a(x)(bs)(x)
= (a(bs))(2),
para todo z € X.
Acao da unidade: Para qualquer s € T'(§), temos que
(Lo s) (@) = Lo (z)s(x)
= 1s(x)
= s(x),
para todo x € X.
Portanto, I'(¢) é um C(X)-mdédulo. |

Agora, definiremos a a¢ao de I' nos morfismos. Seja f : & — 1 um morfismo de

fibrados vetoriais, defina

P(f): D) — T(n), emaque T(f)(s) = fos.

Proposicao 3.1.3. Seja f : & — n um morfismo de fibrados vetoriais. Entdo, I'(f) €
um C(X)-morfismo de T'(§) para T'(n).

Demonstracao. Seja s € T'(§). Pela Proposigao [2.1.26] f o s é segao global de 7, ou
seja, I'(f)(s) € I'(n) e ['(f) estd bem definida. Agora, mostremos que I'(f) é um C(X)-

morfismo.

Sejam s1, so € I'(€). Para qualquer x € X, temos que

L(f)(s1+ s2)(x) = fo(s1+ s2)(2) = f(s1(2) + 52(2)).

Como s1(x), s2(x) € F(§) e flr, (e € transformacao linear, segue que

Logo, I'(f)(s1 + s2) = I'(f)(s1) + T'(f)(s2

Sejam a € C(X) e s € ['(§). Para qualquer = € X, temos que

L(f)(as)(z) = f((as)(x))
= fla(z)s(z)).
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Como a(x)s(x) € Fy(§) e f|r, () ¢ transformacao linear, segue que

fla(z)s(z)) = az) f(s(z))
= a(z)I(f)(s)(x)
= (al'(f)(s)

Portanto,

I(f)(as) = al'(f)(s).
Logo, I'(f) é um morfismo de C(X)-mé6dulos. |

Proposicao 3.1.4. T' é um funtor da categoria dos fibrados vetoriais sobre X para a

categoria dos C'(X)-mddulos.

Demonstracao. Mostraremos que I' satisfaz as propriedades funtoriais.

Sejam f : & — n um morfismo de fibrados vetoriais e s € I'(§).
F(Idg)(s) = Id£ oS = § = Idp(g)(S)
Portanto, I'(Id¢) = Idpg

Sejam f : & — n e g:n — ¢ morfismos de fibrados vetoriais e s € I'(&).

[(gof)(s)=(gof)os

Logo, I'(g o f) = I'(g) o I'(f).
Portanto, I' é um funtor da categoria dos fibrados vetoriais sobre X para a cate-

goria dos C'(X)-mo6dulos. [

3.2 T é plenamente fiel

Seja X um espaco topologico compacto e Hausdorff. Esta secao é dedicada a

mostrarmos que I' definido nos fibrados vetoriais sobre X é um funtor plenamente fiel.

Dado um espago topolégico X, verifica-se que, para cada z € X, I, := {a €
C(X) :a(x) =0} é um ideal de C(X). Assim, para qualquer fibrado vetorial £ sobre X,
pela Proposicao[1.3.4] I,T'(§) ¢ um submédulo de T'(€). Assim, o quociente I'(€)/I,T(€) é

um C'(X)-médulo.

O proéximo resultado sera de fundamental importancia no decorrer desta secao.
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Lema 3.2.1. Seja & um fibrado vetorial sobre um X compacto e Hausdorff, v € X e
s e (). Entao, s € I,I'(§) se, e somente se, s(x) = Op,.

n
Demonstragao. Suponha que s € I,I'(¢). Entao, s = Z a;s; , em que para cada i, a; € I,
i=1

s(x) = Zai(a:)si(a:) = ZOsi(a:) = 0p,.

e s; € I'(§). Assim,

Portanto, s(z) = Op,.

Agora, suponha que s(x) = 0p,. Mostraremos que s é uma combinagao I, linear
de elementos de I'(€). Pelo Corolario [2.3.3] sejam s1, ..., s, € ['(§) que formam uma base

local em algum W,. Pela Proposicao |2.1.22 s = Z b;s; em W, em que b; € C(W,).
i=1

Note que para cada i = 1,...,n, (Idw,,b;) é secao do fibrado trivial { = X x R
sobre W,. Assim, pelo Lema existe ¢; € I'(¢) tal que (Idw,,b;) = ¢; em alguma
vizinhanga U; C W, de x. Pela Proposicao [2.1.14 cada ¢; é da forma (Idx,a;), em que
a; € C(X). Tomando U, = ﬂ Ui, temos que (Idw,,b;) = ¢; = (Idx,a;) em U,. Entao,

=1
n

bi=a; em U,, parai=1,...,n. Assim, s = E a;s; em U,.
i=1

Note que como si(z),...,s,(z) sao L.I. e sz(x)sz(x) = s(z) = 0, segue que
bi(x) = a;(x) =0, para todo i = 1,...,n. Logo, a; € .

Considere a segao s’ € T'(€), dada por s’ = s — Z a;s;. Note que para qualquer
y € Uy,

Sy)=s) = > asiy) =Y ay)sily) = > ai(y)si(y) =0.

Como X ¢ normal, existe V, tal que V, C U,. Pelo Lema |1.2.13| (de Urysohn), existe
a € C(X) tal que a(xz) =0 e a|lx_y, = 1. Como a(x) = a;(x) = 0 e estdo definidas em
X, temos que a,a; € I,. Assim, mostraremos que s = as’ + Z a;s;, e concluiremos o

desejado.

Em U,,
as’ + Z%Si = a0 + Zaisi = Zaisi =s.

Como V, C U,, temos que X — U, € X — V,. Assim, em X — U,,

/ / /
as +E a;s; = alx_v,s +E a;S; = § —|—§ aisi:s—g aisi—l—é a;S; = S.

Entao, s = as’ + Z a;s;. Portanto, s € I.T'(€). [ |

=1
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Proposicao 3.2.2. Sejam & um fibrado vetorial sobre um X compacto e Hausdorff e
x € X. Entao, F, com a operagio (fv) = f(x)v, e ['(€)/L,T'(§) sao C(X)-mddulos

isomorfos.
Demonstra¢ao. Como I, é um ideal de C'(X), pela Proposicao [1.3.4] I,I'(§) é submddulo
de T'(§). Portanto, o quociente I'(§)/I,I'(§) é um C(X)-mdédulo.

Agora, verifiquemos que F, é um C(X)-médulo. F, é um espago vetorial, em
particular, um grupo abeliano. Agora, verifiquemos as propriedades de R-mdédulo. Sejam

f,9€ C(X)ev,we F,. Para qualquer x € X, temos que

o (f+gv=_(f+g)(x)v=(f(z)+g(x))v=flz)v+g(z)v= fv+gv.
o flv+w)=fx)(v+w)=flzx)v+ flx)w= fv+ fuw.
o (fg)v=_(f9)(@)v= flz)g(x)v = f(z)(g(x)v) = f(gv).

o loxyv = Lo (z)v = 1v = .

Portanto, F, ¢ de fato um C(X)-médulo.

Agora, mostraremos que F, e I'(§)/1,I'(§) sdo isomorfos. Para isso, usaremos o

Teorema do isomorfismo. Defina

¢ 0(&) — F, por ¢.(s) = s(z).
Claramente, ¢, ¢ um C(X)-morfismo.

Pelo Corolario m para qualquer v € F,, existe s € ['(§) tal que s(x) = v,

ou seja, ¢, é sobrejetor e im ¢, = F,. Note que s € ker ¢, se, e somente se s(z) = Op,.

x

Assim, pelo Lema [3.2.1] s € ker ¢, se, e somente se, s € I,I'(§). Ou seja, ker ¢, = I,I'(£).
Entéao, pelo Teorema [1.3.16| (do isomorfismo), I'(§) /L, I'(£) é isomorfo a F,. [

Até o fim desta segao, considere ¢, : I'(§)/L,I'(§) — F(&) e, : T'(n)/L.I'(n) —

F.(n) os isomorfismos acima em relagao aos fibrados vetoriais £ e 7, respectivamente.

Proposicao 3.2.3. Sejam & e n fibrados vetoriais sobre um X compacto e Hausdorff,
r€X eG:T(€) — I'(n) un C(X)-morfismo. Entdo, existem C(X)-morfismos G, e

gz tal que o sequinte diagrama comuta

L) ———1I)

4 |

L(€)/LI(€) —%= T(n)/L,T(n)

¢;1T lwz

Fy(§) ———— Fy(n)
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em que pe e p, sGo as proje¢oes no quociente com relagdo a I'(§) e I'(n), respectivamente.

Demonstracao. Mostraremos a existéncia de G,. Considere o C'(X)-morfismo

Pyo G :I(&) — T(n)/ LT (n).

Mostremos que I,I'(§) C kerp, o G.

Seja s € I,I'(¢). Entao, s = Zaisi, em que a; € I, e s; € I'(§). Assim,

G(s)(x) =G <Z aisi> (x)
= (Z az’G(Sz‘)> (x)
= 3" ai(@)Gls)(@)
= 0G(s;)(x)
=0p,.
Assim, pelo Lema , G(s) € I,I'(n). Ou seja, p,(G(s)) =0 e s € kerp, o G. Portanto,
I,T'(€) esta contido em kerp, o G.

Assim, pela Proposigao [1.3.17] existe um C'(X)-morfismo G, : I'(§)/1.I'(§) —
I'(n)/1,I'(n) tal que p, o G = G, o pe. Ou seja, o diagrama superior comuta.

Por fim, defina g, = 1), 0 G, 0 ¢, ', e o diagrama comuta. |

Até o fim desta sec@o, considere as notacoes pe : I'(€) — T'(€)/LI(€),p, :
L(n) — I'(n)/1.I'(n), G» e g como os C(X)-morfismos acima.

Teorema 3.2.4. Sejam & e n fibrados vetoriais sobre um X compacto e Hausdorff e
G : (&) — ['(n) um C(X)-morfismo. Entdo, existe um unico morfismo g : & — n tal
que G =T(g), isto é, T' € plenamente fiel.

Demonstracao. Primeiro, mostraremos a existéncia de g.
Defina
g: £ — 1 por Q(U> = gﬂ'g(’l})<v) S FTrg(v)(rrI)‘

Assim, para quaisquer z € X e s € I'(§), temos que
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Ou seja, g(s(z)) = G(s)(x).
Mostremos que g é morfismo de fibrados vetoriais. Para qualquer v € &£, pelo
Coroldrio [2.3.4] existe s € I'(§) tal que s(me(v)) = v. Assim,

Ty (9(s(me(v))))
my (G(5)(me(v)))

= 7T£(U>.

™ (9(v))

Entao, m, 0 g = .

Mostremos que g é linear em cada fibra. Sejam v,v" € F,(£). Assim, v+v' € F,(§)

g(v+v) = g (v+1') = gu(v) + g2 (v') = g(v) + g(v").
Seja k € R e v € . Considere k' : X — R, a funcao constante k'(x) = k. Assim,

9(kv) = Gre(w) (kv)
= Gre(o) (K (7 (v))v)
= Gre(w)(K'0)
= K gre(0)(v)
= k' (m¢(v)) Gr(w) (V)
= ke () (V)-

Portanto, g é linear nas fibras.

Por fim, mostraremos a continuidade de g. Seja v € £ tal que m¢(v) = x. Pela
Proposicao 2.3.3 seja {s1,...,s,} C I'(§) que forma uma base local de £ sobre uma
vizinhanca de x. Pela Proposicao [2.1.23| existem U, e funcoes a; : ng(Ux) — R

continuas tais que u = Z a;(u)si(me(u)). Mostraremos que g é continua em m Yu,).

Seja u € ng(Ux). Assim,

| |
<

(D2 astwysi(me >>)
a(wg(si(ne(w)))
az<u>G<sz W)
() - (G(s:) o me)(u)
(a - (G(s.) 0 7)) (u).

Ou seja, g = Z a; - (G(s;) o me) em ng(Ux). Entao, g é composicao de continuas, logo,

2.
2.
2
2.

continua em 7, Y(U,). Entdo, g é continua. Segue que, g é morfismo de fibrados vetoriais.

Para quaisquer s € I'(§) e x € X, temos que
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Entao, I'(g)(s) = G(s). E, portanto, I'(g) = G.

Agora, mostraremos a unicidade de g. Suponha que g, h : £ — n sao morfismos
de fibrados vetoriais que satisfazem I'(g) = I'(h) = G. Para qualquer v € &, pelo Corolario
2.3.4] existe s € T'(§) tal que s(m(v)) = v. Assim,

Entao, g = h e temos a unicidade. |

3.3 T'(¢) é um C(X)-médulo projetivo e finitamente gerado

Esta segao é dedicada a mostrar que se X é compacto e Hausdorff e € é um fibrado

vetorial sobre X, entao I'(§) é um C(X)-mddulo projetivo e finitamente gerado.

Proposicao 3.3.1. Seja ( = X xR" o fibrado vetorial. Entao, I'(() € isomorfo a C(X)".

Demonstracao. Seja s € I'((). Pela Proposigao [2.1.14} s = (Idx, fi,..., fn), em que cada
Defina o C(X)-morfismo

¢F(C)—)C(X)n €m que ¢<S):¢(IdX7f1a--'7fn):(fla"'afn)'
E claro que ¢ é bijetora. Mostraremos que ¢ é C(X)-morfismo.

Sejam s = (Idx, f1,..., fa),s = (dx, f1,..., f1) € T({).

¢(s+ ) =o(ldx, fr + fi,- - fu + 17)
=+ fi o fat 1h)
= (fr, s fa) + (o0 f2)
= o(s) + (5.

Para qualquer f € C(X), temos que

o(fs) =o(Idx, ffr,..., ffn)

= (ffr,-- o, [fn)
= f(f1,-- 0 fa)
= fo(s).
Logo, I'(¢) = C(X)". [

Proposicao 3.3.2. Seja ¢ um fibrado vetorial trivial. Entao, T'(C) € projetivo, finitamente

gerado e livre.
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Demonstracao. Pela Proposicao [1.3.11] C'(X)" é um mdédulo projetivo e finitamente ge-
rado. Pela Proposicao [3.3.1 I'(¢) = C(X)™. Assim, pela Proposicio [1.3.12] segue que

['(¢) também é projetivo, finitamente gerado e livre. [

Lema 3.3.3. Para qualquer fibrado vetorial & sobre X compacto e Hausdorff, existe um

morfismo de fibrados vetoriais sobrejetor f . ( — &, para algum fibrado vetorial trivial

C.

Demonstracao. Para cada x € X, pelo Corolario considere U, a vizinhanca e S, =
{s1,...,8n} as secoes globais que formam uma base local de £ sobre U,. Assim, {U,},ex
é uma cobertura aberta de X compacto. Ou seja, existe uma subcobertura {U, },c; de
{Us}zex, em que I é um subconjunto finito de X. Como I é finito, enumeraremos as

secoes de U S COMo 81, ..., Sk.
zel

Seja ¢ o fibrado trivial X x R*. Mostraremos que existe um morfismo sobrejetor

f: ¢ — &. Para isso, primeiro construiremos um C(X)-morfismo de I'(¢) para I'().
Pela Proposicao [1.3.11}, C(X)* é livre. E, pela Proposicao m, I(¢) = C(X)k
Assim, pela Proposigao [1.3.12) T'(¢) é livre e qualquer base tem k elementos. Seja
{e1,...,er} uma base de I'({). Para qualquer s € I'((), existem ay,...,a; € C(X)
k
tal que s = Z a;e;. Defina

i=1

G:T() —T(§) por G (Z aiei) = Zaisi.

E rotina verificar que G é um C/(X)-morfismo sobrejetor. Pelo Teorema [3.2.4] existe um
morfismo de fibrados vetoriais f : ¢ — & tal que I'(f) = G.

Como para qualquer y € X, S, C USI = {s1,...,Sk}, as segoes Sy, ..., Sk
zel

aplicadas em y geram F,(£). Entao, {si1,...,s;} gera todas as fibras de . Assim, para
k

qualquer v € &, existem ay, ..., a; € R tais que v = Z a;s;(m(v)). Para cada i, considere

=1
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a funcao constante b; : X — R, dada por b;(z) = a;. Assim,
k
v = Z a;s;i(m(v))
i=1

K
— Z bi(m(v))si(m(v))

= (Z bﬁi) (m(v))

E, como Z a;e;(m(v)) € ¢, segue que f é sobrejetora. [
i=1

Corolario 3.3.4. Qualquer fibrado vetorial & sobre um X compacto e Hausdorff € so-

mando direto de algum fibrado trivial.

Demonstracao. Pelo Lema [3.3.3] existe um fibrado trivial ( e um morfismo sobrejetor
f:¢— & Como im f = &, pela Proposicao ker f é um subfibrado de (. Pela

Proposicao [2.2.3], podemos decompor ¢ em
¢ Zker f @ (ker f)*.
Para concluir a prova, mostraremos que (ker f)* = &.

Seja 1) : ker f@(ker f)* — ¢ o isomorfismo natural mostrado em € T(ker f)L

ker f @ (ker f)* — (ker f)* o morfismo da projecio canonica.

Considere ¢ = fo1)or(e pyr : (ker )t — € ¢ é morfismo por ser composicao de

morfismos. Mostraremos que ¢ é um isomorfismo. Note que para qualquer v € (ker f)*,
O(v) = f(W(er )+ (v))) = f(¥(0,0)) = f(0+v) = f(v).

¢ é sobrejetora: Seja u € £&. Como f é sobrejetora, existe v € ( tal que
f(v) = u. Podemos decompor v de forma tnica como v = k + k', em que k € ker f e
k' € (ker f)*. Entao,

w=f(v) = f(k+K) =0+ f(K) = f(K) = oK)
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Portanto, ¢ é sobrejetora.

¢ € injetora: pela Proposicao [2.1.12] basta mostrarmos que ¢ restrita a cada
fibra é injetora. Seja v € (ker f)* tal que ¢(v) = 0. Assim, flE.)(v) = 0, entdo f(v) =0
e v € Fry(ker f). Assim,

RS Fﬂ(v)((ker f)J') N Fw(v)(ker f) = {O}

Entao, v = 0 e ¢ restrita a cada fibra é injetora. Portanto, ¢ é injetora.

Assim, ¢ é um isomorfismo em cada fibra. Pela Proposicao ¢ é um isomor-
fismo e (ker f)= = &. Logo, ¢ 2 ker f & €. u

Lema 3.3.5. ' é um funtor aditivo, isto €, para quaisquer fibrados vetoriais & e n, temos

que '(§@n) =T() ©T(n).

Demonstragao. Sejam & e n fibrados vetoriais, m a projegdo de £ & n e s € I'(§ @ n).
Considere my : £ dn — £ emy 1 £Bn — n as projecoes em cada entrada. E rotina
verificar que m; e 7y sdo morfismos de fibrados vetoriais e que m0s € I'(§) e myos € ['(n).

Note que para qualquer x € X,

(m0s,m0s)(x) = (mi(s(x)), m(s(x))) = s(z).

Ou seja, s = (w105, m05) € D(€) xT(n) = (€)@ (1), e temos que T(¢@n) € D(€)ST(n).

Seja (s1,s2) € I'(§) @ I'(n). Considere as incluses canonicas e : & — £ B 1 e
Ly 1 — £ @, dadas por te(v) = (v,0r@)) € ty(v) = (Oz(w),v). Novamente, é rotina
verificar que ¢¢ e ¢, sao morfismos de fibrados vetoriais e que ¢¢ 0 s1,1, 0 59 € I'(§ @ n).

Note que para qualquer x € X,

(tg 0 514 1y 0 52)(2) = te(s1(2)) + ty(s2(2))
707r(31(x))) + (Oﬂ(52(x))7 52 ($))

Ou seja, (s1,52) = tg 081+ 1,082 € [(E@n). Portanto, I'(E®n) =T() @ T(n), e’ é um

funtor aditivo. |

Teorema 3.3.6. Seja & um fibrado vetorial sobre um X compacto Hausdorff. Entao, T'(§)

¢ um C(X)-mddulo projetivo finitamente gerado.

Demonstracao. Pelo Corolério [3.3.4 temos que ¢ = n @ &, para algum fibrado vetorial
trivial ¢, e algum subfibrado vetorial  de (. Assim, pela Proposi¢ao [1.1.7],

L) =Tm o).
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E, pelo Lema temos que ['(§ & n) =T'(§) & T'(n). Ou seja,
L) =Tn) eI

Além disso, pela Proposicao 3.3.2 I'(¢) é um C(X)-mdédulo projetivo finitamente gerado.
Portanto, pela Proposigao |1.3.13) I'(§) também é um C(X)-mddulo projetivo

finitamente gerado. n

3.4 [ é essencialmente sobrejetor

Esta secao é dedicada a mostrar que se X é compacto e Hausdorff, entao I', com o
contradominio restrito aos C'(X)-médulos projetivos finitamente gerados, é essencialmente

sobrejetor.

Proposicao 3.4.1. Se f : & — & é morfismo idempotente de fibrados vetoriais, entao
imI'(f) =T(im f).

Demonstragao. Pela Proposigao [2.1.28] im f é subfibrado de &, ou seja, I'(im f) estd bem
definido.

Primeiro, mostraremos que imI'(f) C I'(im f). Seja s € im['(f). Entao, existe

s € T(€) tal que T'(f)(s') = s, ou seja, fos = s, e pela Proposicao [2.1.26] s é secao
global de ¢&. Como para qualquer = € X, s(x) = f(s'(x)) € im f, s é segdo global de im f,
ou seja, s € ['(im f). Logo, imI'(f) C I'(im f).

Agora, seja s € I'(im f). Como im f C ¢, s € I'(§). Mostremos que I'(f)(s) = s,
ou seja, s € imI'(f), o que nos da a inclusdo oposta. Seja z € X. Como s(z) € im f,

existe v € ¢ tal que f(v) = s(z). Como f ¢ idempotente, temos que
(L) (@) = (f o s)(x) = f(s(x)) = f(f(v)) = f(v) = s(x).

Assim, I'(f)(s) = s. Entao, s € imI'(f). Logo, I'(im f) = im I'(f). |

Proposicao 3.4.2. Seja f : & — £ um morfismo entre fibrados vetoriais sobre um X

compacto e Hausdorff. Se I'(f) € idempotente, entdo f é idempotente.

Demonstragao. Para qualquer v € £, como visto no Corolario [2.3.4] existe s € ['(£) tal
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que s(m(v)) = v. Assim,

= (P(f)(s))(m(v))

= [TNHTA) ()7 (v))  (T(f) idempotente)
= (C(N)(f o 8))(x(v))

= (fo(fos)(n(v))

= f(f(s(n(v))))

= f(f(v))

= f*(v).

Portanto, f = f2. Ou seja, f é idempotente. |

Teorema 3.4.3. Seja X compacto e Hausdorff, e P um C(X)-mddulo projetivo e fini-
tamente gerado. Entao, existe um fibrado vetorial § sobre X tal que P = T'(§), isto é,
[’ com a contradominio restringido aos C(X)-mddulos projetivos e finitamente gerados é

essencialmente sobrejetor.

Demonstracao. Seja P um C'(X)-médulo projetivo e finitamente gerado, com n geradores.
Pela Proposigao [1.3.14] P é somando direto de C(X)". Pela Proposicao [1.3.15] existe um
C(X)-morfismo idempotente
h:CX)" — C(X)"
tal que imh = P.
Pela Proposigao [3.3.1} existe um isomorfismo ¢ : C(X)" — I['({), em que ¢ é o

fibrado vetorial trivial X x R". Entao, existe um C(X)-morfismo idempotente

¢pohod™ =g:T(¢) — T(C)

tal que img = imh = P. Pelo Teorema [3.2.4, existe um tinico morfismo de fibrados

vetoriais
f:¢—¢
tal que I'(f) = ¢g. Assim, imI'(f) =img = P.

Como g é idempotente, I'(f) é idempotente. Pela Proposigao 3.4.2] f também é

idempotente. Pela Proposicao [2.1.28] im f ¢é fibrado vetorial sobre X.

Portanto, pela Proposicao |3.4.1
D(im f) = imT(f) = P,

como desejado. ]
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Conclusao: O Teorema mostra que I" é plenamente fiel. O Teorema [3.3.6
mostra que I' pode ter o contradominio restringido aos C'(X)-médulos projetivos finita-
mente gerados. O Teoremal3.4.3mostra que I', quando tem seu contradominio restringido,

¢ essencialmente sobrejetor.

Assim, pelo Teorema [1.1.17], o funtor I" estabelece uma equivaléncia entre a ca-
tegoria dos fibrados vetoriais sobre um X compacto e Hausdorff e a categoria dos C'(X)-

modulos projetivos finitamente gerados.
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