UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CAMPUS DO BAIRRO DA TRINDADE
PROGRAMA DE GRADUACAO EM MATEMATICA

Arthur Holtrup Bianchini

EQUIVALENCIA DE MORITA
FORTE DE C*-ALGEBRAS

Florianépolis, Santa Catarina — Brasil
2025






Arthur Holtrup Bianchini

EQUIVALENCIA DE MORITA
FORTE DE C*-ALGEBRAS

Trabalho de Conclusido de Curso submetido ao Progra-
ma de Graduacdo em Matematica da Universidade Fe-
deral de Santa Catarina para a obtencdo do Grau de

Bacharel em Matematica.
Orientador: Prof. Dr. Alcides Buss

Florianépolis, Santa Catarina — Brasil
2025



Catalogacdo na fonte pela Biblioteca Universitaria da Universidade Federal de Santa Catarina.
Arquivo compilado as 07:56h do dia 8 de dezembro de 2025.

Arthur Holtrup Bianchini
Equivaléncia de Morita Forte de C¥-Algebras / Arthur Holtrup Bianchini; Orienta-

dor, Prof. Dr. Alcides Buss -- Floriandépolis, Santa Catarina -- Brasil, 27 de novembro
de 2025.

112 p.

Trabalho de Conclusdo de Curso -- Universidade Federal de Santa Catarina, MTM --
Departamento de Matemdtica, CFM -- Centro de Ciéncias Fisicas e Matemadticas, Programa

de Graduacgdo em Matematica.

Inclui referéncias

1. Equivaléncia de Morita, 2. Médulos de Hilbert, 3. Algebras de Operadores, I. Prof.
Dr. Alcides Buss II. Programa de Graduagdo em Matemdtica III. Equivaléncia de Morita

Forte de C*-Algebras

CDU 02:141:005.7




Arthur Holtrup Bianchini

EQUIVALENCIA DE MORITA
FORTE DE C*-ALGEBRAS

Este Trabalho de Conclusao de Curso foi julgado adequado para obtencdo do Titulo de Ba-
charel em Matematica, e foi aprovado em sua forma final pelo Programa de Graduacdo em
Matematica do MTM — Departamento de Matematica, CFM — Centro de Ciéncias Fisicas e
Matematicas da Universidade Federal de Santa Catarina.

Florianépolis, Santa Catarina — Brasil, 27 de novembro de 2025.

Documento assinado digitalmente

Felipe Lopes Castro

Data: 19/12/2025 10:28:26-0300

CPF: ***.060.710-*"

Verifique as assinaturas em https://v.ufsc.br

Prof. Dr. Felipe Lopes Castro
Coordenador do Programa de Graduacao em
Matemaética

Banca Examinadora:

Documento assinado digitalmente

ALCIDES BUSS

Data: 08/12/2025 11:48:32-0300

CPF: ***.253.139-**

Verifique as assinaturas em https://v.ufsc.br

Prof. Dr. Alcides Buss
Orientador

Universidade Federal de Santa
Catarina — UFSC

Documento assinado digitalmente

Eliezer Batista

Data: 08/12/2025 11:35:22-0300

CPF: ***.541.288-""

Verifigue as assinaturas em https://v.ufsc.br

Prof. Dr. Eliezer Batista

Universidade Federal de Santa Catarina —
UFSC

Documento assinado digitalmente

Paulinho Demeneghi

Data: 08/12/2025 17:06:20-0300

CPF: ***.173.280-**

Verifique as assinaturas em https://v.ufsc.br

Prof. Dr. Paulinho Demeneghi
Universidade Federal de Santa Catarina —

UFSC



Dedicado a Morgan.



AGRADECIMENTOS

Os agradecimentos principais sdo direcionados a minha familia, por todo apoio.
Agradecimentos especiais sdo direcionados ao meu orientador, por toda confianca, a
banca examinadora, pela disponibilidade, a todos os meus professores, por todo conhecimento,

e a0 meu amigo, por toda paciéncia.



“A matematica ndo conhece racas nem fronteiras geograficas;
para a matematica, o mundo cultural é um sé pais.”
(HILBERT, David)



RESUMO

Neste trabalho, a teoria da equivaléncia de Morita forte para C*-dlgebras é exposta sistema-
ticamente. O trabalho parte de conceitos de algebra, como a teoria de mddulos e categorias,
e avanca até resultados da teoria de algebras de operadores. A investigacao € estruturada em
trés partes. A Parte | estabelece os fundamentos algébricos, revisando a teoria dos médulos
sobre anéis, introduzindo conceitos da teoria das categorias e apresentando a equivaléncia de
Morita cldssica. A Parte Il transita para a anélise, construindo a teoria dos C*-mddulos de
Hilbert, operadores adjuntaveis e "compactos”, o produto tensorial interior e culminando na
demonstracdo do Teorema da Estabilizacao de Kasparov. A Parte Ill foca no tema central,
definindo a equivaléncia de Morita e provando que esta constitui uma relacdo de equivaléncia.
O resultado principal é a demonstracdo do Teorema de Brown-Green-Rieffel, que estabelece
a equivaléncia entre a equivaléncia de Morita forte e o isomorfismo estdvel para C*-4lgebras
o-unitais.

Palavras-chaves: Equivaléncia de Morita. Médulos de Hilbert. Algebras de Operadores.



ABSTRACT

In this work, the theory of strong Morita equivalence for C*-algebras is systematically exposed.
The work begins with concepts from algebra, such as module and category theory, and ad-
vances to results in operator algebra theory. The investigation is structured in three parts. Part
| establishes the algebraic foundations, reviewing the theory of modules over rings, introducing
concepts from category theory, and presenting classical Morita equivalence. Part Il transitions
to analysis, constructing the theory of Hilbert C*-modules, adjointable and "compact” op-
erators, the interior tensor product, and culminating in the proof of Kasparov's Stabilization
Theorem. Part Il focuses on the central theme, defining strong Morita equivalence and proving
that it constitutes an equivalence relation. The main result is the proof of the Brown-Green-
Rieffel Theorem, which establishes the equivalence between strong Morita equivalence and
stable isomorphism for o-unital C*-algebras.

Keywords: Morita Equivalence. Hilbert Modules. Operator Algebras.
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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é, partindo de um conhecimento de algebra linear, calculo,
grupos e anéis, expor a teoria necessaria para entender a equivaléncia de Morita forte de
C*-algebras. Resultados de anélise funcional e de algebras de operadores serdo apresentados
sem demonstracdo no Apéndice A, mas com as devidas referéncias, para tornar o texto mais
acessivel a leitores que n3o tiveram contato com essas teorias, que podem tratar os resultados
temporariamente como “caixas pretas”. Esta decisdo também serve para tornar o texto mais
conciso e focado no tema principal.

Na matematica, podemos definir relacGes de equivaléncia que particionam conjuntos em
subconjuntos disjuntos. No contexto da algebra, a estrutura interna de um anel ndo comutativo
R pode ser abstrata. Porém, sua acdo num médulo (geralmente entendida como uma fungdo
R x X — X, X um R-médulo qualquer) pode ser muito mais concreta. Com base nessa
perspectiva, Kiiti Morita (£ H it —) (MORITA, 1958) propds uma relaco de equivaléncia
entre anéis que observa apenas as categorias dos seus médulos. Tal equivaléncia é denominada
equivaléncia de Morita, em sua homenagem.

A equivaléncia de Morita é mais fraca que um isomorfismo de anéis; anéis que nao sao
isomorfos podem ser Morita equivalentes. Um exemplo classico é um anel comutativo e com
unidade R e o anel de matrizes n x n com entradas em R, M, (R), que sdo Morita equivalentes,
mas claramente n&o isomorfos (um lado é comutativo, o outro ndo) para n > 1.

Irving Kaplansky (KAPLANSKY, 1953) conceituou a teoria basica de C*-médulos de
Hilbert, um objeto com uma estrutura rica. Kaplansky desenvolveu a teoria apenas para C*-
algebras unitais e comutativas, mas ja havia notado que essas hipdteses nao eram necessarias.
William L. Paschke (PASCHKE, 1973) desenvolveu a teoria de C*-médulos de Hilbert sobre
C*-algebras quaisquer, permitindo que Marc A. Rieffel (RIEFFEL, 1974) desenvolvesse uma
teoria de uma equivaléncia de Morita mais forte do que a de anéis para C*-algebras. Tais
adaptacdes foram propostas pois a estrutura adicional de C*-algebras n3o era capturada t3o
bem pela equivaléncia de Morita para anéis quaisquer. Um resultado notério de Brown, Green e
Rieffel (BROWN; GREEN; RIEFFEL, 1977) estabeleceu uma definicdo equivalente de quando
duas C*-algebras o-unitais s3o fortemente Morita equivalentes. A demonstracio de tal teorema
no trabalho atual depende criticamente de um teorema de Gennadii G. Kasparov (I'ennaaumit
I'eopruesuu Kacnapos) (KASPAROV, 1980).

Na primeira parte desenvolveremos as teorias basicas de médulos, categorias e a equiva-
léncia de Morita cldssica. Na segunda parte estudaremos os C*-médulos de Hilbert, o produto
tensorial interior e o Teorema da Estabilizacdo de Kasparov. Finalmente, na terceira parte,
veremos a equivaléncia de Morita forte de C*-algebras e o Teorema de Brown-Green-Rieffel.

O Apéndice T, sobre produtos tensoriais de espacos de Hilbert e de C*-algebras pode

ser lido logo depois do fim do Capitulo 1, porém sé tera utilidade a partir do Capitulo 5.
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Equivaléncia de Morita



1 TEORIA DOS MODULOS

1.1 INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo é definir a estrutura algébrica dos médulos. Nas secbes 1.2 a
1.6, nés discutimos a base tedrica dos mdédulos necessaria para podermos falar sobre médulos
de Hilbert na segunda parte, enquanto nas secées 1.7 e 1.8 apresentamos a teoria essencial
do produto tensorial “algébrico”, que servira para construir o produto tensorial “interior” de
modulos de Hilbert.

Comecaremos revisando brevemente algumas nocdes basicas. Um grupo abeliano G é
um conjunto juntamente com uma operacido + : G X G — (G que é associativa e comutativa,
que possui um elemento neutro, e em que todo elemento possui um elemento inverso. Um
anel R é um grupo abeliano equipado com uma operacao - : R x R — R que é associativa,
e tal que para r,s,t € R quaisquer, (r+s)-t=r-t+s-ter-(s+t)=r-s+r-t. Note
que n3o consideraremos anéis como tendo unidade, pois queremos que uma C*-algebra! n3o

unital seja um anel. Se por acaso tiver unidade, chamaremos de anel com unidade.

1.2 MODULOS E BIMODULOS

Conhecemos também da algebra linear os espacos vetoriais, que possuem uma soma
e uma multiplicacdo por escalar. Os escalares de um espaco vetorial sdo retirados de anéis
especiais denominados corpos, dos quais R e C fazem parte. O conceito a seguir estende os

escalares de um corpo, para um anel qualquer.

Definicdo 1.1 (Mddulos). Seja R um anel. Um médulo a esquerda sobre R é um grupo
abeliano M munido de uma operacao de multiplicacdo por elementos de R em M, denotada

por r - m, para todo r € R e m € M, que satisfaz as seguintes propriedades:
1.r-(m+n)=r-m+r-n, paratodor € Rem,n € M,
2. (r+s)-m=r-m+s-m, paratodor,s € Rem € M,
3. (rs)-m=r-(s-m), paratodor,s € Remé¢c M,

Denotamos um médulo a esquerda sobre R por rp M. Caso o anel do médulo tenha unidade e
1gr - m = m, para todo m € M, chamamos o médulo de unital. Analogamente, um mdédulo
a direita sobre R é um grupo abeliano M munido de uma operacdo de multiplicacdo por
elementos de R em M, denotada por m - r, para todo r € R e m € M, que satisfaz as

seguintes propriedades:

1 Neste trabalho, usaremos constantemente C*-algebras. Caso o leitor n3o esteja familiarizado com elas, o

leitor esta convidado a consultar o Apéndice A para uma breve revisao do assunto ou o trabalho de Ferreira
(FERREIRA, 2024) para uma visdo mais aprofundada.
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1.m-(r+s)=m-r+m-s, paratodor,s € Rem € M,

2. (m+n)-r=m-r+n-r, paratodor € Rem,n € M,

3. m-(rs)=(m-r)-s, paratodor,s € Rem e M;
Denotamos um médulo a direita sobre R por Mg.

Nesta secdo, trabalharemos principalmente com mdédulos a esquerda sobre um anel R,
que serdo chamados simplesmente de médulos, porém, quase todas as definicoes e resultados
podem ser adaptados para médulos a direita sobre R. Além disso, eventualmente chamaremos

“modulos sobre R" simplesmente de R-mddulos.

Exemplo 1.2. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo F'. Entdo V' é um médulo sobre F'.

Em particular, se A é uma C*-algebra, entdo A é um mddulo sobre C.

Exemplo 1.3. Seja A uma C*-dlgebra. A é um anel, pois a operacdo de adicdo satisfaz os
axiomas de grupo abeliano e a operacdao de multiplicacdo entre elementos de A é fechada,
associativa e distributiva em relacdo a adicdo. Portanto, A também é um moddulo sobre si

mesmo.

Para um anel R, ndo ha nada que impeca um mdédulo a esquerda sobre R de ser um
médulo a direita sobre um outro anel S diferente de R e vice-versa. De fato, tal situacdo é
central para a equivaléncia de Morita entre anéis, pois pode ser definida pela existéncia de um
R-S5-bimédulo e um S-R-bimédulo.

Definicdo 1.4 (Bimédulos). Um R-S-bimédulo pMg é um mddulo a esquerda sobre um
anel R e a direita sobre um anel S que satisfaz a seguinte propriedade, paratodor € R, s € §
em € M:

r-(m-s)=(r-m)-s.

Exemplo 1.5. Seja M,,,(C) o conjunto das matrizes m x n com entradas em C. Ent3o
M5 (C) € um médulo a direita sobre M,,,,(C) e um médulo a esquerda sobre M, (C).
Além disso, M,,x,(C) é um bimédulo sobre M,,«,,(C) e M, ,(C), pois a multiplicacdo de
matrizes é associativa e distributiva em relacdo a adicdo. Note que M,,«,(C) é um espaco
vetorial sobre C, e M,,x,,(C) € M,,xm(C) sdo C*-algebras.

Note que se R é anel comutativo e se p M é R-mddulo a esquerda, existe uma construcao
natural em que My é R-médulo 2 direita 2, ou seja, temos o R-R-bimédulo pMp, e vice-versa.
Um fato interessante é que todo grupo abeliano é um Z-moédulo, de forma que os
modulos sdo ndo apenas uma generalizacdo dos espacos vetoriais, mas também dos grupos

abelianos.

2 Definimos a ac3o a direita por m - r :=1r-m parar € R,m € M.
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Exemplo 1.6. Seja G um grupo abeliano. Definimos a multiplicacdo por inteiros para todo
n € Zege G como

g+g+---+g sen >0,

n Vvezes

n-g:=<0¢g sen =20,

(—=g)+(=g)+-+(—g) sen<D0.

In| vezes

Esta operacao satisfaz as propriedades de médulo utilizando inducao nas propriedades do grupo

abeliano, portanto ;G é um Z-médulo.

1.3 SUBMODULOS

Agora vamos definir os submddulos, o que nos permitira falar sobre a estrutura de certos

subconjuntos de um médulo.

Definicao 1.7 (Submédulos). Seja g M um méddulo a esquerda sobre um anel R. Um subcon-
junto N C M é um subméddulo de RkM se N é um subgrupo de M e, para todo r € R e
née& N, temosr-née N.

Exemplo 1.8. Seja kM um médulo a esquerda sobre um anel R. Entdo {0} e M sdo submé-

dulos de p M, chamados de submaoddulos triviais.

1.4 HOMOMORFISMOS DE MODULOS

Como é de praxe em algebra abstrata, definimos a seguir os homomorfismos de médulos,

que sao funcoes que preservam a estrutura dos médulos.

Definicdo 1.9 (Homomorfismos de médulos). Sejam g M e pN médulos a esquerda sobre
um anel R. Um homomorfismo de médulos de kM em rN é uma funcao f: gM — rN

que satisfaz as seguintes propriedades, para todo r € R e m,n € gM:
L f(m+n) = f(m)+ f(n),
2. f(r-m)=r-f(m).
Também chamaremos homomorfismos de mddulos de “R-morfismos”, no futuro.

Exemplo 1.10. Sejam pkM e g N méddulos a esquerda sobre um anel R, e f : kM — gN um

homomorfismo de médulos. Entdo o subconjunto

ker f ={m e M | f(m) =0}
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é um submédulo de rk M, chamado de nicleo de f. De fato, dado m,n € ker f, temos

fm+mn) = f(m)+ f(n)
— 040
=0,

ou seja, m + n € ker f. Além disso, para qualquer » € R e m € ker f, temos

From) =7+ f(m)
=7r-0
=0,

ou seja, - m € ker f.

Exemplo 1.11. Sejam pM e gk N mddulos a esquerda sobre um anel R, e f : kM — grN um

homomorfismo de médulos. Entdo o subconjunto
im f = {f(m) | m e M}

é um submédulo de Rk N, chamado de imagem de f. De fato, para qualquer r € Ren,n’ €

im f, existem m,m’ € M tais que n = f(m) e n’ = f(m’). Entdo

nn' = f(m) + f(m)
= f(m +m)

€im f,

r-n=r-f(m)

= f(r-m)

€im f.

Proposicao 1.12. Sejam M e gk N médulos a esquerda sobre um anel R e f : M — grN

um homomorfismo de médulos. Entdo ker f = {0} se, e somente se, [ € injetiva.

Demonstracdo. Se ker f = {0}, entdo para m,n € M, f(m) = f(n) implica f(m —n) =0,
ou seja, m —n € ker f = {0}, o que implica m = n. Por outro lado, se f é injetiva, seja
m € ker f. Entdo f(m) = f(0) = 0 implica m = 0, pois f é injetiva.

Q.E.D.

Exemplo 1.13. Seja g M um moédulo a esquerda sobre um anel R e g N um submédulo de
rM. Entdo a fungdo ¢ : N — M dada por ¢(n) = n é um homomorfismo de médulos de gV
em rM, e é chamada de inclusdo canénica. A inclusdo canonica é injetiva: se n € ker,

entdo «(n) =0, ou seja, n = 0.
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1.5 MODULOS QUOCIENTES

Relembramos que, para um grupo abeliano GG e um subgrupo normal H C (, o grupo

quociente G/H é o conjunto de classes laterais a esquerda de H em G, munido da operacdo:

+:G/HxG/H — G/H
(9+H,¢d +H)—g+g +H.
Todo subgrupo de um grupo abeliano é normal, ent3o se considerarmos apenas a estrutura de

grupo abeliano de um médulo a esquerda g M sobre R com submédulo g N, podemos definir

o médulo quociente pM /N definindo uma acdo de R em pM/N.

Proposicao 1.14. Seja Rk M um médulo a esquerda sobre um anel R e kN um submdédulo

de r M. Ent3o a acao

iR x M/N — M/N
(rrm+N)—r-m+N

é bem-definida e torna rRM/N um médulo a esquerda sobre R, chamado de R-médulo
quociente de rpM por pN.

Demonstracdo. Primeiramente, devemos mostrar que a acdo estd bem-definida. Dados m +
N,n+N € RpM/N comm+ N =n+ N, temos m—n € N. Como N é um submédulo, para
r € Rtemosr-(m—n) € N,ouseja, r-m—r-née N.Portanto, r-m+ N =r-n+ N.

Agora verificamos as propriedades de médulo:

1. Parare Rem+ N,n+ N € gkM/N, temos:

r-(m+N)+(n+N))=r-((m+n)+ N)
r-(m+n)+N

=(r-m+r-n)+N
=(r-m+N)+(r-n+N)
=r-(m+N)+r-(n+N).

2. Parar,s€ Rem+ N € gM/N, temos:

(r+s)-(m+N)=(r+s)-m+N
=(r-m+s-m)+ N
:(r-m+N)—|—(8'm+N)

=r-(m+N)+s-(m+N).
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3. Parar,s€ Rem+ N € gM/N, temos:
r-(s-(m+N))=r-(s-m+N)
r-(s-m)+ N

=(r-s)-m+N
=(r-s)-(m+ N).
Portanto, g M /N é um médulo a esquerda sobre R.
Q.E.D.

Exemplo 1.15. Seja gk M um moédulo a esquerda sobre um anel R e g N um submddulo de
rM. Entdo a funcdo 7 : gkM — rM/N dada por m(m) = m + N é um homomorfismo
de médulos de gkM em gM/N, e é chamada de projecdo canénica. A projecdo candnica é

sobrejetiva: para qualquer m + N € pM/N, temos w(m) = m + N.

O seguinte teorema serd utilizado numa demonstracdo desta parte do trabalho (mais

especificamente, na do Teorema 1.31).

Teorema 1.16 (Teorema da Fatoracdo). Sejam rM e RN médulos a esquerda sobre R e
f: M — N um R-morfismo. Entéo, existe um tinico isomorfismo f : M/ker f — im f tal que
f=fom emquen: M — M/ker f é a projecio canbnica. Em particular, M/ ker f = im f.

O diagrama a seguir comuta:

M%lmf

>
=

M/ ker f

Demonstracdo. Definimos a aplicacdo f : M/ker f — im f por f(m + ker f) = f(m).
Primeiramente, mostramos que f estd bem definida. De fato, se m; + ker f = mqy + ker f,
entdo m;—mqy € ker f. Isso significa que f(m;—msy) = 0. Como f é um homomorfismo, temos
f(m1)— f(mgy) =0, o que implica f(m1) = f(my). Portanto, f(m;+ker f) = f(my+ker f).
Agora verificamos que f é um homomorfismo de médulos. Sejam mq,ms € M e r € R.

F((my +ker f) + (my + ker f)) =
Além disso,

= rf(my + ker f).
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Vamos mostrar que f é injetivo. Suponha que f(m + ker f) = 0. Entdo f(m) = 0, o que
significa que m € ker f. Portanto, m + ker f é a classe do zero em M/ ker f. Assim, ker f =
{0}, e f é injetivo. Para mostrar que f é sobrejetivo, seja y € im f. Por definicdo, existe
m € M tal que f(m) = y. Entdo

F(m +¥er ) = f(m)
g y‘

Logo, f é sobrejetivo. Como f é um homomorfismo bijetivo, € um isomorfismo. A condicao

f = f o segue diretamente da definicio: para todo m € M,

(f om)(m)

Il
|

(m(m))
f(m + ker f)
f(m).

Finalmente, mostramos a unicidade de f. Seja ¢ : M/ %ker f — im f outro homomorfismo tal

que f = g om. Entdo, para qualquer m € M, temos

g(m + ker f) = g(m(m))
gom)(m)
f(m)

f(m +ker f).

—~

Como todo elemento de M/ ker f é da forma m + ker f para algum m € M, concluimos que

g=1.
Q.E.D.

1.6 PRODUTO CARTESIANO E SOMA DIRETA

A fim de criar exemplos de novos médulos, €, no futuro, de médulos de Hilbert, iremos

introduzir estruturas que relacionam médulos entre si.

Definicdo 1.17 (Produto Cartesiano). Seja (M;);c; uma familia de R-mddulos. O produto

cartesiano desta familia é o conjunto

[T M; = {(mi)icr | m; € M; para todo i € I}

icl

munido das operacdes de adicao e multiplicacdo por escalar definidas coordenada a coordenada:

(my)ier + (Ni)ier = (Mi + ni)ier,

r - (mg)ier = (1 - mi)iela

para todo r € R e (m;)ier, (n4)ier € [Lics M;.
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Proposicao 1.18. O produto cartesiano [];c; M; é um R-médulo a esquerda.

Demonstracdo. As propriedades de médulo seguem diretamente das operacdes coordenada a
coordenada. Sejam (m;)ier, (n4)icr, (Pi)ier € [ier M; e 7, s € R. Verificamos:
1. Para a distributividade de r sobre a adicao:
- ((ma)ier + (ni)ier) = 1 (M +n4)ier
(r - (ms + 1) )ier
(T “m; + - ni)iE[
(r-mi)ier + (1 ni)ier

7 (Mi)ier + 7 (Ni)ier-
2. Para a distributividade sobre r + s:

(r+5) - (mi)ier = ((r + ) - mi)ier
= (r-m;+s-m;ier
= (r-my)icr + (5 Mi)ier

=7r-(m;)ier + 5 (M4)ier.

3. Para a compatibilidade

Portanto, [[;c; M; é um R-mddulo a esquerda.
Q.E.D.

Para cada j € I, definimos a projecao na j-ésima coordenada como a fungdo 7; :
[lier M; — M; dada por
mi((mi)ier) = m;.
Esta fun¢do é um R-morfismo sobrejetivo. De fato, sejam r € R e (m;), (n;) € IT M;:
Lomi((ma) + (na)) = m((ms + ni)) = myj 4+ ny = m5((mi)) + m;((n).
2. w50+ o)) = my((r ) = g = ().
Ainda mais, seja m; € M; um elemento arbitrario. Precisamos construir um = = (x;);er €
[Tic; M; tal que 7;(z) = m;. Defina z; € M, como:
m; sei=j,

Oi Sei%jv

€Tr; =
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em que 0; é o elemento neutro do médulo M;. Como z; € M; para todo i € I, temos

x € [1 M;. Por definicdo, mj(x) = x; = m;. Logo, m; é sobrejetiva.

Definicdo 1.19 (Soma Direta). Seja (rM;)ic; uma familia de R-médulos. A soma direta

desta familia é o subconjunto do produto cartesiano definido por

@Mi = {(m;)ier € H M; | m; = 0 exceto para uma quantidade finita de indices i € I}.
i€l iel

Proposicdo 1.20. A soma direta @;c; M; é um submédulo de T];c; M;.

Demonstracdo. Sejam (m;)icr, (n;)icr € @D;er M;. Existem conjuntos finitos J, J' C [ tais
que m; =0 parai ¢ Jen;, =0 parai ¢ J. Entdo (m; + n;);es satisfaz m; + n; = 0 para
todo i ¢ JUJ". Como J U J' é finito, temos (m;)icr + (n)ier = (m; + n4)icr € ®jcr M;.
Sejar € R.Parai ¢ J, temosr-m; =7r-0=0. Logo r - (m;)icr = (r - m;)icr € Picr Mi.
Q.E.D.

Para cada j € I, a inclusdo canénica é a funcdo ¢; : M; — @,c; M; definida por
tj(z) == (m;)ier, em que m; = x e m; = 0 para i # j.
Esta fungdo € um R-morfismo injetivo. De fato, sejam r € R e z,y € M;.

1. tj(z +y) é o elemento com (z + y) na posicdo j e 0 nas demais. ¢;(x) + ¢;(y) é a
soma de (elemento com x em j) + (elemento com y em j), que é (z+y) em j e 0 nas

demais. Logo, tj(x +y) = ¢;(z) + ¢;(y).

2. 1j(r-z) é o elemento com (r-x) em j. r-;(x) é r vezes (elemento com z em j), que

é (r-x)em j e 0 nas demais. Logo, ¢;(r - z) =1 -1;(z).

Ainda mais, se x € ker;, entdo ¢;(x) = Og. Isto significa que o elemento (m;) é 0 em todas
as coordenadas. Em particular, m; = x = 0. Portanto, ker¢; = {0} e L; € injetiva.

Observe que se o conjunto de indices I é finito, digamos |I| = n, entdo P;c; M; =
[I;cr M;. Isso ocorre pois a condicdo de “suporte finito” é trivialmente satisfeita. Qualquer
elemento (m;)icr € ITier M; possui, no maximo, n coordenadas. Portanto, todo elemento no
produto cartesiano ja satisfaz a condicao para pertencer a soma direta, e a restricio ndao impoe

nenhuma condicdo adicional.

1.7 MODULOS LIVRES

Embora nosso objetivo principal, C*-algebras, sejam anéis que podem n3o ter unidade,
esta secdo é fundamental para a construcdo rigorosa do produto tensorial M ®r N, que depende
crucialmente da existéncia de um Z-mdédulo livre. Como Z é um anel com unidade, nesta secdo
assumiremos que o anel R possui unidade 1z e que os mddulos sdo unitais (1 - m = m).

A nocao de base é fundamental em algebra linear para espacos vetoriais. Infelizmente, a

nocao de base ndo se generaliza para um médulo qualquer.
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Definicao 1.21 (Combinagdo Linear e Independéncia Linear). Seja gM um R-médulo e

B C M um subconjunto nao vazio.

1. Um elemento m € M é uma combinacao linear de elementos de B se existem

bi,...,bp € Bery,...,r, € R taisque m = >1" , 1;b;.

2. O conjunto B é dito linearmente independente se, para quaisquer elementos distintos

bi,...,b, € B, aequacdo > I ; r;b; = 0 implica que r; =0 paratodo:=1,...,n.

3. Se B gera gM (ou seja, todo elemento de rM é uma combinacdo linear finita de

elementos de B) e é linearmente independente, entdo B é chamado de base de z M.

Definicdo 1.22 (Médulo Livre). Um R-médulo M é dito ser um médulo livre se ele possui

uma base.
Exemplo 1.23. Todo espaco vetorial V' sobre um corpo K é um K-médulo livre.

Exemplo 1.24. Nem todo mddulo é livre. Considere o Z-médulo Z, = Z/nZ para n > 1.
Qualquer subconjunto ndo vazio de Z, é linearmente dependente. De fato, para qualquer
k] € Z, com [k] # [0], temos n - [k] = [nk] = [0]. Como n € Z é um escalar ndo
nulo, o conjunto {[k]} é linearmente dependente. Portanto, nenhum subconjunto n3o-vazio e

linearmente independente gera Z,,. Logo, Z, nao possui base e ndo é um Z-médulo livre.

Teorema 1.25 (Unicidade da Representacdo). Seja rM um R-médulo livre com base B.
Entao, todo elemento m € M pode ser escrito de forma tinica como uma combinacdo linear

finita de elementos de B.

Demonstracdo. Seja B uma base para M. Por definicdo de base, o conjunto B gera M.
Portanto, para qualquer m € M, existem elementos by, ...,b, € B (distintos) e r1,...,7, €

R tais que
n
i=1

Resta provar a unicidade desta representacdo. Suponha que m tenha uma outra representacao

com elementos b}, ..., b, € B (distintos) e s1,...,s; € R:

m =" s;b.

J=1
Igualando as duas expressoes para m, obtemos:

n

k
> _ribi = s5b;,
j=1

=1

o que nos leva a
n

k
Zribi - ZSjb; =0.
j=1

=1
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Seja {c1,...,¢,} o conjunto unido dos elementos de base utilizados nas duas representacdes,
ou seja, {c1,...,¢} = {b1,...,b,} U{b},... b}, em que os ¢ sdo distintos. Podemos

reescrever a equacao acima como uma Unica combinacao linear:

p
Z aiCp = O,
=1

em que, para cada [ € {1,...,p}, o coeficiente o; é definido como:
1. oy =r;sec =b; paraalgumiec ¢ {b,...,0.};
2. oy = —sjsec =10 paraalgum jec & {by,...,b,};
3. ay =1; — sjse ¢ =b; = b para alguns i e j.

Como B é uma base e ci,...,c, € B sao distintos, eles sdo linearmente independentes.
Portanto, >7_; aye; = 0 implica que oy = 0 para todo [ = 1,...,p. Analisamos agora as

consequéncias de o = 0 para cada [:
1. Se ¢; =0b; paraalgumiec ¢ {b),...,b,}, entdo oy =1; = 0.
2. Se ¢, =V para algum j e c; & {b1,...,b,}, entdo oy = —s; = 0, logo s; = 0.
3.Se¢ =0 = b;- para alguns i e j, entdo oy = 1; — 5; = 0, logo r; = s;.

Dos dois primeiros casos, concluimos que qualquer elemento de base que aparece em apenas
uma das representacdes tem coeficiente zero. Portanto, podemos eliminar tais termos das
somas, e os conjuntos {b; | r; # 0} e {b | 5; # 0} sdo idénticos. Do terceiro caso, para cada
elemento de base que aparece em ambas as representacdes, os coeficientes coincidem. Portanto,
apds eliminar termos com coeficiente zero, as duas representacdes s3o idénticas: temos o
mesmo conjunto de elementos de base com os mesmos coeficientes. Logo, a representacdo de
m como combinacao linear finita de elementos da base B é (nica.

Q.E.D.

Definicdo 1.26. Dado um conjunto B, o R-mddulo livre com base B, denotado por F/(B),

é definido como a soma direta de cépias de R, indexadas por B:

F(B) =@ Ry, em que R, = R para todo b € B.
beB
Teorema 1.27 (Propriedade Universal dos Médulos Livres). Seja R um anel, B um conjunto
e rF'(B) o R-médulo livre com base B. Seja . : B — rF(B) a funcdo definida em b €
B por 1(b) = e, em que e, é o elemento de ©,R, cujas componentes sdo 1r na posicdo
correspondente a b e Or em todas as outras posicées. Para qualquer R-médulo gk M e qualquer
funcdo f : B — rM, existe um tnico homomorfismo de R-médulos ¢ : rF(B) — rM tal

que ¢ o = f. Ou seja, o seguinte diagrama comuta:
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B % M
JL EIP
F(B)

Demonstracdo. Sejav € rF(B). Como B é uma base para pF'(B), pelo teorema de unicidade
da representacdo, v pode ser escrito unicamente como v = > 7;b; para by,...,b, € B
distintos e 7, € R (com 71 # 0). Definimos a aplicacdo ¢ : gF'(B) — grM por

— <kz: rkbk> = zn: ref (be)-

k=1

Esta aplicacdo esta bem definida pela unicidade da representacao de v como combinacdo linear
de elementos da base B. Vamos verificar que ¢ é um homomorfismo de R-médulos. Sejam
v,w € pF(B) er € R. Escrevemos v = 371 ;b e w = 37,
distintos dentro de cada soma. Seja {d;,...,d,} = {b1,...,b,} U{c1,...,cn} 0 conjunto

sjcj, em que b;,c; € B sdo

unido (com elementos distintos). Podemos reescrever:

em que o (respectivamente (3;) é o coeficiente de d; em v (respectivamente em w), ou zero

se d; ndo aparece na representacao. Entdo:

(v +w) = (Zp:aﬂ-ﬁl )

=1

zp: (ou + By) f(dy)

Il
M@ T

a f(d) + Z:@zf(dl)
P(v) + p(w).

N
Il
—

Para a multiplicacao por escalar:

Paraum b € B, ainclusdo é ¢(b) = b (visto como um elemento de pF'(B), ou seja, b = 1x-b).
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Entao,

¢(u(b)) = &(1r - b)
=1gr - f(b)
= f(b),

mostrando que ¢ ot = f. A unicidade de ¢ segue do fato de que qualquer homomorfismo de

modulos é completamente determinado por sua acdo nos elementos da base: se i) : gF'(B) —

rM é outro homomorfismo tal que 1) o« = f, entdo para qualquer b € B, ¥ (¢(b))

fb) =

o(t(b)), ou seja, ¥(b) = ¢(b) como elementos de rF'(B). Como os elementos de B geram

rF(B) e v é homomorfismo, qualquer elemento v = >}'_, by € aplicado da mesma forma:

o) = v (; mbk>

7“k¢(bk)

|
M=

e
Il
—_

I
M=

7“k¢(bk)
).

—

I
S T
S

Portanto, ¢ = ¢.

1.8 PRODUTO TENSORIAL ALGEBRICO

Q.E.D.

Definicdo 1.28. Seja Mg um R-médulo a direita e gN um R mddulo a esquerda. Dado um

Z-médulo Az uma funcdo f : Mr x RN — Ay é dita ser balanceada se para quaisquer

mo,m1 € Mg, ng,n; € gN e A € R, temos:

f(mo 4+ my,ne) = f(mo,no) + f(ma,no),
f(mo,no +n1) = f(mo,no) + f(mo,n1),

f(mo)\, no) = f(mo, )\no)

Definicdo 1.29 (Produto Tensorial Algébrico). Sejam Mp um R-médulo a direita e gN um

R médulo a esquerda. Um produto tensorial de médulos ou produto tensorial algébrico

de Mr e gIN é um Z-médulo T e uma funcao balanceada f : Mg x gkN — T7 de forma

que para todo Z-médulo GGz e toda funcao balanceada g : My x gN — Gy existe um (nico

Z-morfismo h : Ty, — Gz que comuta o diagrama:

MRXRNLGZ

Jf/

1y
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Teorema 1.30 (Unicidade). Seja (1%, f) um produto tensorial de R-mddulos Mp e gN.
Entido (17, f') também é um produto tensorial de Myp e rN se, e somente se, existe um

Z-isomorfismo k : Ty, — T), tal que ko f = f'.

Demonstracdo. Suponha que (77, f') também seja um produto tensorial de Mgz e gN. Como
(Tz, f) é um produto tensorial e f' : Mg x RN — T7, é uma funcdo balanceada, a propriedade
universal do produto tensorial garante a existéncia de um Gnico homomorfismo de Z-méddulos

k : Ty — T} tal que o seguinte diagrama comuta:

Mg x gN ! T
1z

Isto é, ko f = f’. Da mesma forma, como (77, f') é um produto tensorial e f : Mrx gN — Ty,
é uma funcdo balanceada, existe um (nico homomorfismo de Z-médulos k' : T, — Ty
tal que k' o f' = f. Agora, vamos compor esses homomorfismos. Considere a composicdo
k'ok :Ty; — Ty. Temos:

(K'ok)of=FKo(kof)
— kl o fl
= f.
Assim, o homomorfismo k' o k faz o seguinte diagrama comutar:

MR X RN !
\ 41@
1y

No entanto, o homomorfismo identidade idy, : Ty — 17 também satisfaz idp, of = f. Pela

1y

unicidade garantida pela propriedade universal de (77, f), o homomorfismo que satisfaz essa

condicdo é unico. Portanto, devemos ter
/ .
k'ok = 1dTZ .
Um argumento analogo se aplica a composicdo ko k' : T, — T7,. Temos:

(kok')of' =ko(kof)
pr k @] f
— f
Considerando o homomorfismo identidade idyy : 77, — T7, que também satisfaz idy; of" = f/,

a unicidade garantida pela propriedade universal de (77, f) implica que

kok,:idTé.
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Como k e k' sdo inversos um do outro, k é um isomorfismo. Agora, suponha que exista um
Z-isomorfismo k : Ty, — T} tal que ko f = f’. Devemos mostrar que (77, f') é um produto
tensorial. Seja GGz um Z-moédulo qualquer e g : My X gN — Gz uma funcdo balanceada
qualquer. Como (717, f) é um produto tensorial, existe um tinico homomorfismo de Z-médulos
h : T; — Gz tal que ho f = g. Nosso objetivo é encontrar um Unico homomorfismo
h':T) — Gz tal que W/ o f' = g. Defina b’ := ho k™! : T}, — Gz. Este € um homomorfismo
de Z-médulos bem definido, pois h e k= o s3o. Vamos verificar se ele satisfaz a condicdo

desejada:

h/of/:(hokfwof/
=ho (ko f).

Da nossa hipétese, ko f = f’. Aplicando k™! pela esquerda, obtemos f = k~'o f’. Substituindo

iSSO na equacao acima, temos:
Wof =hof.

Pela definicdo de h, sabemos que h o f = ¢. Portanto, A’ o f’ = g, 0 que mostra a existéncia
do homomorfismo h'. Para provar a unicidade, suponha que exista outro homomorfismo h” :

T, — G tal que h" o f" = g. Considere o homomorfismo h" o k : Ty, — G. Temos:

(W ok)of=0"o(kof)
:hlfof/

Tanto h : T — Gz quanto h” o k : T; — Gz sdo homomorfismos que, quando compostos
com f, resultam em g. Pela unicidade do homomorfismo garantida pela propriedade universal
de (1%, f), devemos ter

h" ok = h.

Aplicando k~! pela direita, obtemos h” = h o k~!. Mas esta era exatamente a nossa definicio
de h'. Portanto, i’ = h’, e o homomorfismo é Gnico. Concluimos que (77, f') satisfaz a

propriedade universal e, portanto, é um produto tensorial de Mz e gN.
Q.E.D.

Teorema 1.31 (Existéncia). Dados Mr um R-médulo a direita e kN um R médulo a es-

querda, existe um produto tensorial desses dois médulos, denotado por (M ®r N, ®)3.

Demonstracdo. Seja 7 F o Z-mddulo livre tendo o produto cartesiano Mg x g N como base. Os
elementos de 7 F' sao combinacdes lineares finitas de elementos de My x g N com coeficientes

em Z. Um elemento de zF tem a forma % | n;(m;, y;), em que n; € Z, m; € Mg e y; € gN.

3 A notacdo ® ao invés da mais usual ® se deve ao grande niimero de produtos tensoriais diferentes no

trabalho. Como regra, ® significa um produto tensorial algébrico, e ® um produto tensorial analitico.
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Denotaremos um elemento da base (m,y) € Mg x rN por [m,y]. Assim, todo elemento de
7F pode ser escrito de forma Gnica como Zle n;[m;, y;]. Agora, considere o submédulo z, H

de 7z F' gerado por todos os elementos da seguinte forma:

[m + mlv y] - [ma y] - [m/a y],
[m7y + y/} - [ma y] - [m>y,]7

[mav y} - [mv Qy],

em que m,m' € Mg, v,y € pRN e a € R. Definimos M ©®r N de My e rIN sobre R como

o Z-mdbdulo quociente
M ®R N = ZF/H

A imagem de um gerador [m, y] no mddulo quociente é denotada por m ® y. Ou seja,
m©y = [m,yl + H.

Vamos provar que (M ®r N, ®) satisfaz a propriedade universal do produto tensorial. Primeiro,
a aplicacdo ® : Mr x gkN — M ®g N dada por (m,y) — m ®y é balanceada. Prova de que
(m+m)eoy=moy+m Oy

(m+m)oy—-moy—moy=(m+m',yl+ H)— ([m,y]+ H) — ([m',y] + H)
= ([m+m',y] — [m,y] — [m',y]) + H.

Como [m +m/,y] — [m,y] — [m/, y] é um dos geradores de ;H, este elemento é a classe do

zero em 7 F'/H. Portanto, a igualdade é valida. Provade que m® (y+¢') =moOy+moy"

mo (y+y) —moy-moy = (my+y]+H) ~ (my +H) ~ (m.y]+ H)
= ([m,y + 9] — [m,y] — [m,y']) + H.

Como [m,y + '] — [m,y] — [m, '] é um dos geradores de 5 H, este elemento é a classe do
zero em 7 F'/H. Portanto, a igualdade é vélida. Prova de que (ma) ©@ y =m ® (ay):

(ma) ©y —m e (ay) = (Ima,y] + H) — ([m,ay| + H)
= ([ma,y] — [m,ay]) + H.

Como [ma,y] — [m,ay] é um dos geradores de zH, este elemento é a classe do zero em
zF/H. Portanto, a igualdade é valida. Agora, seja zG um Z-mddulo qualquer e seja g :
Mg x RN — 7G uma aplicacao balanceada. Queremos construir um tnico homomorfismo de
Z-mbdulos ¢ : M ©r N — zG tal que ¢ o ® = g. Pela propriedade universal dos médulos
livres (Teorema 1.27), como My x rN é base de zF', a aplicagdo g pode ser estendida de
forma dnica a um homomorfismo de Z-médulos § : zF' — zG tal que g([m,y]) = g(m,y)

para todo (m,y) € Mgr X gN. Ou seja, o diagrama comuta:
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2 F

em que ¢ é a inclusao da base. Agora, como ¢ é balanceada, o homomorfismo § se anula em

todos os geradores de zH. Vejamos:

g(lm +m',yl = [m,y] = [m’, y]) = §([m +m’, y]) — (Im, y]) = g([m’, 1)

pois g é aditiva no primeiro argumento. Para o segundo tipo de gerador:

([m,y + /1) = 9([m. y]) = 3(lm, y'])

g([m,y + o] = [m,y] = [m,y]) =g
gm,y +y') —glm,y) — g(m,y)
0

pois g é aditiva no segundo argumento. Finalmente, para o terceiro tipo de gerador:

([ma, y]) - g([m7 O'/y])

g([mav y] - [ma Oéy]) g
g(ma,y) — g(m, ay)
0

pois ¢ satisfaz a propriedade de balanceamento. Como § é um homomorfismo, ele se anula
em todo o submédulo 7 H, ou seja, zH C ker(g). Pelo Teorema 1.16, existe um dnico homo-
morfismo de Z-mddulos ¢ : zF/H — 7G tal que § = ¢pom, em que 7 : zF — zF/H é a

projecdo candnica.

ZF—§>2G

pece

2F/H

Juntando tudo, para qualquer (m,y) € Mg x gN, temos:

¢(m ©y) = o(x([m,y]))

Isso mostra que ¢ o ® = ¢. A unicidade de ¢ segue da unicidade de § e do fato de que os
elementos m ®y geram M ®r N. Portanto, (M ®r N, ®) é o produto tensorial de My e gV
sobre R.

Q.E.D.
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Para identificar qual produto tensorial estamos nos referindo, um produto tensorial de

espacos vetoriais serd denotado por VW, sem o subindice C quando n3do houver ambiguidade.

Proposicao 1.32. No produto tensorial M ©r N, os tensores puros (ou elementares)

satisfazem as seguintes identidades para todos m, m' € M, n,n' € N er € R:

1.
0On=0em®0=0.
2.
(m+m)on=mon+m ©n,
mom+n)=mon+mon
3.
(m-r)On=mao (r-n).
4.

(—m)On=—-(moen)=mao (—n).

Demonstracdo. Estas propriedades sao consequéncias diretas da construcao do produto tenso-

rial como o quociente F'/H (Teorema 1.31).

1. As propriedades 2. e 3. s3o exatamente as relacoes que definem o submédulo H. Por
exemplo, a igualdade (m + m') ®n = m ©@ n + m’ ® n é equivalente a dizer que o

elemento [m +m’, n] — [m,n] — [m’, n] pertence a H, o que é verdadeiro por definico.
2. Para mostrar que 0 ® n = 0, usamos a distributividade com m =0 e m' = 0:
00n=(040e0n=00n+00n.

Subtraindo 0 ® n de ambos os lados (no grupo abeliano M ®g N), obtemos 0 = 0 ® n.

O argumento para m ® 0 = 0 é analogo.

3. Para os inversos aditivos, observamos que:
0=00n=m+(—m))O@n=mon+ (—m) O n.

Logo, (—m) @ n é o inverso aditivo de m © n.

Q.E.D.

Exemplo 1.33. Em Z, ®y Zs, todo elemento é nulo. De fato, podemos escrever 1 = 3 — 2.
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Entao, para qualquer z ® y:
rOQy=x-10y
=z-(3-2)0y
=r-30y—x-20y
=r203y—2x0y
=2x00-00y

Portanto, Zy ©z Zs = {0}.

Exemplo 1.34. Em Q ®g Q, os tensores puros se comportam como o produto usual. Por

exemplo:

9

(25)°]

1 9

=50(3)
1
=3
=1

N ©
S~—

3
=102,
Y3

Proposicao 1.35. Sejam Mpg, My, médulos a direita e RN, N' médulos a esquerda. Se
f:Mp— Mpeg: gN — rN' sdo homomorfismos de R-mddulos, entdo existe um tnico

homomorfismo de grupos abelianos
fOg:MOr N — M ©or N’
tal que (f ® g)(m ©®n) = f(m) ® g(n) para todom € M,n € N.
Demonstracdo. Defina a funcdo h: M x N — M'®gr N’ por h(m,n) = f(m)©g(n). Vamos

verificar se h é balanceada. Para aditividade:
h(my + mg,n) = f(my +ms2) ® g(n)
= (f(m1) + f(m2)) © g(n)
= f(m1) © g(n) + f(m2) © g(n)
= h(my,n) + h(mg,n).
Analogamente para a segunda variavel. Para o balanceamento por R, seja r € R:
h(mr,n) = f(mr) ® g(n)
= (f(m)r) © g(n)
= f(m) © (rg(n))
= f(m) ©g(rn)
(

= h(m,rn).
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Pela propriedade universal do produto tensorial, existe um Gnico homomorfismo f ® g tal que

o diagrama comuta, o que garante a propriedade desejada. Q.E.D.

Até agora, construimos o produto tensorial M ©®r N de um médulo a direita My e
um médulo a esquerda gk N como um Z-médulo (grupo abeliano). No entanto, quando os
moédulos envolvidos possuem estruturas adicionais de bimédulos, o produto tensorial herda

naturalmente uma estrutura de bimédulo compativel.

Proposicao 1.36. Sejam A, R e B anéis. Se M é um (A, R)-bimédulo (4Mg) e N é um
(R, B)-bimédulo (rNg), entdo o produto tensorial M ©r N admite uma estrutura de (A, B)-

bimédulo (A(M ®r N)g), com as acdes definidas por:

a-(m®n):=(a-m)®n, paratodoaec A,me M,née N,
(m®n)-b:=m® (n-b), paratodome M,né€ N,be B.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que essas acOes estdo bem-definidas e satisfazem os a-
xiomas de bimédulo. Fixado a € A, definimos a funcdo f, : M x N — M ®gr N por

fa(m,n) = (a-m) ® n. Esta funcdo é balanceada:

1.

fa(m+m/;n)=(a-(m+m"))on
=(a-m+a-m)on
=(a-m)On+(a-m)on

fa(m,n) + fo(m',n).

falm,n+n) = (a-m)® (n+n)
=(a-m)On+(a-m)on
= fa(m7n) + fa(m7n/)'

(a-(m-1)eOn
((a-m)-r)On
(a-m)® (r-n)

fa(m-r.n) =

fa(m,r-n).

Pela propriedade universal do produto tensorial, existe um (inico homomorfismo de Z-méddulos
¢a: M Or N — M ©g N tal que ¢,(m ®n) = (a-m) ® n. Definimos entdo a - (m ©n) :=
¢a(men) = (a-m)©n. De forma anéloga, para b € B fixado, a funcdo g, : M XN — MOrN
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dada por gy(m,n) = m ® (n - b) é balanceada. A verificacdo é similar a anterior, usando
que N é um (R, B)-bimddulo. Pela propriedade universal, obtemos um dnico homomorfismo
vy : M ©Gg N — M ®r N tal que (m ®n)-b:= (m©n) = m e (n-b). Precisamos
verificar que M ©®r N com essas a¢des é um (A, B)-bimédulo. Como M ®r N é gerado por

elementos da forma m ® n, basta verificar os axiomas nesses geradores:

1.

(a+d)-(mon)=((a+d)-mon
=(a-m+d-m)on
=(a-m)on+(ad-m)on
=a-(men)+d-(moen).

2.

(mon)-(b+0)=mo® (n-(b+1¥))
=mom-b+n-b)
=mO®n-b)+mae(n-b)
=(mon)-b+(men)-b.

3.

(a-a)-(mOn)=((a-d)-m)©n
=(a-(a-m))On
=a-((a"-m)©®n)
—a- (@ (mOw)

4

(meon)-b-V)y=mo(n-(b-b))
=m® ((n-b)-b)
= (mo(n-b) -t/
=((m®n)-b)-b.

5.
a-((mon)-b)=a-(mo(n-b))
— (a-m)© (n-b)
=((a-m)®n)-b
= (a-(mon))-b

Portanto, M ®r N é um (A, B)-bimddulo com as acdes definidas acima.
Q.E.D.



2 TEORIA DAS CATEGORIAS

2.1 CATEGORIAS

O objetivo deste capitulo é apresentar os conceitos basicos da teoria das categorias
necessarios para entender a equivaléncia de Morita entre anéis. Ao longo do primeiro capi-
tulo, utilizamos implicitamente ideias categéricas ao definir produtos (produtos cartesianos)
e coprodutos (somas diretas) de mddulos, por exemplo. Neste capitulo, formalizaremos es-
sa teoria, 0 que nos permitird enunciar com precisao conceitos fundamentais como funtores,

transformacdes naturais e equivaléncias de categorias.

Definicdo 2.1 (Categorias). Uma categoria localmente pequena ou somente categoria®
C consiste de:

1. Uma classe Obj(C) de objetos;

2. Para cada par de objetos A, B € Obj(C), um conjunto Hom¢(A, B) de morfismos de
A para B;

3. Para cada objeto A € Obj(C), um morfismo id4 € Hom¢ (A, A), chamado de identi-
dade de A;

4. Para objetos X,Y,Z € ODbj(C), uma funcdo o : Home(Y,Z) x Home(X,Y) —

Home (A, C'), chamada de composicdo, que satisfaz as seguintes propriedades:

a) Associatividade: Para todo f € Hom¢(A,B), g € Home(B,C) e
h € Hom¢(C, D), temos ho (go f) = (hog)o f;
b) Identidade: Para todo f € Hom¢(A, B), temos foidy = f eidgof = f.
Note que nas definicGes de objetos, utilizamos a palavra classe ao invés de conjunto. Isso
é necessario para definir categorias em sua maior generalidade, para evitar paradoxos, como o

paradoxo de Russell, que diz que “um conjunto de todos os conjuntos” nao existe. No entanto,

abusaremos da notac3do e trataremos Obj(C) como conjunto.
Exemplo 2.2. A categoria Set consiste de:
1. A classe Obj(Set) de todos os conjuntos;

2. Para cada par de conjuntos A, B, o conjunto Homget (A, B) de todas as funcdes de A

para B;

3. Para cada conjunto A, a funcdo identidade ids : A — A dada por ids(a) = a para
todo a € A;

1 Chamamos s6 de “categoria” neste trabalho para encurtar a escrita, mas nem toda categoria é localmente

pequena.
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4. Para cada tripla de conjuntos A, B, C, a composicao de funcdes.
Exemplo 2.3. A categoria Grp consiste de:

1. A classe Obj(Grp) de todos os grupos;

2. Para cada par de grupos G, H, o conjunto Homg, (G, H) de todos os homomorfismos
de grupos de GG para H;

3. Para cada grupo GG, o homomorfismo de grupos idg : G — G dado por idg(g) = g;

4. Para cada tripla de grupos G, H, K, a composicao de homomorfismos de grupos.

Exemplo 2.4. A categoria Ab consiste de:
1. A classe Obj(Ab) de todos os grupos abelianos;

2. Para cada par de grupos abelianos A, B, o conjunto Homay, (A, B) de todos os homo-
morfismos de grupos de A para B;

3. Para cada grupo abeliano A, o homomorfismo de grupos id4 : A — A;

4. Para cada tripla de grupos abelianos A, B, C, a composicdo de homomorfismos.

Exemplo 2.5. A categoria Rng consiste de:

1. A classe Obj(Rng) de todos os anéis;

2. Para cada par de anéis R, S, o conjunto Hompgyg (R, S) de todos os homomorfismos de
anéis de R para S,

3. Para cada anel R, o homomorfismo de anéis idg : R — R dado por idg(r) = r para
todor € R;

4. Para cada tripla de anéis R, S, T, a composicdo de homomorfismos de anéis.
Exemplo 2.6. A categoria R-Mod consiste de:
1. A classe Obj(R-Mod) de todos os mddulos a esquerda sobre um anel R;

2. Para cada par de mddulos a esquerda rM, rN, o conjunto Hompg poa(rM, gN) de
todos os homomorfismos de médulos de g M para g N;

3. Para cada moédulo a esquerda g M, o homomorfismo de médulos idy; : gM — rM
dado por idy;(m) = m para todo m € M;

4. Para cada tripla de médulos a esquerda g M, g N, g P, a composicdo de homomorfismos
de mddulos.

Exemplo 2.7. A categoria C*-Alg consiste de:
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1. A classe Obj(C*-Alg) de todas as C*-algebras;

2. Para cada par de C*-dlgebras A, B, o conjunto Homcx ajg(A, B) de todos os

x-homomorfismos de C*-algebras de A para B;

3. Para cada C*-dlgebra A, o x-homomorfismo de C*-algebras idy, : A — A dado por
ida(a) = a para todo a € A;

4. Para cada tripla de C*-algebras A, B,C, a composicdo de x-homomorfismos de C*-

algebras.
Proposicao 2.8. Seja C uma categoria. Ent3o para todo objeto A € Obj(C), id4 €é dnico.
Demonstrac3o. Sejam id, e id’, identidades de A. Ent3o id4 = id4 oid’y = id),.

Q.E.D.

2.2 SUBCATEGORIAS

Definicao 2.9 (Subcategoria). Sejam C e D categorias. Dizemos que D é uma subcategoria
de C se:

1. Obj(D) C Obj(C);
2. Para todo par de objetos A, B € Obj(D), temos Homp(A, B) C Home (A, B);
3. Para todo objeto A € Obj(D), temos id4 € Homp(A, A);

4. Para todo par de objetos A, B, C' € Obj(D), temos o : Homp(B, C') x Homp(A, B) —
HOIHD(A, C)

Exemplo 2.10. A categoria Ring é uma subcategoria de Rng.
1. Obj(Ring) é a classe de todos os anéis com unidade.

2. Para R, S € Obj(Ring), o conjunto Hompging (R, S) € o conjunto de todos os homo-

morfismos de anéis unitais, ou seja, homomorfismos de anéis f : R — S que satisfazem
f(1g) = 1s.

Note que Hompging (R, S) € um subconjunto de Homgpg (R, S), mas ndo é igual (pois Homgng

ndo exige a preservacdo da unidade).

2.3 MONOMORFISMOS, EPIMORFISMOS E ISOMORFISMOS

Definicao 2.11 (Monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos). Seja C uma categoria. Um

morfismo f: A — B em C é um:

1. monomorfismo se, para todo objeto C' e morfismos g, h : C' — A, temos fog= foh
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implica g = h;

2. epimorfismo se, para todo objeto C' e morfismos g,h : B — C', temos go f = ho f
implica g = h;

3. isomorfismo se existe um morfismo g: B — A tal que fog=idgego f =idyu.
Dizemos que dois objetos A, B em C s3o isomorfos se existe um isomorfismo f: A — B, e

escrevemos A = B.

2.4 FUNTORES E TRANSFORMACOES NATURAIS

Definicdo 2.12 (Funtores). Sejam C e D categorias. Um funtor covariante F' : C — D
é uma funcdo que associa a cada objeto A € Obj(C) um objeto F'(A) € Obj(D) e a cada
morfismo f : A — B em C um morfismo F(f) : F(A) — F(B) em D, de forma que:

1. Para todo objeto A € Obj(C), temos F(id4) = idp(a;

2. Para todo par de objetos A, B € Obj(C) e morfismos f: A — Beg: B — C, temos
F(go f)=F(g)o F(f).

Um funtor contravariante assume as mesmas propriedades, mas com a composicdo de
morfismos trocada: F'(go f) = F(f) o F(g).

Essencialmente, funtores sdo aplicacoes entre categorias que preservam as estruturas dos

objetos e morfismos, mantendo a identidade e a composicao.

Exemplo 2.13. Seja C uma categoria. O funtor identidade id; : C — C é dado por
ide(A) = A para todo objeto A € Obj(C) e ide(f) = f para todo morfismo f em C.

Exemplo 2.14 (Funtor de Esquecimento). Um exemplo candnico é o funtor que “esquece”
parte da estrutura algébrica de um objeto. Considere o funtor U : Grp — Set, denominado

funtor de esquecimento.

1. Para um grupo (G, ), definimos U(G) = G, ou seja, U leva o grupo no seu conjunto

subjacente de elementos, esquecendo a operacao de grupo.

2. Para um homomorfismo de grupos ¢ : G — H, definimos U(¢) = ¢, vendo agora ¢

apenas como uma funcdo entre conjuntos.

Como homomorfismos de grupos sdo, por definicdo, funcGes que preservam a operacdo, a

composicao de funcdes e a funcdo identidade sdo preservadas.

Exemplo 2.15 (Funtor Médulo Livre). Fixe um anel R. Podemos construir um funtor F' :
Set — R-Mod que cria a estrutura de médulo a partir de um conjunto, utilizando a teoria

exposta na Secdo 1.7.



Capitulo 2. Teoria das Categorias 38

1. Para cada conjunto B € Obj(Set), definimos F'(B) como o R-mddulo livre com base
B (Definicdo 1.29), ou seja, F'(B) = @pep R.

2. Para cada funcdo f : B — C entre conjuntos, utilizamos a Propriedade Universal dos
Médulos Livres (Teorema 1.27). A fungdo composta (¢ o f : B — F(C') induz um tnico
homomorfismo de R-médulos f : F(B) — F(C'). Definimos entdo F(f) := f.

A preservacdo da identidade e da composicao decorre da unicidade garantida pela propriedade

universal.

Exemplo 2.16 (Funtor Produto Tensorial). Sejam R e S anéis e sQr um (.S, R)-bimédulo
fixado. O funtor produto tensorial F': R-Mod — S-Mod é definido por F(—) = Q ®Or (—):

1. Para cada R-mddulo a esquerda g M, define-se F'(rM) = Q ©r M, que é um S-mddulo
a esquerda (pois @) é um (.S, R)-bimédulo e M é um R-médulo, logo @ ®r M herda a
estrutura de S-médulo a esquerda).

2. Para cada homomorfismo de R-médulos f : kM — gN, define-se 0 homomorfismo de

S-moédulos
F(f)=idoof: QorM = Q ©r N
dado por F(f)(¢q®m) =q® f(m) para todo g€ @ em € M.

Para definir rigorosamente o homomorfismo F(f) = idg ®f, devemos usar a Propriedade
Universal do produto tensorial (Teorema 1.31). Considere a aplicacdo h: Q x M — Q ©r N
definida por:

h(q,m) :=q® f(m)

Devemos mostrar que h é R-balanceada para invocar a Propriedade Universal de Q) ®r M.

1.
hg+q,m)=(qg+q)O f(m)
=q® f(m)+4 © f(m)
= h(g,m) + h(q',m).
2.

h(g,;m+m') = q© f(m+m')
=q O (f(m) + f(m'))
=qO f(m)+q0© f(m)
= h(q,m) + h(q, m’).
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h(g-r,m) = (q-1)©® f(m)
=qO(r- f(m))
=q0 f(r-m)
= h(q,r - m)

Como h é R-balanceada, pela Propriedade Universal de () ©®r M, existe um (nico homomor-
fismo de Z-médulos F(f) : Q ©r M — Q ®r N tal que F(f)(¢®m) = h(g,m) =q® f(m).

Isto prova que F'(f) estd bem-definido. Verificamos que F' é um funtor:
1. Paraidy, : M — M,

F(idy) (g ®m) = ¢ ®idy(m)
=qOm,

logo F'(idps) = idge m-
2. Paraf: M - Neg: N — P,

F(go f)(gom)=q® (go f)(m)

Definicao 2.17 (Transformacdes Naturais). Sejam C e D categorias e F, G : C — D funtores.
Uma transformacao natural 1 : ' — G é uma familia de morfismos 74 : F(A) — G(A)
em D, um para cada objeto A € Obj(C), de forma que para todo morfismo f : A — B em

C, o seguinte diagrama comuta:

Um isomorfismo natural é uma transformacdo natural n : F — G em que cada 14 é um

isomorfismo em D.

Exemplo 2.18 (Abelianizacio de Grupos). Seja Grp a categoria dos grupos e Ab a categoria
dos grupos abelianos. Considere o funtor identidade I : Grp — Grp e o funtor composto U o
()%, em que ()% : Grp — Ab é o funtor de abelianizaco que envia G para G = G/[G, G],
e U : Ab — Grp é a inclusdo. Para cada grupo G, a projecdo candnica g : G — G define
uma transformac3o natural 7 : I — U o (). Para qualquer homomorfismo ¢ : G — H, o

diagrama comuta pela propriedade universal do quociente:
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G e (lab

g e
H ™ g
Exemplo 2.19. Seja Vecty a categoria dos espacos vetoriais de dimens3do finita sobre um
corpo K. Considere o funtor identidade idvect, € o funtor dual duplo (-)** : Vecty — Vecty.
Para cada espaco vetorial V, existe uma aplicacdo linear injetiva canbnica ¢y : V. — V**
definida por ¢y (v)(f) = f(v) paratodo v € V e f € V*. A familia ¢ é uma transformacdo
natural (e, neste caso, um isomorfismo natural) entre a identidade e o funtor dual duplo. Para

qualquer transformacao linear 7' : V' — W, o seguinte diagrama comuta:

% Yv Ve

.| [~

Wy
Exemplo 2.20. Fixe um anel comutativo R. Considere a categoria R-Mod. Podemos definir
dois funtores F,G : R-Mod x R-Mod — R-Mod dados por F(M,N) = M Ggr N e
G(M,N) = N ©g M. Para cada par de médulos (M, N), existe um isomorfismo candnico
TN M Or N — N ©r M definido nos geradores por 7 y(m ® n) = n ® m. Esta familia
de isomorfismos constitui uma transformacdo natural (na verdade, um isomorfismo natural),

expressando a simetria do produto tensorial algébrico.
Podemos dizer agora quando duas categorias sdo equivalentes:

Definicdo 2.21 (Categorias Equivalentes). Dizemos que duas categorias C e D s3o equiva-
lentes se existem funtores ' : C — D e G : D — C e isomorfismos naturais 7 : ide — G o F
ee: FoG — idp. Denotamos isso por C ~ D.

Com isso, estamos preparados para a equivaléncia de Morita.

2.5 EQUIVALENCIA DE MORITA DE ANEIS

Nesta secao, assumiremos que todos os anéis possuem unidades. Até agora, expusemos a
teoria de médulos e introduzimos conceitos basicos de teoria das categorias. Finalmente conec-
taremos essas duas areas através da equivaléncia de Morita como motivacao para estudarmos
a equivaléncia de Morita forte no final do trabalho. Existem duas formulaces equivalentes
de equivaléncia de Morita de nosso interesse. Neste trabalho, nao provaremos que as duas

formulacbes sdo equivalentes.

Definicdo 2.22 (Equivaléncia de Morita). Dois anéis R e S sdo ditos Morita equivalentes,
denotado por R ~; S2., se as categorias de médulos a esquerda R-Mod e S-Mod s3o

equivalentes.

2 O simbolo “#" é o caractere hiragana japonés que se l&¢ “mo”, usado aqui brevemente em homenagem 2

Kiiti Morita (#&Hf—). A notacio usual é R~y S.
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Proposicao 2.23. Sejam R e S anéis. Se existem bimédulos sQr e rPs, e isomorfismos de

bimédulos equilibrados
€:QRrP—S e n:P®RsQ — R,

entdo os funtores
F: R-Mod — S-Mod, F(M)=Q®rM

G : S-Mod — R-Mod, G(N)=P®gN
estabelecem uma equivaléncia de categorias.

Demonstracdo. Observe primeiramente que F' estd bem definido: como sQ)r é um bimédulo,
Q®pr M herda uma estrutura de S-mdédulo a esquerda via s-(¢g@m) = (sq)®@m. O mesmo vale
para GG. Para provar a equivaléncia, construimos isomorfismos naturais. Seja M um R-médulo.

Temos:

(GoF)(M)=P®s(Q®r M)
= (PRsQ)@r M
n®id s R®R M

= M.

A composicdo destas fungBes define o isomorfismo natural ay; @ (G o F)(M) — M. A
construcdo de 5 : F'o G — idg.moq € anéloga.
Q.E.D.

A segunda formulacdo, mais construtiva, caracteriza a equivaléncia de Morita através da

existéncia de certos bimédulos.

Definicdo 2.24 (Contexto de Morita). Um contexto de Morita entre anéis R e S consiste
de:

1. Um (R, S)-bimédulo gPs;
2. Um (S, R)-bimédulo sQrg;
3. Dois homomorfismos de bimédulos
T:POs@Q—R e 0:Q0rP—S
tais que:

a) T(p®q)-p=p-o(qOp) para todos p,p' € P e g€ Q;
b) o(¢®p)-¢ =q-7(p©® ) paratodos ¢, € Qepe P.
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O contexto é chamado de contexto de Morita exato se T e ¢ s3o isomorfismos>.

Exemplo 2.25. Todo anel R com unidade é Morita equivalente ao anel de matrizes M, (R)
para qualquer n > 1. De fato, considere os bimddulos:
P=R'={(r,...,rn) 1 € R} como R-M,(R)-bimédulo,
1
Q=M1 (R) = | :ri€e Ry como M,(R)-R-bimédulo.
T'n
A acdo a esquerda de R sobre P é componente a componente, e a a¢do a direita de M, (R)
sobre P é dada pela multiplicacdo matriz-vetor linha usual. Analogamente, a acdo a esquerda
de M, (R) sobre Q é a multiplicacdo matriz-coluna usual, e a ac3o a direita de R sobre () é
componente a componente. Definimos os homomorfismos:
T:POnmr @ — R
S1
n
(Tla"'vrn)Q Hzrislﬁ
i=1
5
0:QOr P — M,(R)
1 ris1 0 TiSn
@(51,...,sn) —
Tn T'nS1 o ThSn
Verifiquemos que 7 e o sdo homomorfismos de bimédulos. A aditividade é imediata pelas

propriedades da multiplicacao matricial. Para a compatibilidade com os escalares, sejam r € R,
M € M,(R), p€ Peq¢€Q. Para 7, temos:

T(r-p®q)=7((rp1,...,mPn) ®q)

E analogamente,
TpOq-r) =1 (qr, ..., qur)")
= Zpi(%'r)
= (Zpiqi)r

=71(pOq) -

3 Normalmente, pede-se apenas que sejam epimorfismos, porém pode-se demonstrar que se forem epimorfis-

mos, serdo automaticamente isomorfismos.
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Para o, note que a acdo de R comuta com as entradas da matriz:

o(qop- M) =q(pM)
= (qp)M
=o(qOp) - M.

Agora verificamos as condicoes de associatividade do contexto de Morita.

1. Para a primeira condicdo 7(p ® q) -p' =p-o(q@p'), sejam p,p' € P e g€ Q. O lado
esquerdo é escalar multiplicando vetor:

T(p®q) p = (Zm%) Py, ..., p)) = <Zpqup'1,~--,2pqup'n> :
k=1

k=1 k=1

O lado direito é vetor multiplicando matriz (1 x n por n X n):

Qpy o Qipy,
olqop)=(p1,...,pn) | '
Py Gubh
(Z Pk Qkpl Z Qkpn > .
k=1 k=1

Pela associatividade de R, as expressGes sao idénticas.

2. Para a segunda condicdo o(q®p)-¢ =q-71(p®¢), sejam q,¢' € Q e p € P. O lado
esquerdo é matriz multiplicando vetor (n x n por n x 1):

apr o @\ (@
olqop)-¢d=1 + = : :

dnP1 ' 4nPn Q;L

Y1 (@r)q, Q1 Y f 1 Prd

> h1 (np) @ Gn Yoh1 Prd

O lado direito é vetor multiplicando escalar:

@\ . @1 (k=1 Prd)
q¢-T(poq)=1|: <Zpkq;;> = :

=1 n /
qn Qn(zk:1 pqu)
Novamente, as expressGes coincidem.

Por fim, a sobrejetividade. Para 7, dado r € R, escolhendo p = (7,0,...,0) e
= (1,0,...,0)T, temos 7(p ® q) = r -1 = r. Para o, dado qualquer elemento da base

candnica de matrizes E;; € M,(R) (que possui 1 na entrada (i, j) e 0 nas demais), tome
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q = e; (vetor coluna com 1 na posicdo i) e p = e]T (vetor linha com 1 na posicdo j). Entdo
o(e; ®e]) = ee] = E;;. Como o é linear, gera todo M,(R). Como os anéis possuem
unidade, a sobrejetividade dos homomorfismos no contexto de Morita implica que sdo

isomorfismos.

A teoria de equivaléncia de Morita para anéis fornece o modelo algébrico para a equi-
valéncia de Morita forte entre C*-algebras, que serd exposta na (ltima parte deste trabalho.
Porém, antes disso, temos que falar sobre C*-mddulos de Hilbert, que fardo um papel similar

aos médulos sobre anéis na equivaléncia de Morita forte de C*-algebras.
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3 MODULOS DE HILBERT

3.1 DEFINICAO

Seja A um C*-algebra. Um maddulo com produto interno sobre a C*-algebra A
é um modulo a direita F4 sobre A e um espaco vetorial sobre os complexos munido de um

produto interno (-,-) : E4 X E4 — A que satisfaz para x,y,2 € Eyea€ Aea € C:
1. (z,z) > 0e (x,z) =0 se, e somente se, x = 0;
2. (z,y) = (y, 1)
3. (z,y + 2) = (x,y) + (z,2);
4. (r,ya) = (z,y)a;
5. (z,ay) = alx,y);

Na primeira parte, usamos médulos a esquerda, apesar que lidaremos apenas com modulos a
direita a partir de agora. Isso foi feito de propdsito, para que a mudanca de direcdo deixe claro
que o produto interno serd conjugado-linear na primeira variavel, ao contrario do que é

esperado (ser linear na primeira), ou seja, para x,y € E4 e a € A:

(za,y) = a*(z,y).

Gostariamos de adicionar uma norma a esta estrutura, para poder fazer um completamento.
Para isso, vamos provar uma versdo do Teorema de Cauchy-Schwarz, que necessita de um

lema primeiro.
Lema 3.1. Seja A uma C*-dlgebra e a € A. Entdo para todo elemento positivo ¢ € A temos:
a*ca < ||c||a*a.

Demonstracdo. Podemos supor sem perda de generalidade que A é unital. De fato, se A nao
for unital, considere sua unitizagdo A" (Teorema A.6). A é um ideal fechado de A*. Os
elementos a,c € A s3o também elementos de A™. Como ¢ é positivo em A, seu espectro
oa(c) C [0,00). O espectro em AT é g4+(c) = oa(c) U {0}, que também estd contido em
[0,00). Assim, ¢ é positivo em A*. Além disso, a norma de ¢ é a mesma em A e AT (pois
lefl = sup{[A[ : A € a(e)} ).

Como A™ é unital e ¢ € AT é positivo, pelo célculo funcional continuo (Teorema A.17),
temos o (c) C [0, ||c||]. Isso implica que o elemento (||c||-1—¢) é positivo, ou seja, ¢ < ||¢|| - 1.

Multiplicando por a* a esquerda e por a a direita, obtemos a desigualdade em A™:

a*ca < a*(||e|]| - 1a

= ||c||a"a.
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Como a,c € Ae A é um ideal, os elementos a*ca e a*a pertencem ambos a A. A desigualdade

||c|la*a — a*ca > 0 é, portanto, uma relagdo entre elementos de A.
Q.E.D.

Teorema 3.2 (“Cauchy-Schwarz"). Se E4 é um médulo com produto interno sobre uma

C*-dlgebra A, entdo para todo x,y € E, temos

()" (@, y) < [z, 2)|[(y, v)-

Demonstracdo. Sejam x,y € E4. Se x = 0 ou y = 0, a desigualdade é trivial. Caso contraério,
defina A = ||(z,z)|| "2 e 2/ = Az. Assim, podemos assumir sem perda de generalidade que
||(z, z)|| = 1. Defina a := (z,y) € A. Entéo

0 <(xa—vy,xa—vy)
= (va,ra) — (va,y) — (y,va) + (y,y)
= a"(z,z)a — a*(z,y) — (y,z)a + (y,y)
a‘a —a*(z,y) — (y, x)a + (y,y)

a‘a—a*a—a‘a+ (y,y)

IN

=—a"a+ (y,y).

Portanto, (z,y)"(z,y) < [[{z, z)[|(y, ).

Q.E.D.
Proposicdo 3.3. Para todo x € E 4, definimos a norma de x como ||z|| := y/||{x, x)||. Com
a norma definida, E4 é um espaco normado.
Demonstracdo. Sejam z,y € E4, a € A, e a € C. O fato que ||z|| = 0 se, e somente se,

x = 0 segue diretamente da definicdo do produto interno, assim como a n3o-negatividade da

norma. Para provar a homogeneidade da multiplicacdo por escalar, note que:

laz|]* = [[{az, az)]|
= [[@a(z, z)]
= |of*[|{z, z)||

= |of?| ] |*.
Conclui-se que ||ax|| = |a] - ||z||. Para a compatibilidade com a acdo a direita, temos:

llzal|* = ||(za, za)|
= [la"(z, x)all
< |la”[| - [z, )| - |]al]

= |lall® - ||=]*.
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Portanto, ||zal| < ||z]| - ||a||. Isso nos diz também que o produto interno é continuo, o que

usaremos mais para frente. Por fim, a desigualdade triangular. Temos:

lz +yl” = [z +y, 2+ y)]
[z, ) + (z,9) + (¥, 2) + (v, y)|
[z, )| + ([, )]+ [y, )| + [y, )]

= |l=[* + 2l ¢z, )|l + Nyl

Pelo Teorema 3.2 (Cauchy-Schwarz), temos

(z,y) (z,y) < |z, 2) |y, v),

o que implica

1, ) I* = [1{z, 9)" (z, )|
< [[(I{z; 2)[1) (w; v)]
= [[{z, 2)[[ - [[{y, »)l|
= l=[P*llylI*

Logo, |[{x,y)|| < ||z|| - ||y||. Substituindo acima,

[l +yll* < [l2l* + 2ll]| - 1yl + [ly]I*
= (|l + Iy [)*.

Portanto, ||z + y|| < ||z|| + ||y]|-
Q.E.D.

Um moédulo com produto interno sobre uma C*-algebra A é chamado de A-médulo
de Hilbert se é completo com respeito a norma induzida pelo produto interno. Em seguida,

damos diversos exemplos, tanto concretos como abstratos.

3.2 EXEMPLOS

Exemplo 3.4. Seja A uma C*-algebra. Entdo A é um A-mddulo de Hilbert com o produto
interno dado por (a,b) := a*b.

Demonstracdo. Vejamos que (-,-) satisfaz as propriedades de um produto interno, pois ja
sabemos que uma C*-algebra é um mddulo sobre si mesmo com a acdo a direita sendo a

multiplicacdo usual de elementos de uma C*-algebra. Sejam a,b,c € Ae a € C.

1. (a,a) = a*a > 0. Além disso, (a,a) = 0 se, e somente se, a*a = 0. Isso implica
lla*al| = 0. Pela identidade C*, ||a||? = ||a*a|| = 0, o que implica ||a|| = 0, e portanto
a=0.
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2. (a,b) = a*b. Por outro lado, (b, a)* = (b*a)* = a*(b*)* = a*b.
3. (a,b+c¢)=a*(b+c) =a*b+a*c=(a,b)+ (a,c).

4. (a,bc) = a*(bc) = (a*b)c = (a, b)c.

5. (a,ab) = a*(ab) = ala*b) = ala, b).

Portanto, (-,-) é um produto interno sobre A. Resta verificar a completude. A norma induzida

por este produto interno é:

lallz, = /ll{a, )| = /lla*all.
Pela identidade C*, ||a*a|| = [|a||>. Logo, ||a|lz, = +/llall*> = ||a||. A norma induzida é
precisamente a norma da C*-algebra A. Como A é uma C*-3lgebra, ela é por definicdo uma
algebra de Banach, sendo assim um espaco de Banach e, portanto, completa com respeito a

sua norma. Logo, A é um A-mddulo de Hilbert.
Q.E.D.

Exemplo 3.5. Seja A uma C*-dlgebra e I < A um ideal fechado a direita. Entdo I é um
A-médulo de Hilbert com a acdo de A (multiplicacdo a direita) e o produto interno herdado
de A:

(x,y) :==a"y parazx,y€l.

Demonstracdo. Devemos verificar os axiomas. Primeiro, I é um médulo a direita sobre A por
definicdo de ideal a direita. O produto (z,y) = z*y leva I x [ em A. Sejam z,y,z € I, a € A,
eacC.

1. (z,z) = z*x. Como z € A, z*x > 0. (z,z) =0 <= z*zx = 0. Pela identidade C¥*,
l|z||? = ||z*z|| = 0, o que implica = = 0.
2. (z,y)r = (@) =y (@) =y'z=(y ).
3. {myy+2)=a*(y+2) =y + 2%z = (x,y) + (z, 2).
4. (r,ya) = 2*(ya) = (z*y)a = (z,y)a.
5. (r,ay) = 2"(ay) = a(xy) = alz,y).
Finalmente, I deve ser completo com a norma induzida. A norma induzida é:

[|z[lr = 1z, )[4

= /x| a-

Pela identidade C*, ||z*x||4 = ||z||%. Portanto, ||z||; = \/||z||% = ||x||4. A norma do médulo
é simplesmente a norma da C*-dlgebra A restrita ao subespaco I. A é uma C*-algebra, logo
é um espaco de Banach. Por hipétese, I é um ideal fechado. Um subespaco fechado de um

espaco completo é completo. Portanto, I é um A-médulo de Hilbert.
Q.E.D.



Capitulo 3. Mddulos de Hilbert 51

Exemplo 3.6. Seja A = C, a C*-algebra dos niimeros complexos. Um C-médulo de Hilbert

E é um espaco de Hilbert.

Demonstracdo. Se A = C, a acdo do médulo a direita £ x C — E é apenas a multiplicacdo

escalar usual. O produto interno (-,-)g : £ x E — C deve satisfazer:

1. (z,z) >0e(zr,2) =0 < z=0.

2. {z,y) = (y,2)" = (y, 7).
3. (z,y +2) = (z,y) + (z,2).
4. (z,ya) = (z,y)a (para a € C). Isso é (z,ay) = a(x,y).

A norma induzida é:

|2lle = Iz, 2}l
=V |<ZE7I>|
= /(x,x).

Esta é exatamente a definicdo de um espaco com produto interno. Se E é completo com

respeito a esta norma, é um espaco de Hilbert.
Q.E.D.

Exemplo 3.7. Sejam A uma C*-dlgebra, n,m € N, e M,,(A) a C*-algebra das matrizes
m x m sobre A. Seja E = M, ,,(A) o espaco das matrizes n x m sobre A. E é um M,,(A)-

moddulo de Hilbert a direita.

Demonstracdo. A acdo do médulo E x M,,(A) — E é a multiplicacdo de matrizes usual
(- a);; = Y, xigar;. O produto interno com valores em M,,(A), (-,-) : E x E — M,,(A),
é definido por:

(z,y) ="y
em que z* € M, ,(A) é a matriz adjunta (transposta e adjunta em cada entrada). O produto

x*y é da forma (m x n) x (n x m), resultando em uma matriz m X m, como esperado.

1. (x,z) = x*x. Este é um elemento positivo na C*-dlgebra M,,(A). Se z*x = 0, entdo

xz=0.
2. (z,y)" = (2"y) = y"(a")" =y'z = (y, 7).
3. {myy+2)=a*(y+2) =y + %z = (x,y) + (z, 2).

4. (r,ya) = x*(ya) = (z"y)a = (z,y)a.
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A norma induzida é:

|2llz = \11{z, 2| ar )
= Vllz*zl[a,, )
Pela identidade C*, ||z*z|| = ||z||*. M, (A) é isomorfo a A™™ e, portanto, é completo, pois

A é completo.
Q.E.D.

Exemplo 3.8. Seja A uma C*-algebra e { E;};c; um conjunto finito de A-mddulos de Hilbert.
Entao
HEi:Elx.EQX...XEn

icl
é um A-médulo de Hilbert.

Demonstracdo. Que [];c; E; € um médulo sobre o anel A segue do fato que cada E; é um
modulo sobre A, e que [[,c; £ é um espaco vetorial complexo segue do fato que cada E; é
um espaco vetorial complexo. Portanto, sé nos falta equipar [[;c; £; com um produto interno
com valores em A e mostrar que o espaco é completo em relacdo a norma induzida. Sejam
x = (2;)ier € Y = (Yi)icr, elementos em [[;c; E;. Definimos (z,y) := > (i, yi);. Se trata

de uma soma finita de elementos de A, entao essa definicdo faz sentido.

1. (z,z) = Ycr{zi,x;); > 0, pois é uma soma de elementos positivos. Além disso,
(x,x) = 0 se, e somente se, > ;c;{(x;, x;); = 0. Seja a; = (x4, 2;); > 0ec=>a; > 0.
Entdo ¢ —a; = 34 a; > 0, o que implica a; < c. Se ¢ = 0, entdo a; < 0. Temos
a; = 0 para todo i. Pela definicdo de médulo de Hilbert, (z;,z;); = 0 implica z; = 0

para todo 7 € I. Portanto, = = 0.
2. (w,y) = Yierlwa yi)i = Sier Wi va); = (Cieryi, va)i)” = (y, 2)*.

3. (wyy + 2) = Yier{wnyi + 2)i = Yier((@oyi)i + (@6, 2)i) = Yier{Tivi)i +
Eiel<xivzi>i = <x,y> + <33, Z)'

4. <$a ya) = Zie[<xi>yia>i = Ziel<$i>yi>ia = (Eie[<xi7yi>i) a = <$a y>a.
5. (z,ay) = Ziel<l'i7 ayi)i = diel o(Ti, Yi)i = azz‘el<$z‘>yi>i = a(z,y).

Portanto, (-, -) é um produto interno. Para mostrar a completude, seja (2(™), cy uma sequéncia
de Cauchy em [[;c; E;. Entdo dado € > 0, para cada i € I, existe N; € N tal que u; > N; faz

u €
)_yi||<7

Vi

(

)

||
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Considerando que £ = E; X ... X Fy. Seja u > max{Ny,..., N;}. Entdo

) — y||* = I|Z T |

k

=Z|\xl“> ik

k€2

_;E

:E2

Portanto, ||z(*) — y|| < e.
Q.E.D.

Dado um subconjunto de um A-médulo de Hilbert, definimos um A-submédulo de
Hilbert da maneira esperada: o subconjunto deve ser fechado em todas as operacdes do
A-médulo de Hilbert, além de ser fechado. Da mesma forma, homomorfismos de médu-
los de Hilbert sio funcbes que preservam toda a estrutura de médulos de Hilbert: soma,

multiplicacdo por escalar e acdo numa C*-algebras.



4 OPERADORES EM MODULOS DE HILBERT

4.1 OPERADORES ADJUNTAVEIS

Seja £ 4 um médulo de Hilbert sobre uma C*-algebra A. Se F)4 é um A-submédulo de
Hilbert de F'4, definimos

Fjl_:{yeEA’vxEFAa <$7y> :0}
Proposicao 4.1. Fi é um A-submédulo fechado de Hilbert de E 4.

Demonstracdo. De fato, se z,y € Fj, z€Fy,aceC,eac A, entio

(z,ax +ya) = (z,ax) + (z,ya)
=a(z,z) + (z,y)a
=a-0+0-a
= 0.

Logo, ax + ya € F1, e portanto F'1 é um A-submédulo. Para ver que F; é fechado, note

que para cada x € F4, o conjunto
ker(z,) ={y € Ea: (z,y) = 0}

é fechado, pois é a pré-imagem do conjunto fechado {0} pela funcdo continua y — (z,y).

Como
Fi= ﬂ ker(z, -),

xEF 4

segue que F'1 é a interseccio de conjuntos fechados, e portanto é fechado.
Q.E.D.

Porém, nao é necessariamente verdade que Fjl = F'4, como acontece em espacos de
Hilbert. Isto esta interligado com o fato de que em todo espaco de Hilbert, todo operador
possui um adjunto, ou seja, para T' : H — H operador no espaco de Hilbert H, existe um
operador T : E — F tal que

(Tz,y) = (z,T"y)

para x,y € H.

Exemplo 4.2. Seja A = Cy(R) a C*-algebra das funcdes continuas que se anulam no infinito,
e considere o A-médulo de Hilbert padrdo E4 = A com produto interno (f,g) = f*g. Seja
Fo={f € A: f(0) =0}, que é um A-submédulo fechado. Afirmamos que F'; = {0}. De
fato, seja g € F'1. Isso significa que (f,g) = fg = 0 para todo f € F. Suponha que existe
to # 0 tal que g(ty) # 0. Como to # 0, podemos construir (usando o Lema de Urysohn ou
uma construcdo explicita) uma funcdo f € Cy(R) tal que f(0) = 0 (logo f € Fa) e f(ty) = 1.
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Para esta f, temos

Isso contradiz fg = 0. Portanto, g(t) = 0 para todo t # 0. Como g € Cy(R), g é continua

em 0. Assim,

9(0) = lim g(#)

t—0
= lim0
t—0
= 0.
Conclui-se que g(t) = 0 para todo ¢ € R, ou seja, g = 0. Portanto, F'i = {0}. Assim,
Fi = {0y
—E,
# Fa.

Este contraexemplo mostra que nem todo operador de um moédulo de Hilbert tem um
adjunto. Por isso, definimos para E4 e F4 mdédulos de Hilbert sobre uma C*-algebra A as
funcées adjuntaveis L ,(F, F') como sendo todas as fungbes T': E4 — F4 tais que exista

uma outra funcdo T : Fy — FE 4 de forma que para todo z € F4 e todo y € Fly,
(Tz,y) = (x, T"y).
Proposicao 4.3. Se tal funcdo T* existe, ela € tnica.

Demonstracdo. Suponha que existam S, () : Fy — FE 4 tais que

(Tx,y) = (v, Sy)
= (z,Qy)

para todos x € 4 e y € F4. Entdo

(x,Sy) — (r,Qy) = (x, Sy — Qy)
=0

para todo x € E4. Como o produto interno é nao-degenerado, necessariamente Sy — Qy = 0,
o que nos diz que Sy = Qy para todo y € Fy, e assim S = Q).
Q.E.D.

Proposicao 4.4. Toda funco adjuntavel T' € L4(E, F') é linear sobre A e sobre C.
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Demonstracdo. Dados x,x' € E4, y € Fa, a € A, e a € C, temos:

Logo, T'(ax) = aTz.
Q.E.D.

Proposicao 4.5. Toda funcio adjuntiavel T € L4(E, F) é limitada.

Demonstracdo. Usaremos o teorema do gréfico fechado (Teorema A.13). Suponha que exista
uma sequéncia (,)neny — © em E4 tal que (T'x,)neny — y em F4. Ent3o para todo z € Fly,

e lembrando que o produto interno sobre A é continuo,
(Tx,z) = (x,T"z)

= <lim xn,T*z>
n—oo

= Mg (o, T°2)

= Jim (T, 2

= <1im Tz, z>
n—oo
= <y7 Z>'

Assim, y = Tz, e pelo Teorema A.13, a funcdo é limitada.
Q.E.D.

Denotamos em particular L4(E, E) por L4(F), cujos elementos sdo chamados de ope-
radores adjuntaveis. Este (ltimo conjunto, por ser de operadores lineares e limitados em um
espaco de Banach (todo A-médulo de Hilbert é, em particular, um espaco de Banach), é uma
algebra de Banach (Teorema A.12).

Proposicao 4.6. Com a operacio * dada pela adjuncdo do operador, L4(FE) é uma C*-

algebra.
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Demonstracdo. Precisamos verificar as propriedades que definem uma C*-algebra. Para T, S €
LA(E), a €C, ex,y€ Ey, temos:

(i)

((aT + S)z,y) = (aTx + Sz, y)

{
{

=a(Tz,y) + (Sz,y)

(iii)

(iv) Primeiro, provamos ||T'||* < ||T*T||. Usando a desigualdade ||{u, v)|| < ||u]|-||v|| (que

foi provada durante a demonstracdo da desigualdade triangular), temos:

= sup |[{z, T"T'z)]|

||l||=1

< sup (|[z|] - |[|T"Tz]])

||l||=1

— sup ||T"Ta|

l|l|l=1

Agora, provamos a desigualdade oposta, ||T*T'|| < ||T'||*. Para isso, primeiro mostramos
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que ||T*|| = ||T||. Para todo = € Ey:

|77 2||* = [Tz, T"a)|
= [[{z, TT"2)||
< [fa]] - [|TT"x]]
< Alal[ - [T} - [T ]
Se ||T*z|| # 0, podemos dividir por ||T*x||, obtendo ||T*z|| < ||T||||z||. Se ||T*z|| = 0,
a desigualdade também é valida. Como isso vale para todo z, temos ||T*|| < ||T||.

Substituindo 7" por T, obtemos ||(T™)*|| < ||T™||, ou seja, ||T'|| < ||T™*||. Logo, ||T™|| =

||T||. Finalmente, usando a propriedade da norma de algebra de Banach:

T < (7] - 171]

= T[] 1IT]
= |7
Combinando as duas desigualdades, concluimos que ||T*T|| = ||T|>.

Como os operadores s3o limitados, é uma *-4lgebra de Banach completa.
Q.E.D.

Definicao 4.7. Sejam E4 e F4 médulos de Hilbert sobre uma C*-algebra A. Um operador
U € LA(E,F) é chamado de unitario se é bijetor e preserva o produto interno. Ou seja, U

é unitario se satisfizer:
U'U=idgp e UU*=1idp

em que idg e idp sdo os operadores identidade em FE4 e Fy, respectivamente. Se existe
um operador unitario entre F4 e Fy, dizemos que os médulos de Hilbert siao isomorfos, e

denotamos por E4 = Fy.

Novamente, diferente do que ocorre em espacos de Hilbert, um submédulo fechado de

um modulo de Hilbert n3o é necessariamente ortogonalmente complementado.

Definicao 4.8. Seja £4 um mddulo de Hilbert e F' um submédulo fechado de E 4. Dizemos

que F' é complementado se E, = F & F*.

Se F' é complementado, ent3o para cada z € E4 podemos escrever de forma (nica z =
r+ycomz € Feye FL Aequagdo P(z) = x define uma aplicacdo linear P : B4 — Ey4

idempotente (P? = P) cuja imagem é F e cujo niicleo é F'*. De fato,
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poisz =z +0e 0 € Fi. Aimagem de P é exatamente I, pois como P(f) = f para todo
f € F, temos F C im(P). O nicleo de P é F*. De fato, P(z) = 0 se, e somente se, 2 = 0.
Como z = x + y, isso ocorre se, e somente se, z = ¥y, 0 que significa z € F+.

Em espacos de Hilbert, a existéncia de complementos ortogonais esta ligada a existéncia
de projecSes ortogonais. O mesmo ocorre em médulos de Hilbert, desde que trabalhemos com

operadores adjuntaveis.
Definicdo 4.9. Um operador P € L4(F) é dito uma projecdo se P = P* e P = P2

Proposicao 4.10. Seja P € L4(F) uma projecdo. Entdo a imagem de P, im(P), é um
submédulo complementado de E 4. Além disso, im(P)* = ker(P) = im(1 — P).

Demonstracdo. Como P é um operador adjuntavel e limitado, im(P) é fechado (pois P é
idempotente, im(P) = ker(1 — P)). Para z € E,4, podemos escrever z = Pz + (1 — P)z.
Temos Pz € im(P). Seja x € im(P), entdo Pz = . Temos:

(r,(1=P)z) = (Pz,(1 - P)z)
z, P*(1 = P)z)
(P — P2)> (pois P = P*)

0) =

Logo, (1 — P)z € im(P)*. Assim, E4 = im(P) + im(P)*. A unicidade da decomposicio
segue do fato que im(P) Nim(P)* = {0}. Portanto, im(P) é complementado. Q.E.D.

(
=
= (z,
= (z,

Este resultado justifica a decomposicdo ortogonal de elementos projetados. O préximo

resultado caracteriza isometrias adjuntaveis através de suas imagens.

Proposicao 4.11. Sejam E, e F4 médulos de Hilbert e W : E4 — F4 uma aplicacdo
A-linear. As seguintes condicées sdo equivalentes:

1. W é uma isometria e im(W') é um submédulo complementado de Fa;
2. W € Lu(E,F) e W*W = idp.
Demonstracdo. Se W*W = idg, entdo para todo = € Fy:

(Wa,Wx) = (x, W' Wz)
= (z,z),
logo W é isométrico. Considere P = WIW* € L,(F). Temos
=Www
=P
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P2 = WW*WWw+
= W(W*W)W*
= W()w*
=P

Logo, P é uma projecdo em F4. Afirmamos que im(P) = im(W). Como im(WW*) C im(W).
Por outro lado, para y = Wx, temos

Py=WW*Wx
=Wz
=Y,
logo im(W') C im(P). Pela proposicdo anterior, im(W) é complementado.
Se im(W) é complementado, existe uma projecdo P € L4(F) tal que im(P) = im(W).
Como W é uma isometria sobrejetora de £, em im(W), existe uma inversa W1 : im(WW) —

E4. DefinaV: Fy — E4 por V(y) = W~!(Py). Verificamos agora que V' é o adjunto de W.

Sejam x € E4 ey € F4. Como W é uma isometria, preserva o produto interno, portanto:

= (Wa, W(W ™ (Py)))r
logo W € L4(FE, F). Finalmente,

(x,z) = (Wa, W)
= (z, W*Wz)

implica W*W = idg. Q.E.D.

Operadores adjuntaveis entre médulos de Hilbert nem sempre admitem decomposicio
polar devido a falta de complementacdo de submédulos. No entanto, se as imagens do operador

e de seu adjunto forem densas, podemos estabelecer um isomorfismo (unitério).

Proposicao 4.12. Sejam E4, F4 médulos de Hilbert e suponha que existe T € L4(E, F) tal

que T e T™ possuem imagem densa. Entdo E 4 e F'4 sdo unitariamente equivalentes.

Demonstracdo. Como im(7T™) é denso, ker(T) = im(T*)* = {0}, logo T é injetivo. De forma
analoga, T é injetivo. Considere |T'| = (T*T)'/? € L4(E). Sabemos que em C*-algebras,

im(|T]) = (ker(|T))*. Como ker(|T|) = ker(T') e, como vimos, ker(T') = {0} (pois T* tem

imagem densa), segue que im(|T'|) = {0}* = E4. Portanto, |T'| tem imagem densa. Defina
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a aplicacdo U : im(|T"|) — im(T") por U(|T|x) = T'z. Note que:

(U(IT|2), U(ITNy)) = (Tz, Ty)

= {

= (x, T*Ty)
= (z,|T?y)

= (|7, |T]y).

Assim, U é uma isometria bem definida. Como im(|7’|) é denso em E4 e im(7") é denso em
Fy, e E4 e Fy sdo completos, a aplicacdo U estende-se unicamente por continuidade para
uma isometria A-linear U : E4 — F4.

Q.E.D.

4.2 OPERADORES “"COMPACTOS"

Para £, e F4 mddulos de Hilbert sobre uma C*-algebra A, considere para x € E4 e

y € F4 as funcoes

<y’2FA—)A |.CL’>A—)EA

2z (y,2) a— za
em que za denota a acdo a direita de a em . Agora, considere a funcao composta das duas:

|z) (y| : Fa — E4

z = x(y, z).
Proposicao 4.13. A funcdo |z) (y| é adjuntavel, com adjunto dado por

ly) (x| : Ea — Fy

w = y(z,w).

Demonstracdo. Para z € Fy e w € E,, temos

Q.E.D.
Essas funcGes satisfazem as seguintes propriedades, para T' € L4(FE, F):

(a) ({(x|oly))(a) = (z,y)a para todo a € A, em que |y) : A — E4 e (x| : E4 — A.
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Demonstracdo. Temos

({z] o |y))(a) = (2| (ya)

= (z,ya)
= (z,y)a.
Q.E.D.
(b) (T olz))(a) = |Tx) (a) para todo a € A.
Demonstracdo. Temos
(T'o|z))(a) = T(xa)
= (Tx)a
= [T) (a).
Q.E.D.
(c) (x| oT*)(2z) = (Txz|(2) para todo z € Fa.
Demonstracdo. Temos
((z] 0 T7)(2) = (2, T"2)
= (Tz,z)
— (T2] (2).
Q.E.D.

(d) |z) (y| o |u) (v| = |x(y, u)) (v|, para |u) : A — G4 e (y|: G4 — A para um A-mddulo
de Hilbert intermediario G 4.

Demonstracdo. Para z € F4, temos

(Iz) {yl o [u) (v])(2) = (lz) (y])(u{v, 2))
w{y, u(v, 2))
=y, u)(v, 2)
= (#{y,u)) (v, 2)
= (Jz(y, w)) (v])(2)-

Q.E.D.

Agora, considere o seguinte conjunto:

Ka(F,E) =span{|z) (y| |z € Ea,y € Fa}.
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Proposicao 4.14. O conjunto K4(F) := K4(FE, E) é uma C*-subélgebra de L4(E).

Demonstracdo. Primeiro, note que span{|z) (y| |xz,y € E4} é fechado sob adjunto, pois

(|) (y|)* = |y) (x|. Para ver que é fechado sob produto, observe que pela propriedade (d),

) {yl o [u) {v| = [z (y, w)) (v],

que também pertence ao span. Como o span é fechado sob combinacdes lineares por definicao,
temos span{|x) (y| | z,y € E4} uma *-subalgebra de £ 4(F). Tomando o fecho, obtemos que
KA(E) é uma C*-subalgebra de L4(F).

Chamamos K 4(FE) de C*-algebra dos operadores “compactos”. Colocamos compactos
entre aspas pois quando vistos como operadores de um espaco de Banach, eles n3o sdo

necessariamente compactos.

Exemplo 4.15. Considere A = C([0,1]) e o A-médulo de Hilbert E4 = A com produto
interno (f,g) = f*g. O operador identidade id : A — A pertence a K4(A), mas ndo é
compacto como operador de Banach. De fato, como A é unital, seja 1 € A a funcdo constante

igual a 1. O operador |1) (1] é dado por:

para todo f € A. Como id = |1) (1|, o operador identidade pertence ao span dos geradores
e, portanto, id € K4(A). Porém, quando visto como operador no espaco de Banach C(][0, 1])
com a norma do supremo, o operador identidade n3ao é compacto, pois a bola unitaria de

C(]0,1]) ndo é compacta.
Q.E.D.



5 PRODUTO TENSORIAL INTERIOR

O produto tensorial de C*-algebras sempre serd o espacial (ver Apéndice T).

5.1 LEMAS SOBRE POSITIVIDADE

A fim de poder construir o produto tensorial interior, precisaremos de alguns lemas:

Lema 5.1. Seja E um A-médulo de Hilbert e T € LA(E). As seguintes condices sdo

equivalentes:
(i) T € elemento positivo de L4(F);
(ii) (x,Tx) > 0 para todo x € E.

Demonstracdo. (i) = (ii): Suponha que T é positivo, entdo T' = S*S para algum S € LA(E).

Assim,

(x,Tx) = (x,5"Sx)
= (Sz, Sx)
> 0.

(i1) = (7): Suponha que (z,Tz) > 0 para todo x € E. Primeiro, afirmamos que T é auto-
adjunto. De fato, para todo = € F,

(x,Tx) = (x,Tx)"
= Tz, x)
= (x,T"z).

Portanto, (x, (T'— T™*)x) = 0 para todo = € F, entdo (T — T*)x = 0 para todo = € E. Logo
T =T* Como T é auto-adjunto em L4(E), pelo célculo funcional continuo (Teorema A.17)
existem operadores positivos 7', T € L4(F) taisque T' =T, —T_ e T, T_ = 0. Afirmamos
que T = 0. Para todo = € F,

(x, T_TT_x) = (T_x, TT_x)
=(T_z,(Ty —T_)T_x)
= (T o, T, T ) — (T_z,Tx)
=0— (T x,T%x)
= —(z,T%x).
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Por outro lado, tomando y = T_x na hipétese (y, T'y) > 0, obtemos

Como T_ é positivo, T2 também é positivo, e portanto (z,73z) > 0 para todo z € E.
Combinando com a desigualdade acima, concluimos que (z,T3z) = 0 para todo = € E. por
propriedades de elementos positivos em C*-algebras, 7" = 0 para algum n > 1 implica7_ =0
(Teorema A.17). Portanto, T =T, —T_ = T, é positivo.

Q.E.D.

Lema 5.2. Para E4, Fy A-médulos de Hilbert, T € LA(E, F) e x € Ey, entdo vale:
(Tx, Tx) < ||T||*(x, ).

Demonstracdo. O operador S = ||T||?-idg —T*T € L A(E) é positivo, pois seu espectro esta
contido em [0, 0o) pela identidade C* (||T'||> = ||T*T)|). De fato, para qualquer . € o(T*T),
temos 0 < pu < ||T*T|| = ||T]|?, logo 0 < ||T||*> — 1, e assim o(S) C [0,0). Pelo Lema 5.1,
S > 0 implica (z, Sz) > 0 para todo = € E. Portanto,

0 < (x,Sz)
= (2, (1T - idp ~T"T)z)
= |IT|P*(z, 2) — (2, T"Tx)
= ||T||*(x,z) — (T, Tx).

Logo, (T'x, Tw) < [|T1|*(z, z).
Q.E.D.

Lema 5.3. Seja E4 um A-médulo de Hilbert. Se (z;)"_, € Ex, entdo

X = ((zi,75))i; € Mn(A)
X >0,

eseT € L4(E),

W .= (<T£L',,T£L‘]>)U S Mn(A)
W < |IT[1* (i, 25))is-
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Demonstracdo. ldentifique M, (A) com KCa(A™). Assim, para a = (a;)},

(a, Xa) = Za;k (Z(quﬁag‘)
= ai{wi, xj)a;
= Z(zi%%aﬁ

> 0.

Logo, X > 0 pelo Lema 5.1. Similarmente, devido ao Lema 5.2,

(a,Wa) = Z a’(Tx;, Txj)a;

i?j

= Z(Txiai, TiL'jClj>

i
< |TI?> (wiai, xja;)
i

= |IT|[*{a, Xa).

Entao:
(a, (||IT[PX = W)a) 2 0,
portanto W < ||T||?X pelo Lema 5.1.
Q.E.D.

52 CONSTRUCAO DO PRODUTO TENSORIAL

Sejam A e B C*-algebras, e sejam E, um A-médulo de Hilbert e Fz um B-médulo
de Hilbert. Se ¢ : A — L (F') é um *-homomorfismo (Definicdo A.5), podemos enxergar F'

como um A-médulo a esquerda Ag, com a acao dada por

S AXF =S F
(a,y) = w(a)y

De fato, para o, € Ae x,y € F,
Loa-(z+y)=pla)z+y) =p@z+ol@y=a-z+a-y
2. (a4 f) -z = (pla+B))z = (pla) + (B))z = p(a)z + e(B)r =a -z + - x;
3. (af) -z =p(af)r = alp(B)r) = a(f - x).

Com isso, E ®4 F serd um B-médulo 3 direita.

Teorema 5.4. Se A e B sdo C*-digebras, e E4 é um A-médulo de Hilbert e Fz um B-médulo
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de Hilbert, e se ¢ : A — Lg(F) é um *-homomorfismo, entdo E ® 4 F como descrito acima

€ um B-médulo a direita, com o produto interno definido em tensores elementares por:

(1 © Y1, 22 © y2) = (Y1, ({21, ¥2) )Y2)

Demonstracdo. A forma definida acima é claramente conjugado-linear na primeira entrada, e
pela linearidade de ¢, é linear na segunda variavel. Com isso, podemos afirmar que a forma
se estende linearmente a partir dos tensores elementares para uma forma sesquilinear para
elementos quaisquer do produto tensorial. Para mostrar a positividade, tome z = 7" | 2,0y, €

E ©4 F. Ento:
(2, 2) = <

M=

:ci®yi,2xj®yj>

1 j=1

I
NE
M:

{Ez OYi,x; © y])

s
Il

i
.
Il

i

I
M=
M:

(i (i, 25))y;)-

-
Il
Il

—_

1
Para conectar isso com a notacdo matricial, defina y = (y1,...,yn) € F" e X =

((wi, ;)i € M, (A). Precisamos mostrar que

ii (i, (i, 2))y) = (y, "™ (X)y),

Jj=1

[y

em que ™ : M,(A) — M,(Lg(F)) é a extens3o matricial de o definida por ¢ ((a;;)) =

(¢(agy))-

Portanto, usando o produto interno em F™ dado por (y, z) = > 1 (yi, zi),

(y, o™ (X)y) = Zn: (i, (P (X)y)s)

Il
M=
—
<
5
Bl
B
=
&
~—

Pelo Lema 5.3, X = ((z;,z;))ij > 0 em M,(A). Como ¢ é completamente positivo (Teorema
A.20), temos ™ (X) > 0 em M, (Lp(F)) = Lp(F™). Logo, (y, o™ (X)y) > 0em B, o que
implica (2, z) > 0. Obtemos o desejado.

Q.E.D.

O completamento deste produto tensorial é o produto tensorial interior e sera denota-
do por £'®, F'. No caso particular em que £ e I’ sdo médulos de Hilbert sobre C, denotamos

o produto tensorial completado por £ ® F.
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Lema 5.5. Sejam A = U2 A, e B C*algebras, com A, C A, C*subdlgebras. Se ¢, :
A,, — B sdo x-homomorfismos tais que ¢,,11|a, = ¢n, entdo existe um dnico x-homomorfismo
¢: A — B tal que ¢
U, im ¢,, = B, este ¢ é sobrejetivo.

A, = On, Yn € N. Mais ainda, se cada ¢,, é injetivo, ¢ também é, e se

Demonstracdo. Observe que A, = U2 | A, é x-subdlgebra densa de A. Entao defina ¢ :
Ao — B por ¢poo(a) := ¢p(a), se a € A,. Com isso, ¢ é um x-homomorfismo contrativo,
logo existe (inico x-homomorfismo ¢ : A — B que estende os ¢,'s. Se cada ¢, for injetivo,

entdo sao isométricos, assim para a € A:

o)l = llgn(a)ll

ou seja, ¢ é isométrico. Além disso, se US2, im ¢,, = B, ¢ é sobrejetora pois im ¢ 2 im ¢,,.
Q.E.D.

53 O MODULO DE HILBERT PADRAO

Um A-médulo de Hilbert é dito enumeravelmente gerado se existe um conjunto gerador
dele que é enumeravel. Se H é um espaco de Hilbert separavel de dimensao infinita, entdo o
A-médulo de Hilbert H4 := H ® A é dito o A-mddulo de Hilbert padrao.

Existem formas equivalentes de se pensar no médulo de Hilbert padrdo. A primeira é
como definimos.

Alternativamente, se identificarmos H = (*(N) com a base ortonormal {e, }.cn, entdo
H 4 pode ser identificado com o espaco das sequéncias (a,)nen em A tais que > 00, alay,

converge em A, com produto interno

((an), (by)) = Z by
n=1
Para ver que essas descricbes sao equivalentes, considere a funcao
®:HOA— (N, A)

k k
Z h; ® a; — (Z@m hi>ai> 5
=1 neN

i=1

em que (*(N, A) = {(a,) : X a’a, converge em A}. Para ver que ® preserva o produto
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interno, sejam x = Zle h;®a; ey =737, h; ®b; elementos em H © A. Entdo
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em que usamos o Teorema A.15, que diz que 3-7°, (€n, hi)(en, h;) = (i, b)) Como @

preserva o produto internoe H® A é denso em H® A, a funcao @ se estende a um isomorfismo

isométrico entre os completamentos, estabelecendo a equivaléncia.

5.4 UM ISOMORFISMO IMPORTANTE

Teorema 5.6. Seja E um B-médulo de Hilbert enumeravelmente gerado e H um espaco
de Hilbert separavel de dimenséo infinita (um C-mddulo de Hilbert). Entdo Kp(FE ® H) =
Ks(E)® K(H).

Demonstracdo. Podemos considerar que H = ¢*(N), pois H é de dimensio infinita e separdvel.
Seja H, = span{ej,...,e,}, em que n € N e {ex}re é a base ortonormal candnica de
H. Por construcdo, cada H,, é um subespaco de Hilbert de dimensao finita de H, e temos
H=Up2  H,.

Existe uma imers&o natural de KC(H,,) em KC(H). Considere a seguinte funcdo:

on : K(H,) — K(H)
T T,

em que T" age da seguinte formaem { +ne H = H, ® H::

(& +mn) =T(&).
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Temos que ¢,, é um *-homomorfismo isométrico (injetivo). Verificamos que a imagem estd

nos compactos observando os geradores. Para £, € H,, e ( € H,,, temos:

Pu(1€) (ND(C) = €, Q-

Ou seja, ¢,(|€) (n]) é o operador |£) (n| em H (onde consideramos &, 7 como vetores em H
via inclusdo). Como esses operadores estdo em K(H), a imagem esté contida em K(H).
Mostraremos agora que KC(H) = U321 6,(K(H,,)). Seja P, : H — H,, C H a projecdo

ortogonal sobre H,. A sequéncia {P,} converge fortemente para o operador identidade 1,

pois para x € H temos P,z — z em norma. Para qualquer T' € K(H), a sequéncia T, =
P, TP, pode ser identificada com elementos de ¢,,(K(H,,)). Como T é um operador compacto
(T € K(H)), a imagem da bola unitéria fechada By = {z € H : ||z|| < 1} é um conjunto
compacto. Seja Kz = T(Bp) esse conjunto compacto. Se uma sequéncia de operadores
converge fortemente para a identidade (P, — 1p), entdo a convergéncia é uniforme em

subconjuntos compactos. Portanto:

|P. T — T|| = sup ||P,Tx — Tx||
rEBp

= sup ||(P, — 1g)Tx||

rEBp

< sup |[[(P, — 1g)k|| — 0.
keK

Além disso, utilizando as propriedades da norma C* e da adjunc3o, e lembrando que P, = P*

e que se T' é compacto, seu adjunto 7™ também é compacto:

TP, =T = [|(TF. = T)"]]
= 7T =T
= | P, T —T".

Aplicando o primeiro resultado ao operador compacto 7, temos ||P,7* — T*|| — 0. Conse-

quentemente, | TP, — T'|| — 0.

||Tn - TH - ”PnTPn - TH
S ||PnTPn - PnTH + HPnT - TH
< ||| TP, = T'|| + [| P T = T'|| — 0.

Isso mostra que U2 [C(H,,) é denso em KC(H).
Iremos construir o isomorfismo desejado definindo-o numa subalgebra densa e
estendendo-o por continuidade. Para cadan € N, como H, =2 C"e I, = E® H, = E"

(soma direta de n cdpias), temos *-isomorfismos:
1. K(H,) = K(C") = M,(C).

2. Kp(E,) = Kp(E") = M,(Kp(E)).
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Consideremos o produto tensorial espacial de C*-dlgebras Kp(E) ® K(H,). Usando o isomor-

fismo 1.,
Ks(E) ® K(H,) = Kp(F) ® M,(C).

Sabemos que C' ® M, (C) = M, (C') para qualquer C*-algebra C'. Portanto,
Kg(E)® K(H,) = M,(Kg(E)).
Combinando com o isomorfismo 2., obtemos para cada n um *-isomorfismo
U, : Kp(E)® K(H,) = Kp(E,) = Kg(E ® H,).

Concretamente, este isomorfismo é determinado pela acdo em tensores elementares: V,,(T'®.5)
age em F ® H,, como o operador que mapeia z ® h em T'(x) ® S(h), paraxz € E,h € H,.
Agora, consideramos as inclusdes. A inclusdo H, < H,; induz um *-homomorfismo
injetivo k, : K(H,,) — K(H,1) (identificando T" com T' @ 0). Isto induz id ®k,, : Kp(F) ®
K(H,) — Kp(F) ® K(H,+1). Similarmente, a inclusdo E, — E,, induz j, : Kg(E,) —
Kp(Eni1).
O seguinte diagrama comuta para todo n:

Kp(E)® K(H,) —=— Kg(E,)

id®knl Jjn
‘I}n 1
,CB(E) ® K(Hn+1> T+> ]CB(EnJrl)

Para verificar a comutatividade do diagrama, basta confirmar a igualdade nos geradores da
algebra. Sejam T' € Kg(E) e S = |¢) (n| € K(H,,), com &, € H,.

Vamos analisar o caminho inferior do diagrama. A imers3o k,,(S) é o operador em H,, 4
que age como S em H,, e como zero em H. Assim, o operador V¥, o (id ®k,)(T ® S) age

num tensor elementar x ® h € £ ® H, ., da seguinte forma:

(Vi1 (T'® kn(5))] (z @ h) = T(x) @ kn(S)(h)
T(x)® S(h) sehe€ H,,
0 seh | H,.

Agora, analisamos o caminho superior. Primeiro, aplicamos W, obtendo o operador
U, (T®S) que age em E® H,, por z @ h — T(x) ® S(h). Em seguida, aplicamos a imersdo
Jn- Por definicdo, j, estende um operador em F ® H,, para E ® H, ; definindo-o como zero
no complemento ortogonal (E ® H,)* = E ® H:-. Portanto, parar @ h € E @ H,,,1:

GO (T oS (e h < | T ENEEh) sexehe B,

0 caso contrario.

T(x)®S(h) sehe H,,
0 se h L H,.
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Comparando as duas expressdes, concluimos que j, o V,, = ¥, ., o (id ®k,) nos geradores e,
por linearidade e continuidade, o diagrama comuta.

Seja A=Kp(E)®K(H) e B=Kp(E®H). Definimos as subalgebras A,, = Kp(E)®
K(H,) e B, =Kg(E,).

Temos:

A= Kp(B) & KC(H)
= Kp(E)® (m)
= U2, (Kp(E) @ K(H,))
=Ux A,

Por outro lado, &' ® H = UE,,. Os operadores compactos em E ® H sio o fecho da

uniao dos operadores compactos nos subespacos FE,,. Logo:

B=Kg(F®H)
= Upl 1 Kp(Ey)
- U%ozlgn.

Pelo Lema 5.5, como os isomorfismos W¥,, sdo compativeis com as inclusdes, eles induzem
um Udnico *-homomorfismo ¥ : A — B. Como cada V,, é isométrico, ¥ é uma isometria em
uma subdlgebra densa, logo estende-se a uma isometria em A. Além disso, a imagem de ¥
contém UB,,, que é denso em 5. Como a imagem de um *-homomorfismo é fechada (e ¥ é
isométrico), W é sobrejetivo.

Portanto, ¥ é um *-isomorfismo entre Kp(E) @ K(H) e Kg(E ® H).

Q.E.D.



6 ESTABILIZACAO

6.1 LEMAS TECNICOS

Antes de chegar no teorema principal desta secdo, precisaremos de dois lemas.
Lema 6.1. Dado T € LA(E,F), T*F e T*T'E possuem o mesmo fecho.

Demonstracdo. Primeiro, iremos provar que T*TE C T*F. Seja T*Te € T*TE com e € E4.
Defina f =Te € F. Entao T*Te =T*f € T*F', o que mostra que T*T'E C T*F. Tomando
o fecho, obtemos T*TE C T*F'.

Agora, iremos provar a inclusao T*F C T*TFE. Para isso, é suficiente mostrar que
T*F CT*TE. Sejay € T*F. Entdo, y = T*f para algum f € F4. Como F4 é um médulo

de Hilbert, podemos decompor f ortogonalmente como f = fj 4+ fi, em que f; € im(T) e

fi1 € (im(T))*. Aplicando T*, temos y = T*(f + f.) = T*f; + T* f.. Analisamos cada

termo:

(i) Como f| € im(T), existe uma sequéncia (e)nen em FE4 tal que Te, — f. Pela
continuidade de 7™, temos T (T'e,,) — T™ fj. Como T™Te,, € T*T'E para todo n, segue que
T f € T*TE.

(i) Vamos mostrar que 7% f, = 0. Como f, € (im(T))*, temos (f.,Te)r = 0 para
todo e € E4. Pela definicdo do adjunto, para todo e € Fy:

(I"fL.e)p = (fr. Te)r
=0.

Isso significa que T f, é ortogonal a F4, entdo T*f, = 0.

Portanto, y = T*f + 0 = T*f € T*TE. Como y foi arbitrario, mostramos T*F C
T+*TE. Tomando o fecho, concluimos que 7*F C T*TE. Juntando as duas inclusdes, temos
T*TE =T*F.

Q.E.D.

Lema 6.2. Se E4 e F4 sdo A-médulos de Hilbert e ha um elemento T € LA(E, F) tal que

T e T* tém imagem densa, entdo 4 = Fy.

Demonstracdo. Como T e T* tém imagem densa, 7*T também tem, de forma que |T| =
VT*T tem imagem densa (Teorema A.17). Defina para x € Ey:

U:im(T) — im(|T))
Tx— |T|x
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Assim, para z,y € E4:

(U(Tx),U(Ty)) = (|T|z, |T|y)
VIT*Tz, VT*Ty)

{

{ T+
(2, VT*T T*Ty)
(

(

(T

2, VT*TVT*Ty)
x, T*Ty)
,Ty).

Em outras palavras, U é uma isometria. Pela densidade das imagens dos operadores T e |7/,

U se estende a um unitério (isomorfismo) de Fy a E4.
Q.E.D.

6.2 O TEOREMA DE KASPAROV

Teorema 6.3 (da Estabilizagdo de Kasparov). Se A é uma C*-digebra e E4 é um A-médulo

de Hilbert enumeravelmente gerado, entdo ' & Hy = H 4.

Demonstracdo. Podemos supor sem perda de generalidade que A é unital. De fato, se A n3o
for unital, considere sua unitizacdo AT = A @ C com a estrutura usual de C*-algebra. Todo
A-médulo de Hilbert E4 pode ser visto canonicamente como um AT-médulo de Hilbert pela

extensdo da acdo: parac € E,a € Ae A € C,
e-(a+A-1)=-ea+ de.

O produto interno permanece o mesmo, e a completude é preservada. Além disso, EA = E
como A-médulos, pois E é gerado por elementos de E e a acdo de A é densa. Se provarmos
o teorema para A", o resultado para A segue por restricdo, pois o isomorfismo construido
respeita a estrutura de A-mdédulo. Portanto, assumimos que A é unital.

Como E 4 é enumeravelmente gerado, existe um conjunto enumeravel {x1, z9, z3,...} C

E tal que
E =span{z,a:n € N,a € A}.

Construa uma sequéncia (Y, )nen de vetores unitarios em E,4 da seguinte forma: para cada
k € N, se xp # 0, inclua o vetor normalizado 7, = H |nf|n|tas vezes na sequéncia. Es-
pecificamente, organize a sequéncia de modo que cada gerador ndo-nulo apareca infinitas

vezes:

Y1, 92,93, ... = gl?ﬂ?aglag&glag?aglb ce

Esta construcdo garante que para cada n, existem infinitos indices m tais que y,, = y,. Seja

H um espaco de Hilbert separavel de dimens3o infinita com base ortonormal {¢, },cn. Defina

n=, 1€ H®A=Hy.
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Como A é unital e span{l} = A, {e, }nen gera Ha densamente:
H, =span{e,a:n € Nya € A}.

Definimos o operador T' € L 4(Ha, E & H4) por

2 (27 lun) Cenl @477 feu) ()
E bem definido pela definicio dos operadores “compactos”. Mais explicitamente, para h € H,

Th=> 2"y,(en, h) ® Z 47"en(en, h

n=1

A série converge em norma pois
o0
- - 2
1711 < 3 (27" lgall - lenll + 47" el )
n=1

:22”+4
< Q.

Em particular,
Te,=2""y,d4 "e

Para mostrar que im(7") é densa em E & H 4, basta mostrar que cada gerador estd no fecho
da imagem. Primeiro, consideremos y,, 0 € E'® H 4 para algum n. Como y,, aparece infinitas
vezes na sequéncia, existem indices my, my, ms, ... tais que y,,,, = y,, para todo i. Considere
a sequéncia

T(2™epn,) =2 - 27 My, @ 2™ . 4" Me,,

Quando i — oo, temos m; — oo (pela construcdo da sequéncia), logo 2~™ — 0. Portanto,
T(2™em,) = yn 0

em norma. Como elementos na forma y, & 0 geram E densamente (pois os ¥, cobrem os

geradores de E), segue que
E @ {0} Cim(7T).

Agora, consideremos 0 ® e, € E® H,. Temos
T(4"%,) =4"-2""y, & 4" -4 "¢,

=2"y, D e,.

Portanto,
0@ e, =T(4"e,) — 2" (yn ®0).
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Como y,®0 € im(7T') pelo argumento anterior, e T'(4"e,,) € im(7T’), segue que 0&e,, € im(T).

Como os ¢,, geram H, densamente, temos

Portanto,

E® Hy=(E®{0})+ ({0} ® Ha) Cim(T),
o que mostra que im(7") é densa.
O adjunto de T é dado por

o0

T =3 (27" [en) (gl @47 Jen) (en]) -

n=1

Com efeito,

(3@ el et ) )

(27" lyn) (enl @ 47" fen) (enl)”

I
NE

n=1

(27" 1) {enl) @ (47 len) (enl)”

I
hE

I
—

n
o0

=D len) Wnl 27" @ [en) (en] 47"

n=1
)

=27 [en) (yal © 47" [en) (en

n=1

Mais explicitamente, para (z,h) € E @ H 4,
T (x@h) =Y en (27 (yn, 7) +4 " (en, 1))

n=1

Para qualquer n,
T*(0 @ 4%,) = Z ( (g, 0 +4_k<ek,4nen>)

:Z A47F A e)

Como os e, geram H 4 densamente, segue que im(7™) é densa em H .
Pelo Lema 6.2, como T" € L4(H4, E @© H,) tem imagem densa, e T* tem imagem

densa, concluimos que
Ed Hy= Hy.

Q.E.D.
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7 EQUIVALENCIA DE MORITA FORTE

7.1 DEFINICOES BASICAS

A fim de mostrarmos o Teorema de Brown-Green-Rieffel no final desta parte, comecamos

com algumas definicGes.

Definicdo 7.1. Sejam A e B C*-algebras, £4 um A-médulo de Hilbert e K = K((*(N)).
1. A C*-dlgebra K ® A é dita a estabilizacdo de A.
2. A édita estavel se A= K ® A.

3. A e B sdo ditas estavelmente isomorfas se suas estabilizacdes forem isomorfas, ou
sefa KR AZ K® B.

4. Um A-médulo de Hilbert E4 é dito cheio se (E,E)4 = A, em que
(E,E)a = span{(z,y)a : x,y € Ea}
7.2 LEMAS TECNICOS

Os seguintes lemas tém como funcao principal serem utilizados para demonstrar que a
equivaléncia de Morita forte é uma relacdo de equivaléncia e para demonstrar o teorema de
Brown-Green-Rieffel.

Lema 7.2. Seja E4 um A-médulo de Hilbert e seja

k
S={ceA:|ld| <1, e=> (zxi)a, k> 1, 21,... 21 € Ea}

i=1
Entao
1. Dados vy, ...,y, € E4 e € > 0, entdo existe c € S com
(1 — )y (Yi, yi)all < e
para todoit=1,...,n.

2. Se E, é cheio, a € A e e > 0 entdo existe c € S com

(1 = c)al| <

Demonstracdo. Para provar o item 1., sem perda de generalidade, considere 4 como um

A*-médulo de Hilbert, em que A" é a unitizacdo de A. Seja entio

[N

zi =y + > (y;,y;))”
j=1
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parai=1,...,n, e seja também

Temos:

I
[M]=
—~
S
GN
+
]
—~
=
iﬁ

1 " _1
27yl Z y]7y] 2
7j=1

= (& + Z(y],yﬁ)‘% > i yi)( Z Yiryi)) 2
i=1 j=1

[un

Como os elementos (€* + 37, (y;, yﬁ)‘% e > (i, y;) sdo positivos, eles comutam entre si.

Assim:

n
1

Z(ijyj T2 ( Z y],y] 2 Z@u%‘)
= =1 i=1

j:
Defina a := >2;(y;,y;), logo

= (62 + a)_la

Como a > 0, o(a) C [0,00). A funcdo f(t) = t/(¢* + t) mapeia [0,00) para [0,1). Pelo
célculo funcional continuo, o(c) C [0,1), o que implica ||c|| = sup{|A| : A € o(¢)} < 1.

Assim, ¢ € S. Similarmente, para a funcao

g:o(a) >R
&2

t— ——
€2+t

temos que f é continua e 0 < f(¢) < 1 para todo t € o(a). Pelo calculo funcional continuo,

l—c=1—(+a)ta
+a—a
e +a

62

e +a

= f(a).

Logo ||1 — ¢|| < 1. Considere o elemento (1 — ¢)a(1 — ¢):

(1-ca(l—c)= (626_7_ a) “ (@i a>

— 4a(e2+a)_2
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Seja h(t) = ﬁ Por célculo diferencial, a funcdo h(t) atinge seu valor maximo em t = €2,

em que

Pelo célculo funcional continuo, como o(a) C [0, 00), temos:

(1 =¢)a(l = o) = [[n(a)]]

sup h(t)
teo(a)

62

4

IN

Agora, para cada i fixo, temos

b = <Z/i, yi>
> 0.

Como a soma é maior do que suas partes, 0 < b; < a. Como a fun¢do = — (1 —c)z(1 —c) é

positiva, ela preserva a ordem:
0<(1—-c)bi(1—c)<(1=c)a(l—rc)

Seja b; = (y;,y;) 4 e defina X; := (1 — ¢)v/b;. O elemento X; pertence & C*-4lgebra A (pois
1—ce Ae+/b € A). Temos:

I = 167
=1 (@ =) (=)
= 110 = eyt = o'

Como ja estabelecemos que [|(1 — ¢)(ys, yi) a(1 — ¢)|| < . concluimos que:

€
X < S

Lembrando que X; = (1 — ¢)+/(yi, ¥:) 4, extraimos a raiz quadrada:

HQ‘@%@#MHS¢§=;<6
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Para provar o item 2., sejaa € A e ¢ > 0. Como F4 é cheio, A = (F, E) 4, em que
(E,E)4 = span{(z,y)a : x,y € E,}. Pela identidade de polarizacido (SUNDER, 1997, p.
39), todo elemento do span também pode ser escrito como um span de elementos positivos
(termos da forma (y, y)). Portanto, o ideal (F, E') 4 também é igual a span{(y,y)4 : y € Ex}.

Assim, pela definicdo de densidade, podemos encontrar uma combinacdo linear a’ € (E, E) 4

da forma: .
= {59504
J=1
com \; € Cey; € 4 tal que
€
a—dll < =.
lo—al < 5
Agora, aplicamos o 1. ao conjunto finito de vetores {yi,...,ym}. Seja M =

max {1, max;{|\;| - ||y;||}}-

que
(1= )/ {ys yi)all <€
para todo j = 1,...,m. Agora, estimamos o termo ||(1 — ¢)d||:
11 = )|l = [I(1 = ) D Aj{ys, y5) all
=1

Z (1= e){y;, y5) all

Usamos a submultiplicatividade da norma no termo (y;,y;)a = \/(yj, Yi)A - \/<yj,yj>A:

1L — )y, yi)all < 11— s yidall - 11 w950 all
¢ - ly;l]

Substituindo isso na soma:

11 =c)a’l] < "yl

f:

IN

<.

- E

(QmM>

Logo, |[|(1—c)d’|| < €/2. Finalmente, usamos a desigualdade triangular para estimar ||(1—c)a||:
(1 =call = |1 = c)(a—d') + (1 = c)d|
<11 =)@ —=ad)|[ + |1 = c)d]]
< =dllfla = a'l[ + /(1 = e)d]]

€ €
<1 -=—+-
=gty

= €.
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Q.E.D.

Um elemento positivo h de uma C*-dlgebra A é dito estritamente positivo se para
todo estado p de A, p(h) > 0.

Lema 7.3. Um elemento positivo h de uma C*-3lgebra A é estritamente positivo se e somente
se hA = A.

Demonstracio. Seja p um estado de A. Supondo por absurdo que A = hA, e que p(h) = 0,
para a € A:

|
(VR)*Vh)p((Vha)*(Vha))
(h)p((Vha)'(Vha))

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para funcionais lineares positivos. Desta forma, p — 0
em hA. Mas como A = hA, o estado seria nulo. Absurdo, ent3o p(h) > 0 para qualquer estado
de A. Agora suponha A # hA. Por um resultado encontrado em (KADISON; RINGROSE,
1986, p. 732), existe um estado p de A que se anula em hA. Seja (e;) uma unidade aproximada
de A. Como he; € hA C hA, temos p(he;) = 0, para todo i, logo p(h) = 0 pois p(he;) —
p(h).

Q.E.D.

Lema 7.4. Seja A uma C*-algebra o-unital (Definicdo A.11), entdo existe um elemento

estritamente positivo em A.

Demonstracdo. Seja (e;) uma unidade aproximada enumeravel de A que é positiva e contrativa,
e seja h := 3,2 %;. Seja ¢ um funcional linear positivo em A tal que ¢(h) = 0. Pela

linearidade e continuidade de ¢, temos:

ol = (27
= ZZ: 27 (eq)

Como ¢ é positivo e ¢; > 0, temos ¢(e;) > 0 para todo 7. Dado que 27 > 0, a soma de
termos n3o negativos Y°; 27 '¢(e;) sé pode ser zero se cada termo for zero. Logo, ¢(e;) = 0
para todo i.

Agora, usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para funcionais lineares positivos. Para

qualquer a € A,:
|b(eia)|* < olejei)p(a™a)
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Como ¢ é positivo, ele preserva a ordem:
0 < é(ef) < dles) =0
Isso forca ¢(e?) = 0. Substituindo na desigualdade de Cauchy-Schwarz:
[¢(eia)]* < 0- ¢(a*a) =0

Portanto, ¢(e;a) = 0 para todo i.
Finalmente, como (¢;) é uma unidade aproximada, e¢;a — a em norma para todo a € A.
Pela continuidade de ¢:
d(a) = ¢(lim c,a)

- lim ole)
= lim 0
1—00

=0

Como a € A foi arbitrario, ¢ = 0. Assim, h é estritamente positivo.
Q.E.D.

Lema 7.5. Se A é uma C*-dlgebra o-unital e E4, é um A-mdédulo de Hilbert cheio, entdo
existe uma sequéncia (x,,) em E4 tal que Y (x,,x,) converge estritamente para 1 em M (A)
(Definicdo A.22).

Demonstracdo. Como A é o-unital, ela possui um elemento estritamente positivo h € A, eo
ideal 1A é o proprio A. Construiremos indutivamente uma sequéncia (c;)32, em S satisfazendo

as seguintes duas condicdes para todo n > 1:
(@) spi=20¢ < 1.
(b) [[(T = sp)hl <27

Comegamos com o caso base (n = 1): Como E, é cheio e h € A, podemos aplicar o Lema
7.2.2 com e = 1/2. Existe ¢; € S tal que:

(1 = er)h]] <1/2

Comoc; € S, ||le1]] £ 1 ec; > 0, o que implica ¢ < 1. As condicdes (a) e (b) valem
para n = 1. Agora, o passo indutivo. Suponha que ci,...,¢, € S tenham sido escolhidos
satisfazendo (a) e (b). Seja s, = Y7, ¢;. Pela condicdo (a), s, < 1, entdo 1 — s, > 0.

Podemos definir o elemento a,, € A como:
an = (1 — 5,)"%h
Novamente, pelo Lema 7.2.2 (pois E 4 é cheio), existe um elemento d € S tal que:

(1 = d)an|| <277
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Substituindo a,,:
(1= d)(1 = 5,)"2h] < 277

Agora, definimos o préximo termo da nossa sequéncia:
Cngt = (1 — s,)2d(1 — 5,)'/?

Devemos verificar se ¢,11 € Sp11 = S, + ¢,y satisfazem as condices. Se d = Y- (z;, z;) e
b= (1—s5,)"2 entdo c, 11 = b*db = (2, zb). Como b € AT (pois A é ideal em M(A)),
zib € E4. Além disso,

2
lensall < 10l 1d]
<1-1
=1

Logo, ¢,11 € S. Para provar a condicdo (a), como d € S, temos d < 1. A aplicacdo x +— b*xb
é positiva, entao:
Cni1 < (1 — sn)l/Q(l)(l — sn)l/2 =1-s,

Portanto,
Spn+1 = Sn + Cn+1

<sp+ (1 —sp)
1.

Para provar a condicgo (b): Calculamos a norma:

11 = sns2) ol = 11 = (50 + cni1)) R
€1 1
= (1 = 521 = d)(1 — 5,)A|
<=5 = - s
<1 ()
< 27(n*D)

A construcdo indutiva estd completa. A série s = 372, ¢; consiste de elementos positivos
e a soma parcial s,, é crescente e limitada por 1, logo converge estritamente para um elemento
s€ M(A).

A condicdo (b), ||(1 — s,)h|| < 27", implica que lim,,_,~.(1—s,)h = 0, ou seja, s,,h — h.
Portanto, sh = h.

Como h é estritamente positivo, o ideal hA é A. Para qualquer a € A, a = lim(hay)

para alguma sequéncia (ay) em A.

sa = s(lim hay) = lim(shay) = lim(ha) = a
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Da mesma forma, as = a. Isso prova que s, — 1 estritamente em M (A).
Como cada ¢; € S é uma soma finita de produtos internos da forma (z, =), a soma total

s = Y_¢; pode ser reindexada como Y 7, (x, x)), que converge estritamente para 1.
Q.E.D.

Lema 7.6. Seja A uma C*-dlgebra o-unital, E4 um A-médulo de Hilbert cheio e H um

espaco de Hilbert separavel. Entao:
1. Existe um A-médulo de Hilbert F' tal que HQ E = A® F;
2. Se E, é enumeravelmente gerado, H @ £ = H 4.

Demonstracdo. Vamos provar o item 1. Como H é separavel, existe uma base ortonormal
enumeravel {e, }°2, para H. Pelo Lema anterior, como E4 é cheio e A é o-unital, existe uma

sequéncia (z,) em E4 tal que
o0
(Tns Tn)
n=1
converge estritamente para 1 em M(A).

[eS)
n=1

Considere o elemento £ = >°°° | e, ®x, € H® E4. Para verificar que esta série converge,

observe que para qualquer a € A,

N N N
<Z €n @ T, Zen®xn>a = Z(wn,xn)a —a
n=1 n=1 n=1

quando N — o0, pois Yo%, (x,, T,) converge estritamente para 1. Assim, £ é bem definido e
satisfaz (£,£) = 1 em M(A).

Defina a aplicacao A-linear
O:A— HRFE,

(0.)
a|—>§~a:Zen®xna.

n=1

Esta aplicacdo é uma isometria, pois para todo a € A,

(®(a), ®(a)) = (§-a,€ - a)

=a"(§,§)a
=a"-1-a
=a*a

= (a,a).
Definimos o candidato a adjunto ®* : H ® F4 — A em elementos da forma e, ® y:
(e ®Y) == (Tm,Y)a

e estendemos por linearidade e continuidade. (A convergéncia de > (z,, z,,) garante que ®* é

bem definido e limitado).
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Verificamos a adjuntabilidade:

(®(a), em @ y)u

| |
—

Y en ® Tpa, ey ® y>

n

<6n7 em>(C ' <xna, y>A

52T

<xmau y>A = <2:m, y>Aa
(em ® ?/) " a
“(em ®y),a)a

Isso demonstra que ® é adjuntavel. Além disso,

= (D e, ® x,a)

= ; P* (e, ® Tha)
- znxxn, na)
_ (Z@;n,m) a

n

Como Y (x,, z,) — 1 estritamente em M (A), temos ®*® = 1,. Entdo, seja ' = (®(A))* o
complemento ortogonal da imagem de ® em H ® E 4. Temos uma decomposicao ortogonal

HOE =A@ F~AaF

como A-moédulos de Hilbert.
Agora, provaremos o item 2. Este resultado segue por uma sequéncia de equivaléncias
unitdrias do item 1. e do Teorema de Estabilizacdo de Kasparov (Teorema 6.3). Assumimos

que E 4 é enumeravelmente gerado.

HE~H®H)®FE
~H®(H®E)
~H®R(A®F)
~(HoA) o HF)
=Hy,®(H®F)
%HA

Q.E.D.

Lema 7.7. Sejam E 4 um A-médulo de Hilbert, Fz um B-médulo de Hilberte ® : A — Lp(F)
um *-homomorfismo. Para cada © € E, definimos a aplicacio L, : F — E ®¢ F por
L.(y)=x®y. Entdo L, € L(F, F ®¢ F'), com adjunto dado por:

Li(u®v)=®({z,u)a)v, (u€ FE,veF).

Além disso,
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Demonstracdo. A limitacdo de L, segue da definicdo da norma no produto tensorial interior.

Para verificar a adjuncao, sejfamy € Feu® v € F ®¢ F. Temos:

<Lx(y>7 U U>E®F = <.’L’ DY, u@ U)
= (y, ®({z, u)a)v)
= (y, Ly (u®v))p.

Pela densidade dos tensores elementares e continuidade, a férmula vale para todo o espaco.
Q.E.D.

Proposicao 7.8. Nas condicées do lema anterior, suponha que ® mapeie A em Kg(F'). Seja
O, : LA(FE) = L(E ®q¢ F') 0 homomorfismo induzido (¢.(T) =T ® 1). Entdo:

1. ©,(KA(E)) C Kp(E ®g F).

2. Se ®(A) = Kp(F), entdo a restricdo de @, induz um isomorfismo de Ka(FE) em
ICB(E Qe F)

Demonstracdo. Utilizando os operadores L, do Lema 7.7, observamos que para x,y € E e
a € A:

0. (|za) (y))(u@v) = |za) (y| (u) ®
= (zaly,u)a) ®
=z ® ®(aly, u)a)v
=z ® (a)®((y, u)a)v
= fob(a)Ly(u ®v).

Portanto, ®.(|za) (y|) = L,P(a)L;. Como ®(a) € Kp(F) e Kp éum ideal em Lp, e sabendo
que L, e Lj sdo limitados, o produto qu)(a)L;’; é um operador compacto em E ®4 F'. Como
KA(FE) é gerado por elementos da forma |za) (y|, conclui-se que @, (KA(E)) C Kp(F ®q F).

Para a sobrejetividade: se ® cobre g (F'), entdo para quaisquer z,w € F, existe a € A

uma sequéncia tal que ®(a) ~ |z) (w|. Substituindo na férmula acima:
Ly |2) (w| Ly =[x @ 2) (y @ w|.

Isso mostra que os operadores “compactos” no produto tensorial estdo na imagem de P,.

Sendo ®, uma isometria, ela é um isomorfismo.
Q.E.D.

Proposicdao 7.9. Sejam E4, F4 médulos de Hilbert. Considere a C*-algebra B = K4(E)
e 0 espaco G = K4(E,F). Entdo G é um B-médulo de Hilbert (com agdo a direita por
composicdo e produto interno (S, T)p = S*T'). Se E 4 é cheio, entdo Kp(G) = K4(F).
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Demonstracdo. Definimos a aplicacdo V¥ : L4(F) — Lp(G) pela multiplicacdo a esquerda:
U(T)(S) =TS para S € G. ¥ é um *-homomorfismo por definic3o.

Se U(T') =0, entdo T'|z) (x| = 0 para todos z € F,x € E. Isso implica Tz(x,z')4 = 0
para quaisquer z,xz,2’. Como E é cheio, o ideal gerado por (x,z’) é denso em A, logo
T2zA=0 = Tz=0. Portanto T'= 0.

Considere o operador |S) (R| € Kp(G), em que S = |z) (x| e R = |w) (y| com z,w € F
e r,y € E. Calculamos a acdo desse operador em () € G:

{
= [2) (2| (Jw) (y)"Q
= [2) (2l [y) (w]Q
= [z(z, y)a) (w] (Q)

Ou seja, U mapeia o operador |u) (w| € K4(F) (em que u = z(x,y)) no operador |S) (R| €
Kg(G). Se E é cheio, elementos da forma z(x,y) geram F' densamente. Logo, a imagem de
IKCA(F') por U cobre os geradores de Kp(G).

Q.E.D.

Lema 7.10. Se FE é um A-médulo de Hilbert enumeravelmente gerado, entdo E é unitariamen-
te equivalente a um subméddulo ortogonalmente complementado de H,. Isto é, E = F C Hy
emque Hy=F @ F+ e F+-~H,.

Demonstracdo. Pelo Teorema 6.3, temos E® Hy = Hy. SejaU : E® Hay — H 4 o isomorfis-
mo unitario. ldentificamos E com o submédulo E® {0} de E@® H4. Defina F' = U(E® {0}).
Como U é unitéario, F' é fechado e isomorfo a E. O complemento ortogonal de F & {0}
em E® Hy € {0} @ Hy, que é isomorfo a Hs. Como U preserva complementos ortogonais,
F+=U({0} ® H,) é isomorfo a H4. Portanto, Hy = F & F*+ com F* = H,.

Q.E.D.

Proposicao 7.11. Seja E4 um mddulo de Hilbert. £, é enumeravelmente gerado se, e

somente se, a C*-algebra KC4(FE) é o-unital.

Demonstracdo. Suponha que E seja enumeravelmente gerado. Pelo Lema 7.10, podemos
identificar £ com um submddulo complementado de H4. Seja P € La(H,) a projecdo
de H, sobre E. Sabemos que H4 possui um conjunto gerador enumeravel {e,}. O elemento
h=3%2",2""|e,) (en| é estritamente positivo em IC4(H 4) (veja a prova do Lema 7.4). Como
ICA(H4) possui um elemento estritamente positivo, ela é o-unital. Seja (u,) uma unidade
aproximada enumeravel para K4(H4). ldentificamos IC4(E) com o canto PK4(Ha)P. De
fato, para =,y € E, temos |z) (y| = |Pz) (Py| = P |x) (y| P. Defina v,, = Pu,P. Para
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qualquer K € K4(F), temos K = PK = KP. Assim:

oK — K| = | Pu,PK — PK]|

= [ P(u K — K)|
< [[P[flun i — K|
= |un K — K| = 0.

Portanto, IC4(E) é o-unital.
Suponha que KC4(E) seja o-unital. Entdo ela possui uma unidade aproximada enu-

meravel (v,)nen. Por definicdo de K4(E), para cada n, podemos encontrar um operador
kTL
T =3 |T0,) (ynyl tal que

1
T, — va| < —.
n

Considere o conjunto enumeravel S = {z,; :n € N;1 <i <k, }U{y,; :n e N, 1 <i <k,}.
Seja F' o submédulo fechado gerado por S. Para qualquer z € E e € > 0, como v,z — z,
existe n tal que v,z — z|| < €/2 e ||T,z — vu2|| < €/2. Entdo ||T,,z — z|| < €. Mas T,z =
> i Tni(Yni, 2) € F, pois x,; € S C F. Como € é arbitrario, z € F. Logo E = F, e E é
enumeravelmente gerado.

Q.E.D.

7.3 DEFINICAO E EXEMPLOS

Definicao 7.12 (Equivaléncia de Morita Forte). Duas C*-dlgebras A e B sdo fortemente
Morita equivalentes, (ou Morita-Rieffel equivalentes), denotado por A ~ g B, se existe
um A-médulo de Hilbert cheio E4 tal que B = K4(E).

Proposicao 7.13. A equivaléncia de Morita forte é uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracdo. Para qualquer C*-algebra A, considere o A-médulo de Hilbert padrdo F4 = A.
O produto interno é dado por (a,b) = a*b, cuja imagem gera A, logo A é cheio como A-médulo
de Hilbert. Sabemos que K4(A) = A (via a identificacdo de |a) (b] com a multiplicacdo a
esquerda por ab*, pois (|a) (b])(c) = a(b, c) = a(b*c)). Portanto, A ~yr A.

Suponha A ~)/r B. Entdo existe um A-mddulo de Hilbert cheio £4 tal que B = K4 (F).
Defina G = K4(E, A). Pela Proposicdo 7.9, G torna-se um mddulo de Hilbert sobre a C*-
algebra B' = K4(FE) (que é isomorfa a B). A acdo de B’ em G é dada pela composicdo a
direita, e o produto interno em GG com valores em B’ é definido por (S,T)p = S*T. A mesma
proposicdo garante que Kp/(G) = K4(A) = A.

Resta mostrar que GG é cheio como B’-médulo. Os elementos de (G incluem os operadores
da forma |a) (x| : £ — A (em que a € A,z € E) definidos por (|a) (z|)(y) = a{x,y)a. O
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produto interno em G satisfaz:

(la) (], 16} (yl) s = (la) (x])*([6) (y])
= (l) al)(10) ()
= |z(a, b)) (vl
= [za”b) (y].

Se tomarmos a e b em uma unidade aproximada de A, vemos que o fecho do span linear des-
,emque ' € E(A, A)s =
EA = E. Como E é um médulo de Hilbert, K4(E) é gerado (como C*-algebra) pelos ope-

ses produtos internos contém todos os elementos da forma |2') (y

radores |x) (y|. Portanto, (G,G)p = K4(F) = B, o que implica que G é cheio. Concluimos
que B= K4(E) = A=Kp(G), logo B ~yr A.

Suponha A ~y;gr B e B ~)r C. Entdo existem:
1. Um A-médulo cheio E tal que & : B = K 4(E);
2. Um B-médulo cheio F' tal que C' = Kp(F).

Podemos ver ® como um *-homomorfismo ® : B — L4(E) c uja imagem é K4(E). Constru-
imos o produto tensorial interior 7 = F' ®¢ FE. Pelas propriedades do produto tensorial, Z é
um A-médulo de Hilbert.

Precisamos verificar que Z é cheio. O produto interno em Z é dado por aproximacdes

de somas de:

(11 ® 21,2 @ T2) a4 = (T1, P((Y1,Y2)B)T2) A

Como F é cheio, os elementos (y1,y2)p geram B. Como ® é um isomorfismo sobre os
compactos, ®((y1,y2)p) gera K4(E). Como E é um médulo de Hilbert, 4(E)E é denso
em FE, e como E é cheio, produtos internos de elementos de E geram A. Portanto, (Z, Z) 4
é denso em A, ou seja, Z é cheio.

Finalmente, pela Proposicdo 7.8, como ® mapeia B sobrejetivamente em K4(E), o
homomorfismo induzido @, : Kp(F) = K4s(F ®¢ E) é um isomorfismo. Como C = Kg(F)
e Kp(F) = Ka(Z), temos C = K4(Z). Logo A ~yr C.

Q.E.D.

Dada uma C*-algebra A e uma projecdo p € A, a élgebra de canto associada a p é a
subalgebra definida por:
pAp = {pap:a € A} C A.

Um exemplo classico ocorre na algebra de matrizes. Considere A = M,(C), a algebra das

matrizes 2 x 2 com entradas complexas. Seja p a projecdo sobre o primeiro vetor da base

()

canonica:



Capitulo 7. Equivaléncia de Morita Forte 92

a b
Para um elemento genérico X = ( d) € M5(C), o elemento correspondente na algebra de
c

o) lo o
o)

Observe que o resultado retém apenas a entrada do “canto” superior esquerdo (dai o nome

canto pAp é:

pXp =

o
o O o ot o o

0

a 0
canto). A algebra resultante pAp consiste em todas as matrizes da forma (0 O)' que é

isomorfa ao corpo dos nimeros complexos C.

Exemplo 7.14. Seja B uma C*-algebra e p € B uma projec3o (ou seja, p* = p = p*). Se
a projecao for cheia, isto é, se o ideal bilateral fechado gerado por ela for toda a algebra
(BpB = B), entdo pBp ~yr B.

Demonstracdo. Considere o subespaco fechado £ = pB. Podemos estruturar £ como um
B-médulo de Hilbert a direita com as operacdes herdadas de B: A acao a direita é dada pelo
produto em B: para pb € E e I/ € B, definimos (pb) - b’ := pbt/ € E. O produto interno
(-,)p: E X E — B é definido por (z,y)p := z*y. Para x = pb e y = pb/, temos:

(z,y)p = (pb)" (p')
=b*pb'.
A positividade segue de (z,z)p = x*z > 0.

O moédulo é cheio, pois o ideal gerado pelos produtos internos é:
spanf{(z,y)p : x,y € E} = span{b*pb’ : b1’ € B} = BpB.

Como p é uma projecdo cheia, BpB = B.
Resta mostrar que Kp(E) = pBp. Os operadores “compactos” sdo gerados pelos ope-
radores |z) (y|, com z,y € E. Lembramos que a ac3o de tal operador num elemento z € E é

dada por |z) (y| (2) = x(y, z) 5. Sejam x = pa e y = pb elementos de E. Ent3o:

) (Y[ (2) = z(y"2)
= pa((pb)*z)
= pa(b*pz)
= (pab*p)=.
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Observe que o elemento k = xy* = pab*p pertence a algebra de canto pBp. A equacdo acima
mostra que o operador |z) (y| age em E = pB exatamente como a multiplicacdo a esquerda
pelo elemento xy* € pBp.

Definimos o homomorfismo ® : K(E) — pBp que leva o gerador |z) (y| em xy*. Esta
aplicacdo é um *-isomorfismo, por ser a multiplicacdo a esquerda. Como E é um B-mddulo
de Hilbert cheio e Kp(FE) = pBp, concluimos que pBp ~yr B.

Q.E.D.

Exemplo 7.15. A C*-algebra M, (C) é fortemente Morita equivalente a C.

Demonstracdo. Seja A = C e B = M, (C). Considere o espaco vetorial E = C". Tornamos

E um médulo de Hilbert a direita sobre M,,(C) com a multiplicacdo matricial usual:
v-T=vT, paraveC"Tec M,(C).
O produto interno (-,-)p : £ x E — M,(C) é definido por:
(v,w)p == v'w

em que v* denota o vetor coluna. O resultado é uma matriz n x n. Explicitamente, a entrada
(4,7) da matriz (v, w)p é Tw;.

O médulo é cheio pois o span das matrizes da forma v*w gera todo M, (C), basta tomar
vetores da base canonica.

Agora, analisamos a algebra dos operadores KCp(E). Os geradores sdo da forma |v) (w|

para v,w € C". A acdo em um vetor u € E é:
v) (w (u) = v+ (w, u)p = v(wWw).

Note que w*u é uma multiplicacdo de matrizes (n x 1 por 1 x n) resultando numa matriz.
Porém, pela associatividade da algebra de matrizes, v(w*u) = (vw*)u. O termo A = vw* é
o produto escalar usual de vetores em C™" (resultado 1 x 1, um escalar em C). Ou seja, o
operador |v) (w| age como a multiplicacdo pelo escalar A € C. Isso estabelece um isomorfismo
K, ) (C") = C.
Sendo C" um M, (C)-médulo cheio com compactos isomorfos a C, temos C ~pp
M, (C).
Q.E.D.

7.4 O TEOREMA DE BROWN-GREEN-RIEFFEL

“Now for the punch line:” (LANCE, 1995, p.74)

Teorema 7.16 (Brown-Green-Rieffel). Duas C*-dlgebras o-unitais sdo estavelmente isomorfas

se e somente se sdo fortemente Morita equivalentes.
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Demonstracdo. Observe primeiro que para A C*-dlgebra qualquer,

Ka(Hy) =Ka(H® A)
= Ke(H)®Ka(A)
=K®A

entdo A ~yp K ® A. Se A e B sdo estavelmente isomorfas, entdo

ANMRK®A
~ur K ® B

~MR B

Portanto A ~j;r B por ser relacido de equivaléncia. Para a reciproca, suponha A ~yr B,
portanto B = K4(E) em que E4 é um A-mddulo de Hilbert cheio. Como A e B sdo o-unitais,
B = KA(F) é o-unital. Pela Proposicdo 7.11, isso implica que £4 é enumeravelmente gerado.

Concluimos que

K®B=Ks(H®E)
= Ka(Ha)
=K®A.

Q.E.D.

7.5 OBSERVACOES FINAIS

Encerramos destacando que a nocao de equivaléncia de Morita forte também pode ser

formulada através de bimddulos.

Definicdo 7.17 (Bimédulo de Equivaléncia). Sejam A e B C*-algebras. Um A— B-bimédulo

de equivaléncia é um espaco vetorial complexo E equipado com:

1. Uma estrutura de A-mddulo a esquerda e B-mddulo a direita tal que as acdes sdo

compativeis, isto é, (a-x)-b=a- (x-b) para quaisquer a € A,b € B,x € X

2. Um produto interno a esquerda com valores em A, denotado por 4(-,-), e um produto

interno a direita com valores em B, denotado por (-, ), satisfazendo:

(a) £ é um A-médulo de Hilbert a esquerda cheio com respeito a 4(-, -);

(b) E é um B-médulo de Hilbert a direita cheio com respeito a (-, -) 5;

3. Para quaisquer x,y, 2z € F, vale a condicao de compatibilidade::

Az, y) - z2=12-(y,2)B.
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Nestas condicGes, dizemos que E implementa uma equivaléncia de Morita forte entre A e B.

No caso unital, a equivaléncia de Morita forte coincide com a formulacdo cléssica da
equivaléncia de Morita para anéis (BEER, 1982). Por outro lado, quando A é comutativa, a
literatura sugere que a equivaléncia se simplificam ainda mais. Podemos ver no trabalho de
Beer (BEER, 1982) que a equivaléncia de Morita relaciona-se com a estrutura do espectro, e

que as condicdes necessarias reduzem-se a um isomorfismo entre as duas C*-algebras.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, expusemos de forma sistematica a teoria da equivaléncia de Morita forte
para C*-algebras, partindo dos conceitos fundamentais de médulos sobre anéis até o Teorema
de Brown-Green-Rieffel.

Na Parte |, estabelecemos as bases algébricas necessarias, expondo a teoria de mddulos
sobre anéis, introduzindo conceitos basicos de teoria de categorias, e apresentando a nocdo
classica de equivaléncia de Morita para anéis. A utilidade da equivaléncia de Morita é vista
pelo exemplo de que um anel com unidade R é equivalente ao anel de matrizes M, (R).

Na Parte Il, discutimos a teoria dos C*-mddulos de Hilbert, uma generalizacdo do con-
ceito de espacos de Hilbert e de C*-algebras, que incorpora estruturas analiticas além das
puramente algébricas dos médulos sobre um anel. Mostramos também a teoria dos operadores
adjuntaveis e “compactos” em mddulos de Hilbert, culminando com a construcao do produto
tensorial interior e a demonstracao do Teorema da Estabilizacdo de Kasparov.

Na Parte Ill, a equivaléncia de Morita através de mddulos de Hilbert cheios. Provamos
que esta relacdo é de fato uma relacdo de equivaléncia. O resultado principal, o Teorema de
Brown-Green-Rieffel, estabelece a equivaléncia entre duas nocdes: C*-4lgebras o-unitais sdo
estavelmente isomorfas se, e somente se, sao fortemente Morita equivalentes.

Direcdes futuras para estudo incluem o uso da teoria para fibrados de Fell, as algebras
de Cuntz-Pimsner e o estudo do grupo de Picard de C*-4lgebras.

Assim, aprofundamos nossa visdo sobre a conexdo entre algebra de operadores e a teoria

de anéis, utilizando fundamentos algébricos e a estrutura analitica dos C*-mddulos de Hilbert.



REFERENCIAS

BEER, Walter. On Morita equivalence of nuclear C*-algebras. Journal of Pure and
Applied Algebra, v. 26, n. 3, p. 249-267, 1982. ISSN 0022-4049. DOI:
https://doi.org/10.1016/0022-4049(82)90109-8. Disponivel em:
<https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0022404982901098>.
Citado na p. 95.

BLYTH, T.S. Module Theory: An Approach to Linear Algebra. [S.I.]: Clarendon Press,
1990. (Oxford science publications). ISBN 9780198533894. Citado na p. 45.

BROWN, Lawrence G.; GREEN, Philip P.; RIEFFEL, Marc A. Stable Isomorphism and
Strong Morita Equivalence of C*-Algebras. Pacific Journal of Mathematics, v. 71, n. 2,
p. 349-363, 1977. ISSN 0030-8730. Citado na p. 11.

BROWN, Nathanial P.; OZAWA, Narutaka. C*-Algebras and Finite-Dimensional
Approximations. Providence, Rl: American Mathematical Society, 2008. v. 88. (Graduate
Studies in Mathematics). ISBN 978-0821843819. Citado na p. 112.

FERREIRA, Raphael P. Introducdo ao Estudo de C*-Algebras. Florianépolis, Brasil:
Universidade Federal de Santa Catarina, 2024. Citado na p. 13.

JACOBSON, N. Basic Algebra Il: Second Edition. [S.I.]: Dover Publications, 2012.
(Dover Books on Mathematics). ISBN 9780486135212. Citado na p. 45.

KADISON, Richard V; RINGROSE, John R. Fundamentals of the theory of operator
algebras. Volume IlI: Advanced theory. [S.|.]: Academic press New York, 1986. v. 25.
Citado nas pp. 83, 96.

KAPLANSKY, Irving. Modules Over Operator Algebras. American Journal of
Mathematics, The Johns Hopkins University Press, v. 75, n. 4, p. 839-858, 1953. ISSN
00029327, 10806377. Disponivel em: <http://www.jstor.org/stable/2372552>.
Acesso em: 13 dez. 2024. Citado na p. 11.

KASPARQV, Gennadi G. Hilbert C*-modules: theorems of Stinespring and Voiculescu.
Journal of Operator Theory, Theta Foundation, v. 4, n. 1, p. 133-150, 1980. Citado na
p. 11.

LANCE, E Christopher. Hilbert C*-modules: a toolkit for operator algebraists. [S.1.]:
Cambridge University Press, 1995. v. 210. Citado nas pp. 77, 93, 96.

MORITA, Kiiti. Duality for Modules and its Applications to the Theory of Rings with
Minimum Condition. Science Reports of the Tokyo Kyoiku Daigaku, Section A,
Editorial Committee of Tsukuba Journal of Mathematics, v. 6, n. 150, p. 83-142, 1958.
ISSN 03713539. Disponivel em: <http://www.jstor.org/stable/43698445>. Acesso
em: 13 dez. 2024. Citado na p. 11.


https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0022-4049(82)90109-8
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0022404982901098
http://www.jstor.org/stable/2372552
http://www.jstor.org/stable/43698445

REFERENCIAS 99

MURPHY, Gerard J. C*-Algebras and Operator Theory. Boston: Academic Press, 1990.
ISBN 978-0125113601. Citado nas pp. 102-104, 112.

PASCHKE, William L. Inner Product Modules Over B*-Algebras. Transactions of the
American Mathematical Society, American Mathematical Society, v. 182, p. 443-468,
1973. ISSN 00029947. Disponivel em: <http://www.jstor.org/stable/1996542>.
Acesso em: 13 dez. 2024. Citado na p. 11.

PAULSEN, Vern. Completely bounded maps and operator algebras. [S.I.]: Cambridge
University Press, 2002. v. 78. Citado na p. 104.

PEDERSEN, G. K. C*-algebras and their automorphism groups. [S.l.]: Academic press,
2018. Citado na p. 96.

RIEFFEL, Marc A. Induced Representations of C*-Algebras. Advances in Mathematics,
Elsevier, v. 13, n. 2, p. 176-257, 1974. Citado na p. 11.

SUNDER, Viakalathur S. Functional analysis: spectral theory. [S.l.]: Springer Science &
Business Media, 1997. Citado nas pp. 82, 96, 103.

WEGGE-OLSEN, Niels Erik. K-theory and C*-algebras: a friendly approach. [S.1]:
Oxford university press, 1993. Citado na p. 77.


http://www.jstor.org/stable/1996542

Apéndices



APENDICE A - ANALISE FUNCIONAL E C*-ALGEBRAS

Definicdo A.1 (Espaco de Banach). Um espaco vetorial B junto com uma funcdo || - || :

B — R denominada norma que satisfaz:
1. ||z|| > 0 para todo = € B e ||z|| = 0 se e somente se z = 0;
2. ||ax|| = |a|||x|| para todo z € B e a € C;
3. ||z +yl| < ||z|| + ||y|| para todo z,y € B.

é denominado espaco normado. Se B é completo com respeito a norma, entdo B é denomi-

nado espaco de Banach.

Definicao A.2 (Espaco de Hilbert). Um espaco vetorial H junto com uma funcdo (-,-) :
H x H — C denominada produto interno que satisfaz, para todo x,y,2 € H e a € C:

L (z,y) = (y, x);

2. (x,z) > 0e (x,z) =0 se e somente se x = 0;
3. (z,ay) = afz,y);

4 (r+y,z) = (x,2) + (y,2).

é denominado espaco com produto interno. Podemos induzir uma norma em H definindo
||z|| = \/(z,z). Se H é completo com respeito a essa norma, entdo H é chamado de espaco
de Hilbert.

Definicao A.3 (Algebra de Banach). Uma élgebra A sobre C é um espaco vetorial sobre C

equipado com uma operacao binaria A x A — A que satisfaz, para todo z,y,2 € Ae a € C:
1. (z+y)z=xz+yzez(x+y)=z2r+ 2y para todo z,y,z € A;
2. (ax)y = z(ay) = a(zy) paratodo z,y € Aea e C;
3. (zy)z = z(yz) para todo z,y,z € A.

Se A é um espaco de Banach com respeito a uma norma || - || tal que ||zy|| < ||z||-||y|| para

todo =,y € A, entdo A é denominado algebra de Banach.

Definicao A.4 (C*-Algebra). Uma algebra de Banach A sobre C é denominada C*-4lgebra

se existe uma operacdo unaria x : A — A tal que para todo z,y € Ae o, € C:
1. (z") =z,
2. (ax + By)* = az* + By,

*

3. (xy)* =y'a%
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4. ||| = [l]*.

Definicao A.5 (*-Homomorfismo e Ideal). Sejam A e B C*-dlgebras. Uma aplicacdo linear
¢ : A — B é um *homomorfismo se ¢(xy) = ¢(x)p(y) e ¢p(z*) = ¢(x)* para todo
x,y € A. Um subconjunto I C A é um ideal de A se for um subespaco vetorial e, para todo
re€leacA arelexacl. Sel* =1, dizemos que é um *-ideal. Em uma C*-3lgebra,

todo ideal fechado é automaticamente um *-ideal.

Teorema A.6 (Unitizacdo de uma C*-dlgebra). Seja A uma C*-dlgebra ndo-unital. Considere

o espaco vetorial AT = A@® C com o produto e a involuc3o definidos por:

(@, \)(b, ) = (ab+ Xb+ pa, M)
(av )‘)* = (a*,X)

para a,b € A e \,u € C. Existe uma norma em A" que a torna uma C*-3lgebra unital, con-
tendo A como um ideal fechado. Esta construcdo é chamada de unitizacdao de A (MURPHY,
1990, p. 12).

Definicdo A.7 (Espectro). Seja A uma algebra de Banach unital com unidade 1. Para x € A,

o espectro de z é o conjunto
o(z) ={\ € C| (Al — x) ndo é invertivel em A}.

Se A n3o é unital, o espectro de x é definido como o espectro de x em sua unitizacdo A*. O

espectro de um elemento x € A é sempre um subconjunto compacto e n3o-vazio de C.

Definicdo A.8 (Elemento Positivo). Seja A uma C*-algebra. Um elemento = € A é deno-
minado positivo se = é auto-adjunto (x = x*) e seu espectro o(x) C [0, 00). Denotamos o
conjunto de elementos positivos por A.. Um elemento x é positivo se, e somente se, existe

y € A tal que = = y*y.

Definicdo A.9 (Positividade Completa). Sejam A e B C*-dlgebras e ¢ : A — B uma
aplicacdo linear. Para cada n € N, definimos a aplicagdo ¢\™ : M, (A) — M, (B) por

¢ ((ay)) = (¢(aiy))-
A aplicacdo ¢ é dita:

1. n-positiva se ¢ leva elementos positivos de M, (A) em elementos positivos de
My (B);

2. completamente positiva se ¢ é n-positiva para todo n € N.

Note que 1-positividade é simplesmente positividade, i.e., ¢(A.) C B,.
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Definicao A.10 (Funcional Linear Positivo e Estado). Seja A uma C*-algebra. Um funcional
linear ¢ : A — C é dito positivo se ¢(x) > 0 para todo z € A,. Um estado em A é um
funcional linear positivo ¢ tal que ||¢|| = 1. Se A é unital, ||¢|| = 1 é equivalente a ¢(1) = 1.

Definicdo A.11 (Unidade Aproximada e o-unital). Seja A uma C*-dlgebra. Uma unidade
aproximada para A é uma rede (e;);c; de elementos positivos em A tal que ||e;|| < 1 para
todoie e

lim||ze; —z||=0 e lim|le;xz —x|] =0
(2 (2

para todo € A. Toda C*-algebra possui uma unidade aproximada. Se a C*-algebra admite
uma unidade aproximada que é uma sequéncia ao invés de apenas uma rede, ela é dita o-

unital.

Teorema A.12 (Operadores Lineares Limitados em Espacos de Banach). Sejam X e Y
espacos de Banach. O conjunto de todos os operadores lineares e limitados de X para Y,

denotado por B(X,Y'), é um espaco de Banach com a norma de operador. Em particular, se
X =Y, B(X) :=B(X, X) é uma algebra de Banach unital (MURPHY, 1990, p. 3, p. 20).

Teorema A.13 (Teorema do Gréfico Fechado). Sejam X e Y espacos de BanacheT : X —
Y um operador linear. T' € limitado (e, portanto, continuo) se, e somente se, o seu grafico
G(T)={(z,Tx) | v € X} é um subespaco fechado de X x Y (SUNDER, 1997, p. 26).

Teorema A.14 (Teorema da Aplicacdo Aberta e da Aplicacdo Inversa). Sejam X eY espacos
de Banach e T € B(X,Y) um operador sobrejetor. Entdo, T' é uma aplicacio aberta (leva
conjuntos abertos de X em conjuntos abertos de 'Y ). Como corolario (Teorema da Aplicacdo
Inversa), se T € B(X,Y) é uma bijec3o, ent3o o operador inverso T~' é também limitado,
ie, TV € B(Y,X) (SUNDER, 1997, pp. 23-24).

Teorema A.15 (ldentidade de Parseval). Seja H um espaco de Hilbert e {e, },c; uma base
ortonormal para H. Ent3o, para quaisquer x,y € H, temos a ldentidade de Parseval:

(z,y) = ZICE, en)(€nsY)-

Em particular, ||z||* = ¥ ,c1 |{z, e.)|* (SUNDER, 1997, p. 48).

Teorema A.16 (Gelfand-Naimark para C*-algebras comutativas). Seja A uma C*-digebra
comutativa. Entdo, existe um espaco de Hausdorff localmente compacto ) tal que A € isome-
tricamente *-isomorfa a dlgebra Cy(Q2) das funcdes continuas em Q) que se anulam no infinito.
Se A for unital, Q) é compacto (SUNDER, 1997, p. 107).

Teorema A.17 (Calculo Funcional Continuo). Seja A uma C*-dlgebra e x € A um elemento
normal (i.e., x*x = xx*). Entdo, para toda funcdo continua f € C(o(x)), em que o(x) é o
espectro de x, existe um dnico elemento f(x) € A tal que a fungdo ® : C'(c(z)) — A dado
por f — f(x) é um *isomorfismo isométrico sobre a C*-subalgebra de A gerada por x e 1

(se A for unital). Em particular:
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1. Se x é auto-adjunto (v = z*), entdo x pode ser escrito como a diferenca de dois

elementos positivos, vt = x, —x_, em que x x_ = 0.
2. Um elemento auto-adjunto x € positivo se, e somente se, seu espectro o(z) C [0, 00).
3. Para um elemento positivo q, ¢* = 0 para algum n > 1 implica que ¢ = 0.
(MURPHY, 1990, P. 43-46)

Teorema A.18 (Construcdo Gelfand-Naimark-Segal). Seja A uma C*-dlgebra e ¢ um estado
em A. Entdo, existe um espaco de Hilbert Hy, uma representacdo (um *-homomorfismo)

7y A— B(Hy), e um vetor ciclico &, € H, (i.e., ms(A)E, € denso em H,) tal que

P(x) = (mg(2)E0, o)

para todo x € A. A tripla (Hy,m4,&s) € tnica a menos de equivaléncia unital (MURPHY,
1990, pp. 93-94).

Teorema A.19 (Gelfand-Naimark para C*-dlgebras gerais). Toda C*-adlgebra A é isometri-
camente *-isomorfa a uma C*-subélgebra de B(H) para algum espaco de Hilbert H. (Este

teorema é uma consequéncia da construcdo GNS, tomando a soma direta das representacoes
associadas a todos os estados de A) (MURPHY, 1990, p. 94).

Teorema A.20 (Positividade Completa de *-Homomorfismos). Seja ¢ : A — B um *
homomorfismo entre C*-dlgebras. Entdo ¢ é completamente positivo (PAULSEN, 2002, p.
28).

Definicao A.21 (ldeal Essencial). Seja B uma C*-adlgebra e A C B um ideal. Dizemos que
A é um ideal essencial em B se, para qualquer b € B, b # 0, temos bA # {0} e Ab # {0}..

Definicdo A.22 (Algebra de Multiplicadores). Seja A uma C*-algebra. A dlgebra de multipli-
cadores de A, denotada por M (A), é caracterizada (de forma Gnica a menos de *-isomorfismo)
como a C*-3lgebra unital que contém A como um ideal essencial e que é "maximal”com essa
propriedade. Enquanto a unitizacdo A" (Teorema A.6) é a menor C*-algebra unital contendo
A como um ideal, M(A) é a maior. (Formalmente, M (A) é isomorfa a algebra dos centrali-
zadores duplos de A) (MURPHY, 1990, pp. 38-41).

1O item 3. é um corolario do CFC e do item 2. Seja ¢ positivo. Pelo item 2., o(q) C [0,00). Se ¢" = 0,

entdo o(¢™) = {0}. Pelo isomorfismo ® do teorema, o(q"™) = {A\" : XA € o(q)} = {0}. Como X € [0, 00),
isso forca o(q) = {0}. Pela isometria do CFC, ||q|| = supy¢,(q) [A| = 0, implicando ¢ = 0.
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Se (Ho, (-,-)0o) e (Hi,(-,-)1) sdo espacos de Hilbert, seu produto tensorial algébrico
Hy® Hy é um espaco vetorial. Podemos equipéa-lo com uma tnica forma sesquilinear (-, -) que
satisfaz

(X1 © Y1, 2 © ya) := (w1, T2)0{Y1, Y2)1

para x1,Ts € Ho,y1,y2 € H;. Para elementos gerais § = 37, x; O y; e n = >-;v; © wj, esta

forma é estendida por sesquilinearidade:

(&m) = Z(%’,Uﬂo(yz,wg‘h-
1'7‘7
Para verificar que (-,-) é um produto interno, precisamos provar a positividade. Seja £ =
St ,x @y € Hy ® Hy. Seja {ex}rerx uma base ortonormal para Hy. Podemos reescrever

cada z; = Y (ex, x;)oex. Substituindo e reagrupando (usando a bilinearidade de ®):

- § <z<ek,mi>oek> on=Yao (i@k,mo%) |

k =1

Definindo Ay, := Y7, (ex, x:)oy; € Hy, £ pode ser escrito como & = Y e, © hy, em que {ex}

é um conjunto ortonormal. Agora, calculamos (£, &):

(Z er © hy, Z@j ®© hj> = Z(Bk, €j>0<hkv hj>1

k?j

= Z(Sk’j<hkah’j>1
k,j

= > (s hue)r = Y |[|7 > 0.
2 k

Além disso, (£,£) = 0 se e somente se hy = 0 para todo k, o que implica & = 0. Assim,
Hy ® H; é um espaco com produto interno. Afirmamos que seu completamento pela norma
induzida é o produto tensorial de espacos de Hilbert de Hy e H|, que é um espaco de
Hilbert, e é denotado por Hy& H;.

Sejam A e B duas C*-dlgebras. O produto tensorial algébrico A ® B é um espaco
vetorial complexo. O nosso objetivo nesta secdo é equipar este espaco com uma estrutura de
C*-algebra. Para isso, precisamos definir uma multiplicacdo, uma involuc3o e, crucialmente,

uma C*-norma. Primeiro, definimos as operacdes que tornam A ® B uma *-algebra.

Definicao T.1 (Multiplicacdo em A ® B). Para quaisquer tensores elementares (a; ® by) e

(ag ® by) em A ® B, definimos o seu produto como:
((Z1 ® bl)(az ® bg) = (alag) ® (blbg)
Esta operacao é estendida por linearidade para todos os elementos de A ® B.

Proposicao T.2. Com a multiplicacdo definida acima, A® B torna-se uma algebra associativa.
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Demonstracdo. Para que A ©® B seja uma algebra, a multiplicacdo deve ser associativa e
distributiva em relacdo a adicao. A definicdo da multiplicacdo em tensores elementares é
estendida para elementos arbitrarios de A ® B por linearidade. Elementos arbitrarios x,y, z €

A ® B s3o somas finitas de tensores elementares:
x:Zaini, y:ZCdej, z:Zekak.
i j k

A multiplicacdo estendida por bilinearidade é, entao,

Ty = (Z a; ®© b,-) (XJ: ¢ ® dj)

= Z(al © bi)(Cj © dj)

Por outro lado,

z(yz) = (Z a; © bi) (Z(Cjek) ® (djfk:))

Como a multiplicacdo nas C*-dlgebras A e B é associativa, temos (a;c;)er, = a;(cjer) e
(b;d;) fx = bi(d;fx). Portanto, a multiplicacdo em A ® B é associativa. Vamos verificar que
x(y+z) = xy+xz. A distributividade a direita, (x+y)z = xz+yz, é andloga. A propriedade

segue da extensdo bilinear da multiplicacao:

2y +2) = (Zcu@bz-) (ch ©dj+ ) ex @fk)
7 J k
= Z(aicj) © (bidy) + > (aier) © (bifi)

ik

=y + Tz

Portanto, A ® B com a multiplicacao definida é uma algebra associativa.
Q.E.D.
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Definicdao T.3 (Involu¢do em A ® B). Para um tensor elementar a © b € A ® B, definimos

a involucdo como:
(a®b) :==a"Ob".
Esta operacao é estendida por linearidade conjugada a todos os elementos de A ® B. Para

um elemento geral z = >, a; ® b;, a sua involucao é:
_ * *
=Y a; O}
i

Proposicdo T.4. Com a involucdo e a multiplicacdo definidas acima, A® B é uma *-dlgebra.

Demonstracdo. Devemos verificar que a involucdo satisfaz as trés propriedades de uma *-

dlgebra: (z*)* =z, (zy)* = y*z* e (ax + Py)* = az* + Py*. Sejax = 3 ;a; © b
= (Z a; ® b;“>*
= Z FO b
- Z ar
= Zai ® b;

=X.

Sejamz =32,a;0b;, y=3;¢;0dj, e, €C.
(ax + By)* = (&Zaini‘FﬁZCj@dj)
i J

—Z aa;) ® b;) —i—Z (Be;) ©
Zaaz @b*+26’cj © d;

_Za @b*—i—ZBc ©d;

_a<2a;‘@bg‘> +[3<ch@dj)
i J
=az* + By*.

E suficiente verificar para tensores elementares e estender por linearidade. Sejam z =a® b e
=cOd.

(zy)" = ((ac) © (bd))*

= (ac)* ® (bd)*
= (c"a™) © (d*b").
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Por outro lado,

= (c"a™) © (d*b").

A igualdade se estende para somas finitas por linearidade. Concluimos que A ® B é uma
*_algebra.
Q.E.D.

A parte mais sutil é a definicio de uma norma em A ® B que satisfaca ||z*z|| = ||z||*.
Existem, em geral, varias normas possiveis. Apresentaremos aqui a norma espacial (ou norma
minima). A construcdo depende da representacdo de C*-algebras como operadores em espacos
de Hilbert. Pelo teorema de Gelfand-Naimark (Teorema A.18), toda C*-dlgebra A admite uma
representacido fiel m4 : A — B(H,4) em um espaco de Hilbert H,. Sejam 74 : A — B(H,)
e mp : B — B(Hp) representacdes fiéis de A e B, respectivamente. Podemos ent3o definir a

representac3o m de A ® B no espaco de Hilbert H,&Hp.

Definicao T.5 (Representacdo Tensorial). A representacdo tensorial = : A ® B —

B(H,®Hp) é definida em tensores elementares da seguinte forma:

m(a © b)(§&n) = (ma(a)§)& (7 (b)n)

paratodoa € A,b € B, & € Hy,n € Hp. Essa definicdo é estendida linearmente para todos
os elementos de A ® B.

Proposicdo T.6. A representacdo tensorial m é um *-homomorfismo fiel.

Demonstracdo. Considere a aplicacdo ¢ : A x B — B(H ®Hp) definida por
#(a,b) = 7ma(a) @ 7p(b), em que m4(a) ® wp(b) é o operador em H, &Hp tal que
(ma(a) ® mp(b))(E®n) = (Tra(a)f)®(mp(b)n). Esta aplicacio é bilinear, pois 74 e 75 sio
lineares e a construcao do operador tensorial é bilinear. Pela propriedade universal de A ® B,
existe uma Gnica aplicacdo linear 7 : A ® B — B(H,®Hp) tal que m(a ® b) = ¢(a,b) para
todo a € A,b € B. Isso diz que a representacdo esta bem definida e é um homomorfismo de
algebras.

Para provar a fidelidade, seja z =37 ; a;, ®b; € A® B. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que o conjunto {by,...,b,} seja linearmente independente em B. Suponha que

m(z) = 0. Pela linearidade de 7:

7(x) Z m(a; © b;)

1

I
—

Il
WE

7TA(CL¢) X WB(bi)

I
’ —



APENDICE T. Produtos Tensoriais Analiticos 109

Como a representacdo 7 : B — B(Hpg) é fiel, o conjunto {7 (b1),...,m5(b,)} também
é linearmente independente em B(Hp). Para um conjunto de operadores linearmente in-
dependentes, existem vetores {n;}7_;,{n;}7-; € Hp tais que a matriz M com entradas
Mj; = (mp(bi)n;, m;) 5 € inversivel. Para cada j € {1,...,n}, aplicamos o funcional (id®wy, ;)
a equagdo 7m(z) = 0, em que wy,,/(T) = (IT'n,n’). Obtemos um sistema de equagdes em

B(HA)Z
Zwmm m5(b))mala;) =0
Z (b 77y>77j )BTA(a;) =0

Z 7rA a;) = 0.

Como a matriz de coeficientes M é inversivel, a (inica solucdo para este sistema homogéneo é
a trivial, ou seja, m4(a;) = 0 para todo i € {1,...,n}. Finalmente, como 74 também é uma
representacdo fiel, m4(a;) = 0 implica que a; = 0 para todo i. Portanto, x =Y ,0© b; = 0.
Logo, 7 é fiel.

Q.E.D.

Com esta representacdo, podemos definir a norma de um elemento em A ® B como a

sua norma de operador correspondente.

Definicdao T.7 (Norma Espacial). Para um elemento z € A® B, a norma espacial, denotada
por || - ||min, é definida como:

|2 fmin = |7 (2)|| (a0 1) -
Proposicao T.8. A norma espacial como definida acima é de fato uma norma no espaco

AOB.

Demonstracdo. Devemos verificar as trés propriedades de uma norma para z,y € A® B e
a e C.

1. A norma de um operador é sempre ndo negativa, entdo ||z||min = ||7(z)|| > 0. Se
||z||min = 0, entdo ||7(z)|| = 0, o que implica que 7(x) é o operador nulo. Como a
representacdo 7 € fiel (pela proposicdo anterior), m(z) = 0 implica x = 0. Reciproca-
mente, se z = 0, entdo por linearidade m(z) = w(0) = 0, e portanto ||7(0)|| = 0, o que
significa ||0]|,nin = 0.

2. Verificamos a homogeneidade:

|| |min = [l (az)]]
= [lam(z)]]
= |af - [l (z)]]

= laf - [|#[lmin
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3. E a desigualdade triangular:

|2+ yllmin = [l (z + y)]
= [|m(z) + 7 ()]l
< [z (@) + [[7 ()]l
= [[llmin + |[y[[man

Como as trés propriedades sdo satisfeitas, || - ||;nin € uma norma em A ® B.
Q.E.D.
Além disso, ela é uma C*-norma.
Teorema T.9. A norma espacial || - ||;nin em A ©® B é uma norma de C*-dlgebra, ou seja,

satisfaz ||@*x||min = ||z||3,;, para todox € A® B.

2

Demonstracdo. Seja x € A ® B. Queremos mostrar que ||z*z||min = ||2||5,,- Pela definicdo

da norma espacial, temos:

|2 lmin = 7 (@) || (r1 01

Como 7 é um homomorfismo de algebras, m(z*z) = w(z*)m(z). Pode-se verificar que 7

também é um *-homomorfismo, ou seja, w(x*) = m(z)*. Portanto,
m(x*z) = 7(x)'n(z).
Substituindo de volta na equacdo da norma:
2" lmin = [|7 (@) 7 (@) | (2100001):

O espaco B(H,®Hp) é uma C*-algebra. Para qualquer elemento T em uma C*-algebra, a

identidade ||T*T'|| = ||T||* é vélida. Aplicando isso ao operador T' = 7(x), obtemos:
||7T(35)*7T(93)||B(HA®HB) = ||7T($)||%(HA®HB)'
Finalmente, usando a definicdo da norma espacial novamente (||z||min = ||7(z)]|), chegamos
a:
12" lmin = {12 -
Q.E.D.

Finalmente, podemos definir o produto tensorial de C*-3lgebras.

Definicao T.10 (Produto Tensorial de C*-algebras). O produto tensorial (espacial) de
duas C*-algebras A e B, denotado por A ® B, é o completamento da *-dlgebra A ©® B com

respeito a norma espacial || + ||min-
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O resultado desta construcdo, A® B, é uma C*-4lgebra. Uma observacdo é que podemos
definir diversos produtos tensoriais de C*-algebras, com base na C*-norma que escolhemos,

por exemplo a C*-norma maxima.

Definicdao T.11 (Norma Méaxima). A norma maxima, || - ||;ma., em A ® B é definida como:

|| maz := sup{||p(z)|[}
em que o supremo é tomado sobre todas as *-representacdes p de A ® B.
Pode-se mostrar que ||z||min < ||2||masz para todo x € A ® B.

Definicdo T.12 (C*-Algebra Nuclear). Uma C*-algebra A é dita nuclear se, para toda C*-

algebra B, a norma espacial é a tnica C*-norma em A ® B. Ou seja,
l1Z||min = ||Z||maz para todo z € A® B.

Por exemplo, todas as C*-dlgebras comutativas (Cy(X)) e todas as C*-algebras de

dimens3o finita (M,,(C)) s3o nucleares.
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