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“Matemdtica € a arte de dar o mesmo nome a coisas diferentes”

(Henri Poincaré)



Resumo

Grupoides constituem uma generalizacao natural de grupos e relagoes de equivaléncia,
permitindo modelar simetrias parciais e estruturas locais. Entre eles, os grupoides étale
desempenham papel central na interface entre algebra, topologia e dlgebras de operado-
res, em grande parte devido a sua relagao com sistemas dinamicos e agoes de semigrupos
inversos. Neste trabalho, apresentamos uma introducao a teoria dos grupoides étale e
examinamos sua relacao com agoes de semigrupos inversos em espagos topoldgicos lo-
calmente compactos e Hausdorff. Inicialmente, demonstramos que a toda acao de um
semigrupo inverso nesse tipo de espaco esta associado um grupoide étale, denominado
grupoide de germes da acao. Em seguida, mostramos que esses grupoides de germes, de
fato, caracterizam todos os grupoides étale: a cada grupoide étale corresponde uma agao
canonica do semigrupo inverso de suas bissecoes sobre o espago de unidades, e o proprio

grupoide é isomorfo ao grupoide de germes associado a essa acao intrinseca.

Palavras-chave: Grupoides étale, semigrupos inversos, Ac¢oes de semigrupos inversos



Abstract

Groupoids constitute a natural generalization of groups and equivalence relations, allowing
for the modeling of partial symmetries and local structures. Among them, étale groupoids
play a central role at the interface of algebra, topology, and operator algebras, largely due
to their connection with dynamical systems and actions of inverse semigroups. In this
work, we present an introduction to the theory of étale groupoids and examine their
relationship with actions of inverse semigroups on locally compact Hausdorff topological
spaces. We first demonstrate that every action of an inverse semigroup on such a space
gives rise to an étale groupoid, called the groupoid of germs of the action. We then
show that these groupoids of germs, in fact, characterize all étale groupoids: to each étale
groupoid there corresponds a canonical action of the inverse semigroup of its bisections on
the unit space, and the groupoid itself is isomorphic to the groupoid of germs associated

with this intrinsic action.

Keywords: Etale grupoids, inverse semigroups, actions os inverse semigroups
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INTRODUCAO

Os grupoides surgem como uma generalizacao natural dos grupos, permitindo
modelar simetrias parciais e estruturas locais. Com o desenvolvimento da andlise nao
comutativa e da teoria de C*-algebras, grupoides passaram a desempenhar papel central

na interface entre dlgebra, topologia e analise funcional, como pode ser visto, por exemplo,
em (PATERSON| 2012).

Um exemplo importante é dado pelos grupoides étale, cuja estrutura topoldgica
permite estabelecer conexoes profundas com dinamicas topoldgicas, acoes de semigrupos

inversos e C*-algebras associadas.

Por sua vez, semigrupos inversos formam a estrutura algébrica adequada para mo-
delar simetrias parciais, generalizando a nocao de inverso presente nos grupos. Classicos
resultados, como o teorema de Wagner—Preston, mostram que todo semigrupo inverso
pode ser representado por bijecoes parciais de um conjunto, o que justifica seu papel

como objeto algebricamente ligado a agoes e, portanto, a teoria de grupoides.

Um elo profundo entre esses dois mundos é estabelecido pela construgao do gru-
poide de germes associado a uma acao de um semigrupo inverso em um espaco topologico
localmente compacto e Hausdorff. Essa construgao permite interpretar agoes de semi-
grupos inversos como mecanismos para produzir grupoides étale de forma natural. Mais
surpreendentemente, o mecanismo inverso também ¢ verdadeiro: todo grupoide étale
pode ser recuperado como o grupoide de germes de uma acao do semigrupo inverso de
suas bissecoes sobre o espaco de unidades. Assim, evidencia-se que acoes de semigrupos

inversos e grupoides étale estao intimamente relacionados.

O principal objetivo deste trabalho é apresentar, de maneira acessivel e orga-
nizada, essa correspondéncia fundamental entre grupoides étale e agoes de semigrupos

inversos em espacos topoldgicos.
A seguir, descrevemos brevemente a estrutura do texto.

O primeiro capitulo é dedicado ao estudo dos conceitos fundamentais de semigru-
pos inversos, com base no livro (LAWSON] [1998)). Sao introduzidas definigoes bdsicas,
propriedades estruturais, a ordem parcial natural e o papel dos idempotentes. Resultados
essenciais, como o teorema de Wagner—Preston — que garante a representacao de todo
semigrupo inverso por bije¢oes parciais de um conjunto — sao apresentados com o intuito

de motivar o estudo subsequente de agoes de semigrupos inversos.

No segundo capitulo, desenvolvemos os elementos essenciais da teoria de grupoi-

des topoldgicos, com énfase nos grupoides étale. Este capitulo fundamenta-se principal-
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mente no livro (PATERSON] 2012) e no artigo (EXEL; 2008). Iniciamos com a definigdo
geral de grupoide e suas caracteristicas estruturais basicas e, em seguida, introduzimos
a nocao de grupoide topoldgico, destacando o caso étale. Para o contexto étale, intro-
duzimos a nocao de bissecao e mostramos, entre outros resultados importantes, que as

bisse¢oes de um grupoide étale formam uma base para a sua topologia.

O terceiro capitulo, baseado no artigo (EXEL;, [2008), introduz a construgao cen-
tral deste trabalho: o grupoide de germes associado a uma agao de um semigrupo inverso
em um espaco topologico localmente compacto e Hausdorff. Definimos a¢oes de semigru-
pos em espacos topoldgicos, descrevemos em detalhe a construgao do grupoide de germes
e demonstramos que o grupoide obtido é necessariamente étale, estabelecendo uma das

direcoes da correspondéncia entre as duas teorias.

No quarto e ultimo capitulo, novamente fundamentado em (EXEL, |2008), de-
monstramos que o processo inverso também vale: todo grupoide étale pode ser realizado
como o grupoide de germes de uma ac¢ao intrinseca ao proprio grupoide. Descrevemos a
construcao do semigrupo inverso das bisse¢oes de um grupoide étale, estudamos sua acao
natural sobre o espago de unidades e provamos que essa agao recupera o grupoide original,

completando assim a equivaléncia entre acoes de semigrupos inversos e grupoides étale.

Por fim, ressaltamos que este trabalho foi elaborado com o objetivo de ser acessivel
a um estudante de graduacao em matematica que possua nogoes basicas de teoria de
grupos e topologia geral. Procuramos, sempre que possivel, apresentar exemplos ao longo

do texto, de modo a ilustrar os conceitos e construgoes introduzidos.
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1 Semigrupos Inversos

Este capitulo apresenta uma introducao a teoria dos semigrupos inversos, tendo
como principal referéncia (LAWSON, [1998). Assume-se que o leitor possua familiaridade

com o0s conceitos bésicos de teoria de grupos e conheca a definicao de semigrupo.

1.1 A Estrutura de Semigrupo Inverso

Definicao 1.1.1. Um semigrupo S € dito

(i) regular se para qualquer a € S existe um elemento b € S, chamado de um inverso

de a, satisfazendo aba = a e bab = b;

(ii) inverso se € reqular e todo elemento de S possui um tunico inverso.
Uma classe de elementos importantes sao os elementos idempotentes, cuja de-
finicao segue abaixo.
Definicao 1.1.2. Em um semigrupo, dizemos que um elemento é idempotente se ele
coincide com o seu quadrado.
O conjunto dos idempotentes de um semigrupo inverso é fechado para inversao.

Para referéncia futura e para registrar notacao, explicitamos isso na préxima observacao.

Observagao 1.1.3. O conjunto de todos os idempotentes de um semigrupo inverso S €
denotado por E(S), isto é, E(S) = {e S ! e? = e}. E fdcil verificar que todo idempo-

tente € o seu proprio inverso: se e € E(S), temos que e = eee.

Agora vejamos que o conjunto dos idempotentes de um semigrupo inverso ¢é fe-
chado para produto.
Proposicao 1.1.4. Se S € um semigrupo inverso, entao produto de idempotentes € idem-

potente.

Demonstracao. Seja S um semigrupo inverso e e, f € FE(S) arbitrarios. Seja z € S o

inverso do produto ef e considere o elemento fze. Esse elemento é idempotente ja que

(fe)(fae) = f(wefr)e = fae.

Além disso, ele é inverso de ef, ja que

(fze)(ef)(fre) = (fre)(fre) = fre e (ef)(fre)(ef) = (ef)z(ef) = ef.
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Portanto, pela unicidade do inverso, temos que fre = x, de modo que x é idempotente.
Pela observacao [1.1.3] sabemos que idempotentes sao seus préprios inversos, logo x = ef.

Disso segue que ef é idempotente, como queriamos. [ ]

O préximo resultado evidencia o papel fundamental dos elementos idempotentes
em um semigrupo. Ele estabelece que, para verificar que um semigrupo regular é inverso,

basta verificar que o conjunto de seus elementos idempotentes é comutativo.

Proposicao 1.1.5. Se S € um semigrupo reqular, entao todo elemento de S possui um

unico inverso se, e somente se, 0s idempotentes de S comutam.

Demonstracdao. Primeiramente, suponha que os idempotentes de S comutam. Seja s € S
eu,v € S dois inversos de s. Assim, us e vs sao idempotentes pois (us)(us) = (usu)s = us

e (vs)(vs) = (vsv)s = vs. Analogamente, su e sv também sao idempotentes. Além disso,

u = usu = u(svs)u = (us)(vs)u = (vs)(us)u = vs(usu) = vsu

= v(svs)u = v(sv)(su) = v(su)(sv) = vsv = v.

Reciprocamente, suponha que todo elemento possua um tnico inverso. Sejam e, f idem-
potentes, vamos mostrar que ef = fe. Pela Proposicao [1.1.4] produto de idempotentes é

idempotente. Logo, ef e fe sdao idempotentes. Além disso,

(ef)(fe)ef) = (ef)ef) =ef e (fe)(ef)(fe) = (fe)(fe) = fe

de modo que ef efe sao inversos de ef. Da unicidade do inverso segue que ef = fe. M

A partir deste ponto, adotaremos uma notacao para o inverso tnico de um ele-

mento em um semigrupo inverso, conforme indicado na observacao a seguir.

Observacao 1.1.6. Seja S um semigrupo inverso. Denotaremos o inverso de um ele-

mento s € S por s*.

Agora trazemos algumas propriedades elementares relacionadas a inversao em um

Semigrupo inverso.

Proposicao 1.1.7. Seja S um semigrupo inverso.

(i) Para qualquer s € S, ambos ss* e s*s sdao idempotentes.
(1t) Para qualquer s € S tem-se (s*)" =s;

(11i) Para qualquer idempotente e € S e qualquer s € S, o elemento s*es € idempotente;

* .

() Para quaisquer $1,Sa,--- ,S, € S comn > 2 tem-se (s152- - S,)* = 55, -+ - s7.
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Demonstracao. (i) Seja s € S. Temos (ss*)(ss*) = (ss*s)s* = ss* e (s*s)(s*s) =

(s*ss*)s = s*s.

(ii) Claramente s satisfaz as equagoes s*zs* = s* e xs*z = s*. O resultado segue

pela unicidade do inverso.

(iii) Sejam s € S e e € E(S). Assim, (s*es)(s*es) = s*(ess*e)s = (s*ss%)ees =

(iv) Faremos por indugao sobre n. Para o caso base, sejam s,t € S. Veja que
(st)(t"s™)(st) = s(tt™)(s"s)t = s(s*s)(tt*)t = (ss*s)(tt"t) = st
e, similarmente,
(t*s™)(st)(t*s™) = t*(s"s)(tt")s™ = t*(tt*)(s"s)s™ = (t"tt")(s"ss™) = t*s¥,

de modo que (st)* = t*s*. Tome agoran € Ncomn > 2 e s1,89,--+,8, € S. Suponha

*

que ($182-++8,)" = 8% -+ s5s7. Assim, temos que

* * * * * *
(5152 SnSnt1)" = Spyq(5152- - 8n)" = 55 180 -~ 555].
O resultado segue por inducao. ]

Proposicao 1.1.8. Seja S semigrupo inverso.

(1) Para quaisquer e € E(S) e s € S, existe f € E(S) tal que es = sf;

(1t) Para quaisquer e € E(S) e s € S, existe f € E(S) tal que se = fs;

Demonstracao. Provaremos (i). O item (ii) é analogo. Sejam s € S e e € E(S). Tome

f = s*es. Assim, sf = s(s*es) = (ss*)es = e(ss*)s = e(ss*s) = es. |

Agora trazemos alguns exemplos de semigrupos inversos. Os dois primeiros exem-

plos sao provavelmente bem conhecidos pelo leitor.

Exemplo 1.1.9 (Grupos). Grupos sao precisamenle 0s Semigrupos inversos com um

unico idempotente.

De fato, se G é um grupo, ele satisfaz todos os axiomas de semigrupo inverso.
Além disso, sabemos que o elemento neutro do grupo, denotado por e, € idempotente.
Logo, se f € outro idempotente de G, temos que ef = f = ff, implicando que e = f.
Reciprocamente, suponha que G € um semigrupo inverso que tem um unico idempotente,
digamos e. Note que, para todo s € G temos que ss* e s*s sao idempotentes. Como e é
o0 tunico idempotente de G, seque que es = (ss*)s = s = s(s*s) = se o que implica que e
¢ um elemento neutro para G. Ademais, como ss* = e = s*s seque que s* € um inverso

(no sentido de grupo) para s em G, de modo que G é um grupo.
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Exemplo 1.1.10 (Meet Semilattices). Seja P um conjunto parcialmente ordenado e
x,y,z € P. Se z < x ez < vy, dizemos que z é um limitante inferior de x e y. O
infimo de x ey, denotado por x Ny, € o maior de seus limitantes inferiores. Um meet
semzlattice é um conjunto parcialmente ordenado tal que quaisquer dois elementos ad-

mitem um infimo.

Meet semilattices sao precisamente os semigrupos inversos no qual todo elemento
é idempotente. De fato, se considerarmos um meet semilattice P com a operagao N\, temos
que para quaisquer T,y € P vale x Nx =x e x Ay = y Ax de modo que P € um semigrupo
inverso formado por idempotentes. Reciprocamente, se P é semigrupo inverso formado
por idempotentes, defina uma relagao de ordem sobre P dada por e < f se, e somente
se, ef = e. Veremos na Proposi¢cao que de fato esta € uma relagao de ordem.
Além disso, veja que para e, f € P vale efe = fee = fe = ef, de modo que ef < e e
similarmente, ef < f, Agora, sek < e ek < f, temos k(ef) = (ke)f =kf, poisk <e e
kf =k pois k < f. Logo, k(ef) = k de modo que k < ef. Portanto, ef =eN f eP €

meet semilattice.

Por fim, apresentamos um exemplo simples que nao ¢ nem um grupo nem um

meet semilattice.

Exemplo 1.1.11. Considere S = {a,b,c,d,e} com operagcio de produto definida pela

tabela abaizo.

a b ¢c d e
ala a a a a
bla b ¢ a a
cla a a b c
dla d e a a
ela a a d e

Note que a,b e e sao idempotentes e, por isso, aaa = a,bbb = b e eee = e de modo que sdao
seus proprios inversos. Também (dc)d = ed = d e (cd)c = be = ¢ mostrando que d e ¢ sao
inversos um do outro. Com uma verifica¢ao rapida vemos que ab = a = ba, ae = a = ea
e be = a = eb, mostrando que os idempotentes comutam. A associatividade fica a cargo

do leitor. Seque que S € um semigrupo inverso.

Na Secao veremos um novo exemplo que, em certo sentido, pode ser conside-

rado o principal exemplo de semigrupo inverso.

Assim como se fala em subgrupos de um grupo, podemos falar de *-subsemigrupo

de um semigrupo inverso, como feito na préxima definicao.
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Definicao 1.1.12. Seja S semigrupo inverso. Dizemos que um subconjunto ndao vazio

T C S é um x-subsemigrupo de S se para quaisquer s,t € T tivermos st € T e s* € T.

Noés encerramos a secao com dois exemplos de *x-subsemigrupos. O primeiro

exemplo ja foi visto ao longo da secao.

Exemplo 1.1.13. Segue da Observagao e da Proposi¢do que o conjunto dos

idempotentes E(S) de um semigrupo inverso S é um x-subsemigrupo de S.

Exemplo 1.1.14. E imediato da defini¢ao de grupo que os x-subsemigrupos de um grupo

sao seus subgrupos.

1.2 ldeais

Nessa secao veremos a definicao de ideal de um semigrupo inverso além de algumas

propriedades.

Definicao 1.2.1. Seja S semigrupo inverso. Um subconjunto I C S é um ideal a
esquerda (respectivamente 4 direita) se para qualquer a € I e qualquer s € S tem-se

sa € I (respectivamente as € ). Um ideal bilateral é simplesmente chamado de ideal.

Veja que um ideal I de um semigrupo inverso S é, em particular, um *-subsemigrupo
de S. De fato, a condicao dada na definicao garante que ideais sao fechados para o pro-

duto. Além disso, se s € I é um elemento de I, entao s* = s*ss* € I.

Vejamos agora que ideais se comportam bem em relagao a intersecgao.

Proposicao 1.2.2. A interseccdio de ideais a esquerda de S (resp. a direita, bilateral) é

novamente um ideal o esquerda de S (resp. a direita, bilateral).

Demonstragdo. Faremos apenas para o caso de ideais a esquerda. Seja {I;};c; familia de
ideais a esquerda de S. Seja [ = ﬂje ;1;. Tome a € I e s € S arbitrarios. Temos que
a € I; para todo j € J, de modo que sa € I; para todo j € J. Disso segue que sa € [ e
I é ideal a esquerda de S. ]

Para X C S definimos o ideal a esquerda (resp. a direita, bilateral) gerado por
X como sendo o menor ideal & esquerda (resp. a direita, bilateral) de S que contém X
ou seja, a intersegao de todos os ideais a esquerda (resp. a direita, bilateral) que contém
X.

Observagao 1.2.3. Vamos mostrar que (),5y 1 = SX = {sx ’ se S e X} (apenas
para o caso de ideais a esquerda, os demais sao feitos de forma andloga). Para tanto, seja
t €S esx e SX arbitrarios. Assim, t(sx) = (ts)x € SX, logo SX € ideal a esquerda
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de S. Ademais, SX contém X, pois x = (zz*)x para todo x € X, de modo que SX
contém (;5x 1. Para a outra inclusdo, seja I ideal a esquerda de S que contém X. Dat,
SX c SI C I. Logo, da arbitrariedade de I, seque que SX C (;5x I. No caso de ideias

a direita, a interseccao ¢ XS e no caso dos ideias bilaterais a interseccao ¢ SXS.

Em particular, para cada s € S, existe um menor ideal & esquerda (resp. a
direita, bilateral) contendo s. Esse ideal é chamado de ideal principal & esquerda (resp,
a direita, bilateral) gerado por s. Em um semigrupo inverso, denotamos o ideal principal

a esquerda gerado por s por Ss, a direita por sS e bilateral por SsS.

O leitor acostumado com teoria de grupos, talvez nao esteja familiarizado com a
nocao de ideais. Isso se deve ao fato de que a nocao de ideal perde o sentido quando se

esta trabalhando especificamente com grupos como podemos ver no seguinte exemplo.
Exemplo 1.2.4. Se G € um grupo e g € G, entao Gg =G = gG.

Exemplo 1.2.5. Um ideal de ordem de um meet semilattice £, é um subconjunto

I C E, tal que para qualquer x € I e qualquer e € E, se e < x, entao e € I.

Os ideats de E sdo os ideais de ordem de E. De fato, sejam I um ideal de F,
e € FEex el Suponha e < xz. Isso significa que e = ex € I, mostrando que I €
ideal de ordem. Mostraremos que I € ideal de E (apenas mostrar que € ideal a esquerda
¢ suficiente uma vez que meet semilattices sio comutativos). Como todo elemento de
e € E € idempotente, temos e* = e para todo e € E. Além disso, sejam e € E e x € [

arbitrarios. Assim, ex € I pois I € ideal de ordem. Segue o desejado.

Encerramos a secao com um resultado que sera 1til na Secao [1.5}

Proposicao 1.2.6. Tome S um semigrupo inverso, a € S ee, f € E(S5).

(i) aS = aa*S e aa* é o unico idempotente gerador de aS;

(i) Sa = Sa*a e a*a € o unico idempotente gerador de Sa;

(i1i) eS N fS =efS;

(iv) Sen Sf = Sef.
Demonstracao. (i) Temos que aS = aa*aS C aa*S C a8, logo aS = aa*S. Seja f € E(S)
tal que aS = fS. Dessa forma, aa*S = fS de modo que existem s,t € S tais que

aa* = fs e aa*t = f. Assim, faa* = ffs = fs = aa* e aa*f = aa*aa*t = aa*t = f.

Como idempotentes comutam, temos que f = aa*.

(ii) Anélogo ao (i).
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(iii) Seja a € eS N fS. Assim, exitem s,t € S tais que a = es = ft. Disso
temos que (ef)a = (ef)(ft) = e(ft) = e(es) = es = a de modo que a € efS. A outra

continéncia é imediata, uma vez que os idempotentes e e f comutam.

(iv) Anélogo ao (iii). [

1.3 Ordem Parcial Natural

Em adicao a estrutura algébrica, veremos nessa secao que todo semigrupo inverso

admite uma ordem parcial “natural”. Iniciemos diretamente com a defini¢ao.
Definicao 1.3.1. Seja S um semigrupo inverso. Dados s,t € S, dizemos que s <t se
s = te para algum e € E(S).

Veremos que essa relagao define uma ordem parcial em S. Antes disso, estabele-

cemos algumas equivaléncias da definicao que serao muito tuteis ao longo do trabalho.

Proposicao 1.3.2. Seja S um semigrupo inverso. Sao equivalentes:

(i) s <t;

(i) s = ft para algum f € E(S);

(iii) s* < t*;

(v) s = ss*t;

(v) s =ts*s.
Demonstracao. (i) = (i1): Suponha s < ¢. Assim existe um idempotente e tal que
s = te. Pela Proposigao [I.1.8] temos que existe um idempotente f tal que s = ft.

(11) = (iti): Se s = ft, temos s* = (ft)* = t*f de modo que s* < t*.

(1i1) = (iv): Se s* < t*, existe um idempotente f tal que s* = ¢t*f. Tomando
os inversos, temos que s = ft. Logo, ss*t = (ft)(ft)*t = ftt*ft = ff(tt*t) = ft = s,
como desejado.

(iv) = (v): Se s = ss*t, pela Proposicao [1.1.8] existe um idempotente e tal

que s = te. Assim, ts*s = t(te)*(te) = tet*te = teet*te = te(te)*te = ss*s = s.
(v) = (i): Trivial, uma vez que s*s é idempotente. [
A partir de agora, usaremos indiscriminadamente qualquer um dos itens (i)-(ii)
e (iv)-(v) da proposigao acima sem cité-los para indicar que s < ¢.

Por fim, mostramos que a relacao definida em de fato determina uma ordem

parcial em S e que a estrutura algébrica de S é compativel com essa ordem.
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Proposicao 1.3.3. Seja S um semigrupo inverso.

(i) A relagao < € uma relagao de ordem parcial em S;
(i1) Para quaisquer e, f € E(S) tem-se e < f se, e somente se, e = ef = fe;
(i1i) Para quaisquer s,t,u,v € S, se s <t eu < v, entio su < tv;

(iv) Para quaisquer s,t € S, se s <t, entdo ss* < tt* e s*s < t*t.

Demonstracao. (i) Uma vez que s = ss*s e s*s é idempotente, temos que s < s e a rela¢ao
é reflexiva. Para a antissimetria, suponha que s <t et < s, ou seja, s = ts*s e t = st*t.
Assim, s = ts*s = st*ts*s = ss*st*t = st*t = t. Por fim, suponha s <t et < u, isto é,
s =ts*s et = ut't. Assim, s = ts*s = ut*ts*s e como t*ts*s é idempotente, temos que
s < wu e a relacao é transitiva.

(ii) Suponha e < f. Assim, e = fz para algum idempotente z. Disso segue que
ef = fe= ffz= fz=e. A reciproca é imediata.

(iii) Suponha s <t e u < v. Assim, existem e, f € F(S) tais que s =te e u = vf.
Pela Proposicao ev = vz para algum idempotente z. Logo, su = (te)(vf) =
t(ev)f = t(vz)f = (tv)(zf), de modo que su < tv.

(iv) Segue imediatamente do item anterior combinado com item (iii) da Pro-

posigao [1.3.2] |

A ordem definida em [1.3.1] é chamada de ordem parcial natural de S.

Fechemos essa secao com alguns exemplos.

Exemplo 1.3.4. (Grupos) Se G é um grupo, entio a ordem parcial natural em G € a
igualdade. De fato, suponha g < h. Assim, g = he = h. Reciprocamente, se g = h €

imediato que g < h, provando que a ordem parcial natural é a igualdade.

Exemplo 1.3.5 (Meet Semilattices). Se P € um meet semilattice, entao podemos ver pelo

Ezxemplo|1.1.10) que a ordem parcial natural em P é a propria ordem do meet semilattice.

1.4 Homomorfismos

Nessa secao, apresentaremos a definicao de homomorfismo de semigrupos inver-
sos que é completamente analoga a definicato de homomorfismos de grupos. Também

provaremos algumas propriedades dos homomorfismos.

Definicao 1.4.1. Um homomorfismo de um semigrupo inverso S em um Semigrupo

inverso T' € uma fungdo 0 : S — T tal que para quaisquer s,t € S tem-se 6(st) = 0(s)0(t).
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Se um homomorfismo € uma bijecao, entao ele também € chamado de isomor-
fismo. Vale a pena observar que o inverso de um homomorfismo bijetor também é um

homomorfismo.

O proéximo resultado retne, de forma concisa, diversas propriedades uteis de um

homomorfismo de semigrupos inversos que serao empregadas ao longo do trabalho.

Proposicao 1.4.2. Seja 0 : S — T um homomorfirsmo de semigrupos inversos.

(1) Para qualquer s € S, 0(s*) = 0(s)*;

(ii) Se e € E(S), entao 0(e) € E(T);

(i1i) Para qualquer s € S, se 0(s) € E(T), entdo existe e € E(S) tal que 0(e) = 0(s);

(iv) Im(6) é um x-subsemigrupo de T

(v) Se V' é um *-subsemigrupo de T, entio 01 (V) é um *-subsemigrupo de S;

(vi) 6 preserva a ordem isto €, para quaisquer s,t € S, se s <t, entdo 0(s) < 0(t);
(vii) Sejam s,t € S tais que 0(s) < 0(t). Entao, existe z € S tal que z <t e 0(z) = 6(s).
Demonstracao. (i) Seja s € S arbitrario. Temos 6(s) = 0(ss*s) = 6(s)0(s*)0(s) e também,
0(s*) = 0(s*)0(s)0(s*), provando que 6(s*) = 0(s)*

(ii) Seja e € E(S). Logo, 8(e)f(e) = O(ee) = 0(e).
(iii) Tome e = s*s. Assim, 0(s*s) = 0(s)*0(s) = 0(s)*> = 0(s).
(iv) Imediato, uma vez que 6 é homomorfismo e 0(s*) = 0(s)*.

(v) Sejam s,t € §~1(V). Disso, temos 6(s),0(t) € V, de modo que 0(st) € V, pois
V' é *-subsemigrupo de T. Portanto st € §71(V). Para a inversao, temos que 6(s) € V,
de modo que 6(s)* = 0(s*) € V, e portanto, s* € 0~ (V).

vi) Suponha s < t, isto é, existe um idempotente e tal que s = te. Assim,
0(s) = 0(t)0(e) e 6(e) é idempotente. Disso segue que 0(s) < 0(t).

(
(
(vii) Tome z = ts*s. Assim, por defini¢ao, z < ¢, e como 0(s) < 0(t), isto é,
0(s) =0(t)0(s)*0(s) = 0(1)0(s*)0(s), segue que O(z) = 0(t)0(s*s) = 0(s). [

Encerremos esta secao com alguns exemplos.

Exemplo 1.4.3. Os homomorfismos de semigrupos inversos entre dois grupos, sao o0s

homomorfismos de grupos.

Exemplo 1.4.4. Os homomorfismos de semigrupos inversos entre meet semilattices, sao

as funcoes que preservam a ordem do meet semilattice.
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1.5 O Semigrupo Inverso Z(X) e o Teorema de Wagner-Preston

Esta segao apresentara Z(X) como um semigrupo inverso e suas propriedades. Por
fim, mostraremos que todo semigrupo inverso pode ser visto como um *-subsemigrupo de

I(X).

Seja X um conjunto. Denotaremos por Z(X) o conjunto de todas as bije¢oes

entre subconjuntos de X.

Se tivermos f,g € Z(X), podemos fazer a composigao parcial g o f definida
como sendo a composicao no maior dominio no qual a composicao esta bem definida, isto
é, dom(go f) = f~}(im(f) Ndom(g)). Como queremos que a composigao parcial de g o f
seja novamente um elemento de Z(X ), também decretamos o contradominio de go f como
g(im(f) Ndom(g)). Observe que, mesmo que im(f) N dom(g) = (), a composigao parcial

estd bem definida e nesse caso seria a fungao vazia, que pertence a Z(X).

A partir de agora, denotaremos f o g simplesmente por fg quando nao houver

chance de confusdo.

O préximo resultado caracteriza os idempotentes de Z(X).

Proposicao 1.5.1. Os idempotentes de Z(X) sao precisamente as identidades parciais
em X, isto €, as funcgoes identidades sobre subconjuntos de X. Além disso, se A,B C X,

entao ZdAZdB = idAﬂBc

Demonstracdo. E obvio que as identidades sao idempotentes. Para a reciproca, seja
a € Z(X) idempotente, ou seja, « o @ = a. Escreva a: A — B como bijecao entre os

subconjuntos A = dom(a) e B = im(«).

Para todo x € A, como (« o «)(x) estd definido, precisamos ter a(z) € A. Logo,

a(x) € AN B. Da idempoténcia, temos

ala(r)) = (woa)(x) = a(x).

Como « é injetora em A, de a(a(x)) = a(z) com a(x), x € A obtemos a(z) = x. Portanto,

« fixa ponto a ponto A, isto é, a = id4. Em particular, B = im(«a) = A. |

Proposicao 1.5.2. O conjunto Z(X) com a operagdo de composi¢ao parcial é um semi-

grupo inverso. Além disso, para qualquer f € T(X), tem-se que f* = f~L.

Demonstragao. A associatividade é trivial. Para a inversao, tome f € Z(X) arbitraria.
Assim, existem A, B C X tal que f : A — B é uma bijecdo. Seja f~! a funcio inversa
de f. Assim, ff 'f =idgf = fe fff ! =idsf ' = f!, provando que f~! é um
inverso de f. Como vimos na Proposicao os idempotentes sao as identidades sobre
subconjuntos de X, que obviamente comutam. Disso segue que Z(X) é um semigrupo

nverso. [ |
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Vamos agora caracterizar a ordem natural em Z(X). Para isso, introduzimos a

seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 1.5.3. Dadas f,g € Z(X), dizemos que g estende f, e escrevemos f C g, se
dom(f) C dom(g) e f(z) = g(x) para todo x € dom(f).

Proposicao 1.5.4. Para quaisquer f,g € Z(X) tem-se f < g se, e somente se, f C g.

Demonstracao. O caso em que f ou g é a funcao vazia, é trivial. Suponha f < ¢ bijecoes

parciais nao vazias. Assim, f = go f*o f = g oidgom(s). Disso segue
dom(f) = dom(g o idgom(s)) = dom(f) N dom(g) C dom(g)

e que f(z) = g © idaom(p)() = g(x), ou seja, f C g.
Reciprocamente, se f C g, temos glaom(r) = f. Logo, go f* o f = g oidiom(s) =
Gldom(s) = f. Segue que f < g. [ |

Definicao 1.5.5. Um homomorfismo de semigrupos inversos 6 : S — Z(X) € chamado

de representacao de S por bijecoes parciais. Se a representacdao é injetora, entao ela é

chamada de fiel.

O préximo resultado, que encerra este capitulo, diz que todo semigrupo inverso
é isomorfo a algum x-subsemigrupo de Z(X). E um resultado andlogo ao Teorema de

Cayley na teoria de grupos e motiva o estudo de acoes de semigrupos inversos.

Teorema 1.5.6. (Wagner-Preston) Para qualquer S semigrupo inverso, existe um con-

Junto X e uma representacao fiel 0 1S — T(X) tal que para quaisquer s,t € S
O(s) CO(t) <= s<t.

Demonstracao. Para cada elemento a € S, definimos

0,: a*aS — aa*S
r —  ar

Veja que 0 esta bem definido, pois a.S = aa*S pela Proposicao [1.2.6, Observe que 6,+60, é

a identidade em a*aS e 0,0, é a identidade em aa*S. Assim, 6, é uma bijegao e 0% = 0.

Do ultimo parédgrafo, concluimos que esta bem definida a fungao

: S — Z(95)
a — 0,

Mostremos agora que 6,6, = 6,,. Por definicao e pela Proposicao [1.2.6] segue que

dom(6,6,) = Oy (bb*S Na*aS) = Oy (bb*a*aS) = b*bb*a*aS = b*a*aS
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Ademais, pela Proposicao [1.2.6, temos
b*a*aS = (b"a*a)(b*a*a)*S = b*a*aa*abS = b*a*abS = dom(0,).

Assim, dom(6,6,) = dom(fy).
Veja que 0,0,(z) = 0,(bx) = abx = 04(x) e portanto 6 é um homomorfismo.

Suponha agora que a < b. Segue diretamente do item (vi) da Proposicao m
que 0, C 0,. Reciprocamente, suponha que 6, C 6,. Pela definicao, a*aS C b*bS. Agora,
a* € a*aS. Por hipdtese, ,(a*) = 0,(a*). Assim, aa* = ba* e, portanto, a = ba*a. Logo,
a <b.

Por fim, para provar que 6 é injetora, suponha 6(a) = 6(b). Isso implica que a < b

e b <a, ou seja, a =b.
O resultado segue. |
Observacao 1.5.7. A funcdao 0 criada acima, € um exemplo de ac¢do de um semigrupo

MVerso em um conjunto, que mo caso, € o proprio semigrupo inverso. QO leitor pode

encontrar mais sobre esse assunto em (GOULD; HOLLINGS, 2009) ou (BONI, |2024).
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2 Grupoides

Este capitulo apresenta uma introdugao a teoria de grupoides, com énfase nos
grupoides étale. As ideias desenvolvidas baseiam-se principalmente em (PATERSON]|
2012)), enquanto os tépicos de topologia necessarios podem ser revisados em (WILLARD)
2012) ou (MUNKRES, [2000). Pressupomos que o leitor tenha familiaridade com nogoes

bésicas de teoria de grupos e de topologia geral.

2.1 Definicdo e Exemplos

Nesta secao, introduzimos os conceitos fundamentais e alguns resultados basicos
sobre grupoides, considerados nesse primeiro momento apenas em seu aspecto algébrico,

isto é, sem qualquer estrutura topoldgica.

Definicdo 2.1.1. Um grupoide é um conjunto G munido com um conjunto G& C G x G

e com fungoes

G» — g . Ot': ¢ — ¢

(r,y) — zy r — !

chamadas de fun¢ao produto e fungao de inversao, respectivamente, satisfazendo:

(i) Para qualquer x € G tem-se que (z7)~! = x;
(”) Se (l’,y)7 (y’ Z) S g(2)7 entao (IL‘y,Z), (x7yz) S g(2) € (xy)z = x(yz);

(i4i) Para qualquer x € G tem-se (z,27') € G® e se (r,y) € G?), entdo (zy)y ' =z e
aH(zy) = y.

O conjunto G? ¢ chamado de conjunto dos pares componiveis de G.

Observacao 2.1.2. Note que o item garante que o item faz sentido pois, se
(z,9) €GP e (y,y™") € G?), entio o|(ii) garante que (zy,y~") € G@ e de forma similar
para a expressao do lado esquerdo da outra igualdade.

Definicao 2.1.3. Seja G um grupoide. O conjunto G := {xx='x € G} ¢é chamado de

espaco das unidades de G e as fungoes

g — ¢» v g — gv

r — xlz xr — xx !

sao chamadas de source e range respectivamente.
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A seguir, algumas propriedades fundamentais a respeito de grupoides.

Proposicao 2.1.4. Seja G um grupoide. Para quaisquer x,y € G temos (z,y) € GP se,

e somente se, d(z) = r(y).

Demonstragao. Primeiramente, suponha que (x,y) € G®. Assim, usando o axioma
temos que (zy)y~' =z e 27! (zy) = y. Logo,

d(z) =o' = o ((ey)y ™) F2 (@ ay))y " =gy = r(y).

Reciprocamente, suponha que d(x) = r(y). Sabemos por [2.1.1{(ii)[e[2.1.1|(iii)|que (yy~', y) €
G? e (x,27'z) € G?. Logo usando a hipétese temos (v 'z, y) € G@ e por segue
que (zrz~'z,y) € G®). Por fim, usando temos (z,y) € G?.

Proposicao 2.1.5. Seja G um grupoide. Se (z,y) € GP, entdo (y~',27') € G? e

I
Demonstragio. Suponha (z,y) € G?. Segue de que d(z) = r(z7") e r(y) =
d(y~'). Assim, podemos usar a proposicao para concluir que d(y~!) = r(z71), de
modo que (y~,z7') € G@. Além disso, pelo axioma [2.1.1{iii), temos que (zy)y~" = z.
U= z2~!. Como (zy, (zy)™") € GP, po-

demos multiplicar a igualdade acima por (zy)~! & esquerda, obtendo (zy) ' (xy)yta~t =

b= (zy)
como desejado. |

Multiplicando & direita por z~! temos (zy)y 1z~

(ry)~tzz~!. Cancelando as unidades em ambos os lados, ficamos com y~ 'z~

A partir deste ponto, utilizaremos livremente os axiomas da Defini¢ao [2.1.1], bem
como as Proposicoes e [2.1.5] sem referéncia explicita a essas citacoes.

Observacao 2.1.6. Observe que para (x,y) € G@ arbitrdrio, temos que r(xy) = r(x) e

d(zy) = d(y) pois

r(zy) = wy(ey) ™ = ayy a7 = aa” =r(z)

1

d(zy) = (zy) ey =y oty =y ly = d(y).

Além disso, d(z) = x = r(x) para todo x € G,

Vejamos alguns exemplos de grupoides.

Exemplo 2.1.7 (Grupos). Todo grupo G pode ser visto como um grupoide no qual G?) =
G x G e as operagoes de multiplicagcdo e inversao coincidem com as do proprio grupo.

Nesse caso, o conjunto das unidades é dado por G = {e}.
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Exemplo 2.1.8 (Conjuntos). Um conjunto X pode ser visto como um grupoide em que

X® = {(m,x) | x € X} e as operacoes de multiplicacao e inversao sao dadas, respectiva-

-1

mente, por v -x =x e x ' = x. Neste caso, temos X = X.

Exemplo 2.1.9 (Relacdo de Equivaléncia). Seja X um conjunto e R C X x X uma

relacao de equivaléncia. Definimos

R = {((z,y), (y,2) | (x,9)(y,2) € R}.

Definimos o produto e inversao como

(z,9)(y, 2) = (,2)

(z, )~ = (y,2).
A transitividade da relagao garante que a multiplicacdo estd bem definida, bem como a

simetria da relacao garante que a inversao estd bem definida também.

Verifiquemos os axiomas:

(i) ((x,y) ™)™ = (y,2)7" = (2,y);

(ii) Suponha ((z,), (y,2)), ((y,2), (z,w)) € R?. Assim x,y,z,w pertencem a
mesma classe de equivaléncia e, portanto, [(z,y)(y,2)](z,w) = (x,2)(z,w) = (z,w) e
(@, )y, 2)(z,w)] = (2, 9)(y, w) = (z, w).

(iii) Seja ((x,y), (y,2)) € R®. Assim, [(z,y) " (z, y)|(y, z) = [(y, %) (2, )] (y, 2) =
(W, )y, 2) = (v, 2) e (2, 9)[(y, 2)(y,2) "] = (2, )y, 2)(z,9)] = (x,¥)(y,y) = (z,9).

Segue que R € um grupoide. Além disso, é facil ver quer(z,y) = (x,z) ed(x,y) =
(y,y). Disso e da reflexividade da relacio temos que R©®) = { (x,z) |z € X} conjunto

conhecido como a diagonal em X x X.
Exemplo 2.1.10 (Acao de grupo a esquerda). Sejam G um grupo, X um conjunto e

f: GxX — X
(g,2) = 04(2).

uma acdo a esquerda de G em X.

Sabemos que, para qualquer g € G, a fungao 0,: X — X definida por 0,(x) =
0(g,x) é uma bijecdo e 0,(0,(x)) = O,u(x) para todo g,h € G e todo x € X. Além disso,

vale a identidade 0.(x) = x para todo x € X em que e denota o elemento neutro do grupo.

Definimos G :=G x X e

G% ={((g.2), (h.y) | == 0Ou(y)}.

Definimos ainda as operacoes de produto e inversao por
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e (9,7)(h,y) = (gh,y); e

e (g.2)7 = (97", b(x)).

Vejamos que G € um grupoide com as operacoes definidas acima.

(i) Para qualquer (g,z) € G temos
((g:2) ) = (g7 05(2) " = ((g7) 7, 051 (0(2))) = (9. 2);

(i) Suponha ((g,x), (h,y)), ((h,y), (k,2)) € G®), isto € Ou(y) = = € Oi(2) = y.
Quero mostrar que ((gh,y), (k. 2)), ((9,2), (hk, 2)) € GO, ou seja, que Bi(=) = y ¢ que
Oni(2) = x. Com efeito, ja sabemos que 0y(z) =y, por hipdtese. Para a outra igualdade,

calculemos Opi(2) = 04 (0x(2)) = Or(y) = x. Logo, seque que

((gh.y): (k. 2)), ((9,2), (hk, 2)) € G&.

Por fim, veja que

((g,2)(h,y)) (K, 2) = (gh,y)(k,2) = ((gh)k, z)
= (g(hk),z) = (9,2)(hk, z) = (g,2)((h, y)(k, 2)).

111) Veja que 0,-1(0,(x)) = x, o que garante que x )Y € G Agora
(i) Veja que O4-1(0y(x)) = x, 0 que g que ((g,z), (g9, 2) gora,
suponha ((g,), (h,y)) € G®. Assim,

((g,2)(h,y)) (h,y) " = (gh,y) (™", 0n(y)) = ((gh)h ™", x) = (g,2)

(9.2)" ((g9:2)(h, ) = (97", 05(2)) (gh,y) = (97 (gh), y) = (h,y)
como desejado. Seque que G € grupoide.

Ademais, descrevamos explicitamente GO calculando as funcées range e source.

Veja que para (g,x) € G temos

r(g,x) = (g,2)(g,2) 7" = (g,2) (97", 04(2)) = (997", 04(x)) = (e, 0,(2))
e, de forma similar,
d(g,z) = (e, x).

Dai, tiramos que
GO = {(e,m) | T € X}

de modo que podemos identificar de maneira biunivoca G com X. Por isso, sempre que

for conveniente, escreveremos r(g,x) = 6,4(x) e d(g,x) = .
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Para finalizar a secao, apresentamos a definicao de homomorfismo entre grupoides

e também um singelo exemplo.

Definicao 2.1.11. Sejam G e H grupoides. Uma fun¢io ¢ : G — H é um homo-
morfismo de grupoides se para qualquer (x,y) € GP tem-se (¢(x),d(y)) € HP e
P(zy) = d(x)d(y).

Exemplo 2.1.12. Se G, H sao grupos, os homomorfismos de grupoide entre G e H sao

0s homomorfismos de grupo.

2.2 Grupoides Topoldgicos

A partir de agora, teremos nao apenas um olhar algébrico sobre os grupoides,

mas também um olhar topolégico. Comecamos com a definicao de grupoide topoldgico.

Definicao 2.2.1. Um grupoide topolégico G ¢ um grupoide munido de uma topologia

tal que as operacoes produto e inversao sao continuas.

Observacgao 2.2.2. Na definicdo acima, considera-se em G2 a topologia induzida (de

subespago) pela topologia produto de G x G.

Observagao 2.2.3. Se G é um grupoide topoldgico, entao as funcoes source e range sao
continuas quando se considere em G a topologia de subespaco de G. Vejamos o caso do

source, o caso do range é similar. Seja x € G arbitrdrio. Podemos fazer a composi¢ao
r— (2,2) — (271 2) — o7
que € continua, pois a func¢ao identidade, a funcao inversao e a funcao produto o sdo.

Proposicao 2.2.4. Seja G um grupoide topolégico. Se GO ¢é Hausdorff, entdo

(i) A ={(uu) | ue GO} é fechado em GO x G1;

(ii) G® ¢ fechado em G x G.

Demonstracdo. Suponha que G é Hausdorff.

(1): Para provar que A é fechado, provaremos que A°¢ = {(x, Y) ‘ x # y} é aberto
de GO x GO, Com efeito, seja (z,y) € A° arbitrdario. Como z # y, exitem abertos U e
Vde GO taisquex e U,y € VeUNV =0. Como U eV sdo disjuntos, temos que
U x V C A°. Portanto, (z,y) € U xV C A°C GO x GO, Note que U x V é aberto de

GO x GO de modo que A é aberto de G0 x G como queriamos.
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(ii) Para provar que G ¢ fechado, mostraremos que é igual a pré imagem da

diagonal A (que é fechado de G x G pelo item (i)) pela funcio
dxr: GxG — GO xg©
(z,y) — (d(z),r(y))
que é continua pois suas fungdes coordenadas sdo continuas. Dado um par (z,y) € G®,
temos que d(z) = r(y), concluindo que (d(z),r(y)) € A e (z,y) € (dxr)"'(A). Por outro

lado, se (z,y) € (d x r)71(A), temos que (d x r)(z,y) = (d(x),r(y)) € A, de modo que
d(z) =r(y) e (x,y) € G? como querfamos. |

A seguir, alguns exemplos.

Exemplo 2.2.5. (Grupos Topoldgicos) Um grupo topoldgico G é um grupo munido de um
topologia para a qual as operagoes de produto e inversao sao continuas (considera-se em
G xG a topologia produto). Jd vimos que todo grupo G € um grupoide. Consequentemente,

todo grupo topologico € um grupoide topoldgico.

Exemplo 2.2.6. (Espacos Topoldgicos) Ja vimos que que todo conjunto pode ser visto
como um grupoide composto apenas por unidades. Consequentemente, um espaco to-

pologico X € um grupoide topologico.

Exemplo 2.2.7. (A¢ao de Grupo a esquerda) Consideremos G = Z ¢ X = R em que
Z e R estao munidos com as topologias usuais (Z € discreto). Como Z ¢é grupo aditivo,
também € grupoide, e como ¢é discreto, se verifica facilmente que € grupoide topologico.

Considere a acao de Z em R por translacdo

0: ZxR — R
(n,z) +— n+x

Assim, temos que G := 7 X R, além de

G® = {((n,z),(m,y)) | m+y ==z}

e as operagoes definidas como

e (n,x)(m,y) = (n+my); e

e (n,x) ' =(-n,n+x).

Seque do FExemplo|2.1.10| que G € um grupoide. Vejamos que G € um grupoide topolégico

se 0 munirmos com a topologia produto.

Para a operagao de inversao, seja (n,x) € G arbitrdrio. E importante ressaltar
que a func¢ao
0,: R — R
r —— n+2x.
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¢ continua. Desse modo temos que a funcgao de inversao € a fungdo

L X0, : g — g
(n,z) — (t(n),0,(z)) = (—n,n+x).

em que t € a fungao inversao em Z, que € continua pois Z. € grupo topolégico. Disso seque

que a inversao em G € continua.

Para o produto, considere as fungoes de projecao (que sao continuas) 11y : G X G —»
G que projeta na primeira entrada, s : G X G — G que projeta na sequnda entrada,
m  Z X R — 7Z que projeta na primeira entrada e mo : Z X R — R que projeta na
sequnda entrada. Observe que as componentes da tmagem da fungao produto sio cons-
truidas da forma (w1 oIl + my o Ily, my o Ily), mostrando que a fun¢ao produto é continua,

ja que as fungoes componentes o sao.

Seque que G € grupoide topoldgico.

2.3 Grupoides Etale

Nessa secao, apresentaremos os objetos principais de estudo desse trabalho: os

grupoides étale.

Definicao 2.3.1. Um grupoide étalfﬂ ¢ um grupoide topoldogico G cujo espaco das
unidades GO ¢ localmente compacto e Hausdorff na topologia relativa, e tal que a funcgao

range ¢ um homeomorfismo local]

A partir de agora G sera sempre um grupoide étale.

Observagao 2.3.2. Como em qualquer grupoide G sempre vale d(x) = r(x™1), concluimos
que a aplicagao source d também € um homeomorfismo local em um grupoide étale. De
fato, a inversao é um homeomorfismo, pois € continua e coincide com sua propria INVErsa.

Disso também seque que d e r sao funcoes abertas.

Proposicao 2.3.3. Se G é um grupoide étale, entdo o espaco das unidades G© ¢ aberto

em G.

Demonstracio. Seja xo € G©. Por hipdtese, existe um subconjunto aberto A de G
contendo zy e um subconjunto aberto B de G(°) contendo 7(xy), tal que r(A) = B e 1|y

¢ um homeomorfismo sobre B. Seja B’ = AN B, entao zy = r(z9) € AN B = B’. Como

1 Essa definicdo de grupoide étale é mais comumente feita por pesquisadores de Algebras de Operadores.

Em geral, nio se pede que G(¥ seja localmente compacto e Hausdorff.

Dizemos que f : X — Y é um homeomorfismo local se, para todo ponto z € X, existe uma
vizinhanga aberta U de x tal que a restrigao f|y : U — f(U) é um homeomorfismo, ou seja, f|y é
bijetora, continua e sua inversa também ¢é continua.
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A é aberto em G, vemos que B’ é aberto em B, portanto A’ := r~!(B’) N A é aberto em
A, e além disso, r é um homeomorfismo de A" para B’. Afirmamos agora que B’ C A'.
Para provar isso, seja z € B’. Assim, # € B C G e logo # = r(z). Isso implica que
x € rY(B'), e como j4 sabemos que x € A, temos z € v *(B') N A = A’. Concluimos
que r é uma funcao bijetiva de A’ para B’, que se restringe a uma fungao sobrejetiva (a
identidade) no subconjunto B” C A’. Isso implica que B’ = A’, e como A’ é aberto em
G, segue que B’ também é aberto em G. Como x, foi escolhido arbitrariamente em G©

concluimos que G é aberto em G. [ ]

Vejamos exemplos.

Exemplo 2.3.4. Se G um grupo topologico, entao G € um grupoide étale se, e somente
se, G € um grupo discreto. Com efeito, suponha G um grupoide étale. Como G € grupo,
as fungoes source e range sao a mesma e sao dadas pelo homomorfismo trivial que mapeia
todos elementos de G no elemento neutro de G. Como G € étale, d e r sao homeomor-
fismos locais. Logo, para qualquer g € G existe um aberto U C G tal que g € U e
U=dU) =rU) = {e}, em que e € o elemento neutro do grupo. Disso seque que todo
ponto de G tem uma vizinhanca homeomorfa a um ponto, de modo que G € discreto.
Reciprocamente, suponha G discreto. Assim, para qualquer g € G, existe uma vizinhanca
aberta U de g tal que U = {g} = {e} =d(g) =r(g9) = d(U) = r(U). Segue que G € étale.

Exemplo 2.3.5. O grupoide topologico G apresentado no exemplo [2.2.71 € um grupoide
étale. Com efeito, seque do exemplo que r(n,z) = (0,n+2z) Zn+z ed(n,z) =
(0,z) & x. Dessa forma, a fungdo source é a identidade e a fungdo range € a agdo de
grupo. Logo, sdo homeomorfismos locais. Ademais, G = R, que € localmente compacto

e Hausdorff na topologia usual. Seque que G é grupoide étale.

Agora, focaremos um pouco mais em alguns abertos especiais de um grupoide

étale: as bissecgoes.

Definicao 2.3.6. Seja G um grupoide étale. Um subconjunto aberto U C G € uma

bissecdo se as restrigoes r|y e d|y sdo injetoras.

O conjunto de todas as bissegoes de G serd denotado por B(G). Encerramos o capi-
tulo apresentando alguns resultados importantes que esclarecem um pouco a importancia

das bissegoes.

Proposicao 2.3.7. Se G é um grupoide étale, entio G0 € uma bissecao.

Demonstragao. Note que 7|go) e d|go sdo exatamente a funcao identidade em GO que

é injetora, provando que G® é uma bissecao. [ ]
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Proposicao 2.3.8. Se G € um grupoide étale, entio conjunto B(G) forma uma base para

a topologia de G.

Demonstracdao. Seja V' um subconjunto aberto de GG e seja xg € V. Devemos provar que
existe uma bissecao U tal que xg € U C V. Como r é um homeomorfismo local, existe um
subconjunto aberto A; de G contendo zy e um subconjunto aberto B; de G(®) contendo
r(zo), tal que (A1) = By, e 7|4, ¢ um homeomorfismo sobre B;. Da mesma forma, como
d também é um homeomorfismo local, podemos escolher um subconjunto aberto Ay, de G
contendo e um subconjunto aberto By de G contendo d(xy), tal que d(Ay) = By, e
d| 4, ¢ um homeomorfismo sobre By. Portanto, U := A; N A2 NV é uma bissec¢ao contendo

o e contido em V. [ ]

Proposicao 2.3.9. Se G é um grupoide étale, entao toda bissecao é localmente compacta

e Hausdorff na topologia relativa de G.

Demonstragao. Seja U uma bisse¢cao. Como r é uma funcao aberta, temos que r(U) é
aberto de G0 que é localmente compacto Hausdorff, de modo que r(U) também o é. Por
fim usamos o fato de r|y ser um homeomorfismo sobre sua imagem para concluir que U

¢é localmente compacto e Hausdorff. [ ]

Proposicao 2.3.10. Se G é um grupoide étale, entao todo aberto Hausdorff de G € local-

mente compacto.

Demonstragao. Seja V' um aberto Hausdorff de G. Pela proposicao [2.3.8 temos que o
conjunto {V NnU ‘ U e B(g)}, forma uma base para a topologia relativa de V. Note que
V' NU é um aberto de U, que é localmente compacto pela proposicao de modo que

V N U ¢ localmente compacto, provando que V' também o é. [ |

Proposicao 2.3.11. Seja G um grupoide étale. Se U,V € B(G), entao

(i) Ut ={u"|ueU} € B(G);

(it) UV = {w | ueUveV,(uv) eGP} e BG).

Demonstracao. Sejam U e V bissecoes.

(i) Sejam 7!,y € U tais que r(z™1) = r(y~'). Disso, temos que d(z) = d(y)

1

e como z,y € U, concluimos que r = y e z7! = y~! de modo que r|y-1 ¢é injetora. De

forma andloga, mostra-se que d|y-1 é injetora. Também temos que U~! é aberto pois a

inversao é homeomorfismo, concluindo que U~! é bissecao.

(ii) Sejam wujvy, ugve € UV tais que 7(ugv1)=r(ugvs) € d(uyv1)=d(ugvy). Assim,

r(uvy) = r(ugvs) 215 r(uy) = r(ug) M€y = .
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Também veja que
d(ulvl) = d(UQ’UQ) @ d(Ul) = d(UQ) M U1 = Uy,

concluindo que ujv; = uyvy de modo que d|yy e r|yy sdo injetoras. A verificacao de que

UV ¢é aberto de G, fica a cargo do leitor. Segue que UV ¢ bissegao. |
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3 Acoes de Semigrupos Inversos

3.1 Definicdo e Resultados Iniciais

A partir de agora, vamos considerar X como sendo um espaco topolégico local-

mente compacto e Hausdorff.

Definicao 3.1.1. Defina o conjunto
J(X):= {f €Z(X) ‘ f € homeomorfismo entre subconjuntos abertos de X} :

Observagao 3.1.2. E imediata a conclusio de que J(X) é x-subsemigrupo de Z(X).

Definicao 3.1.3. Sejam S um semigrupo inverso e X um espaco topologico. Uma agao

de S sobre X € um homomorfismo de semigrupos

0: S — JX)
s — by Xo — X tal que U X, =X.
r — O4(x) ecE(S)

Fixaremos a partir de agora uma acao # de S sobre X.

Proposicao 3.1.4. Seja S um semigrupo inverso, X um espaco topoldgico e 0 um acao
de S sobre X. Se s € S, entdo 0,1 = O

Demonstracao. Note que
9505*05 = st*s = 95 € 05*6505* = 05*58* = 95*'

Mostrando que 4 é o inverso de 6 no sentido de semigrupo inverso, mas como vimos
anteriormente, os inversos em Z(X) sdo as fungoes inversas em seus respectivos dominios,

de modo que em J(X) também. Pelo exposto, 0,1 = .. |

Proposicao 3.1.5. Seja S um semigrupo inverso, X um espaco topolégico e 0 um ag¢ao

de S sobre X. Para qualquer s € S, os dominios Xy e Xgg coincidem

Demonstragao. Note que idx ., = 0400, = 055 = idx ., implicando que Xy« = X,-;. W

Proposicao 3.1.6. Seja S um semigrupo inverso, X um espaco topoldgico e 0 um acao
de S sobre X. See, f € E(S), entio Xy = X, N Xy.
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Demonstracao. Veja que
idxef = 9€f = (96 o (9f = idXe o) ide = idXeme
mostrando que Xy = X, N Xy, como querfamos. |

Proposicao 3.1.7. Seja S um semigrupo inverso, X um espaco topolégico e 8 um ag¢ao
de S sobre X. Para cada s € S e e € E(S) temos que 05( X N Xgeg) = Xgesr.

Demonstracao. Como s*s é idempotente, temos que
Qs(Xe N Xs*s) = Qs(Xes*s) = im(es‘ges*s) = im(gses*s) = Xses*s(ses*s)*-
Mas note que
ses*s(ses*s)" = ses*ss*ses” = sees” = ses”.

Pelo exposto, temos que 0,( X, N Xgig) = Xgess |

3.2 O Grupoide de Germes

Nosso objetivo nesta secao é construir o grupoide de germes associado a uma
agao f de um semigrupo inverso S sobre um espago topoldgico localmente compacto e
Hausdorff X.

Ao longo dessa segao, fixamos um semigrupo inverso S, um espago topoldgico
localmente compacto e Hausdorff X e uma acao € de S sobre X. Denotaremos por €2 o

subconjunto de S x X dado por
Q={(s,2) | v € Xos}

e vamos definir a seguinte relacdo em €: (s,z) ~ (t,y) se, e somente se, = y e existe

um idempotente e € E(S) tal que x € X, e se = te.

Proposigao 3.2.1. A relacdo definida acima é uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Reflexividade: Sejam s € S e © € X,. Obviamente z € X, para algum

idempotente e, ja que X = (5) X.. Além disso, temos que se = se e x = x. Segue

ecl
que (s,z) ~ (s,z).

Simetria: Sejam s,t € S e x,y € Xgs. Suponha que (s,z) ~ (t,y), isto é, z =y
e existe e € E(9) tal que x € X, e se = te. E isso obviamente significa que y = z, y € X,
e te = se. Segue que (t,y) ~ (s,x).

Transitividade: Sejam s,t,v € S e z,y,2z € X Suponha que (s,z) ~ (t,y) e

(t,y) ~ (v,2),isto é, x = y,y = z e existem idempotentes e e f tais que se =teetf =vf.

Como x =y e y = z, temos que z = z. Além disso,

sef =tef =tfe=vfe=vwvef
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e ef é idempotente. Como z € X, e v € Xy, pela Proposicao [3.1.6] concluimos que
x € X.f, de modo que (s,x) ~ (v, 2). [

Observagao 3.2.2. Se (s,z) ~ (t,y), isto €, se x = y € X, e se = te para algum

tdempotente e, entao
0s(z) = 05(0c(2)) = Ose(w) = bre(x) = 0:(0c(2)) = 0().

Motivados por essa observacao, a classe de equivaléncia de (s, x) serd chamada

de germe de s em z, e serd denotada por [s, z].

Seja
G=0/~
o conjunto de todos os germes e defina

G® = {([s.al.[t,9]) € GxG) | w=0u(y)}.

Para ([s, 7], [t,y]) € G?, defina

(i) [s,2] - [t,y] = [st,yl; e
(i) [s,z]7" = [s%,0,()].

Proposicao 3.2.3. As operacoes (i) e (ii) acima estao bem definidas; isto €, (st,y) e
(s*,05(x)) pertencem a Q, e seus respectivos germes nao dependem da escolha dos repre-

sentantes.

Demonstracao. (i) Seja (s,z) € €, isto é, x € Xgg. Como x € Xy, é imediato que
0s(x) € X¢e. Suponha agora que [s,z] = [t,z]. Assim, existe e € F(S) com z € X, tal
que se = te. Inicialmente, veja que 65(z) = 6,(z) pela Observagao [3.2.2]

Agora, considere o idempotente f = ses* = tet*. Como x € X, N Xy, temos
pela Proposicao que

Os(x) € 05(Xe N Xgog) = Xges = X
Além disso, temos que
s'f = s"ses” =es"ss" =es” = (se)" = (le)" =et” = ettt =t"tet" = t"f

Disso segue que [s*, 0(x)] = [t*,0;(x)] e, portanto, a inversao estd bem definida.

(i) Sejam (s,x), (t,y) € Q e suponha ([s,z],[t,y]) € G?.
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Primeiramente, veja que
BI7
Yy = 0+ ($) S 9t*<Xs*s N Xtt*) = Xpegrst = X(st)*st

confirmando que (st,y) € Q. Agora, sejam (s, x), (¥, y) € Q tais que (s,z) ~ (s',z) e
(t,y) ~ (t',y), isto é, existem e, f € E(S), com z € X, e y € Xy, tais que se = s'e e
tf =tf. Como by(y) =0:(y) =z e (s, 2),(t' y) € Q, concluimos que (s't',y) € Q.

Vamos mostrar agora que (st,y) ~ (s't',y): com efeito, considere o idempotente

d = ft*et. Afirmamos que y € Xy de fato, uma vez que x € X, N Xy, vale que
Y= 0p(x) € Ope (Xe N Xypr) = Xprer
e como y € Xy, temos
Y€ XrNXprer = Xpprer = Xy
como afirmado.
Por fim, veja que
s't'd = s't' ftet = s'tft'et = et ft't = set ft't = st ft*et = std.
Pelo exposto, (st,y) ~ (s't’,y), como queriamos. |

Vejamos que G se torna um grupoide munido das operacoes acima definidas.

Proposicao 3.2.4. G € um grupoide com as operacgoes definidas acima.

Demonstracao. Passamos agora a verificar separadamente os trés axiomas de grupoide.

Para isso, sejam [s, z], [t, y], [u, 2] € Q.

() ([s,2]7) 7" = [s" 6u(2)] 7 = [(s)", 0s- (05(2))] = [, 2].

(ii) Suponha ([s,z], [t,y]), ([, y], [u, z]) € GP). Dessa forma, temos que 6;(y) = x
e 0,(z) = y. Portanto, x = 0,(y) = 0,(0.(2)) = 6w(z), provando que ([st,y], [u,z]) e
([s, ], [tu, 2]) pertencem a G?). Além disso, [st, y|[u, 2] = [stu, 2] = [s, 7][tu, 2], finalizando

a prova de (ii).

(iii) Primeiramente, note que
Os+ (05(x)) = O () = ,

o que implica que ([s, ], [s*,0s(z)]) € G?). Agora, suponha que ([s, ], [t,y]) € G?); isto
é, 6,(y) = x. Portanto,

([s, 2]t yD It y] ™ = [st,y][t7, 0:(y)] = [stt",0:(y)] = [stt", 2] = [s, 2]
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pois s(tt*) = stt*(tt*), implicando que (s,z) ~ (stt*, z). Também

[s, 2]~ (s, 2][t, y]) = [s", Os(2)][st, 5] = [s"st, y] = [t,9].

finalizando a verificagdo do axioma (iii).

Pelo exposto, G é um grupoide com as operagoes assim definidas. [ |

Observacao 3.2.5. O espaco das unidades de G € da forma
GO .— {[s,x]_l[s,m] | [s,2] € g}.

Mas note que [s, x| [s, z] = [s*,05(x)][s, 2] = [s*s,z|, implicando que o espago das uni-
dades € da forma
GO = {le,x] | e € E(S),z € X.}.

Proposicao 3.2.6. O espaco das unidades G\, se identifica com X através da corres-
pondéncia
n: GO — X
le,x] — =z

em que e € algum idempotente tal que x € X..

Demonstragdo. Dado x € X, N Xy com e, f € E(S), temos que [e,z] = [f, x] pois uma
vez que ef € E(S), vale que e(ef) = ef = eff = f(ef) e v € X, pela Proposicao
3.1.6l Disso segue que 7 € injetora. Note que n é claramente sobrejetora, uma vez que

Ueers) Xe = X, provando que n é uma bijecao. [
Observacao 3.2.7. A funcdo source de G, d: G — GO ¢ dada por
dft,x] = [t*, 0,(x)][t, x| = [t*t, x].
Através da correspondéncia vista em|3.2.0, vamos escrever
dft,x] = .
Com respeito a funcdao range de G, por razoes similares, escrevemos

rlt, z] = 6,(x).

Agora, trabalharemos para dar uma topologia ao nosso grupoide. Dados quais-

quer s € S e U C X, aberto arbitrarios, defina

O(s,U)={[s,z] € G|z € U}.
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Proposicao 3.2.8. Sejam s,t € S, U e V abertos tais que U C X5 € V C Xy Se
[r,z] € ©(s,U)NO(t, V), entao existe um idempotente e € E(S) e um aberto W C X (yeyre

tais que

[r,z] € O(re, W) C ©(s,U)NO(t, V).
Demonstracao. Por hipétese, [r,z] = [s,z] = [t,y] em que € U e y € V, mas isso
implica que * = y = z, de modo que z € UNV. Além disso, existem e, f € E(S) tais

que z € X, 2 € Xy, 7e = se erf =tf. Substituindo e e f por ef, podemos sem perda

de generalidade supor e = f. Dessa forma, re = se = te.

Defina W = U NV N Xejyrre. Como 2 € Xpwp N Xe = Xpvpe = Xyopee = Xeprre =

X(rey*re; vemos que z € W e, portanto,
[r,z] = [re, z| € ©(re,W).
Mostraremos agora que ©(re, W) C O(s,U) N O(t, V). Com efeito, seja [re, x| €
O©(re, W) arbitrario. Como x € U, temos que
[re, x| = [se,x] = [s,z] € O(s,U).
Como z € V
[re,x] = [te,x] = [t,z] € O(t, V)
provando que
O(re, W) C O(s,U)NO(t, V).
|

Observagao 3.2.9. Dado [s,x] € G arbitrdrio, é sempre verdade que [s,z] € O(s, Xgs).
Unindo isso com a Proposz'gdo concluimos que a coleg¢ao de todos os ©(s,U) forma

uma base para alguma topologia de G.

Proposicao 3.2.10. Com a topologia definida acima, G € um grupoide topoldgico.

Demonstracao. Vamos mostrar que as operacoes de multiplicacao e inversao sao continuas.
Primeiro para a multiplicacio. Com efeito, seja ([s, z],[t,y]) € G e W uma vizinhanca
aberta arbitraria de [st,y|. Usando o fato de que a colegao {O(s,U)} é uma base para

esta topologia, concluimos que existe r € S e um aberto V' C X, tais que
[s, z][t,y] = [st,y] € O(r,V) C W.

Isso implica que y € V eexistee € F(S) tal quey € X, e ste = re. Tome U = VNX .NX;
e considere a vizinhanca de ([s, ], [t,y]) dada por (O(s, Xss) x O(t,U)) NG? =Y (¢
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vizinhanca na topologia relativa de G pois z € Xy ey € U ). Mostraremos que a
imagem dessa vizinhanca pela operacao de multiplicacao esta contida em W. Com efeito,
seja ([s,2'],[t,y']) € Y. Temos [s,2'][t,y'] = [st,y'] e como ¢ € U C X, também temos
que [st,y'] = [r,y] € O(r, V) C W, provando que o produto é continuo.

Para a operacao de inversao, sejam [s, z] € G e W vizinhanga aberta de [s*, 0,(z)]

ab.
arbitraria. Assim, pela Proposic¢ao |3.2.8 exitem r € S e U C X,«, tais que [s*,0,(x)] €
O(r,U) C W. Ademais, existe e € E(S) tal que 05(x) € X, e s*e = re, ou seja, es = er*.

Veja que 0,(x) € X, implica que

rer*<rr*
T 93* (Xe N Xss*) B:::z‘Xs*es == Xs*ees = Ag*e(s*e)* — Xre(re)* = Xrer* C er*-
Portanto, concluimos que [s, z] = [r*, x] e, mais do que isso, que O(r*, 0,.(U)) é vizinhanga
de [s, z]. Por fim, veja que O(r*,0,.(U))~! = O(r,0,-0,(U)) = O(r,0,-,(U)) = O(r,U) C

W, de modo que a inversao é continua. Pelo exposto, G é um grupoide topoldgico. [ |

A partir de agora, vamos trabalhar para mostrar que G é um grupoide étale.
Proposigao 3.2.11. Sejam s € S e U C X5 um aberto. Entao a funcgao

6: U — O(s,U)
r — s, 1]

¢ um homeomorfismo.

Demonstracao. Segue diretamente da definicao da relacao de equivaléncia que ¢
é injetora e, além disso, ¢(U) = O(s,U), mostrando que ¢ é uma bijecao. Dado um
aberto qualquer A C U, temos ¢(A) = O(s, A), provando que ¢ é uma funcao aberta.
Provaremos agora que ¢ é continua. Com efeito, sejam = € U e W uma vizinhanca
aberta de ¢(z) arbitrdria. Assim, existem ¢t € S e V C X tais que [s,z] = ¢(x) €
O(t,V) Cc W C O(s,U). Portanto, z € V. C U C Xys. Além do mais, existe e € E(5)
tal que z € X, e se = te. Mostraremos que ¢(V N X.) C W e como V N X, é vizinhanga
aberta de z, concluiremos que ¢ é continua. Seja y € V N X, arbitrario. Assim, vale que

o(y) = [s,y] = [t,y] € O(t, V) C W, como queriamos. Segue que ¢ ¢ homeomorfismo. W

Corolario 3.2.12. A bijecao dada em € um homeomorfismo.

Demonstracio. Dado [e,z] € G, temos que X, é um aberto de X que contém z e
O(e, X.) é um aberto de G que contém [e, z]. Pela proposicao [3.2.11} concluimos que a

funcao
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¢ um homeomorfismo. Como X = {J.cp(s) Xe € dados ¢, f € E(S), tem-se [e, z] = [f, z].
O Lema da Colage nos garante que a funcio ¢ : X — G dada por ¢(x) = ¢.(x), em
que e é um idempotente tal que z € X., é um homeomorfismo. Como ¢ é a inversa da

funcao n dada na Proposicao |3.2.6| concluimos o desejado. |

Mostraremos a seguir que o grupoide construido nesse capitulo é um grupoide

étale.

Proposicao 3.2.13. O grupoide G = G(0, 5, X) construido acima, é um grupoide étale e

é chamado de grupoide de germes associada a agao 6 de S sobre X.

Demonstracao. Uma vez que X é localmente compacto Hausdorff, pelo Corolario [3.2.12
G também o é. A funcdo source sobre todo aberto bésico O(s,U) é homeomorfismo
sobre U pois é a funcao inversa do homeomorfismo definido na Proposigao [3.2.11 Isso
implica que d é um homeomorfismo local, de modo que a fun¢ao range, também o é. Pelo

exposto G é grupoide étale. [ |

Proposicao 3.2.14. Para qualquer s € S e qualquer aberto U C Xy, tem-se que (s, U)

¢ uma bissecao de G.

Demonstragao. Diretamente da definigao da topologia de G, concluimos que ©O(s,U) é
aberto de G. Como d[s, ] = x, temos que d|g(s) ¢ a fungao inversa do homeomorfismo
definido na Proposicao|3.2.11} de modo que d|g(s,) ¢ injetora. Uma vez que r = 0,0d, pois

r[s, x] = 05(x), concluimos que r também é injetora e, portanto, O(s,U) é bissecao. N

Neste capitulo, construimos o grupoide de germes de um sistema e mostramos
que ele ¢ étale. No préximo capitulo, mostraremos também que todo grupoide étale ¢ um

grupoide de germes desse tipo.

1 O Lema da Colagem pode ser encontrado em (MUNKRES, 2000).
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4 Acdo do Semigrupo Inverso de Bissecoes

4.1 A Acdo de B(G) em G

Falaremos nesse capitulo sobre um exemplo de acao de semigrupo inverso que é

intrinseca aos grupoides étale. Fixaremos G um grupoide étale.

Proposicao 4.1.1. O conjuto das bisse¢oes de G (B(G)), munido com a operagao
UV = {uwv | ueUwveV, (uv) € 9(2)}

€ um semigrupo 1mverso em que oS inversos sao dados por U* = {u‘l | u € U}. Além

disso, os idempotentes de B(G) sdo os subconjuntos abertos de G

Demonstragao. Primeiramente, veja que UV estd bem definido gragas a Proposigao[2.3.11]
Seja U € B(G). Veja que U*U = {u™'v ’ w,v €U, (u™,v) € GP}. Sejam u,v € U tais
que (ut,v) € G®. Disso temos que 7(v) = d(u _1) = r(u), implicando que u = v pois U
é blssegao Logo, U*U = {u U ! u € U} d(U) € GO, Assim,

UUU =Ud(U) = {w | u € U,v € d(U), (u,v) € @}

Se (u,v) € G ew € g<0> entao d( ) = r(v) = v de modo que uwv = ud(u) = uu"'u = u,

provando que UU*U = {u ’ u € U} U. Analogamente, UU* = r(U) e
Uuu* =U".

Vejamos que os idempotentes de B(G) sdo os abertos de G, De fato, suponha
que U € E(B(G)). Assim, U = UU. Seja u € U. Desse modo, existem v,w € U tais
que u = vw. Disso temos que d(u) = d(vw) = d(w) e r(u) = r(vw) = r(v), concluindo
que w = u = v pois U é bissecao. Logo, u = u?. Multiplicando essa equacao por u~! &
direita, concluimos que u = r(u), provando que u € G, Por outro lado, se U é aberto

de GO, é claro que U é bissecdo e UU = U.

Por fim, vejamos que os idempotentes de 5(G) comutam. De fato, se U e V sao
abertos de G, temos UV = {uv | u € U,v € V, (u,v) € GP}. Mas (u,v) € G& implica

v =r(v) =d(u) = u de modo que uv = uu = u. Portanto,
UV={u|luelUueV}=UNV=VnU=VU

como queriamos. O resultado segue.

Proposicao 4.1.2. A relagdo de ordem parcial natural de B(G) € a inclusao.
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Demonstracao. Sejam U,V € B(G). Suponha U C V. Queremos mostrar que U < V|
isto é, U = VU*U. Com efeito, seja u € U arbitrario. Assim, u € V e u = uu*u € VU*U.
Para a segunda continéncia, seja u € VU*U = Vd(U). Logo, existem v € V e w € U
tais que u = vd(w). Portanto, d(v) = r(d(w)) = d(w), de modo que v = w, pois v e
w pertencem a V e V' é bisse¢ao. Disso temos que u = wd(w) = w € U, provando que

U=VU*U.

Reciprocamente, suponha U = VU*U. Tome u € U arbitrario. Assim, existem
v eVew e U tais que u = vd(w). Disso temos que d(w) = d(v), implicando que
u=wvd(v) =v € V. Pelo exposto, U C V. |

A partir de agora denotaremos por X o espaco das unidades G°) do grupoide

g.

Ja vimos anteriormente que, para U € B(G), d(U) e r(U) sao abertos de X e as fungoes
rg : U — r(U) edy : U— d(U) sao homeomorfismos. Defina para cada U € B(G), a
fungdo Oy : d(U) — r(U) dada por Oy (z) = ry(dy* (z)).

Proposicao 4.1.3. A correspondéncia

0: B(G) — J(X)
U +— 6Oy: dU) — r(U)

¢ uma agao de B(G) em X.

Demonstragao. Primeiramente veja que 0y (z) = y se, e somente se, existe u € U tal
que d(u) = z e r(u) = y. De fato, se Oy(x) = y, basta tomar u = d;'(x) para termos
d(u) =z e r(u) = y. Reciprocamente, se existe u € U tal que d(u) =z e r(u) = y, entdo
Oy (z) = Oy (d(u)) = ry(d;'(d(u))) = ry(u) = y. Feito isso, podemos ver fy como um

conjunto de pares ordenados da forma 6y = {(d(u),r(u)) | u € U}.

Provaremos agora que 6y = 06y para todo U,V € B(G). Com efeito, suponha
Ouby (z) = z. Assim, existe y € X tal que Oy (z) =y e Oy(y) = z, ou seja, (z,y) € Oy e
(y,2) € 0y. Logo, podemos tomar u € U e v € V tais que d(v) = z, r(v) =d(u) =y e
r(u) = z. Temos uv € UV e uma vez que (z,z) = (d(v),r(u)) = (d(uv),r(uwv)) € Oyy,

concluimos que Oy (z) = 2.

Por outro lado, se Oyy(x) = z, temos que existe w € UV tal que d(w) = x

e r(w) = z. Tomando w = wv com v € U e v € V, e tomando y = d(u) = r(v)
temos (z,y) = (d(w),r(v)) = (d(v),r(v)) € by. Similarmente, (y,z) = (d(u),r(w))
(d(u),r(u)) € by.
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Disso segue que 0y = 0yby, provando que € é homomorfismo de semigrupos

inversos. Por fim, veja que
U doy= |J v=¢"=x
UeE(B(9)) UeE(B(9))
provando que é acao.

Teorema 4.1.4. Sejam G um grupoide étale. Se S C B(G) € um *-subsemigrupo tal que

(Z) g = UUeS U;e

(i1) para quaisquer U, V€ S, e qualqueru € UNV, existe W € S tal queuw € W C UNV,

entdo 0|s € acio de S em X = GO e o grupoide de germes associado a esta acdo ¢

isomorfo ao grupoide original G.

Demonstracdo. Primeiramente, mostraremos que f|g é acio de S em X = G©. Com
efeito, dado = € X, existe U € S tal que x € U, por (i), logo (z,z) = (d(x),r(x)) € Oy,

em particular, z € d(U) de modo que 0|g é acdo.

Vamos denotar o grupoide de germes associado a restri¢ao 0|s por H. Como o
dominio de 0y é d(U), ‘H ¢é dado por

H=A{[U,z]|U e S,xzedl)}.

Dado um germe [U, x| € H, temos que existe um tnico uy € U tal que d(ug) = z, pois
d|y ¢é injetora. Afirmamos que ug depende apenas do germe [U, z|. De fato, suponha que
(U, x] = [V, x], para algum V' € S, ou seja, existe um idempotente E € S tal que = € d(E)
e UE = VE. Como observado anteriormente, F é subespago de X, e portanto, £ = d(E).
Aplicando a definicao de produto, temos temos que UE = {u eU ‘ d(u) € E }, e uma
vez que d(up) = = € d(E) = E, concluimos que vy € UE = VE, em particular, ug € V.

Logo, o tnico elemento v € V' com d(v) = z é v = ug, de modo que a afirmagao segue.

Definimos agora
o: H — G
U,z] — wu
em que u é o unico elemento de de U tal que d(u) = x. A fungao estd bem definida pela

argumentacao que fizemos acima.

Para mostrar que ¢ é sobrejetora, tome u € G arbitrario. Por (i), existe U € S
tal que u € U, e portanto, [U,d(U)] € H e ¢([U,d(u)]) = u.

Para mostrar que ¢ ¢é injetora, tome [Uy, x1], [Uz, 2] € H tais que ¢([Uy, x1]) =
o([Uz,22)) = w, com w € U, d(w) = z; Vi = 1,2. Por (ii) existe W € S tal que
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w e W C Uy NUs,. Pela Proposicao 4.1.2) W C U; pode ser descrito como W = U;W*W.
Disso segue que UW*W = U,W*W. Mais ainda, x; = xo = d(w) € d(W) = d(W*W),

provando que [Uy, z1] = [Us, x2].

Provaremos agora que ¢ é homeomorfismo. Para tanto, seja [U, x] um germe em

H. Ja sabemos que

é uma bissegao que contém [U, x]. Como as bisse¢oes formam uma base para a topologia
de G e 71 (U) = Oy, temos que ¢ é continua. Por outro lado temos ¢~*(u) = [U,d(u)],
pois ¢[U, x| = u para todo u € U. Disso segue que ¢! mapeia U para dentro da bisse¢ao
©p. Portanto, basta mostrar que 6 o ¢~! é continua, em que § é a funcao source de H.

Mas essa composicao, para qualquer u € U é dada por
60 ¢! (u) = (U, d(w)]) = [U*U, d(u)] = d(ul]

ou seja, é continua. Compondo com 6! (que existe pois § ¢ homeo local) temos § o (5o
¢~ 1) = ¢~ de modo que ¢! é continua em U. Usando o Lema da Colagem, concluimos

que ¢! é continua em todo G, mostrando que ¢ é homeomorfismo.

Resta mostrar que ¢ ¢é isomorfismo de grupoides. Para tanto, tome ([U, z|, [V, y]) €
H? esejam u = ¢([U, z]) e v = ¢([V,y]). Assim, temos u € U,d(u) = x,v € V ed(v) =y,
implicando que Oy (y) = r(v). Como ([U, 2], [V,y]) € HP, temos que = = by (y) de modo
que d(u) = 7(v), ou seja, (u,v) € G, Temos uv € UV, portanto, d(uv) = d(v) = y.
Logo,

o([U, ][V, y]) = ¢([UV, y]) = uwv = o([U, 2])o([V; y]).
Fica provado que H = G. [ |

O que acabamos de estabelecer é que, além de o grupoide de germes associado a
acao de um semigrupo inverso sobre um espaco topoldgico localmente compacto e Haus-
dorff ser étale, todo grupoide étale pode ser realizado como o grupoide de germes de

uma ac¢ao de um semigrupo inverso sobre um espago topolégico localmente compacto e
Hausdorft.

Pra finalizar, vejamos um exemplo.

Exemplo 4.1.5. Considere o grupo aditivo Z e o espago topolégico X := {0,1}N com a

topologia produto (e a topologia discreta em {0,1}). Para cada n € N considere

o™ X — X
(Tr)ren = (Trgn)ken.
I Aqui usamos a identificacdo dada pelo homeomorfismo em [3.2.12
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Definimos agora o conjunto
G:={(xz,m—n,y) | o™(x)=0"(y)} CX xZx X.
Também definimos
Gg®? .= {((xl,m —n,y1), (22,1 — k,yg)) ‘ Yy = mg}

e as operacoes

i (‘rlam - n7y1) ’ (:C%l_ k?Z/Q) = (:El’ (m + l) - (TL+ k)ay2>; e

o (z,m—n,y) ' =(y,n—m, ).

Vejamos que G € grupoide com o espago de pares componiveis e as operagoes definidas

acima.

Primeiro, verifiquemos que as operacoes estao bem definidas. Para o produto,
seja
((:E17m —-—n, y1>’ (x27l - ka 3/2)) € g(Q) .
Assim, y1 = xo, 0™ (x1) = 0™(y1) € o' (x9) = o (y). Disso temos

O_n-{—k(

amH(xl) = Jlam(xl) = ala”(yl) = alcr"(xg) = cr”crl(xg) = a”ak(yg) = Y2),

provando que (x1,(m +1) — (n+k),y2) € G. A boa defini¢io da operagao de inversao €

imediata.

Verifiguemos agora que as operagioes acima satisfazem os axiomas da Defini¢do|2.1.1).

(i) Seja (x,m —n,y) € G. Assim,

((:1:, m—n, y)_l)_1 =(y,n—m,z)"' = (z,m —n,y).

(it) Sejam ((x1,m1—n1,y1), (T2, ma—n2,y2)) € ((x3, M3 —n3,ys3) (T4, Ms— 114, Ya))
elementos em G®). Assim, y1 = Ty, y3 = x4, 0™ (1) = ™ (1), 02 (23) = ™2 (y),

o3 (x3) = 0™ (y3) e 0™ (x4) = 0™ (y4). Logo, € imediato que

((acl, (m1 4+ ma) — (N1 + n2), y2), (w3, Mg — ns,y3)) e g?

((‘rlv my — N, y1)7 (x27 (mQ + m3) - (Tlg + n3)7y3)) € 9(2) :

Além disso,

(21, (m1+ma) — (N1 +n2), Y2) (23, Mg —n3, y3) = (1, (M1 +me+mg) — (n1+n2+n3),ys)

= (z1,m1 — n1,y1) (22, (Mg +m3) — (n2 +n3), ys3).
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(iii) E fdcil verificar que ((az,m —n,y)(r,m — n,y)_l) € GO, uma vez que
(5, m—n,5)™ = (y,n—m, ). Agora suponha ((z1,m1 — na, 1), (22, M2 — 12, 2)) € G2,

Assim,

((Ila my —ng, yl)(aj?v mo — Na, ?/2))(x27 mo — Na, y2)_1
= (21, (M1 +m2) — (N1 + n2),Y2) (Y2, N2 — Mo, T2) = (T1, M1 — N1, Y1).
A outra conta € andloga.

Seque que G € um grupoide. Ademais, veja que
r(z,m—n,y) = (z,0,z) e d(z,m —n,y) = (y,0,y)
para todo (x,m —n,y) € G, de modo que
G = {(z,0,2) |re X} = X.

Por isso, escreveremos r(x,m —n,y) =x e d(x,m —n,y) =y a partir de agora.

Considere agora o, B € X* em que X* € o conjunto de todas as sequéncias finitas

formadas por 0’s e 1’s. Definimos o conjunto
Z(a, B) == {(az,|o] = 8], Bz) | v € X}
Verifiguemos que a familia
Z={Z(,p)|a,pBeX*}uU{}

forma uma base para alguma topologia em G, ou seja, que satisfaz as condigoes (i) e (ii)
do Teoremal[f.1.)

Para a condi¢ao (i), seja (x,m —n,y) € G. Definimos o = x129-+ T, € 5 =

Y1Yo -+ Yn. Dessa forma, exitem x',y' € X tais que v = ax’ e y = By’. Assim,
(z,m —n,y) = (az’, |a| — |B], BY) € Z(a, B).

Agora para mostrar (i), tomamos x € Z(a, B) N Z(7,d). Disso temos que |a| —
18] = |7v| = |0]. Se tivermos || < |7y], também teremos |5] < |0|. Nesse caso, o e B sao
subpalavras de v e 0, respectivamente. Disso seque que Z(7y,0) C Z(a, 3), de modo que
Z(a, B)NZ(7,0) = Z(«, B). Seque que x € Z(«a, B) C Z(ev, B)NZ(7,0) e (ii) € satisfeita,

provando que Z € base. O caso |a] > |y| é andlogo.

Mostraremos que G € grupoide topoldogico com a topologia que definimos acima.
Primeiro, provaremos que o produto é continuo. Para tanto, seja ((:E,m —n,y), (y, k —
l, z)) € G@ . Podemos assumir k = n. De fato, se k < n, exite p € N tal que n = k + p.
Como o*(y) = o!(z), temos o*P(y) = o!P(2), de modo que (y,k —1,2) = (y, (k + p) —
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(p+1),2). Sen <k, exite p € N tal que k = n+ p. Como o"(y) = o™(x), temos
o™ P(y) = oc™*P(2), de modo que (x,m —n,y) = (x,(m+p) — (n+p),y) . Assumindo
k =n, temos

(x,m —n,y)(y,n —1,2) = (x,m —1,2).

Seja Z(a, B) aberto bdsico tal que (x,m —l,z) € Z(a, ). Seja ¢ € N tal que
la| < m+q (e automaticamente, |5| < 1+ q. Defina v = 2129 Tintg, 0 = Y1Y2** * Yntq
eN= 2122 24q. Como |a] <m+qelf] <l+q, temosa <~y e <\ Além disso,

como o™ (x) = 0" (y) = 0'(z), temos o™t (x) = o"F(y) = 0!19(2) e, portanto,

(z,m —n,y) = (v,(m+q) — (n+q),y) € Z(7,9)

(yan_laz):(y7(n+q)_<l+Q)vz> GZ((S’)‘)

de modo que ((z,m —n,y), (y.k—1,2)) € (Z(7,8) x Z(6,\)) NGP que ¢ aberto
de G@. Além disso, Z(v,0)Z(5,\) = Z(v,\) C Z(a, ), pois a < v e B < \. Seque que

o produto € continuo.

Para ver que a inversao é continua, basta notar que a pré-imagem de um aberto

basico Z(a, B) pela inversdo coincide com Z(B,a) que é novamente um aberto bdsico.

Vejamos que para quaisquer o, f € X*, tem-se que Z(c, B) € uma bisse¢io de G.

De fato, pela construgdao da topologia de G, temos que Z(«, ) € aberto e, se

Bxy = d(axy, |a| — 8], Bz1) = d(axs, || —[B], Bre) = Baa,

temos x1 = xo, de modo que d € injetora. Para a funcao range € andlogo. Além disso,

d(Z(a, B)) = Z(8, B)

uma vez que

d(O./l‘, |a| - |6|a6‘r) = (OZI’, |O'/| - |B|,BI‘)_1(O./I‘, |a| - |,6|,/6ZE)
= (B, [B| — |, az)(az, || = |B], Bz) = (Bz, 0, Bz).
Isso mostra que d é um homeomorfismo local e, um argumento andlogo mostra que r

também € um homeomorfismo local. Como G ¢é homeomorfo ¢ X = {0,1}" que ¢

localmente compacto e Hausdorff, seque que G € um grupoide étale.
Agora, vamos mostrar que Z = {Z(a,ﬁ) ‘ a,f € X*} U {0} é um semigrupo
INVErso com a operagao
Z(ay',0)  sey =P,
Z(a,B)Z(7,0) = § Z(,68")  se =18,

0, caso contrario .
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Além disso, os inversos sao dados por Z(«, B)* = Z(f, ).

E claro que Z(a, B)" = Z(B,a). Para o produto, fagamos as contas. Vejamos
que Z(a, B)Z(,0) = Z(av',d) sey = . Os demais casos sao andlogos. De fato, sejam

(az. o] — B z) € Z(a. ) € (vy. |r| — 101, 69) € Z(7.6) tais que Bz = yy. Observe que
Bx = By pois v = Bv. Assim, x =~'y. Além disso,

o[ = 10] = [l + [y = 18] = el + [y = |8 = |4].
Logo,

(o, |af = [B], Bz) - (vy, [y| = [8], 0y) = (o, || + |y| = |B] = 18], 6y) = (a'y, |av'| = |61, 0y)
que pertence a Z(ay',d). A continéncia contrdria é similar ao caminho inverso do argu-
mento que acabamos de fazer.

Denotaremos d(Z (v, B)) = Z(B,5) e r(Z(«a, B)) = Z(«, ) por Zg e Z, respecti-

vamente. Por fim, vamos construir uma ac¢ao de Z em X, dada da sequinte forma:

92(0175)2 Z/g — Za
fxr — ax.

Como T\Z(aﬁ)(d\g(laﬁ) (B)) = 7| z(a.p) (e, |a| = |B|, Br) = ax, podemos usar o Teorema

para garantir que esta € de fato uma acdo de semigrupo inverso.

Finalmente temos todas as hipdteses para garantir, pelo Teorema que o

grupoide de germes associado a a¢ao 0 de (Z em X) é isomorfo ao grupoide

G :={(z,m—n,y) ‘ o™ (z) =0"(y)}.
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5 Conclusao

O trabalho mostrou a interessante relacao entre grupoides étale e agoes de se-
migrupos inversos em espacos topoldgicos, podendo-se construir um a a partir do outro.
Além disso, o teorema [4.1.4] que provamos no capitulo 4, diz que todo grupoide étale é
um grupoide de germes (produto semidireto) de uma ac¢ao de semigrupo inverso em um
espaco topoldgico. O teorema também é fortemente usado na classificagao de C*-algebras

de grupoides étale.

Com esse estudo, tive a chance de estudar assuntos que me interessavam e ver
como algebra, topologia e andlise tem uma grande interseccao e experimentar as trés

trabalhando juntas, além de me preparar para o estudo de Algebras de Operadores.

Como perspectivas futuras, é natural explorar a relacao entre grupoides étale
e (C*-algebras, em especial no contexto de grupoides de germes associados a acoes de

Semigrupos inversos.
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