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RESUMO

O estudo concentrou-se na andlise qualitativa de equacdes diferenciais ordindrias (EDOs), por meio de teore-
mas de boa colocacio local e global de solucdes, isto é, resultados envolvendo existéncia, unicidade e continuidade
em relacdo as condigdes iniciais e aos parametros do sistema. Em seguida, para investigar o comportamento as-
sintético de sistemas com dependéncia temporal, utilizamos a teoria de processos de evolucdo, que estende a teoria
classica de semigrupos e permite a formulagado rigorosa do conceito de atrator pullback. Estabelecemos condi¢des
gerais para a existéncia desses atratores, que descrevem o comportamento de longo prazo de sistemas dindmicos.

Por fim, aplicamos esses resultados ao modelo epidemioldgico SIR com taxa de transmissdo e de nascimento
dependentes do tempo, demonstrando que o problema é bem posto e que o conjunto de solugdes ndo negativas
€ positivamente invariante, garantindo a existéncia de um sistema dindmico que descreve o comportamento as-
sintético do modelo, o qual chamamos de processo de evolugcdo. Mostramos ainda que o processo de evolucio
possui um atrator pullback e determinamos condicdes sob as quais a doenca € erradicada ou persiste, em fungdo
da média temporal da taxa de transmissdo e seus parametros.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais ordindrias, Processos de evolucdo, Atratores pullback, Modelos epide-

miolégicos, SIR.



Lista de Figuras

1.1.1 Cone duplo no grafico da funcio F(z) =~/|&| . . . .. .. ... .. ... 15
1.1.2 Hlustragdo dacondigode & . . . . . . . . . . . . e e 16
1.1.3 Ponto comum nos intervalos de definicdo . . . . . . . .. ... ... oL L. 19
1.2.1 Representagdes graficasde p, . . . . . . . . .. 22
1.4.1 Solugdes convergindoaobordode U . . . . . . . ... ... Lo 31
2.1.1 Conjunto D(t) absorvendo conjunto B . . . . . . . . .. .. L L 35
2.4.1 Campo vetorial associado AEDO & = — 3. . . . . . .. ... ... ... 51
3.0.1 Diagrama domodelo SIR. . . . . . . . .. 53
3.3.1 Interface do painel interativo do modelo SIR nao autbnomo. . . . . . ... ... ... ... ... 65
3.3.2 Evolucgdo temporal das populacdesno Cendrio 1. . . . . .. . . ... ... ... ... ...... 66

3.3.3 Evolucido temporal das populacdes no Cendrio 2. . . . . . . . . . . ... .o 67



Sumario
Introducao

1 Boa colocacao para EDOs

1.1 Solugdeslocais . . . . . . . . . . e e e e
1.2 TeoremadePeano . . . . . . . . . . . . e
1.3 Teorema de dependéncia continua . . . . . . . . . . ...
1.4 Solugdes maximais . . . . . . . . o vttt e e e e e e e e e e
2 Atratores pullback para processo de evolucao
2.1 Processodeevolucdo . . . . . . . .. e e
22 w-limite pullback . . . . ..
2.3 Existéncia de atratores pullback . . . . . . . ...
2.4 SeMIZIUPOS .« v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e
3 SIR nao auténomo
3.1 Boacolocag@o . . . . . .. e e e e e e e
3.2 Condigdes para a extingdo ou persisténciadainfeccdo . . . . . . . .. ... ... oL
3.3 SimulagGes numéricas . . . . ... ... e e e
33.1 Painelinterativo . . . . . . .. ...

4 Conclusao

Referéncias

11

12
13
21
25
29

33
33
39
42
46

53
54
58
64
65

67

68



SUMARIO 10

Notacoes

N Conjunto dos niimeros naturais incluindo o zero, ou seja, {0,1,2,...}.

N* Conjunto dos nimeros naturais sem o zero, ou seja, {1,2,...}.

(a,b) Intervalo aberto definido por a < b, ou seja, {x € R | a < x < b}.

B, (z) Bolade centro x € X (em que (X, d) é espago métrico) e raio r > 0, ou seja, {y € X | d(y,z) < r}.

(x,y) Produto interno entre os vetores x,y € R", ou seja, se = (z1,...,2,) ey = (Y1,...,Yn) entdo
n
i=1

£ d-ésima derivadade f : I C R — R"™, em que d € N*.

B Indica que a demonstracdo de um teorema, proposi¢do, lema ou coroldrio esta concluida.
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Introducao

A teoria matemadtica de equagdes diferenciais e sistemas dinamicos constitui uma ferramenta fundamental
para a modelagem de fendmenos naturais e sociais que evoluem no tempo. Quando os parametros que regem um
sistema variam com o tempo, torna-se necessdrio recorrer a abordagens que considerem essa dependéncia temporal
de forma explicita. Este trabalho fundamenta-se em duas teorias matematicas complementares que fornecem a base
tedrica necessdria para a andlise desse tipo de comportamento.

Primeiramente, a teoria qualitativa de equagdes diferenciais ordindrias (EDOs) oferece as ferramentas essen-
ciais para estabelecer a existéncia, unicidade e dependéncia continua das solu¢des em relacdo aos dados iniciais e
aos parametros do sistema. Essa teoria constitui o alicerce para garantir que os modelos matematicos sejam bem
colocados, isto €, que possuam solucdo tnica e estdvel sob pequenas perturbacdes nas condigdes iniciais. Além
disso, a teoria qualitativa permite compreender o comportamento local das solu¢des sem a necessidade de resolve-
las explicitamente, o que é especialmente importante, dado que a maioria dos sistemas ndo lineares ndo admite
solucdes analiticas.

Em seguida, a teoria de processos de evolu¢do amplia esses conceitos, permitindo o estudo do comportamento
assintdtico de sistemas com pardmetros varidveis no tempo. Diferentemente da teoria cldssica de semigrupos, cuja
dindmica independe do instante inicial, os processos de evolucdo possibilitam analisar sistemas cuja trajetdria
depende tanto do instante inicial quanto do final. Essa distin¢do é relevante para aplicacdes praticas. Em um
modelo epidemiolégico com taxa de transmiss@o sazonal, por exemplo, a evolucao da doenga iniciada no inverno
pode diferir daquela iniciada no verdo, mesmo que o intervalo de tempo considerado seja 0 mesmo. Nesse contexto,
a teoria de processos de evolucdo fornece o arcabougo necessario para definir rigorosamente o conceito de atrator
pullback, que generaliza a nocdo cldssica de atrator global.

Essas ferramentas tedricas tém aplicacdo direta na modelagem matemadtica de epidemias, permitindo descre-
ver a evolug@o temporal de uma doenga, prever seu comportamento assintético e identificar condigdes criticas para
sua persisténcia ou extingao.

Portanto, este trabalho estd estruturado da seguinte forma:

* No Capitulo 1, baseado em Viana and Espinar [2011] apresentamos resultados de boa colocagio para EDOs,

isto €, teoremas de existéncia, unicididade local e global, e dependéncia continua com relacio a paramétros.

¢ No Capitulo 2 apresentamos os conceitos de atratores pullback para processos de evolugio e teoremas que

garantem a existéncia de tais objetos, fundamentando-nos em Carvalho et al. [2013].

¢ Por fim, no Capitulo 3, abordamos a aplica¢o da teoria a0 modelo SIR com pardmetros varidveis no tempo,

seguindo a linha de desenvolvimento proposta em Lopes-de-La-Cruz and Oliveira-Sousa [2025].
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1 Boa colocacao para EDOs

A teoria qualitativa de EDOs busca entender o comportamento das solu¢cdes sem recorrer a expressoes
explicitas. Estuda-se, por exemplo, existéncia, unicidade e estabilidade das solucdes, bem como a estrutura das

trajetdrias no espaco de fases. Esta abordagem serd desenvolvida com base em Viana and Espinar [2011].

Definicao 1.0.1. Uma equagdo diferencial ordindria, ou simplesmente uma EDO, é qualquer expressdo da forma
F(t, z, x| ,x(kfl),x(k)) =0,

em que F : U — R™ é uma funcdo continua definida num aberto U C R " com t tomando valores em R e as
varidveis x, x(l), R 25D e 2%) tomando valores em R™. Os valores k e n sdo denominados, respectivamente,
a ordem e a dimensdo da equacdo diferencial. Neste trabalho usaremos EDOs semi-lineares, ou seja, equacdes

que podem ser descritas da forma
z*) = F(t,x, M ,x(kfl))
Vale destacar que a notag@o acima serd recorrente ao longo desta secao.

Exemplo 1.0.2. A equacdo diferencial ordindria
a”(t) = kik(t) + 13,
Pode ser escrita como
@ = F(t,x).

Com F(t,z) = kyx + t3. Assim, a EDO acima possui ordem 2 e dimensdo 1.

Definicao 1.0.3. Se o campo de vetores F(t, z, AN , zk _1)) ndo depende da varidvel t dizemos que a equacdo

diferencial é autobnoma. Caso contrdrio, dizemos que a EDO ¢é ndo autonoma.

Definicao 1.0.4. Um problema de valor inicial (PVI) é composto por uma equagdo diferencial junto com o esta-

belecimento do valor das funcdes desejadas em um ponto tg:

) = F(t,x, AN ,x(kfl)),
$(t0) = Zo,

Z'(to) = z1,

CL'(k_l) (to) = Tk—-1-

Definicao 1.0.5. Uma solug@o de uma equagdo diferencial, como apresentada acima, é uma fun¢do v : I — R"

k-vezes diferencidvel tal que

1. I é um intervalo aberto.

d "1
2. 0(t) = (t,fy(t), dZ(t),...,dtk_Y(t)> U, vtel

3. ‘%Z(t) = F(u(t), Vte 1.
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1.1 Solucoes locais

Esta secdo tem como objetivo investigar a existéncia e a unicidade de solu¢des de EDOs de primeira ordem
k = 1. Partimos da pergunta fundamental: “toda equagdo diferencial tem solu¢éo? E, se tem, ela é tnica?”.
Veremos que, sob hipdteses apropriadas, essas questdes podem ser respondidas afirmativamente. Para isso, revisi-

taremos conceitos importantes e apresentaremos algumas demonstracdes. Considere a equacio diferencial
¥ = F(t,x) (1.1.1)

Definicao 1.1.1. Sejam (X, d) um espaco métrico e f : X — X uma funcdo. f é dita uma contragdo se existir

A < 1 tal que para quaisquer x1,x2 € X,

d(f(z), f(y)) < Xd(z,y).

A constante \ é chamada de taxa de contragdo de f.

Teorema 1.1.2 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam X um espaco métrico completo e ndo vazio com uma

métricad e f : X — X, uma contragdo. Entdo f possui um tinico ponto fixo.

Demonstragdo. Considere \ a taxa de contragdo de f. Seja xp € X e tome a sequéncia em X definida por

Znt1 = f(x,). Entéo,

d(z1,22) = d(f(w0), f(21)) < Ad(z0,71),
d(.’L‘l,ajg) S )\d(.’Eo,xl).

Realizando um processo similar, temos:
d(zo,x3) = d(f(z1), f(22)) < Xd(x1,22) < XN d(x0, 21).

De forma geral, podemos concluir que:

d(xpn, pn—1) < A" d(x0,x1).
Queremos agora mostrar que (z,, ),y € uma sequéncia de Cauchy. Pela desigualdade triangular, temos:

A(@ns Tntp) < AT, Tnt1) + d(@nt1, Tng) + 0+ ATngp—1, Tngp)-

Por outro lado,

d(Tpn, Tnt1) < ANd(xg, 21)

A(Tpy1, Trye) < ANHd(20,21)

A(Tntp—1, Tngp) < AP (20, 21)
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Assim temos,
AT, Tng1) + d(Tni1, Tnga) + -+ ATnip1, Togp) < A F AT 4o+ NP (2, 1),

Como 0 < X\ < 1, temos

1—A7 A"
A" )\n+1 . /\n+p—1 = \" < .
+ ot 1-XA/) 7 1-=-2AX
Logos, obtemos
)\n
d(zp, Tnyp) < T )\d(CCoJUl)-
Tomando o limite quando n — +o0 chegamos a:
n
i < 1i =0.
ngrfoo d(xy, Tnyp) < ngrfw = )\d(l'(),l‘l) 0

Assim, concluimos de fato que (z,,)nen € sequéncia de Cauchy em X. Como, (X, d) é completo, entdo (2, )nen

converge em X. Ou seja, existe a € X tal que liT Zpn = a. Assim, tomando o limite na equacéo f(z,) = Tp4+1
n——+00o

e notando que toda contragdo € continua obtemos

a= nll)r-&liloo Tnt1 = nEIEOO flan) = f(ngr_,’r_loo zn) = f(a)

Portanto, a € ponto fixo de f. Agora mostremos que esse ponto fixo € unico. Suponha que existam dois pontos

fixos a,b € X, ou seja,

fl@=a e f@b)=b.
Entio, pela propriedade de contracio de f, temos:
d(a,b) = d(f(a), f(b)) < Ad(a,b),

onde 0 < A\ < 1.
Rearranjando,

d(a,b) < Ad(a,b).
Como A < 1, a unica possibilidade para essa desigualdade ser verdadeira é:
d(a,b) =0,
0 que implica que

Portanto, o ponto fixo de f € tnico.

Definicao 1.1.3. Uma fungdo F : X — Y entre dois espagos métricos é dita ser Lipschitz, se existir uma constante
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¢ > 0 tal que, para quaisquer x1,x2 € X, temos que
dy (F(z1), F(z2)) < cdx(z1,z2).

A constante c é chamada de constante de Lipschitz.

Exemplo 1.1.4. Uma interpretacdo geométrica para uma fungdo Lipschitziana em espagos euclidianos é: existe
algum cone vertical tal que quando colocamos o seu vértice em qualquer ponto (x1, F(x1)) voltado para cima ou
para baixo, temos que o cone intersepta o grdfico apenas nesse ponto. A figura abaixo ilustra essa propriedade
na fun¢do F : R — R dada por F(x) = \/m Note que F' ndo é lipschiziana em x = 0, mas é em todo ponto em

sua vizinhanga.

Figura 1.1.1: Cone duplo no gréfico da fun¢do F(x) = /| z|

NG

FOZ

Fonte: Viana and Espinar [2011]

Definiciio 1.1.5. Uma funcdo F : U — R" é localmente Lipschitz em x se para todo (tg,xo) € U, existe
0 := 0(tg,x0) > 0 e c = c(tg, xo) > 0 tais que Bs(to) x Bs(zo) CU e

1B, 21) = F(t, z2)|| < cllay — 22|,

para quaisquer t € Bs(tg) e x1, 22 € Bs(xo).

Lema 1.1.6. Se F' : U — R" é continua e localmente Lipschitz em x, entdo para qualquer compacto K C U,

existe ¢ .= c(K) > 0 tal que, se tivermos (t, ), (t,y) € K,
I1E(t,x) = F(t,y)ll < clle —yll.
Demonstragdo. Suponha, para obter contradi¢éo, que para cada n > 1, existam (¢, ), (tn, yn) € K tais que
[E(tn, 2n) = F(tn, yn)ll > nllzn — yall.
Como F' ¢é continua e K compacto. Existe M > 0 tal que

|F(t,z)|| <M paratodo (t,z) € K.
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Portanto,

Zpn — Yn|| = 0 quando n — co. De fato, como f € limitada, temos que

”F(tmxn) - F(tnvyn)” < 2M.
Além disso,

2M > ||F(tn, zn) — F'(tn, yn)ll > nllzn — yull,
entiao

oM
nl|en, —ynl| < 2M =z, —ynl < -

Logo,
l€n — ynll = 0 quando n — co.

Novamente se utilizando da compacidade de K, podemos supor que (¢,,z,) converge para algum ponto (f,T) €
K, passando para uma subsequéncia se necessdrio. Mas entdo (t,, ) deve convergir para esse mesmo ponto, o

que implica que F ndo é Lipschitz em x em nenhuma vizinhanga de (¢, Z), o que € um absurdo. [ |

Teorema 1.1.7 (Teorema de Picard). Suponha que F' : U — R"™ é continua e localmente Lipschitz em relagdo a

x. Entdo

1. Para todo (tg,x¢) € U existem algum intervalo aberto I e alguma solugdo v : I — R"™ da equagdo
diferencial (1.1.1) tal que tg € I e y(to) = xo;

2.8 v : 1 = R ey : Iy — R" sdo solugdes e existe to € Iy N Iy tal que v1(ty) = ~y2(to) entdo
v1(t) = v2(t) para todo t € I, N Is.

Nas condi¢des do primeiro item, dizemos que 7 é solugéio da EDO com condigéo inicial y(tg) = xg.

Demonstragdo. 1. Dado qualquer (to,zo) € U, fixe § > 0 tal que Bs(to) x Bs(zo) C U.

Figura 1.1.2: Tlustracdo da condicéo de

- -

s \
,’ \Z/) Zof = = KRS \
/ q SR
‘:‘““‘ S
CSASKSSIRKK

=

Fonte: Viana and Espinar [2011]
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Como F' é localmente Lipschitz em x e o conjunto Bs(tg) X Bs(xg) é compacto, segue do Lema 1.1.6 que
existe C'(6) > 0 tal que
|1E(t,z1) — F(t,z2)]| < C(5)]|x1 — z2]| (1.1.2)

para quaisquer (¢, x1), (t,22) € Bs(to) X Bs(xo). Seja

M(8) = sup{||F(t,z)] : (t,x) € Bs(to) x Bs(xo)}- (1.1.3)

Dado qualquer ¢ < 4, defina o espago
Y =Y (to,z0,0,¢) :={¢: (to — &,t0 + &) = Bs(xg) continua : ¢(ty) = xo}

com a distancia

(1, ¢2) = sup{[|¢1(t) — d2(t)[| - ¢ € (to — &, 10 + )}

Mostremos que Y é completo. Seja (¢, )nen uma sequéncia de Cauchy em (Y, d), isto é, dado > 0, existe

2

Ny € N tal que d(¢p, — ¢m) < 7 para todo m,n > Ny. Fixado t € (to — &,to + €), a sequéncia (¢, (t)), é
de Cauchy em R", e como R" é completo, existe ¢(t) := lim ¢, (t). Assim, definimos ¢ : (to — &,tg + ) —
n— oo

Bj(xg), e como Bs(xg) é fechado, temos ¢(t) € Bs(xo) para todo t. Mostremos agora que a convergéncia é

uniforme. Dado ¢ > 0, escolha Ny tal que d(¢,, — ¢n) < &/2 para todo m,n > Ny. Fixado K > Ny e
t € (to —&,to +¢), temos [k (1) — ()| < [lPx (t) = G ()] + [[9n(t) — (£)[|. Como ¢y, (t) — ¢(1), existe
N(t) tal que || (t) — ¢(t)]| < £/2 paratodo n > N(t). Para k > max{Ny, N(t)}, obtemos ||¢x (t) — (2| < €
e para todo k > Ny. Logo, ¢ — ¢ uniformemente. Como o limite uniforme de fungdes continuas é continuo, ¢

¢ continua, satisfaz ¢(tg) = xg e ¢(t) € Bs(zo) para todo t. Assim, ¢ € Y e (Y, d) é completo.

Agora, considere o operador de Picard, definido por

£O)(t) = o + / F(s,7(s)), paray €Y.

to

Afirmacio: Para ¢ suficientemente pequeno estd bem definido £ no espaco (Y, d).
De fato, a integral esta bem definida, uma vez que F' é continua e o dominio de integracdo € limitado. Pelo

Teorema Fundamental do Cdlculo, a aplicagdo t — L(~y)(¢) é continua. Além disso,
L(7)(to) = o.

Note que,

< M(0)[t — to| < M(d)e,

/t:ﬂs,v(s))ds

I£()(#) = 2ol = |

para todo t € (to — €,t9 + ). Supondo que
]
<
T ME)
segue que L£(7y)(t) € Bs(xo) paratodo t € (to — €, to + €). Estas observagdes mostram que L£(vy) € Y para todo

yevY.
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Mostremos que existe € tal que £ € uma contragdo. Dados quaisquer 1,72 € Y,

L)) = L(v2) ()] = /t[F(sm(S))—F(S,Wz(S))]dS

< / 1F(5,71(5)) — F(5,72(5))] ds

/t C(8)l171(s) — a(s)]| ds

<
< C(6)d(71,72)(t — to),
para todo ¢ € (to — &, to + €). Portanto,
d(L(71); £(12)) < Ad(71,72), com A= C(d)e,

e assim £ é uma contragdo, desde que A < 1, ou seja, ¢ < 1/C(§). Isso mostra a afirmagio. Aplicando o Teorema

1.1.2 a transformacdo £ : (Y, d) — (Y, d), obtemos que existe uma tnica aplicacdo continua,

Yo : (to —&,to +€) = Bs(xo)
tal que

¢
Yo(t) =z + / F(s,70(s))ds paratodot € (tg —¢€,tg+¢€)
to

Em particular, v(tg) = xo. Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que 7 é diferencidvel e
Y% (t) = F(t,70(t)) paratodot € (tg — e,to + €).
2. Sejam y; : [1 — R"™ e 5 : I — R"™ duas solugdes quaisquer tais que
1 (to) = v2(to) para algum ¢ty € I; N I,

como ilustrado na figura abaixo. Considere I = {¢t € I; N I3 : y1(t) = v2(¢)}. Por defini¢do, o conjunto I é ndo
vazio e fechado em I; N 5. Afirmamos que I também € aberto em I; N I5. Isto implicard que I = I; N I3, que é

precisamente o que queremos mostrar.
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Figura 1.1.3: Ponto comum nos intervalos de definicido

Iy
AL
e I
[ R N
A Yo, )
I\ _J
~
I

Fonte: Viana and Espinar [2011]

Para provar a afirmacao, considere qualquer sg € 1. Entao,
71(s0) = Yo = Y2(s0) para algum (sq,yo) € U.
Pela construgdo do pardgrafo anterior aplicada a (s, yo), encontramos § > 0 tal que
L Y (s0,%0,9,€) = Y(so,Y0,0,¢€)

¢ uma contragdo e, portanto, admite um tnico ponto fixo, qualquer que seja € suficientemente pequeno. Para
qualquer j € {1,2}, é claro que a restri¢ao ;| (s,—e,so+¢) €Std em Y (s0, %0, 6, ) desde que ¢ seja suficientemente

pequeno. Além disso, a hipdtese acarreta que
v;(t) = F(t,v;(t)) paratodo t € (so — €, 50 + €).

Isto significa que ~;|(so — €, 9 + €) € ponto fixo de £ : Y (so,yo,d,€) — Y (s0,y0,6,€) para j = 1,2. Por

unicidade do ponto fixo, segue que
v1(t) = y2(t) paratodo t € (sg — €, 0 + €).

Isto prova que I € aberto, tal como afirmamos. Além disso, I; N I € conexo, logo I = I; N I5. Portanto, a

demonstragdo do teorema estd completa.
]

Note que a constru¢do do teorema anterior fornece solu¢des definidas apenas em uma vizinhanca do tipo
(to —e,to+¢€), onde e < min{1/C(J),d/M(J)}. O que possivelmente pode ser muito pequeno. Levantando uma
questdo natural: seria possivel estender a solu¢io para um intervalo maior?

Agora traremos alguns resultados que iremos utilizar para enfraquecer uma das restricdes impostas sobre

€ > 0 na demonstracio anterior.

Lema 1.1.8. Para qualquer € > 0 satisfazendo

e <min {5, 10 b
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existe k € N tal que L* é uma contragao.

Demonstracdo. A hipdtese garante que o operador £ estd bem definido. Assim, para todon > 1

£ (1) () = L™ (v2) ()] < /t 1F(s1, £ (1) (s1)) = F(s1, £ (72) (1))l

<) / 1£7= (0 (1) — £ () (s1) s

Logo, por inducio,

1L () () — L) (1)) < C(6)? / / LT ) (s2) — £ () (s2) sz disy

<C)"

t S1 Sn—1
/ / / ||'71(5n) —72(sn)||dsn...d82 dsq
to Jto to

Note que,

to]™

@) dn,72) < (o) d(n,7e)

t s1 Spn—1
// / ds, ...dss dsy
to Jto to

< C(8)"d(n,72)

871
nl

Logo, para k suficientemente grande, temos que

(C(9)e)*

7l <1.

Entdo, £F é uma contragdo [ |

Lema 1.1.9. Seja (X, d) um espago métrico completo. Se T : X — X é uma fungdo continua tal que T* é uma

contragdo para algum k € N, entdo existe um tinico xo € X tal que T(x¢) = xo.

Demonstragdo. Por hipétese, TF : X — X é uma contragdo, ou seja, existe 0 < A < 1 tal que
d(T*(z), T"(y)) < Nd(z,y), paratodosz,y € X.
Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um tinico o € X tal que
Tk(l"o) = To,
Queremos mostrar que xg é também ponto fixo de T'. Note que, para y := T'(xo),
Tk(y) = TkH(!I?o) = T(Tk(xo)) =T(z0) = y.
Assim, y é ponto fixo de 7. Pela unicidade do ponto fixo de 7%, concluimos que

T(z9) =y = xo.
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Lema 1.1.10. Sob as condicdes do Teorema 1.1.7, dado qualquer (to,xo) € U, tome 6 > 0, M (§) como no inicio

da demonstragdo. Para qualquer € > 0 que satisfaz

sgmin{é,]wié)}, (1.1.4)

existe uma tnica solugdo vy definida no intervalo (to — ¢,t, + €) que satisfaz a condigao inicial v(to) = xo.

Demonstracao. Combinando os dois fatos provados acima, concluimos que se € > 0 satisfaz 1.1.4, entdo £ tem
um dnico ponto fixo 79 € Y e que L"(y) — 7o, para todo v € Y. A partir daqui, podemos realizar uma

demonstragdo perfeitamente andloga a parte (/) do Teorema 1.1.7 para obter o resultado desejado. ]

1.2 Teorema de Peano

Nesta se¢do vamos mostrar que a continuidade da F' € suficiente para garantir a existéncia de solugdes da

equagdo (1.1.1). Para isso, usaremos alguns resultados que nos auxiliardo na demonstra¢do do teorema.

Teorema 1.2.1 (Regra de Leibniz). Seja f(t,x) uma fungdo tal que tanto f(t,x) quanto sua derivada parcial

fu(z,t) sejam continuas em x em um compacto K contido no dominio da f. Entdo

% (/}{f(t,a;)dt) :/fo(t,a:)dt.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Ascoli-Arzeld). Seja (f, : [a,b] = R™),en sequéncia de fungdes que satisfazem:

1. (fn)nen € equicontinua, ou seja, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo z,y € [a,b] se |z —y| <
entdo || fn(x) — fu(W)|| < € para todo n € N.

2. (fn)nen € uniformemente limitada, ou seja, existe M > 0 tal que ||fr(x)|| < M para todo x € [a,b] e
n € N

Entado existe (fn, )ren subsequéncia uniformemente convergente

Teorema 1.2.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (fy,)nen uma sequéncia de funcoes mensurdveis
fn + X — R, definidas em um espago de medida (X, A, ), tal que fn(x) — f(x) quase em todo © € X.
Suponha que existe uma fungdo integrdavel g : X — [0, 00) tal que |f,,(x)| < g(x) para todo n € N e quase todo
x € X, entdo:
1. A fungdo f é mensurdvel e integrdvel;
n—oo

2. lim fn du:/ fdu;
X X

Proposicao 1.2.4. Sejam a,b > le f : U — R? uma fungdo continua definida num aberto U de R®. Entdo

existem fungdes fr, : U, — R®, n > 1 de classe C™ tais que:

1. (Upn)nen € uma sequéncia crescente de abertos tais que U U, =U,
neN

2. (fn)nen converge para f uniformemente em cada compacto K C U.

Demonstragdo. Considere uma sequéncia qualquer p,, : R® — R de fun¢des de classe C™ tais que:



1.2 Teorema de Peano 22

* pn(x) > 0 paratodo x € R?;

* pn(x) = 0 sempre que ||| > 1/n;
. / pn(x)dx = 1.

Figura 1.2.1: Representagdes graficas de p,,

Fonte: Viana and Espinar [2011]

Para cadan > 1, defina
L .
U, = {« € U : abola fechada de centro z e raio —estd contida em U.}
n
Note que (U, )nen € uma sequéncia crescente de abertos cuja unido coincide com U. Defina f,, : U,, — R®  por

fn(z) = / pn(y) f(x + y)dy.

Mostremos que para cada n, a fungio f,, estd bem definida. Note que f(x + y) nfo faz sentido quando = + y

ndo estd em U. Por outro lado, como consideramos = € U,,, isso s6 pode acontecer se |

y|| > 1/n e, nesse caso,
pn(y) = 0. Entdo, convencionamos que p,,(y)f(z + y) = 0 sempre que = + y néo estd em U. Dessa forma, f,

fica bem definida pois a funcdo

Y= pn(y)f(x+y)

¢ continua. Seja K um subconjunto compacto qualquer de U. Por continuidade, dado € > 0 existe § > 0 tal que:
|f(z) — f(z*)]| <e paratodox € X etodoz* € U com ||z — z*|| < 4.

Considere n suficientemente grande para que K C U,, e 1/n < 4. Entdo,

| fr(x) = f(@)]| = || /B pn(¥) f(@)dypn(y) f(z + y)dy — / pn(y) f(z)dy||

B
Lo L

< / @)1 £ + )l dy

Lo

< / pn(y)edy = €
B

L

para todo x € K. Isto prova que (fy,)nen converge para f uniformemente em cada compacto K. Mostremos que
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fn é de classe C°°. Para isto, fazemos a mudanca de varidvel z = x + y na integral, obtendo

fula) = / pulz — ) ()

Note que apds a mudanga de varidveis, apenas p,, depende explicitamente de x. Deste modo, o integrando é
diferencidvel em relacdo a x, tantas vezes quanto p,. O Teorema da Regra de Leibniz (1.2.1) afirma que, sob

certas condigdes adicionais, f,, serd diferencidvel até a ordem que p,, o for e sua derivada sera dada por

Df,(x) = o —Dp,(z—z)f(y)dz (1.2.1)

Mais ainda, iterando este procedimento, resulta que a funcdo f,, é de classe C*, com
D?ﬁ@ﬂz:/(—lfDﬂ%&wwﬂf@ﬁh,]wmumokzl. (1.2.2)

Precisamos verificar que estamos realmente nas condi¢cdes em que a Regra de Leibniz pode ser aplicada,
especialmente quando consideramos um dominio de integracdo ilimitado. Isto pode ser feito da seguinte forma.
Dado qualquer zy € U,, fixe uma vizinhanca V' de x( contida em U,, e um compacto K C U tal que a bola

fechada de raio 1/n em torno de todo ponto de V" estd contida em K. Entdo,

fulz) = /K pn(z —x)f(2)dz, paratodoz € V.

O dominio de integracdo é compacto, o integrando € continuo e derivavel em respeito a z e esta derivada também

¢é continua. Assim, a Regra de Leibniz (1.2.1) e o Teorema da Convergéncia Dominada (1.2.3) resultam em:

Df,(z) = /K —Dpy(z—x)f(y)dz paratodoxr € V.

Portanto, valem as equacdes acima. |
Com a proposi¢ao acima, conseguimos mostrar o principal resultado dessa se¢ao:

Teorema 1.2.5 (Teorema de Peano). Suponha que a fungdo a F' é continua. Entdo, para todo (tg, zo) € U existem

algum intervalo aberto I e alguma solucdo ~ : I — R? da equacdo diferencial (1.1.1) comto € I e ~(to) = 0.

Demonstragdo. A proposi¢do anterior permite-nos obter fungdes de classe C™
F,:U, — R?, (1.2.3)

onde (U, )nen é uma sequéncia crescente de abertos de R4*! cuja unido é U e a sequéncia F,, converge para
F : U — R uniformemente em compactos. Fixemos tal sequéncia (F,)n € consideramos as respectivas equagoes
diferenciais:

2 = F,(t, ).

Como as funcdes F;, sdo localmente Lipschtz em ¢ e em z, a teoria de existéncia e unicidade desenvolvida anteri-
ormente garante que, para cada n > 1 tal que (to, zg) € U,,, existe alguma solugdo ~,, : (to — €9, to + £9) — R?

de (1.2.3) satisfazendo v, (tg) = xo. Queremos mostrar que estas solugdes satisfazem condi¢des em n.
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A primeira delas é que o raio do dominio pode ser escolhido independentemente de n. Isto é uma con-

sequéncia simples das ideias no Teorema 1.1.7. De fato, de acordo com este teorema, podemos tomar qualquer

< miny d L

onde § > 0 s6 depende da distincia de (g, zo) ao complementar de U,, e M,, () é o supremo de || F}, || restrito ao

compacto K = Bj(tg) x Bs(xzp). Como (Up,)nen € crescente, é claro que podemos escolher § independente de
n. E como F;, converge para F' uniformemente em K, a sequéncia M, (J) é majorada por alguma constante M (9)
que independe de n. Isto prova nossa afirmagao de que podemos tomar € independente de n.

Outra propriedade importante de uniformidade é de que as fungdes v, : (tog —€,tp — &) — R sdo lipschitzi-

anas, com constante de Lipschitz independente de n. De fato, por construgdo,

n(t) = 0 + / Fu(s.m(s)ds e () € Bs(to) x Bs(xa),

to

para todo ¢. Como a restrigéo de || F}, || ao compacto K = Bs(tg) X Bs(xo) é majorada por M (J), segue que

ta
[n (t1) = W (t2)] = H/t Fn(s,vn(s)) ds|| < M(0)[t1 — tof- (1.2.4)

Isto prova a nossa afirmagdo, implicando que a sequéncia ,, é equicontinua. Como toda ~,, é continua e a ima-
gem de cada uma é compacta (porque F), é continua com imagem uniformemente limitada). Logo, estamos nas
condi¢oes do Teorema de Ascoli-Arzela. Segue que existe uma fungio v : (tg — €,t9 +€) — R? ¢ uma sub-
sequéncia (ny)ken tal que (v, )ken converge para -y, uniformemente em compactos de (tg — €, to + €). Como F,

converge para F' uniformemente em compactos e que

Tn(t) = 20 +/ Fo(s,m(s))ds e (¢, (t)) € Bs(to) x Bs(wo)

to

para todo ¢ € (to — €, to + €) e todo n. Logo, tomando o limite ao longo da subsequéncia (ny)xen € pelo Teorema

da Convergéncia Dominada (1.2.3),

t
~v(t) = zo +/ F(s,y(s))ds paratodot € (tg —e,tg+¢e.)

to
Segue que v € solucdo de (1.1.1). |

Exemplo 1.2.6. Vejamos como a EDO 1’ = z:%/*

, com condi¢do inicial x(0) = 0, se comporta. Note que a fungdo
F : R? - R dada por F(t,x) = 22/3 ¢ continua, mas ndo é localmente lipschitziana em x. De fato, suponha
para obter contradi¢do que F é localmente lipschitziana em x entdo para qualquer t € R existe § > 0ec > 0
tais quem cUe

[F(t,z) = F(t, )|l < cllz —yl],

para todot € Bs(ty) e x,y € Bs(0). Ou seja,

||F(ﬁ7$) B F<t’y)H
= —yll
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Assim,

1F(t @) = Fty)ll _ (2?7 =y

o=yl Tl
22— g2
|37 = 37|

(x1/3 _ y1/3)(x1/3 + y1/3)
(951/3 _ y1/3)(a:2/3 + x1/3y1/3 + y2/3)
_ (xl/g +y1/3)

- (x2/3+x1/3y1/3+y2/3)'

Vamos avaliar quando x,y — 0. Fazemos a mudanga de varidveis

r=r3cos’0, y=r3sin’0,

Substituindo na expressdo original, obtemos:

al/3 4 yt/3 7(cos 6 + sin 0)

22/3 + g1/3yl/3 + y2/3 " 12(cos2 0 + cosBsinf + sin’ )

Fatorando r e simplificando:

1 cosf + sinf

r cos260+ cosfsinf + sin? 6’

Agora, tomamos o limite quando r — 0:

. 1 cos + sin 6
im — - =
=07 0820+ cosfsinf + sin? 6

+00

Uma contradi¢do, uma vez que

ll =y

Logo, F ndo satisfaz as condigcoes do Teorema 1.1.7, mas satisfaz as hipoteses do Teorema de Peano, pois é
continua. Assim, existe ao menos uma solugcdo local passando pela origem.

De fato, a fungdo constantemente nula () = 0 é uma solugao.

No entanto, observe que também podemos obter uma familia de solucdes ndo triviais. Pelo método de

~ .z . ~ /
separag¢ao de varidveis na equacao r = 1'2/3, temos:

também é solugdo da EDO.
Logo, a equacdo admite mais de uma solugdo passando pela origem, o que mostra que a unicidade de

solucdes ndo é garantida.

1.3 Teorema de dependéncia continua

Quando estudamos equacdes diferenciais ordindrias, nio nos preocupamos apenas com a existéncia e a unici-
dade das solugdes. Muitas vezes, o sistema depende de um pardmetro (como uma constante fisica), e € importante

garantir que pequenas variagdes nesse parametro ndo causem mudancas drésticas na solucao.
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O teorema de dependéncia continua em relagdo aos pardmetros formaliza essa ideia: ele assegura que, sob
hipéteses adequadas, se modificarmos ligeiramente um parametro, a solu¢do do problema também se modifica de

forma suave e continua.

Exemplo 1.3.1 (Lei de Hooke). Considere a equacdo da Lei de Hooke para uma massa m > 0 presa a uma mola

com constante eldstica k > 0:
ma” (t) + kz(t) =0, x(0) =z, 2'(0) = vo.

Aqui:

* x(t) descreve a posi¢do da massa no tempo;
e k é arigidez da mola (pardmetro);

* m é a massa (pardmetro).

A solugdo explicita é dada por

Observa-se que a solucdo depende continuamente de k e de m: ao variar o pardmetro, a frequéncia \/k/m

se altera suavemente, e ndo ocorrem mudangas bruscas no comportamento da solugdo.

Para formular o problema, vamos utilizar familias parametrizadas de equacdes diferenciais. Mais precisa-

mente, vamos considerar transformagdes continuas
GV — R? dadas por (t,z, 1) — G, (t,z)

Onde V é um aberto de algum espaco euclidiano R' TP ¢, para cada valor de p, consideraremos a equagio
diferencial
' =Gt x).

Dizemos que G ¢ localmente lipschitziana em x se G, é localmente lipschitziana em x para todo ;. Entdo, para

cada (tg, xo, ) € V existe solugéo tnica.
Veo,wo. - (to — &, to +€) — R?

da equac@o com condig¢do inicial 7y, 4,..(t0) = 0. Queremos entender como é que esta solu¢do depende do

pardmetro i e do ponto (o, zo).

Teorema 1.3.2 (Dependéncia continua do parimetro). Sejam V um aberto de R* 4P ¢ G 1V — R, (t, s, 1) —
G.(t, x) uma aplica¢do continua e localmente lipschitziana em x. Entdo, para todo (to, xo, jto), existe p > 0 tal

que:

* 0 dominio da solugdo v, da equagdo diferencial com condicdo inicial v,,(ty) = x¢ con tém o intervalo

[to — pyto -+ p), para todo p € B, (1)
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* aaplicagdo (t, 1) — ~y,(t) € continua em [to — p,to + p] X B,y(1o)-

Demonstragdo. Fixe 6 > 0tal que K5 = B;(tg) x Bs(xo) X Bs(uo) esteja contido em V. Tome

¢ = min{4, ]\4(?5)}’ onde M (0) = sup{||G,(t,x)| : (t,z,pn) € K5}.

Pelo Lema 1.1.10, temos que a respectiva solugdo +y,, com condi¢do inicial y(tg) = ¢ estd definida no intervalo
(to — &,to + €) paratodo p € Bs(up). Isso prova a parte 1 do teorema para qualquer p < € < J§. Em seguida,
observamos que as solugdes 7y, : [to—p, to+p] — R? sdo lipschitzianas, com constante de Lipschitz independente

de 1 € B,(f0). De fato, por construgdo

t
Yu(t) = xo + / G.(5,7u(s))ds paratodo t € [tg — p, to + p).
to

Logo, para quaisquer t1,ts € [to — p, to + p] e todo € B,(po),

|Mﬂm—w@m=w[?m&m@mwSM@m—mL

Isso mostra nossa afirmagao.

Note que, dada qualquer sequéncia (u)r € B, (1) convergindo para algum 1, a sequéncia (7, ) converge
uniformemente para +y,,. Além disso, -y, é solucdo da equagdo 2’ = G, (¢, x) com condigdo inicial 7, (to) = wo.
De fato, pelo mostrado acima, a familia (vy,, )x € equicontinua. Além disso, como 7, (to) = x( para todo k,
a sequéncia é uniformemente limitada. Pelo Teorema de Arzela—Ascoli, (7, )» possui uma subsequéncia con-
vergente. Portanto, para concluir que (7, ) converge para vy, basta provar que foda subsequéncia convergente
converge para vy,. Assim, a menos de restringir-nos a uma subsequéncia, podemos supor que (7, ), converge
uniformemente para alguma

3 : [to — p, to + p] = R%.

Como G € continua, segue que

G (8,7 (8)) — Gu(s,7(s))

uniformemente em s. Por construg@o, para todo ¢ € (tg — €, tg + €),

Vuw () = o +/ G (8,7, (8)) ds.

to

Passando ao limite quando & — co, obtemos

t
70 =0+ [ Guls.7(s)) ds.
to
isto é, 7y satisfaz a equacdo integral associada ao problema de Cauchy
I‘/(t) = G#(tvx)a ’I(to) = Zo-

Logo, 7 € a solugdo desse problema. Pelo teorema de unicidade da solugdo, segue que 5 = 7,,.
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Portanto, qualquer subsequéncia convergente de (v, ), converge para ,, €, consequentemente, a sequéncia

toda converge uniformemente para y,,.

Agora, suponha que (%, jur ), converge para algum (t, ) em [tg — p,to + p| X B,(uo). Pela afirmagio

mostrada acima, dado qualquer € > 0, temos que
1V (tk) — vu(tr)|| < € para todo k suficientemente grande.
Além disso, pela continuidade de y,,, temos que
17, (tk) — vu(t)|| < € para todo k suficientemente grande.

Logo, ||V, (tk) — vu(t)|] < 2¢ para todo k suficientemente grande.. Isto prova a parte 2 do teorema. |

Agora, vamos deduzir do teorema anterior que as solu¢des da equagdo diferencial dependem continuamente

tanto da condicdo inicial quanto do parametro:

Teorema 1.3.3. Sejam V um aberto de R*™P ¢ G : V — RY, (¢, 2, ) — G, (t, ) uma aplicagdo continua e

localmente lipschiziana em x. Entdo, para todo (tg, xo, po) € V, existe p > 0 tal que:

* para todo (1,7, ) € B,(to) x By(xo) X By(po), 0 dominio da solugdo +; 7, da equagdo diferencial com

condigdo inicial v; - ,(t) = T contém o intervalo [t — p, T + p;

T,

* aaplicagdo (t,t,7%, i) — vz ,(t) € continua no dominio

71:7

D={(tt,T,p):teft—pt+ple(tT pn) € B,(ts) x By(xo) X By(to)}
Demonstragdo. Consideramos
W= {(t,z,s,y,p) € RIFIFIFP (4 L s o4y 1) € V}

e a aplicacdo

H:W — R dadapor (t,z,8,y, 1) — Hsyu(t,2) = Gt +s,2+7y)

E claro que H estd bem definida, é continua e localmente lipschitziana em x. Vamos aplicar o teorema anterior a

familia parametrizada de equacdes diferenciais
/
T = HS,y7M(t> ),

cujo pardmetro (s,y, 1) varia em um subconjunto de R'*¥*?. Dados quaisquer (o, xo, tto) € V, é claro que

(0,0, to, zo, to) € W. Entdo segue do Teorema 1.3.2 que existe p > 0 e uma aplicagio continua

[71), P] S Bp(tO) X Bp(IO) X Bp(ﬂO) — Rda dada por (ta s,y,u) = 5S,y,u(t)

tal que cada aplicagdo [, ., : [—p, p] = RY satisfaz

Bswu(0) =0 e By (1) =Hsyut,Bsyu(t) = Gut +s,Bs,u(t) +y)
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paratodo t € [—p, p] e todo (s,y, ) € B,(to) x By(xo) X B,(po). Considere a aplicagio

D — RY, dada por (t,1,Z, ) — YVizut) =Bz, t—1)+T

Observe que essa aplicagdo estd bem definida e é continua. Além disso, tomando s =t € y = T, temos que
VE,E,,LA%) = Bf,f,u (0) TIT=7

e,paratodot € [t — p,t + p]

() = B (=) = Gt — T+ By (=D +T) = Colt, 7y.7,,(0))

Em outras palavras, 7z 7 , € solugdo da equacdo diferencial com condigao inicial 7z M(Z) =T7. |

1.4 Solucoes maximais

Até aqui, os teoremas obtidos nos trouxeram apenas solucdes locais. Investigaremos se tais solucdes obtidas
pelos teoremas apresentados acima podem ser estendidas a um intervalo maior e, possivelmente, até mesmo para
toda a reta R.

Dada F : U — R? uma fungdo continua definida em um aberto U  R™"!, para cada (to,z) € U defina o

seguinte conjunto:
[(to,z0) = {7 : I, = R™ : y é solugdo de 2’ = F (¢, x) tal que y(to) = zo}.

Definimos também a seguinte relagdo no conjunto I'(tg, zg):

Defini¢do 1.4.1. Sejam v1,7v2 € T'(to, xo). Dizemos que:
N <7 <= L Chevy(t) =(t),Vtel.

Essa relacdo tem as seguintes propriedades:

e sey1 < vaeye < s, entdo y; < 3 (transitividade);
o v < 7, Vy € I'(tg, z0) (reflexividade);

e sey1 < vaeve < 1, entdo y; = 7o (anti-simetria).

Dessa forma, < é uma relacdo de ordem parcial em S(%g, o).
Definimos que v € ['(to, 7o) é solu¢do maximal de 2’ = F(t, ) se v é um elemento maximal de T'(tg, x¢),

ou seja, se v* € I'(tg, xg) é tal que v < 4™, entdo v = ™.

Teorema 1.4.2 (Lema de Zorn). Se um conjunto X parcialmente ordenado é tal que, todo subconjunto A C X

totalmente ordenado é superiormente limitado, entdo existe um elemento r € X maximal de X.

Proposicio 1.4.3. Para todo v € T'(to, xo) existe algum elemento maximal vo € T'(tg, o) tal que v < 7o.
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Demonstragdo. Seja X C T'(tg,z) subconjunto ndo vazio totalmente ordenado. Mostremos que existe 5y €

I'(to, zo) tal que 5 < By para todo 3 € X. De fato, represente Iz como o dominio de cada § € X. Considere

I:UIﬁ

BeX

claramente / € um intervalo aberto, uma vez que € unido arbitréria de intervalos abertos que contém ty. Além disso,
defina By : I — R? como Gy (t) = S(t) para qualquer 3 € I'(to, xo) tal que t € I5. Note que o valor de (o (t) ndo
depende da escolha de 3 € T'(¢g, zp).De fato, como X é totalmente ordenado, dado qualquer o € T'(¢g, zp) com

t € I, temos pelo menos uma das seguintes possibilidades:
* a < f3, assim, I, C Igparatodot € I,
* < a, assim, I3 C I, paratodot € I

Em qualquer caso, a(t) = [(t) para todo ¢t € I, N Iz. Isto mostra que [y estd bem definida. Além disso,
Bo(to) = xo e que B < By paratodo 5 € X. Pelo Lema de Zorn, temos que todo subconjunto nio vazio tem algum

elemento maximal de X. Dado qualquer v € I'(¢o, (), defina

X ={B el (to,x0) v < B}

Assim, X’ € nad vazio, pois v € X. Usando o resultado obtido acima, seja 79 € X um elemento maximal de
X. Claro que v < 7p, pela defini¢do de X. Considere, Sy € I'(tg, o) tal que vo < fSo. Entdo, v < [y, ou
seja, By € X. Consequentemente, 5y < 7y e, portanto, Sy = 7. Isto mostra que o ¢ um elemento maximal de

F(to,mo) |

Defini¢iio 1.4.4. Dizemos que a EDO x' = F(to, o) possui a propriedade de unicidade de solugdes se, dadas

quaisquer solugdes v, : I; = R™ e yo : Is — R", v1(to) = v2(to) para algum (to) € I N Iz implica que:
’yl(t) = ’)/Q(t), Vt e I N Is.

Proposi¢io 1.4.5. Se ' = F(to, xo) possui a propriedade de unicidade de solugées, entdo, para todo (to, zo) €

U, existe um tinico o € T'(to, x0) tal que v < 0,7y € T'(tg, zp).

Demonstragdo. Considere I da seguinte forma:

e seja o : I — R definida por
~Yo(t) =~(t) paraqualquery € I'(to, zo) tal que t € L.

Usando os mesmos argumentos da Proposi¢do 1.4.3 temos que 7y, estd bem definida. Além disso, vg € solugdo de
x’ = F(ty, x), com condi¢do inicial yo(tg) = o € que v < 7o para todo v € I['(tg, o). Por fim, mostremos
que 7o € dnica. Suponha que existe v; elemento maximal de I'(¢g, o). Por construgio, temos que Iy C I, assim

obtemos que v; < 7, entdo y; = 7y, pois caso contrario y; nio seria solu¢do maximal. |
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Nesse caso, dizemos que o € a solucdo mdxima de T'(tg,xo), 0 que é mais forte do que ser apenas uma
solu¢do maximal.
Explicaremos esse fendomeno fazendo um estudo do comportamento de solu¢cdes maximas proximo da fron-

teira de seus dominios.

Definicao 1.4.6. Seja U um aberto e 3 : (a,b) — U uma aplicacdo continua. Dizemos que 3 converge para o
bordo de U quando t — b, se para todo compacto K C U, existe ¢ > 0 tal que $(t) € K paratodot € (b—¢,b).
Nesse caso, escrevemos que 3(t) — OU quando t — b. Analogamente, dizemos que 3(t) — OU quando t — a se

para todo compacto K C U, existe ¢ > 0 tal que B(t) ¢ K para todot € (a,a + ¢).

Figura 1.4.1: Solugdes convergindo ao bordo de U

Fonte: Viana and Espinar [2011]

Teorema 1.4.7.

Demonstragdo. Vamos analisar apenas o caso em que ¢ — b, uma vez que a demonstragdo parat — a € totalmente
andloga. Suponha que b = 400, e seja K C U um conjunto compacto. Como U C R**™, o conjunto K é fechado
e limitado. Assim, existe M > 0 tal que, para todo y = (¢,2) € K, tem-se ||y|| < M, o que implica em particular
que |t| < M. Como estamos assumindo que b = +o0, existe tg > M. Para todo ¢ > t¢, temos [t| > M, logo
(t,~(t)) ¢ K. Isso implica que (¢,7(t)) — OU quando t — b = +o00. Se b < +00, dado qualquer compacto
K C U fixe § > 0 tal que

Bys(t) x Bas(x) C U paratodo(t,z) € K.

Tome

Ezmin{d,]\/[(ia)},

M(8) = sup{||F(t,2)| : (t,x) € Bs(K)}, com Bs(K) = U Bs(y).
yeK

onde

Afirmacdo: (¢,7(t)) ¢ K paratodot € (b—e,b). De fato, suponha que exista ¢ € (b—e¢, b) tal que (¢,7(t)) € K.

Denotaremos Z = ~(f). Entdo, pelo teorema 1.1.10, existe uma solugio 7 : (£ — ¢, + ¢) — R? da equagio
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(1.1.1) com condig@o inicial ¥(¢) = T = ~y(¢). Note que, as duas solu¢des devem coincidir na intersec¢do de seus

dominios de definicio. Logo, definindo ¢ : (a,b) U (f — &, + €) — R? dada por

o(t) = ~(t), paraté€ (it,b) ]
(t), parate (t—e,t+¢)

Entdo, v < ¢ ey # ¢ jadquet+ e > b. O que contradiz a hipétese de que ~y é solugdo maximal. Isso prova a

afirmac@o a respeito de t — b. |
Corolario 1.4.8. Suponha que U = R'™ e seja ~y : (a,b) — R"™ uma solugdo maximal de 1.1.1. Entdo:
* se b < 400 entdo ||y(t)|| = oo quando t — b.

* sea > —oo entdo ||y(t)|| = oo quando t — a.

Demonstragdo. Sejab < +o0o, suponha, para obter contradi¢do, que ||y(t)|| é limitada quando ¢ — b. Entdo, dado

€ > 0O existe M > 0 tal que
Iv(@®)|| < M, paratodot € [b—e,b),

Logo, o gréfico (¢,7(t)) estd contido em um subconjunto compacto de R* ™,
(t,y(t)) € [b—e,b) x Bp(0) C RM™

O que contraria a hipétese que (¢,v(t)) — OU quando ¢t — b.

O caso que a > —oo € andlogo. ]
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2 Atratores pullback para processo de evolucao

Para analisar o comportamento assintético de solugdes de Equacdes Diferenciais ndo auténomas, vamos in-
troduzir a nocdo de processo de evolugdo. Nesta se¢do, apresentamos os conceitos fundamentais dessa teoria com
base em Carvalho [2020] e Carvalho et al. [2013], os quais servirdo de fundamento para o estudo de atratores

pullback aplicados ao modelo SIR nio auténomo.

2.1 Processo de evolucao

Definicao 2.1.1. Um processo de evolugdo (ou também sistema dindmico) num espaco métrico (X,d) é uma

familia de operadores de dois pardmetros {S(t, s) : t > s} C C(X) que satisfaz:
(i) S(t,t) = Idx;
(i) S(t,v)S(v,s) =S8(t,s), t >v>s, t,s,v €R;
(iii) Se P = {(t,s) € R*t > s} entdo a aplicacio P x X > (t,s,z) > S(t,s)x € X é continua.

Observacao 2.1.2. Se {S(t,s) : t > s} é um processo de evolugdo, entdo quando t > s, diz-se que: s é o instante

inicial e t ¢ instante final.

Para contextualizar, um processo de evolucdo S € uma das formas de modelar matematicamente um problema
que varia com o tempo, isto é, um problema do tipo & = f(t,z). Assim, S(¢,s)xg é a evolugdo de xy de um
instante inicial s ao instante final ¢. A seguir iremos ver como podemos definir um processo de evolucdo a partir

de um PVIL.

Proposicao 2.1.3. Considere o PVI
B(t) = f(ta(t), t > 8
z(s) = xo,

onde f : R"™ — R"™ ¢ continua e localmente Lipschitz na segunda varidvel. Assim, pelo Teorema 1.1.7 existe
x(t, s,x0) uma unica solugdo maximal para todo t € [, Timaz). Suponha que Tpq. = 400, obtido através do

Coroldrio 1.4.8. Considere a solugdo x(t) = z(t; s, x) definida para t € [s,+00) e a familia de aplicagdes
S(t,s)xg = x(t; s,20), paratodo t > s.

Logo, {S(t, s) : t > s} define um processo de evolugdo em X.

Demonstragdo. Devemos verificar que {S(¢, s) : t > s} satisfaz as propriedades de um processo de evolugéo:
(i) S(s,s)xg = xoparatodo s € Re xy € X, pois a solu¢do do sistema satisfaz z(s) = .
(i) Sejaxp € X e s <r < t. Queremos mostrar que

S(t, s)zo = S(t,v)(S(v, s)z0).

Por defini¢do, temos que S(t, s)xo = x(t, s, xo) Definimos yo := x(r, s,z9) = S(r, s)xg. Considere o

seguinte problema de valor inicial:
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&(t) = f(t, (1)),
1’(7’) = Yo,

Como f € localmente Lipschitz na segunda variavel, pelo Teorema 1.1.7 o sistema acima admite uma tnica

solugdo local x(¢,7,y0) = x(t, 7, z(r, s, 2p)).

Observe que a fungdo z(t, s, xg), solu¢do do problema com dado inicial em (s, z(), também satisfaz este

novo problema no instante 7, ja que
x(r,s,20) =yo e @(t) = f(t,z(t)) paratodo ¢ > s.
Portanto, como z(r, 7, y9) = x(r, s, o). Pelo, teorema 1.1.7 temos
x(t,r,y0) = x(t,s,x9) paratodo > 7.

Assim,
S(t,r)(S(r,s)wo) = S(t,7)(yo) = z(t, s, 20) = S(t, s)o,
(iii) A continuidade segue direto do Teorema da dependéncia continua com relacdo as condicdes iniciais (1.3.3)

Logo, S(t, s) define um processo de evolugio em X. |
Definicdo 2.1.4. Se {S(t,s) : t > s} é um processo de evolugao tal que
S(t,s) =St —s,0), Vt>s,
dizemos que o {S(t,s) : t > s} é um processo de evolugcdo autdnomo e, caso contrdrio, S(-,-) é dito ndo
auténomo. No caso que o processo de evolugdo é autonomo chamamos t — s > 0 de tempo decorrido.

Para formalizar os conceitos de atrag@o e absorc¢do entre conjuntos, utilizamos a semi-distancia de Hausdorff.

Definicao 2.1.5. A semi-distdncia de Hausdorff de um conjunto A até o conjunto B é definida por

dist(A, B) = supd(a, B),
a€A

B) = inf .
em que d(a, B) inf d(a,b)
Observacio 2.1.6. Note que dist(A, B) = 0 se, e somente se, A C B.

Defini¢do 2.1.7. Seja {S(t,s) : t > s} um processo de evolugdo. Fixadot € R dizemos que um subconjunto
D(t) Cc X:

1. Absorve um subconjunto B C X em sentido pullback no instante t quando, existe sy = so(t, B) < t tal que
S(t,s)B C D(t),Vs < sp.
2. Atrai um subconjunto B C X em sentido pullback no instante t quando

lim dist(S(t,s)B,D(t)) = 0.

§—>—00



2.1 Processo de evolugiao 35

Figura 2.1.1: Conjunto D(t) absorvendo conjunto B

A seguir, veremos uma equivaléncia da definicdo de atragcdo pullback que se mostrard extremamente iitil nas

demonstracdes subsequentes, por ser mais simples de aplicar do que a definicdo original.

Observacio 2.1.8. No contexto da Definicdo 2.1.7, note que D(t) atrai sentido pullback B se, e somente se, para

todo € > 0, existe um instante so = so(t, B, €) tal que, para todo s < sq, temos
S(t,s)B C Ve(D(1)),

onde V.(D(t)) representa a -vizinhanga de D(t).
De fato, suponha que Em dist(S(t, s)B,D(t)) = 0. Dado € > 0, existe s tal que, Vs < sg, temos:
S — 00

dist(S(t,s)B, D(t)) < e.
Logo, sup d(S(t, s)b, D(t)) < e. Por definicdo de supremo, concluimos que S(t,s)B C V.(D(t)) para todo
beB
s < sg. Por outro lado, suponha que dado € > 0, existe sg tal que para todo s < s,
S(t,s)B C V.(D(t)).
Logo,
d(S(t,s)b,D(t)) <e, Vbe B,Vs < sp.

Assim, pela defini¢do de supremo

supd(S(t,s)b, D(t)) <e, Vs < sg.
beB

Portanto, Em dist(S(t,s)B, D(t)) = 0.

S —0o0
Definicdo 2.1.9. Dizemos que o processo de evolugdo é dissipativo em sentido pullback quando existe {D(t) : t €
R} uma familia de subconjuntos limitados de X de modo que, para cada real t, o conjunto D(t) atrai os limitados

de X em sentido pullback no instante t.

Denotaremos B como a familia de todos os conjuntos limitados de X.
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Observacao 2.1.10. Note que, na Definicdo 2.1.9, os termos “atrai” e “absorve” sdo equivalentes. Mais preci-
samente, vai existir uma outra familia {D*(t) : t € R} de subconjuntos limitados de X tal que, para cada t € R,

o conjunto D*(t) absorve todos os subconjuntos limitados de X em sentido pullback no instante t.

Definicao 2.1.11. Dizemos que uma familia { A(t) : t € R} é invariante por {S(t,s) : t > s }, quando para todo
t > s tivermos que

S(t, 5)A(s) = A(t).

Exemplo 2.1.12. Se {S(t,s) : t > s} é o processo correspondente a equagdo diferencial auténoma

@2.1.1)

Considere a familia de conjuntos { K (t) : t € R}, onde, para cada t € R, definimos
K(t) = [e 'a, e"b],0.
é invariante sob S(-, ). Note que o processo de evolugdo associado a EDO (2.1.1) é:
S(t,s) =e'5.
Logo, tomando x© € K(s), temos que © = e~ °xg ,com xg € [a,b]. Assim, aplicando o processo de evolugado,

obtemos
S(t,s)e *zg = e 8=y,

=e 'z € K(t).

Portanto, S(t,s)K(s) C K(t). Por outro lado, sejay € K(t). Logo, existe xo € [a,b]. Entdo,

Logo, conclutmos que

Uma vez estabelecida a invaridncia, é natural considerar o seguinte conceito.

Definicdo 2.1.13. Um caminho £ : R — X é dito solugdo global para S(-, ) quando para todo t > s tivermos

S(t,5)€(s) = &(1).

Definicao 2.1.14. Uma familia { A(t) : t € R} é chamada de atrator pullback para um processo S(-, -) se satisfaz:
i) A(t) é compacto para cada t € R;

ii) A(-) é invariante em relagdo a S(-,-);
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iii) A(-) atrai em sentido pullback conjuntos limitados de X ;
iv) A(-) é a menor familia de conjuntos fechados que satisfaz a propriedade (iii).

Na teoria de semigrupos (Secdo 2.4), quando tratamos de processos autdbnomos, veremos que na
Defini¢do 2.4.11 de atrator global ndo exige a minimalidade do item (iv). Surge entdo a questdo: por que, no
caso de atratores pullback, precisamos dessa condi¢ao?

Em geral, a minimalidade é necessdria para garantir a unicidade do atrator pullback. De fato, considere o
processo de evolucao

S(t,s)x = e g zeR, t>s.

Para esse processo, a familia A = {[—e ™%, e "] : t € R} é invariante (como visto no Exemplo 2.1.12) e, para cada
t € R, o conjunto A(t) = [—e*, e~"] é compacto.

Mostremos que A atrai conjuntos limitados. Seja B C R limitado. Fixe ¢t > 0,¢ > 0 e z € B. Temos
S(t,s)x = e =)y,

ecomo lim e %)z =0, existe so € R tal que, para todo s < sq,
S—r—00

le=(t9)g] < e.

Portanto, e~ (=% € [—e™?, e 7! = A(t), e assim A(t) absorve B.

Por outro lado, note que a familia A(¢) = {0} também satisfaz as propriedades (i)—(iii).

Teorema 2.1.15. Se {F'(t) : t € R} ¢ invariante se, e somente se,
F(t) = {&(t) : € é solugdo global de S(-,-)}.

Demonstragdo. Primeiramente, seja F' uma familia tal que F'(t) = {£(¢) : £ é solug@o global de S(-, )} para cada
t € R. Segue direto da Defini¢do de solugdo global (2.1.13) que € familia invariante.

Reciprocamente, seja F' uma familia invariantes, vamos provar que para cada x € F'(t) existe uma solugio
global por z. Com efeito, seja zo € F(0), como F(0) é invariante, em particular F'(0) = S(0,—1)F(—1),
logo existe x_1 € F(—1) de forma que zo = S(0,—1)x_;. Agora, como z_; € F(—1) e como F(—1) é
invariante F'(—1) = S(—1,—2)F(—2), logo existe x_5 € F'(—2) tal que x_1 = S(—1, —2)x_5. Prosseguindo

indutivamente, conseguimos uma sequéncia x_,, tal que S(—n, —n — 1)x_,,_1; = x_,. Deste modo, definimos:

£(1) = S(t,0)zo, set >0

S(t,—n)x_p_1, sete€[-n,—nm+ 1] comn € N.

Por construgio, vemos que £(s) € F,Vt € R. Afirmamos que £(¢) como definida acima é uma solugéo global

por z. Dado s,t € R com ¢ > s, analisamos dois casos:

* Se s > 0, entdo £(s) = S(s,0)xg. Parat > s,

’S(ta s){(s) - S(ta S)S(Sa O)fﬂo = S(ta 0)960 = f(t)
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* Se s < 0, entdo s € [—n, —n + 1] para algum n € N. Nesse caso, temos que {(s) = S(s, —n)x_p, e para

t > s, também temos que
S(t,8)E(s) = S(t,5)S(s, —n)x_p = S(t, —n)x_, = &(2).

Assim, ¢ € uma solucdo global por x, o que conclui a demonstragio do teorema. ]

Corolario 2.1.16. Se { A(t) : t € R} é atrator pullback e

U A(t) é limitado

teR
entdo A(t) = {&(t) : € é solugdo global limitada de S(-,-)}

Demonstragdo. Por defini¢do de atrator pullback temos que {A(t) : ¢ € R} é invariante, logo o resultado segue
direto do Teorema 2.1.15. ]

Exemplo 2.1.17. Se S(-,-) é o processo correspondente a equagdo diferencial ndo auténoma

i(t)=—-xz+t, t>s,

x(s) = xo

tem como o atrator pullback A(t) = {t — 1}.
De fato, resolvendo a EDO acima, obtemos que o processo de evolugdo {S(t,s) : t > s} associado é dado
por

St,s)r=e Dz —s+1)+(t—1), zcX.

Mostremos que £(t) =t — 1 é solugcdo global. De fato,

S(t,s)é(s)=e (s —1)—s+1)+ (t—1)
=t—-1

= &£(1).

Note que, para cada t € R temos que A(t) = {t — 1} é compacto. Além disso, como £(t) =t — 1 é solugdo global
temos que {A(t) : t € R} é invariante. Mostremos que {A(t) : t € R} atrai cada conjunto limitado de R e que
{A(t) : t € R} é a menor familia de conjuntos fechados com a propriedade de atrair cada conjunto limitado de
R.

Seja B um conjunto limitado de R, ou seja, existe M € R tal que Vxo € B, temos |xo| < M. Note que

lim S(t,s)zg =1t — 1.

S5—r— 00

Portanto, lim dist(S(t,s)B, A(t))= 0 paratodo t € R. A minimalidade segue do fato de que para cada t € R,
S§—>—00

temos que A(t) é apenas um ponto.
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2.2 w-limite pullback

Defini¢do 2.2.1. Dados {S(t,s) : t > s} um processo de evolucdo e B C X definimos para cadat € R o

conjunto w — limite de B no instante t em sentido pullback como sendo

w(B,t) = ﬂ U S(t,s)B.

o<t s<o

Proposicao 2.2.2. Para cadat € R, w(B,t) é fechado e
wBt)={zeX: z= klim S(t, sk)xk, para cada s, — —oc e (x)ken C B}.
— 00

Demonstragdo. Sejat € R fixado. E direto ver que w(B, ) é fechado, pois € intersec¢do de conjuntos fechados.
Para a segunda afirmacdo, denotaremos por W (t) o conjunto candidato a w-limite pullback. Vamos provar que
w(B,t) = W(t).

Seja y € w(B,t), temos que y € U S(t,s)B. Logo, por defini¢io de fecho, I(yn)nen C

s<—n
U S(t,s)Btalquey, — y. Logo, para cada y, da sequéncia, existe s, < —n e x, € B tais que
s<—n
Yn = S(t, $p) Ty . Como y,, — y e s, < —n, temos que s,, — —oo quando n — +oo.

Assim, conseguimos uma sequéncia (Sy, )y, inN COM S, — —o0 e uma sequéncia (), iny C B tal que:
y= lim S(¢,sp)zy.
n— o0

Isso mostra que y € W (t), ou seja, w(B,t) C W (t). Agora tome y € W (t) por definicdo de W(t),
existem sequéncias (sg)x inn € (Zk)k iny C B tais que s — —ocoey = leII;O S(t, sk)xg. Para mostrar que
y € w(B,t), observe que, para qualquer o < t, existe ky € N tal que, para todo k > ko, temos s < o. Portanto,
S(t, sp)xE € U S(t,s)B para Vk > kg , e como S(¢, si)xr — Y, temos y € U S(t, s)B. Como isso vale para

s<o s<o

qualquer o < t, concluimos que y € w(B, ). [ |

Definigéio 2.2.3. Dizemos que um processo S(-,-) é assintoticamente compacto em sentido pullback quando
dadost € R, (x)gen limitada em X, t € R e s, — —o0, quando k — oo, tivermos que a sequéncia {S(t, si)xy}

possui uma subsequéncia convergente.
Lema 2.2.4. Se S(,-) € assintoticamente compacto em sentido pullback e B C X ¢ limitado, tem-se:
1. w(B,t) é compacto e ndo vazio V't € R;
2. w(B,t) atrai B em sentido pullback no instante t;
3. {w(B,t) : t € R} é uma familia invariante;
4. w(B,t) é o menor fechado com a Propriedade 2;
5. w(B,t) é conexo se B é conexo.

Demonstragdo. 1. Observe primeiro que existe um tempo sq tal que

U S(t,s)B

s<sgp
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¢ limitado. Caso contrdrio, haveria uma sequéncia s — —oo e uma sequéncia (xg)gen € B tal que

{S(t, sk )z} é ndo limitada, o que contradiz a compacidade assintética.

Agora, para quaisquer sequéncias (z)ren C Be sp < sg, com s — —oo quando k — oo, como {S(t, ) :
t > s} é assintoticamente compacto em sentido pullback, existe uma subsequéncia de {S(¢, sg)zx} que
converge para algum y € X. Assim, y € w(DB,t), pela proposi¢io anterior e w(B, t) é ndo vazio.

Vamos mostrar que w(B,t) é compacto. Considere uma sequéncia arbitrdria (y,)neny C w(B,t). Por

defini¢do de w(B, t), para cadan € N existem uma sequéncia (.T;Cn))keN C B e uma sequéncia s}c") — —00

tal que
i () _
e St s )z = yn
Defina 2" := S(t, s)2\™ para simplificar a notagdo. Assim, temos Jim 2 =y,
—00

(n) 1)
k k

Agora, vamos construir uma subsequéncia de {z,’}. Paran = 1, como 2, ’ — y; quando k — oo, existe

k1 € N tal que, para k > k, temos

d(z,il),yl) < 1.

(2)
k

Paran = 2, como z;”’ — ys, existe ko € N com ko > max{ky, 2} tal que, para k > ko, temos

d(z?,ys) <

N | =

Prosseguindo indutivamente, para cada n € N, existe k,, € N com k,, > n tal que

N 1
(2", yn) < - 22.1)

Como S(+,-) é assintoticamente compacto no sentido pullback, existe uma subsequéncia de {z,i”)} que
converge para algum y € w(B, t). Consequentemente, por (2.2.1) a sequéncia (y,,) possui uma subsequéncia

convergente para y, o que implica que w(B, t) é compacto.
2. Provamos que w(B,t) atrai B em sentido pullback no tempo ¢ por contradi¢do. Suponha que existe um
e > 0, uma sequéncia s,, — —o0, e uma sequéncia (xy)ren € B tal que
dist(S(¢, sp)xn,w(B,t)) >, paratodon € N.
Mas acabamos de mostrar que deve haver uma subsequéncia de {S(¢, s,, )z, } que converge para um ele-
mento de w(B,t), gerando uma contradig@o .

3. Mostremos que {w(B,t) : t € R} é invariante. Tome x € S(¢, s)w(B, s). Logo, existe y € w(B, s) tal que
x = 8(t, s)y. Como y € w(B, s), sabemos que existe s, — —00 € (T )nen C B tal que S(s, 85 )2 — .
Logo, para todo t > s:

S(t,s)y = lim S(t,8)S(s, 8n)xn = lim S(t, s, )z, € w(B,t).

n—oo n—oo
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Logo, S(t,s)y € w(B,t) e portanto S(t, s)w(B,s) C w(B,t) para todo ¢ > s. Por outro lado, tome

x € w(B, 1), existe s,, = —oo e (z,,) C B tal que S(s, $p)x, — x. Note que:

z= lim S(t,sp)z, = lim S(t,7)S(7, 8p)2n € S(t, T)w(B,t) C S(t, T)w(B) V7 <t

n—oo n—oo
Sendo assim, w(B,t) C S(t, s)w(B, s) e concluimos que w(B,t) = S(t, s)w(B, s) para todo t > s.

4. Seja F(t) um conjunto fechado tal que F'(¢) atrai B no sentido pullback no instante ¢. Logo, dado ¢ > 0
existe so tal que S(t,s)B C V.(F(t)) para todo s < sg. Sejay € w(B,t) entdo existe s,, — —o0 ¢
(zn,) C Btal que S(t, 8,,)x, — y. Como s,, — —00, existe ng tal que s,, < sg para todo n > ng. Assim,

S(t, sp)xy € Vo(F(t)) para todo n > ng. Logo, para cada n > ng, existe z, € F(t) tal que
d(S(t, sp)Tn, zn) < €.
Tomando o limite quando n — oo e usando que S(t, s, )2, — y, obtemos
d(y, F(1)) <e.

Como € > 0 é arbitrério, segue que d(y, F'(t)) = 0. Como F(t) é fechado, concluimos que y € F(t).

Portanto,

w(B,t) C F(t).

5. Suponha, por contradi¢io, que w(B, t) ndo seja conexo. Entdo, existe wy e we conjuntos nio vazios, disjun-
tos e fechados tais que:

w(B,t) = w1 Uwa,

Como w(B,t) é compacto e w; € wo sdo subconjuntos fechados e disjuntos de w(B, t), concluimos que w,

e wy sdo compactos. Logo, existe § > 0 tal que

d(wl,wg) = 0.

)
Considere agora a vizinhanga Vs (w(B,t)) de raio 7 °m torno de w(B,t). Como w(B,t) atrai B no sentido

pullback, entdo existe um instante sy € R tal que,

U S(t,5)B C Ve (w(B,1)).

SSSU

Como w(B,t) = w1 Uws e S(t, s)B é conexo. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

U S(t,s)B C Vs (w1),

s<sp

Portanto, temos:

Contudo, como wy é ndo vazio, tome o € wy. Por definigdo de w(B, t), existe uma sequéncia {s,} com
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S, — —00 e uma sequéncia {y, } C B tal que

xo = lim S(t, 5n)Yn.
n— 00

Como xy € ws € estamos assumindo que U S(t,s)B C Vg (w1), isso implica que o € wi, 0 que
s<sgp
contradiz a hip6tese de que w1 Nwy = .

Portanto, w(B, t) é conexo.

2.3 Existéncia de atratores pullback

Nesta secdo, apresentaremos resultados que estabelecem condigdes para a existéncia de um atrator pullback,

bem como propriedades que caracterizam sua estrutura.

Proposicao 2.3.1. Seja (X, d) um espaco métrico, (x,,) C X uma sequéncia e K C X um subconjunto compacto.
Se
lim d(x,, K) =0,

n— oo

entdo (x,,) possui uma subsequéncia convergente em X. Além disso, o limite dessa subsequéncia pertence a K.

Demonstragdo. Sejae > 0, existe Ny € N tal que d(z,,, K) < €/2, para todo n > ny. Para cadan € N considere
a fungdo f,, : K — R definida por

fn(y) = d(xn, y).

Como a fun¢do distancia € continua, cada f, é continua. Como K é compacto, f, atinge seu valor minimo, de
modo que existe y,, € K tal que d(zp,yn) = ZIJIéIE d(zp,y) = d(z,, K).

Assim obtemos uma sequéncia (y,,) C K. Pelo fato de K ser compacto, existe uma subsequéncia (y,, ) que
converge para algum y € K, ou seja, existe kg € N tal que d(yn, ,y) < /2, para todo k > k. Vamos mostrar

que x,, — y. Para qualquer k temos

isto é, x,, — yemX.
Por fim, o limite y pertence a K porque K é fechado e d(y, K) = 0. Portanto, (x,,) possui uma subsequéncia

convergente cujo limite estd em K. |
Teorema 2.3.2. Dado um processo de evolugdo S(-,+), as afirmagdes a seguir sdo equivalentes:

a) S(-,-) possui atrator pullback { A(t) : t € R}.

b) Existe {K(t) : t € R} =: K uma familia de compactos que atrai limitados pullback.

Em caso afirmativo, para cadat € R

Aty = | w(B.t),

BeB

em que B é a colegdo de limitados de X.



2.3 Existéncia de atratores pullback 43

Demonstragdo. Primeiramente, note que a) implica b) trivialmente, basta tomar K (¢) = A(¢) para todo ¢t € R.
Por outro lado, mostremos que b) implica a).

Se vale b) entdo dado B = (x;);en C X sequéncia limitada. Dado ¢t € R, como K (t) atrai em sentido
pullback limitados, tem-se que

lim dist(S(t,s)B,K(t)) =0 VteR.
S5—— 00
Dada s; — —o0, temos _lir+n d(S(t,sj)z;, K(t) =0
Jj—4oo
Pela Proposic@o 2.3.1 existe subsequéncia convergente. Logo, segue que S(-,-) é um processo assintotica-

mente compacto em sentido pullback. Dessa forma, definindo

Ao(t) = | w(B,1)

BeB

segue que Ay(t) atrai cada limitado em sentido pullback no instante t. Logo, definindo A(t) = A(t) também
possui esta propriedade.

Note que, também pelo Lema 2.2.4 temos que w(B,t) C K(t) para todo t € R e para todo B € B, pois
w(B,t) é o menor fechado que atrai B no sentido pullback. Logo, Ao(t) C K (t) e portanto A(t) = Ag(t) C
K (t) = K(t). Segue que .A(t) é compacto, pois é um subconjunto fechado de um compacto.

A invariéncia de A(-) segue da invaridncia de cada conjunto w-limite w(B,-). De fato, dado zy € A(s),
existem (z,) C Ag(s) com x,, — xg quando n — +oo. Logo, para cada n € N existe B, € B tal que
Zn € w(Bp, s). Entdo, S(t, s)x, = y, € w(By,t) e, pela continuidade de S(¢, s), S(¢, s)x, = yn — S(t, s)x0, 0
que implica que S(t, s)zg € A(t), e assim S(t, s)A(s) C A(t). Agora, escolha algum yo € A(t). Entdo, existem
Yn € w(By,t) com y, — yo quando n — +o0o. Mas entdo, novamente pela invaridncia da familia w(B,, ),
existem x,, € w(B,,s) com S(t, s)x, = y,. Mas como z,, € w(B,,s) C A(s) e A(s) é compacto, existe uma
subsequéncia x,,; que converge para algum xo € A(s), paraa qual S(t, s)xo = ]li)Holo S(t,s)rn; = jlggo Yn; = Yo-
Conclui-se que A(t) C S(t, s)A(s), e assim {A(t) : t € R} é invariante.

Por fim, mostremos a propriedade de minimalidade. Seja fl(t) é fechado e limitado que atrai pullback con-
juntos limitados no instante ¢, entdo w(B,t) C fl(t) para todos os subconjuntos limitados B de X, e, portanto,
A(t) C A(t).

]

Corolario 2.3.3. Se existe K C X compacto que atrai em sentido pullback todos os limitados de X entdo existe

atrator pullback e ele é dado por:

Alt) = | w(B,1).

BeB
Demonstragdo. Segue diretamente do Teorema 2.3.2, bastando definir a familia { K (¢) : ¢ € R} por K(t) = K
paratodot € R.
]

Teorema 2.3.4. Se {S(t,s) : t > s} € pullback assintoticamente compacto, entdo A(t), definido por

A(t) = | w(B,1), (2.3.1)

BeB



2.3 Existéncia de atratores pullback 44

atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t, a familia {A(t) : t € R} € invariante e, se {C(t) :

t € R} atrai pullback subconjuntos limitados de X, entdo A(t) C C(t) para todo t € R. Além disso, se
{S(t,s) : t > s} é pullback dissipativo, temos que A(t) é limitado.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que a familia {A(¢) : ¢ € R} atrai limitados em sentido pullback
limitados. Dado um conjunto limitado B C X, pelo Lema 2.2.4 w(B,t) atrai B no sentido pullback. Como
A(t) contém w(DB,t), segue que A(t) também atrai B no sentido pullback. Para mostrar que {A(¢) : t € R}
¢ invariante, isto é, vamos provar que S(t,s)A(s) = A(t) V¢t > s. Pela defini¢do de A(s), temos A(s) =

U w(B,s). Logo, S(t,s)A(s) = S(t,s) U w(B,s). Como S(t,s)w(B,s) = w(B,t) ¥t > s. Portanto,
BeB BeB
S(t,s)A(s) = A(t), como queriamos. Agora, suponha que {C(¢) : ¢ € R} seja uma familia de conjuntos que

atrai pullback subconjuntos limitados de X . Queremos mostrar que A(¢) C C(t) paratodo ¢ € R. Como C(t) atrai
pullback subconjuntos limitados, para qualquer conjunto limitado B C X, temos que a familia {C(t) : t € R}
também atrai, basta notar que dado um conjunto limitado B C X, para qualquer ¢ > 0, existe sg = so(e, B) tal
que

S(t,s)B C Vo(C(t)) C V.(C[®)) Vs < so.

Assim, w(B,t) C C(t) paratodo B C X limitado. Portanto, pela defini¢do de A(t),
A(t) = | J{w(B,t) : B C X, Blimitado} C C(t).

Por fim, se {S(t, s) : t > s} é pullback limitado dissipativo, existe { D(t) : ¢t € R} uma familia de subconjun-
tos limitados tal que o conjunto D(t) atrai em sentido pullback cada um dos limitados, pela demonstra¢do acima

temos que A(t) C D(t), como D(t) é limitado, temos que D(t) também ¢é limitado. Portanto, .A(t) é limitado.
|

Observacdo 2.3.5. Considere a familia {A(t) : t € R} definida no Teorema 2.3.4. Se {S(t,s) : t > s} € pullback
assintoticamente compacto e dissipativo. Entdo, { A(t) : t € R} consiste numa familia de fechados limitados que
atraem, em sentido pullback, todos os subconjuntos limitados de X. Em particular, quando (X, || - ||) € espago

normado com dim(X) < oo, conclui-se que { A(t) : t € R} é um atrator pullback.

Definicdo 2.3.6. Diremos que um processo de evolugdo {S(t,s) : t > s} é fortemente limitado dissipativo no
sentido pullback quando existir uma familia de limitados tal que para cada t € R o conjunto D(t) absorve
limitados no instante T para todo T < t, isto é, dado B um conjunto limitado de X e T < t existe sog = so(T, B)

tal que S(7,s)B C D(t) para todo s < sq.

Teorema 2.3.7. Um processo de evolugdo {S(t, s) : t > s} é pullback fortemente limitado dissipativo e pullback
assintoticamente compacto se, somente se, {S(t,s) : t > s} tem um atrator pullback {A(t) : t € R} com a

propriedade que U A(s) é limitado para cada t € R.
s<t

Demonstragdo. Suponha que o processo de evolugio {S(t, s) : t > s} é pullback fortemente limitado dissipativo

e pullback assintoticamente compacto. Assim, definindo
A(t) = | J{w(B,t) : B C X, Blimitado}, Vt€ R,

segue do Teorema 2.3.4 que, A € invariante e para cada ¢ € R, A(t) atrai pullback subconjuntos limitados de X

no instante ¢. Além disso, se {D(t) : t € R} atrai pullback subconjuntos limitados de X, entdo A(t) C D(¢).



2.3 Existéncia de atratores pullback 45

Do fato que {S(t,s) : t > s € T} é pullback fortemente limitado dissipativo, existe {B(t) : ¢ € R} que
absorve pullback subconjuntos limitados de X no instante 7, para cada 7 < ¢.
Queremos mostrar que

A(t) = w(B(t),1t).

Assim, pelo Lema 2.2.4 temos que w(B(t),t) C A(t). Dado D C X limitado, para todo 7 < t existe
so(D, ) tal que
S(t,s)D C B(t) Vs < sg

Sejax € w(D,t), existe s; = —oo e (z;)jen € D tal que S(t,s;)xj — .
Como {B(t) : t € R } absorve fortemente, podemos encontrar subsequéncia (s;x)ren de (s;);en tal que

para k suficientemente grande s;, <t —ke
St —k,sjk)zr € B(t).

Logo,

= 1 t, Sik)T;
x kirfmS(,sjk)xjk

r= lim S(t,t—k)S(t—Fk,sjk)Tjk
k—+o0 —_— ———
€B(t)
Assim, x € w(B(t),t) e portanto w(D,t) C w(B(t),t). Como tomamos D limitado, temos que a unifo dos
w-limites de limitados estdo em w(B(t),t), ou seja, A(t) C w(B(¢),t). Logo, A(t) = w(B(¢),t), para todo
teR.

Por fim, mostremos que U A(s) é limitado para cada ¢t € R. Fixadot € R, paratodo 7 < te D C X
s<t
limitado. Temos que

w(D,T) C B(t),

pois w(D, 7) é o menor fechado que atrai no instante 7. Logo, A(7) C B(t) paratodo 7 < ¢. Portanto, U A(T) C
T<t
B(t) como queriamos demonstrar.

Por outro lado, suponha que {S(t, s) : t > s} tem um atrator pullback {A(t) : ¢ € R} com a propriedade que

U A(s) é limitado para cada t € R. Seja B = (2, )nen C X uma sequéncia limitada e ¢ € R, logo
s<t

lim dist(S(t,s)B,A(t)) =0,

§——0Q

pois {A(t) : t € R} atrai (z,,)neny C X no instante ¢. Pela Proposi¢do 2.3.1 segue que (x,,) possui subsequencia
convergente. Agora mostremos que {S(t, s) : t > s} é fortemente limitado dissipativo em sentido pullback, seja
t € R fixado, tome 7 < ¢ ¢ B C X limitado. Defina a familia {D(¢) : t € R} em que D(t) = U,<,V1(A(7)).
Dado t € R, como V;(A(7)) absorve limitados V7 < ¢ temos que V7 (A(7)) absorve B no sentido pullback no

instante 7. Logo, existe so = so(7, B) tal que

S(r,B) C Vi(A(7))
C D(t)
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2.4 Semigrupos

Depois de estudar o processo de evolu¢do no capitulo anterior, vimos que a solu¢do de um problema de valor
inicial pode ser descrita por uma familia de operadores. Nesse contexto, é possivel focar em uma estrutura um
pouco mais simples: os problemas auténomos, isto é, problemas do tipo & = f(x). Os operadores associados a
esses problemas possuem propriedades que nos levam naturalmente a teoria de semigrupos. Neste capitulo, vamos
entender melhor o que sdo os semigrupos de operadores e como essa teoria se conecta com o que foi desenvolvido

até aqui.

Defini¢io 2.4.1. Sejam X = {X,d} um espaco métrico e Rt = [0, +0c0). Uma familia de operadores {T(t) :

t > 0} € chamada de semigrupo em X, se satisfaz:
1. T(0) = Idx;
2.T({t+s)=T{)T(s),Vs, t >0;
3. A aplicagdo (x,t) — T(t)x é continua para (v,t) € RT x X .

Proposicao 2.4.2. Se {S(t,s) : t > s} é um processo auténomo (ver defini¢do 2.1.4). Entdo, a familia {T(t) :
t > 0} definida por T (t) = S(t,0), é um semigrupo em X.
Analogamente, se {T(t) : t > 0} é um semigrupo em X, definindo S(t,s) = T(t — s) temos que {S(t, s) :

t > s} é um processo de evolugdo autéonomo.
Demonstragdo. Note que, como S(+, ) é autdbnomo entdo S(t,s) = S(t — s,0) = T(t — s).
i T(0) =8(0,0) = Idx;
it T(t+s)=8t+s,0)=8(—s) =5t,0)85(0,(—s) =Tt —-0)T(0— (—s)) =Tt)T(s);
iii a aplicagdo (¢,z) — T'(t)r € X é continua. Sejam ¢y € R e {t, }nen tais que nlgl;O t,, = to. Além disso,

sejam zg € X e {zp tnen tais que lim a,, = x;. Logo,
n—oo

lim T(tn)mn = lim S(tn, 0)$n = S(to, O)xo = T(to)mo.

n—oo n—oo

Portanto {7'(t) : t > 0} é um semigrupo em X.
Por outro lado, tome {7'(¢) : ¢ > 0} um semigrupo em X, e definimos S(t,s) = T'(t — s). Vamos mostrar

que S(+, -) é um processo de evolugio.
i S(t,t)=T(t—1t)=T(0) = Idx;
it S(t,v)S(w,s)=Tt—v)T(v—s)=Tt—v+v—35)=T({t—3s)=38(,s);

iii Mostremos que a aplicagéo (¢,s,z) — S(t,s)r = T(t — s)r € X é continua. Note que a aplica¢do
(x,t) — T(t)x é continua. A funcdo (t,s) — (¢t — s) é continua. Portanto a aplicacdo (t, s, z) — S(t,s)x

€ uma composicio de duas aplicacdes continuas e consequentemente continua.
Logo, S(+, ) € um processo de evolugao. ]

Defini¢do 2.4.3. Para um semigrupo {T'(t);t > 0} e um conjunto B C X definimos
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* Para cadat > 0, a imagem de B sob T'(t),

T(t)B = {T(t)x : z € B;

* A orbita positiva de B,

* A drbita positiva de T'(s)B,
v (B)=JT(®)B.

Definicdo 2.4.4. Um semigrupo {T(t);t > 0} é dito eventualmente limitado se para cada limitado B C X, existe
tp > 0 tal que v;", (B) ¢ limitado.

Defini¢éio 2.4.5. Um conjunto K C X é dito invariante se T(t)K = K, respectivamente, para todo t > 0. Além

disso, K ¢ positivamente invariante se T(t)K C K para todo t > 0.

Definiciio 2.4.6. Dizemos que um conjunto B atrai C sob a agdo de um semigrupo {T'(t);t > 0} quando
tlggc dist(T'(t)C, B) = 0.
Deste modo, se B atrai C, dado € > 0, existe tg > 0 de modo que
dist(T'(t)C, B) < e, Vt>to,

o que implica que

dist(T'(t)C,B) <e, Vt>ty, ceC <= 7 (C)CV.(B).

Portanto, dizer que B atrai C é equivalente a dizer que, para todo € > 0, existe tog > 0 tal que
%(C) C Ve(B).
Definicdo 2.4.7. Para qualquer conjunto B C X, definimos o conjunto w-limite de B, w(B) como,

w(B) = [ (B).

s>0
Analogamente a Proposi¢do 2.2.2 temos a seguinte caracterizagdo:

Proposicio 2.4.8. Se B C X, entdo w(B) é fechado e
wB) ={yeX:y= lirf T(tn)xy, para certas sequéncias t, — +oo e (x,) C B}
n—-+oo

Definicio 2.4.9. O semigrupo, {T'(t) : t > 0}, ¢ dito dissipativo, se existe um conjunto limitado B C X que atrai
que cada limitado de X sob agdo de T'(t).

Definicdo 2.4.10. Um semigrupo {T'(t) : t > 0} ¢ dito assintoticamente compacto se para toda sequéncia

limitada (xp,)nen € tn, — +00, a sequéncia (T (t,)xy,)nen admite subsequencia convergente.
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Definiciio 2.4.11. Chamaremos A C X de atrator global para o semigrupo {T'(t) : t > 0} quando A é compacto,

invariante e atrai cada um dos subconjuntos limitados de X pela agdo de {T(t) : t > 0}.
Teorema 2.4.12. Se um semigrupo {T'(t) : t > 0} possui atrator global A, entdo
i) O atrator € linico;

ii) A é o menor fechado e limitado que atrai subconjuntos limitados de X, em particular, é o menor compacto

de X que atrai limitados;
iii) A é o maior conjunto limitado e invariante.

Demonstracdo. Para provar ii), seja D um conjunto fechado e limitado que atrai limitados. Como A é compacto

temos que A € limitado e portanto D atrai A, ou seja,
0= tliglo dist(T(t)A, D)

Como T'(t)A = A, Vt > 0, pois A é invariante. tlgglo dist(T(t)A,D) = tlgglo dist(A, D). Portanto dist(A4, D) =0
e pela Observagdo 2.1.6 obtemos que A C D = D, pois D é fechado. Logo, A C D, como queriamos.

Agora, seja B um limitado e invariante, por ser limitado o atrator global A o atrai e por ser invariante (com o
argumento da prova de ii)),

0= lim dist(T(t)B,A) = lim dist(B, A)

t—o0 t—o0

obtemos que B C A = A e portanto segue iii).
Finalmente, seja A; um outro atrator global para o semigrupo {T'(¢);¢ > 0}. Como A; é um compacto que
atrai limitados e A ¢ atrator global, temos por ii) que A C A;. E como A; é um limitado e invariante e A & atrator

global, de iii) segue que A; C A. Portanto, devemos ter A; = A, o que conclui a demonstragéo. |
Apresentamos agora o t eorema que estabelece a relag@o entre os atratores pullback e os atratores globais.

Teorema 2.4.13. Se {S(t,s) : t > s} é um processo auténomo e T(-) é o semigrupo associado, entdo S(-,-)
possui atrator pullback {A(t) : t € R} se, e somente se, T(-) possui atrator global A. Em caso afirmativo,
A(t) = A(0) = A, para todo t € R é o atrator global para T'(-).

Demonstragdo. Suponhamos primeiramente que {7°(t) : ¢t > 0} possui atrator global A e consideremos a familia
constante {A(t) : t € R} em que A(t) = A, paratodot € R.

Naturalmente, essa familia é o atrator global pullback para S(-,-), pois para cada A(t) = A é compacto e
invariante

S(t,s)A(s) =T(t —s)A=A=A(t), Vt>s.

Além disso, se B € limitado temos

lim dist(S(t,s)B,A(t)) = lim dist(T(t —s)B,A) =0.

s——00 §——0©
Se {F(t) : t € R} é uma familia de fechados que atrai limitados no sentido pullback, em particular atrai A,

entdo paracadat € R

0= lim dist(S(t, s)A(t), F(t)) = dist(A, F(t)).

§—— 00

Logo, A C (F(t)) = F(t).



2.4 Semigrupos 49

Reciprocamente, se S(-,-) ¢ auténomo e {A(t) : t € R} é o atrator pullback. Seja B C X um conjunto
limitado. Assim,
sl}r_noo dist(S(0,5)B, A(0)) =0 <« Sl}r_noo dist(S(0 —s,0)B,.A(0)) =0

< lim dist(T(0—s)B,.A(0)) =0

§——00

< lim dist(T(t —s)B,A(0)) =0 Vt,s€eR.

5——00

Defina a familia {C(¢) : t € R} em que C(t) = A(0) para todo ¢t € R. Logo, {C(¢) : t € R} é familia de
compactos que atrai conjuntos limitados em sentido pullback. Segue da minimalidade de A(-) que A(t) C C(¢t) =

A(0), para todo ¢t € R. Logo, U A(t) C A(0) é limitado. Tome
teR

K=JA®

teR

¢é compacto, invariante, e atrai limitados pela acdo de 7'(-). Portanto, K € atrator global de T'(-). Note que
A(0) C K C A(0).

Ou seja, K = A(0). Portanto .A(0) atrator global sob a a¢do de T'(+).
|

Proposicao 2.4.14. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo continuo em X e considere o processo auténomo associado
S(t,s)=T(—s), t>s.

Entdo o semigrupo é dissipativo se, e somente se, o processo de evolugdo pullback fortemente limitado dissipativo.

Demonstragdo. Suponha que o semigrupo seja dissipativo. Entdo, para cada conjunto limitado B C X, existe
to > 0 tal que
U 7t)B c B,.

t>to
Assim, T'(t)B C By para todo ¢t > to. Defina a familia D(¢t) = By para todo ¢ € R, logo a familia constante
D(t) = {By : t € R} é uma familia de limitados que absorve limitados. De fato, fixe t € R e B limitado. Assim,

para todo 7 < t defina s = T — . Deste modo, para todo s < sg, temos T — s > T — 59 = tg. Logo:
S(r,8)B=T(1T —s)B C By = D(t).

Portanto, o processo é fortemente limitado dissipativo no sentido pullback. Por outro lado, suponha que
{S8(t,s) : t > s} é fortemente limitado dissipativo em sentido pullback. Escolha t = 0. Existe so = s0(0, B, ¢)
tal que para todo 7 < 0 temos que

S(r,s)B C D(0), Vs < sp.

Como S(1,8) =T (7 — s) e s < sg. Defina tg = —sg > 0. Paratodo t > tg, tome s = —t < —tg = $p.
Entao
T(t)B =T(—s)B = 5(0,s)B C D(0).
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Portanto

U 7(t)B c D(0)

t>tg

e o semigrupo € dissipativo. |

Proposicio 2.4.15. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo e considere o processo auténomo associado
S(t,s) =T(t—s), t>s.

Entdo o semigrupo é assintoticamente compacto se, e somente se, o processo é pullback assintoticamente com-

pacto.

Demonstragdo. Suponha que o semigrupo € assintoticamente compacto. Seja ¢t € R fixo, (xj)en uma sequéncia

limitada em X e s — —o0. Defina 7, =t — s;. Como s, — —o0, temos 7, — 400. Observe que
S(t, sk)xk = T(t - Sk)l‘k = T(Tk)xk.

Como (z) é limitada e 7, — 00, a sequéncia (T (7 )z )ken possui uma subsequéncia convergente.

Portanto, {S(¢, sk )x} possui uma subsequéncia convergente, mostrando que o processo é assintoticamente
compacto em sentido pullback.

Agora, suponha que o processo de evolugdo € assintoticamente compacto em sentido pullback. Seja (zx)ken
uma sequéncia limitada em X e t; — oco. Fixe qualquer ¢t € R (por exemplo, ¢ = 0) e defina s, = t — ;. Como

tr — 00, temos s, =t — t, — —oo. Observe que
T(tk)xk = T(t - sk)xk = S(t, Sk)(Ek.

Pela compacidade assintética pullback do processo, como (zj) é limitada e s, — —oo, a sequéncia
{S(t, si)xx} possui uma subsequéncia convergente. Portanto, {T'(¢;, )z} possui uma subsequéncia convergente.

Assim, semigrupo € assintoticamente compacto. |

Teorema 2.4.16. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo. Entdo {T'(t) : t > 0} possui um atrator global se, e somente

se, € dissipativo e assintoticamente compacto.

Demonstragdo. Como {T'(t) : t > 0} é assintoticamente compacto e dissipativo entéo pelas as Proposi¢oes 2.4.15
e 2.4.14 temos que o processo de evolucdo auténomo associado é fortemente limitado dissipativo e assintotica-
mente compacto em sentido pullback. Assim, pelo Teorema 2.3.7 temos que existe atrator pullback { A(t) : t € R}

e pelo Teorema 2.4.13 existe atrator global. ]

Exemplo 2.4.17. Considere o seguinte problema de valor inicial:

onde xy € R é a condigdo inicial.
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Resolvendo a equagdo por separagdo de varidveis, obtemos a solugdo explicita

e
5 , se xg > 0,
1—=x
5 0 +62t
Lo
ot
x(t,z0) = ———— sexy <0,
1—a?
5 0 4 e2t
Lo
0, se xg = 0.

Assim, a familia de operadores {T'(t) : t > 0} definida por

T(t)xg = x(t,x0)

constitui 0 semigrupo associado ao problema.

Na Figura 2.4.1, observamos que todas as solugdes com condi¢do inicial em [—1, 1] permanecem neste inter-

valo e todas as solugdes sdo atraidas para os pontos x = —1 e x = 1. Isso sugere que o atrator global do sistema
¢
A=[-1,1].
) | ! | ! | ! | } | | |
| | | | ) | ) | | | | |
TR TR A A 1 R SR A
) | | | ) | | | | | | |
N T IR T N SR T I N K ) ¢
S S S S R M 1= (075)°
S S U U Y Vo)
N N N N N N N N RN N N N
ST R T TS = —-—
4 — i g ™| 2T = ™ N ™ s - P )
= = = = = = =% = = = = =
A A B B S R I I N S S
! 1 ) ! I ! i ! 1 ) ) !
f f f f t [ t t t f t
f t t t t f t f t f t f
t t t t t f f t f t f
t i t t t t t t t t t

Figura 2.4.1: Campo vetorial associado 2 EDO & = x — z°.

Mostremos a seguir que, de fato, A = [—1, 1] € o atrator global para o semigrupo T'(-). Assim, seja xy € A.
Caso1: zo >0

Temos

et

[1-x] 2
x2 te

T(t)xo = z(t,x9) =
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Note que
0 < x(t,zo) <1 paratodot >0,

) 1— a2
porque o denominador T%O + €2t > e'. Logo, x(t, o) € [0,1] C [-1,1].
Caso2: zo <0

Temos

et

[1—x2 ’
- 0 + 6215
Zo

Analogamente, —1 < x(t,x¢) < 0 para todo t > 0, de modo que x(t,xy) € [—1,0] C [-1,1].

T(t)xg = x(t,x0) = —

Caso 3: ©o =0

Neste caso, z(t,0) = 0 € [-1, 1] para todo t > 0.

Portanto, em todos os casos, temos x(t,xo) € [—1,1]. Logo T(t)A C A. Com a andlise acima, também
conseguimos concluir que A C T(t).A. Dessa forma, A é invariante. Agora, tome B € R limitado, queremos
mostrar que existe ty € R tal que %Jg (B) C V-(A). Logo, sejae > 0. Note que como B C R e limitado, temos
que B é compacto. Seja = € B.

Casol: x>0

et

[1—z2 ’
1$§ +’62t

No que . ligrn T(t)x = 1. Logo, existe ty € R tal que para todo t > to temos que d(T(t)x,1) < €. Ou seja, Caso
— 400

T(t)x =

2: <0
ot

1—g2 ’
\ o et

No que . ligl T(t)x = —1. Logo, existe ty € R tal que para todo t > to temos que d(T(t)x,1) < e. Ou seja,
— 400
Caso 3: xo = 0 Neste caso, x(t,0) = 0 € [—1,1] para todo t > 0.

T(t)x = —

Assim, para cada x € B existe t, € R tal que
d(T(t)z, A) <e, Vt>t,.

Note que a aplicagdo x + d(T(t)x, A) é continua, como B é um compacto temos que para todo x € B, a

aplicagdo é uniformemente continua. Logo, existe ty € R tal que
d(T(t)z, A) <e, Vt>to.

Disso, segue que q/;g (B) C V(A). E podemos concluir que A é o atrator global para o semigrupo T'(+).
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3 SIR nao autonomo

Neste trabalho, introduziremos o modelo SIR, que servird como aplicag@o da teoria abstrata apresentada. O
modelo SIR é um dos mais cldssicos e amplamente utilizados para descrever a propagacdo de doengas infecciosas

em uma populacdo. Ele divide a populacdo em trés grupos:

¢ Individuos suscetiveis (S): Individuos que ndo estéo infectados, mas que podem contrair a doenca ao

entrarem em contato com individuos infectados.

* Individuos infectados (7): Individuos que estdo atualmente infectados e séo capazes de transmitir a doenca

a individuos suscetiveis.

* Individuos recuperados (R): Individuos que ja foram infectados e que ndo podem mais contrair ou trans-

mitir a doenga, seja por imunidade adquirida ou por terem falecido.

Seja N (t) a populagdo total no instante de tempo ¢; temos que:

N(t) = S(t) + I(t) + R(t).
Assumimos ainda as seguintes constantes ndo-negativas:

¢ a: taxa de mortalidade ou emigracdo;
* b: taxa de reinfeccéo;
1 Lo o .
e —: tempo médio que um individuo permanece infectado;
c
Além disso, consideramos as seguintes fun¢des ¢,y : R — [0, +00) para o nosso modelo:
* 7(t): taxa de infeccdo.
* ¢(t): nascimentos e imigragdes na populago.

Para nosso estudo, tomaremos g e ~y fungdes continuas e limitadas. A seguir, a Figura 3.0.1 apresenta um

diagrama ilustrando a dinamica entre os grupos.

Lq(t)

S

Figura 3.0.1: Diagrama do modelo SIR.

Y

e
R

Y

=

A

Com base nas suposi¢des anteriores, o modelo SIR € descrito pelo seguinte sistema de equacdes diferenciais

ordinarias:
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SI

§' = q(t) —(t) 5 — S+, (3.0.1a)
r =7(t)% —(a+b+)l, (3.0.1b)
R =l —aR. (3.0.1c)

Por se tratar de um problema com motivagdes bioldgicas, uma restricdo importante € que estamos conside-
rando apenas valores ndo negativos para S(t), I(t) e R(t), pois ndo faz sentido admitir popula¢des negativas.
Sendo assim, o espaco de estados do sistema estd contido no octante do R3 onde todas as coordenadas sdo ndo

negativas. Denotamos esse conjunto por:

X = {(2,y,2) € R® | 2,9,z > 0}.

3.1 Boa colocacao

Teorema 3.1.1 (Boa colocagdo para o modelo SIR). Para cada dado inicial zo = (So, Iy, Ro) € X e instante

inicial s > 0, existe uma tinica solugdo
x(t,s,x0) = (S(t, s,20), I(t,s,20), R(t, s,20)) € C([s,+0),X)

do sistema (3.0.12)—(3.0.1c), satisfazendo a condigdo inicial x(s, s, xg) = xo.

Além disso, a familia de operadores {S(t,s) : t > s} definida por
St,s): X = X, x9St s)xo = x(t,s,20)

define um processo de evolucdo no espago X.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos denotar o sistema (3.0.1a)—(3.0.1c) da seguinte maneira:

S =q(t) - v(t)% —aS +0bI = gi1(t,z), (3.1.1a)
ST

I'=y(t)3 —(a+b+0)1 =: go(t, 2), (3.1.1b)

R =cl —aR =: g3(t, ), (3.1.1c)

emquezr = (S,[,R) e XeN=S+I+R
Mostremos que ¢ = (g1, g2, g3) € localmente lipschitziana em relagdo a segunda varidvel. Para N > 0, a

derivada de g em relacdo a = é dada por:

0=t SPRC Rl et R L
D(g)(t,x) = v(t)w 7(0% —(a+b+c) f’y(t)%
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Temos que as derivadas parciais de g existem e sdo continuas em X e, portanto, g é localmente Lipschitz em

relacdo a segunda varidvel. No caso que N = 0, defina

0, =0

Provemos que f € localmente Lipschitz em relagdio a segunda varidvel em X, munido da métrica
d((z1, 2, 23), (y1,92,¥3)) = |21 — 1| + |22 — Y| + |z3 — ys].

Sejax = (S,I,R) € X et* € [s,+00). Como ~ € limitada, existe M > 0 tal que |y(¢)| < M, para todo
t € [s,4+00) Seja (S1,I1, R1) e (S2, Iz, Ra) € Be(z) et € Bo(t").

e Casol: Ny =51+ 11 + Ry > 0e (52,15, R2) = (0,0,0). Assim, como S < Ny :

AU (0,81 1, ). 6:0,0,0) = 1)

< MII < M(Sl + Il + Rl) = Md((slallaR1)7 (07070))

¢ Caso2 N1 =S1+11+R; >0e Ny =85,+ 1+ Ry >0:

SiT Sol.
d(f<t7 517[17R1)7f(t7 527I27R2)) = |A/(t)| ‘ ]i]ll - ]2\]22
S11q Sols
<M
< M(IL + 1)

<M(Si+ L +Ri+ S+ L+ Ry)
= 2Md((S1,11, R1), (S2, I, R2)).

Portanto para todo (Si1,I1,R1) e (S2,lo,Re) € X, temos que d(f(S1,I1,R1), f(S2,I2,R2)) <
2Md((S1, 11, R1), (S2, Iz, R2)) e portanto f € Lipschitz em relacdo a x, e pelo discutido anteriormente con-
cluimos que g € localmente Lipschitz em relacdo a segunda varidvel.

Pelo Teorema 1.1.7, o sistema SIR possui a propriedade da unicidade de solugdes e, assim, pela Proposi¢do
1.4.3, existe uma solu¢do méxima x(t, s, zg) = (S(¢, s, o), I(t, s,x0), R(t, s, 2o)) para (3.0.1a)—(3.0.1¢c) definida
para [0, Tz )-

Mostremos que 7,4, = +00. Primeiramente, somando as equagdes do sistema (3.0.1a)—(3.0.1c) obtemos:
N'(t,s,20) = S'(t,8,20) + I'(t,s,20) + R'(t,8,70) = q(t) — aN(t, s,x0).

Logo,
N'(t,s,20) + aN(t, s,20) = q(t).

A EDO acima € uma equacao linear de primeira ordem. Resolvendo analiticamente obtemos que

t
N(t,s,29) = </ eTq(T) dT—l—easN(s,s,xo))e_at.

Como ¢(t) é limitada, existe uma constante ¢; > 0 tal que ¢(¢) < ¢ para todo ¢t > 0. Logo,
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¢
N(t,s,z9) < (/ e qrdr + e_asN(&s,xo))e_“t
N@w@é(mwteﬂ+ﬁW@@m06”
a
N(t,s,20) < q—l(l — 7Y 4 0TI N (s, 5, )
a

N(t, s, xq) < e (N(s, $,Z0) — ql) Ty (3.1.2)

Suponha, que 7,4, < co. Obtemos que

lim [|N(t,5,20)] < lim W@ﬂ(m%)+%|
t—Tmax a a

t—Tmax
_ Hea(877'max) (170 _ ql) + ﬂ”
a a

O que contradiz o Corolério 1.4.8, 1020 Ty, = +00. Até aqui, mostramos apenas que a solugdo N (¢, s, )
existe globalmente, ou seja, que Tmax = +00 para N(t, s, x0). Agora, precisamos garantir que 0 mesmo ocorre
para S(t, s, x0), I(t,s,x0) e R(t,s,x0). Mas como para todo ¢, temos que S(t, s, zo), I(t, s,x0), R(t, s,20) <

N(t, s, xq) é facil ver que

lim [|S(¢,s,20)| < . lim [|N(t, s, 20)| < +o0,
—>Tmax

t— Tmax

t—Tmax

lim ||I(t,s,z0)|| < lim ||N(¢,8,20)] < 400,
t—Tmax

lim [|R(t,s,z0)| < tiim IN(t,s,20)|| < +o0.

t—Tmax max

e portanto, S(t, s, xo), I(t, s, o), R(t, s, x¢) estdo definidas globalmente.
A familia de operadores {S(¢, s) : t > s}, definida por

S(t7 S)IO = ’I(t, S5, .To),

define um processo de evolucgdo no espaco X, conforme estabelecido na Proposi¢do 2.1.3.

Teorema 3.1.2. Dado xg = (So, I, Ry) € X entdo para toda solugio x € X em que x(s, s, o) = xq temos que

x(t,s,x0) € X paratodo t,s > 0. Ou seja, conjunto das solugcdes néo negativas é positivamente invariante.

Seja xo = (S0, 1o, Ro) € X e x(t,s,z0) = (S(t,s,20),I(t,s,20), R(,s,20)) a solucdo do sistema
(3.0.12)—(3.0.1c) com condig@o inicial z(s, s,29) = xo. Pela defini¢do de X, temos Sy > 0, Iy > 0e Ry > 0.
Suponha, para obter uma contradi¢do, que alguma componente da solu¢do assuma valores negativos.

Como z(t, s, x() é continua, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢, > s em que alguma componente

da solugdo atinge o valor zero, enquanto todas as componentes permanecem ndo negativas. Vamos analisar cada

Caso:
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e Caso 1: S(tg,s,29) = 0,1(to,s,20) > 0, R(tg,s,z9) > 0. Da equagdo para S’(t,s,xg) em (3.0.1a),

temos:

I
S'(t,s,m0) = q(t) — ’y(t)% —aS +bl.

Em t = ¢y, obtemos:

S/(t07 871.0) = q(t()) + bI(to, 871'0) Z O

Como S’ (to, s, 20) > 0 temos que S(t, s,x¢) > 0 para todo ¢ € [s, +00).

e Caso 2: S(to,s,xg) > 0,1(to,s,79) = 0, R(to,s,z0) > 0. Da equagdo para I'(t,s,zo) em (3.0.1b),

temos:

SI
Il(t7s7_‘1}0) = ’Y(t)ﬁ - (a+b+ C)I

Em ¢ = tg, substituindo I(tg, s, xg) = 0, obtemos:
Il(to, S, ZL’o) =0.

Logo, I =0, ouseja, I > 0.

e Caso 3: S(tg,s,w9) > 0,1(to,s,z0) > 0,R(to,s,z0) = 0. Da equagio para R'(t,s,zo) em (3.0.1c),
temos:

R'(t,s,29) = cI — aR.

Em t = ty, substituindo R(to, s, z¢) = 0, obtemos:
R/(to’ 5, .’E()) = CI(tO> S, xO) 2 0.

Logo, R(t,s,z) > 0 paratodo ¢ € [s, +00)

Em todos os casos, chegamos a uma contradi¢do com a suposi¢do de que alguma componente da solugdo se
torna negativa. Portanto, a solugdo z(¢, s, 2o) permanece em X para todo ¢ > s, e o conjunto das solugdes ndo

negativas € positivamente invariante. |

Sejam g e ¢; > 0 tais que para todo t € [s,+00), g0 < ¢(t) < ¢1. Definimos
Bo = {(S,I,R) ex:LcgiriRr< ql}.
a a

Teorema 3.1.3. O conjunto By C X atrai conjuntos limitados de X em sentido pullback e portanto existe atrator
pullback { A(t) : t € R}, dado por
A(t) = U w(B,t).

BeB
Demonstragdo. Seja B C X um conjunto limitado. Entdo existe uma constante // > 0 tal que para todo

(S,I,R) € B, tem-se

(SaIaR) € BM(O)
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Para qualquer x¢ € B, a equagdo para N (¢, s, z() é dada por:

dN

o q(t) —aN(t, s, xo),

em que vimos que a solucdo geral é:
t
N(t,s,z0) = / e®Tq(T)dT + e** N(s,5,20) |e .
s
Assim, o processo de evolugdo associado é dado por
t
S(t,s)xo = x(t, s,20) = / e"Tq(T)dT + e 2 | e

Como g < ¢(t) < ¢ para todo ¢, segue que

&Wﬂ@%—@)+@§Awﬁw@§wWﬂ@%—@)+@, (3.1.3)
a a a a
Logo,
S(t < pals—t) _ ﬂ ﬂ
(t,8)xg < e ( . )+ .
Tomando o limite s — —o0, temos e®* ) (xg — q—l) + ki3 — a
a a

Por outro lado,

Tomando o limite s — —oo, temos ¢~ (z — @) + == =
a

Logo, dado £ > 0, existe sq(t, B, €) tal que para todo s < sg
S(t,s)l'o S ‘/5(80)

Portanto,

S(t,s)B C Vi(By).

Temos que By atrai conjuntos limitados de X.

Note que, temos entéio um conjunto compacto 3y que atrai limitados, assim pelo Coroldrio 2.3.3 temos que

existe atrator pullback {A(¢) : ¢ € R}, dado por

Aty = | w(B.t).

BeB

3.2 Condicoes para a extin¢ao ou persisténcia da infeccao

Nesta secdo, investigaremos as condi¢des que determinam se a doencga persiste na populacdo ou € erradicada.



3.2 Condigdes para a extingdo ou persisténcia da infec¢do 59

Definicao 3.2.1. Seja v : R — R. A média de v é dada por:

1 ¢
m(y) = lirgiup{t_S/ ~y(T)dT : tszn}.

Teorema 3.2.2. Sejam x(t,s,xo) = (S(¢,s,20),1(t,s,x0), R(t,s,x0)) uma solucdo do sistema (3.0.1b) -
(3.0.1a), com condigdo inicial x(s) = xo = (So, Lo, Ro) € Ri’_. Entdo:

1. Se vy satisfaz m(y) < a + b+ ¢, entd@o

lm I(t,s,29)=0 e lim R(¢,s,29)=0.

§——0Q S§—r— 00

Além disso, definindo

t
N*(t) = / e g(r) dr,

segue que £(t) = (N*(t),0,0) é uma solugdo global, e que o conjunto A(t) = {(N*(t),0,0)} constitui um
atrator pullback.

Além disso, também vale que

lm I(¢,s,20)=0 e lim R(t,s,20) =0.

t—+o0 t—4o0
2. Se y satisfaz m(vy) > a + b + ¢, entdo para todo xo = (So, Iy, Ro) € X, com Iy > 0 existe €g > 0 tal que

lm I(t,s,x0) > €o.

t—+o0
Demonstracdo. Da equagdo 3.0.1b, temos que
It ) = (t)iS(t,s, ) I(t )—(a+b+)I(t )
S, T S, T a & S,Xo).
59y L0 Y N(t, s, -TO) 595 L0 5 9y L0

Colocando I(t, s, zp) em evidéncia, obtemos:

S(ta S, IEO)

I'(t =1I(t t)—
( ,S,l‘o) ( ,S,:Eo) fY( )N(t, S,l‘o)

—(a+b+0)|.

S
Como N < 1, paratodot > s, segue que

I'(t,s,20) < I(t,s,20) [Y() — (a+b+0)].

Defina a fungio «(t) ~(t) — (a 4+ b + ¢). Multiplicando ambos os lados da desigualdade por e~ Ji oyt
obtemos:

e e O (¢ 5 20) < a(t)e” I a®dtr (¢ s, xp).

Portanto,

Sl 0N )] < 0
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t
/ di[e_ JS e (5 5, 20)]dr < 0.
s dr

Assim, temos que
t

e—f a(T) dTI(t, 571,0) <e~ f:a(T) dTI(S, 5,$0) = Io.

Logo, paratodot > s,
I(t,s,20) < Ioefst a(r)dr

Ou seja,

I(t, s, z0) < Ipel:D(Mdrl=(atbte)(i=s), (3.2.1)

Por hipétese, a média de v(t) satisfaz

1 t
m(7) —hmsup{t/ ’Y(T)dTZtSZn}<a+b+c

n—-+oo -

t
t—s/ V(T)dr:t—szm}<a+b+c.

= inf sup{

n>0 m>n

Assim, tomando € > 0 tal que m(y) — (a + b+ ¢) + € < 0 existe ng > 0 tal que

Sup{{tis/st’y(’r)dT} :tszn}< m(y) + €.

n>ngo

Logo, paratodot — s > nyg
1
t—s

/ ~(r)dr < m(y) +e.

Assim,

/ [y(r)dr] —(a+b+c)(t—s) < (t—s)[m(y)+e—(a+ b+ )]

Note que, m(y)+e—(a+b+c) <Oe Er_n (t—s) = +00. Ou seja, t_lgrn (t—s)[m(y)+e—(a+b+c)] = —o0
Segue que

lim I(t,s,209) < lim TpedsDnydrl=(atbte)(i=s) — o
t—+o0 t—+o0

Segue que lim I(¢,s,xz9) =0.
§——0Q

Para R(t, s, x¢), da equagdo 3.0.1c, temos:
R'(t,s,m9) = cl(t,s,20) — aR(t, s, 0).
Multiplicando ambos os lados por e** de modo que
4 [e R(t, s,x0)] = ce®I(t, s, z0).
dt 0 0

Integrando de s até ¢:

t
e R(t,s,x0) = e** Ry + c/ e I(r, s, xo) dr.

Logo,
¢
R(t,s,x0) = e IRy + c/ e [(r, 5, 0) dr-.

S
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Como I(r, s, xzg) < Iyels /(Od01=(a+b+)(r=s) Temog que:

t
R(t, s, 20) < "= Ry + c/ e—a(t=1) [ 1 (©)d6)~ (atbtc) (=) .
s
t
— efa(tfs)RO +CI()/ ef;[’y(@)d@]7a(t7r)7(a+b+c)(rfs)dr.

Jd vimos que, dado ¢ > 0 tal que m(y) — (a + b+ ¢) + € < 0, existe ng € N tal que

1

r—Ss

/Tv(r)dv” <m(y)+e,

sempre que 7 — § > ng. Assim,

t
R(t,s,xo) < efa(tfs)RO + CI()/ e(m('y)+6)(r75)7(a+b+c)(rfs)fa(tfr)dr.

S

Para resolver a integral acima, vamos denotar A := (m(7y) +¢) — (a + b+ c). Note que, A < 0. Assim, temos

que:

t t
/ e(m("/)Jre)(rfs)7(a+b+c)(r75)fa(t7r)dr :/ e/\(rfs)fa(tfr)dr

t
— e—(/\s—&-at) / e()\—&-a)rdr
e(/\Jra)t _ 6()\+a)s

Ata
e)\(t—s) _ e—a(t—s)

Ata

_ ef()\s+at)[

]

Como A < 0ea > 0, segue que:

lim e =0 e lim % =0,
S§—r—00 S——00

logo,
lim R(t,s,xq) =0.

§—r— 00

Assim, sob a hipétese de que m(y) < a + b + ¢, concluimos que:

lim I(t,s,29)=0 e lim R(t,s,x29)=0.

S——00 S§——00

Para o caso quando ¢t — +oc € andlogo. Se I = R = 0, a equagio para S € dada por S” = ¢(t) — aS. Logo,

¢
S(t,s,x0) = e” 2798, —|—/ e~ ="g(r) dr-.

Ou seja,
lim S(t,s,20) = N*(t).

S—r— 00
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Considere £(t) = (N*(t),0,0) temos que
S(t,s)6"(s) = w(t, s,£(s)),
em que a solugdo de S é dada por
t
S(t, s, N*(s)) = e “E=)IN*(s) + / e~ g(r) dr

s t
= efa(tfs)/ e g () dr—|—/ e g (r) dr

— 00

s t
:/ e_“(t_r)q(r) dr—i—/ e_“(t_T)q(r)dr

— 00

:/tf“”mﬂwzwwy

—00

Assim, temos

S(t,5)€(s) = &(1),

Ou seja, £(t) é solugdo global. Por fim, mostremos que A(t) = {(N*(¢),0,0)} é atrator pullback. Para cada
t € R temos que .A(t) é apenas um ponto, ou seja, compacto, além disso, como mostrado acima .A(¢) é invariante.
Mostremos que {A : t € R} atrai limitados de X no instate ¢t. Assim, dado ¢ > 0, seja B um conjunto limitado
qualquer de X. Considere zy € B temos que S(t,s)zo = x(t, s, z9) Como SEerx(t,s,xo) = (N*(¢),0,0)
temos que existe so € R tal que S(¢, s)xo € V-(A(¢)) para todo s < sq. Portanto, A(t) atrai B no instante t. Pela
minimalidade concluimos que {A(¢) : ¢ € R} é um atrator pullback. Isso prova o primeiro item do teorema .

Para a segunda parte, suponha para obter contradi¢io, que para todo ¢ > 0 existe 79 > stal que I(¢,s,xo) < €

para todo ¢t > 7. Assim, como feito anteriormente, temos que
t
R(t,s,20) = e **=) Ry + c/ e I I (r, s, x0) drr
S

T0 t
= e )Ry + et [/ e I(r, s, o) +/ eaTI(ﬁsva)] dr.

0

Por hipétese, para t > 1 vale

t t
/ e I(r, s, x0) dr < s/ e’ dr = E(eat — ™).

T0O T0 a

Logo, para t > 7,

To
R(t,s,x0) < e =) Ry + ce™ / e I(r,s,x0) dr + ce” " - £ (e* — ™)
S
—a(t—s) —at ce —a(t—T0)
<e Ry + Cqe —|—f(1—e 0),
a
o ce
onde C := c/ e I(r, s,x0) dr é constante (independente de t). Assim, temos que . ligrn R(t,s,x0) < —.
s — 400 a

Portanto, que para todo ¢ > 7, obtemos
ce
R(tv S, Z'[)) < —.
a
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Note que,
zfy(t)— —(a+b+c)l
:I{v — —(a+b+ )}
N R 1
=1 {’y —(a+b+ c)}
R+1T
= I[y() b H=—]
) = (a+b+e) = 1(t)
Por (3.1.3) temos que
N(t,s,x0) < e®(s=t) (N - q—l) + a
a a
Assim, existe 1 > 0 tal que para todo ¢ > T temos que
Qi
N(t, S, IQ) < ; + 1. (322)
Assim, E
R+I1 e+%<
—_— 4=k 323
N © Lt G:23)

Portanto, temos que

r> I[v(t) —(a+b+c)— y(t)k]

Entao,

10> e(f,: () —(ab0) = (R] ar ).
= 10

Por hipétese, a média de ~(t) satisfaz

n—-+o0o -

1 t
m(7y) limsup{ts/ ’)/(T)dTZtSZTL}> a+b+c

1 t
= inf sup{/ ’y(T)dT:t—sZn}>a—|—b+c.

n>0 ;m>n (T — S

Ou seja, para qualquer n > 0

1 t
sup{ts/ ’V(T)dTEt—SZ’I’L}>a+b+C.

m>n

Assim, existe t,s € Rtaisquet —s > me "

t
/ ~v(T)dr > (a + b+ c). Ou seja, existe 71 > 0 tal que

1
t—s

t
/ y(r)dr > (a+b+c), Vt>mn.

e+ <
‘Ll_i_n

a

t
Portanto, para € > 0 pequeno o suficiente tal que / y(r)=(a+b+c)—~(r) ( > dr > 0, obtemos que

lim I(t,s,zq) = 400,

t——+oo

usando 3.2.2 e 3.2.3 acima, obtemos uma contradicao. |
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Observacao 3.2.3. Podemos agora definir o niimero bdsico de reprodugdo como

__m(y)
Ry= ———
a+b+c
que representa a média de individuos suscetiveis que um individuo infectado pode infectar durante o periodo de

infecdo. Sabemos entdo que Ry < 1 a doenga é erradicada e se Ry > 1 a doenca é endémica.

3.3 Simula¢oes numéricas

Neste capitulo apresentamos simula¢des numéricas do modelo SIR ndo auténomo com dindmica vital e
reinfeccdo, com o objetivo de ilustrar os resultados tedricos estabelecidos anteriormente. A implementacdo com-
putacional foi desenvolvida em Python, utilizando a biblioteca scipy.integrate.solve_ivp para resolver
o sistema de equagdes diferenciais ordindrias (3.0.1a)—(3.0.1c).

As simulagdes consideram fungdes periddicas v(t) = vo + A, sen(t) e ¢(t) = go + Agsen(t), representando
as fungdes de transmissdo e a taxa de nascimentos/imigragdes, com constantes Yo, qo € X ¢ A, e A, € R a serem

escolhidas.

Observacdo 3.3.1. A funcdo q(t) = qo + Ay sin(t) descreve a taxa de nascimento e imigragdo da populagdo.
Por razdes bioldgicas, essa taxa deve ser ndo-negativa para todo t € R. Para garantir que q(t) > 0 para todo t,

precisamos impor a restri¢do: qo > |A,|

Observacgao 3.3.2. Nesse caso, m(7) é dado por m(v) = 9. De fato, fixe n € N. Defina o conjunto

1 t
A, = t—s> .
m {t_S/S’y(T),dT t s_m}

Calculando a integral, temos:

1 ¢ 1 ¢
/ y(1),dT = —— ('yO + A, sin(T)) dr

t—s Ct—s ),
1
= 1 ol — ) — Ay eos(t) — cos(s))]
A
— 90— 2 (cos(t) — cos(s))
t—s
Como | cos(t) — cos(s)| < 2, segue que:
I A 24
— /S ¥(7),dr| = |70 + t—v (cos(t) — cos(s))| < |vo| + ﬁ
Portanto, para m > n, temos
24,
sup Ap, <70+ :
m>n t—s

Tomando o infimo sobre n, obtemos:

m(y) = inf sup A, = 0.
n>0 m>n

Observacgio 3.3.3. Para o caso que m(vy) < a+b+c temos que o atrator pullback é dado por A = {(N*(t),0,0)}

em que
g  Ag(asin(t) — cos(t))
=4 .
a a?+1

N*(t) =
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3.3.1 Painel interativo

Para que o leitor também consiga experimentar diferentes parimetros e analisar o comportamento da
populacdo, foi desenvolvido um painel interativo do modelo SIR ndo autdonomo, disponivel em: https:

//an5s68nzzwgd4c3hrm9zng5.streamlit.app/
« shae ¥ / O i

Parametros do

Modelo %« Modelo SIR N3o Auténomo

= Cenérios Pré-
configurados

o il Dados
Doenga Doenga my) ® atb+c @ Diferenca @
Extinta Endémica 0 3 0 17 O 1300
& Parimetros 1. Condigdo: m(y)=a+b+c
Epidemiolégicos Teorema (Caso 2): A doenga persiste endemicamente!
Yo — taxa base de infecgdo o Existe £,> 0 tal que lim I(t,5,%,) > €5
° * Osinfectados ndo tendem a zero
« Populagio mantém nivel endémico de infeccio
Amplitude de y(t)
—e v Ver Sistema de Equagdes Nao Auténomo
¢ — taxa de recuperagdo . ;
0 2B —q(t) ()5 —aS+ bR
~&

L= y(t)8 — el —al

4 _ e —aR-bR

FungBes ndo autdnomas: < Manageapp

Figura 3.3.1: Interface do painel interativo do modelo SIR ndo auténomo.

O painel oferece cendrios pré-configurados que ilustram diferentes comportamentos dindmicos do modelo. A

seguir, apresentamos os resultados obtidos para cada cendrio:

Cenario 1: Doenca Extinta
¢ Parimetros:

- v = 0,06, A, = 0,05;
- go =20,00, A, = 5,00;
- a=0,02,b=0,05,c=0,10.
* Condigdes iniciais: S(0) = 900, I(0) =50, R(0) = 50.
* Resultado observado: O sistema converge para o estado livre de doenga, com:
- lim I(t,s,20) =0;

t——+oo

- lim R(t,s,x0) =0;

t——+o00

— O atrator pullback é dado por A(t) = {(N*(¢),0,0)}, onde

D Q(asin(t) — cos(t)).

N*(t) =
®) a a?+1

Cenario 2: Doenca Endémica
¢ Parametros:

- v = 0,86, A, = 0,20;


https://an5s68nzzwg4c3hrm9zng5.streamlit.app/
https://an5s68nzzwg4c3hrm9zng5.streamlit.app/
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Simulacéo SIR Nao Auténomo

=== Atrator: (N*, 0, 0)
@ Condigdo Inicial
o Estado Final

”J 50 1000 gus®

Figura 3.3.2: Evolucdo temporal das populagdes no Cendrio 1.

- go = 20,00, A, = 5,00;

- a=0,02,b=0,05,c=0,10;

* Condigdes iniciais: S(0) = 900, I(0) =50, R(0); = 50.

* Resultado observado: A doenga persiste endemicamente na populagdo, com:

— Existe gg > 0 tal que liminf I(¢, s, 29) > €o;
t—4o0

— Os infectados nao tendem a zero;

— A populagdo mantém um nivel endémico de infec¢ao.
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ao SIR Nao

a
]
8

@ Condigao Inicial
& Estado Final

Suscetiveis
=
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N
g
S
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Recuperados
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Figura 3.3.3: Evolucdo temporal das populagdes no Cenério 2.

4 Conclusao

Neste trabalho de conclusdo de curso foram obtidas conclusdes matemadticas e epidemioldgicas de grande
relevancia. Mostramos que através da taxa de transmissdo obtemos condi¢des para erradicacdo ou permanéncia da
populacdo de infectados.

Além disso, a investigacdo realizada revelou a riqueza e a utilidade das teorias de equacdes diferenciais or-
dindrias e de processos de evolugdo. As demonstragdes foram de extrema importancia na compreensiao profunda
do sistema biolégico estudado, evidenciando como o formalismo matematico abstrato pode contribuir no entendi-
mento dos comportamentos em dindmicas populacionais.

E vilido, porém, questionar quais doengas reais podem ser adequadamente descritas pelo nosso modelo. Esta
é, de fato, a principal motiva¢do para aprofundar o estudo de modelos epidemioldgicos como o S.I.LR., buscando
compreender suas limitagdes e potencialidades na representacdo de fendmenos concretos. Os resultados obtidos

abrem caminho para diversas extensdes promissoras. Trabalhos futuros podem abordar, por exemplo:
* aincorporagdo de estratégias de controle, como vacina¢io ou isolamento;
* avalidacdo dos modelos teéricos com dados reais de epidemias;
* a andlise de modelos estocdsticos, desenvolvendo uma teoria de atratores pullback aleatdrios.

Espera-se que os resultados aqui apresentados contribuam nao apenas para o avanco da compreenso tedrica
de sistemas dindmicos com parametros varidveis, mas também reforcem o papel da matemdtica como uma ci€ncia
integradora, capaz de estabelecer pontes com areas como a biologia, a medicina e a epidemiologia. Que este tra-
balho sirva, portanto, de inspira¢@o para novas investiga¢des na interface entre a matematica e as demais ciéncias,

fortalecendo o didlogo interdisciplinar que impulsiona o conhecimento cientifico contemporaneo.
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