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RESUMO

Apesar da crescente disponibilidade de plataformas computacionais de alta capaci-
dade, a complexidade ainda impõe grandes desafios para a implantação de redes
neurais modernas em aplicações práticas. Essa preocupação não se deve exclusiva-
mente aos altos custos computacionais das arquiteturas de redes de última geração,
mas também ao recente impulso em direção à computação de borda e ao uso de redes
neurais em aplicações embarcadas. Nesse contexto, as técnicas de compressão de
redes têm ganhado interesse devido à sua capacidade de reduzir os custos de im-
plantação mantendo a acurácia de inferência em níveis satisfatórios. A presente tese
é dedicada ao desenvolvimento de novos esquemas de compressão para redes neu-
rais. Para isso, estratégias de aproximação da norma ℓ0 são inicialmente exploradas
para desenvolvimento novas formas de regularização. Como resultado, regularizações
baseadas na aproximação via exponencial da norma ℓ0 e aproximação linearizada
são obtidas. Em ambos os casos, as regularizações obtidas demonstram importante
capacidade de induzir esparsidade em redes durante o treinamento. Os pesos da rede
atraídos à faixa de valores próximos de zero durante treinamento são podados e re-
des menores, mas altamente eficazes, são obtidas. O uso da aproximação linearizada
da norma ℓ0 permite alcançar resultados de indução de esparsidade semelhantes à
aproximação exponencial, mas com reduções de complexidade matemática e, conse-
quentemente, computacional da regularização durante o treinamento. Os esquemas de
compressão propostos também envolvem o uso de regularização de norma ℓ2 para evi-
tar o overfitting, bem como o fine-tuning para melhorar o desempenho da rede podada.
Resultados experimentais são apresentados com o objetivo de demonstrar a eficá-
cia dos esquemas propostos, bem como para realizar comparações com abordagens
concorrentes.

Palavras-chave: Redes Neurais Profundas. Redução de Complexidade. Regularização
por norma ℓ0.



ABSTRACT

Despite the growing availability of high-capacity computational platforms, implementa-
tion complexity still has been a great concern for the real-world deployment of neural
networks. This concern is not exclusively due to the huge costs of state-of-the-art net-
work architectures, but also due to the recent push towards edge intelligence and the
use of neural networks in embedded applications. In this context, network compression
techniques have been gaining interest due to their ability for reducing deployment costs
while keeping inference accuracy at satisfactory levels. The present thesis is dedicated
to the development of novel compression schemes for neural networks. To this end,
the ℓ0-norm aproximation strategies are initially explored to develop new forms of regu-
larization. As a result, two new regularizations are obtained based on the exponential
approximation and the linear approximation of the ℓ0-norm. In both cases, the resulting
regularizations demostrated the ability to induce sparsity in networks during training.
The network weights attracted to the near-zero range during training are pruned, and
smaller yet highly effective networks are obtained. The use of the linear approximation
of ℓ0-norm allows the achievement of sparsity induction results similar to the exponential
approximation, but with reductions in the mathematical and computational complexity
of the regularization during training. The proposed compression schemes also involve
the use of ℓ2-norm regularization to prevent overfitting, as well as fine tuning to improve
the performance of the pruned network. Experimental results are presented aiming to
demonstrate the effectiveness of the proposed schemes, as well as to make compar-
isons with competing approaches.

Keywords: Deep Neural Networks. Complexity Reduction. ℓ0-norm Regularization.
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1 INTRODUÇÃO

A importância das redes neurais em aprendizagem de máquina e aplicações

de engenharia têm crescido substancialmente nas últimas décadas [1–3]. Alguns dos

fatores que contribuem para esse crescimento incluem os avanços significativos em

algoritmos de treinamento e a disponibilidade crescente de plataformas computacio-

nais de alta capacidade, as quais têm permitido a implementação de redes neurais

com elevado número de camadas internas. Tais redes, conhecidas como redes neu-

rais profundas (DNN - Deep Neural Networks), têm obtido êxito ao tratar um elevado

número de problemas complexos, tais como predições para mercados de ações [4–6],

análise de sentimentos [7, 8], processamento de linguagem natural (NLP - Natural

Language Processing) [9, 10], reconhecimento de fala [11–13], e processamento de

imagem [14–16].

Embora sistemas com elevada capacidade computacional estejam amplamente

disponíveis atualmente, os custos computacionais ainda impõe grandes desafios para

o uso de redes neurais profundas em aplicações práticas. Um dos principais motivos

para tais desafios é a elevada quantidade de parâmetros (pesos ou coeficientes) ne-

cessários às redes com desempenho satisfatório. Um exemplo em particular e nem

tão recente de rede neural que enfrenta esse tipo de problema é a AlexNet (vencedora

do 2012 Imagenet Large Scale Visual Recognition Challenge) [16], a qual possui mais

de 60 milhões de pesos treináveis. A aplicação prática de redes neurais dessa ordem

de complexidade exige, tanto em seu treinamento quanto para inferência em si, o uso

de plataformas com elevada capacidade de processamento e alta disponibilidade de

energia [17]. Como resultado, tem-se grandes dificuldades para a sua utilização em

diversos cenários práticos, sobretudo em ambientes com recursos limitados, como

aplicações que envolvem processamento em tempo real e/ou em sistemas embarca-

dos. Particularmente nestes últimos, o uso de redes neurais profundas frequentemente

resulta em tempos de inferência elevados, esgotamento rápido de bateria e consumo

de memória excessivo [17,18].

Além de produzir um esgotamento de recursos computacionais, a elevada com-

plexidade de redes neurais atuais traz implicações ambientais significativas. Como

mencionado anteriormente, o treinamento dessas redes e o seu posterior uso para

fins de inferência exigem alto consumo de energia, o que traz impactos negativos ao

meio ambiente [19–21]. Esse custo ambiental é particularmente crítico em grandes

data centers, onde as demandas de refrigeração e a operação contínua aumentam

ainda mais o consumo total de energia elétrica [22].

Com o objetivo de contornar tais problemas, consideráveis esforços de pesquisa

têm sido dedicados ao desenvolvimento de técnicas de compressão de redes neurais.

Ao reduzir o número de pesos e também as operações matemáticas envolvidas, as
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técnicas de compressão diminuem diretamente a carga computacional, viabilizando o

uso das redes neurais em uma gama maior de aplicações. Além disso, a consequente

redução no consumo de energia resulta na redução de emissões associadas de gases

de efeito estufa, além de prolongar a vida útil do hardware ao mitigar o estresse

térmico e a utilização de recursos, o que ajuda também a reduzir a geração de lixo

eletrônico [23].

Diferentes abordagens vêm sendo utilizadas para a compressão de redes neu-

rais profundas. Algumas dessas abordagens baseiam-se no uso de decomposições

matriciais para encontrar aproximações adequadas da rede com complexidade com-

putacional reduzida [24–27]. Outras abordagens exploram características de imple-

mentação de hardware para obter reduções no custo computacional [28–30]. Além

disso, abordagens baseadas em poda de neurônios ou pesos também vem sendo

consideradas para o desenvolvimento de técnicas de compressão de redes [31–36].

Especificamente no contexto de compressão por meio de poda, estratégias que utilizam

regularização baseada em penalização por normas vetoriais vêm ganhando atenção

significativa [37–40]. Isso se deve ao fato de que tais técnicas de regularização tendem

a induzir esparsidade na rede, o que potencialmente aumenta a eficácia de uma poda

subsequente de pesos ou neurônios.

1.1 OBJETIVOS

A presente tese de doutorado tem como foco central o desenvolvimento de

novas estratégias para compressão de redes neurais, técnicas essas baseadas na

regularização por norma seguida pela poda de pesos da rede. Mais especificamente,

a ideia é empregar a norma ℓ0 em substituição às normas ℓ1 ou ℓ2 mais comumente

utilizadas, uma vez que a penalização imposta pela norma ℓ0 tende a induzir esparsi-

dade de forma mais eficaz, conforme discutido em [41]. Como consequência, os pesos

irrelevantes da rede tendem a ser mais facilmente identificados e posteriormente eli-

minados, resultando em modelos esparsos que demandam significativamente menos

recursos computacionais durante a etapa de inferência.

Diferentes formas de regularização com norma ℓ0 já foram aplicadas à com-

pressão de redes neurais [39,42–45], cada uma adotando abordagens distintas para

contornar as dificuldades inerentes à não diferenciabilidade da função de norma ℓ0.

No presente trabalho, adota-se inicialmente uma aproximação exponencial, discutida

em [46], para viabilizar a utilização da norma ℓ0. Tal aproximação torna a função

custo diferenciável, possibilitando o uso de métodos clássicos baseados no método do

gradiente descendente para o treinamento da rede. Adicionalmente, propõe-se uma

regularização combinada ℓ2-ℓ0, na qual a penalização pela norma ℓ2 atua na preven-

ção do overfitting, enquanto a penalização pela norma ℓ0 é responsável por induzir

esparsidade. Vale ressaltar que a proposta difere de abordagens anteriores, como a
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de [45], ao atribuir papéis distintos às penalizações envolvidas, buscando uma sepa-

ração distinta entre os mecanismos de controle de complexidade e de compressão

estrutural.

Assim, em resumo, o objetivo central do presente trabalho é estabelecer um

novo esquema de treinamento e compressão de redes neurais que una simplicidade

computacional, via aproximação diferenciável da norma ℓ0, e eficácia na indução de

esparsidade. Dessa forma, busca-se otimizar o desempenho de estratégias de poda

de pesos para gerar arquiteturas compactas que apresentem baixo custo operacional

e alta velocidade de resposta no momento da inferência, sem comprometer a acurácia

do sistema.

Cabe destacar que a área de compressão de redes neurais profundas caracteriza-

se por uma dinâmica de pesquisa acelerada, com elevada quantidade de novas pu-

blicações e técnicas sendo introduzidas continuamente. Diante dessa dinâmica, o

acompanhamento exaustivo de cada nova variante de algoritmo torna-se um impor-

tante desafio. Para contornar essa dificuldade e garantir uma fundamentação teórica

sólida, esta tese apoia-se em trabalhos que consolidam o estado da arte e oferecem vi-

sões estruturadas do campo [47–50]. Tais referências permitem situar as contribuições

originais deste trabalho dentro de um referencial consolidado.

1.2 ORGANIZAÇÃO DO DOCUMENTO

Este trabalho de tese está organizado conforme descrito a seguir. O Capítulo 2

estabelece a fundamentação teórica necessária para o desenvolvimento do trabalho.

Nesse capítulo, são abordadas as arquiteturas de redes neurais e o processo de apren-

dizagem, destacando o papel do algoritmo do gradiente descendente, do algoritmo

backpropagation, da generalização e das estratégias de regularização. O Capítulo 3

discute as técnicas de compressão de modelos neurais complexos. Nessa discus-

são, destaca-se o uso de regularizações baseadas em normas vetoriais para induzir

esparsidade nas redes, definindo o contexto para a pesquisa realizada. A primeira

contribuição original desta tese é apresentada no Capítulo 4. Esse capítulo aborda

então o uso da norma ℓ0 para a regularização do treinamento de redes neurais, explo-

rando as características de indução de esparsidade proporcionadas por tal norma. A

partir disso, é desenvolvido um esquema de regularização por normas ℓ2 e ℓ0 capaz

de atuar simultaneamente na redunção do overfitting e na redução da complexidade

da rede. Resultados experimentais comparam a complexidade e o desempenho das

redes treinadas com o esquema proposto em relação a outras abordagens da literatura.

O Capítulo 5 propõe o uso de uma forma alternativa de aproximação para a norma

ℓ0 no contexto de regularização do treinamento de redes neurais. Essa aproximação

resulta em uma formulação linearizada, com consequente redução da complexidade

computacional e matemática durante o treinamento. Ao final, resultados experimentais
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comparam a complexidade e a acurácia obtidas utilizando as aproximações expo-

nencial e linearizada da norma ℓ0. Finalmente, o Capítulo 6 apresenta o sumário e

a discussão dos resultados obtidos, além de considerações finais e propostas para

trabalhos futuros.

1.3 PUBLICAÇÃO DA TESE

Como resultado direto das investigações realizadas nesta tese, o seguinte artigo

científico foi publicado em periódico internacional:

1. F. D. de Resende Oliveira, E. L. O. Batista, and R. Seara, “On the compres-

sion of neural networks using ℓ0-norm regularization and weight pruning,” Neural

Networks, vol. 171, pp. 343–352, 2024

Cabe ressaltar que a estratégia proposta neste trabalho tem despertado algum

interesse da comunidade científica, servindo de base para estudos independentes.

Recentemente, em [51], a metodologia aqui desenvolvida (referenciada pelos auto-

res como Differentiable Relaxation of ℓ0 Regularization) foi utilizada como referência

em uma análise comparativa com demais trabalhos da literatura. Naquele estudo, o

excelente desempenho de tal metodologia foi verificado em novos experimentos inde-

pendentes. Além disso, os autores destacaram a eficácia da estratégia proposta nesta

tese, classificando-a como uma das abordagens de melhor desempenho dentre as

diversas técnicas de compressão avaliadas.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Com suas diversificadas arquiteturas, as redes neurais artificiais formam a base

de muitos sistemas modernos de aprendizagem de máquina. Este capítulo apresenta

os fundamentos teóricos para a compreensão de tais redes, os quais são organi-

zados em três eixos principais: (i) as arquiteturas básicas de redes completamente

conectadas (Seção 2.2.1) e convolucionais (Seção 2.2.2), que formam a base para

a construção de sistemas mais complexos; (ii) os princípios do processo de aprendi-

zagem, incluindo o algoritmo de gradiente descendente (Seção 2.3.1) e o algoritmo

backpropagation (Seção 2.3.2); e (iii) os conceitos fundamentais de generalização (Se-

ção 2.4) e as principais técnicas de regularização (Seção 2.5), que garantem o bom

desempenho desses modelos em problemas reais.

2.1 HISTÓRIA E CONTEXTUALIZAÇÃO

Embora os fundamentos teóricos de redes neurais artificiais remontem ao mo-

delo de McCulloch e Pitts (1943) [52], foi com o Perceptron de Rosenblatt (1958) que

surgiu o primeiro modelo treinável de neurônio artificial [53], base para muitas das

arquiteturas utilizadas até os dias atuais [14,54,55]. A Figura 1 apresenta uma linha do

tempo com os principais marcos históricos que delinearam a evolução dessas redes,

com ênfase nas arquiteturas profundas do tipo perceptron multicamadas (MLP, multi-

layer perceptron) MLP e redes neurais convolucionais (convolutional neural networks

− CNN).

Algoritmo

Backpropagation

Modelo de 

McCulloch e

Pitts

Perceptron de

Rosenblatt
Primeiras CNNs

(LeNet)

AlexNet vence

o ImageNet

ResNet

Figura 1 – Linha do tempo: Redes Neurais Artificiais MLPs e CNNs.

O perceptron, introduzido por Rosenblatt [53], constitui um modelo de proces-

samento que recebe múltiplos sinais de entrada e os combina por meio de uma soma

ponderada. O resultado dessa combinação é submetido a uma função de ativação

não linear, usualmente uma função limiar (threshold), que é ativada somente quando

sua entrada excede um valor predefinido. Dessa forma, o perceptron é parametrizado

pelos pesos da soma ponderada, que controlam a força das conexões, e pelo bias, que

estabelece o ponto de ativação da função limiar. Originalmente, a função dos pesos é
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análoga à das sinapses do modelo do neurônio biológico, controlando a importância

das conexões entre os neurônios artificiais. Atualmente, os neurônios artificiais em

redes neurais são baseados no perceptron, sendo a principal diferença a adoção de

outras funções de ativação (e.g., sigmoide, tangente hiperbólica, ou unidade linear

retificada − ReLU) que possuem uma derivada bem-definida. Essa propriedade, fun-

damental para o cálculo do gradiente em todas as regiões, viabiliza o treinamento

eficiente das redes neurais profundas via o algoritmo backpropagation [1].

O diagrama representativo de um neurônio artificial é apresentado na Figura 2.

A partir dessa figura, tem-se que a relação de entrada e saída desse neurônio artificial

pode ser definida por

y (n) = fσ





N
∑

i=1

wixi (n)− θ



 (1)

onde wi é o peso associado a entrada xi (n), fσ[·] é a função de ativação do neurônio,

que está relacionada com a não linearidade do neurônio artificial, e θ é o bias.

x1(n)

x2(n)

xN(n)

w1

w2

wN

f y(n)

Figura 2 – Modelo de um neurônio artificial.

Ainda que o trabalho de Rosenblatt tenha servido de base para diversas pesqui-

sas na época de sua publicação [56–59], a demonstração de que um perceptron de

camada única era incapaz de modelar tarefas de separação não linear impôs grandes

limitantes à sua aplicação. A prova dessa limitação, formalizada em [60], desencadeou

um período de estagnação na pesquisa de redes neurais [1,61]. Posteriormente, com a

comprovação da viabilidade prática do uso do algoritmo backpropagation para o treina-

mento de redes com múltiplas camadas compostas por neurônios artificais [54], houve

um ressurgimento do interesse da comunidade acadêmica no estudo de redes neurais

artificiais. Assim, emergiram as aplicações envolvendo funções mais complexas, tais

como reconhecimento de padrões simples, regressão estatística e classificação de

dígitos manuscritos [31]. No entanto, persistiam restrições conceituais quanto à pro-

fundidade ideal dessas redes, sendo amplamente aceito na época que redes neurais
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com apenas duas camadas ocultas eram suficientes para capturar qualquer relação

funcional relevante nos dados [62,63]. Como consequência, para problemas mais com-

plexos, como visão computacional avançada e modelagem de linguagem natural, as

redes neurais da época ainda apresentavam desempenho inferior a métodos estatísti-

cos tradicionais. Além disso, a complexidade computacional exigida para treinamento

de redes neurais profundas impôs desafios significativos ao uso dessas redes em pro-

blemas mais complexos. Como resultado, até o início dos anos 2000, a maioria das

aplicações práticas ainda utilizava redes relativamente rasas.

Foi apenas com o advento de novas técnicas de treinamento, como inicialização

pré-treinada (pretraining) e funções de ativação como ReLU, além do aumento do

poder computacional com unidades gráficas de processamento (GPUs − graphical

processing unit), é que as redes neurais profundas começaram a demonstrar seu

verdadeiro potencial. Isso levou ao desenvolvimento do aprendizado profundo (deep

learning) a partir da década de 2010, com arquiteturas como as CNNs [16] e redes

recorrentes aprimoradas [64].

2.2 REDES NEURAIS ARTIFICIAIS: DEFINIÇÕES GERAIS

As redes neurais artificiais podem ser classificadas como redes conectadas

diretamente (feedfoward connected networks) ou redes recorrentes. A informação nas

redes conectadas diretamente segue um fluxo contínuo da entrada para a saída, en-

quanto as redes recorrentes possuem laços de realimentação [1–3]. As discussões

neste trabalho de pesquisa são focadas nas redes conectadas diretamente, as quais

ocupam um espaço de destaque em aplicações de aprendizagem de máquina, tendo

sua utilização consagrada em uma ampla variedade de tarefas.

De maneira geral, as redes neurais conectadas diretamente são algoritmos de

aprendizagem de máquina modelados na forma de uma função f (X,Θ), a qual recebe

um tensor X como entrada e têm como objetivo estimar um certo valor ou um conjunto

de valores, representados aqui por em um tensor de saída Y correspondente. Nesse

contexto, os pesos ou coeficientes da rede, representados pelo tensor Θ, são ajustados

de forma que o modelo da rede definido por f (·,Θ) alcance a melhor aproximação

possível, considerando os dados de treinamento disponíveis e um certo algoritmo de

aprendizagem.

A organização das redes diretamente conectadas se dá tipicamente na forma de

sucessivas camadas e, portanto, a função f (X,Θ) pode ser tratada como um conjunto

de funções aplicadas em sequência. Dessa forma, é possível modelar uma rede neural

de três camadas como

f (X,Θ) = f3 {f2 [f1(X,Θ1),Θ2] ,Θ3} (2)

onde f1(·,Θ1) representa a função correspondente à primeira camada da rede (com
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tensor de coeficientes dado por Θ1), f2(·,Θ2) corresponde à segunda camada (tensor

de coeficientes dado por Θ2) e f3(·,Θ3) correspondente à terceira camada (com ten-

sor de coeficientes dado por Θ3). Cada uma dessas funções opera sobre um tensor

de entrada da camada, calculando uma resposta ou tensor de saída. Assim, consi-

derando que X é o tensor de entrada da primeira camada, temos sucessivamente

Y1 = X2 = f1(X,Θ1) como o tensor de saída da primeira camada (de entrada da

segunda camada), Y2 = X3 = f2[X2,Θ2] como o tensor de saída da segunda camada

(de entrada para a terceira camada), e finalmente Y = f (X,Θ) = Y3 = f3[X3,Θ3] como

o tensor de saída da rede.

Dependendo da sua posição, as camadas de uma rede neural são classificadas

como de entrada, ocultas ou de saída. Usualmente temos uma única camada de

entrada e uma única camada de saída, além de múltiplas camadas ocultas conforme os

requisitos da aplicação. O número total de camadas da rede define sua profundidade,

sendo que as redes com elevado número de camadas são conhecidas como DNNs.

As camadas de uma rede neural podem realizar diferentes operações, depen-

dendo de sua função específica. Exemplos de tipos de camadas incluem: camadas

densas (totalmente conectadas), camadas convolucionais, camadas de pooling e ca-

madas de flattening [1,61]. Por simplicidade, as próximas seções vão discutir dois tipos

de redes, que recebem seus nomes em função do tipo predominante de camada que

as compõem. Nessas discussões, os diferentes tipos de camadas serão discutidos

conforme necessário.

2.2.1 Redes Neurais Completamente Conectadas

O modelo clássico das redes neurais é o das redes completamente conectadas,

também conhecidas como MLPs. Nessas redes, a relação entre entrada e saída da

k -ésima camada é tipicamente dada por

xk+1 = fk (xk ,Wk ,bk ) = fσ(Wkxk − bk ) (3)

onde xk e xk+1 representam, respectivamente, os vetores de entrada (mk−1 × 1) e

saída (mk × 1) da camada k . Os parâmetros treináveis da camada compõem a matriz

de pesos Wk (com dimensões mk ×mk−1) e o vetor de bias bk (mk × 1). A função

fσ(·) representa a função de ativação não linear, sendo exemplos comuns a ReLU,

sigmoide ou tangente hiperbólica. Nessa notação, o número de neurônios da k -ésima

camada é dado por mk , enquanto o número de neurônios da camada anterior é dado

por mk−1. A função de ativação não linear é aplicada elemento a elemento, ou seja,

fσ(·) é aplicada a cada componente do vetor resultante de Wkxk − bk . Para fins de

visualização, uma rede neural completamente conectada com três camadas, com 4, 4

e 2 neurônios, respectivamente, é ilustrada na Figura 3.
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Note que a operação realizada pela camada totalmente conectada exige que

a entrada seja organizada na forma de um vetor. Caso a entrada possua múltiplas

dimensões (e.g., uma matriz representando uma imagem), aplica-se previamente a

operação de flattening para reorganizá-la de forma vetorial.

Camada de 

Entrada

Camada

Oculta

Camada

Oculta

Camada de

Saída

Figura 3 – Rede Neural Totalmente Conectada.

2.2.2 Redes Convolucionais

As CNNs consolidaram-se como arquitetura dominante em visão computacional

a partir de 2012, graças ao desempenho alcançado em desafios como o ImageNet [16].

Essas arquiteturas são caracterizadas por camadas convolucionais especializadas no

processamento de dados com estrutura topológica (e.g., imagens), onde operações de

convolução discreta extraem características hierárquicas e localmente invariantes [1].

Cada camada convolucional consiste em k kernels (filtros) aprendíveis, cujas dimen-

sões espaciais são inferiores às do tensor de entrada. Cada um desses kernels varre

o tensor de entrada de forma iterativa, deslocando-se com passos (strides) fixos e

computando produtos internos locais que geram ativações no mapa de características

de saída. A Figura 4 ilustra esse processo para uma matriz de entrada de dimensões

3×4 e um kernel 2×2, destacando como a dimensionalidade da saída é determinada

pelos hiperparâmetros de convolução (stride e tamanho do kernel).

As CNNs exigem uma quantidade significativamente menor de parâmetros em

comparação a camadas totalmente conectadas equivalentes. Essa eficiência paramé-

trica decorre diretamente de duas propriedades fundamentais: conectividade esparsa

e compartilhamento de pesos [1]. Enquanto uma camada totalmente conectada com

entrada m-dimensional e saída n-dimensional requer n ×m pesos (além de n biases),

uma camada convolucional opera através de kernels de tamanho fixo (tipicamente r× r

com r ≪ m) que compartilham os mesmos parâmetros ao longo de toda a extensão da
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Figura 4 – Exemplo de convolução 2D sem o uso de kernel clipping.

entrada (compartilhamento de pesos). Essa arquitetura, combinada com a varredura

local (sliding window), reduz a complexidade paramétrica para apenas k · r2 pesos

(onde k é o número de filtros), ao mesmo tempo que preserva a capacidade de extrair

características hierárquicas: desde bordas e texturas básicas (nas primeiras camadas)

até padrões semânticos complexos (em camadas profundas) [1].

A topologia de implementação de redes convolucionais ainda permite o pro-

cessamento eficiente de entradas com dimensões variáveis, pois os kernels operam

localmente sem depender do tamanho global da entrada. Dessa forma, a convolução

via sliding window viabiliza o processamento direto de tensores com variações dimen-

sionais (e.g., imagens 256× 256 ou 512× 512), dispensando operações custosas de

ajuste de tamanho. Para reforçar a invariância a pequenas perturbações na entrada, ca-

madas de pooling são frequentemente inseridas após as convoluções [1]. A operação

de max pooling, por exemplo, resume uma região retangular ao seu valor máximo, des-

cartando informações redundantes e reduzindo dimensionalidade espacial. Outro fator

que potencializa a redução de consumo de memória para a implementação de redes

neurais convolucionais é o compartilhamento de parâmetros. Mais especificamente,

a operação de convolução de um mesmo kernel é percorrida para cada posição do

tensor de entrada [1], de modo que os mesmos pesos são reutilizados para calcular a

saída de diferentes neurônios da camada seguinte. Essas propriedades fundamentais

(conectividade esparsa e compartilhamento de parâmetros) são integradas em uma

arquitetura híbrida característica das CNNs modernas. Enquanto as camadas convolu-

cionais iniciais processam eficientemente os dados de entrada através de operações
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Figura 5 – Estrutura típica de uma CNN, destacando a extração hierárquica de carac-
terísticas e a classificação por camadas totalmente conectadas.

locais e compartilhadas, a transição para camadas totalmente conectadas na fase final

da rede é realizada por meio de uma operação de flattenning (em uma camada do

tipo flatten). Tal transformação reorganiza os mapas de características multidimensio-

nais, resultantes das sucessivas camadas convolucionais e de pooling, em um vetor

unidimensional, permitindo que as camadas densas posteriores sintetizem as carac-

terísticas hierárquicas extraídas para a tarefa de classificação ou regressão. Como

ilustrado na Figura 5, a estrutura combinando diferentes tipos de operações das redes

convolucionais permite aproveitar as vantagens computacionais das convoluções (efi-

ciência espacial e redução paramétrica) com a capacidade discriminativa das redes

totalmente conectadas, estabelecendo o padrão arquitetural dominante em aplicações

de visão computacional [16].

2.3 TREINAMENTO DE REDES NEURAIS

O treinamento de redes neurais se divide em duas abordagens principais: a

supervisionada e a não supervisionada. Na aprendizagem supervisionada, os pesos

da rede são ajustados através da minimização do erro em relação a saídas desejáveis

ou conhecidas, enquanto na não supervisionada a rede deve extrair características e

padrões diretamente da estrutura dos dados, sem referência a rótulos externos. Esses

dois paradigmas exploram capacidades complementares das arquiteturas de redes

neurais, desde o ajuste preciso de mapeamentos entrada-saída até a descoberta

autônoma de representações úteis dos dados [2].

Embora a aprendizagem não supervisionada em redes neurais seja fundamen-

tal para explorar estruturas intrínsecas dos dados, seu êxito varia significativamente

entre aplicações. Essa abordagem mostra-se particularmente eficaz em tarefas de

agrupamento automático (clustering) [65] e em tarefas de redução de dimensionali-

dade, com arquiteturas como autoencoders variacionais (VAEs) [66]. Por outro lado,

a aprendizagem não supervisionada tem limitações em tarefas que demandam ma-
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peamentos entrada-saída precisos, como tradução automática ou classificação de

imagens, em que a ausência de rótulos dificulta a correlação entre características

abstratas e objetivos específicos [67].

As redes neurais baseadas em aprendizagem supervisionada em geral obtêm

êxito em aplicações onde a relação entrada-saída é bem definida e onde há disponibi-

lidade de quantidade significativa de dados rotulados para treinamento. Por exemplo,

no campo de visão computacional, conjuntos de dados amplos e com dados rotula-

dos têm sido construídos, facilitando o desenvolvimento de soluções para classifica-

ção de imagens baseadas em apredizagem supervisionada [16]. O mesmo acontece

em outras áreas de aplicação do aprendizado de máquina, e assim as soluções ba-

seadas em aprendizagem supervisionada têm predominado em diversas aplicações

práticas [1,61].

2.3.1 Aprendizagem Baseada no Gradiente Descendente

O foco do presente trabalho está na aprendizagem supervisionada, em função

da sua predominância em aplicações envolvendo redes neurais [68]. Nesse contexto,

o treinamento de redes neurais, e em especial o das profundas, tipicamente envolve

problemas de otimização não-convexos decorrentes da alta dimensionalidade e não-

linearidade das funções envolvidas. Tal complexidade costuma resultar em múltiplos

mínimos locais e pontos de sela na função custo, exigindo métodos iterativos como o

do gradiente descendente (e suas variantes) para obtenção de uma solução adequada.

Assim, o processo de treinamento tipicamente envolve a atualização iterativa dos

parâmetros da rede na direção oposta à do gradiente da função custo ∇θJ(θ) em

relação aos pesos ou parâmetros da rede. Essa abordagem, embora eficiente, enfrenta

desafios como convergência para mínimos subótimos ou oscilações em regiões de

curvatura irregular [1,2].

Outro desafio para o uso do algoritmo do gradiente descendente em sua forma

convencional para o treinamento de redes neurais está ligado à complexidade computa-

cional envolvida. Mais especificamente, o cálculo do gradiente considerando datasets

amplos e complexos resulta em alto custo em termos de operações matemáticas e

também de uso de memória, comprometendo a escalabilidade do treinamento [1]. As-

sim, variações do algoritmo de gradiente descendente vêm sendo preferidas, como o

gradiente descendente estocástico (SGD), o qual tem se tornado método padrão em

aplicações práticas. Em tal método, os parâmetros da rede são atualizados usando sub-

conjuntos aleatórios (mini-batches) dos dados. Como consequência, o SGD aproxima

o gradiente verdadeiro por uma estimativa ruidosa, reduzindo o custo por iteração [1].

Essa abordagem não apenas viabiliza o treinamento de grandes redes em conjuntos

massivos de dados, mas também introduz ruído estocástico que ajuda a escapar de

mínimos locais rasos [69]. Cada atualização do vetor de coeficientes da rede neural
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utilizando a SGD pode ser representada da seguinte maneira:

w+
← w − η∇̃wJ(w;x,y), (4)

com J(w;x,y) representando a função custo utilizada, a qual depende dos parâmetros

da rede, e dos tensores de entrada e de saída, ∇̃w é a estimativa do gradiente em

função dos parâmetros da rede, e η é a taxa de aprendizagem do algoritmo.

Diversos fatores influenciam a eficácia do treinamento de redes neurais profun-

das utilizando variações do gradiente descendente. Por exemplo, uma inicialização

apropriada dos parâmetros da rede é bastante importante. Conforme mencionado

em [1], para redes MLP, uma regra geral é inicializar os pesos da rede com valores

aleatórios e de baixa magnitude, enquanto os bias devem ser inicializados com zero

ou com valores positivos próximos de zero. Além disso, a escolha dos hiperparâmetros

usados no treinamento, como o fator ou passo de aprendizagem η, influencia tanto a

acurácia final obtida pela rede quanto a velocidade de convergência no treinamento.

Nesse contexto, diversos outros métodos adaptativos têm ganhado importância, como

por exemplo o Adam [70], o qual envolve o ajuste da taxa de aprendizado com base

em estimativas de momentos de primeira e segunda ordem do gradiente.

2.3.2 Algoritmo Backpropagation

Um dos desafios para aplicação do algoritmo SGD no treinamento de redes

neurais profundas está relacionado com a composição em múltiplas camadas não

lineares das redes neurais modernas, composição essa que dificulta o cálculo do

gradiente da função custo em relação aos pesos da rede. Para viabilizar esse cálculo

de forma eficiente, o treinamento de redes neurais profundas é realizado com o auxílio

do algoritmo backpropagation. Nesse algoritmo, o gradiente da função custo com

respeito ao pesos da rede é computado de maneira estruturada, utilizando a regra

da cadeia da derivada em duas fases: (i) a fase direta, na qual os dados de entrada

percorrem a rede no sentido entrada-saída, armazenando-se os valores intermediários

de ativação; e (ii) a fase de retropropagação (backpropagation), na qual os gradientes

são propagados no sentido reverso, da saída para a entrada da rede, aplicando-se

a regra da cadeia de forma eficiente e reutilizando derivadas parciais previamente

calculadas [1]. Essa abordagem permite que o SGD, e outros métodos derivados, seja

aplicado de forma viável ao treinamento de arquiteturas profundas, reduzindo tanto

a complexidade computacional quanto o uso de memória ao longo das iterações de

otimização.

2.4 GENERALIZAÇÃO E REPRESENTAÇÃO EM APRENDIZAGEM DE MÁQUINA

A elevada taxa de acertos de uma rede neural no processamento de dados

vistos pelo algoritmo durante o processo de treinamento não é o principal parâmetro
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adotado para avaliar seu desempenho. De fato, o grande desafio é garantir desem-

penho adequado considerando dados de interesse que ainda não tenham sido vistos.

Essa característica de algoritmos de aprendizagem de máquina é usualmente deno-

tada na literatura como capacidade de generalização [1]. Uma prática comum que

permite avaliar o comportamento do modelo treinado quando submetido a dados ainda

não vistos é separar os dados disponíveis para o treinamento em dois grupos, um

para o treinamento em si e outro para teste ou avaliação de desempenho. É relevante

comentar que, nos casos em que a quantidade de dados disponível para o treina-

mento da rede não é suficientemente grande, dividir os dados disponíveis em grupos

de treinamento e de teste pode ser inviável. Para esses casos, existem na literatura

algumas estratégias para avaliar o desempenho dos algoritmos de aprendizagem de

máquina quando os dados disponíveis são insuficientes, como é o caso das técnicas

de validação cruzada [71].

Sabendo que o desempenho do algoritmo para dados ainda não vistos (conjunto

de teste) é usualmente inferior ao desempenho obtido no conjunto de treinamento,

garantir um desempenho satisfatório na fase de treinamento é essencial para que a

rede neural opere adequadamente com dados novos. Nos casos em que a rede não

atingiu valores de acurácia pretendidos nem mesmo para os dados de treinamento,

diz-se que ocorreu o underfitting. Além do underfitting, outro desafio encontrado em

aprendizagem de máquina é o overfitting, que se relaciona com a diferença entre o erro

de treinamento e o erro de teste. Mais especificamente, diz-se que o modelo sofreu

overfitting quando há uma diferença significativa na acurácia obtida com esses dois

tipos de conjuntos de dados. É possível controlar se o modelo estará favorável a sofrer

underfitting ou overfiting a partir de sua capacidade de representação [1].

2.4.1 Capacidade de Representação em Aprendizagem de Máquina

A capacidade de representação de um modelo de aprendizagem de máquina

relaciona-se com os tipos de funções às quais ele é capaz de se adaptar. Modelos

de baixa capacidade de representação são os incapazes de representar as funções

necessárias para o bom desempenho do algoritmo no conjunto de treinamento, resul-

tando em baixa acurácia. Em contraste, modelos de alta capacidade de representação

tendem a aprender propriedades muito específicas do conjunto de treinamento que não

são encontradas no conjunto de teste. Como consequência, o modelo torna-se especi-

alista em processar os dados do conjunto de treinamento mas não é capaz de ter um

bom desempenho no conjunto de teste, perdendo sua capacidade de generalização.

Existem diversas maneiras de se controlar a capacidade de representação de

um modelo de aprendizagem de máquina. Uma alternativa para tal é escolher direta-

mente o espaço de hipóteses que o modelo é capaz de operar, isto é, especificar o

conjunto de funções que o algoritmo de aprendizagem pode escolher como solução.
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Por exemplo, em um problema de regressão linear, onde a predição do algoritmo é

definida matematicamente por

ŷ = wTx, (5)

com w representando o vetor de parâmetros n dimensional e x o vetor de amostras, o

único tipo de função que o modelo descrito por (5) é capaz de escolher como solução

é a linear. Esse tipo de comportamento pode ser bastante restritivo em algumas situa-

ções, resultando em predições com baixa acurácia. Uma alternativa para incrementar

a capacidade do modelo em questão é aumentar o espaço de hipóteses do modelo

para um espaço de hipóteses com uma não linearidade (quadrática, por exemplo) em

função da entrada, isto é, considerar que a predição do modelo pode ser definida por

ŷ = wT
1 x + xTWT

2 x (6)

onde wT
1 e WT

2 são, respectivamente, os parâmetros relacionados aos componentes

linear e de ordem quadrática em função dos dados.

Aumentar o espaço de hipóteses do modelo não significa necessariamente que

o algoritmo terá melhor desempenho. De modo geral, quanto mais a capacidade de

representação do modelo se aproximar da complexidade da tarefa que será realizada,

melhor o desempenho do algoritmo [1]. O campo da teoria do aprendizado estatístico

traz algumas métricas para verificar a capacidade dos modelos de aprendizagem, o

que permite estabelecer importantes predições quantitativas sobre o modelo [1]. A

mais importante dessas predições mostra que a diferença entre os erros de treina-

mento e de teste é limitado por um valor que cresce em função da capacidade do

modelo e diminui com o aumento da quantidade de amostras usadas no treinamento.

Esse resultado justifica a questão de que o aumento de capacidade tende a resultar

em modelos com baixa generalização. Contudo, vale comentar que as predições de

capacidade do modelo definida pelo campo do aprendizado estatístico são raramente

utilizadas no contexto de aprendizagem de máquina profunda. Nesse caso, o problema

de otimização que busca a solução ótima do modelo não é convexo e, como não há

um amplo entendimento sobre esse tipo de problema, as predições realizadas não são

amplamente aceitas dentre os estudiosos da área.

2.5 TÉCNICAS DE REGULARIZAÇÃO

No problema de regressão utilizado no exemplo da Seção 2.4.1, a especificação

do espaço de hipóteses do modelo de aprendizagem de máquina se deu a partir do

grau polinomial em que a saída depende da entrada. Esse tipo de especificação não é

a única possibilidade de definir a capacidade representacional do modelo e, em alguns

casos, pode ser bastante restritiva com respeito à quantidade de funções represen-

táveis. Nesse contexto e considerando também que é interessante limitar um pouco
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a capacidade de representação do modelo visando previnir a ocorrência de overfit-

ting. É comum adicionar ao processo de aprendizagem métodos informativos sobre

quais tipos de funções são preferidas. Definir preferências sobre determinados tipos

de funções é um método mais geral e menos restritivo para controlar a capacidade

do modelo do que definir diretamente seu espaço de hipóteses [1]. Essa estratégia

viabiliza o aprendizado das funções pretendidas durante o processo de treinamento e,

além disso, não exclui a possibilidade de o algoritmo convergir para as funções menos

pretendidas quando os resultados com o conjunto de treinamento forem significativa-

mente superiores do que se consideradas as funções pretendidas. Há na literatura

diversos métodos de expressar preferências sobre os tipos de funções escolhidas para

o modelo, sendo que tais métodos são comumente conhecidos como métodos de re-

gularização. Mais especificamente, “regularização é qualquer modificação feita em um

algoritmo de aprendizado que se destina a reduzir seu erro de generalização, mas não

seu erro de treinamento” [1].

Atualmente, encontra-se disponível um vasto conjunto de técnicas de regulari-

zação que vem sendo utilizado com sucesso no contexto de DNN, como é o caso da

técnica de dropout, da early-stopping e das baseadas em penalizações do vetor de

parâmetros. A seguir, as principais estratégias de regularização utilizadas no contexto

de redes neurais são brevemente descritas.

2.5.1 Dataset Augmentation

Os problemas de overfitting envolvidos no treinamento de redes neurais artifici-

ais geralmente são relacionados ao fato de que o tamanho do dataset de treinamento

não é suficientemente grande para atender à complexidade do modelo. Uma alterna-

tiva para solucionar tal problema é diminuir a complexidade da rede neural buscando

a redução no overfitting. Contudo, tal estratégia pode limitar o desempenho da rede a

valores de acurácia inferiores do que o desejado tanto no contexto dos dados de trei-

namento quanto dos de teste, resultando em underfitting. Para contornar tal problema

pode-se utilizar uma quantidade superior de dados no treinamento da rede. Como a

maioria das aplicações têm seus correspondentes datasets de treinamento limitados,

uma possível alternativa para potencializar a capacidade de generalização da rede é o

uso de dataset augmentation, que consiste em gerar novos dados para o treinamento

da rede utilizando o conjunto de dados original [1]. Um exemplo claro em que tal estra-

tégia é eficaz é o reconhecimento de objetos em imagem, onde uma possível imagem

pode facilmente ser utilizada para gerar diversas réplicas a serem utilizadas no treina-

mento. Técnicas de processamento de imagem comumente utilizadas na geração de

tais réplicas são a operação de rotacionamento e escalamento de imagens.
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2.5.2 Early Stopping

No treinamento de redes neurais profundas, um importante hiperparâmetro que

deve ser configurado é a quantidade de “épocas” de um determinado dataset que

será utilizada para o treinamento da rede. Pode-se imaginar que quanto maior for o

número de épocas utilizado, melhor será a acurácia da rede. Contudo, é comum que

tal comportamento seja válido apenas no contexto dos dados de treinamento, uma

vez que com o passar das épocas a rede começa a tornar-se especialista para tratar

esse conjunto de dados, isto é, a rede perde a capacidade de generalização e sua

acurácia em aplicações envolvendo dados ainda não vistos diminui. O comportamento

usual de redes neurais é o de alcançar a máxima acurácia possível para o conjunto

de teste da rede − de acordo com o modelo escolhido, que envolve a quantidade de

camadas, técnicas de otimização, função custo, funções de ativação, dentre outras

características da rede − e, então, diminuir sucessivamente o desempenho conforme

mais épocas são usadas no treinamento. Nesse contexto, uma estratégia que pode

ser utilizada como forma de potencializar a generalização é parar o treinamento no

ponto em que o erro para um conjunto separado de validação começa a aumentar. Tal

estratégia é conhecida na literatura como early stopping e sua utilização é bastante

difundida devido à sua eficácia e facilidade de implementação [1].

2.5.3 Dropout

Devido à sua eficácia em prevenir o overfitting de redes neurais profundas, asso-

ciada a um baixo custo de implementação, a regularização por dropout é utilizada com

grande frequência. Em linhas gerais, o objetivo dessa técnica é combinar a predição

de diferentes modelos de redes neurais para um dado dataset de testes [72]. Para tal,

neurônios de um modelo são aleatoriamente desativados (juntamente com as suas

conexões) durante o treinamento criando uma série de sub-redes com capacidade de

generalização inferior à rede original. Na etapa de inferência, todos os neurônios da

rede neural são ativados para calcular a predição da rede.

2.5.4 Regularização via Penalização dos Parâmetros da Rede

Dentre as regularizações que utilizam a norma dos parâmetros como forma de

penalização, as baseadas em norma ℓ2 e ℓ1 são as mais comuns. De modo geral,

tais regularizações têm como objetivo limitar a capacidade de representação da rede

para prevenir a ocorrência de overfitting e consistem em acrescentar um termo de

penalização Ω(w) à função custo J(w ; X , y), a qual é minimizada pelo algoritmo de

otimização ou treinamento. Mais especificamente, a função custo original J(w ; X , y ) é

redefinida de acordo com
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J̃(w;X,y) = J(w;X,y) + αΩ(w). (7)

onde, w representa um vetor de parâmetros da rede, X e y são dados utilizados no

treinamento, e α é um hiperparâmetro que indica a importância do termo de penaliza-

ção Ω(.) no processo de atualização dos parâmetros. No contexto de redes neurais

profundas, a minimização da função custo é frequentemente realizada por algoritmos

como o SGD, em que a atualização dos parâmetros é feita dando passos no sentido

oposto ao do gradiente da função custo em relação aos parâmetros do problema. As-

sim, a equação de atualização dos pesos da rede, considerando a função custo dada

em (7), é definida como

w+
← w − η∇w [J(w;X,y) + αΩ(w)] . (8)

onde η representa a taxa de aprendizagem do algoritmo e ∇ o operador gradiente.

Note em (8) que o acréscimo do termo de penalização pode ser avaliado à parte no

processo de atualização dos parâmetros, uma vez que o gradiente é uma função linear.
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3 COMPRESSÃO DE REDES PROFUNDAS COM AUXÍLIO DE TÉC-

NICAS DE REGULARIZAÇÃO POR NORMAS VETORIAIS

Apesar do notável sucesso alcançado pelas DNNs modernas, o seu elevado

número de pesos ou parâmetros aprendíveis impõe demandas significativas em ter-

mos de plataformas computacionais necessárias para treinamento e inferência. Essas

demandas são ainda mais significativas em aplicações envolvendo processamento em

tempo real e/ou em sistemas embarcados, nas quais existem restrições de tempo de

processamento e/ou de recursos computacionais. Para enfrentar tais desafios, diver-

sos estudos vêm se dedicando ao desenvolvimento de técnicas de compressão de

DNNs.

Uma das formas de se buscar a compressão de DNNs é por meio de decompo-

sições matriciais ou tensorais, que geram aproximações da rede com complexidade

computacional reduzida [24–27]. Uma técnica interessante, nesse contexto, é a decom-

posição em posto reduzido, que combina fatoração e esparsidade estruturada para

diminuir o número de pesos, especialmente em camadas totalmente conectadas [73]. O

processo consiste em aplicar a decomposição em balores singulares (SVD — singular

value decomposition) ou métodos similares para fatorar a matriz de pesos. Subse-

quentemente, as linhas e colunas correspondentes aos neurônios menos relevantes

são eliminadas. Preservando-se os componentes mais significativos, alcança-se uma

compressão substancial, muitas vezes sem exigir um retreinamento extensivo do mo-

delo [74–76]. Abordagens modernas integram essa otimização diretamente na fase de

treinamento. Nelas, aplicam-se penalizações aos tensores e matrizes decompostas,

forçando sua convergência gradual para uma estrutura de posto reduzido e, assim,

determinando os parâmetros de posto ótimos para cada camada [77].

Outras técnicas de compressão de DNNs aproveitam as especificidades do

hardware para obter reduções no custo computacional, visando otimizar a eficiência

em dispositivos específicos [28–30, 78, 79]. A quantização dos parâmetros da rede,

por exemplo, é uma estratégia que proporciona ganhos significativos na inferência

de modelos complexos em sistemas com recursos computacionais e de memória li-

mitados [49, 78]. Um desafio inerente a essa abordagem é a perda de precisão que

a rede sofre após a quantização. Para mitigar esse problema, propõem-se tanto o

retreinamento dos modelos já quantizados [78] quanto estratégias que, durante o trei-

namento, simulam a aritmética de ponto fixo do hardware para reduzir a degradação

da acurácia [79]. Adicionalmente, a quantização pode ser combinada com outras es-

tratégias de compressão, alcançando níveis ainda mais elevados de otimização para a

inferência [49].

Neste cenário de busca por maior eficiência e menor custo computacional para

DNNs modernas, estratégias de poda destacam-se como proeminentes e amplamente
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investigadas para a compressão de redes [37,80,81]. Em contraste com a decomposi-

ção de matrizes, que envolve reestruturação dos pesos, e da quantização, que envolve

redução de precisão, a poda concentra-se na eliminação de conexões e/ou neurônios

considerados de menor relevância para o desempenho do modelo, o que resulta em

uma arquitetura mais esparsa e eficiente [31–36]. Essa abordagem proporciona uma

redução substancial do número de parâmetros e operações (FLOPS - floating point

operations per second), fator crucial para a implementação de DNNs em ambientes

com restrições computacionais e energéticas.

3.1 COMPRESSÃO DE REDES NEURAIS VIA ESTRATÉGIAS DE PODA

Os primeiros trabalhos que exploraram a poda para reduzir a complexidade

de redes neurais com impacto mínimo em seu desempenho remontam à década de

1990 [32,82]. O critério mais comum para essa tarefa é de reduzir a magnitude absoluta

do peso, segundo o qual conexões com valores menores são consideradas menos

importantes e, consequentemente, são removidas [17, 80]. Por sua simplicidade e

eficácia, essa abordagem é a base de muitos métodos de poda, especialmente os não

estruturados. Alternativamente, os critérios podem se basear na sensibilidade do peso

à função de erro [82] ou em métricas que avaliam a contribuição das conexões para a

ativação de neurônios [83,84]. Quanto à granularidade, a poda pode ser global, onde

um único limiar de esparsidade ou magnitude é definido para toda a rede [17]. Por outro

lado, a abordagem por camada (per-layer ) estabelece um limiar de poda específico

para cada camada, permitindo um controle mais fino da compressão [17]. Outras

variações incluem a poda aleatória [85, 86], que remove pesos de forma estocástica

e serve principalmente como linha de base comparativa, sendo raramente usada na

prática devido à sua imprevisibilidade.

Outra forma de classificar as técnicas de poda é em termos da abordagem de

remoção utilizada, resultando em técnicas não estruturadas e estruturadas [49,81,87].

A poda não estruturada envolve a remoção de pesos individuais, independentemente

de sua localização ou de como afetam a estrutura geral da rede [32, 82, 88–90]. A

rede neural resultante da aplicação desse método é, em geral, esparsa, conforme

ilustrado na Figura 6(a). Quando todas as conexões de entrada e saída de um neu-

rônio são eliminadas, o próprio neurônio é efetivamente podado, como observado na

Figura 6(b). Por outro lado, a poda estruturada remove grupos inteiros de pesos, como

filtros, canais ou neurônios completos, o que resulta em uma rede mais regular e

compatível com arquiteturas de hardware otimizadas, facilitando a inferência acele-

rada [91–93]. Adicionalmente, abordagens de poda estruturada avaliam a importância

de neurônios ou canais inteiros utilizando métricas de relevância derivadas de suas

ativações ou gradientes, visando remover componentes completos com baixo impacto

no desempenho [84]. Existe também a poda semi-estruturada, que busca um equilí-
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brio entre as duas abordagens anteriores, removendo pesos em padrões específicos,

como blocos esparsos, para otimizar tanto a taxa de compressão quanto a eficiência

de hardware [48,94].

(a) (b)

Figura 6 – Rede neural após o processo de poda: (a) pesos removidos e (b) neurônios
desativados.

Embora a compatibilidade da poda estruturada com as arquiteturas de hard-

ware convencionais, como as GPUs, seja mais evidente devido à sua otimização para

operações densas, a poda não estruturada apresenta uma vantagem significativa: a ca-

pacidade de atingir níveis de esparsidade substancialmente mais altos com mínima de-

gradação de desempenho [17]. Essa granularidade fina na remoção de pesos permite

explorar redundâncias intrínsecas que as abordagens estruturadas não conseguem

capturar, resultando em modelos de menor tamanho e menor consumo de energia.

Contudo, o processamento eficiente de tais estruturas altamente esparsas e irregula-

res é um desafio para GPUs tradicionais, que enfrentam gargalos devido aos acessos

à memória dispersos e à subutilização de seus núcleos densos. Nesse contexto, pla-

taformas de hardware com características que permitem explorar eficientemente a

esparsidade irregular emergem como alternativas promissoras. Tais plataformas, como

as FPGAs (Field-Programmable Gate Arrays) e aceleradores de hardware customiza-

dos, destacam-se pela sua capacidade de reconfiguração e paralelismo. Isso possibilita

o desenvolvimento de arquiteturas de processamento personalizadas, capazes de li-

dar com a irregularidade das redes esparsas não estruturadas de forma eficiente. Ao

projetar uma arquitetura dedicada à rede esparsa, desconsiderando computações com

zeros e armazenando apenas elementos não nulos, essas plataformas podem explorar

integralmente a alta esparsidade alcançada pela poda não estruturada. Por exemplo,

o trabalho de Wang et al. [95] demonstra a eficácia dessa abordagem, onde um ace-

lerador baseado em FPGA obteve ganhos significativos em desempenho e eficiência

energética através de um motor de computação esparsa otimizado. Tal abordagem
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viabiliza a implantação desses modelos em ambientes com recursos limitados ou que

demandam alta eficiência energética.

3.2 REGULARIZAÇÃO BASEADA EM PENALIZAÇÃO DE NORMAS VETORIAIS E

SUA APLICAÇÃO À PODA DE PESOS

Conforme discutido na Seção 2.5.4, as estratégias de regularização que uti-

lizam a penalização dos parâmetros da rede, como as baseadas em normas ℓ1 e

ℓ2, buscam mitigar o overfitting ao acrescentar um termo de penalização à função

custo. Essa abordagem, que consiste em redefinir a função custo J(w;X,y) para

J̃(w;X,y) = J(w;X,y) + αΩ(w), permite que uma importante influência seja exercida

sobre o treinamento do modelo, de forma a controlar a sua complexidade.

Como mencionado no capítulo anterior, a minimização da função custo envol-

vida no treinamento de uma rede neural é tipicamente realizada usando métodos

baseados no gradiente descendente. Assim, a atualização dos pesos de uma rede

neural via minimização da função custo regularizada J̃(w;X,y) assume a forma de (8).

Individualizando essa expressão para o j-ésimo peso da rede, tem-se

w+
j ← wj − η

∂ [J(w,x,y) + αΩ(w)]
∂wj

(9)

onde η é a taxa de aprendizagem. Note que, para α = 0, (9) torna-se a equação de

atualização de pesos padrão (não-regularizada), a qual é dada por

w+
j ← wj − η

∂J(w,x,y)
∂wj

. (10)

3.2.1 Regularização baseada na norma ℓ2

Uma das técnicas de regularização baseada em norma vetorial mais populares

baseia-se no uso da norma ℓ2 dos parâmetros da rede como função de penalização.

Tal técnica é desenvolvida fazendo

Ω(w) = ||w||22 =
∑

j∈ϕ

w2
j (11)

em (7) [1], com ||w||2 representando a norma ℓ2 do vetor de pesos w, e ϕ represen-

tando o conjunto de todos os parâmetros penalizados da rede. Substituindo (11) em

(8), considerando que
∂||w||22
∂wj

= 2wj (12)

e manipulando a expressão resultante, obtemos a seguinte equação de atualização:

w+
j ← wj − 2ηαwj − η

∂J(w,x,y)
∂wj

. (13)
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Comparando (13) com (10), pode-se observar que a regularização baseada na norma

ℓ2 introduz um termo adicional dado por −2ηαwj na equação de atualização dos

parâmetros. Uma vez que 2ηα é sempre positivo e usualmente muito menor do que

um (a fim de garantir a convergência do algoritmo), esse termo extra, usualmente

denominado termo de penalização, produz uma redução na magnitude dos pesos da

rede a cada iteração, o que contribui para aumentar a capacidade de generalização do

modelo.

3.2.2 Regularização baseada em norma ℓ1

No caso da regularização baseada em norma ℓ1, a função de penalização é

dada por [1]

Ω(w) = ||w||1 =
∑

i∈ϕ

|w |i (14)

com ||w||1 representando a norma ℓ1 do vetor de pesos w. Assim, considerando (8),

(14) e também que
∂||w||1
∂wj

= sign(wj ) (15)

a seguinte equação de atualização dos pesos é obtida:

w+
j ← wj − ηα sign(wj )− η

∂J(w,x,y)
∂wj

. (16)

Note que (16) corresponde a (10) com a inclusão do termo de penalização−ηα sign(wj ).

Uma vez que 0 < ηα ≪ 1, esse termo também tende a produzir uma redução na

magnitude dos parâmetros da rede de um modo similar ao termo de penalização

acrescentado à equação de atualização dos parâmetros com regularização de norma

ℓ2.

3.2.3 Compressão de Redes Neurais via Regularização Baseada em Normas

Vetoriais e Poda de Pesos

Como mostrado na seção anterior, as regularizações de norma ℓ2 e ℓ1 inserem

termos de penalização na equação de atualização dos pesos que acabam por induzir

reduções de magnitude durante o processo de treinamento. Tal efeito, além de prevenir

o overfitting, produz uma atração para zero sobre os pesos, sendo que os pesos com

menor magnitude tendem a ser os mais afetados. Assim, tem-se uma rede final com

características esparsas, ou seja, com um maior número de coeficientes com valores

tendendo a zero. Nesse contexto, estratégias que combinam regularizações baseadas

em penalização de norma vetorial e poda de redes neurais têm ganhado atenção sig-

nificativa quando deseja-se comprimir redes neurais complexas [37–40]. Em [37], por

exemplo, a associação de regularização baseada na norma ℓ2 e a poda de pesos levou
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a reduções de até 12 vezes no número de pesos da rede sem afetar significativamente

seu desempenho. Além disso, em [40], reduções de até 38 vezes foram obtidas ao

custo de pequenas perdas de desempenho usando uma combinação de regularização

com norma ℓ1 e poda de pesos. Quando o objetivo é eliminar neurônios, técnicas de

regularização em grupo têm levado a resultados promissores [39, 40]. Ainda, como

mostrado em [38], é possível combinar penalização de neurônios e de pesos para

aumentar a compressão da rede.

3.2.4 Poda de Pesos e Regularização por Norma ℓ0

Como mencionado anteriormente, as normas ℓ2 ou ℓ1 são as mais comumente

usadas para fins de regularização no contexto do treinamento das redes neurais, tanto

com a finalidade de mitigar o overfitting quanto para induzir esparsidade e facilitar

a compressão. Especialmente com respeito a indução de esparsidade, uma outra

pseudonorma vetorial, a norma ℓ0
1, também vem obtendo um crescente interesse.

Isso se deve ao conhecido fato que a penalização com norma ℓ0 tipicamente apresenta

um efeito mais forte de indução de esparsidade em problemas de otimização, conforme

discutido em [41]. É essa a motivação para o uso da norma ℓ0 no presente trabalho de

pesquisa.

Outros trabalhos de pesquisa da literatura têm explorado o uso da norma ℓ0

para compressão de redes neurais [39,42–45]. Cada um desses trabalhos adota uma

abordagem diferente para lidar com as dificuldades decorrentes do uso da função não

diferenciável que caracteriza a norma ℓ0 no contexto de problemas de otimização via

algoritmos baseados no gradiente descendente. Em [39], por exemplo, é apresentado

um arcabouço geral para usar funções surrogate da norma ℓ0 na regularização, jun-

tamente com uma aproximação dessa norma chamada hard-concrete. A estratégia

apresentada em [42] é baseada em [39], substituindo o estimador de gradiente ba-

seado em hard-concrete pelo estimador chamado augment-reinforce-merge (ARM),

o que permite obter resultados superiores. O foco tanto em [39] quanto em [42] é

principalmente explorar esparsidade em grupos, visando realizar poda de neurônios.

Em [43], a poda de pesos é formulada como um problema de otimização não convexa

com restrição, onde a restrição está na cardinalidade dos pesos (ou seja, na norma

ℓ0 do vetor de pesos). O método dos multiplicadores de direção alternada (ADMM −

alternating direction method of multipliers) é utilizado para resolver sistematicamente

esse problema, e a poda é então aplicada removendo os pesos próximos de zero [43].

Em [44], o problema de poda é formulado de duas maneiras: como um problema de

otimização com restrição de norma ℓ0, similar a [43], e também como um problema

de otimização da função custo penalizada. Abordagens de otimização alternada são

1 É importante comentar que por definição a norma ℓ0 é, na verdade, uma pseudonorma. Contudo,
para fins de simplificação, ela é denotada neste trabalho também como uma norma específica.
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usadas para resolver os problemas obtidos nessas duas formas, resultando em algorit-

mos de duas etapas para o treinamento de redes com poda de parâmetros [44]. Além

disso, em [45], a abordagem introduzida em [44] é utilizada para combinar as normas

ℓ0 e ℓ2, tratando-as como penalidades ou restrições na formulação da otimização, o

que resultou em melhores resultados.
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4 COMPRESSÃO DE REDES NEURAIS USANDO REGULARIZA-

ÇÃO BASEADA NA NORMA ℓ0

Este capítulo é dedicado à contribuição principal do presente trabalho: uma

nova abordagem de regularização para o treinamento de redes neurais baseada em

regularização por norma ℓ0. Tal abordagem tem por objetivo explorar as características

de indução de esparsidade da norma ℓ0 para penalizar os parâmetros da rede durante

treinamento e assim reduzir a magnitude dos pesos de menor relevância. Em seguida,

é apresentada uma discussão sobre as características de indução à esparsidade da

abordagem proposta baseada na norma ℓ0 em comparação com outras abordagens

de regularização baseadas em normas. Dessa discussão, surge um esquema que

combina regularizações de norma ℓ2 e ℓ0, o qual é associado à poda de pesos para

dar origem ao esquema de compressão de rede proposto.

4.1 ABORDAGEM DE REGULARIZAÇÃO BASEADA NA NORMA ℓ0 PROPOSTA

A função conhecida como norma ℓ0 é uma medida estrita de esparsidade veto-

rial, uma vez que ela é formalmente definida como o número de coeficientes não nulos

em um vetor [39,46,96]. Devido a esse fato, quando considerada como termo de pe-

nalização em aplicações envolvendo otimização, a norma ℓ0 apresenta a interessante

capacidade de induzir esparsidade no vetor de parâmetros do problema em ques-

tão [39,42,46,96,97]. Essas aplicações compartilham importantes similaridades com

as estratégias de compressão de redes neurais previamente discutidas no presente

trabalho.

Com o objetivo de desenvolver uma nova abordagem de regularização que

resulte em penalização dos pesos durante o treinamento de redes neurais, vamos

começar com a definição formal da norma ℓ0 de um vetor de pesos w, a qual é dada

por

||w||0 =
∑

j∈ϕ

f (wj ) (17)

com

f (wj ) =







0 se wj = 0

1 para outros valores.
(18)

É importante notar que (17) é uma função não-convexa e não-diferenciável. Essas

características impõem dificuldades importantes para o desenvolvimento de estratégias

de regularização como as descritas na Seção 2.5.4, especialmente devido ao papel

central dos métodos de otimização por gradiente descendente [veja (8)]. Para contornar

tal problema, considera-se aqui uma versão aproximada diferenciável da norma ℓ0, a
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Figura 7 – Comparação entre norma ℓ0 e versão da norma ℓ0 aproximada com expo-
nencial para diferentes valores de β.

qual está descrita em [46]. Com isso, (18) é aproximada por

f̃ (wj ) = 1− e−β|wj |, (19)

com β ≥ 1. Utilizando agora (19) em substituição a (18) no cálculo de (17), obtém-se

a seguinte aproximação da norma ℓ0:

||w||0 ∼=
∑

j∈ϕ

f̃ (wj ) =
∑

j∈ϕ

(1− e−β|wj |). (20)

A Figura 7 mostra uma compoaração da norma ℓ0 com a sua aproximação

dada por (20) para diferentes valores de β. Em tal figura, observa-se que, à medida

que β aumenta, a versão aproximada da norma ℓ0 aproxima-se mais da definição

original de (17). Mais precisamente, a faixa de valores do coeficiente em que o valor da

norma tende a zero torna-se cada vez mais estreita com aumento de β. Nesse caso,

conclui-se que, à medida que β→∞, ||w||∗0 → ||w||0.

Agora, visando desenvolver o esquema de regularização baseado na norma ℓ0

proposto, considera-se a equação de atualização dos pesos da rede dada em (8) e

substitui-se Ω(w) pela aproximação da função de norma ℓ0 de (20) em tal expressão.

Assim, a regra de atualização dos pesos torna-se

w+
j ← wj − ηα

∂f̃ (wj )

∂wj
− η

∂J(w,X,y)
∂wj

. (21)

Então, tomando o gradiente de (20) com respeito a wj , obtém-se

∂f̃ (wj )

∂wj
= β sign(wj ) e−β|wj |. (22)
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Finalmente, substituindo (22) em (21), a seguinte equação de atualização dos pesos

baseados em penalização de norma ℓ0 é obtida:

w+
j ← wj − ηαβsign(wj )e

−β|wj | − η
∂J(w,X,y)

∂wj
. (23)

Observe que (23) corresponde a (10) com a inclusão do termo de penalização dado

por −ηαβsign(wj )e
−β|wj |. Como na prática 0 ≤ ηαβe−β|wj | ≪ 1, conclui-se que tal

termo exerce uma atração para zero sobre o peso, de forma similar aos casos das

regularizações por norma ℓ2 e ℓ1 discutidas anteriormente neste trabalho.

4.2 ANÁLISE DO EFEITO DE ATRAÇÃO PARA ZERO DAS DIFERENTES ESTRA-

TÉGIAS DE REGULARIZAÇÃO BASEADAS EM NORMAS VETORIAIS

Conforme mencionado na Seção 3.2.3, os termos de penalização presentes em

(13) (atualização dos parâmetros com regularização por norma ℓ2) e (16) (atualização

dos parâmetros com regularização por norma ℓ1) exercem um efeito de atração em

direção a zero sobre os pesos da rede durante o treinamento. O mesmo tipo de efeito

também é observado para o termo de penalização considerando a regularização com

penalização de norma ℓ0 descrita por (23). As características da indução a zero pro-

duzidas por tais termos de penalização são, no entanto, significativamente diferentes

entre si. Ao compará-las, pode-se notar que:

i) a penalização por norma ℓ2 (via o termo de penalização −2ηαwj ) depende de

wj e, portanto, da magnitude do peso, o que resulta em uma atração a zero

decrescente à medida que o peso se aproxima de zero;

ii) a penalização por norma ℓ1 (via o termo de penalização −ηα sign(wj )) depende

do sinal do peso (não de sua magnitude), resultando em um efeito constante de

atração a zero;

iii) a penalização baseada na norma ℓ0 (via o termo −ηαβsign(wj )e
−β|wj |) depende

do sinal do peso e também de sua magnitude via e−β|wj |, resultando em uma

atração a zero que aumenta à medida que o peso se aproxima de zero.

Essas características são evidenciadas pelas curvas mostradas na Figura 8, que des-

crevem o comportamento de um peso sujeito às distintas penalizações de norma.

Essas curvas foram obtidas definindo o valor inicial do peso como 1, 0 e ajustando os

parâmetros das diferentes regularizações para obter aproximadamente a mesma taxa

de penalização inicial.

Para obter uma compreensão mais aprofundada das diferenças entre as estraté-

gias de regularização baseadas em normas, um aspecto interessante a ser analisado

é o escalamento experimentado por um peso após sua atualização devido à atração
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Figura 8 – Comportamento obtido para um peso inicialmente definido como 1, 0 e sub-
metido às diferentes penalizações com taxa de penalização inicial similar.

a zero. Para tanto, definimos um fator de escala de atração a zero de atualização de

peso λj , que é dado pela razão entre w+
j e wj quando apenas o termo de penalização é

considerado para sua atualização [ou seja, ignorando J(w,x,y) em (13), (16), ou (23)].

Assim, removendo o último termo do lado direito de (13) e manipulando a expressão

resultante, obtém-se o seguinte fator de escala de atração a zero para a regularização

baseada na norma ℓ2:

λj =
w+

j

wj
= 1− 2ηα. (24)

Agora, para a regularização baseada na norma ℓ1, removendo o último termo do lado

direito de (16), considerando que sign(wj ) = wj

|wj |
, e manipulando a expressão resultante,

obtém-se o seguinte fator de escala de atração a zero:

λj =
w+

j

wj
= 1− ηα

1
|wj |

. (25)

Finalmente, para o caso da regularização proposta baseada na norma ℓ0 proposta,

removendo o último termo do lado direito de (23), considerando que sign(wj ) = wj

|wj |
, e

manipulando a expressão resultante, obtém-se

λj =
w+

j

wj
= 1− ηαβ

e−β|wj |

|wj |
. (26)

O intervalo de valores de interesse para o fator de escalonamento λj depende

do propósito da regularização. No caso de mitigação de overfitting, λj deve ser menor

que e próximo de um, pois isso significa que o peso é apenas levemente afetado a cada

iteração. Por outro lado, se o objetivo é a poda de pesos, o fator de escalamento ideal

deve ser próximo de zero (redução mais forte da magnitude do peso), contudo apenas

para os pesos a serem podados. Em termos gerais, se −1 < λj < 1, a magnitude do
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peso é reduzida. Tal intervalo aceitável para λj pode ser usado para estabelecer limites

para a escolha do termo de penalização α. Por exemplo, substituindo em −1 < λj < 1

e manipulando a expressão resultante, obtém-se os seguintes limites de α para a

regularização baseada na norma ℓ2:

0 < α <
1
η

. (27)

Fazendo o mesmo procedimento para a regularização baseada na norma ℓ1, utilizando

(25) em −1 < λj < 1 e manipulando a expressão resultante, obtêm-se os seguintes

limites de α:

0 < α <
2|wj |

η
. (28)

Finalmente, para o caso da regularização proposta baseada na norma ℓ0, utilizando

(26) em −1 < λj < 1 e manipulando a expressão resultante, obtêm-se

0 < α <
2|wj |

ηβe−β|wj |
. (29)

Ao analisar os limites superiores em (27), (28), e (29), pode-se notar que, tanto

para as regularizações baseadas na norma ℓ1 quanto na norma ℓ0, o limite superior

para α que garante a redução da magnitude do peso é diretamente dependente da

magnitude do peso |wj |. Consequentemente, à medida que o peso é atraído para zero,

o limite superior diminui progressivamente até ser violado. Neste ponto, teremos |λj | > 1

e um crescimento resultante da magnitude do peso, correspondendo a uma repulsão a

zero em vez de atração. O crescimento do peso resultará em aumentar o limite superior

de α, revertendo a repulsão a zero em atração, iniciando o processo novamente em

direção à repulsão. Tal alternância entre atração e repulsão resultará em oscilações

no valor do peso no entorno de zero, que serão adicionadas às oscilações ruidosas

causadas pelo próprio algoritmo de treinamento após a convergência dos pesos (ruído

do gradiente). Essas oscilações podem, eventualmente, impedir que a magnitude do

peso seja mantida abaixo do limiar de poda, resultando na poda de um número menor

de pesos. Para mitigar esse problema, α deve ser definido para valores relativamente

pequenos, levando em conta também o limiar de poda adotado.

Agora, considerando a discussão acima e o resumo, apresentado na Tabela 1,

das expressões discutidas nesta seção, algumas conclusões importantes podem ser

tiradas em relação às diferentes estratégias de regularização baseadas em normas,

bem como às suas capacidades de atração a zero. Considerando primeiro a regulari-

zação da norma ℓ2, da Tabela 1 podemos notar que seu limite de α para redução da

magnitude do peso é independente da magnitude do peso. Consequentemente, o peso

será sempre atraído para zero sem apresentar as oscilações mencionadas causadas

pela atração a zero. No entanto, uma vez que a força de tal atração se torna mais fraca

à medida que o peso se torna pequeno, uma evolução exponencial suave do peso em
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Tabela 1 – Características de Atração a Zero para as Diferentes Regularizações Base-
adas em Normas

reg.

norma ℓ2

reg.

norma ℓ1

reg. norma ℓ0

(proposta)

Termo de

penalização
−2ηαwj −ηα sign(wj ) −ηαβsign(wj )e

−β|wj |

Fator de Escala

(λj = w+
j /wj )

1− 2ηα 1−
ηα

|wj |
1−

ηαβe−β|wj |

|wj |

Limites de α para

decaimento de pesos
α <

1
η

α <
2|wj |

η
α <

2|wj |

ηβe−β|wj |

direção a zero será observada, conforme ilustrado na Figura 8. Como consequência,

são necessárias muitas épocas de treinamento para que o peso seja reduzido abaixo

do limiar de poda do correspondente peso. Em resumo, a atração a zero fornecida pela

regularização da norma ℓ2 será muito interessante para evitar o overfitting, mas não

tão relevante para a poda de pesos.

A regularização por norma ℓ1, por sua vez, não apresenta o problema de atra-

ção a zero evanescente da regularização por norma ℓ2, uma vez que seu termo de

penalização não depende da magnitude do peso (veja Tabela 1). No entanto, a regu-

larização por norma ℓ1 apresenta as oscilações mencionadas causadas pela violação

do limite de α, o que exigirá que α seja mantido com valores relativamente pequenos.

Esse fato prejudicará inevitavelmente a capacidade da regularização por norma ℓ1 de

evitar o overfitting, uma vez que a penalização aplicada a pesos maiores é significati-

vamente limitada por um α pequeno. Em outras palavras, a penalização por norma ℓ1

tem um problema de objetivos conflitantes, pois α pode ser definido tanto para evitar o

overfitting quanto para favorecer a atração a zero visando a poda de pesos.

O primeiro aspecto a se destacar em relação à regularização baseada na norma

ℓ0 proposta está relacionado à dependência direta de seu termo de penalização em

e−β|wj | (veja Tabela 1). Visto que quando |wj |→∞ e e−β|wj | → 0, constatando-se que

a penalização tende a se tornar muito pequena para pesos maiores. Assim, a regulari-

zação por norma ℓ0 proposta tende a ser menos eficaz na prevenção do overfitting. Por

outro lado, em termos de atração a zero para os coeficientes menores, a regularização

por norma ℓ0 tem um efeito mais forte e que aumenta à medida que o peso se torna

menor. Essa característica é ilustrada na Figura 9 para η = 0, 04 e α = 0, 01, bem

como para diferentes valores de β. Como resultado, durante o treinamento da rede, um

peso que se torne pequeno é cada vez mais acelerado em direção a zero, levando um

número menor de épocas para atingir o limiar de poda de peso. Esse comportamento

pode ser claramente observado na curva correspondente à penalização da norma ℓ0
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mostrada na Figura 8. Em termos de oscilações devido à atração a zero, a regula-

rização baseada na norma ℓ0 também apresentará tais oscilações, que se devem à

dependência direta em |wj | de seu limite de α para redução da magnitude do peso.

Esse aspecto exigirá que α seja mantido com um valor relativamente pequeno, sem

grande impacto sobre os pesos maiores, uma vez que estes não são afetados pela

regularização baseada na norma ℓ0.
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Figura 9 – Penalização obtida com regularização ℓ0 proposta para dois valores de β.

4.3 ESQUEMA DE COMPRESSÃO DE REDES BASEADO EM REGULARIZAÇÃO

COMBINADA POR NORMAS ℓ2 E ℓ0

Da discussão apresentada na seção anterior, fica claro que a abordagem de

regularização baseada na norma ℓ0 proposta é bastante apropriada para a obtenção

de redes com maior número de pesos com baixa magnitude, embora apresente uma

capacidade limitada de evitar o overfitting. Em contraste, a regularização da norma ℓ2 é

eficaz na prevenção do overfitting, mas não tanto eficiente para a compressão da rede.

Assim, propõe-se aqui a exploração de tal complementaridade entre as regularizações

baseadas nas normas ℓ2 e ℓ0 para obter redes com alta capacidade de compressão

que também sejam eficazes em termos de desempenho de inferência. Nesse contexto,

considera-se então a seguinte função de penalização combinada:

Ω(w) = ||w||22 + ||w||0̃. (30)

Seguindo passos similares aos descritos na Seção 4.1 para derivar a estratégia de

regularização proposta da norma ℓ0, obtém-se a seguinte regra de atualização de

pesos para a regularização combinada:

wj ← wj − 2ηαℓ2
wj − ηαℓ0

βsign(wj )e
−β|wj | − η

∂J(w;X,y)
∂wj

. (31)
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Note que dois parâmetros diferentes de penalização de norma (αℓ2
e αℓ0

) são

utilizados em (31) para permitir o controle independente do nível de penalização para

cada norma. Este aspecto é de grande interesse, pois, como mencionado anterior-

mente, cada penalização de norma tem uma tarefa diferente no algoritmo de treina-

mento proposto. Assim, ajustando αℓ2
, pode-se controlar a força da prevenção do

overfitting, enquanto ajustando αℓ0
, a força da atração a zero é controlada. Especifica-

mente em relação a αℓ0
, tal parâmetro de fato permite controlar o compromisso entre a

perda de acurácia e o nível de compressão, o que é típico em técnicas de compressão

de rede. Neste contexto, utilizando valores maiores de αℓ0
, a compressão é favorecida

em detrimento da manutenção do nível de acurácia da rede não comprimida, enquanto

valores menores de αℓ0
levam a níveis de compressão menores, mantendo a acurácia

original.

A partir de (31), um esquema para compressão de redes neurais é então pro-

posto, o qual é baseado no treinamento de rede utilizando a regularização das normas

ℓ2-ℓ0 combinadas seguida pela poda dos pesos menos significativos da rede resultante.

O esquema proposto é concebido tendo em mente a poda não estruturada (de pesos),

uma vez que a penalização produz uma atração a zero para cada peso independente-

mente. Apesar disso, a poda estruturada (de neurônios) também pode ser alcançada

através de um design inteligente da estratégia de poda proposta.

4.4 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Esta seção é dedicada à avaliação, de forma experimental, das estratégias

propostas no presente trabalho. Nesse contexto, inicialmente é feita uma avaliação

experimental da capacidade de indução de esparsidade da regularização baseada na

norma ℓ0 proposta. Em seguida, avalia-se o desempenho do esquema de compressão

de rede proposto baseado na regularização das normas ℓ2-ℓ0 combinadas. Em todos

os experimentos conduzidos nesta tese, a poda é realizada em uma etapa subsequente

ao treinamento, após a convergência dos parâmetros sob a influência do esquema de

regularização proposto.

De forma geral, seis experimentos diferentes são considerados. No primeiro, a

ideia é comparar a capacidade de indução de esparsidade da regularização proposta

baseada na norma ℓ0 com as regularizações mais comuns baseadas nas normas

ℓ2 e ℓ1, bem como avaliar o seu impacto quando distintas estratégias de poda são

utilizadas. No segundo experimento, o esquema de compressão de rede proposto

é usado para obter versões comprimidas das redes Lenet-300-100 e Lenet-5-Caffe

aplicadas ao conjunto de dados MNIST. O terceiro experimento envolve a aplicação do

esquema de compressão de rede proposto para a tarefa de comprimir a rede VGG-16 e

também uma rede residual chamada ResNet20, ambas aplicadas ao conjunto de dados

CIFAR-10. No quarto experimento, o foco é na compressão da rede VGG-16 aplicada à
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tarefa mais desafiadora do CIFAR-100. O quinto experimento envolve também a tarefa

desafiadora do CIFAR-100, mas agora utilizando a rede ResNet-50. Finalmente, no

sexto experimento, o uso da estratégia proposta em um contexto de poda estrutural

(remoção de neurônios completos) é avaliado. Em todos os experimentos, as redes

são avaliadas em termos do compromisso entre acurácia e taxa de compressão, esta

última definida como a razão entre o número total de parâmetros da rede original e

o número de parâmetros remanescentes após a poda. Para a seleção dos pesos a

serem removidos, adotam-se dois critérios conforme o objetivo de cada teste: i) a poda

por limiar de magnitude; e ii) a poda por taxa de compressão alvo. No critério por limiar

de magnitude, estabelece-se um limiar mínimo para a permanência do peso (ou o

limiar de poda), o que permite identificar o potencial máximo de compressão para fins

de comparação com a literatura. Já no critério por taxa de compressão alvo, a remoção

é guiada por uma meta de compressão preestabelecida, permitindo o mapeamento

progressivo da curva de desempenho da rede e a visualização da característica de

acurácia versus taxa de compressão.

4.4.1 Experimento 1: Comparação de Indução de Esparsidade entre Diferentes

Estratégias de Regularização Baseadas em Normas

O objetivo deste experimento é avaliar a capacidade de indução de esparsidade

da regularização proposta baseada na norma ℓ0 em comparação com as regulariza-

ções baseadas nas normas ℓ2 e ℓ1. Assim, redes neurais inspiradas na Lenet-5-Caffe1

são treinadas para a tarefa de classificação de imagens do conjunto de dados MNIST.

Para avaliar o compromisso entre e taxa de compressão da rede, o critério de poda por

taxa de compressão alvo é adotado, iniciando com uma taxa alvo de 2 que é progres-

sivamente aumentada, sendo a acurácia resultante avaliada para cada uma das taxas

de compressão consideradas. A compressão da rede é realizada utilizando três dife-

rentes estratégias de poda de pesos [80]: i) poda global por magnitude (global pruning

- GP), em que os pesos menos significativos da rede como um todo são alvos para

poda; ii) poda por magnitude por camada (layer pruning - LP), em que os pesos menos

significativos em cada camada são alvos (resultando na mesma taxa de compressão

para cada camada); e iii) poda aleatória (random pruning - RP), em que os pesos são

selecionados aleatoriamente de toda a rede, independentemente de sua magnitude.

O ajuste fino (fine tuning - FT) [14] (ou seja, o retreinamento da rede após a poda)

também é considerado neste experimento.

As Figuras 10 e 11 apresentam as curvas de acurácia versus taxa de compres-

são obtidas sem e com FT, respectivamente. O primeiro aspecto a se destacar, a partir

dessas figuras, é a superioridade tanto da poda de pesos global quanto da poda por

camada em relação à poda aleatória. Esse fato demonstra a eficácia da compressão
1 A Lenet-5-Caffe é uma versão modificada da Lenet-5 [14] que é discutida em [98].
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da rede via poda de pesos baseada em magnitude. Agora, em relação à capacidade

das técnicas diferentes de regularização baseadas em normas para induzir esparsi-

dade e, assim, proporcionar maiores taxas de compressão, as curvas das Figuras 10 e

11 mostram que a regularização proposta baseada na norma ℓ0 (tanto sozinha quanto

em combinação com a norma ℓ2) supera significativamente as regularizações base-

adas nas normas ℓ1 e ℓ2. Essa conclusão é direta dos resultados superiores obtidos

utilizando a regularização proposta com poda de pesos global ou por camada. Além

disso, o desempenho inferior obtido pela regularização proposta com poda aleatória

também se deve à sua superior capacidade de indução de esparsidade, uma vez que

um nível de esparsidade mais elevado implica maior concentração de energia em pou-

cos pesos, com alguns desses pesos mais significativos sendo inevitavelmente alvos

de uma estratégia de poda aleatória. Outro aspecto importante a ser destacado é que

o uso de FT leva a resultados significativamente melhores em todos os casos, embora

a regularização proposta baseada na norma ℓ0 tenha obtido resultados muito bons

mesmo sem o uso de FT (veja Figura 10).
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Figura 10 – Experimento 1. Acurácia versus taxa de compressão sem FT.

4.4.1.1 Análise do Perfil de Esparsidade e Distribuição de Parâmetros por Regulari-

zação

Além das métricas de acurácia versus taxa de compressão já analisadas neste

experimento, a comparação entre as distribuições dos valores absolutos (magnitudes)

dos parâmetros de modelos treinados com as regularizações de normas ℓ2, ℓ1 e com

a aproximação ℓ0 proposta evidencia características de indução a esparsidade durante

treinamento, sendo tal indução mais proeminente para as normas ℓ1 e ℓ0. Com o obje-

tivo de demonstrar tais características, os histogramas de distribuição dos parâmetros
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Figura 11 – Experimento 1. Acurácia contra taxa de compressão com FT.

(unidimensionais e bidimensionais) para as diferentes camadas da rede LeNet-300-100

são aqui analisados. Essa análise permite identificar a natureza da esparsidade indu-

zida e como a rede preserva a informação relevante frente a diferentes penalizações.

Nesse contexto, os histogramas apresentados na Figura 12 revelam comportamentos

distintos entre as normas ℓ2, ℓ1 e a aproximação ℓ0 proposta, evidenciando como a

penalização induz a esparsidade durante o treinamento, concentrando a energia em

pesos específicos da rede, para os casos que a maior taxa de compressão é alcan-

çada. Observa-se ainda na Figura 12 que a aplicação da norma ℓ2 resulta em uma

distribuição mais uniforme e suave dos parâmetros em todas as camadas. Nas duas

primeiras camadas, que concentram o maior volume de parâmetros e o maior potencial

de compressão, os pesos permanecem concentrados em uma faixa intermediária da

escala, sem atingir as extremidades (±1). Do ponto de vista de compressão, essa ca-

racterística é desfavorável, pois ao atribuir energias similares a praticamente todos os

parâmetros, não houve indução de esparsidade da rede durante treinamento e não é

possível identificar, através da magnitude dos pesos, quais conexões são desprezadas

para a tarefa de classificação e podem ser podadas.

Em contraste, os histogramas referentes às regularizações ℓ1 e ℓ0 revelam

uma mudança importante na arquitetura resultante. Nota-se que o modelo treinado

possui estrutura mais esparsa, com a energia dos pesos da rede sendo redistribuída

e acumulada em um conjunto menor de pesos de maior magnitude. Assim, verifica-se

que, durante o processo de treinamento, as normas ℓ1 e ℓ0 atuam como mecanismos de

seleção de parâmetros ou pesos. Mais precisamente, enquanto pesos irrelevantes são

induzidos a zero, os parâmetros com maior contribuição para saída da rede têm suas

magnitudes preservadas ou realçadas. Essa segregação fica evidente pela presença

de pesos com magnitudes superiores às observadas na norma ℓ2. Tal efeito indica
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Figura 12 – Distribuição de pesos por camada para a rede LeNet-300-100. Compara-
tivo detalhado da dispersão e da energia entre (a) ℓ2, (b) ℓ1 e (c) a proposta
baseada em ℓ0.

que a rede aprendeu a concentrar a informação necessária em poucas conexões mais

robustas, facilitando a identificação de elementos passíveis de remoção sem prejuízo

à acurácia.

Com respeito às diferentes capacidades de compressão das estratégias ba-

seadas na norma ℓ1 e na norma ℓ0 proposta, a superioridade desta última torna-se

evidente ao comparar os histogramas unidimensionais, mostrados na Figura 13. Em-

bora ambas as normas busquem a esparsidade, a baseada na ℓ0 apresenta camadas

com maior número de parâmetros próximos a zero e com um número ainda menor de

parâmetros com magnitude significativa. A análise da distribuição de pesos é confir-

mada quantitativamente pela Tabela 2, que detalha a taxa de compressão obtida em

cada camada da rede LeNet-300-100 sob um limiar de poda fixo. Observa-se que a

estratégia ℓ0 proposta, para as camadas iniciais, alcança uma taxa de compressão
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(a) Distribuição unidimensional com regularização ℓ2
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(b) Distribuição unidimensional com regularização ℓ1
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(c) Distribuição unidimensional com regularização ℓ0 (Proposta)

Figura 13 – Histogramas unidimensionais da densidade de pesos para a rede LeNet-
300-100. A escala revela a magnitude da concentração de parâmetros em
torno de zero e a preservação da energia nos pesos remanescentes.
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significativamente superior às demais estratégias. Enquanto a estratégia baseada na

norma ℓ2 mantém quase a totalidade dos pesos ativos (mesmo que com magnitudes re-

duzidas), a norma ℓ0 identifica e elimina as conexões desnecessárias de forma efetiva

no processo de treinamento.

Tabela 2 – Taxa de compressão por camada para a LeNet-300-100 com limiar de poda
fixo.

Regularização Pesos Remanescentes Pós-Poda (Threshold = 0.05)
Acurácia

Entrada Oculta Saída

Sem Poda 235.200 30.000 1.000 98.36%

ℓ2 49.826 9.713 913 98.23%

ℓ1 7.643 823 235 98.36%

ℓ0 1.864 246 303 98.04%

4.4.2 Experimento 2: Compressão de Rede para o Conjunto de Dados MNIST

Neste experimento, o conjunto de dados MNIST é considerado e os resultados

obtidos usando o esquema de compressão de rede proposto são comparados com

outras abordagens de compressão de rede baseadas em poda da literatura. Nesse

contexto, duas topologias de rede são consideradas, a saber: Lenet-300-100 e Lenet-

5-Caffe. A estratégia de poda escolhida é a poda global devido aos resultados superi-

ores observados no primeiro experimento. Para a configuração dos hiperparâmetros

de treinamento, duas estratégias diferentes são adotadas. A primeira, denominada

NORM, fundamenta-se na observação de que a aplicação de uma penalização global

e uniforme para todas as camadas resulte em uma capacidade de compressão subó-

tima. Camadas com diferentes dimensões respondem de forma heterogênea para um

mesmo termo de penalização. Nesse sentido, para maximizar a indução de esparsi-

dade, a estratégia NORM estabelece valores de referência para os hiperparâmetros

αℓ2
e αℓ0

, que são então escalados de acordo com o número de parâmetros de cada

camada. Esse escalamento ajusta a força de regularização à capacidade de armaze-

namento de informação de cada camada. Uma vez que camadas mais profundas ou

densas possuem maior liberdade paramétrica, a intensificação do termo de penaliza-

ção permite induzir uma esparsidade mais agressiva. Esse processo, em camadas com

maior número de parâmetros, identifica os parâmetros de maior relevância garantindo

que o sacrifício de precisão seja minimizado em favor de um incremento substancial

na taxa de compressão. Na segunda estratégia, chamada SEP, valores individuais de

αℓ2
, αℓ0

e β são usados de forma independente para cada camada da rede. Nesse

caso, começamos com os valores de hiperparâmetros da estratégia NORM e ajusta-
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Figura 14 – Experimento 2. Acurácia versus taxa de compressão obtida aplicando o
esquema proposto à rede LeNet-300-100.

mos individualmente os hiperparâmetros para cada camada experimentalmente. Esse

procedimento permite aumentar a penalização em camadas que possuem um número

maior de pesos com magnitudes maiores sem comprometer a acurácia da rede. Em ter-

mos gerais, NORM é mais simples de usar, enquanto SEP tende a produzir melhores

resultados devido ao aumento dos graus de liberdade.

O primeiro aspecto avaliado neste experimento é o compromisso entre acurácia

e taxa de compressão obtido usando a abordagem proposta. Para isso, o critério de

poda por taxa de compressão alvo é considerado, começando com uma taxa alvo de

64 que é progressivamente aumentada e a acurácia resultante é mostrada para cada

taxa de compressão. As Figuras 14 e 15 ilustram tal compromisso para as redes Lenet-

300-100 e Lenet-5-Caffe, respectivamente, considerando as estratégias NORM e SEP,

bem como FT. A partir dessas figuras, é possível notar que taxas de compressão muito

altas podem ser obtidas usando a abordagem proposta com perda de desempenho

desprezível para os casos aqui considerados. Como esperado, os melhores resultados

são obtidos usando a combinação da estratégia SEP com FT (cerca de 100× de taxa

de compressão para Lenet-300-100 e mais de 300× para Lenet-5-Caffe). Ainda assim,

até mesmo a estratégia NORM (mais simples) mostrou-se eficaz, alcançando taxas de

compressão de cerca de 90× para Lenet-300-100 e 200× para Lenet-5-Caffe.

Os resultados obtidos utilizando a abordagem proposta são agora confrontados

com aqueles obtidos utilizando os seguintes métodos de compressão baseados em

poda da literatura: poda por limiar (THP) [37], cirurgia dinâmica de rede (DNS) [33],

group horseshoe (BC-GHS) [99], sparse variational dropout (SparseVD) [100], algo-

ritmo de plano de corte (CPA) [101], momento esparso global (GSM) [102], e poda

automática de rede (Autoprune) [103]. Além disso, também consideramos os seguintes

métodos de poda baseados no uso da norma ℓ0: ℓ0 com aproximação hard-concrete
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Figura 15 – Experimento 2. Acurácia versus taxa de compressão obtida aplicando o
esquema proposto à rede LeNet-5-Caffe.

(L0-HC) [39], ℓ0 augment-reinforce-merge (L0-ARM) [42], ℓ0 baseado em ADMM (L0-

ADMM) [43], e aprendizado de compressão usando normas ℓ2 e ℓ0 (L0-L2-LC) [45]

(os resultados de [44] não estão incluídos, uma vez que a abordagem em [45] é uma

evolução direta daquela em [44] e apresenta resultados superiores). As comparações

entre todas as abordagens consideradas são apresentadas nas Tabelas 3 e 4 para

LeNet-300-100 e LeNet-5-Caffe, respectivamente. Ressalta-se que, para a obtenção

dos resultados da abordagem proposta, utilizou-se o critério de poda por limiar de

magnitude. A partir das tabelas, pode-se inferir que a abordagem proposta é muito

competitiva, resultando geralmente em trade-offs superiores entre acurácia e taxa de

compressão em comparação com as outras abordagens da literatura.

4.4.3 Experimento 3: CIFAR-10

Para este terceiro experimento, considerou-se a tarefa de classificação de

imagens do conjunto de dados CIFAR-10 utilizando as redes VGG-16 [104] e Res-

Net20 [55]. A VGG-16 possui cerca de 15 milhões de parâmetros e tipicamente obtém

uma taxa de erro de 6, 75% para o CIFAR-10. A ResNet20 pertence à família de redes

residuais (ResNets), nas quais conexões residuais são exploradas para obter custos

computacionais menores. Assim, essa rede é implementada com 22 camadas e cerca

de 274 mil parâmetros, obtendo uma taxa de erro de 7, 8% para o conjunto de dados

CIFAR-10. Nesse experimento, essas duas arquiteturas são consideradas com o ob-

jetivo de avaliar a capacidade do esquema de compressão proposto para lidar com

redes maiores (como a VGG-16), bem como com uma rede residual (ResNet20) para a

qual a compressão de rede tende a ser uma tarefa mais desafiadora devido ao número

já reduzido de parâmetros.

Para os casos das redes VGG-16 e ResNet-20, as estratégias NORM e SEP

são utilizadas para o ajuste de hiperparâmetros, seguidas pela aplicação do FT. Além
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Tabela 3 – Resultados obtidos com a arquitetura LeNet-300-100 no conjunto de dados
MNIST

Abordagem de
Compressão

Erro
Top-1

Quantidade de
Parâmetros

Taxa de
Compresão

Referência (Sem Poda) 1.64% 267k -

THP [37] 1.59% 22k 12×

DNS [33] 1.99% 4.8k 56×

BC-GHS [99] 1.8% 29.6k 9×

SparseVD [100] 1.92% 3.92k 68×

CPA [101] 1.77% 3.14k 85×

GSM [102] 1.82% 4.45k 60×

Autoprune [103] 1.78% 3.34k 80×

L0-HC [39] 1.8% 26.72k 9.99×

L0-ARM [42] 1.9% 18.8k 14.2×

L0-ADMM [43] ∗ 11.6k 23×

L0-L2-LC [45] 1.6% 5.34k 50×

L0-L2-LC [45] 1.99% 4k 66.8×

Proposta (NORM) 1.85% 2.96k 90×

Proposta (SEP) 1.99% 2.7k 96×
∗ Igual ao de referência.

disso, o critério de poda por limiar de magnitude é considerado para a obtenção dos

dados com a abordagem proposta. As Tabelas 5 e 6 apresentam comparações com os

resultados da literatura para a VGG-16 e ResNet-20, respectivamente. A partir desses

resultados, observa-se que o esquema proposto supera as abordagens concorrentes,

demonstrando a eficácia da regularização ℓ2-ℓ0 combinada mesmo em arquiteturas

mais profundas e residuais.

Adicionalmente, para a rede ResNet-20, realizou-se uma análise detalhada uti-

lizando o critério de poda por taxa de compressão alvo, com valores variando entre

1,5 e 5,5 vezes a taxa original. As curvas de acurácia versus taxa de compressão

resultantes são apresentadas na Figura 16. Nesses testes, observa-se que a discre-

pância entre as estratégias NORM e SEP foi reduzida em comparação ao observado

no Experimento 2, ao passo que o FT desempenhou um papel mais crítico no ganho

de desempenho. No limite de compressão de 5 vezes, a perda de acurácia manteve-se

em patamares aceitáveis, reforçando a robustez da técnica de poda de pesos aplicada

a blocos residuais.
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Tabela 4 – Resultados obtidos com arquitetura LeNet-5-Caffe no conjunto de dados
MNIST

Abordagem de
Compressão

Erro
Top-1

Quantidade de
Parâmetros

Taxa de
Compressão

Referência (Sem Poda) 0.8% 431k -

THP [37] 0.7% 36k 12×

DNS [33] 0.91% 4.0k 108×

BC-GHS [99] 1.0% 2.76k 156×

SparseVD [100] 0.75% 1.54k 280×

CPA [101] 0.79% 1.35k 317×

GSM [102] 0.94% 1.44k 300×

Autoprune [103] 0.91% 1.39k 310×

L0-HC [39] 1.0% 4.66k 92.6×

L0-ARM [42] 1.3% 2.2k 196×

L0-ADMM [43] ∗ 6.05k 71.2×

L0-L2-LC [45] 0.89% 4.3k 100×

Proposta (NORM) 0.99% 2.15k 200×

Proposta (SEP) 0.97% 1.2k 359×
∗ Igual a de referência.

Tabela 5 – Resultados obtidos com arquitetura VGG-16 aplicada ao conjunto de dados
CIFAR-10

Abordagem de Compressão
Perda de

Acurácia

Parâmetros

Podados

Taxa de

Compressão

SSS [105] ∗ 30% 1.67×

EConvNets [106] −0.15% 64% 2.78×

VAR-CONV [107] 0.07% 73.34% 3.75×

PP [108] 0.03% 82.8% 5.8×

PP [108] 0.14% 84.4% 6.43×

RFP [109] 0.13% 78.1% 4.6×

RFP [109] 0.72% 89.5% 9.52×

Proposta (NORM) 0.41% 85.5% 6.92×

Proposta (SEP) 0.7% 93.2% 14.76×
∗ Igual a de referência.

4.4.4 Experimento 4: VGG-16 no CIFAR-100

Neste quarto experimento, a rede VGG-16 é aplicada à tarefa de classificação

do conjunto de dados CIFAR-100, que compreende 100 classes diferentes em con-

traste com as 10 classes diferentes do CIFAR-10. Assim, pode-se notar que a VGG-16
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Figura 16 – Experimento 3. Acurácia versus taxa de compressão obtida aplicando o
esquema proposto à rede ResNet20.

Tabela 6 – Resultados obtidos com arquitetura ResNet-20 aplicada ao conjunto de
dados CIFAR-10

Abordagem de Compressão
Perda de

Acurácia

Parâmetros

Podados

Taxa de

Compressão

VAR-CONV [107] 0.54% 20.41% 1.26×

CNN-FCF [110] 1.07% 42.75% 1.75×

CNN-FCF [110] 2.67% 68.44% 3.17×

SNLI [111] 1.1% 37.22% 1.59×

SNLI [111] 3.2% 67.83% 3.11×

DHP [112] 1.0% 55.95% 2.27×

Proposta (NORM) 1.1% 80% 5×

Proposta (SEP) 1% 80% 5×

está agora sujeita a uma tarefa mais desafiadora, resultando em níveis de acurácia na

ordem de 70% (contra mais de 90% para o CIFAR-10). Tal aumento na dificuldade tam-

bém resulta em uma tarefa de compressão de rede mais desafiadora. Para simplificar,

o FT não é utilizado nesse caso e apenas a estratégia NORM é usada para ajustar os

parâmetros do esquema proposto. Além disso, quatro valores diferentes de αℓ0
são con-

siderados: 0 (ou seja, sem penalização da norma ℓ0), 1×10−7, 2, 5×10−7 e 5×10−7.

A ideia é demonstrar como o compromisso entre acurácia e taxa de compressão pode

ser controlado através do ajuste de αℓ0
.

A Figura 17 mostra as curvas de acurácia versus taxa de compressão obtidas

por meio do critério de poda por taxa de compressão alvo. A partir dessas curvas, pode-

se notar que, à medida que o valor de αℓ0
aumenta (ou seja, o efeito da regularização é

fortalecido), a taxa de compressão que pode ser alcançada sem perda significativa de

acurácia é aumentada. Isso ocorre ao custo de uma leve redução no nível de acurácia
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Figura 17 – Experimento 4. Acurácia versus taxa de compressão obtida aplicando o
esquema proposto à rede VGG-16 com o conjunto de dados CIFAR-100.

inicial (ou seja, aquele obtido antes da poda). Mais especificamente, a acurácia inicial

obtida para αℓ0
= 0 é reduzida em 0, 19%, 2, 42% e 5, 85% para os valores de αℓ0

de

1× 10−7, 2, 5× 10−7 e 5× 10−7, respectivamente.

A Tabela 7, por sua vez, detalha os resultados obtidos via poda por limiar de

magnitude para cada um dos valores considerados de αℓ0
, juntamente com os resul-

tados de [107]. Observa-se que a abordagem proposta alcança taxas de compressão

significativamente superiores àquelas da literatura (4,67 vezes contra 1,61 vezes), man-

tendo a acurácia na mesma ordem de magnitude ao considerar αℓ0
= 1× 10−7. Outro

resultado de uma configuração um tanto similar da literatura pode ser encontrado

em [113]. O método proposto lá é capaz de reduzir o número de parâmetros em 81, 1%

para a VGG-16 no CIFAR-100, correspondendo a uma taxa de compressão de 5, 29×,

ao custo de um aumento na taxa de erro de 0, 17%. Esse resultado é comparável com

aqueles obtidos utilizando o esquema proposto aqui. No entanto, a versão da VGG-16

considerada lá tem mais do que o dobro do tamanho da VGG-16 considerada aqui

e, portanto, após a compressão, ainda possui 6,43 milhões de parâmetros, enquanto

em nosso caso a rede comprimida com αℓ0
= 1 × 10−7 tem cerca de 3,2 milhões de

parâmetros. A partir de todos esses resultados, pode-se notar novamente a eficácia

do esquema proposto.

4.4.5 Experimento 5: ResNet-50 no CIFAR-100 com Número Limitado de Épocas

O quinto experimento deste trabalho é dedicado a avaliar o desempenho da

abordagem proposta para a compressão de um modelo ResNet-50 [55] no CIFAR-100,

considerando um número limitado de 100 épocas de treinamento. A ideia é avaliar a

capacidade da abordagem proposta para produzir uma rede esparsa e compressível

sem muito treinamento. Como referência, a acurácia atingida pelo modelo considerado
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Tabela 7 – Resultados obtidos com rede VGG-16 aplicada ao conjunto de dados
CIFAR-100

Abordagem de Compressão
Perda de

Acurácia

Parâmetros

Podados

Taxa de

Compressão

VAR-CONV [107] −0.07% 37.87% 1.61×

Proposta com αℓ0
= 1× 10−7 0.3% 78.6% 4.67×

Proposta com αℓ0
= 2.5× 10−7 2.67% 90.4% 10.47×

Proposta com αℓ0
= 5× 10−7 5.95% 94.6% 18.63×

após 100 épocas de treinamento, sem usar a regularização proposta, é de cerca de

71, 5%. Novamente, para simplificar, o FT não é utilizado e a estratégia NORM é

aplicada para ajustar os hiperparâmetros do esquema proposto. Além disso, o critério

de poda por taxa de compressão alvo é adotado e os hiperparâmetros de treinamento

são definidos da seguinte forma: dois valores diferentes de β (5 e 10) e três valores

diferentes de αℓ0
(1× 10−7, 5× 10−7 e 1× 10−6) são considerados.

As curvas de acurácia obtidas versus taxa de compressão são apresentadas na

Figura 18. A partir dessas curvas, pode-se notar novamente a eficácia da abordagem

proposta, produzindo taxas de compressão variando de 13× (com β = 5 e αℓ0
=

1×10−7) a 25× (com β = 10 e αℓ0
= 1×10−6) sem redução perceptível no desempenho.

Além disso, pode-se observar que a mudança no valor de β de 5 para 10 não resulta

em uma alteração severa no desempenho, mostrando uma certa robustez da estratégia

proposta em relação à escolha de tal parâmetro.
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Figura 18 – Experimento 5. Acurácia versus taxa de compressão obtida aplicando o
esquema proposto à rede ResNet-50 com o conjunto de dados CIFAR-100.
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4.4.6 Experimento 6: Poda Estrutural

Neste sexto experimento, a eficácia da abordagem de regularização proposta

aplicada à poda estrutural é avaliada. Assim como no Experimento 3, a arquitetura

considerada é a VGG-16 e o conjunto de dados é o CIFAR-10. Duas estratégias de

poda de rede são consideradas: i) poda de neurônios (neuron pruning - NP), na qual

podamos os neurônios (neurônios de camada densa ou filtros de camada convoluci-

onal) cujos vetores de peso apresentam as menores normas ℓ2; e ii) NP combinada

com poda global de pesos (NP+GP). Essas estratégias são comparadas em termos de

taxa de compressão e redução no número de operações de ponto flutuante (FLOPs)

exigidas para inferência. Em ambos casos, o critério de poda por limiar de magnitude é

adotado. No caso da comparação de FLOPs, consideramos a redução exclusivamente

devido à poda de neurônios (implicando que, no caso NP+GP, consideramos apenas a

redução de FLOPs devido à NP). A Tabela 8 mostra os resultados obtidos utilizando o

esquema de compressão proposto, juntamente com os achados de [106]. Tais resulta-

dos sugerem que a estratégia de compressão proposta tem o potencial de ser utilizada

também para poda de neurônios, pois os níveis de compressão obtidos são competiti-

vos com aqueles alcançados por uma abordagem centrada em poda estrutural [106].

Além disso, quando a NP é combinada com a GP, a redução no número de FLOPs é

novamente muito grande, enquanto os níveis de compressão de rede atingidos (que

também consideram a poda de pesos individuais) são realmente muito altos.

Tabela 8 – Resultados obtidos com poda estrutural aplicada em VGG-16 com o con-
junto de dados CIFAR-10

Método de Poda
Aumento
do Erro

Redução
em FLOPs∗

Razão de
Compressão

EConvNets [106] −0.15% 34.2% 2.78×
Proposta (NP) 0.31% 27.75% 1.46×
Proposta (NP) 0.49% 42.7% 1.7×

Proposta (NP+GP) 0.27% 27.75% 9.21×
Proposta (NP+GP) 0.72% 42.7% 18.38×
∗ Exclusivamente devido à poda de neurônios.

4.5 CONCLUSÕES

Este capítulo foi dedicado à apresentação das contribuições principais do pre-

sente trabalho. A primeira delas é a regularização por norma ℓ0 (baseada em uma

aproximação exponencial), a qual foi descrita em detalhes, destacando seu elevado

efeito de atração dos parâmetros para zero durante o treinamento. A segunda contri-

buição é um esquema combinado com as regularizações ℓ2 e ℓ0, o qual define uma



Capítulo 4. Compressão de Redes Neurais Usando Regularização Baseada na Norma ℓ0 60

regularização com forte efeito de atração para zero durante o treinamento e que tam-

bém é eficaz para o tratamento do overfitting.

Resultados experimentais foram apresentados comprovando a eficácia tanto da

regularização quanto do esquema de compressão propostos. A análise dos resultados

experimentais permite concluir que a eficácia da estratégia de compressão proposta é

dependente da arquitetura da rede e da natureza do conjunto de dados utilizado.

Observou-se que a capacidade de indução de esparsidade é favorecida em

arquiteturas que apresentam maior redundância estrutural. Esse aspecto é evidenci-

ado ao comparar os resultados da Seção 4.4.3 (Experimento 3), onde, para o mesmo

conjunto de dados (CIFAR-10), a rede VGG-16 alcançou uma taxa de compressão

de 6,92× contra 5× da ResNet-20, mantendo níveis de perda de acurácia similares.

Tal comportamento sugere que modelos com maior contagem absoluta de parâme-

tros oferecem uma margem de simplificação mais ampla antes que a capacidade de

representação do modelo seja comprometida.

Adicionalmente, a complexidade do conjunto de dados impõe limites diretos ao

potencial de compressão. Como mostrado na Seção 4.4.4 (Experimento 4), ao elevar a

complexidade do problema do CIFAR-10 para o CIFAR-100 utilizando a mesma arqui-

tetura VGG-16, a taxa de compressão reduziu de 6,92× para 4,67× para uma mesma

faixa de acurácia. Esse resultado indica que a maior diversidade de classes e carac-

terísticas do CIFAR-100 exige a preservação de uma maior densidade de parâmetros

para a correta extração de atributos hierárquicos. Portanto, os experimentos validam

a robustez da regularização baseada na norma ℓ0 proposta, evidenciando sua capa-

cidade de adaptar-se dinamicamente à capacidade da rede e à exigência da tarefa,

otimizando o compromisso entre eficiência computacional e precisão de inferência.
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5 COMPRESSÃO DE REDES NEURAIS USANDO REGULARIZA-

ÇÃO COM APROXIMAÇÃO LINEARIZADA DA NORMA ℓ0

O Capítulo 4 do presente trabalho foi dedicado à apresentação de um esquema

de compressão de redes baseado em uma nova estratégia de regularização com apro-

ximação exponencial da norma ℓ0. Conforme demonstrado via extensivos resultados

de simulação, essa abordagem tem se mostrado eficaz na indução de esparsidade em

modelos de redes neurais profundas, permitindo a obtenção de modelos compactos

sem comprometer significativamente a acurácia. O presente capítulo, é dedicado ao

desenvolvimento de uma outra estratégia de compressão baseada em uma segunda

forma de regularização com aproximação da norma ℓ0. A ideia aqui é explorar uma

aproximação linearizada da norma ℓ0, em contraste com a aproximação exponencial

discutida no Capítulo 4. Assim, busca-se manter as propriedades de indução de es-

parsidade, mas agora com reduções de complexidade matemática e computacional da

regularização durante o treinamento.

5.1 APROXIMAÇÃO LINEARIZADA PARA O CÁLCULO DA NORMA ℓ0

Analisando a função de aproximação exponencial para a norma ℓ0 descrita em

(20), observa-se que tal função depende da aplicação da função exponencial a cada um

dos pesos da rede, o que precisa ser feito a cada iteração do processo de treinamento.

É bem conhecido o fato de que o cálculo da função exponencial é computacionalmente

custoso [114], especialmente em plataformas de hardware que não possuem unidades

dedicadas para o cálculo de funções matemáticas complexas. Visando então reduzir

o impacto computacional do cálculo da norma ℓ0 aproximada, propõe-se aqui o uso

de uma outra aproximação para a norma ℓ0 que não dependa do cálculo da função

exponencial.

Como descrito em [115], a função exponencial centrada em zero pode ser apro-

ximada por meio da série de Taylor truncada centrada em zero. Assim, o termo expo-

nencial presente em (20) pode ser escrito como

e−β|wj | ≈

N
∑

i=0

(−β)i

i !
|wj |

i . (32)

Quanto maior o valor de N em (32), melhor é a representatividade da aproximação

exponencial obtida para uma maior faixa de valores em torno de zero conforme ilus-

trado na Figura 19. De maneira similar, nota-se, comparando a Figura 19(a) com a

Figura 19(b), que β controla a faixa de valores de wj para os quais a aproximação

de e−β|wj | pela série de Taylor converge na direção da função original. Observe que,

na Figura 19(a) onde β = 10 e N = 1, essa faixa é definida aproximadamente por
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Figura 19 – Aproximação de exponencial utilizando (33) para diferentes valores de N

e (a) β = 10 (b) β = 5.

|wj | ≤
1

10 = 0, 1, enquanto na Figura 19(b), onde β = 5, a faixa de convergência é

definida por |wj | ≤
1
5 = 0, 2.

Conforme comentado anteriormente, o interesse aqui é em redução de complexi-

dade computacional. Assim, a primeira escolha direta visando obter uma aproximação

adequada e simples é considerar o menor valor possível para N em (32), isto é, N = 1.

Isso resulta em uma aproximação linear em relação a |wj | para e−β|wj |. Além disso,

como a aproximação descrita por (32) para N = 1 é satisfatória para valores de wj

próximos de zero, considera-se tal aproximação apenas para |wj | ≤
1
β

(ponto de inter-

secção em que (32) com N = 1 é igual a zero). Dessa forma, a seguinte aproximação

para e−β|wj | é aqui considerada:

e−β|wj | =







1− β|wj | se |wj | ≤
1
β

,

0 para outros valores
. (33)

Finalmente, substituindo (33) em (20), obtém-se a seguinte aproximação para a norma

ℓ0:

||w||0̃ =
∑

j∈ϕ

z̄j , (34)

onde

z̄j =







β|wj | se β|wj | ≤ 1

1 para outros valores.
(35)

Por simplicidade, essa aproximação será aqui denominada aproximação linearizada

da norma ℓ0.

Uma comparação entre a função norma ℓ0 e a sua versão aproximada de (34)

é apresentada na Figura 20, considerando o caso simples de um vetor com um único
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Figura 20 – Comparação entre norma ℓ0 e aproximação dada por (34) para diferentes
valores de β.

peso. Nota-se que, similarmente a (20), o parâmetro β de (35) controla o grau de

similaridade entre a norma ℓ0 e a função aproximada, sendo que tais funções tornam-

se idênticas para β→∞. A Figura 20 também evidencia a característica similar entre

(34) e a norma ℓ1 para |wj | ≤
1
β

, o que fica ainda mais claro quando β = 1. Assim,

a aproximação resultante pode ser vista como uma combinação das normas ℓ1 e ℓ0:

comporta-se como a norma ℓ1 quando |wj | ≤
1
β

e como a norma ℓ0 para os demais

valores de |wj |.

5.2 REGULARIZAÇÃO BASEADA NA APROXIMAÇÃO LINEARIZADA DA NORMA

ℓ0

Para obter uma estratégia de regularização baseada na aproximação linearizada

da forma ℓ0, considera-se o termo de penalização definido pela expressão apresentada

em (34), resultando em

Ω(w) = ||w||0̃ =
∑

j∈ϕ

z̄j . (36)

Substituindo (36) em (8) e individualizando a equação obtida para o j-ésimo peso da

rede, obtém-se a seguinte regra de atualização:

w+
j ← wj − ηα

∂z̄j

∂wj
− η

∂J(w,X,y)
∂wj

. (37)

Note que a atualização de pesos descrita em (37) depende da derivada da

aproximação linearizada da norma ℓ0 com respeito a wj . No entanto, essa função

possui três pontos de inflexão em seu domínio (especificamente em wj = 0, − 1
β

e 1
β

,

veja a Figura 20), para os quais a derivada é indefinida. Para contornar esse problema,
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explora-se aqui o conceito de sub-derivada [116] e assume-se que a derivada em

tais pontos é dada pelo limite da derivada à esquerda ou à direita. Assim, é possível

escrever a derivada de
∑

j∈ϕ z̄j com respeito a wj simplesmente como

∂z̄j

∂wj
=







β sign(wj ) se β|wj | ≤ 1

0 para outros valores.
(38)

Substituindo agora (38) em (37), a seguinte regra de atualização de pesos é obtida:

wj ←







wj − ηαβsign(wj )− η
∂J(w;X,y)

∂wj
se |wj | ≤

1
β

wj − η
∂J(w;X,y)

∂wj
para outros valores.

(39)

5.3 ANÁLISE DA REGULARIZAÇÃO COM APROXIMAÇÃO LINEARIZADA DA NORMA

ℓ0

A partir de (39), é possível notar que a atualização dos pesos na regularização

com aproximação linearizada da norma ℓ0 é dividida em duas regiões distintas, delimi-

tadas por |wj | = 1/β. Mais especificamente, na região onde |wj | ≤ 1/β (pesos de menor

magnitude), a atualização de pesos inclui o termo de penalização −ηαβsign(wj ), en-

quanto, para |wj | > 1/β (pesos maiores), a atualização é equivalente à não aplicação de

qualquer regularização. O termo de penalização aplicado aos pesos menores é igual

ao termo da regularização por norma ℓ1 (veja Tabela 1) multiplicado por β e, portanto,

conclui-se que os pesos menores são submetidos a uma regularização equivalente

à obtida com a norma ℓ1. Por outro lado, o fato de não haver qualquer penalização

para pesos maiores é uma característica típica da norma ℓ0. Assim, conclui-se que

a regularização com aproximação linearizada da norma ℓ0 exibe um comportamento

híbrido, combinando as características da regularização por norma ℓ1 (para pesos de

pequena magnitude) e ℓ0 (não afeta pesos de grande magnitude).

Uma das principais vantagens do comportamento híbrido da regularização com

aproximação linearizada da norma ℓ0 é a mitigação do problema de objetivos confli-

tantes da regularização por norma ℓ1 mencionado na Seção 4.2. Em resumo, esse

problema decorre do fato de que a regularização por norma ℓ1 envolve a penaliza-

ção de todos os pesos uniformemente e, assim, quando seus hiperparâmetros são

ajustados para evitar overfitting (o que requer uma penalização maior), a penalização

aplicada a pesos pequenos é excessiva e causa maiores oscilações de peso próximas

a zero. Por outro lado, quando os hiperparâmetros são ajustados para favorecer a

esparsidade (o que requer uma penalização geral mais leve), a penalização aplicada

a pesos maiores torna-se insuficiente para evitar o overfitting. A regularização com

aproximação linearizada da norma ℓ0, ao não penalizar pesos de grande magnitude,

acaba por desacoplar esses dois objetivos, permitindo que a penalização aplicada a

pesos pequenos seja ajustada de forma à obtenção do nível de esparsidade desejado.
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Com respeito ao fator de escala descrito na Seção 4.2, para a regularização

com aproximação linearizada da norma ℓ0 tem-se λj = 1 para os pesos com magnitude

maior do que 1/β (o que implica nenhuma atração para a zero) e λj = 1 − ηαβ
|wj |

para

a faixa de pesos menores (similarmente à regularização por noma ℓ1). Nota-se então

que, para a faixa de pesos menores, esse fator irá variar monotonicamente de valores

negativos de grande magnitude (quando |wj | → 0) até 1 − ηαβ2 (quando |wj | = 1/β).

Assim, haverão de fato oscilações em torno de zero (quando |wj | se tornar pequeno o

suficiente para que |λj | > 1), o que é um comportamento típico da regularização por

norma ℓ1. Por outro lado, para evitar oscilações quando |wj |→ 1/β, é necessário que

0 < α <
2

ηβ2
. (40)

A partir de (40) e ajustando também β de forma apropriada, é possível controlar a faixa

de pesos que serão penalizados, bem como a intensidade dessa penalização.

Em síntese, a regularização com aproximação linear da norma ℓ0 é uma solu-

ção que combina as vantagens da norma ℓ1 para a poda de pesos pequenos com

a seletividade da norma ℓ0. Além disso, evita-se também o problema da atração a

zero evanescente da regularização por norma ℓ2. Contudo, a ausência de qualquer

penalização para pesos maiores implica a necessidade de uso de algum outro tipo de

regularização para evitar o overfitting.

5.4 COMPRESSÃO DE REDES NEURAIS USANDO A APROXIMAÇÃO LINEARI-

ZADA DA NORMA ℓ0

Conforme evidenciado anteriormente, a regulização baseada na aproximação

linearizada da norma ℓ0 tende a não ser eficiente em evitar o problema de overfitting

por atuar apenas sobre pesos com valores próximos de zero. Para contornar esse

problema, segue-se aqui a ideia descrita na Seção 4.3, combinando tal regularizaçao

com a regularização por norma ℓ2. Dessa forma, considerando Ω(w) = ||w||22 + ||w||0̃,

a seguinte regra de atualização de pesos da rede pode ser obtida:

wj ←







wj − 2ηαℓ2
wj − ηαℓ0

βsign(wj )− η
∂J(w;X,y)

∂wj
, se |wj | ≤

1
β

wj − 2ηαℓ2
wj − η

∂J(w;X,y)
∂wj

para outros valores.
(41)

O esquema de atualização de pesos descrito em (41) é claramente delimitado

em duas regiões distintas de valores de wj para a regularização por norma ℓ0, sendo

tal limite definido pelo valor de β. Mais especificamente, β define a região em torno

de zero onde a penalização baseada na norma ℓ0 é aplicada, enquanto αℓ0
controla

a intensidade com que os pesos dentro desse limiar serão penalizados e atraídos

para zero. Por outro lado, a regularização por norma ℓ2, controlada pelo parâmetro de

penalização αℓ2
, atua sobre todos os parâmetros da rede, ainda que com intensidade
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decrescente à medida que a magnitude do peso se aproxima de zero. Com isso, busca-

se eficiência tanto na prevenção de overfitting quanto na indução de esparsidade,

sendo que esta última pode ser explorada por uma estratégia de poda de pesos para

obtenção de redução de complexidade.

5.5 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nesta seção, o objetivo é comparar o desempenho do esquema de compressão

de redes apresentado no presente capítulo, o qual utiliza a aproximação linearizada da

norma ℓ0, com o apresentado no Capítulo 4. Nesse contexto, são apresentados resul-

tados envolvendo experimentos de compressão de redes Lenet-300-100 e ResNet-50

aplicadas aos conjuntos de dados MNIST e CIFAR-100, respectivamente. Em todos

os casos, a abordagem de poda utilizada para compresão das redes é a poda global

(global prunning) e considerando o critério de poda por limiar de magnitude. Além

disso, poda é realizada em uma etapa subsequente ao treinamento. As demais especi-

ficidades de cada um dos casos são descritas nas seções a seguir em conjunto com

os resultados experimentais obtidos.

5.5.1 Experimento 1. Compressão da Rede Lenet-300-100 para o MNIST

Neste primeiro experimento, o problema considerado é o de compressão da rede

Lenet-300-100 [14] aplicada ao problema do dataset MNIST [14]. Os hiperparâmetros

relativos à regularização foram variados conforme descrito a seguir:

• αℓ2
com valores 1× 10−5, 5× 10−5, 1× 10−4, 5× 10−4 e 1× 10−3;

• αℓ0
com valores 1 × 10−6, 5 × 10−6, 1 × 10−5, 5 × 10−5, 1 × 10−4, 5 × 10−4,

1× 10−3 e 5× 10−3;

• β com valores 1, 2, 5, 10, 20, 50 e 100.

Assim, foram realizados 280 treinamentos para cada uma das estratégias de regulari-

zação baseadas na norma ℓ0, além de 5 treinamentos com a regularização baseada na

norma ℓ2 para fins de comparação. Em todos os casos, utilizou-se o otimizador Adam,

com taxa de aprendizado de 1× 10−3, mini-batches de tamanho 64, além de um total

de 32 épocas, sendo que o modelo resultante de cada treinamento, em princípio, é

o obtido ao final dessas 32 épocas. Um método de seleção alternativo foi também

explorado com as mesmas configurações de treinamento. Nesse método alternativo,

ao invés de selecionar o modelo resultante ao final das 32 épocas, o modelo com

melhor acurácia em qualquer época do treinamento foi selecionado. O objetivo dessa

abordagem é avaliar o desempenho máximo de cada abordagem, bem como verificar

se o treinamento continuado com a norma ℓ0 leva a uma degradação do modelo ou da
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capacidade de compressão do mesmo. Nas figuras com resultados experimentais mos-

tradas a seguir, as diferentes abordagens de compressão são referidas da seguinte

forma:

• ℓ2 corresponde à compressão com regularização por norma ℓ2 exclusivamente;

• ℓ2ℓ0 corresponde à compressão com regularização combinada do Capítulo 4, a

qual usa a aproximação exponencial para a norma ℓ0;

• ℓ2ℓ0L corresponde à compressão com regularização combinada usando a aproxi-

mação linearizada para a norma ℓ0.

Além disso, ℓ2ℓ0-M e ℓ2ℓ0L-M referem-se às abordagens que consideram o melhor

modelo obtido ao longo do treinamento ao invés do modelo obtido ao final das 32

épocas.

Os resultados de acurácia máxima obtida por cada abordagem em função do

nível de compressão da rede estão apresentados na Figura 21. A partir dessa figura,

observa-se que os níveis de acurácia obtidos para taxas de compressão de até 64

vezes são bastante próximos para ambas abordagens baseadas na norma ℓ0. Somente

para maiores níveis de compressão é que a abordagem baseada na aproximação

linearizada começa a apresentar alguma desvantagem. Visando quantificar melhor

essa diferença, a Figura 22 apresenta o total de pesos após a poda da rede em função

da acurácia obtida. A partir dessa figura, observa-se por exemplo que, para níveis de

acurácia de 96.6%, apesar da diferença de níveis de compressão ser relativamente

grande (em torno de 215× para a aproximação exponencial e 150× para a aproximação

linearizada), a diferença em termos de número absoluto de pesos é de cerca de

apenas 600 pesos, em uma rede que originalmente possui 266.610 pesos. Outro

ponto importante a se destacar nessas figuras é que não foram observadas diferenças

relevantes entre os resultados obtidos considerando o modelo ao final das 32 épocas

ou o melhor modelo ao longo do treinamento.

Outro aspecto importante aqui analisado é a robustez das abordagens de com-

pressão em relação à escolha dos hiperparâmetros. Nesse contexto, a Figura 23 apre-

senta curvas de percentual de configurações de hiperparâmetros em função da acurá-

cia mínima obtida, visando fornecer uma noção de qual o percentual das configurações

consideradas para hiperparâmetros que permitiram obter uma acurácia acima de um

determinado valor. A partir de tal figura, nota-se que a abordagem de compressão que

usa a regularização baseada na aproximação linearizada da norma ℓ0 demonstrou-se

mais robusta à escolha dos hiperparâmetros. Por exemplo, considerando um nível de

acurácia mínima de 97,6% (1% abaixo da máxima obtida em todos experimentos), 54%

das configurações de hiperparâmetros proporcionaram desempenho aceitável para a

abordagem baseada na aproximação linearizada da norma ℓ0, percentual esse que foi

de 44% para a abordagem baseada na aproximação exponencial.
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Figura 21 – Acurácia máxima obtida por cada estratégia em função do nível de com-
pressão da rede Lenet-300-100 aplicada ao dataset MNIST.
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Figura 22 – Total de pesos após a compressão em função da acurácia para a rede
Lenet-300-100 aplicada ao dataset MNIST.

5.5.2 Experimento 2. Compressão da Rede ResNet-50 para o CIFAR100

Neste segundo experimento, o objetivo é comparar o desempenho dos diferen-

tes esquemas de compressão, agora para o problema mais complexo de compressão

da rede ResNet-50 [55] (que possui cerca de 23,5 milhões de parâmetros) aplicada

ao problema do dataset CIFAR-100 [117]. Por se tratar de um problema muito mais

complexo computacionalmente, considera-se um número menor de combinações de

valores dos hiperparâmetros relativos à regularização, os quais foram variados con-

forme descrito a seguir:

• αℓ0
com valores 1× 10−7, 5× 10−7 e 1× 10−6;

• β com valores 5, 20, 50, 75 e 100.
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Figura 23 – Percentual das combinações consideradas de hiperparâmetros que propor-
cionaram uma certa acurácia mínima para a rede Lenet-300-100 aplicada
ao dataset MNIST.

Ainda, para αℓ0
, foi utilizada a estratégia NORM, descrita na Seção 4.4.2, para defi-

nição de valores específicos para cada camada da rede. Com respeito a αℓ2
, o valor

considerado foi 1× 10−4 para os casos envolvendo regularizações por norma ℓ0, en-

quanto no caso envolvendo regularização apenas por norma ℓ2, foram considerados os

valores 1×10−5, 1×10−4, 1×10−3, 1×10−2 e 1×10−1. Assim, tem-se um total de 15

treinamentos para cada uma das estratégias de regularização baseadas na norma ℓ0,

além de 5 treinamentos com a regularização baseada na norma ℓ2. Em todos os casos,

utilizou-se o otimizador baseado no algoritmo do gradiente descendente estocástico,

com passo inicial de 0, 1 e decaimento de valor de passo baseado em cosine decay. O

tamaho de mini-batch considerado foi 128 e os treinamentos foram feitos sempre com

um total de 200 épocas. O modelo resultante de cada treinamento é o obtido ao final

dessas 200 épocas.

A Figura 24 apresenta os resultados de acurácia máxima obtida para cada abor-

dagem em função do nível de compressão da rede. O primeiro aspecto a se destacar

nos resultados apresentados nessa figura é que, sem considerar qualquer compressão

de rede (nível de compressão igual a 1,0), a abordagem baseada na aproximação

linearizada da norma ℓ0 foi a que obteve o melhor desempenho (76,16%), seguida pela

abordagem baseada na aproximação exponencial (75,66%) e, por último, a abordagem

baseada apenas na norma ℓ2 (75,07%). Esses resultados superiores das abordagens

baseadas em norma ℓ0 sugerem que o próprio processo de compressão via poda da

rede pode estar tendo um efeito adicional de regularização, promovendo uma melhor

generalização para o conjunto de testes. Além disso, a maior robustez da abordagem

baseada na aproximação linearizada da norma ℓ0 em relação à escolha dos hiperpa-

râmetros, já observada no experimento anterior, também pode estar contribuindo para
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esse melhor desempenho, uma vez que o número de combinações de hiperparâmetros

considerado é relativamente pequeno. Em relação ao desempenho das abordagens

para níveis de compressão maiores do que 1,0, observa-se um comportamento similar

ao já observado no experimento anterior (similaridade de acurácia até um certo nível e

aproximação exponencial levando a um desempenho ligeiramente superior para níveis

de compressão mais elevados).
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Figura 24 – Acurácia máxima de cada estratégia em função do nível de compressão
para a rede ResNet-50 aplicada ao dataset CIFAR-100.

A Figura 25 apresenta o total de pesos após a poda da rede em função da

acurácia obtida. Também dessa figura, nota-se o melhor desempenho de compressão

da abordagem baseada na aproximação exponencial para níveis de acurácia mais

baixos, apesar de que, para níveis de acurácia mais altos, o melhor desempenho foi

o da abordagem baseada na aproximação linearizada em função da maior acurácia

máxima obtida. Contudo, essa diferença de desempenho entre as duas abordagens

baseadas na norma ℓ0 é pequena. Por exemplo, considerando níveis de acurácia

próximos de 74,1% (2% de redução em relação à máxima obtida), a diferença em

termos de número absoluto de pesos entre as duas abordagens baseadas na norma

ℓ0 é de cerca de 75.000 pesos, em uma rede que originalmente possui cerca de 23,5

milhões de pesos.

Visando agora avaliar a robustez das abordagens de compressão em relação à

escolha dos hiperparâmetros, a Figura 26 mostra curvas de percentual de configura-

ções de hiperparâmetros em função da acurácia mínima obtida. Nessa figura, nota-se

uma pequena vantagem da abordagem baseada na aproximação linearizada da norma

ℓ0. Entretanto, essa vantagem não é tão destacada quanto àquela observada no ex-

perimento anterior por conta do número relativamente pequeno de combinações de

hiperparâmetros considerado no presente experimento.
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Figura 25 – Total de pesos após a compressão em função da acurácia para a rede
ResNet-50 aplicada ao dataset CIFAR-100.
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Figura 26 – Percentual das combinações consideradas de hiperparâmetros que pro-
porcionaram uma acurácia mínima para a rede ResNet-50 aplicada ao
dataset CIFAR-100.

5.6 CONCLUSÕES

O presente capítulo foi dedicado à apresentação de uma nova estratégia de

compressão de redes neurais baseada em regularização combinada por normas ℓ2

e ℓ0 usando uma aproximação linearizada da norma ℓ0. Em comparação com a es-

tratégia do Capítulo 4, a nova abordagem envolve uma simplificação matemática e

computacional do processo de regularização. Os resultados experimentais apresen-

tados mostram que a regularização com aproximação linear da norma ℓ0 é capaz de

atingir um desempenho de compressão e acurácia próximo ao do esquema baseado

na aproximação exponencial do Capítulo 4. Além disso, a nova abordagem mostrou-se

mais robusta à escolha dos hiperparâmetros, o que é uma característica desejável em

qualquer estratégia de compressão de redes neurais.
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6 CONCLUSÕES FINAIS

Neste capítulo, as conclusões finais deste trabalho de pesquisa são apresenta-

das. Inicialmente, uma discussão acerca de cada capítulo e dos resultados obtidos é

realizada. Em seguida, os esquemas de compressão propostos e os resultados experi-

mentais obtidos são sumarizados. As considerações finais e ideias para continuação

da pesquisa são abordadas ao final do capítulo.

6.1 SUMÁRIO E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS

O Capítulo 1 deste trabalho abordou o crescente interesse e utilização das

DNNs e destacou as propriedades das redes que têm contribuído para o bom desem-

penho em diversas aplicações. Na sequência, os elevados custos computacionais e

ambientais foram discutidos como problemas comuns a serem tratados em aplicações

práticas que envolvem uso de DNNs, uma vez que a complexidade dos modelos atuais

impõe restrições para implantação em sistemas embarcados e em aplicações que

exigem processamento em tempo real. Nesse contexto, o objetivo central desta tese é

apresentado, tendo como foco estratégias que busquem a redução de complexidade

da rede especialmente durante a inferência.

O Capítulo 2 tratou da fundamentação teórica para o desenvolvimento da tese,

estruturando-se em torno das arquiteturas de redes neurais, do processo de apren-

dizagem e das estratégias de controle de complexidade. Em um primeiro momento,

uma breve descrição histórica do desenvolvimento de redes neurais foi apresentada.

Na sequência, os modelos de MLPs e CNNs foram detalhados. É salientado que as

CNNs utilizam conectividade esparsa e compartilhamento de pesos, propriedades que

garantem eficiência paramétrica e as consolidam como arquitetura dominante em vi-

são computacional, em contraste com a alta complexidade das MLPs. Em seguida,

o capítulo abordou o processo de treinamento supervisionado, focando no algoritmo

backpropagation baseado no algoritmo do gradiente descendente. Por fim, foram dis-

cutidos o conceito de generalização e as técnicas de regularização, essenciais para

a manutenção da capacidade preditiva e desempenho dos modelos considerando

conjuntos de dados não vistos durante treinamento.

No Capítulo 3, técnicas de compressão de redes neurais profundas foram des-

critas. Tais técnicas têm como principal objetivo endereçar as demandas de inferência

e treinamento dos modelos atuais, principalmente em aplicações envolvendo processa-

mento em tempo real e/ou em sistemas embarcados. Nesse contexto, as decomposi-

ções matriciais e técnicas que exploram características específicas de hardware foram

discutidas, sendo citados os benefícios e os desafios ao adotar essas formas de com-

pressão de redes. Na sequência, a poda de redes neurais foi apresentada como uma

importante e eficiente estratégia de compressão que baseia-se em identificar pesos
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e/ou neurônios com menor relevância para o desempenho do modelo, de forma que a

remoção de tais parâmetros não represente degradação significativa de desempenho.

Alguns critérios para identificar e remover os pesos da rede foram apresentados, como

é o caso da poda baseada na magnitude absoluta do peso em nível global ou por

camada. Na sequência do capítulo, foi estabelecida uma classificação das técnicas de

poda em termos da abordagem de remoção: a poda estruturada e a não estruturada. A

poda não estruturada consiste na remoção de pesos individuais e resulta em uma rede

altamente esparsa, com elevado potencial de compressão e com mínima degradação

de desempenho. Conforme abordado, embora o processamento eficiente dessas es-

truturas irregulares seja um desafio para as arquiteturas de hardware convencionais,

tais como as GPUs que são otimizadas para operações densas, plataformas de pro-

cessamento dedicadas podem ser consideradas para implantação de forma eficiente

dos modelos esparsos, economizando recursos como memória e consumo de unida-

des de processamento. Ao final do capítulo, estratégias de regularização baseadas

em penalização por norma vetorial foram apresentadas, dando luz às estratégias de

indução de esparsidade na rede usadas durante o processo de treinamento.

O tema central do Capítulo 4 foi uma nova abordagem de regularização base-

ada na norma ℓ0. Essa abordagem foi desenvolvida considerando uma aproximação

exponencial diferenciável da norma ℓ0. Assim, no início do Capítulo 4, tem-se o desen-

volvimento da equação de atualização dos pesos a partir da regularização por norma

ℓ0 proposta. Na sequência, uma análise teórica acerca das características das regula-

rizações ℓ2, ℓ1 e ℓ0 foi realizada, na qual comparou-se o efeito dessas normas durante

o treinamento de redes. Cada uma dessas normas apresenta importantes diferenças

nos efeitos de atração para zero durante treinamento do modelo, destacando-se que:

a penalização pela norma ℓ2 depende linearmente da magnitude do peso e, portanto,

resulta em uma atração para zero decrescente à medida que o peso aproxima-se de

zero; e a penalização pela norma ℓ1 tem efeito de penalização constante controlado por

parâmetros definidos durante treinamento. Menciona-se que a penalização por norma

ℓ1 tem um problema de objetivos conflitantes, pois o valor do coeficiente de penalização

contribui de maneira inversa para evitar o overfitting ou para favorecer a atração para

zero visando a poda de pesos. Finalmente, mostrou-se que a penalização pela norma

ℓ0 tende a ser muito pequena à medida que a magnitude do peso aumenta (devido

ao termo e−β|wj |) e, assim, a regularização proposta não tem capacidade de tratar o

overfitting. Por outro lado, em termos de atração a zero para os coeficientes menores, o

efeito é mais forte e aumenta à medida que o peso se torna menor resultando em uma

atração a zero que aumenta à medida que o peso se aproxima de zero. Assim, redes

neurais com características naturalmente esparsas são induzidas durante treinamento,

de forma que o modelo resultante tem alta capacidade de compressão associada a

uma pequena, ou desprezível, perda de acurácia. Ainda no Capítulo 4, um esquema
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de compressão de redes com normas ℓ2 e ℓ0 combinadas foi proposto, com o objetivo

de endereçar tanto o problema de overfitting quanto induzir redes esparsas. Na última

parte do capítulo diversos resultados experimentais foram apresentados, confrontando

a compressão e a acurácia obtidas com o esquema proposto e com de outros trabalhos

da literatura, comprovando a eficácia da nova abordagem apresentada.

No Capítulo 5, uma aproximação linearizada da norma ℓ0 foi explorada para o

desenvolvimento de um novo esquema de regularização. Essa aproximação foi obtida

a partir da aproximação da função exponencial centrada em zero através da série de

Taylor. Para fins de simplicidade matemática e computacional, apenas o primeiro termo

da série de Taylor foi considerado para obter a referida aproximação. A partir de tal

aproximação, desenvolveu-se a equação de atualização dos pesos considerando a

regularização proposta. Ainda no Capítulo 5, foi feita uma análise do comportamento

de atração para zero da nova regularização baseada na aproximação linearizada da

norma ℓ0, comparando-a com as demais regularizações por norma consideradas neste

trabalho. Dessa análise, conclui-se que a abordagem de regularização obtida com a

aproximação linearizada exibe um comportamento híbrido, combinando as característi-

cas da regularização por norma ℓ1 para pesos de menor magnitude e ℓ0 para pesos de

maior magnitude. Na sequência do capítulo, resultados experimentais foram apresenta-

dos, comprovando que a regularização baseada na aproximação linearizada da norma

ℓ0 leva a níveis de compressão próximos aos da regularização discutida no Capítulo 4,

com a vantagem de uma maior robustez em relação à escolha dos hiperparâmetros

de treinamento.

6.2 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Esta tese de doutorado foi dedicada ao desenvolvimento de novas estratégias

de compressão de redes neurais profundas, com foco na indução de esparsidade du-

rante o processo de treinamento via regularização por norma ℓ0, seguida de poda não

estruturada. As contribuições originais principais foram detalhadas nos Capítulos 4 e 5,

sendo elas centradas em duas novas estratégias de regularização obtidas a partir de

diferentes aproximações diferenciáveis da norma ℓ0. Para ambas estratégias, foram

realizadas análises teóricas detalhadas sobre os efeitos de atração para zero, envol-

vendo também comparações com as regularizações por norma ℓ1 e ℓ2. Tais análises

estabeleceram os benefícios e desafios intrínsecos a cada tipo de regularização por

norma no contexto da indução de esparsidade. Por fim, a eficácia das abordagens

propostas foi verificada por meio de resultados experimentais robustos obtidos no trei-

namento de modelos de redes neurais profundas, onde as métricas de compressão e

acurácia corroboraram as premissas e conclusões da análise teórica conduzida.
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6.3 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

Para trabalhos futuros sugere-se a avaliação de ganhos de treinamento e infe-

rência de redes neurais considerando plataformas de hardware específicas, tais como

FPGAs. Nessa avaliação, métricas de compressão da rede associadas à demanda

por unidades lógicas, blocos de processamento digitais, memória e uso de flip-flops

podem ser consideradas. Além disso, a redução no tempo de treinamento obtido ao

utilizar-se a aproximação linearizada da norma ℓ0 pode ser considerada no escopo de

plataformas sem acesso a hardware dedicado para cálculo de funções exponenciais.

Também sugere-se a exploração de técnicas de aproximação da norma ℓ0 almejando

poda estrutural. Uma forma para alcançar esse objetivo seria utilizar a regularização

esparsa de grupo [40], em conjunto com a aproximação da norma ℓ0 aqui apresentada,

de forma a potencializar o efeito de esparsidade em tal regularização.
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