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RESUMO

Neste trabalho exploramos o conceito de hiperbolicidade em sistemas dinamicos dife-
renciaveis, isto é, quando o espaco de fases é uma variedade diferencidvel e a regra de
evolucao é dada por um difeomorfismo agindo na variedade. Estudamos propriedades
fundamentais desses sistemas, como a existéncia de variedades estaveis e instaveis e a
persisténcia da hiperbolicidade sob pertubacoes. Além disso, trabalhamos a nocao de
ergodicidade no caso do difeomorfismo ser hiperbolico em toda variedade e conservativo.
Por fim, discutimos generalizagoes da nocao de hiperbolicidade, como a decomposi¢ao
dominada e a hiperbolicidade parcial, apresentando a conjectura de Pugh—Shub sobre

ergodicidade em sistemas parcialmente hiperbdlicos.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos. Hiperbolicidade. Teoria Ergddica.



ABSTRACT

In this work we explore the concept of hyperbolicity in differentiable dynamical systems,
that is, when the phase space is a differentiable manifold and the evolution rule is given
by a diffeomorphism acting on the manifold. We study some fundamental properties of
these systems, such as the existence os stable and unstable manifolds and the persistence
os hyperbolicity under pertubations. Moreover, we go through the notion of ergodicity
in the case of the diffeomorphism being hyperbolic on the whole manifold and conserva-
tive. Finally, we discuss generalizations of the notion of hyperbolicity, such as dominated
splitting and partial hyperbolicity, presenting the Pugh—Shub conjecture on ergodicity in
partially hyperbolic systems.

Keywords: Dynamical Systems. Hyperbolicity. Ergodic Theory.
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1 INTRODUCAO

Sistemas Dinamicos, de maneira simplificada, sao modelos matematicos que des-
crevem a evolucao de um processo ao longo do tempo. Ao estuda-los, estamos interessados
na estrutura de suas orbitas. Tais sistemas aparecem em diversas areas, como economia,

biologia, fisica, comunicacao e ciéncia da computagao.

A teoria moderna de Sistemas Dinamicos teve origem no final do século XIX, com
o estudo qualitativo de equacoes diferenciais, proposto por Henri Poincaré. Ao contrario
da abordagem classica, que buscava solugoes explicitas das equagoes, Poincaré propos
analisar suas propriedades, recorrendo a ferramentas geométricas e topoldgicas. Seus
trabalhos em mecanica celeste introduziram conceitos fundamentais como recorréncia e

estabilidade, marcando o inicio da visao qualitativa da dinamica.

Formalmente, consideramos um espaco de fases M e uma regra de evolugao tem-
poral. Em tempo continuo, para cada estado x € M, associamos a velocidade e direcao
em que o sistema ird evoluir, isso corresponde a um campo vetorial X (x) no espago de
fases. Se, por exemplo, este campo é continuamente diferencidvel, existe uma tnica curva
tangente a X em cada ponto e passando por z, dita a érbita de x. Também ¢é inte-
ressante considerar sistemas que evoluem em tempo discreto, neste caso, observamos as
iteradas de uma aplicacao f : M - M. Quando M é uma variedade diferenciavel e f é

um difeomorfismo, obtemos um sistema dinamico diferenciavel.

De acordo com Smale (1967), a principal razao para estudar a estrutura global
das érbitas vem das equagoes diferenciais, que é o caso quando consideramos o tempo
continuo. A razao para considerar as iteradas de um certo difeomorfismo, é que, certas
equagoes diferenciais possuem segoes tranversais (cross-sections) e, neste caso, o estudo
qualitativo de equagoes diferenciais se reduz ao estudo do difeomorfismo associado a se¢ao
transversal. Além disso, outra razao é ideia de que os mesmos fenomenos e problemas da
teoria qualitativa de equacgoes diferenciais estao presentes em sua forma mais simples no
caso discreto. Compreendendo inicialmente este ponto de vista, a tarefa secundaria de

traduzir para o caso das equagoes diferenciais é relativamente mais simples.

A nocao de hiperbolicidade desempenha papel central na teoria dos sistemas
dinamicos diferencidaveis. Segundo Hasselblatt e Katok (2002), o desenvolvimento histérico
dessa drea passa por duas linhas principais: o estudo de fluxos geodésicos (por Hadamard,
Hedlund, Hopf, Anosov, Sinai), especialmente em superficies e variedades de curvatura
negativa; e a identificacao de fenomenos hiperbdlicos em sistemas mais gerais, como nos
trabalhos de Poincaré (pontos homoclinicos na mecanica celestial), Perron (equagoes dife-

renciais), Cartwright—Littlewood (circuitos de radio), Levinson (equagao de Van der Pol)
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e Smale (modelo da ferradura).

O estudo sistematico da dinamica hiperbdlica comegou a se desenvolver com os
trabalhos de Anosov e Sinai (1967) sobre as propriedades ergddicas dos sistemas que
atualmente sao ditos de Anosov. Baseando-se nos trabalhos de Anosov, Smale propos a
ideia de estudar sistemas dinamicos a partir da nogao de conjuntos hiperbdlicos, que sao

conjuntos invariantes, em que a dinamica exibe comportamento hiperbélico.

Contudo, observou-se que a hiperbolicidade (uniforme) nao é uma propriedade
tao universal quanto se imaginava inicialmente. De fato, as condi¢oes impostas em um
sistema para ser considerado hiperbdlico s@o bastante restritivas. Assim, por volta de
1970, surgiram generalizagoes que enfraquecem essa nogao, como a teoria dos sistemas
parcialmente hiperbodlicos. Nesses sistemas, admite-se a existéncia de uma direcao central
que nao apresenta comportamento uniformemente expansivo ou contrativo. Os trabalhos
de Hirsch, Pugh e Shub (1977) e de Brin e Pesin (1974), foram fundamentais na formulacao
moderna da hiperbolicidade parcial. Outra generalizacao é a teoria da hiperbolicidade
nao uniforme, introduzida por Pesin (1976), a qual utiliza a linguagem dos expoentes de

Lyapunov. Esta é uma area bastante rica, porém nao sera o foco deste trabalho.

Ademais, também é importante para o texto a Teoria Ergddica. Genericamente,
essa teoria estuda sistemas dinamicos em um espaco de medida munido de uma medida
invariante. Os fluxos e as fungoes que surgem das equagoes de movimento na mecanica
classica preservam volume no espaco de fases e seu estudo levou ao desenvolvimento dessa
teoria. Em fisica estatistica, a hipdtese ergddica de Bolztzmann-Maxwell, gerou uma
busca por sistemas mecanicos ergodicos. Ja em geometria, a busca por ergodicidade le-
vou ao estudo de fluxos geodésicos em variedades de curvatura negativa, em que Hopf
desenvolveu um argumento para estabelecer ergodicidade no caso de curvaturas nega-
tivas nao constantes. Anosov generalizou este argumento para variedades de qualquer

dimensao.

O objetivo deste trabalho consiste em estudar propriedades de sistemas hiperbélicos,
como a existéncia de variedades estaveis e instaveis, a estabilidade estrutural e a ergodi-

cidade quando o sistema preserva medida.

O presente trabalho esta dividido conforme o explicitado a seguir. No capitulo 2 é
feita uma revisao acerca de conceitos utilizados no decorrer do texto. Mais precisamente,
na secao 2.1 sao introduzidas defini¢coes basicas de Sistemas Dinamicos, na secao 2.2 sao
revisados diversos conceitos acerca de variedades diferencidveis e na segao 2.3 é tratada
a topologia C" em espagos de difeomorfismos. O capitulo 3 é dedicado ao estudo da hi-
perbolicidade uniforme, isto é, é definida a nocao de conjunto hiperbdlico e apresentado
diversos resultados sobre o assunto. Na secao 3.4 é explorada, de maneira detalhada,
a questao da existéncia e caracterizacao das variedades estaveis e instaveis. O capitulo

4 ¢é dedicado a conectar os conceitos de Teoria Ergodica com a hiperbolicidade. Para
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este fim, sao apresentados brevemente alguns conceitos da Teoria Ergddica e é provada
a ergodicidade dos difeomorfismos de Anosov conservativos, utilizando o argumento de
Hopf (se¢ao 4.2) e a continuidade absoluta das folheagoes estével e instével (segao 4.3).
Por fim, no capitulo 5, é tratado sobre o enfraquecimento da nogao de hiperbolicidade
uniforme, definindo decomposicao dominada e hiperbolicidade parcial. Na segao 5.2 é
enunciada a famosa conjectura de Pugh-Shub sobre ergodicidade em sistemas parcial-
mente hiperbdlicos, com o objetivo de mostrar uma direcao que os estudos de dinamica

hiperbdlica e Teoria Ergddica tomaram.
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2 PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo é apresentar uma revisao concisa de defini¢oes, notagoes
e resultados importantes para o trabalho. A exposicao visa proporcionar uma base tedrica

necessaria para os capitulos subsequentes, garantindo a autossuficiéncia do texto.

2.1 SISTEMAS DINAMICOS

Nesta secao apresentamos conceitos basicos da teoria de Sistemas Dinamicos e
notagoes. As principais referéncias utilizadas foram (BRIN; STUCK, 2002) e¢ (WEN,
2016).

Um sistema dinamico discreto é um par (X, f) em que X é um conjunto nao
vazio, chamado de espaco de fases, e f: X — X é uma funcao que dita como os pontos
de X se comportam ao longo do tempo. Dependendo do contexto, o espaco X tera
alguma estrutura extra, isto é, poderd ser um espago métrico, um espago topolégico, uma
variedade diferenciavel, entre outros. Quando a estrutura é um espaco de medida, as
questoes sobre esse sistema sao de interesse da area de Teoria Ergddica, como veremos

brevemente na secao 4.1.

A dinamica é vista como a passagem do tempo, ou seja, a iteracao da funcao.
Para n € N, a n-ésima iterada de f ¢ dada por f" = fo fo---of (n vezes) e definimos f°
como sendo a funcao identidade. No caso de f ser invertivel, definimos f™ = fto--.0 f7!
(n vezes). Note que, como f™" = f™o f* e f"o f™ = f¥=id, as iteradas da funcao f no

ponto z formam um semigrupo (no caso de f invertivel, serd um grupo)

A érbita de um ponto x é a trajetoria desse ponto no espaco X, vista sob iteragoes
da fungao f. Para x € X, a semidrbita positiva é o conjunto O}(x) = {f"(v) : n € N}.
No caso de f ser invertivel, definimos também a semidrbita negativa como o conjunto
O;(x) ={f"(x) : n e N}. A 6rbita de x é dada por Oy(z) = Of(r) U O;(x). Dizemos
que um subconjunto A c X é invariante por f se f(A) = A.

Um sistema dinamico continuo consiste de um espago X e uma familia de fungoes
{f*: X - X} que dependem do parametro ¢t em R ou R}, que forma um semigrupo de um
parametro, isto é, f** = flo f¥ e f° =id. O sistema dinamico é chamado de fluxo, caso
t € R, ou semifluxo, caso t € R{. Fluxos normalmente surgem como solugoes de equagoes

diferenciais ordindrias, isto ¢, para t = '(v) a solugao de
X'=F(X), X(0)=v

e assumindo que a solucao existe para todo tempo, entao (¢") é um fluxo em M. O campo
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de vetores F' pode ser recuperado pela relagao

F(X) = —&p;(tX )

t=0

Note que para um t, fixo, as iteradas (f%)™ = f*" formam um sistema dinamico

discreto.

Neste trabalho, focamos em sistemas dinamicos diferencidveis, porém, é impor-

tante entender algumas caracteristicas inerentemente topolédgicas desses sistemas.

Um sistema dinamico topoldgico é um espaco topologico X e uma funcao continua
f ouum (semi-)fluxo f* para o qual a fungao (¢,z) — f(z) é continua. Aqui consideramos

X um espago topoldgico compacto, metrizavel e segundo-contavel.

Com o objetivo de classificar sistemas dinamicos, ¢ definida uma nogao de equi-

valéncia.

Definigao 2.1.1. Sejam (X, f) e (Y, g) sistemas dinamicos topolégicos. Uma semi-
conjugacao de (Y, g) para (X, f) é uma funcdo continua sobrejetora w: Y — X tal que

fom=mog. Se m é um homeomorfismo, entao 7 é dito conjugacao topoldgica.

De maneira simplificada, se f e g sao conjugados, entao essas duas dinamicas

podem ser consideradas “a mesma’, a menos de uma mudanca de coordenadas.

Essa area busca entender a estrutura das orbitas de f e descrevé-las. Os pon-
tos que sao os mais faceis de descrever sao aqueles que nunca saem do lugar ou que

eventualmente retornam a sua origem, ou seja, os pontos periodicos:

Definicao 2.1.2. Um ponto x € X é dito ponto periddico de f se existe n € N* tal que
f™(x) = x. Dizemos que o periodo é o menor natural positivo tal que isso acontece. Se
n =1, z é dito ponto fixo. Denotamos o conjunto dos pontos periddicos de f por P(f) e

o conjunto dos pontos fixos é denotado por Fix(f).

Os pontos da 6rbita positiva de x € X geralmente nao convergem (e se convergem,
o limite deve ser um ponto fixo). No entanto, muitas subsequéncias convergem, considere

a seguinte definicao:
Definicao 2.1.3. Seja x € X. Definimos o conjunto w-limite de x como
. N k—o0 n
wr(z) ={y e X : existe subsequéncia n, —— oo tal que f™(x) - y}.
Se f é invertivel, definimos o conjunto a-limite de x como

af(r) ={y e X : existe subsequéncia ny F7%, 00 tal que f7(z) > y}.
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Agora, vemos outras nogoes de recorréncia mais fracas que periodicidade, porém

que auxiliam a descrever a “trajetéria” de um ponto.

Definicao 2.1.4. Um ponto x € X é dito nao-errante se para todo conjunto aberto U
contendo z existe n > 0 tal que f"(U)nU # @. Denotamos o conjunto de pontos nao

errantes por (f).

Esse conjunto é nao-vazio, compacto e invariante por f. A condigao Q(f) =
X significa que todo conjunto nao vazio aberto retorna para si mesmo, garantindo a
recorréncia. A propriedade mais forte de transitividade de f significa que todo aberto
nao vazio visita todos os outros abertos nao vazios, garantindo que a dinamica cubra todo

o espaco X. Isto é,

Definicao 2.1.5. Uma funcao continua f é dita topologicamente transitiva se para cada

par de conjuntos abertos nao vazios U,V c X, existe n > 1 tal que f*(U)nV + @.

Claramente, transitividade implica que Q(f) = X. Para fun¢oes que preservam

uma medida, a definicao analoga de transitividade é ergodicidade, definida na segao 4.1.

Outro conceito importante em sistemas dinamicos é o de expansividade, que
garante que pontos distintos se afastam sob iteragoes da funcao. Consideramos X um

espago métrico com métrica d.

Definicao 2.1.6. Um homeomorfismo f: X — X é dito expansivo se existe r > 0 tal que,

para quaisquer z,y € X com x # y, existe inteiro n tal que d(f™(x), f™(y)) >r.

Outros conjuntos que desempenham um papel fundamental nessa area sao os
conjuntos estaveis e instaveis. Consideramos aqui X um espago métrico e f: X - X um

sistema dinamico invertivel.

Definicao 2.1.7. Seja x € X. Definimos o conjunto estavel de x como

Wea, f) ={y e X : d(f"(2), ["(y)) = 0,n > +oo}.

Por outro lado, definimos o conjunto instavel de x como

W (z, f) ={y e X :d(f (@), f"(y)) > 0,n > +o0}.
Os sobrescritos “s” e “u” decorrem das palavras em inglés stable e unstable,
respectivamente estavel e instavel em portugués. No caso de z ser um ponto fixo, os
conjuntos W?*(x, f) e W*(z, f) se resumem aos pontos que convergem para x no futuro

e que convergem para x no passado, respectivamente. Ainda, temos que f(W?*(x, f)) =
We(f(x), ) e f7HW™(x, [)) =W (f7 (), f), para todo z € X.
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2.2 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Como o contexto principal do trabalho é uma variedade Riemanniana C* e,
durante todo o texto lidamos com conceitos dessa teoria, é importante ressaltar algumas
definigbes e resultados dessa drea. Para isso, foram utilizadas as referéncias (LEE, 2012)
e (LIMA, 2007). Variedades diferencidveis, resumidamente, sdo espagos que se parecem

com algum espaco Euclidiano R", nos quais é possivel aplicar as nocoes de calculo.

Definicao 2.2.1. Seja M espago topolégico. Dizemos que M é uma variedade topoldgica

de dimensao n se possui as seguintes propriedades:

i) M é espaco de Hausdorff.
ii) M é segundo-contavel.

iii) M é localmente euclidiano de dimensao n, isto é, para cada p € M existe um aberto

U c M contendo p, um aberto UcR"e p:U— U homeomorfismo.

Para trabalhar com variedades topoldgicas utilizamos cartas de coordenadas.
Uma carta em M é um par (U,p), em que U c M é aberto e ¢ : U - V é homeo-
morfismo de U para o aberto ¢(U) = U c R". Pela definicio de variedade, cada ponto

p €U estd contido no dominio de uma carta (p,U).

Dada uma carta (U, ), dizemos que U é uma vizinhanga de coordenadas. As
funcoes componentes de ¢, definidas por ¢(p) = (z'(p),...,2"(p)), sdo ditas coordenadas

locais em U.

Definimos agora a nocao de estrutura diferencidvel C* em uma variedade. Sejam
(U, ) e (V,1) duas cartas de M tais que UnV #@. A composicio o ':p(UnV)c
R™ - ¢ (UnV) cR" é um homeomorfismo chamado de mapa de transigdo. Duas cartas
sao ditas C* admissiveis se ou UnV = @& ou o mapa de transicio é um difeomorfismo C*.
Uma colecao de cartas que cobrem M é dita um atlas A. Se cada par de cartas em A
forem C* compativeis, o atlas é dito de classe C*. Finalmente, dizemos que um atlas C*
A é maximal se esse nao esta propriamente contido em nenhum outro atlas diferencidvel.
Um par (M, A), em que M é uma variedade topoldgica e A é um atlas maximal C* é dito

uma variedade diferencidvel de classe C*.

A seguir é definido o que significa uma funcao f entre variedades diferenciaveis

ser diferencidvel.

Definicao 2.2.2. Sejam M, N variedades de classe C*, k> 1. Uma funcdo f: M - N
¢ dita diferenciavel em p € M se existem carta (U, ¢) contendo p e carta (V1)) contendo
f(p) tal que f(U) cV e a composi¢io tho fop™':p(U) - (V) é diferencidvel no ponto

©(p). Dizemos que f: M — N é diferencidvel se for diferencidvel em todos os pontos de
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M e que f éC"(r <k) se, para cada p e M, a composicao ¥o fopt:p(U) = (V) é de

classe C".

E possivel mostrar que uma funcao diferenciavel induz uma transformacao linear
entre espagos tangentes, definidos a seguir. Sejam M variedade diferenciavel e p € M.
Uma funcao v : C°(M) - R é dita uma derivagao em p se é linear e satisfaz a regra do

produto:
v(fg) = f(p)vg+g(p)vf, Vf,geC=(M)

O conjunto de derivagoes de C*(M) em p é um espaco vetorial chamado espago tangente
de M em p, denotado por T,M. Um elemento de T,M ¢é dito um vetor tangente em p.
Podemos pensar, simbolicamente, em vetores tangentes como setas, saindo do ponto p,
tangentes a M. Estes espacgos sao como modelos lineares da variedade em cada ponto.
Na literatura, é possivel encontrar diversas outras defini¢oes de vetores tangentes a uma
variedade diferenciavel, como por exemplo por meio de espaco de germes ou classes de

equivaléncia de curvas. Aqui foi seguida a construgao de (LEE, 2012).

Em espacos euclidianos, a derivada de uma funcao em um ponto, representada
pela matriz Jacobiana, ¢ uma transformacao linear que representa a melhor aproximacgao
linear da funcao localmente. No caso de variedades temos uma func¢ao similar, definida

no espaco tangente de um ponto p.

Definicao 2.2.3. Sejam M, N variedades diferenciaveis e f : M - N funcao diferenciavel.

Para cada p € M definimos a derivada de f no ponto p
dfp : TyM - Ty N,

como segue. Dado v € T, M, tomamos df,(v) a derivacao em f(p) que age em ge C*(N)

como

dfp(v)(g) =v(go f).

Note que, se g € C*°(N), entdao go f € C°(M). Assim, v(go f) faz sentido. O
operador df,(v) : C*°(N) - R é linear, ja que v é linear, e é uma derivagao pois, para
cada g,h € C*(N),

dfp(v)(gh) = v((gh) e f) = v((ge f)(he f))
=(go N)@)v(heo f)+(he [)(p)v(ge f)
= g(f(p))dfp(v)(h) + h(f (p))dfp(v)(9)-

Proposicao 2.2.4. Sejam M,N e P wvariedades diferenciaveis, f: M - N, g: N - P

funcoes diferencidveis e p e M. FEntao

i) dfy : T,M - Ty,)N € linear.



Capitulo 2. PRELIMINARES 16

i) d(go f),= dgsp) © dfp s TyM = Tigoryp) P
iii) d(idag)y = idp, o : T,M ~ T, M.

w) Se f € difeomorfismo, df, : TyM — Ty N € difeomorfismo e (df,)™" =d(f™") tp)-
Demonstragao. 1) Sejam v,ue T,M,aeR e F e C*(N), de modo que

dfp(v+au)(F) = (v+au)(Fof)
=v(Fo f)+au(Fof)
= dfy(v)(F) + adfy(u)(F).
ii) Para v e T,M ¢ F € C*(P), temos
d(ge [)p(v)(F) =v(F e (ge f))
=v((Fog)ef)

=df,(v)(F o g) (note que df,(v) € Ty N)
= dg ) (dfy(v))(F).

ili) Sejam v eT,M e F'e C*(M). Note que

d(idp)p(V)(F) = v(F oidy) = v(F).
iv) Suponha que f seja difeomorfismo. Entao

idy = d(idar)p = d(f o f)y = dff(lp) o dfy

e por outro lado
dfp o dff(lp) = df p-1(4(p)) © dff(lp) =d(fo f_l)f(p) = d(idn) f(p)-
O

E possivel identificar o espaco tangente de um subconjunto aberto de M com o
espago tangente na variedade toda, como pode ser encontrado em Lee (2012, p. 56). A

préxima proposicao ¢ sobre a dimensao do espago tangente em um ponto da variedade.

Proposigao 2.2.5. Se M ¢ uma variedade de classe C* n-dimensional, entdo T,M é um

espaco vetorial de dimensao n, para cada p e M.

Demonstragao. Para p e M, seja (U, @) carta que contém p. Como ¢ é difeomorfismo de
classe C* de U para um aberto U c R, segue que dy, ¢ um isomorfismo de T,U para
T,U. Ou seja dp, : T,M — T,»R™. Segue que dim T, M = dim T}y, R" = n. O
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Temos que qualquer espago vetorial finito admite uma estrutura de variedade
diferenciavel que independe da escolha de base ou norma. De fato, qualquer norma induz
uma topologia que torna o espaco vetorial uma variedade e a estrutura diferenciavel pode
ser definida por meio do isomorfismo dado por uma base do espaco vetorial. Podemos
identificar o espaco tangente de um espaco vetorial finito com o proprio espaco vetorial,
como feito em Lee (2012, p. 59).

A abordagem da defini¢ao de espaco tangente pode parecer muito abstrata, entao
veremos um teorema que nos dé uma ideia de como tratar vetores tangente e diferenciais

em coordenadas locais. Para isso, vamos achar uma base canonica para o espacgo tangente.

Para o préximo teorema iremos utilizar que 9/9x%|,,...,0/0z"|, formam uma

base para T,R", para algum a € R", em que 9/0z"|, ¢ uma derivagao em T,R™ dada por

ol . of
axi af_ &L” (CL)7

para f e C*(R™). A prova dessa afirmagao pode ser encontrada em Lee (2012, p. 54).

Antes de enunciar o teorema, definiremos os vetores coordenadas em uma varie-
dade diferenciavel. Seja (U, ) uma carta de coordenada C* em M, com ¢ = (2!,...,z").

Para cada p € U, definimos os vetores coordenadas 9/9z"|, € T,M como

w(p))

(fop™).

»(p)

0
or’

0 0
_ -1 _ -1
- (d@p) (81‘1 Lp(p)) - d(SO )50(77) (axz

Esses vetores agem em uma fungao f € C*(U) como

p

0
oxt

0 0
f=d(90_1)go(p)(% ( ))(f) = 50
p wp

Teorema 2.2.6. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n e p € M. FEntao

T,M é um espago vetorial n-dimensional, e, para qualquer carta (U, (z")) contendo p, os

vetores coordenadas 0/0z"|,,...,0/0x"|, formam uma base para T, M.

Demonstracdo. Seja (U, ) um carta de coordenada C* em M. Entdo ¢ é, em particular,
um difeomorfismo de um aberto U de M para um aberto U cR™. Da identificacao de T,,U
com T,M e de 2.2.4, temos que dy, : T,M — T,R" é um isomorfismo. Como comentado
acima 0/0x'| (), - .., 0/0x"|,(p) € base para T, R". Logo, as pré-imagens desses vetores

por dy, formam uma base para T,M. a

Dessa forma, qualquer vetor v € T,M pode ser escrito de maneira tnica em uma

carta (U, = (z',...,2™)) como

URo, 0
vzzvaxip

oxt
p

:’UZ

i=1
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No lado direito da expressao acima, omitimos o somatério conforme a notacao de Einstein.
Note que os coeficientes de v sdo dados por v/ = v(z?), no qual 27 é funcao componente

de . Isto é,

. .0 . s
JY) = 1 JY = 4%
v(a?) (v e )(:c )=v o
p p

Muitas vezes precisamos considerar o conjunto de todos os vetores tangentes em

0
ox?

(27) = v o= (27 0 ) (p(p)) = v'6] =’

todos os pontos da variedade, dessa forma, temos a seguinte definicao:

Definicao 2.2.7. Seja M variedade diferencidvel. Definimos o fibrado tangente de M,
denotado por T'M, como sendo
T™ = | | T,M.
peM
Escrevemos um elemento dessa unido como (p,v) ou v,, no qual o p € M e
v € T,M, identificando em qual espago tangente o vetor v estd. O fibrado vem equipado
com uma projecao natural m: T'M — M, que leva cada vetor em T,M para o ponto p o

qual é tangente. A demonstragao do teorema a seguir pode ser encontrada em Lee (2012,
p. 66).

Teorema 2.2.8. Para qualquer variedade n-dimensional M de classe C*, o fibrado tan-
gente T'M tem uma topologia e estrutura diferencial que o torna uma variedade com di-

mensdo 2n e de classe C*1. Com respeito a essa estrutura, m: TM — M € diferencidvel.

Ao juntar as derivadas de uma funcao diferenciavel f : M — N em todos os pontos,
obtemos uma funcao definida em todo o fibrado tangente, chamada de derivada global
ou funcao tangente e denotada por df : TM — TN ouTf :TM - TN. Esta é apenas
a funcao que quando restrita a cada espago tangente 7,M é df,. Quando aplicamos a
derivada de f em um vetor v € T, M podemos denotar df,(v), df (v) ouT f(v), dependendo

do contexto e em quanta énfase queremos dar ao ponto p.

A demonstragao da seguinte proposi¢ao pode ser encontrada em Lee (2012, p. 68):

Proposicao 2.2.9. Se f: M — N € uma funcao suave, entao df : TM — TN ¢é suave.

Dada uma fungao diferenciavel f: M — N dizemos que o rank de f em p é dado
pelo rank da transformacao linear df, : T,M — Ty, N. E o rank da matriz Jacobiana
de f em qualquer carta diferencidvel ou a dimensao de Im(df,) c Ty N. A funcao f
¢ dita uma submersao se sua derivada é sobrejetora em cada ponto (equivalentemente,
rank f = dim V) e é dita uma imersdo se sua derivada é injetiva em cada ponto (ou
rank f = dim M). Submersoes e imersoes se comportam localmente como transformagoes

lineares sobrejetivas e injetivas, respectivamente.
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Definicao 2.2.10. Se M e N sao variedades suaves, uma funcao f: M — N é dita um

difeomorfismo local se, para cada p € M, existe uma vizinhanca U tal que f(U) é aberto

em N e fly:U - f(U) é um difeomorfismo.

O proximo teorema é muito importante para as propriedades de difeomorfismos

locais.

Teorema 2.2.11 (Teorema da Funcao Inversa para Variedades). Suponha que M e N
sao variedades suaves e f: M — N € suave. Se p e M € um ponto tal que df, é invertivel,
entdo existem vizinhancas conexas Uy de p e Vi de f(p) tais que fly, : Uy = Vo € um

difeomorfismo.

Demonstracao. De df, ser bijecao, temos que dim M = dim N = n. Tomamos cartas de
coordenadas suaves (U, o) centrada! em p e (V1) centrada em f(p) tais que f(U) c V.
Entdao f =1t o f o' é uma funcio suave do aberto U = ©(U) c R" para V= (V) cR™,
com f(p) =0. Como ¢ e 9 sao difeomorfismos, dfo = dYyp) odf,odpy* é nao singular. Pelo
Teorema da Fungao Inversa usual, o qual estd enunciado em Lee (2012, p. 657), existem
abertos conexos Uy ¢ U e Vi ¢ V contendo 0 tais que f : Uy > Vp é um difeomorfismo.
Entéo, Uy = ¢ (Up) e Vi = "1 (Vp) sio vizinhancas conexas de p e f(p), respectivamente.

Segue, por composicao, que fy, ¢ um difeomorfismo de Uy em V4. O

Um tipo de imersao ¢é particularmente importante.

Definicao 2.2.12. Uma imersao f: M — N ¢é dita um mergulho de M em N se também
¢ um mergulho topolégico, isto é, um homeomorfismo com sua imagem f(M) c N na

topologia do subespaco.

Os conjuntos abertos de variedades diferenciaveis podem ser vistos como uma
variedade diferenciavel prépria. Aqui vemos algumas outras maneiras de subconjuntos de

variedades serem variedades.

Definicao 2.2.13. Uma variedade mergulhada de M é um subconjunto S ¢ M que é uma
variedade, na topologia de subespacgo, munido de uma estrutura diferenciavel no qual a

fungao inclusao S < M é um mergulho diferenciavel.

As proposicoes a seguir apresentam outras maneiras de produzir variedades mer-

gulhadas.

Proposicao 2.2.14. Suponha que M, N sao variedades diferencidaveis e f: M - N um
mergulho diferencidvel. Seja S = f(M). Com a topologia do subespago, S é uma varie-
dade topoldgica e possui uma estrutura diferencidvel inica, tornando-se uma subvariedade

merqulhada de N com a propriedade que f € um difeomorfismo com sua imagem.

' oo(p) =0.
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Demonstracao. Atribuimos a S a topologia de subespaco herdada de N. De f ser um
mergulho, temos que é um homeomorfismo de M em S e, portanto, S é uma variedade
topolédgica. Definimos uma estrutura diferenciavel em S tomando cartas diferencidveis da
forma (f(U),pof™), em que (U, ) é qualquer carta em M, o que as tornam admissiveis.
Com essa estrutura, f é um difeomorfismo em sua imagem e essa ¢ a Unica estrutura com
essa propriedade. A fungao inclusao S < N é igual a composi¢ao de um difeomorfismo com

um mergulho diferencidvel (f 1o f:S — M) e, portanto, é um mergulho diferencidvel. O

Proposicao 2.2.15. Suponha M uma variedade m-dimensional diferencidvel, N uma
variedade n-dimensional diferencidvel, U ¢ M aberto e f: U — N func¢ao diferencidvel.

Seja gr(f) c M x N o grdfico de f:

gr(f) ={(z,y) e M xN:xeUy= f(x)}.

Entao gr(f) é uma m-subvariedade mergulhada de M x N.

Demonstragao. Defina a funcao v¢ : U - M x N por v¢(z) = (z, f(x)). E uma funcio
diferenciavel que a imagem é I'(f). Como a projegao my : M xN — M satisfaz myroyp(z) =
x, para x € U, a composicao d(mar) . r) © d(Vf)e. é a identidade em T, M. Logo, d(vVf).
¢ injetiva e, portanto, 7 ¢ uma imersao diferencidvel e ¢ um homeomorfismo em sua

imagem, pois my|r, € sua inversa continua. Logo, I'y é uma subvariedade mergulhada de
M x N difeomorfica a U. O

Subvariedades mergulhadas sao mais naturais, mas podemos definir subvariedades

lmersas.

Definicao 2.2.16. Uma subvariedade imersa de M ¢é um subconjunto S ¢ M munido
de uma topologia (nao necessariamente a topologia do subespago) e uma estrutura dife-
renciavel na qual S é uma variedade topoldgica tal que a funcao inclusao S < M é uma

imersao diferencidvel.

Toda subvariedade mergulhada é uma subvariedade imersa. Subvariedades imer-

sas surgem normalmente da seguinte maneira:

Proposicao 2.2.17. Suponha M, N variedades diferencidveis e f: M — N uma imersao
diferencidvel injetiva. Seja S =F (M) c N. Entao S tem uma topologia inica e estrutura
diferencidvel que torna S uma subvariedade imersa de N e tal que f: M — S é um

difeomorfismo com sua imagem.

Demonstracdo. A prova é muito parecida com a de variedade mergulhada em 2.2.14, com
a excecao de que agora temos que dar uma topologia para S. Fazemos isso declarando

que U c S é aberto se, e somente se, f'(U) c M é aberto. O resto segue da mesma
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maneira que a versao mergulhada (agora f~'o f é a composigao de um difeomorfismo com

uma imersao diferencidvel, o que torna a inclusdo uma imersao diferenciavel). ]

Um resultado muito interessante da teoria de variedades diferencidveis é que qual-
quer variedade diferenciavel de dimensao n é difeomoérfica a uma subvariedade imersa de
R?*"*! Esse resultado é conhecido como Teorema de Imersao de Whitney. Para a sua de-
monstracao, sao necessarios outros resultados importantes, entao iremos apenas enuncia-
lo. Esse teorema ¢ utilizado na segao 3.6, quando precisamos mergulhar a variedade que

estamos trabalhando em um espaco euclidiano.

Teorema 2.2.18 (Teorema de Imersao de Whitney). Toda variedade diferencidvel de
R2n+1.

dimensdo n admite uma imersdo diferencidvel prépria® em

Uma estrutura que surge frequentemente neste texto, mais precisamente nas de-
monstragoes no capitulo 3, é a de fibrado vetorial (ou apenas fibrado). Ja definimos o
fibrado tangente, mas agora veremos algumas propriedades basicas. Localmente, essas

estruturas se parecem com um produto cartesiano de um aberto da variedade com R".

Definicao 2.2.19. Seja M uma variedade topolégica. Um fibrado vetorial (real) sobre
M é um espago topolégico E e uma fungao continua 7 : E - M (projegao) satisfazendo

as seguintes condigoes:

i) Para p € M, a fibra E(p) = 7 '(p) sobre p é munida da estrutura de um espaco

vetorial de dimensao k.

ii) Para p € M, existe uma vizinhanca U de p em M e um homeomorfismo ¢ : 77 1(U) —

U x R*, dita trivializacdo local de E sobre U, satisfazendo:

e Tyod=n (em que 7y : U x R¥ » U é a projecdo).

e Para cada ¢ € U, a restrigao ¢|g, ¢ um isomorfismo de espaco vetorial de [,
para {¢} x R* = R

Se M e E sao variedades diferenciaveis, 7 é funcao diferenciavel e as trivializacoes
locais podem ser escolhidas como difeomorfismos, dizemos que E é um fibrado vetorial
diferenciavel. Caso exista uma trivializacao local de E sobre todo M, entao E ¢ dito

fibrado trivial e o préprio E é difeomorfo ao produto cartesiano M x RF.

A proposicao a seguir garante que o fibrado tangente é realmente um fibrado

vetorial. A prova pode ser encontrada em Lee (2012, p. 252).

2 Prépria significa que a inclusdo é uma funcdo prépria, isto é, que a pré-imagem de um conjunto

compacto é um conjunto compacto.
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Proposicao 2.2.20. Sejam M wvariedade diferencidvel de dimensao d e TM o fibrado
tangente. Com a sua func¢ao projecao e a sua estrutura natural de espago vetorial em

cada fibra, TM € um fibrado vetorial de rank d sobre M.

Definimos agora a nogao de soma de Whitney de fibrados vetoriais. Dada uma
variedade M e fibrados vetoriais diferencidveis £’ - M e E” — M de ranks r’ e r”,
respectivamente, podemos construir um novo fibrado vetorial sobre M dito a soma de
Whitney de E' e E”, cuja fibra em cada p € M é a soma direta E'(p) @ E”(p). O espago

total ¢ identificado como '@ E” = | | (E'(p) ® E”(p)), com a projecao : E'® E" — M.
peM

Também é bastante utilizada a ideia de restricao de um fibrado. Suponha 7: E —
M é um fibrado vetorial de rank k£ e S ¢ M é subconjunto de M, definimos a restricao

de E a S como sendo E|s = | J E(p), com a proje¢ao 7|s : E|ls > M. Se E ¢é fibrado
peS
vetorial diferencidvel e S ¢ E' é uma subvariedade imersa ou mergulhada, segue que E|g

é um fibrado vetorial diferencidvel.

Uma secao de F é uma secao da fungao 7, isto é, uma funcgao continua o : M - FE
satisfazendo o o =idy;. Isso significa que o(p) é um elemento da fibra E(p), para cada
p € M. Podemos definir também secoes locais, o0 : U ¢ M — E, em um aberto U. Uma
secao do fibrado TM, X : M — TM, é dita um campo vetorial em M.

Se U c M é aberto, uma k-upla de segdes locais (oy,...,0x) de E sobre U é dita
linearmente independente se (o1(p),...,0r(p)) forma uma k-upla linearmente indepen-
dente em E(p), para cada p € U. Similarmente, dizemos que a k-upla gera E se os seus
valores geram FE(p), para cada p € U. Um referencial local de E sobre U é uma k-upla
ordenada (o71,...,0%) de secoes locais linearmente independentes que geram E. Logo,

(01(p),...,0k(p)) é uma base para F(p), para cada p e U.

Vamos definir outro conceito importante para o capitulo 3.

Definicao 2.2.21. Se 7 : E - M e n' : E' - M' sdo fibrados vetoriais, dizemos que

F: E - E' preserva fibra se existe f: M - M’ satisfazendo ©’ o F' = f o7, isto &,

Definicao 2.2.22. Se F': E — E’ ¢é continua, preserva fibra e F|g, ¢ linear, para cada
p e M, dizemos que F' é um homomorfismo de fibrado. Um homomorfismo de fibrado tal
que a inversa também é homomorfismo de fibrado é dito isomorfismo de fibrado. Se for

um difeomorfismo, é dito um isomorfismo diferencidvel.
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Exemplo 2.2.23. Se f : M - M ¢é um difeomorfismo, entao df : TM — TM é um

isomorfismo de fibrado continuo.

Definigao 2.2.24. Dado um fibrado vetorial 7 : E — M, uma distribui¢ao de £ é um
fibrado vetorial mp : D — M tal que D é um subespaco topolégico de F e mp € a restricao
da projecao mg a D, tal que, para cada p € M, o subconjunto D(p) = D n E(p) é um
subespaco linear de E(p).

A seguinte proposicao apresenta um critério para que a uniao de subespagcos seja

uma distribuigdo. A prova desse fato pode ser encontrada em Lee (2012, p. 265).

Proposicao 2.2.25. Sejaw: E - M um fibrado vetorial diferencidavel e suponha que, para
cada p € M, temos um subespaco m-dimensional D(p) ¢ E(p). Entdo D = Upep D(p) ¢ E
¢ uma distribuicdo diferencidvel de E se, e somente se, a sequinte condi¢do € satisfeita:
cada ponto de M possui uma vizinhanga U no qual existem segoes locais diferencidveis
01y, Om U = E com a propriedade que (01(p),...,0m(p)) € uma base para D(q) em

cada q € U.

A seguir enuciamos outra propriedade que utilizamos em alguns momentos. A

prova pode ser encontrada em Lee (2012, p. 267).

Lema 2.2.26. Sejam M wuma subvariedade imersa de R™ e D uma distribuicao dife-
rencidvel de rank-k de TR"|y;. Para cada p € M, seja Dy o complemento ortogonal de D,
em T,R™ com respeito ao produto interno usual, e seja D* = {(p,v) e TR" :pe M,v e D, }.

Entao D* é uma distribui¢ao diferencidvel de rank-(n—k) de TR"|y;.

Como ja foi comentado, o contexto principal do trabalho sao variedades Rieman-

nianas. Agora, definimos exatamente o que sao esses objetos:

Definicao 2.2.27. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma métrica Riemanniana g em
M ¢é uma correspondéncia que associa cada ponto p € M um produto interno no espaco
tangente 7,M. Indicamos com g,(u,v) o produto interno nos vetores u,v € T,M ou,
quando nao ha ambiguidade, (u,v), (e se ficar muito claro qual o ponto que estamos nos

referindo, podemos dizer sé (u,v)).

Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferencidvel na qual esta definida

uma métrica Riemanniana.

Definicao 2.2.28. Uma métrica Riemanniana ¢ de classe C* se, para cada par de campos
vetoriais C® X,Y : M - TM, a fungdo p = g,(X|,,Y],) é C*.
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A norma de um vetor tangente v € T,M é definida por |v| = |v], = g,(v,v)*%. O

angulo entre dois vetores nao-nulos v,u € T,,M é o valor tnico 6 € [0, 7] satisfazendo

cosf = —gp(v,u)'
o]

Em uma variedade Riemanniana podemos definir o comprimento de curvas.

Definigao 2.2.29. Seja v : [a,b] = M uma curva suave por partes, o comprimento de -y

¢é dado por
b
1= [ Il

em que |- | é a norma induzida da métrica Riemanniana g.

Se M é variedade Riemanniana conexa, podemos definir uma funcao distancia
em M.

Definicao 2.2.30. Para p,q € M a distancia (Riemanniana) de p a ¢ é dada por

d(p,q) =inf{l(7) : v é curva suave por partes ligando p a ¢.}

Agora veremos brevemente a nocao de volume Riemanniano, que sera importante
no capitulo 4.Para mais detalhes consulte (SAKAI, 1996, p. 61).

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e (U, = (z',...,2™)) uma carta de

)

Essa fun¢ao define uma matriz simétrica positiva definida gV (p) = (95 (p)), em cada p € U.

M. Definimos, para cada p e U,

0

9
95 (p) =g (axi

ol
P

Para uma cobertura de M por cartas (Uy, 9o = (zL,...,2%)), uma particio da

ar

unidade {p,} subordinada a essa cobertura (ver (LEE, 2012, p. 40)) e uma fungao f :

M — R continua com suporte compacto, a expressao

1=

¢ independente da escolha da cobertura e da particao da unidade. Tal expressao define

o -1 1 n
o (Ua) (pa-f~ det(gij ))090@ dxa"'dxa

um funcional linear positivo® no espaco vetorial das funcoes continuas em M com valores
reais e com suporte compacto. O Teorema de Representacao de Riesz (veja (FOLLAND,
1999, p. 212)) garante a existéncia de uma medida tinica m finita em compactos, regular®

e tal que I(f) = [ fdm, dita Volume Riemanniano.

I(f) >0 sempre que f > 0.
Se m(E) = inf{m(U) : U o E,U aberto} e m(E) = sup{m(K) : K ¢ E,K compacto} para todo
subconjunto boreliano E c M.
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Por fim, definimos a nocao de folhacao, que é basicamente particionar a variedade
em “folhas”, que sao subvariedades de mesma dimensao. Neste trabalho, iremos consi-
derar um tipo especifico de folheacoes que sera bastante relevante no capitulo 4. Aqui
definiremos apenas os conceitos principais e nao iremos explorar mais a teoria. Para mais

detalhes, veja (NETO; CAMACHO, 2019).

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n e classe C'*.

Definicao 2.2.31. Uma folheagao F de codimensao p e classe C" é definida por uma
colecao de cartas locais
i UicM—->R" i€l

da variedade tais que

iel
2. Se U;nU; #+ @, as mudancas de coordenadas hj; = p;0 07" : (U;nU;) - ¢;(U;nUj)
tem a forma

hji(z,y) = (h' (2, y), h*(y)), (x,y) e R"P xRP,

e sao de classe C".

As componentes conexas de ¢! (z, 1), em que 3, é constante, sio chamadas de
placas de U;. Elas sao subvariedades mergulhadas de U; de codimensao p. A condigao (2)
expressa que se o; ¢ Uy, B; ¢ U; sao placas entao ou oy; N 3 = @ ou ; N 3; é aberto em o

e ﬁ]

Se o : R"™P x RP é a projegao ma(z,y) =y, definimos f; : U; = RP por f; =m0 ¢;.

As placas de U; sdo entdo as componentes conexas de f~!(yo), %o € R?.

Uma folha de F é um subconjunto conexo que é a uniao maximal de placas de
F. Isto é, se F' é uma folha e o é uma placa com an F # @, entao o ¢ F. Da definicao,
segue que toda folha é uma subvariedade imersa de codimensao p e que M é uma uniao

disjunta das folhas de F. As folhas podem nao ser subvariedades mergulhadas.

2.3 TOPOLOGIA C”

No préximo capitulo consideramos a estabilidade estrutural de difeomorfismos em
uma variedade compacta. Esta definicao utiliza a nocao de duas funcoes estarem perto

na topologia C'' ou C". Definimos agora essa topologia. A principal referéncia utilizada

nesta segao ¢ (ROBINSON, 1998).

Iniciamos definindo para func¢oes de uma variedade compacta M para o espacgo
euclidiano RY. Seja
{pj:VieR" > Ujc M}y,
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J
um ndmero finito de cartas coordenadas com | JU; = M. Seja C; c U; subconjuntos
j=1
J
compactos com | JC; = M. Se f,g: M - RY sio C" entdo a distancia C" de f & g é

j=1
definida como

d'(f.9) = sup{[[f(2)=g(@)|wr, |d'(fo;) s () =d' (9001 ) 1w 1w € C L < j < 1 <i <}
em que ||| é a norma do operador apropriada.

O caso de funcoes entre variedades é um pouco mais complicado. Ao invés de
definir uma distancia entre duas funcoes, vamos definir uma base de vizinhancas para a

3 5 3 T 3 . n J
topologia. Assuma M, N sdo variedades compactas C". Seja {¢;: V; c R" —» U; c M},
um numero finito de cartas de coordenadas em M e C; c U; compactos como acima.

Seja {ty : V{ ¢ R" > U} c¢ N}, um ntimero finito de cartas coordenadas em N. Seja
L

feC"(M,N). Cada C; pode ser dividido em partes compactas C; = UCN e um indice

k(j,1) tal que f(C;,) c Uk(jl) para 1<I<Ljel<j<J. Parae>0, seJa N a vizinhanga
de f dada por

N={geC"(M,N):9(Cjz) < Uy,
H@Z)k(j,l)*l o f(x) - QP;(lj,l) o g(z)|rn <,
|d' (Yr(jpy-10 f o %’)@;1 - di(iﬁ;(lj,l) ogo <Pj)<pj-.1(z) |<e

para todo z € Cj;,i <I<L; 1<i<r}.

A estimativa C°, Hd’k(jJ)*l o f(z) - 77/1];(1].71) o g(x)|rn < & pode ser substituida pela
estimativa d(f(x),g(x)) < ¢ usando disténcais entre pontos na variedade. Essa base de

vizinhangas N/ geram a topologia em C" (M, N).
Observagao 2.3.1. Sejam M, N variedades com M compacta. A variedade N pode ser

mergulhada em algum espaco euclidiano R* (com dimensdo maior). Usando esse mergu-
lho, é possivel considerar C"(M, N) c C"(M,RL), isto é, f e C"(M,N) se f € C"(M,RF)
e f toma valores no subconjunto N c RY. Usando essa abordagem, a topologia C” (M, N)
pode ser herdada de C"(M,R").

Definicao 2.3.2. Seja k> 1. Dizemos que f € Diff*(M) é C* estruturalmente estavel se
existe uma vizinhanca U de f em Diffk(M) tal que para toda g € U é topologicamente

conjugada a f.

De maneira mais geral, f é estruturalmente estdvel se pequenas perturbacoes C”
nao alteram a estrutura topoldgica da orbita de f. O termo pertubacao nesse contexto
significa um difeomorfismo g que estd C” proximo de f. As vezes também se refere a

diferenca entre f e g.
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3 HIPERBOLICIDADE

Neste capitulo apresentamos a nogao de conjunto hiperbélico e diversos resultados
acerca dessa propriedade. A referéncia principal utilizada foi (WEN, 2016), além de
(BARREIRA; VALLS, 2012) e (KATOK; HASSELBLATT, 1995).

A defini¢ao dos conjuntos hiperbélicos remonta aos trabalhos de Smale (1967)
e Anosov (1967) na década de 1960, sendo um pilar da teoria dos sistemas dinamicos

moderna.

Inicialmente definimos a hiperbolicidade para isomorfismos lineares e entao uti-
lizamos essa nocao linear para definir conjuntos hiperbdlicos para sistemas nao-lineares,
exigindo que o diferencial, restrito ao conjunto invariante, seja um isomorfismo linear

hiperbdlico.

Uma das motivagoes fundamentais para o estudo da hiperbolicidade é sua estabi-
lidade estrutural, isto é, conjuntos hiperbdlicos mantém essa propriedade mesmo quando
o sistema dinamico é sujeito a perturbacoes C''. Esta robustez garante que a dinamica
qualitativa permaneca inalterada. Neste capitulo, destacamos propriedades associadas
com hiperbolicidade, como a persisténcia da hiperbolicidade, a estabilidade estrutural e

a existéncia de variedades estaveis e instaveis.

3.1 CONJUNTOS HIPERBOLICOS

Inicialmente definimos a ideia de um isomorfismo linear hiperbdlico, na qual a

esséncia da hiperbolicidade é clara.

Definicao 3.1.1. Seja £ um espago vetorial finito. Um isomorfismo linear A: £ - F é

chamado de hiperbdlico se podemos escrever E como uma soma direta
E=F&FE"

invariante no sentido que

A(E®) = E° e A(E") = B,

tal que, para constantes C'>1 e 0 < A <1, a seguinte estimativa vale
[A™v| < CA™||v|, Vv e E*;n >0,

AT ]| < CA™|v|, Vv e E*,n > 0.

Definimos isomorfismo linear hiperbdlico pois, dessa maneira, a definicao se aplica

ao caso de conjuntos hiperbdlicos, que sera visto a seguir, mas poderiamos ter definido,
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equivalentemente, pedindo que nenhum autovalor de A tenha moédulo igual a 1, de modo

que,

E® = span{v : v é autovetor generalizado associado a um autovalor A com |A| < 1},

E" = span{v : v é autovetor generalizado associado a um autovalor A com |A| > 1}.

Utilizamos o conceito de isomorfismo linear hiperbdélico para definir pontos fixos
hiperbdlicos de funcgoes diferenciaveis e, dessa maneira, poder estudar o comportamento

local de f perto de um ponto fixo.

Definicao 3.1.2. Seja O c E um conjunto aberto e f: O - E uma funcao C*. Um ponto
fixo p € O ¢ dito hiperbdlico se a derivada de f no ponto p, df, : ' — E, é um isomorfismo

linear hiperbdlico.

Temos que o comportamento local proximo a p é aproximado pela derivada
nesse ponto. A hiperbolicidade de df, implica que, perto de p, f herda a dicotomia

contragao/expansao.

A partir de agora serao considerados uma variedade Riemanniana M, de classe

C>, compacta, conexa e sem bordo e um difeomorfismo f: M — M de classe C'.

Um conjunto hiperbdlico é a generalizacao natural de um ponto fixo hiperbdlico,
isto é, em cada ponto do conjunto, a derivada no ponto é um isomorfismo linear hi-
perbdlico: o espaco tangente tem diregoes complementares estéveis (eventual contragao)

e instéveis (eventual expansao).

Definicao 3.1.3. Um conjunto A c¢ M, invariante por f é dito hiperbdlico se, para cada

x € A, o espago tangente T, M se decompoe em uma soma direta
T.M = E*(x) @ E*(x),
invariante (como uma familia) no sentido que
TH(E @) = *(f()) e TH(E"(2)) = B“(f(x)).
tal que, para constantes C'> 1 e 0 < A< 1, a seguinte estimativa uniforme é valida

ITf" ()] < CX* o], Ve A v e E*(2),n 20,
|7 (v)]| < CA"|v], ¥z € A,v e E(x),n>0.

Observagao 3.1.4. Especialmente neste capitulo, seguindo a notacao da referéncia princi-

pal, utilizaremos a notacao da funcao tangente T'f, isto é para x € M,

Tf(v) =Tof(v) = dfz(v)
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em que v = (). O ponto base pode ser omitido se ficar claro do contexto em qual
espago tangente T'f estd agindo. Ainda note que T'(f™) = (T f)™, entdao nao tem confusao

ao escrever T f™.

A norma |||, = ||| ¢ a norma induzida pela métrica Riemanniana de M (omitimos
o ponto base, o qual serd considerado implicitamente pelo contexto). Como a variedade
M é compacta, a hiperbolicidade nao depende da escolha da métrica Riemanniana, pois

quaisquer duas métricas Riemannianas sao equivalentes em uma variedade compacta.

Note que, se m é um inteiro positivo tal que p = CA\"™ < 1, entao, para x € A,
|70l < plol,ve E(x) e |Tf70] < pllo], v e E*(x),

de modo que T f™

tante C' determina o nimero de iteradas de f que sao necessarias antes dos vetores serem

Es(z) ¢ uma contracao e Tfm|Eu($) ¢ uma expansao. Logo a cons-

contraidos em FE*(x) e expandidos em E"(z). Essa propriedade é dita muitas vezes
uniformemente hiperbdlica, pois as constantes A\,C' e o nimero de iteradas m, sao inde-
pendentes do ponto x, em oposicao a ideia de nao uniformemente hiperbélico, quando o
difeomorfismo tem expoentes de Lyapunov nao nulos para quase todos os pontos de tal

conjunto.
A seguir apresentamos um simples exemplo de conjunto hiperbélico.

Exemplo 3.1.5 (Conjunto Hiperbdlico formado por um ponto fixo). Dado a € (0,1) e

b>1, seja f:R? - R? a transformacao linear

f(z,y) = (az,by).

Claramente f tem inversa, dada por g(z,y) = (¢ 'z,b7'y) e, portanto, é um isomorfismo

linear.

Temos que (0,0) é ponto fixo. Consideramos a decomposicio R* = E* @ E*, em

que E° e E" sdo, respectivamente, o eixo horizontal e vertical. Isto é, E* = {(z,0) : x e R}
e B*={(0.y) 1y < R).
Para a transformacao linear A = Ty f = f, dado v = (z,0) temos, para algum z € R,

Av = f(x,0) = (ax,0) € E?,

Agora, seja v € E°, entao v = (x,0) para algum x € R. Tome z = £ e considere w = (z,0) €
E?®. Assim,
Aw = (az,0) = (2,0) = v,

de modo que E° c AE?®. Também,
| Av| = [[(az, 0)| = a](z,0)[ = afv].

De maneira analoga, podemos mostrar para o espacgo instavel. Portanto,
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i) AE® = E° e AE" = £,
ii) |Av| <afv],veE®
i) A ] < b o, v e B

Tomando \ = max{a,b™'} e C =1, temos que {0} ¢ R* é um conjunto hiperbélico

para o difeomorfismo f.

Perceba que as dimensoes dim E*(z) e dim E*(x) sao constantes ao longo da

orbita de z. De fato, como T'f restrito a um subespaco invariante é isomorfismo temos
dim(E*(f(x))) =dim(T f(E*(x))) = dim(E*(z)), Vx € A.

Analogamente para E"(x).

A definigao de hiperbolicidade engloba os casos triviais E*(x) = {0} ou E*(x) =
{0}. Nessa situacao, A é dito ser expansao ou contragao e é trivial no sentido que é

formado por finitas orbitas periédicas de f.

Outra propriedade que decorre diretamente da definicao é a seguinte: como
Tf(E*(x)) = E°(f(x)), para um m qualquer

|Tf™ (T fmv)| < CA™||T f™ol|, Vv e E*(x),n > 0.
Em particular, se m = —n
o] < CA™|Tf"v|,Vve E*(x),n>0.
Isto é,
ITf | > C (A" |v||, Vv e BS(x),n > 0. (3.1)
Da mesma forma, para v € E*(z),

|70 2 CH A o, n 2 0. (3.2)

Também ¢é simples perceber que qualquer subconjunto invariante de um con-
junto hiperbdlico é hiperbdlico e uma uniao finita de conjuntos hiperbdlicos é hiperbdlica.
Porém, a uniao infinita de conjuntos hiperbdlicos nao é necessariamente hiperbdlica. Isto
ocorre pois a nocao de hiperbolicidade apresentada requer um limite uniforme na expansao

e na contracao.

Os difeomorfismos mais estudados e conhecidos no caso de hiperbolicidade sao

aqueles chamados de difeomorfismos de Anosov.
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Definicao 3.1.6. Um difeomorfismo f: M — M é dito Anosov se toda a variedade M é

um conjunto hiperbdlico.

A seguir definimos a nocao de cone estavel e instavel, importante para caracterizar
os espacos estavel e instavel. De certa forma, estes cones aproximam as diregoes estaveis

e instaveis da definicao de hiperbolicidade.

Definicao 3.1.7. Seja A ¢ M um conjunto hiperbédlico de f. Para x € A e v >0,

Cy(B*(x)) = {v e ToM : ou]| < v]vs]},

Cy(E*(2)) = {v e T M : [lo] < v[val }
sao os y-cones em x ao redor de E*(x) e E"(x), respectivamente. Aqui, v = v + v,, em

que vs € E*(x) e v, € E"(x).

Em dimensao 2, a ideia de cone estavel e instavel é bem intuitiva e pode ser

pensada geometricamente, como na figura a seguir:

Figura 1 — Ilustracao dos cones estavel e instavel em dimensao 2.

()
A / Cy(E*(x))

Fonte: Elaboracao prépria.

Podemos caracterizar os espacgos estavel e instavel como conjuntos da seguinte

maneira:
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Teorema 3.1.8 (Caracterizagao de E*(x)). Seja A ¢ M um conjunto hiperbdlico de f

com decomposi¢ao T\M = E* @& E". Para cada x € A, E*(x) € caracterizado por

E*(z)={veT,M:|Tf"v|—0,n—> oo}
={veT,M:3r>0 tal que |Tf"v| <r,Vn >0}
={veT,M:3v>0 tal que T f"v e C,(E*(f"x)),Yn > 0}.

Em particular, a decomposi¢ao hiperbolica € unica.

Observagao 3.1.9. Também podemos enunciar o teorema acima para o conjunto estavel

E"(x), revertendo o tempo n.

Demonstracao. Seja x € A. Claramente o primeiro conjunto esta contido no segundo

conjunto e o segundo conjunto no terceiro conjunto. Agora, suponha que, para ve T, M,
vé{veT, M:3y>0tal que T f"veC,(E*(f"z)),Vn>0}.

Entao, dado v = 1, existe m > 0 tal que w = Tf™v € Tpm M\C1(E°(f"x)). Isto é,

|wy| > |ws|. Em particular, w, #0. Assim,

ITf"(wa)] 2 G (A1) [wu]| > c0,n > oo

ITf" (ws) | < CA™ [ws] > 0,n — oo.
Segue que
1T (W) = 1T f ws + T fwa| 2 | T f wa] = [T ws] > 00,n — oo.

Dessa forma {|T f"v|}, nao é limitado e v ¢ {v e T, M : 3 r >0 tal que |Tf"v| <r,Vn >
0}.

Por fim, provamos que {v € T, M : 3 v >0 tal que T'f"v e C,(E*(f"x)),Vn >0} c
E*(z). Sev ¢ E*(x), entdao v, # 0. Assim,

|7 0] > C7H (A" o] = 00,n > o0

IT f"vs]| < CN*|vg|| = 0,n — oo.

Logo, para qualquer v > 0,7 f"v ¢ C,(E°(f"x)) para n grande. A unicidade da decom-

posicao segue do fato que E*(x) e E"(x) foram caracterizados como conjuntos. O
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O subespaco linear £°(x) varia continuamente de acordo com o ponto base = e
da mesma forma para o subespaco linear instdvel E"(x). Para mostrar isso de maneira

mais precisa, vamos introduzir uma topologia no conjunto de subespacos lineares.

Seja m > 1 inteiro. Sejam z € M e E(x) um subespago m-dimensional de 7, M.

Seja {x)} uma sequéncia em M e FE(x)) um subespaco m-dimensional de T, M para cada

k. Dizemos que E(x) converge para E(x) se existe base {e; ,...,el'} de E(xy) para
cada k e uma base {e!,...,e™} de E(z) tal que e;k - el .. ey, = ey Isso gera uma

topologia para o espaco m-Grasmanniano
G™(M) ={V :V é um subespago linear m-dimensional de T, M,z € M}

de M. O espago G™(M) é compacto. Note que, E(x)) - E(z) implica que xy — x, pois
a projegao 7 : TM — M é continua, e para cada v € E(x), existem vy € E(xy) tais que

Vi —> V.

Teorema 3.1.10. Seja A ¢ M um conjunto hiperbélico de f. FEntao E°(x) e E"(x)
variam continuamente em x € A. Em particular, dim E*(z) e dim E*(x) sdo localmente

constantes. Ainda mais, A é um conjunto hiperbélico de f.

Demonstracdo. Seja x € A. Vamos mostrar que E° é continua em x. Basta mostrar que
quando uma sequéncia E*(xy), xx € A,converge para um subespaco linear G*(x) de T, M,
entdo G°(z) = E°(x). De fato, suponha que nao seja continua, entdo dada sequéncia
{zx} c A tal que x,, - =, E°(zy) ndo converge para E°(z). Tomando subsequéncia se
necessario, podemos assumir que E®(x;) converge para um subespago linear H®(s) de
T.M que é diferente de E*(x).

Tome v € G*(x). Existem vy € E*(x),) com v - v. Como xy € A,
ITf™ (o) < CX i

para todon >0 e k > 1. Note que T'f : TM — TM é continua e como x; - = e v > v,

temos que, tomando k — oo,
T (v)| < CA™|v], ¥n > 0.

Pelo Teorema 3.1.8, G*(z) c E*(x). Agora, tomando uma subsequéncia se necessério,
podemos assumir que E*(x;) converge para um subespaco linear G*(z) e, seguindo a
mesma prova, G*(x) c E*(x). Perceba que, para k> 1, E*(x;) e E*(x;) tem dimensoes

complementares que somam dim M e que
dimG*(z) =dim E*(x) e dimG"(z) = dim E"(zy).

Logo, G*(z) = E*(x) e G*(x) = E"(x). Isso prova que E*(x) varia continuamente.
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Agora, vamos mostrar que A\A é hiperbélico. Seja x € A\A. Tome uma sequéncia
xp € A tal que E®(x;) e E*(xy) convergem, respectivamente, para dois espagos lineares

G*(x) e G*(z) de T, M. Pelo argumento anterior, temos
ITf™(v)|| < CX*|v|, Vv e G*(xz),n >0,
ITf" ()] > CH AT o], Vv e G*(2),n > 0.
Suponha que existe v € G*(z) n G*(x) tal que v # 0, entdo
CrAH"<CON" n>0.
Porém, tomando n - oo
oo+ CHAH)"<ON 0.

Entao, G*(x) n G*(x) = {0}. Das dimensoes de G*(x) e G“(x) serem complementares,
T.M = G°(z) ® G*(x). Isso d4 uma soma direta em z. Agora construimos uma soma
direta na érbita de x pela f. Tomando uma iterada, E°(f(xy)) e E*(f(x)) convergem,

respectivamente, para os subespacos lineares (tomando subsequéncia se necessério)

G*(f(x)) e G*(f(x)),
de modo que
G*(f(2)) = lim B*(f(x1))
= lim Tf(E*(2x))
=Tf(G*(x))

e G"(f(x))=Tf(G*(x)). De isomorfismo linear preservar soma direta,

TrwyM = G*(f(z)) ® G*(f(x)).

Como as constantes C' e A sao independentes de pontos de A, os vetores em G*(f(x)) e
G"(f(x)) satisfazem as mesmas desigualdades que vetores de G*(x) e G"(z). Tomando
as iteradas positivas e negativas dessa maneira, temos uma decomposicao invariante em
Orb(z). Similarmente obtemos uma decomposicio invariante para cada érbita de A\A,
que é uma decomposicdo hiperbdlica em A\A. Segue que A\A é hiperbélico e, portanto,

A =A\AUA é hiperbélico. O

Observagao 3.1.11. Vamos assumir que os conjuntos hiperbdlicos sao compactos, tomando

o fecho se necessario.

Considere

B* = | ES(z) e B = | B¥(x).

zeA zeA
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Como E®(z) e E*(x) variam continuamente com x € A, temos que E° e E* sao distri-

buigoes continuas de Th M.

Em seguida, vamos provar um teorema muito util, o qual garante a existéncia
de uma norma Riemanniana adaptada que torna o comportamento hiperbdlico uma con-

tragao (e expansao) imediata, ou seja, temos C' = 1 na defini¢ao de conjuntos hiperbdlicos.

Teorema 3.1.12. Seja A ¢ M um conjunto hiperbolico de f com ThM = E°®E". Existem
uma métrica Riemanniana C* {-,-) de M e uma constante 0 < T < 1, referente a norma

mduzida, tal que

|Tfoll < 7lof, voe B,
|7f ] < 7o, Yo e B

Demonstracao. Seja (-,-) a métrica Riemanniana de M e considere |- | a norma induzida
que satisfaz as condigoes de conjunto hiperbdlico com constantes C'>1e 0 <A< 1. Tome
N suficientemente grande tal que CAY < 1 e defina

N-1

(v.u) = Y AT 0, Tf ),

n=0

para v,u € T,M e x € M. Entdo (-,-) é uma métrica Riemanniana de M. Considere
N-1

a= Z C?)\?". Assim, para todo v € E*,

n=0

N-1
[o]*= X 1T f P

Para v e B,

N-1
Jv]? = Z T f™v|* (considere m = N -1 -n)

z3
)

— |TfN_1_mU|2

=2 3
| Il
=)

Tf (TN o)l

|
2 3
L

< Z 02/\2m|TfN_1’U|2
m=0

= a|T N2 (2)
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Também temos, para cada v € E*,
N-1 N-1 N
ITfol? = 30 \Tf (T fo)fP = 3 T ol = Y [T f o

n=0 n=0 n=1
N-1

= Z T f o + T f ol + [of? - o]
= [[vf? = [l + |7 f o
<ol = (1= C2NM)of?

< o[ = a™ (1= C2A*Y)[[v]? (por 1).

Da mesma forma, para v e E*,

I7f ()] = ZITf”(Tf )P
N-2

= ) [Tfmf

?V:—l

Z Tfm o + [T o = [T of?
= o2+ T o [TV of?
= Jol? + T f P - T
<ol = (1= C2XM)T N of?
< Jol* - a™ (1= C2A*) Jo]* (por 2).

Seja

7 =\/1-a1(1-C2\2N).

Temos que 0< 7' <1, pois 0<1-C?A2N <1 e

N-1 )\N 1_)\N
=S CO\Y = C > >1
“= nzo N 1o

Essa métrica Riemanniana (-,-)) é geralmente apenas C°, pois Tf é geralmente
C°. Tome uma aproximacdo C'™ para obter uma métrica C* de M. A métrica induzida

restrita a E° e E* satisfaz as duas desigualdades para algum 7€ (77, 1).

O

Uma métrica Riemanniana (-,-) de M que satisfaz as duas desigualdades do

Teorema 3.1.12 é chamada de adaptada a A. Dizemos que
T(A) = sup{[Tf|p+@) [, [Tl [} <1

é a constante de hiperbolicidade de A com respeito a norma induzida | - |, que descreve a

magnitude da maior contragao (tempo futuro ou passado).
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Agora é definimos uma norma do tipo caixa: considere U c¢ M um conjunto, nao
necessariamente invariante, e Ty M = E) @ Fy uma soma direta. Uma norma | - | de Ty M

¢é dita de tipo caixa com respeito a £ & Fs se
[vll = max{ o1, [v2]}, Vv € Ty M,

em que vi,vs sao os componentes de v com respeito a F; e FEsrespectivamente. Para

qualquer norma | - | de Ty M,
[0l = max{jos [, oo}, Vo € Ty M,

define uma norma |- ||, em Ty M que é de tipo caixa com respeito a soma direta, chamada,
de norma ajustada de || - |. A norma ajustada de uma norma adaptada a um conjunto
hiperbdlico A, com respeito a uma decomposicao hiperbdlica, é adaptada a A e de tipo

caixa, com a mesma constante de hiperbolicidade da norma original.

De maneira geral, uma norma do tipo caixa, com respeito a uma soma direta
continua ThAM = E; & Es, é geralmente apenas continua, nao pode ser definida em toda
a variedade M e nao ¢é induzida de uma métrica Riemanniana, pois violaria a lei do
paralelogramo. Porém, é possivel mostrar que é equivalente a norma induzida por um
produto interno, se o angulo entre E; e Fy for uniformemente limitado inferiormente por

um numero positivo, como serda mostrado a seguir.

Primeiro, para x € A, defina o angulo entre Fi(z) e Ey(x) como
2(Ey(x), Ey(x)) =inf{ 2 (u,v) :u e E1(x)\{0},v € E5(x)\{0}}.
Defina
2(Ey, Ey) = ;1)312/{ 2 (E(z), Ey(x)).

Seja A ¢ M um conjunto hiperbdlico de f com decomposicao ThaM = E° & E". Pelo
Teorema 3.1.10, E%(z) e E"(x) variam continuamente em z € A. Logo, se A é compacto,
entdo < (E® E*) > 0.

Agora mostramos que as normas sao equivalentes sob a condi¢ao do angulo.
Lema 3.1.13. Para 6 > 0, existe K > 1 tal que, para qualquer espaco euclidiano F,
qualquer soma direta E = Ey ® Ey e qualquer produto interno (-,-) em E, se «(Ey.FE3) >0,
em que o angulo € com respeito ao produto interno (-,-), entdo a mnorma do tipo caira

|- |Ej0E, ajustada a norma |-|, induzida pelo produto interno, € equivalente a |- |, com

constante K.

Demonstragao. Fixe § > 0. Como <« (FEy, Ey) > 9§, entao dados u € E1\{0} e v € E»\{0},

temos

0=z (u,v)eld,7/2].
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Isto é,
cos(#) € [0,cos(0)]
e portanto,
(u,v) >0.
Assim, para w = wy + wy, em que wq € B e wy € Fy, temos

[wl? = a2 + feoaf? + 2(wn, ws) 2 [wn? + s

> (max{|w, [wal})* = |w|E,ep,
Portanto, |w| > |w|g,er,. Por outro lado,

[w|? = |wi* + |wa]? + 2w, ||ws| cos(8)

< |’UJ1|2 + |U}2|2 + 2|w1||w2| COS((S).
Sem perda de generalidade, suponha que |w;| > |ws|, entao |w|gem, = |wi|. Assim,

lwl? < Jwi? + |wi* + 2wy [* cos(§)
= (2+2cos(6))|w|?
= (2+2c0s(9)) |[w|%, o,-

Seja K =+/2+2cos(d) > 1. Logo,

1
vl < |wlper, <[wl.
K

3.2 PERSISTENCIA DA HIPERBOLICIDADE

Nesta secao sera explorada a propriedade de persisténcia da hiperbolicidade.
Aqui, enunciamos resultados que serao utilizados posteriormente, na prova do Teorema da
Variedade Estavel, em 3.4. As demonstracoes técnicas serao omitidas do texto e podem

ser encontradas em Wen (2016).

A ideia da prova da persisténcia da hiperbolicidade generaliza a intui¢ao no caso
da persisténcia da hiperbolicidade de um isomorfismo linear. Nesse caso, A : F - E
¢ um isomorfismo linear hiperbdlico, referente a decomposicao E = E° @ E*, em que
E é um espaco vetorial finito. Podemos mostrar que qualquer transformacao linear B
suficientemente préxima de A também é isomorfismo linear hiperbdlico. Esta ideia é
traduzida para o caso de conjuntos hiperbdlicos utilizando a nogao de transformagoes que

preservam fibras. Primeiro ilustramos os passos principais no caso linear.
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Para achar a decomposicao hiperbdlica de B, digamos G" & GG*, notemos que o

isomorfismo A contrai o cone C'(E*) e E* é o “limite” da contragao (1) A"(C1(E")).
n=0

Figura 2 — Ilustracao da contracao do cone instavel por um isomorfismo linear hiperbdlico.

Eszs
CI(EU)
A(CL(EY))
O]~ Jo

Fonte: Elaboragao prépria.

Desde que B esteja perto o suficiente de A, B também contrai o cone instavel

CY(E™). Isso sugere que um candidato ao conjunto G* é
Q)B"(Cl(E“)).

E necessdrio mostrar que essa intersecao é um subespaco linear de F. Essa ideia
pode ser pensada considerando o conjunto de graficos de transformagoes lineares de E*
para E* com norma menor ou igual a 1. Cada um desses graficos é um subespaco linear
de E que esta dentro do cone Cy(E"). De fato, se 0 : E* - E° é uma transformacao linear

com norma menor ou igual a 1, entdo para um vetor v € gr(o), com v = (x,0(x)), temos
[vsll = [o(@)] < [lo] - |z] < |va]

e portanto v € C'(E"). Intuitivamente, B transforma esses graficos um no outro. O que
estamos procurando, G*, tem que ser invariante por B, para que possamos considerar G

como espaco instavel do isomorfismo B.

Para achar exatamente esse subespaco linear, é definido um operador, dito “trans-
formada do grafico”, em um espaco de Banach de transformacoes lineares e aplicado o
Teorema do Ponto Fixo de Banach. Essas ideais funcionam muito bem no caso de iso-
morfismos lineares hiperbdlicos e entao podemos mostrar que, para uma transformacao

linear perto de um isomorfismo linear hiperbdlico, que satisfaz algumas condic¢oes técnicas,
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existe uma funcao unica P, tal que o seu grafico é invariante pela transformacao linear
B e sua restrigao ao grafico expande os vetores. Dessa forma, o grafico de P é o espaco

instavel de B, que estavamos procurando.

Figura 3 — Ilustracao da ideia da transformada do grafico.

s
E)\

graph(o)

4 B(graph(c))

Fonte: Elaboracao prépria.

E possivel traduzir essa ideia para o caso de um conjunto hiperbélico, trabalhando

nas fibras de um isomorfismo de fibrado linearmente.

Primeiramente vamos fixar algumas notacoes. Considere Ey, Fy distribuicoes
continuas de TyM. Considere um homomorfismo C° de fibrado F : E; — E, que co-

bre uma fungao f: M — M. Denotamos
| F|| = sup{[[F(v)] : v e By, o] =1},
em que as normas sao tomadas na fibra apropriada.

Dizemos que F ¢ limitado se | F'| < co. Se A é compacto, um homomorfismo C° de
fibrado é sempre limitado. Denotamos por L(E1, Fa; f) os homomorfismos continuos de
fibrado de E; para Ey que cobrem f. Com respeito a norma definida acima, L(FEy, Es; f)

¢ um espaco de Banach.

A nocao de preservar fibra é essencial na ideia dos resultados dessa secdo, pois,
dessa forma, é possivel traduzir as ideias do caso linear para o caso de um conjunto

hiperbdlico de um difeomorfismo f.
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O lema a seguir garante que, se a acao de B é “dominada” por uma expansao
em F; e uma contracao em Fs, com termos de acoplamento pequenos, entao existe uma
distribuicao invariante, o grafico de P. Este lema é utilizado para provar os resultados a
seguir acerca da persisténcia da hiperbolicidade para conjuntos invariantes, além de ser

utilizado na prova do Teorema da Variedade Estavel, na préxima secao.

No lema, temos que se P € L(E}, Ey;id)(1) (bola fechada em torno da origem no
espaco L(E1, Es;id)), entao

gr(P) = Uer(Fr)

zeA

¢ um distrubuicao continua de Ty M. De fato, pelo Lema 2.2.25, como FE; é uma distri-
buicao continua, para cada x € A, existe vizinhanca U de x e um referencial local de F;

sobre U, 0 = (01, ...,04). Definimos os campos vetoriais & em U por

&i(y) = (0i(y), P(oi(y))),

para y € U. Como P é um homomorfismo de fibrado continuo, entao cada & é um campo
vetorial continuo em U. Além disso, para cada y € U, {&(y),...,&(y)} é uma base de

gr(P,). Portanto, pelo Lema 2.2.25, gr(P) é uma distribuigdo continua de T M.

A prova do Lema abaixo pode ser encontrada em Wen (2016, p. 84). Aqui faremos

um esboc¢o das principais ideias.

Lema 3.2.1. Seja g: M — M um difeomorfismo. Seja A um conjunto invariante de g, e

B :TAM — TaM um isomorfismo de fibrado C° limitado sobre g, representado na soma

Bll B12
BQl BQZ ’

em que Bj; = w0 Blg,. Se existe uma norma | - | continua de TAM, de tipo caira com

direta continua TaAM = E, ® Ey como

respeito a By @ Fy, e constantes A >0 e € >0 tais que

max{| B}, | Baa|} < A,
max{ | Bz, | B2 |} < e,

eX+e<l,

entdo ewxiste um unico homomorfismo de fibrado P = Pg : E1 - FEy sobre id de classe
C% e com |P| < 1, tal que a distribui¢do continua gr(P) € invariante por B, isto ¢,
B, (gr(Py)) = gr(Py), Vo € A € Bylge(p,) € (X' —¢)-eapansor. Ainda mais, Py, e portanto

gr(Pg), dependem continuamente de B.

A demonstracao é realizada pontualmente, trabalhando com a linearidade de B

em cada fibra. Primeiramente, toma-se um homomorfismo de fibrados P : E; — E5 sobre a
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identidade, com norma menor ou igual a 1, ou seja P € L(E1, Fa;id)(1), e determinam-se
as condi¢oes necessdrias para que B, (gr(F;)) c gr(Py,). Com isso, define-se um opera-
dor, denominado transformada do gréfico (cuja construgao detalhada serd apresentada
na prova do teorema da variedade instdvel na segdo 3.4). Mostra-se que o grafico de P,
ser invariante por B, ¢é equivalente a existéncia de um ponto fixo para esse operador.
Por fim, demonstra-se que o operador é uma contragao no espaco L(E1, Ey;id)(1), o que
permite aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e concluir a existéncia e unicidade

do homomorfismo P desejado.

Com o objetivo de complementar a se¢ao, apresentamos a seguir o teorema que
garante a persisténcia da hiperbolicidade para conjuntos invariantes, cuja a demonstracao

pode ser encontrada em Wen (2016, p. 87).

Denotamos, para a > 0,
B(A,a)={xeM :d(x,A) <a}
em que
d(z,\) =inf{d(z,y) :y € A}.

Teorema 3.2.2 (Persisténcia da hiperbolicidade para um conjunto invariante). Considere
A c¢ M um conjunto hiperbélico de f. Existem wma vizinhanca Uy de f em Diff' (M) e
um numero ag > 0 tal que, para qualquer g € Uy, todo conjunto g-invariante compacto A
contido em B(A,ay) € hiperbdlico. Além disso, quando g se aproxima de f na topologia
C' e x € A se aprozima de y € A, o subespaco E*(x,g) se aprozima do subespaco E*(y, f).

Da mesma forma para o subespaco instdvel.

Este teorema diz que, para difeomorfismos C' que estdao C! préximos de f e
conjuntos invariantes por esses difeomorfismos, que estao também préximos de A, a hi-

perbolicidade persiste.

O lema a seguir adiciona alguns detalhes ao teorema da persisténcia de um con-
junto hiperbdlico referentes a norma adaptada e as constantes de hiperbolicidade. A
demostracgao utiliza basicamente o teorema anterior e o fato que o angulo entre £° e K

é uniformemente limitado inferiormente por um nimero positivo.

Lema 3.2.3. Seja A ¢ M um conjunto hiperbdlico compacto de f, e seja ||-|| uma norma
Riemanniana em M. Entdo existem uma vizinhan¢a Uy de f em Diff' (M), e dois mimeros
ap >0 e K > 1 tais que, para todo conjunto invariante compacto A ¢ B(A,ag) de todo
g €Uy, A € hiperbolico e a norma ajustada || - |a, com respeito a decomposicdio hiperbolica
de A, é equivalente a |- | com constante relativa K. Além disso, se | -| é adaptada a
A e 7(A) € a constante de hiperbolicidade de A, entao para qualquer € >0, existem uma

vizinhanca CY U c Uy de f em Diffl(M) e um numero 0 < a < ag tais que a constante de
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hiperbolicidade com respeito a | -| de todo conjunto invariante compacto A c B(A,a) de
todo g €U satisfaz T(A) <T(A) +e.

Demonstracao. Se g estd C! perto de f e A estd em uma vizinhanca pequena de A, entao
pelo Teorema 3.2.2, para cada x € A existe um y € A tal que E*(x,g) @ E"(x, g) esta perto
de E*(y, f)® E*(y, f). Do angulo entre E*(z,g)® E*(z, g) estar préximo do angulo entre
E*(y, f)® E*(y, f) e do lema 3.1.13, existe constante K > 1, independente de A, tal que
|-|a é equivalente a |-| com constante K. Além disso, se g estd C' perto de f e A estd em

uma vizinhanga pequena de A, entao, se |-| é adaptada a A, também é adaptada a A. O

3.3 CRITERIO DE DIFERENCIABILIDADE

Agora mostraremos um critério para testar a diferenciabilidade de uma funcao
Lipschitz, atribuido a Hasselblatt e Katok (2002). A demonstragao segue a referéncia
(WEN; 2016). Este critério sera utilizado na préxima segao, especificamente, no Teorema

3.4.16.

Sejam F um espago vetorial finito com decomposicao em soma direta £ = E“® E°
e uma fungao o : E* - E* Lipschitz. Denotemos o gréafico de o por gr(o) = {(v,0(v)) :

veE"}. SejaveE" escreva z = (v,0(v)).

Cada h € E*, com h # 0, determina uma reta secante de gr(c) passando em z e
(v+h,0(v+h)). Umareta £ c T, F, passando por z, é dita uma reta tangente generalizada
de gr(o) se existe uma sequéncia {h,} c E*, h, #0 e h, — 0, tal que a sequéncia de retas
secantes £,,, determinadas por z e z, = (v + hy,0(v + hy,)), converge para £. Isto é, existe

uma sequéncia de vetores unitarios

= F (hn,o(v+hy) —o(v))
|z =2 [(hn,o(v+ hy) = o (v))]

Up =

tais que u, - u, em que £ = {z+tu:teR}.

Dizemos que a uniao das retas tangentes generalizadas de gr(o) passando por z

é o conjunto tangente de gr(c) em z, denotado por T}, gr(o).

Para cada e € E* unitario, tomando h,, na direcao de e, nos da uma reta tangente

generalizada ¢. Como o é Lipschitz,
lo(v+hn) = o(v)] < Kh|

e ¢ nao ¢ paralela a E°. Entao a projecao 7, : E - E" mapeia ¢ sobre a reta gerada por

e. Isso significa que E* c 1, (T, gr(0)).

Proposicao 3.3.1 (Critério de diferenciabilidade). Seja E = E" @ E°. Uma fungdo

Lipschitz o : E* — E® ¢ diferencidvel em v € E* se, e somente se, o conjunto tangente
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T.gr(o) estd contido em um subespaco linear de T,E de dimensao dim E*. Ademais, o

conjunto tangente T, gr(c) nesse caso, € o plano tangente de gr(c) em z.

Demonstracao. A prova é basicamente interpretar diferenciabilidade com a linguagem
geométrica de retas secantes e tangentes generalizadas. Seja v € E* e z = (v,0(v)).
Assuma que exista um subespago linear V' c T, E de dimensao dim E" tal que T, gr(o) c V.
Seja m, : E - E" a projecao em E*. Como ja foi comentado, E* c 7,(T, gr(o)) c m, (V).
Como V e E" sdao subespacos lineares de mesma dimensao, 7,|y : V — E* sobrejetora, m,|y
¢ um isomorfismo linear. Como m,|y mapeia T, gr(o) sobre E*, segue que T, gr(o) = V.
Em particular, para cada e € E“, e # 0, existe uma unica reta tangente generalizada que a

imagem por 7, contém e. Dizemos que existe reta tangente generalizada “sobre” e. Seja
L:E"—> FE®
a fungao linear tal que gr(L) =T, gr(o). Isto é, seja
L=n,(m|T.gr(o)) .

Entao a reta tangente generalizada sobre e € E* é z + t(e, Le). Provemos que o é dife-

renciavel em v e na verdade do, = L. Precisamos mostrar que

lim o(v+h)-o(v)-Lh _

0.
A0 |2

Suponha, por contradigao, que esse limite nao existe. Isto é, existe sequéncia {h,}, h, # 0,

h, — 0 tal que

lim o(v+hy,)-o(v)-Lh,

+ 0. (3.3)
n-oo [ 7

Podemos assumir

n

=e+0.
|72

lim
Como o é Lipschitz, temos que existe k£ > 0 tal que
lo(v+hn) —o(v)] < K[|

isto é

lo(o+h) — o(v)]
"

e portanto a sequéncia em E*

o(v+h,)-o(v)
[ 2n]
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¢ limitada e portanto possui subsequéncia convergente. Podemos assumir

lim o(v+hy,)-o(v) _

neo [ 2]

Isso significa que a reta secante por z e z, = (v + hy,0(v + h,,)) converge para a

reta tangente generalizada z +t(e,u), isto é,

(hn o(v+hy)-o(v)

; — (e,u).
[Fun [ 7| )

Porém a reta tangente generalizada sobre e é z+t(e, Le) e por 3.3, u # Le, uma contradicao.

Para o outro lado, considere o é diferenciavel em v € E*. Entao existe uma

transformacao linear L : E* — E° tal que
o(v+h)=0c(v)+L(h)+r(h),

r(h)
[

Temos que existe sequéncia {h,} c E*, com h, #0 e h, - 0, tal que as retas secantes

em que — 0, quando h — 0. Considere uma reta tangente generalizada ¢ € T, gr(o).

C={z+t(hy,o(v+h,)-oc(v)):teR}

convergem para (. Escreva h,, = t,e,, com t, = |h,| >0 e e, = h,/|h,| um vetor unitario.
Entao
(hp,o(v+hy) —0(v)) =t,(en, L(ey) +12),

em que r, = — 0. A direcao de ¢, é dada por

r(hy)
t

n

. (en, L(en) +10)
" lCen, L(en) + 1)l

Como a esfera unitdria é compacta, suponha u,, — w. Entao, assumindo outra sub-

sequencia convergente se necessario, podemos assumir que e, — e, para algum vetor

unitario e € E*. Pela continuidade de L e como r, — 0, temos

u = lim (€ngs L(eny) +7n, ) _ (e,L(e))
ke || (e, Lien,) +ra, )| (e, Le))

Logo, ¢ é a reta tangente generalizada gerada por (e, L(e)). Assim, cada reta tangente

generalizada ¢ estd contida em
{z+t(e,L(e)):teR,ee E" |e| =1}.
A uniao de todas retas é exatamente o subespago afim
z+{(h,L(h)):heE"} =z+gr(L).

Como o grafico de L é um subespaco linear de dimensao dim E*, a prova esta completa. O
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3.4 VARIEDADES ESTAVEIS

Esta secao concerne a demonstracao do teorema da variedade estavel, que garante
a existéncia de variedades mergulhadas locais estaveis e instaveis para cada ponto de um
conjunto hiperbdlico. Esta é a caracteristica mais proeminente de sistemas dinamicos
hiperbdlicos. Existem dois métodos famosos para demonstrar o teorema da variedade
estavel: o método da transformada do grafico, atribuido a Jacques Hadamard e o método
da variacao de parametros, atribuido a Oskar Perron. Utilizaremos a transformada do

grafico.

O teorema sera enunciado mais adiante no texto, antes disso, apresentaremos um
dos exemplos mais caracteristicos de difeomorfismo de Anosov: os automorfismos torais
de Anosov. Ao estudar esses automorfismos, a caracterizacao das variedades estaveis e

instaveis é mais clara, auxiliando a compreensao do teorema geral.

Definicao 3.4.1. Uma transformacio linear A : R? - R? é dita um automorfismo de

Anosov se A é hiperbdlico, A tem entradas inteiras e det A = +1.

Teorema 3.4.2. Seja A um automorfismo de Anosov. Entao os autovalores de A sao

irracionais com [A\i| < 1 <|X\a| e a inclinagao das dire¢oes dos autoespagos sao irracionais.

Demonstracao. Se os dois autovalores A\; e Ay de A sdo conjugados complexos ou raiz
real de multiplicidade 2, eles devem ter norma 1, pois |det A| = 1, contradizendo A ser
hiperbdlico. Logo A1 e Ay s@o reais e distintos. Como |\ Az| = 1 podemos assumir [A\;| < 1 <

|\o|. Para ver que \; é irracional, suponha por contradi¢ao que \; = p/q, em que p,q € Z

a11 a2
A=
21 Qa22

e substituindo A; na equacao caracteristica

e mde(p,q) = 1. Entao considerando

)\% - )\1(&11 + CLQQ) +detA=0
temos

2
p—— (0/11-1-0,22)]—?:*:1 =0.
q

e
Multiplicando por ¢?, temos

p* = (a11 + ag)pg £ ¢* = 0,

o que implica

p* = x¢* + (a1, +axn)pq,
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e portanto

PQZQ(iQ+(@Uf+am)p)

Dai ¢|p®>. Note que, se existe primo que divide ¢, divide p?, pelo Lema de Euclides, e
portanto divide p, contradizendo mdec(p,q) = 1. Assim ¢ ndo tem fatores primos e logo
q = 1. Similarmente podemos chegar que p = £1 mas entao |A\;| = 1 uma contradigao pois

A é hiperbdlico. Logo \; é irracional. Da mesma forma, Ay € irracional.

Seja v € R? um autovalor de ;. Note que v # (0,1) pois, caso fosse, terfamos
A 0 _ a12
1 929
0 0
)\1 =
1 A1

e portanto A1 = ags, contradizendo ass ser inteiro. Logo v tem componente v, diferente de

dai,

zero. Sem perda de generalidade, podemos assumir v = (1,b), no qual b é a inclinagao.

11 a2 1 _ A1
G21 QA22 b Aib

e ai1 + a12b = A, o que implica que b é irracional. |

Entao

Seja A : R? = R? um automorfismo de Anosov. Como A tem entradas inteiras, o
automorfismo mapeia Z? em si mesmo. Logo A(a+ k) — A(a) = A(k) € Z* para qualquer
aeR?ekeZ?

Identificando o toro com R?/Z? = R?/ ~, em que ~ é a relacao de equivaléncia
definida por  ~y <= x -y € Z>. Temos que a projecdo na classe de equivaléncia
7:R? - R?/Z? é aplicacdo quociente e o A é constante nas fibras, isto ¢, se m(v) = 7(v")
entdo mo A(v) = mo A(v'). Logo, existe tinica funcao continua f, : R?/Z* - R?/Z? tal que
mo A= fyom. Dizemos que A desce para o quociente.

Temos que 7 é isometria local e difeomorfismo local (em coordenadas locais se

comporta como uma translagao). Como det A = +1, A é invertivel e

a -a
FES 12
—G21 Qa1
tem entradas inteiras, A™! também induz uma funcao f41 : T? - T2, que é dada por

far(m(z,y)) =m(A™(2,y)). Logo

falfa(m(z,))) = fa(m (A7 (2,9))) = 7(A(A7(2,9))) = 7(z,y)
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far(fa(m(z,9))) = farr (n(A(2,9))) = (A7 (A(z,9))) = (2, ).

Dizemos que f4 é difeomorfismo toral de Anosov.

Uma caracteristica interessante sobre os automorfismos torais de Anosov é a sua
familia de variedades estaveis e instaveis. Definimos em 2.1.7 os conjuntos W¥(z) e

W(x), que sdo ditos, respectivamente, variedade estavel e instavel.

Note que, se y € W?¥(x), entdao x € W(y) e W¥(x) = W*(y). Na verdade, vari-
edades instaveis sao classes de equivaléncias da relacao de equivaléncia ~, em que x ~ y
se, e somente se, d(f"(y), f"(z)) - 0. Logo X se decompode em uma uniao disjunta de

variedades estaveis.

Como A ¢ hiperbdlico, existe uma decomposicdo hiperbélica dada por R? = E* @
E". Iremos mostrar que a o conjunto estavel de A em um ponto a € R? é dado por

W4(a,A) =a+ E° (analogamente para o instédvel).

De fato, seja be W*(a, A). Entao
0« A0 - A"al = |A™(b-a)].

Assim, pelo Teorema 3.1.8, b—a € E°, ou ainda be a+ E®* e W*(a, A) c a+ E®. Por outro

lado, se bea+ E°, b=a+c, em que |A"¢c| - 0. Dessa maneira,
|A"b - A%a| = [A"(a +c) - A%a] = [A"¢| -0

ebeW?(a,A). Logo W?*(a,A) =a+ E*.

Agora serd provado que, para qualquer x € T?, temos W*(z, f) = 7(W?(a, A)),
em que a é qualquer ponto em 7 '(x), ou seja, a variedade estdvel de um ponto x em
respeito ao automorfismo de Anosov f é dada pela imagem da projecao m da variedade

estdvel (em respeito a A) de um ponto a na classe de equivaléncia de x.

Com efeito, seja x = ma. Primeiro mostraremos que 7w(W?*(a, A)) ¢ W*(xz, f).
Seja be W?*(a,A). Entao |A"b— A"a| - 0. Como 7 é uniformemente continua, temos que
d(m(A"), m(A"a)) = 0, ou seja d(f*(x(b)), ["(n(a))) = d(f*(n(b)), ["(x)) - 0. Por-
tanto, b € W*(x, f) e m(W?*(a, A)) c W*(x, f). Agora provamos a reciproca W?*(x, f) c
w(W?*(a,A)). Seja € >0 tal que m preserva distancia em uma bola de raio €. Isto é, para
quaisquer a,b € R? tal que |a - b|| < €, temos d(7a,7b) = |a —b|. Tome 0 < J < ¢ tal que
para qualquer a,b € R? se |a—b|| <, entdo |Aa— Ab| < e. Sejay e W*(z, f). Tome m e N

tal que para todo n > m,

d(f"(y), f*(x)) <.
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Como 7w(A™a) = f™(ma) = f™(z) e d(f™(z), f"(y)) < 0, temos que existe unico ¢ €
B(A™a,¢) tal que me = f™(y). Tome b= A™"c. Entao

7h = m(Ae) = () = F () = g,

Logo b esta na classe de equivaléncia de y. Queremos mostrar que b€ W#(a, A), que é o

mesmo que provar que ¢ € W*(A™a, A), de fato, note que
| A" - A%a| = [A"(A™"¢) - A%a| = [APc - AP(A™a)].

Como ||c— A™a| < € temos

lc— A"a| = d(we,n(A™a)) = d(f™y, f™x) <06.
Entao,

|Ac— A(A™a)| <,

e
|Ac = A(A™a)| = d(n(Ac), 7(A(A™a))) = d(f(mc), f(ma)) = d(f™(y), [ (2)) < 0.
Indutivamente,

|A"e— A" (A™a)| = d(f™" (y), 7" (2)) < 6.

Mas d(f™"(y), f™*"(x)) - 0 e assim ce W*(A™a, A).

Em seguida, provamos que W?*(x, f) é uma variedade imersa C'* que é densa em
T? (da mesma forma para W*(z)). Ainda, para qualquer x,y € T?, W#(x, f) intersecta

W*(y, f) transversalmente em um conjunto denso de Ts.

Com efeito, como W#(a, A) é uma reta em R? (é a translacao de E*) e 7 : R? - T?
¢ um C* mergulho local (em particular uma imersao), W*(x, f) é uma subvariedade
imersa C' de T?. Mostremos também que é densa em T?. Por simplicidade, mostremos
para o caso x = 7(0). Entao W?*(0, A) = 0+ E®, que é uma reta passando pela origem com
inclinacao irracional b. Notemos que cada reta vertical por um ponto de Z? representa o
“cfrculo S* (latitude)” de T?. Temos que E° intersecta essas linhas em alturas {nb},cz,
que, médulo inteiros, é um conjunto denso de S'. Logo W*(z, f) é denso em T?. Ainda,
W#(x, f) intersecta W¥(y, f) transversalmente em um subconjunto denso de T? para

quaisquer z,y € T?.

Outro resultado interessante sobre os automorfismos torais de Anosov é a densi-

dade dos pontos periddicos e que esses automorfismos sao topologicamente transitivos.

Teorema 3.4.3. Seja f : T? - T? um automorfismo de Anosov. FEntdo os pontos

periddicos de f sao densos em T? e f € transitiva.
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Demonstracdao. Para provar que os pontos periédicos de f sao densos em T?, basta provas
que qualquer “ponto racional” z € T? é f-periédico. Seja a = (p1/qi,p2/q2) € R? com
coordenadas racionais. Para qualquer n > 1, A" é uma matriz com entradas inteiras.
Logo, os dois componentes de A"a sao racionais com denominador sendo no maximo
mme(qy,ge). Assim temos um nimero finito de possibilidades para m(A"a). Entao deve

existir n >m > 0 tal que
At — A™a e 72,
Logo
A" = TA™a.
Denote x = ma. Entao

fre=["(n(a)) = w(A%a) = 7(A"a) = f" (7 (a)) = [ (2)

() = .
Portanto x é f-periddico.

Para a transitividade, considere U,V abertos de T?. Como os pontos periédicos
sdo densos em T2, existem p € U,q € V pontos periddicos. Como a variedade estavel
no ponto q, W*(q, f) = W*(q) e a variedade instavel no ponto p, W*"(p, f) = W*(p) se

intersectam transversalmente, considere z € W*(p) n W?*(q).

Como queremos um ponto que vai de U a V', podemos mudar para uma iterada,
ou simplesmente assumir que p e g sdo pontos fixos. Assim, f"(z) » ¢,n > o0 e f7(z) »
p,n — oo. Existem m,n >1 tais que fzeU e f"zeV. Logo f™™"(f™z)=f"(z)eV e
fmmU)YnV o+ @.

Figura 4 — Ilustracao da ideia da transitividade.

Fonte: Elaboragao prépria.
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Observagao 3.4.4. Poderiamos ter definido os automorfismos de Anosov para matrizes
AeSL(d,Z).

Exemplo 3.4.5. Um exemplo tipico é

A:
11

Note que os autovalores de A sao A 3+T‘/5 e 1/\ = % Como a matriz é

simétrica, os autovetores sao ortogonais. Dessa forma, a aplicacao expande por um fator

de A na direcao do autovetor vy = (%g? 1) e contrai por um fator de 1/A na diregao do

autovalor vy = (1—7\/5’ 1). Em dimensao 2, o espago gerado por vy, ¢ exatamente E° e o

espago gerado por vy é E".

Figura 5 — Ilustracao das variedades estaveis e instaveis de A.

S S y
b a+ b a+ E"

b+E\s

Fonte: Elaboracao prépria.

Seguimos agora, com uma ideia mais concreta desses conjuntos, para as definicoes
e os resultados que serao utilizados na demonstracao do Teorema da Variedade Estavel.

Como a construcao é longa, sera realizada em uma sequéncia de passos.

Passo 1: Primeiramente, definimos uma funcao que associa pontos do fibrado tangente
de volta para a variedade M, verificamos algumas propriedades dessa funcao e entao a
utilizaremos para “levantar” f : M — M localmente para o fibrado tangente T'M. Este
passo € necessario pois, quando consideramos o caso de um ponto fixo hiperbélico 0 de
uma funcao f : U c EF - E, em que E é espaco vetorial, temos que dfy : E - E é um
isomorfismo linear hiperbdlico. Assim, faz sentido definir uma funcao ¢ = f - dfy, que é a
diferenca entre f e sua linearizacao em 0. No entanto, no cenario de uma variedade M,

tomar a diferenca ¢ = f — T f nao faz sentido em geral.
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Para a definicao a seguir e suas propriedades, sao utilizados alguns conceitos de
Geometria Riemanniana, os quais nao serao aprofundados aqui, visto que fogem do escopo

do trabalho. Para mais detalhes, consulte (LEE, 2019).

Para x € M, a fungao exponencial
exp, : T, M — M
¢ definida como
exp,(v) = g,(1),

na qual o,(t) é a geodésica' determinada pela métrica Riemanniana de M, passando por

x em t =0 com velocidade v. Aqui M é compacto, logo podemos definir a fungao em todo

T, M.

Figura 6 — Ilustracao da funcao exponencial exp, : T, M — M.

Fonte: Elaboragao prépria.

A seguir enunciamos um resultado sobre as propriedades da exponencial. A

demonstragao pode ser encontrada em Lee (2019, p. 128).

Observagao 3.4.6. Denotamos a bola fechada de raio p em T, M por
T,M(p) = {0 € TLM : o] < p}.
Teorema 3.4.7. i) exp,(0,) =z, em que 0, é a origem de T, M.
i) d(expy)o, : TuyM — T, M ¢é a identidade.

iii) Existe p > 0 tal que, para qualquer x € M, exp, : T,M(p) - M ¢é um merqulho
C*. Ademais, d(z,exp,(v)) = |[v]|,Yv e T,M(p), em que d e |- | sao induzidos pela

métrica Riemanniana de M.

Curva que minimiza a distancia.
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w) A fungdo exp: TM — M, exp(v) = exp,(,(v) € C*. Aquim:TM — M € a projegdo
do fibrado.

Note que d(exp,)o, = idr,as € um isomorfismo. Logo, pelo Teorema da Funcao
Inversa (2.2.11), exp, é um difeomorfismo local em 0, isto é, mapeia uma vizinhanga de
0, difeomorficamente em uma vizinhanga de exp,(0,) = z. Logo, tomando x como base,

qualquer ponto y € B(x, p) determina um vetor exp,'y € T,M de comprimento

lexp,'y| = d(z,exp,(exp;' y)) = d(z,y).

Em um espaco euclidiano, é apenas o vetor y — x de x até y.

Como f ¢é continua em M compacta, f é uniformemente continua e, portanto,

dado p > 0 que satisfaz o item (3) do Teorema 3.4.7, existe 0 < 7, < p tal que se d(x,y) <1,
para x,y € M entao d(f(x), f(y)) < p.

Definimos o auto-levantamento
Fy:TM(r,) - TM
de f como
Fr(v) = exp}%x) fexp,(v), para x = w(v).

Note que para v € T, M(r,) temos que d(z,exp,(v)) = ||v| <7, o que implica que
d(f(z), f(exp,(v))) < p. Desse modo, exp}%x)(f exp,(v)) estd bem definida. Claramente
F preserva fibra sobre f. De fato,

m(Fr(v)) = f(z) = f(n(v)), se x =n(v) para ve TM(r,).
Como f é C', Fy é C' e ainda
Fy(exp,'y) = exppr(fy), Yo,y € M,y € B(z,7,).

Logo F leva vetores “de = para y” a vetores “de f(x) para f(y)”.
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Figura 7 — Ilustragao do auto-levantamento F.

TrayM

exp,, €XP(x)

e

Fonte: Elaboracao prépria.

Indutivamente,

F(exp;' y) = exp ey (S (%))

Em particular,

|F7 (expy" )| = d(f" (), f" ().

Assim, a distancia d(f"(z), f"(y)) de dois pontos em M é convertida ao comprimento
[ exp}}l(x) f"(y)| de um vetor em T'M. Claro, para que as iteradas F'f'(v) facam sentido,

em que v = exp,’ y, temos que assumir

d(fi(z), fi(y)) <rp,VO<i<n-1.

Pode ser que para um vetor v, nem todas iteradas FJ?(U) estejam definidas. Consideramos

apenas os vetores v tais que as iteradas positivas F' }“‘(v) ainda estao na uniao

TM(rp) = U ToM(r,).

xeM

Dado r > 0, de maneira geral, uma funcao F' : TM(r) - T M que preserva fibra

sobre f, quando restrita a cada fibra, se torna uma funcao entre espacos euclidianos:
F|TZM(r) . TzM(T) i Tf(x)M.
Definimos a derivada na fibra de F' em v € TM(r) como sendo

doFy = d(Fl|r,ar(ry)o : TeM = Tyy M
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em que x = 7(v). Em coordenadas locais, TM(r) é representada como Bj x By, nos
quais By e B, sao bolas em R?, d =dim M, com B, representado a base e B, a parte da
fibra. Logo dyF' é apenas a derivada parcial de F' com respeito a segunda varidvel (por
esse motivo o subescrito “2”). As derivadas da fibra de ordem superior sdo definidas da

mesma maneira sendo as derivadas de ordem superior da funcao restrita.

Lema 3.4.8. Seja f: M — M um difeomorfismo.

i) Ff(Om) = Of(x), VeelM.
ZZ) dg(Ff)oz = Txf, Ve eM.
iii) da(Fy) € continua em TM(r,).

Observagao 3.4.9. O item (2) nos diz que perto da origem do espaco tangente T, M, T, f

é uma aproximacao linear para a fungao nao-linear Fy em T, M (r,).

Em coordenadas locais (3) diz que a derivada parcial de Fy com respeito a segunda

varidvel é continua em B; x By (com respeito as duas varidveis).

Demonstragao. Sejam x e M e veT, M.
i) Fr(0:) = expy,y fexp,(0z) = expy, (f(2)) = 0f(a).
ii) Note que

dy(Fy)o, = d(expy,y f exp, o,
= Z.d|Tf(I)M o) dfa; o Zd|TxM = Txf
iii) Temos
dy(Fy)(v) = d(expy(,y f exp, )
= d(eXP(n)) fexp, (v)) © Uexp, (v) © (XD, )o-

Como exp é suave e f é C', dy(F}) depende continuamente de v, o que prova que

¢ continua.

Seja

¢p=F;=Tf:TM(r,) - TM.
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Claramente ¢ preserva fibras sobre f. De fato, para v e T, M,

m(o5(v)) = f(x) = f(7(v)).

Pelo Lema 3.4.8, ¢4(0,) = 0y €

do(dr)o, = d((Fy =T f)lrona, ) o, = A(Fflrona,,) o, = AT flroa,,) o, = Tof = Tof = 0.

Note que ¢; ¢ C” apenas (como T'f é C°). Mas, ¢; restrito a cada fibra T,M(r,) é C*
(Ftlzoar = Tof é C* pois Fy é C' e T, f é suave). Na verdade, temos mais ainda, dagps é
continua em T'M(r,). De fato, do(¢s)y = da(Fy)y = Tr(v)f.- Em coordenadas locais, ¢y ser
C' nas fibras significa que a derivada parcial com respeito a segunda varidvel é continua
com respeito a segunda variavel, e dyo¢s ser continua em T'M(r,) significa que a derivada

parcial de ¢; com respeito a segunda varidvel é continua com respeito a ambas varidveis.

De maneira geral, para uma fungao que preserva fibra F': TM(r) - TM, que é

Lipschitz em cada fibra, definimos a constante de Lipschitz na fibra de F' como sendo

Lip, F' = sup Lip(F|z, m(ry)-
zeM
Passo 2: Agora, provaremos que dado um difeomorfismo f, a constante de Lipschitz na
fibra de ¢y ¢ relativamente pequena.

Lema 3.4.10. Seja f: M — M um difeomorfismo. Denote ¢y = Fy =T f. Entdo para
cada € >0, existe r >0 tal que Lip, ¢y < em TM(r).

Demonstragao. Como dy(¢y) é continua em TM(r,), da(éf)o, = 0 e da imagem da segao
nula de T'M ser compacta (pois M é compacta), para qualquer € > 0 existe r > 0 tal que
para v e TM(r), temos ||d2(df)s| < €. Aplicando o Teorema do Valor Médio Generalizado

as fibras temos que
1@ rer1(ry (V) = (D)7 11y (W) | < €]lv = w], para todo v, w e T M (r).
Assim,
Lip((¢4)|rn(r)) <.
Pela arbitrariedade de x,

Lip, ¢f <€
em T'M(r). o
Passo 3: Em seguida, definimos e caracterizamos as variedades estaveis e instaveis locais

nas fibras, objetos que serao utilizados para construir as variedades estaveis e instaveis

na variedade M.
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Para achar as variedades estaveis globais, é necessario iterar as variedades estaveis
locais, entao iremos comecar trabalhando com elas. Os resultados serao provados para

funcgoes do tipo

Tf+9¢

em ThAM, em que ¢ é continua, preserva fibra sobre f e é Lipschitz na fibra com Lip ¢
pequeno. Note que ¢ = Fy —T'f satisfaz exatamente essas condigoes e eventualmente,

iremos aplicar os resultados para T'f + ¢ em particular.
Seja
¢:TM(r)—>TM,0<r <o
funcao que preserva fibras sobre f e tal que
#(0;) = 0f(z), Vo € M.

Considere |- | uma norma em T'M. Defina, respectivamente, a variedade local estavel na

fibra e a variedade local instavel na fibra de 0, de tamanho r com respeito a T'f + ¢ como
Wi (0., Tf+¢)
={veT,M:|(Tf+¢)v|<r,¥yn>0e lim I(Tf+¢)"v| =0},
W (0., Tf +¢)
- (v e LM |(Tf + o) ol <7, ¥n>0e lim [T +6) 0] =0}

Utilizamos a notacao “estavel na fibra” para enfatizar que é necessario que o

vetor v esteja na mesma fibra que 0,.

Os resultados a seguir serao provados para uma perturbacao Lipschitz na fibra de
Tf,isto é, para T f + ¢, onde ¢ satisfaz as condigoes acima com a constante de Lipschitz

suficientemente pequena.

Para a demonstracao a seguir, sao definidas algumas notagoes. Seja T, M =

E*(x) @ E"(z) soma direta. Denotamos por
7ws: ToM - E*(x) e my: T, M - E*(x)

as projecoes. Com o objetivo de simplificar a notacao, para fungoes apropriadadas ¢

denotamos
¢S=7TSO§Z56 gbu:ﬂ-uoéa
epara Ty f : T, M — Ty M

(Tmf)ss = (Tf)s
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E facil ver que para v e T,M = E*(z) @ E*(z), como T'f preserva E*(z) e E*(x) temos

(Ty)sv = (Tf)s(vs +vu) = (Tf)s(vs) + (Tf)s(vu) = (T f)s(vs) = (Tf)ss0s,
e, similarmente (7f),v = (T f)uuVu-

Lema 3.4.11 (Caracterizagao de W, nas fibras). Seja A ¢ M um conjunto hiperbélico de
f com decomposicao ThAM = E°@® E" e constante de hiperbolicidade 0 < 7 <1 com respeito
a uma norma C° |- | de TAM que é adaptada e de tipo caiza com respeito a E* & E*.
Seja r >0. Seja ¢ TyM(r) - TaM continua, que preserva fibras, ¢(0,) = 0p(z),Vr e A e

Lipschitz na fibra de maneira que
Lip,p<1-1.
Entao, para qualquer x € A,
W2 (0, Tf +¢) ={veTLM(r): [(Tf +)"v| <r,¥n20}
= {0 € TLM(r) : (Tf + )"0 & Tpuoy M (r) 0 Cr(E*(f7)), ¥n > 0}
={v e LM (r) : |(Tf +¢)"v| < (7 + Lipy ¢)"|v], Vn > 0}.

E da mesma forma para W
Demonstracao. Mostramos inicialmente dois fatos:

1. Sexe M v,v" e T,M(r) entao

I[(Tf+¢)sv = (Tf +¢)'|| < (7 + Lipy @) v -]
De fato,
[(Tf +¢)sv = (Tf + @) = [(Tf)s(v=0") + psv = ¢s0|
ST f)ss(vs + 0] + [ dsv = p0|
<Tlvs + vi] + [ms(Pv - o) |
<Tlv+0| + v - @v'| (a norma é de tipo caixa)

< (7 + Lipy @) v = ']

2. Sev, v eT,M(r)ev-v"¢Ci(E*(x)) entdo (Tf+p)v—(Tf+o) ¢ Cr(E°(f(x)))
e
I(Tf +@)uv = (Tf+)uv'| 2 [ (77" = Lipy ) v —v'].
De fato,
I(Tf +@)uv = (Tf +&)u'|| = [(Tf)uu(vu = vy) + Puv = 0|
> (T f)uw(ve = 0| = |Puv — Pu0'| (aqui usamos 3.2)

> 7 o, - v, | - Lip, ¢llv - ']
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Mas, v—v" ¢ C1(E*(x)), o que significa que v, — v, | > |vs —v.| e portanto [v—v'| =

max{|v, — vy, [|vs = vi[ } = vy — vy || Assim

[(Tf +@)uv = (Tf+d)u'| 2 (77" = Lipy 6) v - ']

Ainda, v—-v" ¢ C'(E*(x)) entdo, v—v' # 0. Temos que 7' - Lip, ¢ > 1, de fato, pela
Desigualdade das Médias,

T +7r>2,V7€(0,1),
o que implica em 77! + 7 —1> 1 e portanto
7 —Lipyo>7!-(1-7)=7t+7-1>1
Combinando isso com o fato 1 temos
[(Tf +@)uv = (Tf+d)u'| 2 (77! = Lipy ¢) v - ']

> (7 +Lipy @) v = '|
2 [(Tf+¢)sv=(Tf+ )|

O que prova o fato 2.
Agora é possivel provar as igualdades do enunciado. Claramente o primeiro conjunto esta
contido no segundo. Vamos provar a inclusao do segundo conjunto no terceiro. Utilizamos
os fatos 1 e 2 com o caso especial de v’ = 0. Para z € A assuma que exista v € T, M (r) tal

que (T'f +¢)"v € Tpn(myM(r) para todo n >0 (isto é, v esta contido no conjunto 2), mas
existe m > 0 tal que w = (Tf +¢)™v ¢ C1(E*(f™(x))). Pelo fato 2,

I(Tf +¢)wl = [(Tf+¢)uw| > (77" - Lip, ¢) Jw|

e (Tf+¢)w¢CL(E(f™(x))). Indutivamente, usando o fato 2, para n > 1

I(Tf +¢)"w] > (r~" - Lip, ¢)" [w].

Note que w # 0 pois w ¢ C1(E*(f™(x))). Logo {(T'f + ¢)"w};, nao é limitado, con-

tradicao.

Agora provamos que o terceiro conjunto esta contido no quarto. Assuma que
paran >0, (Tf +¢)"v e T,M(r)nCy(E*(f(z))). Como |(Tf+¢)sv| > |(Tf+ @) e
pelo fato 1

[(Tf + @)l = [(Tf+¢)sv] < (7 +Lipy &) |v].

Indutivamente, para n > 1

[(Tf + @)™l < (7 +Lip, ¢)"|v].
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Finalmente, se v € T, M(r) é tal que
[(Tf +¢)"v] < (7 +Lipy ¢)"|v] ¥n 20
e (7 +Lip, ¢) < 1 entao

lim (Tf+¢)"w=0.

Observagao 3.4.12. Aqui TAM (r) poderia ser todo Ty M.

Passo 4: Neste passo definiremos a variedade estavel e instavel local na variedade M.

Para x € M e r > 0 definimos a variedade local estavel de x com respeito a f como

W, f)
=y e M=d(f"(y), f*(x)) <, ¥n20e lim d(f*(y), f"(x)) =0},
W (z, f)

={yeM:d(f™(y), f(x)) <r,¥n20e lim d(f(y), [ (x)) =0},

Claramente para todo x € M,

W) e WE(f (), f(Wi () > WeE(f(2)).

Teorema 3.4.13 (Caracterizagao de W;? em uma variedade). Seja A ¢ M um conjunto

hiperbolico para f. Ezxistem r>0,C'>1 e 0< A <1 tal que para qualquer x € A,

Wiz, f)={ye M:d(f"(y), f"(x)) <r,Vn >0}
={ye M d(f"(y), f*(x)) <r e d(f"(y), ["(x)) < CA"d(y,v),¥n > 0}.

Da mesma forma para W*.

Demonstragao. Iremos mostrar para W,?. Assumimos que a norma Riemanniana |- | de
M é adaptada a A. E suficiente provar que existem r» > 0,C' > 1 e 0 < A <1 tal que o
segundo conjunto estd contido no terceiro, as outras incluses sao diretas. Seja x € A,

para y € M perto suficiente de x, considere
v =exp;(y).
Entao, tomando ¢ = Fy —T'f temos

d(f" (), £ (@) = |F7 () = [(Tf + d5) 0],
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onde as iteradas facam sentido. Entao basta provar que existem r >0,C>1e(0< A< 1

tal que
{veT,M(r): |(Tf+¢s)"v|<r,Yn>0}
c{veT, M(r): |[(Tf+¢s)"v| <CA"|v|,Yn >0}
E suficiente mostrar que existem r > 0,C' >1e 0 < A < 1 tal que essa inclusao vale trocando
a norma || pela norma ajustada || de |-| com respeito a TAM = E*@ E". Seja0< 7 <1

a constante de hiperbolicidade de A com respeito a || - |. Assuma que |- |5 é equivalente

a |- | por uma constante K > 1. Fixe
T<A<L
Pelo Lema 3.4.10, dado € = K 2(\ - 7) existe r > 0 pequeno o suficiente tal que
Lipy .y éy < K?(A-7)
em TM(Kr,|-|). Logo,

Lisz.”A (bf <A-T
em TAM(r, |- |a)-

Note que mudar a norma gera uma constante multiplicativa no tamanho dos
vetores, mas para a constante de Lipschitz gera o quadrado dessa constante. Do Lema
3.4.11 e do fato de Lip, ., ¢ + 7 < A temos que

WE(0u Tf +67) = {0 € M) : |(Tf + ) 0ls <7, ¥n > 0)
={veT,M(r): |(Tf+ds)"v|la < A"|v|a, Vn > 0}.

Entao como d(f"(y), f"(x)) = |[(T'f+¢;)"v|, na norma Riemanniana, usando a constante

de equivaléncia para trocar |- |4 por ||, com C'=K?>1ero=Kr>0 temos
Wi (@, f) ={y e M:d(f"(y), f"(x)) <ro, Yn 2 0}
={y e M:d(f"(y), ["(x)) <ro e d(f"(y), f"(x)) < CNd(x,y), Vn 2 0}.

O

Perceba que no tultimo teorema, foi necessario passar para uma norma do tipo

caixa para poder utilizar o Lema 3.4.11.

Passo 5: Nesta etapa, enunciamos e provamos um lema essencial para a demonstragao

do Teorema da Variedade Estavel de conjuntos hiperbdlicos.

Consideramos o cenério ideal T'f + ¢ : TAM — TAM, no qual ¢ : TAM — T\M é
continua e preserva fibra sobre f, $(0,) = 07(,) e Lip ¢ é pequeno em todo Ty M. Definimos

a variedade instavel (global) nas fibras de 0, € T, M como

W0, T/ +) = {veT.M: lim |(Tf+¢)"v]=0}.



Capitulo 3. HIPERBOLICIDADE 62

Aqui a variedade instavel “global” nas fibras de 0, é definida nas fibras, a qual é
diferente da variedade instavel global W*(z) que serd definida eventualmente na variedade
M. E um objeto intermediario, o qual é utilizado para obter a variedade local instavel
W (x) de M. Na demonstragao do lema utilizamos a defini¢ao a seguir, que servird para

simplificar o estudo das func¢oes que preservam fibra sobre f.

Definigao 3.4.14. Seja { H,, }.mez uma sequéncia de de espacgos euclidianos com dimensao
d. Denote

H= || Hpn,

meZ
em que | | é para unido discreta. Os H,, sdo considerados mutualmente isolados de

maneira que H é uma variedade d-dimensional. Seja
A:H->H

funcao tal que

Am = A|Hm : Hm - Hm+1

é isomorfismo linear. Dizemos que A é uma sequéncia hiperbdlica se {| A [, [ A1} mez ¢

limitado e, para cada m € Z, existe soma direta
H,=E oL
A(E;) = B3 e ACEL) = B
e existem duas constantes C'>1 e 0 < A <1 tais que

|A™v| < CA™||v|, Vv e ES,,meZ,n>0,
|A™v| < CN*|v||, Vv e E meZ,n > 0.

Também ¢ utilizado na demonstragao o seguinte teorema:

Teorema 3.4.15 (Teorema da Fungao Inversa Lipschitz). Seja A: E — F um isomorfismo

linear e seja ¢ : E — I Lipschitz. Se

Lipp <m(A),

entio A+ ¢: E — F ¢ Lipschitz e sua inversa também, e

1

Lip((A+¢)™) < m(A) —Tipo

Demonstracao. Queremos mostrar que para qualquer z € F' existe Unico x € E tal que
(A+¢)(x) = 2, isto é, mostrar que z = A~ (2 — ¢(z)) tem uma tnica solucao para z, ou
ainda, mostrar que
T.:F—-F
x> AN (z - ¢(2))
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tem um tunico ponto fixo. Para isso, devemos mostrar que T, é contracao. Note que,

dados z,y € E temos

IT-(2) = To(y)| = 1A (6 (y) - 6(2))]
<A lé(y) - ()]
<A™ Lip ¢z - y.

Por hipétese, |A™'|Lip¢ < 1, logo T é contracao e possui um tnico ponto fixo. Clara-

mente, (A + @)™ é a funcdo que leva z € F ao ponto fixo de T,. Agora, dados z,2’ € F

temos
[(A+8)7(2) = (A+ ) ()] = |z -2’ = [A7(z - 6(2)) - A7 (2" - 8(a)) ]

=A™z = 2") - AT (o(2) - o(2"))]
<JAT ]z - 2| + [ A7 Lip(¢) |2 — 2.

Isto é,

Jo ') < e 2.

1| A= Lip(¢)

Multiplicando por m(A) = m temos que o resultado desejado. O

Finalmente, enunciamos o lema:

Lema 3.4.16. Seja A ¢ M um conjunto hiperbolico de f com respeito a decomposicao
TA\M = E*@® E", e seja | - || wma norma C° de T\M que € adaptada e de tipo caira a

decomposicao hiperbolica. Entao existe 6 >0 tal que

1. Se ¢ :TAM — T)\M ¢é continua, preserva fibra sobre f, é Lipschitz nas fibras com
Lip, ¢ <d e ¢(0;) = 0f(z), Vo € A,

entao existe uma funcao continua que preserva fibra sobre id, o : E* - E®, com
0(0,) =0, e Lipyo <1, tal que, para qualquer x € A, W*(0,,Tf + @) é o grifico de

Oz

2. Se, além disso, ¢ for C* em cada fibra, a funcdo o,, garantida por (1), ¢ C' e a
subvariedade W*(0,, T f+¢) de classe C' é tangente em 0, ao espaco instdvel G*(x)
do isomorfismo de fibrado hiperbdlico {T,f + dacpo, : © € A}. Ainda mais, se dap €

continua em ThAM, entao dyo € continua em E“.

Observagao 3.4.17. E indicado em qual fibra uma fungao esta agindo com o subescrito

respectivo, por exemplo o, indica a restrigao de o a fibra E*(x).
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Demonstragao. Primeiro provamos o item (1). Seja
S(E",E%0)={c: E" > E*:0 é C°, preserva fibra sobre id,5(0,) =0, e o] < oo},
em que

lo]l. =sup|oz].
xe

”UxHx- - sup HJI(U)H ve Eu($)

vr0, [v]

Com essa norma, X(E", E*;0) é um espago de Banach, e
S(E", E*;0)[1] ={0o e X(E", E*0):0 é Lipschitz na fibra e Lip,o <1}

é um subespago fechado de X(E", E%;0). Seja 0 < 7 <1 a constante de hiperbolicidade de

A com respeito a || - |. Seja

1-71

5:min{ ,m(Tf,A)}

com m(Tf,A) =inf{m(T,f):x e A} e m(Tf) a conorma?.

Temos que m(T'f,A) é positivo pois A é compacto. Seja ¢: TaM — Ty M funcao
continua, que preserva fibra sobre f e é Lipschitz na fibra com Lip, ¢ < § e ¢(0,) = 07,

para todo x € A. Provaremos que existe uma funcao o € X(E", E®;0)[1] tal que seu grafico

gr(o) = U er(oa)

zeA

é invariante sob T'f + ¢, isto é, para cada x € A,

(Tf +¢)er(oz) = gr(0s(x))-
Entao provaremos que gr(o,) é exatamente W*(0,,Tf + ¢).
Um ponto em gr(o,) é da forma v + o,v, para v € E*(z). Aplicando (T'f + ¢)

nesse ponto obtemos

(Tf+o)v+0o,0)=(Tf+¢)s(v+0a,0)+(Tf+d)(v+0,0).

Mostrar a condicao de invariancia (T'f + ¢)(gr(o,)) c gr(oy(s)) é o mesmo que mostrar
que
(Tf+0)s(v+0,0) +(Tf+)u(v+0,0) =0 +0pz)0

para algum v’ € E*(f(x)). Ou seja,

(Tf+¢)u(v+o,v)=0
(Tf+9)s(v+0v) =050

Para uma tranformacao linear A : F — F, a conorma é dada por m(A) = inf{|Av|r:ve E e |v|g =1}.
Se A é invertivel, m(A) = |A™Y .

2
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Isto é,
@) ((Tf + @)u(v +050)) = (Tf +¢)s(v + o30).
Como T'f,(ov) =0e T fw =0, isso se reduz a

0 1(2) (T fuu) 2V + 0u(V + 0,0)) =T fos(020) + (v + 0,0),

ou seja,
Uf(a:)((Tfuu)x + ¢u([u,m + Ux)) = Tfssam + (bs([u,m + Ux)a

em que [, : EY - E* é a identidade, para a = u,s. Da norma ser adaptada, temos que
m((T fuu)e) =771
Logo,
Lip(¢u(Lua +02)) <Lip ¢y Lip(lug + 02) <2Lipy ¢ <20 =1 -7 <1 <77 <m((T fuu)s)
e, pelo Teorema 3.4.15, (T fuu)s + ¢u(Lys + 05) € invertivel. Dessa forma,
0p(e) = (T fesOx + oLz + 02)) (T fuw)z + du(Luw +02)) 7
Isso sugere uma fungao

T =T, :S(E", E%0)[1] > S(EY, E%0)
o~ T(0)
tal que
T(U)f(x) = (Tfsso-a: + gbs(]u,ac + Ux))((Tfuu)x + ¢u(]u,a: + Ux))_la

para todo z € A. Chamamos essa fungao de transformada do grafico induzida por T'f + ¢.

Achar o, com (T'f + ¢)(gr(o.)) c gr(oy)) se reduz a achar um ponto fixo de 7.

Figura 8 — Ilustracao de T f + ¢ agindo sobre o grafico de o,.

E*(x) E*(f(x))
Tf+¢
~ T
u gr(e) u gr(T'(oz))
B () = E*(f(x)) T

Fonte: Elaboragao prépria.
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Agora vamos verificar que T" mapeia %(E", E%;0)[1] em si mesmo. Como o, €
S(E“(x), £°(2);0,)[1] temos que (7'0) r(2)(0f(z)) = 0f@z) € (T'0) f(x) ¢ Lipschitz com

T+2Lipy, ¢ <1

De fato, note que, dados v, w € E*(z) temos

Lip((To) j(a)) <

T fsso20 + Pps(v+ 0,0) = T fos0,w — P (w + ow) |
< HTfSS(UxU - wa) ” + ||¢s(v + va) - ¢s(w + Ua:w) ”
<7 Lipog|v—wl| + Lip(¢s(Ly + 02))|v—w]|

<7lv-w| +2Lip, ¢fv - w]

1
e pelo Teorema 3.4.15, Lip(((T' fuw)z + ¢u(lus + 02)) ') € ————. Assim
’ 771 -2Lip, ¢

[(T0) 2y (v) = (T0) () (w)]

= (T fss02 + ¢s(Lug + 02) ) (T fuu)z + Pu(Lue + 02)) "' (v)
~(Tfs500 + ¢s(Tuw + 02) ) (T fu)z + Gu (L +02)) " H(w)

= (T fos0w + 05 (Luw + 0D (T fu)z + Gu(Lue +02)) " (0)]
~(Tfss00 + Os(Tuaw + 0T fun)w + u(Lu + 02)) " (w)]]

<SLIp(T fos0a + ¢s(Luw + 02)) (T frw)e + u(Lue + 02)) (V)
~ (T fuw)o + du(Tue + 02)) " (w)]

<SLip(T fs502 + ¢s(Tuw + 02)) LID((T fu) 2 + Gu (L + 02) ™) 0 = w]

T+ 2Lip, ¢
< ——F——|v-w].
71 —2Lip, ¢
Agora verificamos que T' é uma contragao com respeito a norma | - |.. Para

o,0" e L(E", E*;0)[1] abrevie

Fo=(Tfu)s+ Ou(Lus +0z) s E(x) = E*(f(2)),
Fl=(Tfu)s + Ou(Lus +05) s E(x) > E*(f(2)),

de modo que

(T0) poyFo =T fss00 + Os(Lug + 02),
(T0) oy Fo =T fss05 + ¢s(Luz + 0)-
Como F, : E*(x) - E*(f(x)) é um homeomorfismo que fixa a origem, quando v percorre
todos os valores em E*(z) - {0,},
To).(v)—(To'),
T o] - sy LT = (7). )
zeA v#0; ”U”
T x Fx - T ! x FIE
_ supsup LD (Fev) = (T0") o (Fr)|
zeA v#0y ”Fm’UH
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Por um lado,

[(T'0) 42y (Fiv) = (T0") () (Fo0) |
<o) pa) (Fov) = (T0") pay (F20)
+ 1(T0") sy (Frv) = (T0") 0y (Frv) |
< T fos(oa(v) = n ()| + [ ¢s(v + 000) = ¢s(v + 07, (v))]
+Lip(Toy) | Frv - Fou
<7lov—olv| + Lip ¢, | o0 — obv| + Lip ¢p||ozv — olv||

<(7+2Lip ¢y)|lozv — ol
Por outro lado, como ¢,(0,) = 04 e 0(0;) =0,

| Fov] = (T fuu)ov + Gu(v + 040) = (05 + 0,0) |
> (T fuw)v| = [du(v + 0420) = $u(0s + 0,0,) |
> 77 o = Lip ¢o(|Jv[ + Lip o [v])
> (771 -2Lip¢,) v

Logo

7+ 2Lip, ¢ sup sup o0 —olvl
771 = 2Lipy @ zeh w20 o]
_ T+2Lipy ¢ sup o = o[

ol 2Lipy ¢ v=0

E portanto 17" = T}, é contragdo com respeito a norma | - |,. Pelo Teorema do Ponto Fixo

[(To) - (To")]. <

de Banach, T' tem um tnico ponto fixo o = g4 € £(E", E*;0)[1] tal que

(Tf+¢)gr(o) cgr(o).

Note que, para qualquer v + o (;)v € gr(0(z)), tomando u = ((T' fuu)z + Gu(Lua + 0.)) v
temos (T'f + ¢)(u + o,u) = v+ 0pyv. De fato, como (T fuu)z + ¢2(Lye + 05) é€ um home-
omorfismo, v = [(T fuu)z + ¢z(Luz + o) ]u. Além disso, de o ser ponto fixo de T, segue
que

(T fos00 + 0(Lup +02) ) (T fuu)z + oLy + O'x))_lv =0 f(x)V-
Assim, mostramos que

(Tf+¢)gr(o:) =gr(osm))-

Podemos aplicar 3.4.11 em (Tf +¢)™! no caso de TyM (r) = Th M. De fato, como
Lip,¢ < 0 < m(Tf,A), Tf + ¢ é invertivel em cada fibra, pelo Teorema 3.4.15. Ainda
mais, escrevendo (T'f +¢)™' = Tf™! +1), é facil de ver que se Lip, ¢ é pequeno, Lipy1) é
pequeno também. Logo, diminuindo d se necessario, assumimos que (7'f +¢)~! satisfaz o

Lema 3.4.11 e temos

W0y, Tf + ) = {v e TuM : (Tf +¢) "0 € TpniyM 0 Cy(E*(f(2))), ¥n 2 0}.
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Dessa forma, como 0,(0,) =0, e Lip, o < 1, o grafico gr(o,) esta contido no cone
C(E"(x)), para todo x € A. Como gr(o,) é invariante sob (T'f +¢)~*, pela caracterizagao

acima temos

gr(o,) c W*(0,,Tf + ¢).

Para provar a inclusdo contraria, suponha que existe v € W*(0,,Tf + ¢)\ gr(o,).
Entao existe w € gr(o,) tal que v, = w,. Entao v —-w ¢ C1(E"(x)), pois a componente

instavel de v —w ¢ nula. Pelo fato 2 na prova do Lema 3.4.11

(Tf+o)"(v) = (Tf+¢)"(w)| - oo.

Mas v e w pertencem a W*(0,,Tf + ¢), logo,

I[(Tf + )" (v) = (Tf + )" (w)] -0,

contradi¢ao. Logo gr(o,) =W*(0,,Tf + ¢).

Agora iremos provar o item (2). Aqui serd utilizada a defini¢ao 3.4.14. Assuma
que ¢ restrita a cada fibra T,M de Th\M é C'. Iremos mostrar que o, é C!' e que a
subvariedade W*(0,, T f+¢) de classe C' de T,, M é tangente em 0, a G*(x), em que G*(z)
é o subespago instavel em x do isomorfismo hiperbdlico de fibrado {7, f + dado, : x € A}.
Fixe z € A. Colocamos a topologia discreta em O(x) e consideramos, como na definigao
3.4.14,
TymeM = Hyp,.

A ideia é isolar o comportamento ao longo da érbita de um ponto = € A e olhar a sequéncia
de espacos euclidianos H,,. Podemos tomar esse ponto de vista para provar o item 2,
pois iremos tomar as derivadas de T'f + ¢ dentro das fibras, o que seria mais confuso se
considerassemos a métrica do espago base M. Nesse contexto, como os H,, sao separados

um do outro, podemos escrever Lip, ¢ ou dy¢ simplesmente como Lip ¢ ou d¢. Abreviamos
g=(Tf+¢)|y:H—>H.

Logo g é s6 T'f + ¢ expressa nesse contexto discreto. Pelo Teorema 3.4.15, g é um di-
feomorfismo de H se Lip ¢ é pequeno o suficiente. Veremos que g é Anosov para Lip ¢

pequeno. Para cada y € H,,, defina

E*(y) = {y} x E*(f™(x)) e E*(y) = {y} x E*(f™"(x)).

Aqui estamos apenas rotulando esses espagos no ponto y. Note que para y € H,,, o espaco

tangente é naturalmente identificado com o préprio H,,, pois é um espaco vetorial, entao
T,H = E'(y) ® E*(y).y < H.

Esta é uma decomposigao hiperbdlica para T'f|y e portanto T f|g é Anosov.
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Se Lip ¢ é pequeno suficiente, entao g também é Anosov. De fato, com respeito

a decomposicao E*(y) ® E*(y),y € H, temos

I\ Ton T+ Tos

em que |Tf.r]| <7e|Tfs| <. Se Lip¢ é arbitrariamente pequeno, |T¢| serd pequeno.
Logo T'g e Tg™* vao satisfazer o Lema 3.2.1 e portanto H vai ser um conjunto hiperbélico

de g (aqui a hiperbolicidade persiste a uma perturbagao pequena, ¢). Seja
T,H=G"(y)®G(y),ye H
a decomposicao hiperbdlica T'g. Note que

dim G*(y) = dim E*(y).

Agora provamos que o, é C'. Tome v € E“(z). Primeiro mostremos que o, é
diferencidvel em v. Denote z = (v,0,.(v)) € gr(o,). Pelo critério de diferenciabilidade 3.3,
precisamos mostrar que o conjunto tangente T, gr(o,) estd contido em um espago linear

de T,H de dimensao dim E*(z). Na verdade, provamos
T.gr(o,) c G*(2).

Como Lipo <1 (aqui o é a fungdo que preserva fibra sobre id e como estamos no contexto
discreto simplesmente escrevemos Lip,o como Lipo), para cada y € gr(o), toda reta
tangente generalizada de T}, gr(o) estd no 1-cone Cy(E"(y)) com respeito a soma direta
E*(y) ® E*(y). Enquanto Lip ¢ é pequeno o suficiente, G*(y) e G*(y) estardo proximos
de E%(y) e E*(y), respectivamente. Logo as retas tangentes generalizadas de T, gr(c)
estarao contidas no 2-cone Co(G*(y)) com respeito a soma direta G*(y) @ G*(y). Como
gr(o) é invariante sob g, T'g mapeia as retas tangentes generalizadas de gr(o) para as retas
tangentes generalizadas de gr(o). Em particular, para cada reta tangente generalizada ¢
de T, gr(o,),
Tg™™(l)cCo(G*(g"2)),¥n > 0.

Pelo teorema 3.1.8, £ € G*(z). Pelo critério, o, é diferencidvel em v e gr(o,) é tangente
em z ao espaco instavel G*(z) de Tg. Em particular, na origem 0,, gr(o) é tangente ao
espago instavel G*(0,) de T'f +dady,. Pelo teorema 3.1.10 G*(z) varia continuamente em

zegr(o,). Logo o, é C*.

Finalmente, seja dy¢ continua em Ty M. Provemos que ds¢ é continua em E“.
Vamos deixar o cendrio discreto e voltar ao fibrado tangente ThM. Note que o cenério
discreto é apenas uma “apresentacao”, pois trabalhamos propriedades dentro das fibras
do fibrado tangente, por exemplo, a soma direta G*(y) & G*(y),y € TaM forma uma
decomposicao hiperbélica para {Tr,f + da¢p, : y € TAM}. Agora, dy¢ é continuo em
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TaM, logo a ideia da prova do teorema 3.1.10 mostra que G*(y) varia continuamente
em y € TAM. Escrevendo z = (v,0v) com v € E*, entdo G"(z) varia continuamente em
v € E*. Em outras palavras, dso, varia continuamente em v € E" (pois é determinada

pela inclina¢do dos subespagos G*(s)).

O

Passo 6: Finalmente, enunciamos e provamos o Teorema da Variedade Estavel

para um conjunto hiperbélico.

Uma familia de subvariedades mergulhadas {D;};; ¢ dita auto-coerente se, para
cada 4,j € I, int D; nint D; ¢ aberto em D; e em D;. Em particular, int D; e int D; nao se

cruzam.

Teorema 3.4.18 (Teorema da Variedade Estével para um conjunto hiperbélico). Seja
f:M - M um difeomorfismo C*, k> 1, e seja A c M um conjunto hiperbdlico de f com

decomposicao ThyM = E°* & E*. Entdo existe r >0 tal que para cada x € A:

1. Wi(z) € uma subvariedade mergulhada C* de M de dimensdo dim E*(x), tangente
em x a E°(x) e W?(x) varia continuamente em x € A. Precisamente, ezxistem
vizinhangas V' de Oy em E° e uma funcgao continua, o :'V — E“, que preserva fibra
sobre id, tal que as derivadas na fibra até a ordem k sao continuas em 'V, 0,(0,) =0,

e dyop, =0, de maneira que W;:(x) = exp, gr(olvags(s))-
2. A familia {W7?(x)}ren € auto-coerente.

3. A wvariedade global W*(z) é uma subvariedade imersa C* de M, com dimensdo

dim E*(z).

Observagao 3.4.19. Dizemos que o : V — E* do item (1) é a fungao geradora da familia
de variedades estaveis {W?(z)},ea. Para cada x € A, pelo gréfico e a fungao exponencial,

o mergulha V' n E*(z), vizinhanga de 0, em E*(x), em W;(x).

Demonstragao. Vamos comecar com a demonstracao do item (1). Primeiro mostramos
que existe r > 0 tal que para cada x € A, W?(x) é uma subvariedade C* de M, tangente

em = a F°(x). Note que
Wi (i, f) = exp, (W2 (0a, F))-

De fato, v € W?(0,, Ff) se, e somente se, y = exp,(v) € Wi(z, f), pois temos que
[ Ff ()] = [ expingy f* W) = d(f"(x), f*(y)). Assim, é suficiente provar que a varie-
dade estavel nas fibras W?(0,, F¢) é uma subvariedade C* de T,M, tangente em 0, a
E*(x).

Primeiro provamos o caso k = 1. Seja f funcao C'. Iremos trabalhar com uma

norma |- | de Ty M que é adaptada e de tipo caixa a E° @& E". A prova serd da seguinte
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forma: estendemos F; para todo ThM e aplicamos o item (2) do Teorema 3.4.16 para
obter as variedades globais (na fibra), entao restringimos para obter as variedades locais

e voltar para a norma Riemanniana.
Seja a : R - R uma fun¢ao bump (funcao colisao) tal que a(t) =1, se [t| < 1/3 e
a(t) =0, se [t| >2/3. Denote
;= Fy~Tf:TM(r,) - TM.

Entao ¢; ¢ continua, C* restrita as fibras,

¢f(0x) = Of(cc) € d2(¢f)0x =0,VxreM.

Defina gzﬁ_f :TM — TM por

T (0) = a(g)qﬁjz(v), se |v] < 2r

0, caso contrario.

em que 0 <7 <7,/3. Entdo ¢; é continua, C" restrita as fibras e ¢; = ¢; em TM(r). De

fato, note que se v e TM(r),v|<r e
Gl

— <
T

)

Wl =

o que implica que ¢;(v) = ¢5(v).

Aqui utilizamos a fungao bump para extender ¢; para todo o fibrado TM. E
possivel mostrar que Lingb_f - 0 quando r — 0. Logo, podemos tomar r pequeno o
suficiente tal que Lip, qb_f, com respeito a ||, vai satisfazer os lemas 3.4.11 e 3.4.16, em

toda variedade T'M. Dessa forma, existe uma funcao que preserva fibra
o:E° > E"
sobre id, C' quando restrita as fibras, com o(0,) = 0, e Lip, o < 1 tal que, para x € A,

We(0,,Tf +5) = gr(o]ps(x))-

Ainda, a subvariedade W*(0,,Tf + gb_f) c T, M é tangente em 0, ao subespaco

estavel do isomorfismo linear T'f + d2¢_f0m' Como

da(9f)o, =0,

esse subespago estavel é E*(x). Isso significa que

dQO'()I =0.
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Como a norma |- | é de tipo caixa, para qualquer x € A,
T, M(r) = E3(r) x E;(r),
em que E¢(r)={ve E*(x):|v]| <r},a=s,u. Denote
1: B > T)\M
v i(v) = (v,0(v))

Entdo para cada z € A, i é um mergulho C' que mapeia E*(x) sobre a subvariedade

gr(o
isto 6, |v| <7,

Be(z)) de T, M, tangente em 0, a £°(x). Como Lipo, < 1, temos, para v € E;(r),

|o2(v)| < Lipagfo] < 1fof <,

ou seja, o.(v) € E¥(r). Portanto, temos que

i(B(r)) = W30, Tf +¢5) n T M(r).

Provamos agora que W (0,, F) = W*(0,,Tf + ¢;) n ToM(r). Como ¢; = ¢y em
TAM(r) a inclusdo WS (0., Fy) c i(E:(z)) é direta. Agora seja v € W*(0,, Tf + ¢5) N
T, M(r). Pelo Lema 3.4.11,

W20y, Fp) ={veT,M(r): [(Tf+¢s)"v|<r,¥Vn>0},

portanto é suficiente mostrar que (7f + ¢_f)”v € Tn()yM(r), para todo n > 1 (aqui ja

temos que |v| < 7). Porém, pelo mesmo lema (no caso de todo Ty M) temos
W0, Tf +ys) ={veT,M:|(Tf+¢s)™v| < (+Lipy ¢s)"Jv], ¥n > 0}.

Logo, W2(0,, Fy) =i(E:(r)) é uma subvariedade C' de T, M.

Agora voltamos para a norma Riemanniana |- | em M. Tome 0 < a < r tal que

para cada x € A,

Wi 0z, Fy; [ -) € W20, Fy;[-1)-
Entao W (0., Fy; | - |) é uma subvariedade C* de T, M. Seja

Ve =i Y(WEL, Frs |- ).

Dessa maneira, V,, é uma vizinhanga de 0, em E*(z) que é mapeada sobre W; (0, F; | -|)
pelo grafico de o,. Seja
V=V,

zeA
Entao V' é uma vizinhanca de 05, em £ satisfazendo os requerimentos do teorema. Isso

prova o caso k = 1.
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Seguimos a prova para o caso k > 2. Como os planos tangentes foram determina-
dos no caso k = 1, provamos a classe de diferenciabilidade de W;?(0,, F) apenas. Suponha
f funcio C*. Fixe z € A. Provaremos que W;?(0,, F;) é uma subvariedade C* de T, M.
Como tomamos as derivadas dentro das fibras T'tm(,) M, para clareza, vamos voltar ao

contexto discreto de uma sequéncia hiperbdlica, tomando

Hm = Tfm(x)M, H = |_| Hm7 Um = Tfm(m)M(rp), U = |_I Um, Om = Ofm(x).

meZ meZ

Consideramos fungoes g : U - H, com g|y,, : Uy = Hpea (que preservam fibra sobre a
funcao shift m ~ m +1). Dizemos que uma funcio C*, g: U - H, é tangente na origem

a uma sequéncia hiperbdlica se
g (Om) = 0m+1

d.g()m : Hm - Hm+1

¢ sequéncia hiperbdlica. Note que a versao discreta de Fy ¢ uma funcao desse tipo. De
fato, podemos pensar Fy: U — H, fungao que preserva fibra sobre o shift m = m+1, com
Fy: Uy = Hypiq. Jé vimos que Fy(0,,) = Omi1 € d(Ff)o,, = Tpma) f- Logo, {d(Ff)o,, fmez
é uma sequéncia hiperbdlica. Portanto, para fins dessa demonstracao, é suficiente provar
indutivamente que se g : U — H é C* e é tangente na origem a uma sequéncia hiperbélica,
entdo existe r > 0 tal que W3(0g, g) é uma subvariedade C* de Hy (note que 0g = 0,). O
caso k =1 ja foi provado (sem usar o contexto discreto). Assuma que o caso k — 1 estd

provado, vamos mostrar que vale para k.

Seja g funcao C*. Defina uma funcio G tal que, para cada m € Z,

G: Um X Hm g Hm+1 x Hm+1
(y,v) = G(y,v) = (9(y), dgy(v)).

Aqui o espaco produto estd munido da métrica do méximo. Entdao G é C*!. Claramente,
G"(y,v) = (9" (y). dgy (v)).

Também,

G(0m7 Om) = (0m+17 Om+1>7

dg()m 0
dG(Om,Om) = ( 0 dgo ) .

Logo {dG o,,0,.) }mez ¢ uma sequéncia hiperbélica. De fato, note que se H,, =

E @ E), é a decomposicao hiperbdlica de dgy,,, entao

Hi x Hy = (B3, @ E2) x (3 @ B4) = (5, x B3) ® (B2 x B).



Capitulo 3. HIPERBOLICIDADE 74

Portanto, se (v,w) € E, x E?  segue que

dG(0,n,0m) (v, w) = (dgo,, (v),dgo,, (w)) € E,, x £,

e da mesma forma para E}, x EY . Além disso, de |dgy <CX\'eldgy" <CA",V¥n >0,

em que C'>1e0< <1, temos que para (v,w) € ES, x E?,

|dG,,.0, (v, w)| = [(dgg,, (v), dgg,, (w))] = max{|dgg,, (v)], |dgs,, (w)[}
< CN'max{|v|, |w|}
= ON"|(v, w)].

De forma andloga, se (v,w) € E' x E"

m?

entao [dG{, o y(v,w)| < CA"|(v,w)|. Assim,
{dG o, 0,.) }mez € uma sequéncia hiperbdlica.
Pela hipétese de indugao, existe 7 > 0 tal que W;7((0p,0¢), G) é uma subvariedade

C* 1 de Uyx Hy. Por outro lado, pelo Teorema 3.4.13, podemos assumir r > 0 foi escolhido

de modo que
W ((00,00),G) ={(y,v) € Uy x Hy : |g"y| < 1, |dgy (v)| <7, Vn > 0}

em que dg, (v) é s6 Tg"(v). J& mostramos que a fungao g = T'f + ¢; concorda com um
difeomorfismo de Anosov g =T f + gzﬁ_f em H em uma vizinhanca do conjunto das origens
0,,. Seja

T,H=G(y) e G*(y),y € H,

a decomposicao hiperbdlica de g. Se r > 0 é suficientemente pequeno, entao v € T, M
satisfaz
|Tg"(v)| <r,¥n>0

se, e somente se,

veGy(r).
Assim, o conjunto acima pode ser rescrito como
W ((00,00),G) = {(y,v) € Uy x Hy:y € W;(00, 9),v € Gy(r)}.

Como provado anteriormente,

G*(y) = T,(W*(00, 9))-

Logo W7?((09,00),G) é simplesmente a r-vizinhanga do fibrado tangente de W,?(0g,g).
Como o grau de diferenciabilidade de uma variedade e seu fibrado tangente diferem por
um e W7 ((00,00),G) é C*', entdao W2 (0g,g) é C*. Provamos que se f é C*, W2(0,, Fy)
é subvariedade C* de T, M.
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Agora temos que provar que as derivadas na fibra de o até ordem k sao continuas
em E°(r). Como o problema restrito as fibras ja foi resolvido, basta mostrar que a

derivada na fibra é continua com respeito aos pontos base x € A.

Definimos uma funcao X. Sejam g e G como acima. Por simplicidade, denotamos
por o a sua versao discreta, isto é, o : ES (r) - E2 (1) é a funcao que gr(o) = W, (0, g).
Defina

S ES(r)x ES(r) > EY x EY
(a,b) » X(a,b) = (0(a),do,(b)).

Afirmagao: Y é a fungao geradora de G, isto é, para cada m € Z, temos gr(%,,) =
Wi ((0m, 0mm), G),

De fato, por defini¢ao (y,v) € gr(2,,) se, e somente se,

Yu=0(Ys),ys € £, (1) e v, = doy vs,vs € E5 (7).

Ou seja,

yegr(o)=W:(0n,9) evegr(doy,|gs ) = G (y)(r).

Isso significa que
(y,v) € Wi((0m, 0m), G)
provando a afirmacao.

Como uma funcao que preserva fibra no fibrado tem uma versao discreta, a funcao

(G definida no contexto discreto induz uma funcao
GA : TxM(p) X TIM - Tf(x)M X Tf(x)M, Vxe A,

tal que G é sua versao discreta. Da mesma forma, ¥ induz uma funcao >,.

Agora voltamos para o fibrado T\ M. Seja f C*. Vamos provar que as derivadas
na fibra de o até ordem k sao continuas em z € A. Como Fy tem derivada na fibra
até ordem k continuas em x € A e como a sua versao discreta (a funcdo g) é tangente
nas origens a uma familia uniforme de sequéncias hiperbdlicas, é suficiente mostrar (a
afirmacao mais geral) que se uma fungao que preserva fibra F', sobre f: A - A, definida
perto das origens, tem derivada na fibra até ordem k continuas em x € A e se a sua versao
discreta é tangente nas origens a uma familia de sequéncias hiperbdlicas, entao existe
r > 0 tal que a funcao geradora o de F' de tamanho r tem derivadas na fibra até ordem k

continuas em x € A.

O caso k =1 é garantido pelo item (2) do Teorema 3.4.16. Assuma que vale para
k —1 e provaremos que vale para k. Assuma que F' tem derivadas na fibra até ordem

k continuas em x € A e que sua versao discreta g é tangente nas origens a uma familia
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uniforme de sequéncias hiperbdlicas. Seja G o mapa induzido por g acima. Como G é
definido usando g e dg, que sao apenas F' e dsF' no fibrado, as derivadas no fibrado de G,
até ordem k-1 sao derivadas do fibrado de F’ até ordem k, e portanto continuas em x € A.
Como provado acima, G é tangente nas origens a uma familia de sequéncias hiperbdlica
e, pela afirmacao, >, ¢é funcao geradora de Gj. Logo, por inducao, existe r > 0 tal que a
funcao geradora X, de tamanho r tem derivada nas fibras até ordem k£ — 1 continuas em
x € A. Pela definicao de X5, o tem derivadas nas fibras até ordem k continuas em x € A.

Isso prova (1).

Agora mostramos o item (3) do teorema. Temos que, para r >0

We(x) = EJOf‘”Wf(f"(:U)) e W*(x) = L>J()f”Wﬁ(f‘"($))-

Com efeito, vamos mostrar para a variedade estdvel. Seja y € W?*(x), entao

d(f"(y), f*(z)) - 0 quando n — +o0, logo existe ng € N tal que

d(f"(y), [ (x)) <7, Yn 2 no.

Agora mostremos que " (y) e WS(f™(x)). Note que

dCfr(f (), f*(f"(x))) <rn 2 0.

Assim y € fTOWS(f™) para ng € N, o que implica que y € | J f"W2:(f"*(x)). Para a
n>0
outra inclusao, dado y € | f™"W;(f™"(x)) temos que existe ng € N tal que

fr(y) e WE(f™ (x)).

Isto é,
d(fmme(y), /70 (x)) - 0,n — +o0

e portanto y € W*(x).
Por (1), W (x) é uma subvariedade mergulhada C* de M. Logo f™"W?(x) é uma

subvariedade mergulhada para todo n > 0. Como uma uniao monétona de subvariedades
mergulhadas é uma subvariedade imersa, segue que W?*(z) é uma subvariedade imersa de

M. Da mesma forma para W"(x).

Finalmente, provamos (2). Temos que W;?(0,) c T, M e W;?(0,) c T, M sao, por
defini¢ao, disjuntas se x # y. Mas W (z) = exp,(W;?(0,)) e W) (y) = exp,(W;(0,)) em
M podem se intersectar se d(z,y) é pequena. Suponha que WS(z) n W;(y) # @ com
z,y € A. Entao W(x) e W;(y) estao contidas na variedade estével global W?*(z). Como
as subvariedades tem a mesma dimensao, a coeréncia da familia {W?(x)}, = € A, segue

imediatamente.
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Observagao 3.4.20. Aqui a variedade estavel global é definida como W*(x) = {y € M :
lim d(f"(y), f*(z)) = 0}. Os teoremas 3.4.13 e 3.4.18 s@o normalmente combinados e

referidos como o Teorema da Variedade Estavel.

Teorema 3.4.21. Seja A ¢ M um conjunto hiperbélico de f. FExistem r >0 e d >0 tal
que, para todo x,y € A\, se d(x,y) <& entao W7 (x) n W (y) + @ transversalmente.

Demonstracgao. Seja A; = {x € A : dim E*(x) = i}. Entao Ag,...,Agima sdo conjuntos
compactos invariantes disjuntos finitos. Note que Ag e Agim s 880 conjuntos tais que a
direcao estavel e instavel tem dimensao zero e dim M, respectivamente. E possivel mostrar
que, nesse caso, esses conjuntos consistem de finitas 6rbitas periddicas (a demonstragao
pode ser encontrada em Wen (2016, p. 77)). Logo Ay e Agim as consistem de finitos pontos.
Assim, para o que queremos mostrar podemos assumir que 1 < ¢ < dim M -1. Pelo Teorema
3.4.18, existe r > 0 tal que para cada x € A, WS (z) e W"(z) sao subvariedades C' que
variam continuamente com x € A na topologia C'. Como W?(z) e W¥(x) se intersectam
transversalmente em x, existe d(x) > 0 tal que se y € A satisfaz d(z,y) < d(x), entdo
WI(z) n W (y) # @ transversalmente. Como A é compacto, 6(z) pode ser escolhido

independente de x € A. O

Existe uma boa explicacao geométrica para a expansividade de um conjunto
hiperbolico usando variedades estaveis locais. Seja A um conjunto hiperbdlico para f.
Como W7 (x) e W*(x) intersectam transversalmente em z, se r > 0 é pequeno o suficiente,
entdo W7 (x)nW(z) = {z}, para qualquer z € A. Se d(f™(y), f"(x)) < r para todo n € Z,
entdo y € W2 (z)nW*(x) pelo Teorema 3.4.13. Logo y = z, e o tinico ponto que permanece

na r-vizinhanca de todas as iteradas de x é o proprio x, provando que f é r-expansiva em

A.

O melhor cendrio para uma familia de variedades estaveis {W?*(x, f)} é quando
f é Anosov (isto é, o conjunto hiperbdlico é toda a variedade M). Nesse caso, o Teorema
3.4.18 se aplica a todos os pontos e portanto gera a variedade local W?(z),para todo
x € M. A auto-coeréncia de {W?(x)} entdo garante que a familia de variedades estaveis
locais W#(x) formam uma folheacao continua W* em toda a variedade M com folhas
C*. De maneira andloga, a familia de variedades instéveis locais {W"(z)} formam uma
folheacao continua W* em M com folhas C*. Essas folheacdes sao chamadas de folheacoes

estavel e instavel de f, respectivamente.

3.5 ESTABILIDADE ESTRUTURAL

Ja vimos em 3.2 que a hiperbolicidade persiste sob pequenas pertubagoes. Isto
é, dado um conjunto hiperbélico de um difeomorfismo f podemos achar, para uma per-

tubacao C! de f, um conjunto hiperbélico perto do conjunto hiperbélico original. E
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possivel mostrar resultados mais fortes, como a estabilidade estrutural C*! de difeomorfis-

mos de Anosov e a estabilidade estrutural C!' de conjuntos hiperbélicos isolados.

Ser estruturalmente estavel significa que pequenas perturbacoes do sistema ainda
mantém a dinamica, ou seja, a pertubacao é conjugada topologicamente ao sistema origi-
nal. Veremos algumas versoes de estabilidade estrutural que neste capitulo. Inicialmente,
definimos nogoes necessarias para enunciar o teorema de estabilidade estrutural e comen-

tamos exemplos relacionados.

Primeiramente veremos a nocao de conjunto isolado , a qual sera utilizada no

enunciado do teorema sobre estabilidade estrutural de conjuntos hiperbdlicos.

Definicao 3.5.1. Seja X um espacgo métrico compacto e f: X — X um homeomorfismo.

Para qualquer conjunto U c X, o conjunto invariante maximal de f em U é definido como

MU, f) = f*(U).

nez
M (U, f) é o maior conjunto de pontos cujo as 6rbitas nunca saem de U.

Definicao 3.5.2. Um conjunto compacto invariante A é dito isolado, ou localmente ma-
ximal, se existe vizinhanga U de A em X tal que M (U, f) = A. Nesse caso U é dito

vizinhanca isolada de A.

Note que, caso A seja um conjunto isolado de f com vizinhanca isolante U, entao

A=) f(K)

nez
para qualquer conjunto compacto K com A cint(K)c K c U.

Temos que todo ponto fixo hiperbdlico de f: F - E, em que E é um espaco ve-
torial finito, é um conjunto isolado invariante. Para provar esse fato, primeiro mostramos

o seguinte teorema:

Teorema 3.5.3. Sejam p € U, U c E aberto e p ponto fixo hipoerbolico de f:U — E.

Entao existe r >0 tal que se
| f"w=p| <r,VneZ,

para algum w € U, entao w = p.

Demonstragdo. Tome r >0, C'>1e 0< )< 1 tal que o Teorema 3.4.13 vale para f e f'.
Seja w e U tal que | f"w —p| <r,Vn e Z. Novamente, por 3.4.13

Jw=pl = [f(f*(w)) —pl < CA"[ f*(w) = p| < C2A*"|w ~p|, ¥n 2 0

Tomando n grande suficiente, segue que w = p. O
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Agora tome U = B(p,r). Claramente p € M(U, f). Seja w € W(U, f), entao
fM(w) e U,Y € Z. Isto é, |f™(w) —p| < r. Dessa forma, pelo teorema acima, w = p e

M (U, f) = {p}. Portanto, p é um conjunto isolado invariante.

Por construgao, a Ferradura de Smale (definido a seguir em 3.5.5) é um conjunto

isolado invariante com o quadrado () uma vizinhanca isolante.

Um exemplo importante de conjuntos invariantes nao-isolados é (o fecho) a 6rbita

de um ponto homoclinico transverso.

Definicao 3.5.4. Seja p € M um ponto fixo de f. Dizemos que x € M é ponto homoclinico
de p se
z e W*(p) nW*(p)\{p}.

Um ponto homoclinico é dito transverso se

T.W*(p)® T,W"(p) =T, M.

Seja A = O(z)u{p}, em que p é um ponto hiperbdlico e x é um ponto homoclinico
transverso de p. Seja € > 0. Da hiperbolicidade de A existe m suficientemente grande
tal que d(f™(z),p) < e e d(f(z),p) < €, de modo que W2(fx) e WX(f™(x)) se
intersectam em um ponto z. Entao a orbita de z esta na e-vizinhanca de A, mas nao em

A, de maneira que A nao é um conjunto isolado.

Figura 9 — Conjunto invariante nao isolado.

Fonte: Elaboracao prépria.

Os pontos homoclinicos, descobertos por H. Poincaré, sao uma nocao de muita
significancia na teoria dos sistemas dinamicos. Ele percebeu que um ponto homoclinico
complica a dinamica drasticamente. Como a variedade estavel e a variedade instavel
de um ponto sao invariantes, iteradas de pontos homoclinicos transversos sao pontos
homoclinicos transversos, e a variedade instavel W*(p) é forcada a dar um volta em si

mesma, oscilando mais rapido ao fazer isso. O mesmo acontece com W#*(p) com respeito
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as iteradas negativas. Poincaré comparou a dificuldade de tentar entender a érbita de um

ponto homoclinico transverso com a natureza do Problema dos Trés Corpos.

Veremos agora, antes de continuar a discussao sobre estabilidade estrutural, um
exemplo classico na teoria de Sistemas Dinamicos, que envolve a nocao de pontos ho-
moclinicos transversos. Smale percebeu que a melhor maneira de entender um ponto fixo

transverso é mergulhando-o no modelo da ferradura, que serd apresentado a seguir:

Exemplo 3.5.5 (Ferradura de Smale). Seja @ = [0,1]?. Vamos definir um difeomorfismo
f de maneira que ) seja contraido horizontalmente, expandido verticalmente e entortado

em uma ferradura, como na imagem.

Figura 10 — Ilustragao da ferradura de Smale.

f(Q)

Fonte: Elaboracao prépria.

Como f(Q) nao esta contida em @, alguns pontos de () nao tem segundas itera-
das. Entao, estendemos isso para um difeomorfismo global (ainda chamado f) f: S? — S2.
Para mais detalhes, consultar (ROBINSON, 1998).

Figura 11 — Tlustracao da ferradura de Smale global.

~

Fonte: Elaboragao prépria.



Capitulo 3. HIPERBOLICIDADE 81

Focamos no quadrado (). Considere as tiras verticais
Hy=[0,1]x[0,a] e Hy =[0,1] x [1 -a,1]
e as tiras horizontais
Vo=[0,a] x[0,1] e Vi =[1-a,1] x[0,1],
para a € (0,1/2). Assumimos que
f(Ho)=Voe f(Hi)=W1
o que implica

Qn f(Q)=Von V. (3.4)

Figura 12 — Ilustracao dos conjuntos Hy e Hy e Vy e V.

~
~

Fonte: Elaboracao prépria.

Também assumimos que as restrigoes f|g,, f|g, sdo afim, com

(ax,by), se (xuy) € HO
f(zy) =
(—ax+1,-by+b), se (x,y)e H

em que b = 1/a. A construgdo da ferradura de Smale s6 depende da restrigdo f|u,um, -

Agora consideremos f~. Temos
f1(Vo) = Ho e f7H(H)) = Wi,
Portanto, aplicando f~! em 3.4, segue que

A RQNQ=f"(Vo)u f' (Vi) =Hou Hy. (3.5)
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Combinando 3.4 e 3.5 concluimos que

k@g%@:UQumww%um>

¢ a uniao de quatro quadrados de lado a.

Iterando esse procedimento, considerando as imagens f™(Q)) e as pre-imagens
7(Q), chegamos que
n
Au= N fHQ)
k=—n
é a uniao de 4" quadrados de lado a™. Como A,, é uma sequéncia decrescente de conjuntos
fechados nao-vazios, o conjunto compacto
A=A =NMQ) (3.6)
neN keZ
¢ nao vazio. Este conjunto é dito Ferradura de Smale, referente a f. Claramente o
conjunto A nao tem ponto interior, pois o diametro dos 4" quadrados em A,, tende a zero
quando n — +oo. E possivel também mostrar que A nao possui pontos isolados, ou seja,

¢ um conjunto de Cantor.

Nas figuras a seguir ilustramos a construgao acima no caso particular que a = 1/3.

1
Figura 13 — Intersecao () f*(Q).
k=—1

Fonte: Elaboracao prépria.

2
Figura 14 — Intersecio [ f*(Q).
k=-2

O O
0O OO
2DD OO
a 1 1

Fonte: Elaboracao prépria.

Mostremos que o conjunto A é hiperbdlico para o difeomorfismo f.
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Proposicao 3.5.6. A € um conjunto hiperbolico para o difeomorfismo f

Demonstracao. Segue de 3.6 que A é invariante por f. Ainda mais, temos

a 0
Tf= ara x € H,
f (O b) p 0

-a 0
Tf= ara r € Hy.
f (O b)P 1

Para cada x € A considere a decomposi¢ao
R? = B*(z) ® E*(z),

em que E°(z) e E*(x) sdo, respectivamente, o eixo horizontal e vertical. Como as matrizes

sao diagonais segue que que elas preservam as diregoes horizontal e vertical, logo

Tf(E(x)) c E*(f(x))

e da invertibilidade, segue a inclusao inversa. Ainda, temos

alvl|, sewveE*(x)
|7 fol =
blv||, sewveE"(x).
Logo, podemos tomar A = a e ¢ =1 na definicao de conjunto hiperbdlico. O

Necessariamente, temos trés pontos fixos, p,q,s. O ponto ¢ atrai todos os pontos
fora de Hyu H;, que convergem para ¢ sob iteragoes de f, no futuro. Os pontos p e s sao
pontos de sela. Se z estd em uma reta horizontal passando por p, entao f™ o leva para p,
quando n - co. Se z estd em uma reta vertical passando por p, entao as iteradas inversas

de f o levam para p. Similarmente em s.

Um ponto essencial da Ferradura, ¢ que sua dinamica no quadrado pode ser
descrita por meio da aplicacao shift de dois simbolos no espago das sequéncias bi-infinitas.
Isto é, considere X = {0,1}% o espaco de todas as sequéncias {a, }nez, em qual a, = 0 ou
1. Temos que Y é homeomorfo ao conjunto de Cantor. A funcao shift nesse espaco é
dada por o({a,}) = {bs}, em que b, = {an:1}, ¥n. Essa fungdo ¢ um homeomorfismo. A
relevancia dessa fungao no exemplo da ferradura é que o difeomorfismo f|5 é conjugado a
0, isto é existe homeomorfismo h: ¥ — A tal que ho = fah. Dado a € ¥, existe um tnico
z € A tal que f"(z) € H; quando a, = 1, enquanto f"(z) € Hs, quando a, = 0. Logo o
codifica a dinamica da ferradura. Todo ponto em A tem uma sequéncia em Y associada
que diz exatamente onde esse ponto esta em cada instante n (ou iterada da funcdo f). Por
exemplo, (...00.000...) é a sequéncia que codifica o ponto fixo p, (estamos relacionando
o zero com o lado esquerdo de @), (...11.11...) é a sequéncia que codifica o ponto fixo

S.
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Todas as propriedades dinamicas do shift sao herdadas por f,. Por exemplo, o
tem 2" dérbitas periddicas de periodo n, e portanto, o mesmo também é verdade para fy.
Ainda o conjunto de 6rbitas periédicas de o é denso em X, logo o conjunto de dérbitas

periddicas de f) é denso em A.

Agora conectamos este exemplo com a definicao de ponto homoclinico. Lem-

brando que, para 6 >0
We(p) = U "W (p),

n>0

W (p) = U f"W:(p)-

n>0

Esses conjuntos se intersectam em x, que é o ponto homoclinico transverso.

Figura 15 — Ilustracao dos pontos fixos p, ¢, s e do ponto x.

~

Fonte: Elaboracao prépria.

Smale provou que todo sistema que possui um ponto homoclinico transverso,
também tem uma ferradura contendo esse ponto e portanto é conjugado ao shift em uma

vizinhanca.

Voltando a nocao de estabilidade estrutural, podemos definir a estabilidade por

mergulho, que é uma nocao ligeiramente mais fraca.

Seja A ¢ M um conjunto compacto invariante por f. Dizemos que f é estdvel por
mergulho C™ em A ¢ M se existe uma vizinhanca C" de U de f tal que, para qualquer
g € U, existe uma funcao continua injetiva h : A - M de modo que hf = gh em A.
Nesse caso, h(A) serd um conjunto compacto e invariante por g. Como A é compacto e

Hausdorff, h: A - h(A) é um homeomorfismo. Isto é, h é uma conjugagao topoldgica de
fla a glnay.-
Uma nogao mais forte é de s-estavel por mergulho: dado € > 0, existe U, uma

vizinhanga C" de f, tal que para qualquer g € U, existe uma funcao continua injetiva
h:A— M tal que hf = gh e d(h,id) <e.
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Assim, podemos enunciar o teorema a seguir, o qual diz que os conjuntos hi-
perbdlicos sao C' e-estdveis por mergulho. A prova de uma versao mais forte desse

teorema pode ser encontrada em Wen (2016, p. 122).

Teorema 3.5.7 (A estabilidade por mergulho de conjuntos hiperbdlicos). Seja A ¢ M
um conjunto hiperbélico de f. Ewistem vizinhancas C' de Uy de f e um nimero gy > 0
tais que, para cada g € Uy, existe uma fungao continua injetiva h = hy: A - M que satisfaz
hf =gh e d(h,id) <e. Mais ainda, d(hy,id) — 0 quando d*(g, f) - 0.

Uma consequéncia direta desse teorema é o celebrado Teorema de Anosov.

Teorema 3.5.8. Difeomorfismos de Anosov sio C estruturalmente estdveis.

Demonstragdo. Seja f: M — M Anosov. Pelo Teorema 3.5.7 existe uma vizinhanca C*
U de f tal que, para qualquer g € U, existe uma funcao continua injetiva h : M — M
tal que hf = gh. Precisamos mostrar que h é sobrejetora. Pela invariancia do dominio
(generalizado para variedades), h é funcao aberta. Logo h(M) é aberto e fechado. Logo
h(M) = M, pois M é conexa. ]

Anosov provou o Teorema 3.5.7 quando o conjunto hiperbdlico é toda a variedade,

usando uma abordagem geométrica.

Finalizando esta se¢ao, enunciamos outro teorema acerca da nogao de estabilidade

estrutural, agora para conjuntos hiperbodlicos isolados, cuja a prova pode ser encontrada
em Wen (2016, p. 127).

Teorema 3.5.9. (Estabilidade Estrutural de conjuntos hiperbdlicos isolados).
Seja A ¢ M um conjunto isolado hiperbolico de f: M — M com uma vizinhancga isolante
U. Para qualquer £ > 0, existe uma vizinhanca C* U de f tal que, para qualquer g € U o

conjunto invariante maximal T' de g em U € isolado em U e g|r € e-conjugado a f|s.

3.6  HOLDER CONTINUIDADE

Para finalizar esse capitulo, estudamos uma caracteristica dos difeomorfismos
de Anovov, isto é, quando consideramos um difeomorfismo f : M — M tal que toda a
variedade é um conjunto hiperbélico. No capitulo 4 iremos explorar mais essa classe. Aqui,
mostramos a continuidade Holder da distribuigoes estével (a continuidade da distribuicao

instavel ¢ andloga). Como referéncia foi utilizado (PESIN, 2004).

Teorema 3.6.1. A distribuicio E° ¢ Holder continua, isto €, para todo x,y € M
2 (E*(x), E°(y)) < Cd(x,y)*,

em que C' > 0.
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A seguir é provado um fato ligeiramente mais geral. Pelo Teorema 2.2.18, pode-
mos pensar em M como um mergulho em RY, para algum N grande suficiente. Se M é
compacta, a métrica Riemanniana em M ¢ equivalente a distancia |z - y|| induzida pelo
mergulho. O expoente de Holder nao muda se a métrica Riemanniana for substituida por

outra métrica suave equivalente, mas a constante de Holder pode mudar.
Para um subespaco A c RY e v e RV, seja
dist(v, A) = inf |v - w|,
weA

isto é, dist(v, A) é a norma da diferenca entre v e sua projecao ortogonal em A. Para

subespacos A, B em RY definimos

dist(A, B) =max{ max d(v,B), max d(w,A)}

ved, Jv]=1 weB, |w]=1
Agora podemos definir a continuidade Holder para distribuigoes:

Definicao 3.6.2. Seja E distribuicdo k-dimensional em um conjunto A ¢ RY. Dizemos

que E é Holder continua com expoente « € (0, 1] e constante L > 0 se existe g9 > 0 tal que
dist(E(x), E(y)) < L|z - y|*,
para todo z,y € A com |z —y| < &o.
Dois subespacos E1, By ¢ RY sdo ditos k-tranversos se |v; — 3| 2 & para todos

vetores unitarios vy € By e vy € Ey.

Primeiro, seguem dois lemas auxiliares.

Lema 3.6.3. Seja L!,i=1,2,n €N duas sequéncias matrizes reais N x N tais que para
a>1ede(0,1) que |L:-L2| <da™, para cadan € N. Suponha que ezista dois subespagos

Ei,Ey cRY e constantes positivas C >1 e 0 <A<, A <a tais que
| Lol < CAMv], v e E;,
| Zow] > C7 ut w], w e (Eq)*.

Entao

diSt(El E2) < 302 Hé(logu—log)\)/(loga—log)\)

Y - )\ N
Demonstracio. Considere o cone C! = {v e RY : |Llv| < 2CA"|v|} para cada n. Seja
ve K. Sejav=uv +vi, em que v; € E; e vi € Ef. Temos
| L5 2 | Ly | = [Lyvi] 2 O ot | = CA™ o ],

e portanto
)\n
[vi] < Cu™| Lyl + C*A™ [n] < 3CQEHUH-
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/\n
Segue diretamente que d(v, Ey) < 3C%*—||v].
Mn

A
Seja v = - < 1. Existe um tnico inteiro ndo negativo tal que v**! < § < 4*. De

fato, como v < 1 existe jy inteiro nao negativo tal que
’yj+l < )\, Vj > jo.

Tomando k = min{j : 77! < 6}} temos que
’7k+1 <0< ’}’k-
Seja v € Fs. Entao

| Liva | < | Liva| + | Ly = L[| vz
< C/\kHUQH + akéva [
< (CX + (a7)") e
= (OXN* + AF)|Jva | < 2C N |wy].

Segue que v5 € K} e entdo Fy ¢ K}. Da mesma forma, trocando os indices é possivel
k k )

mostrar que F; ¢ K7. Pela estimativa de d(v, E;) temos

k
dist(Ey, Es) < 302 (g) .

Agora, note que

log §
k< 980 (k+ 1,
log ~y
e como (log A —logp) <0
log
(log A =log p) > (k + 1)(log A — log 1).
logy
Ainda,
expliEs oahosn) _ gleioiese _ sl
Assim,
expk(+DUogA-log ) oy 122 (log \-log ) _ 5eBhoiy
e portanto
k k+1
(é) _H (é) < Pamiis
1 A\ A
que nos da a desigualdade desejada. O

Lema 3.6.4. Seja f: M — M uma fun¢io C**? de uma variedade compacta C?, M c RY.
Entao, para cada a > max |df.|**? existe D > 1 tal que para cada n € N e todo x,y € M
zE€

temos
ldfy - dfy| < Da™ |z - y”.
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Observagao 3.6.5. Aqui voltamos com a notacao mais usual de derivada df,.

Observagdo 3.6.6. Uma funcio f ser C'*# significa ser diferenciavel com derivada S-Holder

continua.

Demonstracao. Seja D' tal que
ldf. = df, | < Da" |z - y|”.
Seja b = max |df.| >1 e observe que para cada z,y € M,
ZE

[f (@) = ()] < 0™z - y].

Fixe a > b. Entao o lema é verdade para n = 1 e qualquer D > D’. Suponha que o lema

seja verdade para n > 1. Note que

ldfz ™t = dfy | = ldfpniay o dfst = dfgniay 0 dfy + dfgniay 0 dfy = dfgny) o dfy |
<Ndf ey 0 dfy = df pngay 0 dfy | + [ df pnay o dfy) = df pniyy 0 dfy |
<N dfpnylldfs = dfy | + 1df ooy = df pni [y
< | df oy | Da™ |z = y|” + D'(| f(2)" = 1 )17)dfy ]
<bDa"|z —y| + D'(0" = - y])"o"

D’ b1+6 n
sDa"+1|a:—y||f3(g+—( ) )

b D an+1

Se a > b'*# entdo existe D > D’ tal que o fator entre parénteses é menor ou igual a 1, o

que completa a prova por inducao. O

Agora provamos o resultado principal:

Proposicao 3.6.7. Seja M uma subvariedade compacta C? de RN com dim M =n < N
e f: M - M uma fungio C**?, B € (0,1]. Suponha que exista conjunto A ¢ M e
numeros 0 < X\ < u,c> 0 tais que para cada x € A existem subespagos k-transversos E*(x),
E*(z) c T, M com as sequintes propriedades:

i) T,M = E*(2) @ B*(x).

i) |dffv] < cA™|v| e |dffv] > ¢t ullw|| para cada v e E*(z) e we E*(x).
Entao para cada a > max |df. 1P, a distribuicdo E° é Hélder continua com expoente
zE€

_logp —log A
~loga—-log\’

Observagao 3.6.8. O caso instavel é anédlogo.
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Demonstracio. Para x € M seja (T, M)* o complemento ortogonal de T, M em R". Como
(TM)* é uma distribuicio C', é suficiente mostrar a continuidade Hélder de P = E &
(TM)*. Como E*(x) e E"(x) sao k-transversos e de dimensoes complementares em 7, M,
entao existe d > 1 tal que ||df,w| > d”'p"|w| para cada x € A e w L E*(x). Para z,y € A

e um inteiro positivo n, seja L,ll e Li matrizes N x N tais que

Liv=df"vseveT,M, e Llv=0seve(T,M)*,
Liv=dffvseveT,M, e Liv=0seve(T,M)"

A proposicio segue do 3.6.3 com 6 = D|z - y|?, Ey = P(z),Ey = P(y) e C =maxc,d. O

N#o podemos esperar que as distribuicdes sejam C! mesmo que o difeomorfismo
seja de Anosov, mas existe algumas condigoes adicionais que garantem que as distribuicgoes

sejam C*, como por exemplo a distribuicdo E° ter co-dimensao 1.
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4 ERGODICIDADE DE DIFEOMORFISMOS DE ANOSOV

Neste capitulo serd apresentado um pouco da Teoria Ergddica, area que estuda
propriedades estatisticas dos sistemas dinamicos em relagdo a uma medida. O objetivo
deste capitulo é mostrar que certos sistemas hiperbdlicos possuem a propriedade de er-
godicidade. Inicialmente serd realizado um resumo das principais defini¢oes e resultados
dessa area. Em seguida, iremos apresentar uma técnica conhecida como Argumento de
Hopf, e aplica-la em algumas situagoes, com o objetivo final de mostrar que os Difeomor-
fismos de Anosov de classe C? que sdo conservativos, isto é, que preservam medida em

uma variedade, sao ergodicos.

4.1 TEORIA ERGODICA

Aqui serd exposto um breve resumo sobre os principais conceitos da teoria que
sao necessarios para o restante do capitulo. O estudo dessa teoria remonta a hipotese
ergédica de Ludwig Boltzmann no final do século XIX. Como resposta a essa hipotese,
George David Birkhoff e John von Neumann, em 1930, provaram teoremas fundamentais
para a area e Eberhard Hopf estudou as propriedades ergddicas de fluxos geodésicos em
variedades Riemannianas com curvaturas negativas. No contexto classico em que o estudo
surgiu, o espago X é um conjunto de estados de um sistema fisico, a o-algebra B ¢é a colegao
de todos os subconjuntos mensuraveis de X e a medida p é uma medida que captura a

probabilidade desses eventos ocorrerem.

As referéncias para esta se¢ao sao (VIANA; OLIVEIRA, 2019) e (MANE, 1987).
Serao assumidos os resultados de Teoria da Medida e de Integracao. Para uma revisao

mais profunda acerca desses conceitos, recomenda-se o texto de (FOLLAND, 1999).

Nesta secao, a tripla (X, B, 1) é um espaco de medida em que X é um conjunto
nao vazio, B é uma o-dlgebra de subconjuntos de X e p é uma medida de probabilidade
em (X, B), isto é, u(X) = 1.

Definigao 4.1.1. Seja (X, B, u) e f: X — X uma funcdo mensuravel. Dizemos que uma

medida p é invariante por f se pu(E) = u(f'E), para todo conjunto mensuravel £ c X.

Heuristicamente, estamos dizendo que a probabilidade de um ponto estar em um
dado conjunto é a mesma que a probabilidade que a sua imagem esteja nesse conjunto.
Podemos também estender essa nocao para fluxos. Dizemos que uma medida é invariante

por um fluxo ¢' se ela for invariante por cada uma das ¢’, ou seja

u(E) = pu(e™(F)), para todo E ¢ X mensuravel e para todo t € R.
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A seguir sera enunciado o Teorema Ergddico de Birkhoff. A sua demonstragao é

longa e pode ser encontrada em Mane (1987, p. 90).

Teorema 4.1.2 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Seja f: X — X uma fun¢ao mensurdvel
e ;. uma medida de probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcdao integrdvel

p: X >R, o limite
) 1 n—1 )
o (2) = lim = ¥ o(f1(x))
n—oo n, 520
existe em p-quase todo ponto x € X. Além disso, a funcdo ©* € integravel e satisfaz

[ @) = [ e@n().

Uma propriedade valer para p-quase todo ponto x € M significa que é valida para
todo ponto em X, a menos, possivelmente, de pontos em um conjunto de medida nula
de X. A fungao ¢* é dita média temporal (ou orbital) de ¢. Quando ¢ é uma fungao
caracteristica de um conjunto, o nimero ¢*(x) mede o tempo médio de visita do ponto
x ao conjunto. E possivel mostrar que as médias temporais sao constantes ao longo de

orbitas:
Proposicao 4.1.3. Seja p: X - R funcao integravel. Entdao

ot (f(z)) =p*(x), para - quase todo ponto x € X.

Demonstracao. Note que

P = i 23 (@) = lin 15 (@) + Lol (@) - ()]

= (@) + lim ~[p(f"(2)) - ()]
Temos que se ¢ € L'(i) entdo
lin (/7)) =0
para p-quase todo ponto x € M, a prova pode ser encontrada em Viana e Oliveira (2019,
p. 73). Logo,
e (f(2)) = " (2)

para p-quase todo ponto x € M. O

Como consequéncia do Teorema de Birkhoff, podemos deduzir o Teorema de von
Neumann. A demonstragao em detalhes pode ser encontrada em Viana e Oliveira (2019,
p. 75).

Corolario 4.1.4 (Teorema Ergédico de von Neumann). Sejam 1 <p< oo, f: X - X uma
fun¢do mensurdvel e p probabilidade invariante por f. Se p € LP(u), existe o™ € LP(u)
com ||(1/n) £ o (fi(z)) - ¢*(z)], = 0 (ou seja, converge em LP(n)) e o™ o f = "
[-quase sempre.
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Os préximos corolarios seguem do Teorema de von Neumann.

Corolério 4.1.5. A média temporal p* de qualquer funcdao o € L*(n) coincide com a

projecao ortogonal P(p) de ¢ no subespago das fungoes invariantes. Isto €,

o=@ |2 =min{|p - | : ¢ € invariante}.

Corolario 4.1.6. Se f: X — X ¢ invertivel e p € L*(u1), temos ¢*(x) = ¢~ (z) p-quase

sempre, em que

P = i 5 (),

¢ @)= lin 5ol (0)

Dada uma funcao mensuravel f : X — X que preserva probabilidade p em X,
dizemos que uma fungao mensuravel ¢ : X - R é invariante se po f = ¢ em p-quase todo

ponto.

Agora definimos o conceito de ergodicidade. Um conjunto B € B é dito f-
invariante se f'(B) = B.

Definicao 4.1.7. Seja f : X - X funcao que preserva medida. Entao f é ergddica se

todo conjunto invariante por f tem medida total' ou medida nula.

Dizer que um sistema ¢é ergddico significa dizer que ele é irredutivel do ponto de

vista de medida, isto é, nao podemos dividir o espaco X em subconjuntos invariantes.

Existem diversas equivaléncias para a nocao de ergodicidade. Enunciamos uma

equivaléncia em especifico abaixo. Sua prova pode ser encontrada em Mane (1987, p. 101).

s

Proposigao 4.1.8. Seja 1 < p<oo. Uma fungdao [ que preserva medida em (X,B,u) é
ergodica se, e somente se, toda fungdo p € LP(u) invariante por f é constante j-quase

sempre.

Em seguida, introduzimos a nocao de desintegracao de medida, que sera utilizada

na secao 4.3.

Considere M um espag¢o métrico compacto, u uma medida de Borel de probabi-
lidade e P uma particao de M em subconjuntos mensuraveis. Seja 7 : M — P a fungao
que associa um ponto x € M ao subconjunto P € P que o contém. Podemos munir P
de uma estrutura de espago de probabilidade da seguinte maneira: dizemos que Q c P é
mensuravel se, e somente se, 7°'(Q) é subconjunto mensurdvel de M. Consideramos fi a

medida quociente de p sob 7, isto é, 1(Q) = u(7'(Q)) para Q mensuravel.

1 Um subconjunto ter medida total significa que ele tem a mesma medida de X, nesse caso 1.
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Definicao 4.1.9. Uma desintegracao de p em respeito a P é uma familia {up : P € P}

de probabilidades, chamadas de probabilidades condicionais de u, tais que

i) pp(P) =1 para fi-quase todo P € P;

) Dada uma fungao continua ¢ : M — R, a funcdo P> P ~ f wdup é¢ mensuravel e

]f¢du ]r(jf¢dup)du(P)

De modo geral, o item i) da definigdo acima vale para ¢ funcao integravel.
Além disso, é possivel mostrar que as desintegracoes, quando existem, sao essencialmente
unicas. A demonstracao do teorema a seguir pode ser encontrada em Viana e Oliveira
(2019, p. 146).

Proposigao 4.1.10. Se {up: P € P} e {vp: P € P} sdo duas desintegracoes de p em

respeito a P, entao up = vp para fi-quase todo P € P.

Definicao 4.1.11. Uma particao P é dita mensuravel se, restrita a um subconjunto de
M com medida total, ela é o limite de uma sequéncia crescente de particoes enumeraveis.

Mais explicitamente, P é mensuravel se existe My c M com medida total tal que, restrito
a MOa

P=\/P,
n=1

para alguma sequencia crescente P; < Py < ... de partigoes enumeraveis, em que P; < P;iq
significa que todo elemento de P;;1 estd contido em algum elemento de P; (dizemos que

P; é menos fina que P;1). Ainda, ;2 P, é dita a partigao menos fina tal que
P, < \/ P, ¥n.
n=1

Os seus elementos sao intersegoes nao vazias da forma N, P,, em que P, € P,.

Exemplo 4.1.12. Seja M = T?, munido da medida de Lebesgue m. Considere a particao
P de M em circulos horizontais, isto é, P = {S* x {y} : y € S*}. Temos que P é partigao

mensuravel. De fato, considere as particoes
={S'xI(i,n):i=1,...,2"},

em que [(i,n) é o segmento de R/Z correspondente ao intervalo [(i —1)/2",i/2") c R.

Seja m: R - R/Z a projegao nas classes de equivaléncia. Note que,

Pr={5"xx([0,1/2)), 5" x7([1/2,1))},
Po = {S" x7([0,1/4)), 5" x w([1/4,1/2)), 5" x w([1/2,3/4)), S* x 7([3/4,1))},

e assim por diante. Claramente Py <Py <...e P =V 2, P,.
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Por fim, enunciamos o Teorema de Rokhlin. A prova pode ser encontrada em
Viana e Oliveira (2019, p. 151).

Teorema 4.1.13 (Rokhlin). Se P € uma parti¢cio mensurdvel, entao existe uma desin-

tegragao de | em respeito a P.

4.2 ARGUMENTO DE HOPF

Hopf (1936) provou a ergodicidade de um fluxo geodésico em uma superficie de
curvatura negativa de volume finito. A prova se baseava em um fato que agora é conhecido

como Argumento de Hopf:

“Qualquer conjunto mensuravel invariante sob o fluxo geodésico, é na verdade,

invariante pelas distribuicoes estaveis e instaveis deste fluxo.”

D.V. Anosov utilizou esse argumento para provar que uma classe de sistemas que
preservam medida, que agora sdo conhecidos como Difeomorfismos de Anosov C?, sdo
ergddicos. Este argumento foi estendido para diversos outros casos, como veremos no

capitulo 5.

A ideia abstrata do argumento é simples e sera esbocada neste capitulo. A re-
feréncia principal desta segao é (WILKINSON, 2008).

Seja M uma variedade Riemanniana compacta, conexa e de classe C'°. Para uma
funcao f: M — M podemos associar a relacao de equivaléncia estavel ~, dada por x ~; y
se, e somente se, lim d(f"(z), f*(y)) = 0. Denote por W*(x) a classe de equivaléncia
contendo z. Quando f é invertivel, podemos definir uma relacao de equivaléncia instavel,
como sendo a relacao de equivaléncia estdvel para f~' e denotar por W*(z) a classe de
equivaléncia instavel. O primeiro passo no argumento de Hopf é mostrar que a média
temporal de Birkhoff para fung¢oes continuas é constante nas classes estavel e instavel.

Seja ¢ : M - R funcao integravel e seja

1 n—-1 )
go*zlimsup—ZQDOfJ. (4.1)

Observe que, se ¢ é continua, entao, para cada z € M e x' € W?*(x),

Tim [o(f"(2)) = o(f"(2"))] = 0.
Segue que ¢*(x) = ¢ (z), pois dadas sequéncias limitadas de nimeros reais a, e b,, se
lim |a,, — b,| = 0 entao

1 n-1 1 n—1
lim sup — Z a; = limsup — Z b;.
n 520 n 520

n—oo Y n—oo

Em particular, se o limite em 4.1 existe no ponto x, entao existe e é constante para todo

ponto em W?*(x).
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O préximo passo € verificar o caso em que f é conservativo e Anosov. Aqui,
conservativo significa um sistema que preserva uma medida finita equivalente? ao volume
Riemanniano, digamos pu. Nesse caso, f € invertivel e as classes de equivaléncia estaveis
sao precisamente as folhas da folheacao estavel W? e as classes de equivaléncia instaveis

sao as folhas da folheagao instavel W".

Como f é conservativa, pelo Teorema 4.1.4, para cada funcao ¢ € L?, a funcao ¢*

¢é igual p-quase sempre a projecao de ¢ nas funcoes f-invariantes. Pela proposigao 4.1.8,

para mostrar a ergodicidade de f, devemos mostrar que todas as fungoes invariantes por

f em L? sao constantes p-quase sempre. Como a projecao é continua na norma de L? e

as funcoes continuas sao densas em L?, é suficiente mostrar que a projecao de qualquer
)

funcao continua é constante p-quase sempre.

Dessa forma, seja ¢ : M — R continua. Temos que ¢* = ¢~ p-quase sempre por
4.1.6. O argumento nos paragrafos anteriores mostra que ¢* é constante ao longo folhas
estaveis e ¢~ é constante ao longo das folhas instaveis. A conclusao que queremos é que p*
é constante p-quase sempre. Para isto, basta mostrar em uma carta local, pois a variedade
M é conexa. Em uma carta local, apés uma mudanca suave de coordenadas, podemos
obter um par de folheagoes F; e Fy do cubo [-1,1]" por discos, e uma fun¢ao mensurédvel
¥ :[-1,1]" - R que é constante ao longo das folhas de F; e F5. Quando as folheagoes
Fi e F, sdo ao menos O, podemos realizar uma troca de coordenadas suaves de maneira,
que F; e F, sao folheagoes em coordenadas transversas. Nesse caso, o teorema de Fubini
implica que qualquer fungao mensuravel que é constante ao longo de duas coordenadas

transversas é p-quase sempre constante, completando a prova.

No argumento original de Hopf, as folheagoes estaveis e instdveis sio C* (hipStese
satisfeita nos exemplos que ele considerou). Porém, para um difeomorfismo ou fluxo
genérico de Anosov, as folheacoes estdveis e instaveis ndo sao C' (mesmo que as folhas
sejam tao diferencidveis quanto o préprio sistema) e, entao, a ultima parte do argumento
nao se aplica. Anosov e Sinai conseguiram contornar esse problema, provando que as
folhacdes de um difeomorfismo de Anosov ao menos C*** satisfazem uma propriedade

mais fraca, chamada de continuidade absoluta, a qual é suficiente para finalizar a prova.

A ideia intuitiva por trdas do argumento ja é bem ilustrada em sua versao abstrata,
que acabamos de descrever. Porém, ainda podemos aplicar esse argumento para uma
classe mais simples de sistemas de maneira concreta. Apresentamos em 3.4.1 a construcao
de um Automorfismo Toral de Anosov. Vamos provar agora, utilizando o argumento de

Hopf, que o exemplo dado em 3.4.5 é ergédico. Para isto, considere

21
11

2 . ~ . ~ . . .
Duas medidas a e 3 sao equivalentes se sao absolutamente continuas uma com respeito a outra, isto

é, possuem os mesmos conjuntos de medida nula.
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Como o determinante de A é 1, é possivel mostrar que f4 preserva a medida de Lebesgue
m no toro, veja em Viana e Oliveira (2019, p. 112). Lembre-se que, para o autoespago E°
associado a um dos autovalores de A, as translaces a + E?, para a € R?, sao ditas folhas
estaveis e a familia de todos os subespacos afins dessa forma, variando a € R?, forma uma
folheacdo estavel de R%. Analogamente, o mesmo vale para o autoespaco E*, formando
uma folheacdo instavel de R%. Projetando ambas folheacoes pela 7, obtemos folheacoes
W?* e W" do toro, ditas estavel e instavel, respectivamente. As folhas das duas folheagoes

se intersectam transversalmente em um subconjunto denso de T2

Estas folheagoes sao invariantes por fa. Temos que, para quaisquer x e y na

mesma folha estavel,
Jim d(5(2), F3(0)) = 0.

E, se y e z estao na mesma folha instavel,

lim d(f™"(y), f7"(2)) = 0.
Agora, tome ¢ : T? - R continua e considere as médias temporais:

1 n-1 . 1 n-1 .
p"(2) = lim = 3" o(fi(2)) e ¢™(z) = lim = 37 (£’ (2))

definidas, pelo Teorema 4.1.2, para m-quase todo ponto de T?. Sabemos que essas médias

sao iguais m-quase sempre, pois fa ¢é invertivel.

Da mesma forma que no caso abstrato, podemos mostrar que ¢ é constante em
toda folha de W* e ¢~ é constante em toda folha de W*. De fato, se ¢*(x) existe e
y e Wi(x), entdo d(f}(x), f4(y)) = 0,7 — oo, e como ¢ é continua

e(f4(2)) = e(fi(y)) = 0,5 — oo.

Logo, a média de Cesaro também converge para zero:

lim 1§¢<fi<x>> (i) = 0.

n—-oo n i
Entao ¢*(y) existe e é igual a " (x). O argumento para o caso ¢~ é andlogo.

Dados um subconjunto aberto R c T? e x € R, denotamos por W*(z, R) a com-
ponente conexa de W*(x) n R que contém z e, da mesma forma, denotamos W"(z, R)
para a componente conexa de W*(z) n R que contém z. Dizemos que R é um retangulo

se W?(z, R) intersecta W"(y, R) em um tnico ponto, para todo x e y € R.

Seja X c T? o conjunto com medida total no qual os limites ¢* e ¢~ existem e

coincidem.

Lema 4.2.1. Dado qualquer retangulo R c T?, existe wm conjunto mensurdvel Yr c XN R
tal que m(R\Yg) = 0 e, dados quaisquer x e y € Yg, existem x' e y' € X n R tais que
' eW(z,R), y' e W (y,R) ey e W'(z').
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Demonstragao. Representaremos por m a medida de Lebesgue na folha estdvel W*(x) de
cada z € T?. Note que m(R\X) = 0. Entdo, pelo teorema de Fubini (utilizando a estrutura
de produto local desse retangulo e utilizando a formula de mudanga de variavel), temos
que

m;,(W*(x, R)\X) =0, para quase todo x € R.

Defina Yg = {z ¢ X n R: mi(W?*(z, R)\X) = 0}. Entdo Yz tem medida total em
R. Dados x,y € R, considere

m:W*(x,R) > W(y, R)
' e w(2") =W(a', R) nW*(y, R).
Esta aplicacao é afim e, portanto, tem a seguinte propriedade:

m;(E) =0 <= my(r(F)) =0.

Em particular, a imagem de W?*(z, R) n X pela fungao 7 tem medida total em W*(y, R).

De fato, note que
Ws(z,R) = (W?*(xz,R)n X)u (W*(x, R)\X).
Assim, aplicando m em ambos lados temos
Wi (y,R) =m(W?*(z, R) n X) ur(W?*(x, R)\X),
em que ms(W?*(z, R)\X =0) e portanto
m, (W*(y, R)) = my(x(W?*(z, R) n X)).

Consequentemente, essa imagem intersecta W*(y, R) n X. Em outras palavras, existe
' e W (x,R) n X cuja imagem y' = w(x’) estd em W*(y, R). Observando que z’ e ¢/
estao na mesma folha instavel, pela definicao da 7, vemos que esses pontos satisfazem as

condicoes na conclusao do lema. O

Considere um retangulo qualquer R. Dados x,y € Yg, considere ' e 3 em X
dados pelo Lema. Usando que ¢* e ¢~ sdo constantes ao longo das folhas estaveis e

instaveis, obtemos:
(@) =" (@) =" (@) = (@) =7 () =" (¥) = " (y) =" ()

Isto mostra que as funcoes p* e ¢~ coincidem e sdo constantes em Ygi. Agora seja

Rq,..., Ry uma cobertura finita do toro por retangulos. Considere

=

1l
—_

YZ YR--

J
J
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Temos claramente que m(Y') = 1, uma vez que Y n R; > Y, tem medida total em Rj,
para todo j. Afirmamos que ¢* = ¢~ é constante em todo Y. De fato, dados quaisquer
k,le{l,...,N} podemos encontrar jo = k,ji,...,J, = [ tais que cada Rj, intersecta R, ,
(conexidade por caminhos do toro). Lembrando que R; é aberto e Y; é um subconjunto
de medida total, obtemos que cada Y}, intersecta Yj, ,. Entao ¢ = ¢~ é constante na

uniao de todos Yj,. Logo, como qualquer funcao continua ¢é constante, f4 é ergddica.

4.3 CONTINUIDADE ABSOLUTA

A propriedade que iremos explorar nesta secao é dita continuidade absoluta das
folheacoes. Ela é essencial para aplicar o argumento de Hopf no caso dos difeomorfismos

de Anosov C? conservativos. Esta propriedade foi introduzida por Anosov.

Inicialmente fixaremos a notacao. Considere f : M — M um difeomorfismo C?
de uma variedade Riemanniana compacta M diferenciavel e seja W uma folheacao de M
com folhas diferencidveis. Fixe x € M e considere variedades locais W,.(w) em pontos
w € B(x,r), r > 0. Como Wj,.(w) é uma subvariedade suave, a restrigao da métrica
Riemanniana a Wi,(w) gera um volume Riemanniano my,__(w) em Wis(w), dito volume

na folha.

A propriedade de continuidade absoluta concerne a seguinte questao: Dado um
conjunto de Borel E c B(z,r) de volume positivo, a interseccao E n Wi,.(y) pode ter
medida nula, com respeito ao volume Riemanniano induzido na folha, para quase todo
y € E7 Se a folheagao W for suave, pelo Teorema de Fubini, £ n Wj,.(y) tem medida
positiva, para quase todo y € B(x,r). Se a folheagao é apenas continua, a propriedade de

continuidade absoluta pode falhar (veja um exemplo em Pesin (2004, p. 86)).

Uma maneira de mostrar a continuidade absoluta ¢ utilizando as funcoes holono-

mias associadas a folheacao. Definimos agora esse conceito:

Definicao 4.3.1. Considere um difeomorfismo hiperbélico f de classe C? com uma de-
composicao invariante do fibrado tangente. Seja W?* a folheacao tangente a distribuicao
estavel £°. Fixe um x € M e um r > 0 e considere a familia das variedades locais estaveis
L(x) ={Wy (w):we B(x,r)}. Escolha dois discos locais D; e Dy transversos a L£(x) e
defina a funciao holonomia 7 = w(xz, W) : D! - D? da seguinte maneira: m(y) é o tnico
ponto da intersecio D* n Wi (w), em que W _(w) é a folha estavel local que contém y,

para w € B(z,r).

Temos que a fungao holonomia 7 é um homeomorfismo com sua imagem.
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Figura 16 — Ilustracao da fun¢ao holonomia 7 ao longo das folhas estaveis locais.

B(z,r)

lf)c(w)

N 2
D! D

Fonte: Elaboracao prépria.

Uma fungao invertivel T: X — Y, entre espacos de medida (X, v) e (Y, ), é dita
absolutamente continua se a medida p é absolutamente continua com respeito a medida
T.v=voT™ Istoé pu(A) =0 sempre que T,v(A) = 0, para todo A ¢ Y mensuravel.

Nesse caso, definimos o Jacobiano Jac(T)(z) de T em x (especificado pelas medidas v e

i) como a derivada de Radon-Nikodym ou seja

_ar
d(T.v)’
u(A) = /I;Jac(T)(x)d(T*u)(x), para todo A c Y mensurdvel.

Se X é um espago métrico, entao, para p-quase todo x € X, temos

o (T (BGr)
Jac(T)(z) = L—»o J(B)

Considere m o volume Riemanniano em M. Dada uma subvariedade D em M, consi-
dere mp o volume Riemanniano induzido em D. Seja Jac(m)(y) o Jacobiano da funcao

holonomia 7 no ponto y € D*, especificado pelas medidas mp1 e mpe.

E possivel mostrar que a funcao holonomia 7 é absolutamente continua e que
seu Jacobiano é limitado superiormente e inferiormente por constantes positivas e entao
utilizar isso para provar a continuidade absoluta das folheagdes. A demonstracao do

teorema a seguir pode ser encontrada em Pesin (2004, p. 77).

Teorema 4.3.2 (Continuidade absoluta da holonomia estavel). Seja f um difeomorfismo
C? de Anosov em uma variedade diferencidvel compacta M. Dado x € M e dois discos
D' e D?, transversos a familia L£(x) das variedades estdveis locais, a funcdio holonomia
7 D' — D? € absolutamente continua (com respeito as medidas mpi e mp2) e seu

Jacobiano € limitado superiormente e inferiormente por constantes positivas.
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Observagao 4.3.3. Temos, em Barreira e Pesin (2013, p. 186), que o Jacobiano pode ser
computado pela seguinte férmula

Jac(m)(y) =[]

neo Jac(df i by o)

Dado x € M,r > 0, defina

Qz)= U Wi(w).
weB(x,r)
Considere a particao mensuravel ¢ de Q(z) em variedades locais. Seja v uma medida
de probabilidade equivalente ao volume Riemanniano m em M e invariante por f. Pelo
Teorema 4.1.13, existe uma desintegracao {vw;, (w) : w € B(x,r)} e uma medida quociente
v em Q(x)/€. Identificamos o espaco quociente Q(z)/€ com um disco aberto transverso
D (transverso as variedades locais W.(w)). Denotamos por p a medida quociente em
D. O teorema a seguir nos diz que a folheacao W satisfaz o Teorema de Fubini, isto é,

podemos integrar primeiro ao longo das folhas locais e depois ao longo de um transversal.

Teorema 4.3.4. 1. As medidas vy, (w) e my, (w) sio equivalentes, para v-quase
todo w € B(x,r).

2. A medida quociente Up € equivalente a medida mp.

Demonstragao. Considere T = {D(w) : w € B(x,r)}, a familia de transversais disjuntos
diferencidveis a familia de variedades locais £(z). Esta familia gera uma particao n da
bola B(z,r). Denote por mp(w) o volume Riemanniano induzido em D(w). Ainda
mais, denote por vp(w) as medidas condicionais geradas pela medida v e a parti¢ao 7.
Perceba que B(x,7)/n pode ser identificado com uma variedade local W),.(w), para algum

w e B(x,r), e, entdo, denote a medida quociente por oy, (w).

Como a partigao n é diferenciavel, existem fungoes continuas g(w, z) e h(w) tais

que, para w € B(x,r) e z € D(w),
dvp(w)(2) = g(w, 2)dmp(w)(2) e i, (w) = h(w)dmy, ().

De fato, existe um difeomorfismo local ¢ : T - R"™ = R¥ x R"* que retifica a particio 7,
em que k = dim D(y),y € Wioe(w). Isto é, a mapeia em uma particao do aberto B* x B"™*
(bolas unitarias em R* e R" respectivamente) por subespacos paralelos a R* e mapeia
Wioe(w) em B™*. Depois, basta aplicar o Teorema de Fubini com a medida ¢,v que é

equivalente ao volume em R".
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Considere X c Q(z) conjunto de Borel de medida v positiva. Temos
X) = f f 2)d dp
)= [ [ v )dup() (i, (1)
=[x 2)g(w, )dmp () ()din,, (w)
B(z,r)/n J D(w)
[ xw,2)g(w,2) Jac( ) (y)dmn (w0) (5)diw, (1),
B(z,r)/n J D(wo)

em que Ty, ¢ a fungdo holonomia entre os transversais D(wg) e D(w), z = Tyuw(y) €
Jac(mpyw)(y) € o jacobiano da holonomia no ponto y. Na tltima igualdade, mudamos o
transversal D(w) para um transversal fixo D(wy) e o Jacobiano aparece pela férmula de

mudanca de variavel. Aplicando Fubini obtemos
()= [ e, 2)g(w, 2) ac(Tug) (9) i, (w)dm (w0) (9)
D(wo) J B(z,r)/n
= e 2)g(w, ) Jac( ) (g ()i, (w)dm (w0) (3).
D(’LU()) Wloc(w)

Pela defini¢ao de desintegrac@o, para as medidas condicionais {vy; (w) : w €

B(z,r)} é vélido que

v(X) = [ o @)(X AW (@))din() = [ [ e, y)dv, (@) (@)din(w).

loc (w)

Pela unicidade da desintegracao, segue que vy (w) é equivalente a my,  (w) para

v-quase todo w € B(x,r) e que vp é equivalente a mp. O

Temos a seguinte consequéncia do teorema anterior:

Corolario 4.3.5. Se E2 c M ¢é mensurdvel tal que m(E) =0, entao my,, )(E) =0, para

m-quase todo w e M.

Demonstragao. Seja r > 0 suficientemente pequeno e {B(z;,r)}", cobertura de M. Seja
E; = En B(x;,7). Note que se m(E;) =0 entao v(E;) =0 em cada bola. Vamos mostrar

para um ¢ fixado. Pela desintegragao de v temos
0=1(E) = [ vy, () (B)din(w).
Portanto, vy, (w)(E) =0 para vp-quase todo w € D, o que implica que
v, (w)(E) = 0 para v-quase todo w € B(x,T),
pois

0= ip({we D : vay,, (w)(E) > 0})
= (7w e Dt vy, (w)(E) > 0))
= v({we B(a,r) : vy, (w)(E) > 0})
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em que m é a projecdo canonica de B(z,r) em D. Assim, como my, (w) e vy, (w)
sao equivalentes para v-quase todo w € B(x,r), temos que my,, (w)(E) = 0 para v-quase

todo w € B(x,r), e portanto

mw,,.(w)(E) =0 para m-quase todo w € B(zx,r).

As seguintes propriedades seguem da continuidade absoluta da folheacao:

i) Se Ac M ¢ conjunto mensurdvel, entao

m(A) =0 «<— leoc(w)(A) = (0, para m quase todo w e M.

ii) Se D é um disco pequeno transverso a uma folha local de W e T'c D é um conjunto
nulo em D (com respeito ao volume Riemanniano induzido em D), entdo a uniao

das folhas de W que passam por pontos em 71" tem volume nulo em M, ou seja,

m(U Wloc(Z)) =0.

z€eT
4.4 ERGODICIDADE

Finalmente, provamos a ergodicidade.

Teorema 4.4.1. Seja f: M — M Anosov de classe C%. Se f preserva volume Rieman-

niano, entao f € ergodico.

Demonstracao. Seja ¢ : M — R fungao continua. Pelo Teorema Ergodicidade de Birkhoff,

existem fungoes ¢* e ¢~ que sao iguais, para m-quase todo x € M.

Pelo argumento de Hopf, é suficiente mostrar que ¢ é constante em quase todo
M. Seja My o conjunto de medida total em que ¢ e ¢~ estao definidas e sao iguais.
Para cada = € Mj e cada z na variedade local estavel W}’ (z) temos ¢*(x) = ¢*(2). Pela
continuidade absoluta da folheacao estavel e por m(M§) = 0, temos que mwe (M§) =0,
para m-quase todo x € M. Ou seja, para quase todo x € M, quase todo z € W _(z)
pertence a My. Defina G = {z € W (x) : z ¢ My}. Dessa forma, das consequéncias da

continuidade absoluta da folheagao instavel,

n(Uwe)-o

zeG

Para y perto de z, temos que w € W} () n W.(y). Note que, se w ¢ Mo,

entdo w € G. Como w € W (y), temos que y € W (w) e, consequentemente, y €
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Usec Wi.(2), que tem medida nula. Logo, para quase todo y perto suficiente de z, o

ponto w € W () n Wk .(y) estd em M e segue que
v (@) = (W) = o~ (w) = ™ (y)-

Logo, ¢ é constante quase sempre em uma vizinhanca de z. Como quaisquer dois pon-
tos de M podem ser conectados por um caminho contido em uma uniao finita de tais

vizinhancas, p* é constante m-quase sempre em M. a

Observagao 4.4.2. Aqui, em particular, provamos a ergodicidade para uma funcao f que
preserva volume Riemanniano m. Porém, ainda é vélido para uma funcao f que preserva
uma medida finita equivalente ao volume Riemanniano. Além disso, poderiamos também

mostrar para f de classe C1*™°.
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5 ENFRAQUECIMENTO DA NOCAO DE HIPERBOLICIDADE

No Capitulo 3, foi introduzido o conceito de hiperbolicidade uniforme, no qual a
dinamica exibe, localmente, direcoes complementares de contracao e expansao com taxas
uniformemente limitadas. No entanto, as hipoteses necessarias para que um sistema exiba
hiperbolicidade uniforme sao bastante restritivas, e percebeu-se que tal propriedade nao

¢é tao universal quanto se imaginava inicialmente.

A nocao de hiperbolicidade uniforme pode ser generalizada de diversas maneiras.
Uma dessas maneiras € relaxar a exigéncia de uniformidade nas taxas de contracao e ex-
pansdo, dando origem & chamada hiperbolicidade nao-uniforme!. Outra generalizacao é
nocao de hiperbolicidade parcial, que pode ser uniforme ou nao-uniforme, na qual se ad-
mite uma dire¢ao neutra na decomposicao do espaco tangente. A teoria de hiperbolicidade
parcial mostrou que mesmo uma quantidade limitada da dicotomia expansao-contracao
¢é suficiente para produzir propriedades que os sistemas uniformemente hiperbdlicos pos-
suem. Um dos objetivos de estudar a hiperbolicidade parcial é entender quais das pro-
priedades que temos para hiperbolicidade uniforme ainda resistem. Vamos comentar
brevemente sobre a nogao de ergodicidade no contexto parcialmente hiperbdlico com o
objetivo de comparar com o que foi visto para o caso uniforme e também comentar sobre

OS avancos nessa area.

5.1 HIPERBOLICIDADE PARCIAL

Existem varias tentativas de formular uma nocao mais fraca de hiperbolicidade,
que na maioria das vezes recebe o nome de hiperbolicidade parcial. Essa no¢ao normal-
mente tem uma caracteristica em comum: pedindo a contragao e expansao, mas permi-
tindo uma dire¢do neutra (com algumas caracteristicas). Nesse sentido existem vérias
defini¢oes, dependendo do autor, ou da area de pesquisa. Nesta secao algumas serao

apresentadas.

Comecamos com uma definicao mais geral, a ideia de uma decomposi¢ao domi-
nada. Tanto em referéncias como (CROVISIER; POTRIE, 2015) e (BONATTI; DIAZ;
VIANA, 2004) os autores definem hiperbolicidade parcial como um caso especifico de

decomposi¢ao dominada. Este conceito foi introduzido por Mane (1973).

Definicao 5.1.1. Seja f: M - M um difeomorfismo em uma variedade Riemanniana M
fechada e A um conjunto f-invariante. Uma decomposicao T,M = Ei(z) & --- & Ey(z),

x € A do fibrado tangente sobre A é dita dominada se

! Consulte Bonatti, Diaz e Viana (2004) para mais detalhes sobre hiperbolicidade nao-uniforme.
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i) E invariante pela derivada df, isto ¢, df,(E'(z)) = E'(f(z)) para todoi=1,... k.

ii) Existem C' > 0 e A < 1 tais que para todo par de vetores unitarios u € F;(z) e
veEj(x),i<],

4O v g s 1

ldfz (v)]
Podemos trocar a condigao ii) pela existéncia de N > 0 tal que para qualquer

x € A e para quaisquer vetores unitarios u € F;(x),v € E;yq
1
ldfe el < 1dfz"vl,
para cada i€ {l,...,k—1}.

Definicao 5.1.2. Uma distribuicao invariante £ c Ty M é dita uniformemente contraida
por df se, e somente se, existem C' >0 e A € (0,1) de tal maneira que, para quaisquer
relNeue E(x),

Idfru| < CN*|ul|, Vn > 0.

Similarmente, é uniformemente expandida se, e somente se, existem C' >0 e A€ (0, 1) tais

que para quaisquer z € A e u € E(z),

ldf:"ul < CX*|ul, vn > 0.

A decomposicao dominada exibe diversas propriedades, algumas que ja foram

apresentadas no caso uniforme.

Unicidade: Se fixarmos as dimensoes das distribuig¢oes, a decomposigao € tinica: Seja d a
dimensao da variedade e d = ni+...+ny. Entao existe no maximo uma decomposi¢ao
dominada TAM = E; @ --- ® Ej, sobre A com dim E; = n;, para todo i € {1,... k}.
Se nao houvesse uma dimensao fixada, poderiamos ter mais de uma decomposicao
dominada, por exemplo: se F° & F°® E* é dominada, entao £ & E* e E° @ F, em

que E=FE°® E°e I'= F°® E", também sao decomposicoes dominadas.

Transversalidade: Os angulos entre quaisquer duas distribui¢oes de uma decomposicao

dominada sao uniformemente limitados inferiormente por um ntmero positivo.

Continuidade: Cada decomposicao limitada é continua, significando que E;(x) depende

continuamente de z, para cada i.

Extensao para o fecho: Toda decomposi¢ao I-dominada sobre um conjunto A pode ser

estendida para uma decomposicao [-dominada sobre o fecho de A.

Extensao para uma vizinhanga: Seja A um conjunto f-invariante com uma decom-
posicao dominada. Entao, tal decomposicao pode ser estendida de maneira domi-

nada para o conjunto maximal invariante por f em uma vizinhanca de A.
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Persisténcia: Toda decomposicdo dominada persiste sobre pertubacoes C*.

Clustering: Suponha que F; & --- & E}, ¢ uma decomposicao dominada e 1 <7< j <k,

com ¢ > 1 ou j < k. Entao
El@"'@Ei_l®F®Ej+1®"'®Ek,
em que F'= F; ®---® F; ¢ decomposicao dominada.

Subdecomposigao: Seja £} @---® Ej, uma decomposicao dominada e F; = F1 &---@ ),

¢ uma decomposicao dominada. Entao
El@...Ej_l@F1®"'®Fm®Ej+1@"'®Ek
é decomposicao dominada.

Métrica adaptada A decomposicao dominada nao depende da métrica Riemanniana,
porém as constantes C' e A dependem. Para qualquer conjunto A f-invariante que
admite uma decomposi¢do dominada, existe uma métrica Riemanniana suave | - |
que é adaptada a decomposicao dominada. Isto é, podemos escolher C' = 1 na

definicao de distribuicao uniforme.

As provas de cada uma dessas propriedades podem ser encontradas em Bonatti,
Diaz e Viana (2004, p. 290).

A partir da definicdo de decomposicao dominada é possivel definir formalmente

o que significa hiperbolicidade parcial.

Definicao 5.1.3. Seja f difeomorfismo e A um conjunto f-invariante com decomposicao
dominada Th\M = E; @ ---® E}. Dizemos que o conjunto A é parcialmente hiperbdlico se,

ou a restricao de df" contrai uniformemente F;, ou expande uniformemente E}.

Para enfatizar a contragao (e/ou expansao) iremos denotar a decomposicao do-
minada como
TM=FeLEi®---©L ®FL"

As distribuicoes Ef sao chamadas de distribuicoes centrais.

A defini¢do de hiperbolicidade parcial as vezes é mais restritiva. Existem auto-
res que requerem que ambas distribuicoes extremas sejam uniformes, essa versao é dita

hiperbolicidade parcial forte.

Ainda mais, quando definindo dominacao, existem autores que pedem que a ex-

pansdo méaxima de df’
de df!

g, em qualquer ponto x € A seja menos que a expansao minima

E,., em qualquer ponto de A. Hirsch, Pugh e Shub (1977) chamam essa versao de
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hiperbolicidade absolutamente normal e chamam a versao que foi apresentada acima de

hiperbolicidade normal relativa.

No restante do capitulo iremos adotar uma definicao que é comum em trabalhos
modernos, mas que, como mostraremos, ¢ um caso da definicao acima de decomposicao

dominada. Hiperbolicidade parcial pode ser definida da seguinte maneira:

Um difeomorfismo f : M — M de uma variedade compacta M é parcialmente
hiperbdlico se existe uma decomposigao nao trivial do fibrado tangente TM = F*® E°@® E*
que ¢ invariante sob df. Ainda, existe métrica Riemanniana para a qual existem funcoes

reais continuas positivas v, 7,~y,4 com

vo<lev<y<At<pt

tais que, para qualquer vetor unitario v e T, M,

ldfav] < v (), se v € B°(x),
v(@) <[ldfev] <4(2), se v € B(x),
v(x)7t <|df.v], se v e E%(x).

Note que, para u € E*(x) unitario e para n € N,

] -1 -1
dffu| = |df pn1g o dfPtul| =2 < v(f" 7 (2)) | df 2 u
Jafzal = i < v @)l

<o <o (FN@)) () .

Da mesma maneira, para v € E°(z) unitdrio e n € N,

ldfzol >y (f" (@) ..y (f @)y (@)]v].

Assim

ldful  v(F() () 5 )
4ol @) - L))

Seja 6 = max v(x)

L @) < 1. Logo

larzel H @) g
ol < L5y 7
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Com o mesmo argumento é possivel mostrar que existe 7 < 1 tal que parav € E°(x)

e w € E"(x) unitérios,
[dfzv]
ldfw]

<", ¥n>1.

. . 1
Assim existe N € N tal que max{é",n"} < 3 portanto,

ldfsu] 1 ldfa"v] 1
ldfXvl 2 dffw] 27

para u € E°(x), ve E°(x), we E*(x) e x € M. Dessa forma, essa defini¢ao se encaixa no

caso de decomposicao dominada.

Assim como um difeomorfismo de Anosov, para os difeomorfismos parcialmente
hiperbdlicos, os fibrados F* e E* sao integraveis e tangentes a folheacoes W*® e W", res-
pectivamente. Estas folheagoes sao ditas (fortemente) estével e instével, respectivamente.

A prova do teorema a seguir pode ser encontrada em Brin e Pesin (1974) e Hirsch, Pugh
e Shub (1977):

Teorema 5.1.4. Assumindo dim E* > 0 existe uma familia unica W* de subvariedades
Ct imersas {W"(z) + x € M} tal que x € W*(z) e W*(x) € tangente a E“(z), para
todo x € M. Essa familia € invariante no sentido que f(W"(x)) = W"(f(z)), para todo
xeM, e as folhas W*(z) sao uniformemente contraidas por alguma iterag¢ao negativa de
f. Ainda mais, W*(x) € uma laminagao continua de M, significando que em cada ponto

existe uma carta local continua que trivializa as folhas e € uniformemente C" ao longo de
cada folha.

De maneira geral, folheacoes fortemente estaveis e instaveis existem para qual-
quer subconjunto invariante A ¢ M admitindo uma decomposi¢ao dominada como acima

(conjuntos parcialmente hiperbdlicos).

Agora, as propriedades da distribuicao central E¢ sao diferentes. Ainda existem
muitas questoes em aberto, incluindo a existéncia de uma folhagao tangente a essa diregao.
O que sabemos é que quando a distribuicao central tem dimensao maior que 1, nao é

geralmente integravel.

Podemos tomar as somas E°® F° e E°@® E" e as folheagoes tangentes a elas,
(fracamente) estavel e (fracamente) instdvel (ou também ditas centro-estavel/instavel).
Quando ambas folheagoes W e W existem, a intersecao das folhas define uma folheacao

central W€ e dizemos que o sistema é dinamicamente coerente.

Como hiperbolicidade parcial é uma condicao robusta, pequenas perturbacoes
C' dos exemplos ainda possuem essa caracteristica. Porém, essas pertubacdes nao sio

necessariamente conjugadas aos exemplos inicias, como seria o caso da hiperbolicidade
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uniforme e a propriedade de estabilidade estrutural. Ou seja, a condicao de hiperboli-
cidade parcial permanece, mas as propriedades dinamicas das perturbagoes podem ser

diferentes.

A seguir veremos alguns dos principais exemplos quando se trata de sistemas

parcialmente hiperbdlicos.

Exemplo 5.1.5 (Automorfismo do Toro). Como no exemplo de um automorfismo toral
de Anosov em 3.4.1, um elemento A € SL(d,Z) induz um difeomorfismo f4 em T¢. O
difeomorfismo é parcialmente hiperbdlico se A tem no minimo um autovalor menor que
1 em médulo (que automaticamente implica que existe um autovalor maior que 1 em

modulo). Note que essa familia inclui os automorfismos torais de Anosov.

Em dimensao 3, temos possibilidades que podem ser divididas nos seguintes casos:

1. Um autovalor de modulo 1. Nesse caso o autovalor é tnico e real.

2. Trés autovalores diferentes e reais com modulos diferentes de 1. Nesse caso fa é
parcialmente hiperbdlica de duas maneiras diferentes: podemos considerar que f4
nao tem direcao central ou podemos considerar o autovalor do meio como direcao

central.

3. Dois autovalores complexos. Nesse caso f é parcialmente hiperbdlica com a diregao

central trivial.

As possibilidades de entender difeomorfismos f, como parcialmente hiperbdlicos

crescem com dimensoes maiores.

Exemplo 5.1.6. Considere f: M — M um difeomorfismo de Anosov e {g, : x € M} uma

familia de difeomorfismos de N que dependem suavemente de x e satisfazem

. . -1 -1
max |df g o) | < minmin |d(g;"), |

: -1 -1
< maxmax |d(g. )y | < min |df ™|y

A funcao

F:MxN->MxN
(z,y) = (f(2),9:(v))

¢é parcialmente hiperbdlica.

Podemos comentar também da versao algebrica desse exemplo, dita uma extensao

de grupo, no qual G é um grupo de Lie compacto e ¢ : M - G uma fungao suave em M.
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Definimos

Fo: MxG—-MxG
(z,y) = (f(2),p(7)g),

A fungao F,, é parcialmente hiperbdélica pois translagoes a esquerda sao isometrias

de G na métrica bi-invariante (invariante sob translacoes a direita e a esquerda).

Brin e Pesin (1974) mostraram que as extensdes de grupo sdo parcialmente hi-

perbdlicas.

Agora definimos a nocao de hiperbolicidade para fluxos, com o objetivo de rela-
cionar com a hiperbolicidade parcial: Sabemos que cada campo vetorial suave X em uma
variedade suave compacta M pode ser unicamente integrado, isto é, dado x € M existe

uma curva suave ¥® : R » M, tal que Y (0) =z e

LAO(s)| =X W),

d
para cada t. Podemos definir um fluxo continuo ¢*: M — M tal que X (x) = %ft(x)
t=0

por ¢'(z) =7 ().

Definigao 5.1.7. Dizemos que ¢' : M - M é um fluxo de Anosov (ou que M é hi-

perbdlico) se existe uma decomposicao do fibrado tangente, para todo x € M,
T.M = E*(x) ® E°(z) ® E*(x)

e constantes C'>0 e 0 < A <1 tais que

1. E%(x) é o espaco unidimensional gerado pelo vetor X (z).
2. dpl E*(x) = E°(¢'(2)) e dpt. E*(x) = E*(¢"(x)), para t € R.
3. Parat>0
ldezv] < CX o], v e E*(x),
[dez'v] < CA o], v e B(x).
As distribuigoes E° = | J E*(z) e E* = | J E"(x) integram para folheagoes estdvel

xreM xreM
e instavel W*® e W*, respectivamente, para o fluxo.

Um exemplo de fluxo de Anosov é um fluxo especial sobre um difeomorfismo de
Anosov. Dado um difeomorfismo de uma variedade Riemanniana M e uma funcao suave

positiva h : M — R consideramos o espaco quociente

My ={(z,t)e M xR :0<t<h(z)}/ =
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em que = é a relacao de equivaléncia (z,h(x)) = (f(x),0). O fluxo especial ¢ : M), = M,
com uma fun¢ao teto A move um ponto (x,0) ao longo de {x} xRy para (x,h(x)), entao

pula para (f(z),0) e continua ao longo de {f(z)} x R.

Em razao da prépria definicao, dado um fluxo de Anosov ' em M compacta, para
cada t € R, a funcao o' é parcialmente hiperbdlica com uma direcao central unidimensional

gerada pelo campo vetorial.

5.2 ERGODICIDADE EM SISTEMAS PARCIALMENTE HIPERBOLICOS

Agora vamos tratar a questao da ergodicidade para sistemas parcialmente hi-
perbélicos. Seja diff*(M) o espaco dos difeomorfismos de classe C? de M. Para uma
medida suave® j em M, considere diffi(]\/[ ) os elementos de diff>(M) que preservam .
Dizemos que f € diffi(]\/[ ) é estavelmente ergédico se existe uma vizinhanga U € diffi(M )

de f, tal que cada g e U é ergddico com respeito a .

Combinando os resultados que ja foram vistos nesse trabalho, temos que os dife-
omorfismos f € diffi(M ) que sao Anosov sao estavelmente ergddicos. Note que utilizamos
a topologia C? em diffi(M ) para definir estabilidade ergdédica, mas, na maioria dos ca-

sos, propriedades que sao abertas em diff’ (M) sao C'-abertas e propriedades densas sdo

C"-densas.

Nesta segdo comentaremos sobre uma conjectura atribuida a Pugh e Shub (1997)

e algumas das versoes em que a conjectura foi provada.

Conjectura 5.2.1. Em uma variedade compacta, ergodicidade é valida para um conjunto
aberto e denso de difeomorfismos parcialmente hiperbélicos C* que preservam volume (com

E® e E" nao triviais).

A conjectura foi provada, por exemplo, para o caso em que a distribuicao central
é unidimensional, por Rodriguez-Hertz, Rodriguez-Hertz e Ures (2006). Avila, Crovisier e
Wilkinson (2017) mostraram uma versao C' da conjectura, isto é, eles provaram o seguinte

teorema:

Teorema 5.2.2. Ergodicidade estdvel é C'-densa no espaco dos difeomorfismos parcial-
mente hiperbolicos C" que preservam volume em uma variedade compacta e conexa, para
r>1.

A conjectura pode reescrita utilizando o conceito de acessibilidade®. Grayson,
Pugh e Shub (1994) introduziram esse conceito como substituto para a propriedade

de transversalidade das folheacgoes estavel e instavel em difeomorfismos de Anosov. De

Equivalente ao volume Riemanniano em M
A nomenclatura que vem da Teoria do Controle.
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fato, no caso de Anosov, a transversalidade das folheagoes implica que o difeomorfismo é

acessivel.

Definicao 5.2.3. Seja f: M — M difeomorfismo parcialmente hiperbdlico com decom-
posicao TM = E°* @ E°® E*. A funcao f é acessivel se qualquer ponto em M pode
ser acessado de qualquer outro por um caminho-us, que é uma concatenacao de finitos

subcaminhos, cada um inteiramente em uma tnica folha de W?* ou de W".

Figura 17 — Ilustragao de um caminho-us entre os pontos p e ¢, passando pelos pontos de
intersecao zi, 29 € z3.

WH(z1)

W (p) W (22)

Fonte: Elaboragao prépria.

Acessibilidade é uma relagao de equivaléncia. A classe de acessibilidade de p € M
¢ o conjunto de todos os pontos ¢ € M que podem ser alcancados de p ao longo de um
caminho-us. Acessibilidade significa que existe apenas uma classe de acessibilidade, que

contém todos os pontos.

Podemos enfraquecer ligeiramente a definicao de acessibilidade da seguinte ma-

neira:

Definicao 5.2.4. Um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico f : M — M é essencial-
mente acessivel se todo conjunto mensuravel que é a uniao de classes de acessibilidades

inteiras tem volume total ou zero.

Dizemos que um conjunto é us-saturado se é a uniao de folhas instaveis e também
a uniao de folhas estaveis. O menor conjunto us-saturado que contém um dado ponto é
seu conjunto us-acessivel. Esses conjuntos particionam M. Se a particao tem apenas um
elemento, f tem a propriedade de acessibilidade. Se todo conjunto mensuravel que é a
uniao de conjuntos acessiveis tem medida zero ou total, dizemos que f tem a propriedade

de acessibilidade essencial.

Dessa maneira, a conjectura de Pugh e Shub se divide em duas conjecturas:

Conjectura 5.2.5. Acessibilidade vale para um conjunto denso e aberto dos difeomorfis-

mos parcialmente hiperbdlicos C? (que preservam ou ndo volume).
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Conjectura 5.2.6. Um difeomorfismo hiperbélico C* que preserva volume essencialmente

acessivel € ergodico.

Os autores da conjectura, juntamente com M. Grayson provaram inicialmente a
conjectura 5.2.6, em (GRAYSON; PUGH; SHUB, 1994) com as hipétese adicionais de
f ser dinamicamente coerente e center bunched (traduzimos bunched como agrupado ou

acumulado).

Definicao 5.2.7. Um difeomorfismo parcialmente hiperbélico é dito center bunched se

as funcgoes v, 7,y e 4 podem ser escolhidas de maneira que v < y9 e ¥ < 4.

A condicao de ser center bunched é uma condigao técnica que, de certa maneira,
significa que a acao da derivada df em FE° estd perto suficiente de ser conformal, de

maneira que a hiperbolicidade de f domine a nao-conformalidade de df em E°.

Em relacao a 5.2.5, a estabilidade C" ainda estd em aberto, porém o caso C* foi
estabelecido em (DOLGOPYAT; WILKINSON, 2003).

Burns e Wilkinson (2005) provaram uma versdo de 5.2.6 para difeomorfismos
que satisfazem apenas a condicao de ser center bunched. Isto é, o teorema provado é o

seguinte:

Teorema 5.2.8. Seja f difeomorfismo C?, preservando medida, parcialmente hiperbolico

e center bunched. Se f € essencialmente acessivel, entao f € ergodico.

A condicao de center bunching vale para qualquer f parcialmente hiperbdlico

quando dim(E°) =1, logo

Corolario 5.2.9. Considere f difeomorfismo C?, preservando medida, parcialmente hi-

perbolico com dim(E°) =1. Se f é essencialmente acessivel, f € ergddico.

Como no caso de Anosov, as distribuigoes £* e E* de difeomorfismos parcial-
mente hiperbdlicos sao tangentes as folheagoes W*® e W", respectivamente. Porém, as
distribui¢oes podem nao gerar T'M, o que implica que o argumento de Hopf pode falhar
sem condicoes adicionais. Com as condicoes de acessibilidade essencial e center bunched,

podemos aplicar o argumento de Hopf.

Vamos comentar algumas das principais ideias das provas de ergodicidade para
sistemas que possuem comportamento hiperbdlico. J& foi comentado em 4.2 o argumento

de Hopf. Podemos enuncid-lo de outra maneira:

Considere (M, B, i) espaco de medida em que M é espago métrico compacto, B

o-algebra de Borel e u medida invariante por um homeomorfismo f. Seja T a subalgebra



Capitulo 5. ENFRAQUECIMENTO DA NOCAO DE HIPERBOLICIDADE 114

que consiste em conjuntos de Borel que tem medida zero ou total. Dada uma subalgebra

A c B, sua saturacao com respeito a conjuntos de medida zero é

Satg(A) ={BeB:3Ae Acom u(Aa B)=0}*

Aqui utilizaremos novamente as relacoes de equivaléncia estaveis e instaveis. De-
notamos por § a o-dlgebra de Borel gerada pelas classes estaveis e por U a o-algebra de
Borel gerada pelas classes instaveis. Podemos escrever o argumento de Hopf da seguinte

maneira:

Teorema 5.2.10. Se Sato(S) nSatg(U) =T, entao f € ergddico.

Para a prova desse fato, utilizamos as ideias do Teorema Ergddico de Birkhoff,

isto é, utilizamos as médias temporais de uma funcao continua ¢.

Demonstracao. Suponha que f nao é ergddica. Entao existe fungao continua ¢ : M - R

tal que ¢ nao é constante quase sempre. Para r € R considere

G.(r)={xeM: o limite p*(x) existe e p*(z) <r}
G_(r)={xz e M: o limite ¢~ (x) existe e p~(z) < r}.

Estes conjuntos de Borel sao claramente invariantes por f e como p* é constante em
classes estaveis/instaveis, temos que G.(r) € S e G_(r) €U e, pelo Teorema de Birkhoff,

esses conjuntos diferem por um conjunto de medida zero. Logo,
G(r)=G_(r)nG.(r) € Saty(S) nSatg(U) =T.

Como ¢* é nado constante quase sempre, existe r tal que 0 < u({x e M : p*(x) <71}) <1
e, portanto, G(r) ¢ T, uma contradi¢ao. Dessa forma, ¢* é constante quase sempre e a

ergodicidade segue. O

Para um difeomorfismo de Anosov, a classe de equivaléncia estavel contendo um
ponto x é a folha W*(z) da folheagao estdvel. Similarmente para as classes de equivaléncia
instdveis. Entao, a o-dlgebra S consiste dos conjuntos de Borel U para os quais W*(z) c U,
sempre que x € U. A relacao da hipétese do argumento de Hopf segue da propriedade de

continuidade absoluta das folheagoes estavel e instavel.

No caso de f ser parcialmente hiperbdlico, as folheagoes estavel e instavel ainda
geram o-algebras de Borel B® e B", respectivamente. Entretanto, temos que S ¢ B* e
U c B", pois as classes estaveis/instdveis contendo um ponto z podem ser maiores que

W (x) e W"(x), em razao da possivel contracao/expansao na dire¢ao central. Segue que

Sato(S) N Sato(U) c Satg(B*) N Sate(B").

* AanB=A\BuB\A
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Da acessibidade essencial, temos que todo conjunto que é a uniao de conjuntos

acessiveis tem medida zero ou um, logo Sato(B*nB*) =T.

Dessa maneira, como Satg(B° nB") c Saty(B*) nSato(B") para garantir a ergodi-

cidade de f é suficiente mostrar que

S&to(Bs) N S&to(Bu) c Sat()(Bs N Bu)

Perceba que nao é verdade que dada duas o-dlgebras A e C sempre temos
Sato(.A) n Sato(C) = Satg(A n C)
De fato, considere o seguinte exemplo:

Exemplo 5.2.11. Sejam M = [0,1]* = I? equipado com a medida de Lebesgue, A a
subélgebra de Borel dos conjuntos de segmentos verticais {z} x I e C a subalgebra de

Borel dos conjuntos que ou contém I x {0} ou sao disjuntos de I x {0}.

Como I x {0} tem medida de Lebesgue nula em I?, entdo Satq(C) = B, pois
qualquer conjunto de Borel é igual, a menos de um conjunto de medida nula, a um

conjunto de C. Assim,

Satg(A) N Sat() (C) = Sato(.A) NnB= Sato(.A).

Ainda, temos que A consiste de conjuntos que sao unices de segmentos verticais.
Considere S € AnC. Entao, ou S contém I x {0}, ou é disjunto de I x {0}. No primeiro
caso, S deve conter todos os segmentos verticais e S = M. No segundo caso, como S é
unido de segmentos verticais, temos que S = @. Logo AnC = {M,z} e Satog(AnC) =T.
Dali,

Satg(ANC) =T # A c Satg(A) = Satg(A) n Saty(C).

Existem algumas condigoes sob quais a igualdade vale quando f é essencialmente
acessivel. Uma delas é pedir que f seja dinamicamente coerente e as folheacoes W e
W sejam absolutamente continuas. Esta é uma hipotese forte, uma folheacao central

“tipica” nao é absolutamente continua, veja (PESIN, 2004).

Outra condigao, como vimos acima, ¢ pedir que f além de ser essencialmente
acessivel e dinamicamente coerente, seja center bunched. Nesse caso, em (GRAYSON;
PUGH; SHUB, 1994) os autores utilizam uma cole¢ao de conjuntos especiais em cada
ponto x € M, chamados de Juliennes®. Pugh e Shub comentam que esses conjuntos sao

naturais quando estamos analisando holonomias.

> A nomenclaura vem do corte Julienne em funcio do seu formato.
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As Juliennes podem ser vistas como “bolas” distorcidas pela dinamica. Isto é,

fixado inteiro n > 0, um ponto x € M e constantes 7,0, tais que 0 < 7 < o < 1, denote

Bz, m) ={y e W*(x) : d(f™(2), f"(y)) < 7"}

Byi(x,7) ={y e W*(x) : d(f"(x), ["(y)) < 7"}

A Julienne J,(z) é definida como a folheagao produto
Jo(x) = Bi(x,7) x Bi(x,7) x B¢(x,0™),

em que B°(xz,0") é uma bola em W¢(z) centrada em x com raio ¢”. Também temos
as respectivas Juliennes centro-estavel e centro-instavel como as seguintes folheacoes pro-
duto:

J(x) = Bi(x,7) x B(x,0™), J&(x) = B (x,7) x B¢(x,0™).

A construcao desses conjuntos garante propriedades que sao suficientes para concluir a

ergodicidade.

Estes sao alguns resultados nessa direcao, porém existem diversos outros avancos

interessantes na area, que continua a crescer.
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6 CONCLUSAO

Nesse trabalho, estudamos a hiperbolicidade em sistemas dinamicos diferenciaveis.
No capitulo 3, vimos diversas propriedades de conjuntos hiperbdlicos, como por exemplo a
existéncia de uma norma Riemanniana adaptada, que torna o comportamento hiperbdlico
mais evidente. Vimos também que a hiperbolicidade ¢ uma propriedade robusta, isto é,
conjuntos hiperbélicos persistem sob pequenas perturbacdes C1. Além disso, o resultado
mais importante desse capitulo foi o Teorema da Variedade Estavel, o qual garante a
existéncia de variedades estaveis e instaveis locais de tamanho uniforme para cada ponto
do conjunto hiperbdlico. Tais conjuntos sao subvariedades mergulhadas de mesma classe
de diferenciabilidade do difeomorfismo e sao tangentes as distribuicoes estavel e instavel,
respectivamente. Iterando as variedades estaveis e instaveis locais, construimos as varie-

dades estaveis e instaveis globais.

No capitulo 4, foram revisados alguns conceitos da Teoria Ergddica, principal-
mente o Teorema Ergddico de Birkhoff. Além disso, estudamos o argumento de Hopf,
o qual aproveita as propriedades das variedades estaveis e instaveis para mostrar que as
médias temporais sao constantes quase sempre. O objetivo desse capitulo foi mostrar a
ergodicidade de difeomorfismos de Anosov conservativos de classe C?, utilizando o argu-
mento de Hopf. Para esse fim, é necessario garantir que as folheagoes estavel e instavel

sejam absolutamente continuas.

No capitulo 5, apresentamos generalizacoes da nocao classica de hiperbolicidade,
como a decomposicao dominada e a hiperbolicidade parcial. Estas nocgoes enfraquecem
as condicoes impostas pela hiperbolicidade uniforme, permitindo a existéncia de uma
diregao central que nao apresenta comportamento uniformemente expansivo ou contrativo.
Por fim, discutimos a ergodicidade em sistemas parcialmente hiperbdlicos, enunciando a
conjectura de Pugh—Shub, a qual sugere que a ergodicidade é uma propriedade aberta e
densa nos difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos de classe C2. Esta conjectura aponta

para direcoes naturais de futuras pesquisas na area.
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