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S I M _ B _ 0_L_0 G I _A

A lista seguinte descreve os símbolos adotados neste t r a b a ­

lho. A simbologia do Capítulo 3 é d e s crita durante o texto.

A ~ Area da secção transversal.

Atub-i - Dobro da área encerrada pela linha média da j-ésima
J

cavidade tubular.

b, b-̂  - C o m p r i m e n t o  da linha média da secção e do i-ésimo ele

mento, r e spectivamente.

C - Centróide da secção transversal.

Cj - C o n s tante da função e mpenamento de secções fechadas

ou m i s t a s .

D - Constante na expressão do fluxo de tensões cisalhan-

tes devido à flexão, em secções abertas.

D-t ■ ~ Constante da função e mpenamento de secções abertas.

E - Módulo de elasticidade.

f (z) ~ Função que considera a variação do empenamento das
secções t r ansversais ao longo da barra.

G - Módulo de elasticidade ao c i s a l h a m e n t o .

Ic ' - Momento de inércia central (dimensão L^}.

~ Momentos e produto de inércia de área (dimensão L^).

^riWc^Çwc ~ Produtos de inércia setoriais (dimensão L 5 ) .

J» Jtub “ Constante torcional (dimensão L^).

M t , m-f; " Momento torçor (dimensões FL e FLL"^, respectivamente)

Mw , “ Bimomento (dimensão FL.2).

n - Número de elementos da secção.

na ~ Número de elementos adicionais de secção aberta,

nccj -*■ Número de cavidades conexas (vizinhas) à cavidade j.

\
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nct - Numero de cavidades tubulares.

N, s - Sistema de r e f e r ê n c i a .ortogonal destrógiro, onde s é

medido segundo a linha média da seçção transversal, e 

positivo no sentido a n t i - h o r á r i o ; N é medido a partir 

da linha média, segundo a espessura t.

N z - Força normal ã secção transversal.

q - Fluxo de tensões cisalh a n t e s  em geral (dimensão FL

q* - Fluxo de tensões cisalh a n t e s  primário, ou fluxo de

tensões c i salhantes devido à torção uniforme de sec 

ções fechadas ou mistas (dimensão FL '*').

q ” - Fluxo de tensões cisalh a n t e s  devido às restrições ao

e m penamento de secções fechadas ou mistas, ou fluxo 

de tensões c isalhantes secundário (dimensão FL ^).

qo ’ - Fluxo de tensões cisalhantes na flexão de secções a-

bertas (dimensão FL *).

qo - Fluxo' de tensões c i salhantes redundante de secções fe;

chadas (dimensão FL *).

q - Fluxo de tensões cisalhantes básico da torção unifor-
2me (dimensão L ).

q" v - Fluxo de tensões c i salhantes secundário básico (dimeji
-  4 sao L ) .

Qg -- - Fluxo de tensões c i salhantes secundário básico - pa£
4

te e s t aticamente determ i n á v e l  (dimensão L ). 

qw - Fluxo de tensões cisalhantes secundário básico - pajr
4

te estati c a m e n t e  i n d e t e r m i n a ve 1 (dimensão L ).

q^, qç - Fluxos de tensões c i salhantes básicos (dimensão L *).

q^, q^ - Fluxos de tensões cisalhantes redundantes básicos 

(dimensão L *) .
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q u - Fluxo de tensões cisalhántes devido às restrições ao

e m p e n a m e n t o  de secções abertas (dimensão FL *].

3
□ , Of - Momentos estáticos de area (dimensão L ).
n Ç

_ _ 4
Q u , Q w - Momentos setoriais de primeira especie (dimensão L ).

r - D i s t ância do centrõide C a tangente num ponto s da

linha média das paredes da secção transversal.

- Distância do centro de c i salhamento S a normal num 

ponto s da linha média das paredes da secção tran_s 

versai.

r g - Distância do centro de c i salhamento S ã  tangente num
ponto s da linha média das paredes da secção transversal,

S - Centro de cisalhamento.

t, t^ - Espessura da parede da secção e do iésimo elemento ,

respectivamente.

V^, Vç - C omponentes da força cisalhante V, segundo os eixos 

ri, Ç (dimensão F ) .

ti - Força; c isalhante de empenamento (dimensão FL). 

w - Empena m e n t o  da secção transversal,

x, y - Eixos c o ordenados do sistema de referência global.

xc , y c - Coordenadas do centrõide C.

Xgg", y sa - Coordenadas do centro de c i salhamento S de secções £  

bertas.

x sf» y s f - Coordenadas do centro de cisalhamento S de secções fe 

chadas ou mistas.

— JL w 0
T, r. r - Constante de empenamento (dimensão L ).

^ j > k ; ^ 0 j 3 i
61j ; - Co ef ic ie nte s de influência ou f 1e x i b i 1idades .
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D, Ç - Eixos coordenados com centro no centróide C e paralelos 

aos eixos x, y,

0 - Ângulo de torção por unidade de comprimento.

p - Constante que dá indicação de regularidade das secções

fechadas ou mistas. • .

a z - Tensão normal.

z - Tensão c i s a 1 h a n t e .

<f>( z) - Ângulo de torção.

w c , u)s - Areas setoriais duplas.

üis - Área setorial dupla m o d i f i c a d a  (secções fechadas)*

Qj - Area encerrada pela linha média das paredes da c a v i d a ­

de j . .

'i4, ¥ - Função e m p e n a m e n t o .

Neste trabalho, adota-se a seguinte convenção

£ - Somatório sobre o índice, de 1 até K,
n n = 1,K
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R _E _S_U_M_Q

Desenv o l v e - s e  um processo númerico computacional e 

programa codificado em FORTRAN, a fim de determinar as p r o p r i e d £  

des seccionais requeridas -na análise da flexão, da torção unifo£ 

me e não uniforme de secções de paredes delgadas, abertas, fecha_ 

das ou mistas. As secções, t r ansversais são modeladas por elemejn 

tos binodais. ü 'processo e o programa são d e s envolvidos a partir 

de uma configuração g e o m é t r i c a  adotada e de um sentido origem-te£ 

mino estabelecido, para cada elemento, na determinação das pro 

priedades seccionais ligadas ao empenamento da secção ou ao flu 

xo de tensões cisalhantes.

Alguns resultados obtidos são comparados com a formjj 

lação existente na literatura.
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A B S T R A C T

A numerical computational process and a FORTRAN program 

are developed to d e t e rmine the cross sectional properties required 

in bending, uniform and n onuniform torsion of open, closed or 

mixed thin walled sections. The cross sections are modelled as 

an assembly of binodal elements. The process and. the p r ogram are 

developed from an a d opted geometrical c o n f i g u r a t i o n  and an e s t a ­

blished o r i g i n - t e r m i n u s  sense for each e l e m e n t , in the d e t e r m i n a ­

tion of cross sectional properties, related to the w a rping of the 

section, or to shear flow.

Some results obtained are c o m pared with the existing 

formulations in the literature.
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C A P I T U L O  1

INTRODUÇÃO

Membros estruturai s com secções de paredes delgadas, £  

bertas, f echadas ou mistas, são f r e q u e n t e m e n t e  usados em Engenha_ 

ria. Para uma análise geral das tensões em tais membros, devem ser 

incluídos não só os efeitos da flexão e torção uniforme, como tam 

b.ém, os efeitos da torção não uniforme, notadamente em secções a_ 

bertas. A fim de considerar esses efeitos, devem ser determinad as 

todas as propriedades seccionais requeridas, tais como : centrói 

de, momento de inércia, constante torcional, centro de cisalhamejn 

to, constante de empenamento e momento setorial estático ou momen 

to setorial de primeira espécie.

0 propósito deste trabalho é desenv o l v e r  um processo mj 

mérico para a d e t erminação das p r opriedades seccionais usadas na 

análise de tensões de membros estruturais, class i f i c a d o s  como ba£ 

ras ou vigas, e cujas secções são const i t u í d a s  de paredes delg£ 

das.

Um processo numérico é apresentado no Capítulo 3. Para 

a obtenção da formulação básica do referido processo numérico, s_u 

põe-se- que os elementos de parede das secções transv e r s a i s  p o s ­

sam ser di scretizados em tantos elementos quantos necessários, de 

tal forma, que a secção seja modelada por um conjunto de nós i_n 

terconectados por elementos retilíneos e/ou circulares.

0 programa efetua rotinas numéricas, e determina todas 

as propriedades seccionais envolvidas na flexão, torção uniforme 

e não uniforme, de secções de paredes delgadas.

Para utilizar o programa, no Capítulo 4 são apresenta 

das instruções de modelação e entrada de dados. Tais instruções 

podem ser seguidas por quaisquer indivíduos que tenham um conhe 

cimento mínimo dos formatos usados em FORTRAN.
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As propri e d a d e s  seccionais, para uma v a r i edade de sec 

ções e n c o n t r a d a s  na literatura, foram determinadas com o progra 

ma, e c o m p a r a d a s 'com os resultados conhecidos. No C a p í t u l o  5 são 

a p r e s e n t a d o s  a l g u n s 'e x e m p l o s .

Os resultados obtidos com o programa são aplicáveis às 

barras curvas e de secção variável, pois estas podem ser discretjL 

zadas em elementos de barras prismáticas, para • utilização dos rné 

todôs de cálculo numérico a propriados aos computadores.,

Um exemplo, onde se pode u t i l i z a r -um programa geral que 

forneça as p r opriedades s eccionais requeridas na flexão, torção _u 

niforme ou não uniforme, dá q u a i s q u e r  formas de secções de par^e 

des delgadas, é .0 PROASE [34, 35] . 0 PROASE é um programa geral 

de elementos finitos elabo r a d o  especialmente para análise linear 

estática de estruturas complexas. Tal programa constrói um número 

de bibl io tecas de dados [35] e entre elas está a de Propriedades 

de Secções Transversais de Vigas, a qual inclue algumas propried_a 

des seccionais que se pretende determinar no P r o cesso Numérico 

C o m p ut ac ional a ser descrito.
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C =A _ P _ 1 _ I _ U _ L =0 = __2 

R E V I S Ã O  B I B L I O G R Á F I C A

2.1 - INTRODUÇÃO

E struturas de paredes delgadas podem ser estudadas como 

barras, cascas ou membranas. Este trabalho refere-se às estrutjj 

ras cl as si f i c a d a s  como barras ou vigas.

Um resumo da bibliografia, referente à teoria geral das 

Barras de Paredes Delgadas, ati 1966, encont r a - s e  em [4]. Segundo 

essa referência, importantes contribuições para o assunto foram, 

entre outros, os trabalhos de VLASOV, T I M O S H E N K O , A R G Y R I S - D U N N E , 

K A R M A N - C H R I S T E N S E N  e K A R M A N -W E I - Z A N G - C H I E N .

Em 1940 foi publicado o livro de V L A S O V  contendo um com 

preensivo estudo de equilíbrio, e s tabilidade e vibra ç õ e s  que ser 

viu, basicamente, para desenvolver a escola russa no assunto. Em 

1961, este livro foi publicado em idioma inglês e tem servido c£ 

mo referência em trabalhos publicados recent e m e n t e  [l4, 15, 18 , 

19, 21, 24, 25].

Em 1944, KARMAN e CHRISTENSEN [9] d e s e n v o l v e r a m  uma te£ 

ria de torção não uniforme válida para barras prismáticas de sec 

ções abertas, fechadas ou mistas. Para calcular o fluxo de t e n ­

sões cisalhantes e as tensões normais devidos âs restrições ao em 

p e n a mento da secção, desenv o l v e r a m  um método análogo ã flexão de 

vigas s i m p l e s .

0 trabalho de TIMOSHENKO [5], publicado em 1945, unifi_ 

cava a teoria da flexão, torção e e s tabilidade de barras prismát_i 

cas de secçãci aberta, até então, Um estudo bastante completo, s_e 

melhante ao trabalho de TIMOSHENKO, é encontrado na referê n c i a  [l].

Em 1946, KARMAN e WEI-ZANG CHIEN [lO] a p r e s e n t a r a m  uma 

teoria que usa conceitos da teoria das cascas e se aplica, t a m ­

bém, às barras com secções variáveis. Os autores a l c a n ç a r a m  resuj. 

tados que relacionam, por meio de duas equações, o empenamento.
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o ângulo de torção e o momento torçor aplicado na secção. As tejn 

sões são determ i n a d a s  por relações obtidas da Teoria da ElastjL 

cidade.

A teoria desen v o l v i d a  por ARGYRIS E DUNNE (1947-1949) é, 

particu la rmente, aplicável às estruturas a e r o n á u t i c a s  e limitada 

â c o n i c i d a d e s  até 10°. Segundo estes autores [ 11 ] » ° método da 

sup er po si ção usado para separar flexão e torção por meio do c o n ­

ceito de centro de c i s alhamento é, em geral, incorreto, pois não 

inclue o efeito conhecido como "defasagem de cisalhamento" (shear 

lag) ou difusão. DUNNE mostrou que é incorreto r e f e r i r  as cargas 

t orcionais ao centro de cisalhamento. "Deve-se tomar um ponto que 

satisfaz a condição de empenamento zero". Os autores determinaram 

equações d i f erenciais que r elacionam d e s l ocamentos e a torção da 

secção e calcul a r a m  as tensões assumindo uma função tensão.

Um estudo bastante compreensível do efeito "defasagem 

de c i s a l h a m e n t o ” é apresentado na referência [l].

As teorias apresentadas em [l0, ll] podem ser considera 

das m a t e m a t i c a m e n t e  exatas dentro dos limites supostos [2 ,4j. Eni 

tretanto, para fins de Engenharia, podem ser usadas teorias apr£  

ximadas. Assim, adotar o conceito de função e m p e n a m e n t o  e centro 

de cisalhamento, constitui uma simplificação v a n t a j o s a  no estudo 

das tensões originadas das restrições ao empena m e n t o  [l, 2, 3, 5, 

6, 8, ío] . Este t r a balho limitar-se-á a essas simplificações. S£ 

rá adotada a Teoria Linear Elástica das Barras de Paredes D e l g a ­

das e desprezado o efeito da difusão.

A Teoria Linear Elástica das Barras de Paredes Delgja 

das, em geral, supõe [l43 :

- Ausência de fla mbagem

- Pequenos deslocamentos

- Tensões elásticas

- Tensões de distorção desprezáveis (a secção guarda a 
f o r m a ).

Estudos que levam em consideração a d i s t orção da secção 

podem ser vistos em [3, 8, 15]. Um tipo de e s t r utura de paredes 

delgadas, conhecido na literatura como "folded-plate" e que admi 

te distorção da secção, é apresentado por K O L L B R U N N E R - B A S L E R  [3].



Outro caso é o trabalho d e s e n v o l v i d o .p o r  K R A J C I N O V I C  [l5].

A análise de tensões, em barras curvas e de seção variá 

vel, pode ser feita usando o conceito de centro de cisalhamento 

[l6, 36] ou, então, usando o centrõide como único ponto de ref£ 

rência da secção [17, 19]. Uma razão para evitar o uso do centro 

de c i sa lh amento é a impos s i b i l i d ad e  de uma definição rigorosame_n 

te exata em tais barras [4, 20].

Tendo em vista os métodos de calculo numérico aproprija 

dos para uso de computador, tais como d iferenças finitas e eleme_n 

tos finitos, as barras curvas e de secção variável podem ser dijs 

cretiz ad as  em elementos de barras prismá t i c a s  [3, 21, 22, 23, 24,

2 5, 26]. Deste modo, todas constantes envolvidas na torção u n i f 0£  

me ou não uniforme podem ser descritas como propri e d a d e s  seccio 

nais. Este é, portanto, o objetivo da presente dissertação.

P r e t e n d e - s e  desenvolver um processo numérico computacio 

nal e programa em FORTRAN para calcular essas p r o p r i e d a d e s  em sec 

ções abertas, fechadas ou mistas. A f o r m u l a ç ã o  básica de tal pr£ 

cesso é descrita, parcialmente, em [37],

KOLLB R U N N E R  e BASLER [3] m o s t r a m  um processo prático, 

baseado em diferenças finitas e adaptado a c a l c u l a d o r a s  de mesa, 

para calcular as propriedades seccionais em secções abertas, s o ­

mente.

Um programa em .FORTRAN IV que c a lcula centrõide, eixos 

principais, momentos de inércia de área e a posição do centro de 

cisalhamento, é citado em [12]. Esse programa é limitado ãs sec 

ções abertas, formadas de elementos retilíneos, de tal modo que 

as ra mi ficações estejam com elementos a 90°.

Outro p r o g r a m a ,em que se calculam as mesmas p r o prieda des 

de [l2], é encontrado em [13]. Tal programa é limitado ãs secções 

constituídas de uma linha poligonal contínua, sem r a m ificações , 

aberta ou fechada (secções com uma cavidade tubular apenas) e, tam 

bém, previ elementos circulares que, no entanto, não são util_i 

z a d o s .

Um p r o grama mais geral, denominado PROSEC [33], é utiljL 

zado na determinação das propriedades seccionais requeridas na fie 

tx ã 0 , torção uniforme ou não uniforme, de secções de paredes delga
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das. Esse programa é limitado ãs secções abertas f o r madas s o m e n ­

te por e lementos retilíneos de tal modo que, aos pontos de rami 

ficações (nós), concorram, no máximo, quatro elementos. 0 progra 

ma i aplicável, também, ãs secções mistas com apenas uma cavidade 

tubular. ^

D processo numérico computacional a ser desenv o l v i d o  d£ 

vera s u p e rar certas limitações inerentes aos programas e métodos 

en contrados na literatura, tais como:

- Tipos de secções t r a nsversais (abertas, fechadas ou mistas);

- D is po sição dos elementos de parede entre si;

- P r o p r i e d a d e s  seccionais determinadas;

- L imitações quanto ãs ramificações e número de cavidades tub_u 
l a r e s ;

- Número de elementos de parede que concorrem a um mesmo nó.

Nos títulos seguintes serão apresentadas as f ó r mulas pa 

ra c alcular as principais propriedades seccionais, bem como equa 

ções de equilíbrio dos momentos torçores, tensões normais e cisa 

lhantes, em barras prismáticas de paredes delgadas.

2.2 - PONTOS C A R A C T ERÍSTICOS DE UMA SECÇÃO T RANSVERSAL

2.2.1 - D e f i n i ç õ e s

Segundo NOWINSKI [4], existem quatro pontos caracterís 

ticos numa secção transversal: centro de c i s a l h a m e n t o , centro de 

torção, centrp de mínima deformação e centro de e m p e n a m e n t o  zero.

Com relação ao centro de torção, a b i b l i o g r a f i a  c o n s u ^  

tada [l, 2, 3, 7, 18, 27] não permitiu concluir qual a definição 

adotada em definitivo. Dependendo da definição adotada, centro de 

c is al hamento e centro de torção, em secções de paredes delgadas, 

coincidem [2, 3, 27] ou não [ 1 , 7 ] .

Os quatro pontos c a r a c t erísticos tim. as d e f i n i ç õ e s  se

guintes:

1. Centro de empenamento zero [4 , l l ] .
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é o ponto i n t e r s e c ç ã o  de eixos que satisfazem a c o n dição de 

em pe na m e n t o  zero.

2. Centro de mínima deformação [28, 29 , 3ü]

£ o ponto do plano da secção pelo qual a carga deve passar 

a fim de que a energia de deformação seja mínima. Este p o n ­

to, em secções compactas, aproximadamente, coincide com o 

centro de c i salhamento mas, em secções delgadas, a d i f e r e n ­

ça é considerável [28, 30].

3. Centro de torção

a) Segundo as referênc ias [2 , 3, 27] é o ponto no plano da 

seção- que satisfaz as relações,

JA n ¥ dA - 0  ̂ ' (2.1)

. Ç V dA = 0 (2.2)
i A . . .

onde ^ é a função empenamento, e n, Ç eixos coordenados 

com origem no centrõide. Neste caso há a c o i n c i d ê n c i a  do 

centro de c i salhamento e de torção.

b) Segundo TIMOSHENKO [7],. a localização do centro de to£ 

ção depende da maneira como a barra é suportada. Quando a 

barra é suportada de tal modo que a integral w 2 dA seja 

um mínimo, sendo w o empenamento da secção, o centro de 

cisalhamento e o centro de torção coincidem.

c) ' Segundo ODEN [l] , é o ponto do plano da secção que tem v£ 

tor deslocamento nulo. A coincidência do centro de torção e 

de c isalhamento depende das condições de contorno e carga. 

Geralmente, não coincidem.

4. Centro de cisalhamento

D efinições rigorosas são encontradas em [7 , 28, 29, 30] . Na 

referência [30], encon tram-se expressões das coorde n a d a s  do 

centro de cisalhamento aplicáveis ãs secções m a ciças ou muj_



8

ti c o nexas (secções vazadas), onde aparecem a f u nção empena 

mento e a função tensão de PRANDTL. No entanto, em secções 

de p a r e d e s ‘d e l g a d a s , c o n siderando a teoria de flexão s i m ­

ples, o centro de c i salhamento pode ter uma d e f i n i ç ã o  sim 

pies [ l , 5] :

ê o ponto no plano da secção através do qual o plano da re 

sultante das cargas flexionais deve passar, a fim de não 

causar t o r ç ã o .

2.2.2 - Fluxo de tensões cisalhantes e coordenadas do centro de

cisal h a m e n t o  em secções a b e r t a s .

0 fluxo de tensões cisalhantes devido ã f l exão [l,3, 5], 

em secções abertas, é dado por

qo = -(Vç ciçQtt + v ri í3[n Q £ ~ I n ç c:,n n / D  (2 .3 )

o n d e ,

; 0 ■ V s  - lls [ 2 -4)

Q n = I Ç dA = I® Ç t ds (2.5)

Qç = | n dA = | n t ds (2.6)

Qn , Qç são os momentos estáticos de área.(função de s), r e s p e c ­

tivamente, em relação aos eixos r|, Ç (Figura 2.1).

A equação (2.3) pode ser sintetizada na forma

qo = qn V n + qç (2.7)

onde q^ , q^ sãò denominados fluxos de tensões c i s a l h a n t e s  básji 

cos [2] .

Somando momentos em relação ao centróide C, obtém-se as

coordenadas do centro de cisalhamento S (Figura 2.1).
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FIG. 2.1 - Secção aberta de forma geral.

y sa ~ CIn I go)C In£ In u c ) / D + y ( (2.9)

onde,

■nwc dco (2.10)

-Çcü, du. (2.11)

são d e no minados produtos de inércia setoriais [l, 3] e

dtò = r ds c c (2.12)

é o dobro da área varrida por r r desde s a s + ds.
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2.2.3 - Fluxo de tensões c isalhantes e coordenadas do centro de 

c i s a l h a m e n t o  em secções fechadas ou m i s t a s .

Na Figura 2.2, m o s t ra-se parte de uma secção c o n s t i t u í ­

da de nct cavidades tubulares. I n t r oduzem-se cortes hipotéticos 

na secção de modo que possa ser considerada aberta. As linhas trja 

cejadas em D^, D j  , indicam as posições desses cortes.

Se somente a cavidade j retornar à forma a n t e r i o r  (fe 

chada), o fluxo de tensões cisalhantes será,

qj = q°j + qoj (2.13)

onde qoj é dado por (2.7), admitindo que, em todos pontos 0^ , 

Ü 2 > D n c -t ' a secção esteja aberta e q 0 j é o fluxo de t e n ­

sões cisa lhantes redund a n t e  [l, 3, 37] necessário para fechar, o 

corte em D j .

FIG. 2.2. - Secção fechada de forma geral.

Quando todos os cortes estiverem fechados, o fluxo de

tensões c isalhantes num elemento qualquer da parede de cavidade 

j é,

_qj = q 0 j + qrj (2.14)

onde qr ■ é a soma algébrica dos fluxos de tensões cisal h a n t e s  
J
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r e d u n d a n t e s  no referido elemento. Os fluxos de tensões cisalhan- 

tes r e d u n d a n t e s  são obtidos das equações

<S. í Qo. + Z 6. k qo,. + ôo. = 0 ; (2.15)
J»J J k J » K K J

j = 1, nct e k = 1, nccj

na forma seguinte,

q ° j  =  q n j  V n  +  q Ç j  V ç  ( 2 . 1 6 )

onde.

'j.j ' <pÔ, , = <{) ds/(Gt) (2.17)

j •

ô, . = ô k , = - f ds/(Gt) (2.18)j,k K,j

ôo.. = G) qoj ds/(Gt) (2.19)
j

6. . , ô. i * ôo. são denomi n a d o s  coeficientes de i n f l u ê n c i a  ou 
J » j J » k J

f l e x i b i l i d a d e s  [l].

q^j , qçj são denominados fluxos de tensões c i s a l h a n t e s  redundaji 

tes básicos [2, 3] .

Somando momentos em relação ao centróide, obtém-se as 

coord en ad as do centro de cisalhamento

X C4> = + £ Atub. j j = 1, nct (2.20)st sa j j

y sf = y sa ” ? q nj A t u b j s J “ 1 * nct (2.21)

o n d e ,

’j ~

Atub  ̂ = ip,. r c ds = 2- Í2j (2.22)

e é a área encerrada pela linha média das paredes da cavid_a

de 3 •

As equações (2.20) e (2.21) são aplicáveis, também, às 

secções mistas (Figura 2.3).



FIG. 2.3 - E x emplo de secção mista

2.3 - TORÇAO UNIFORME

Se aos extremos de uma barra de secçãò uniforme forem a 

plicados torques agindo em planos normais ao seu eixo e se os ex 

tremos es tiverem livres ao empenamento, ter-se^-á o caso de torção 

uniforme ou torção pura.

A equação de .equilíbrio dos momentos, em relação ao ei_ 

xo de torção, i

M t = J G 0 (2.23)

onde M-j. é o torque na secção, J G  a rigidez torcional j J a 

constante torcional e 0 o ângulo de torção por unidade de c o m ­

primento, constante [7].

Em secções abertas (Figura 2.1), pode-se usar [33]:

b 3f 3 ds ) / 3 (2.24)
o

Em secções -fechadas (Figura 2.2),

J tub = E q-s Atub. ; j = 1, nct 
j J 3

(2.25)
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onde é o fluxo de tensões cisalhantes básico da torção u n i ­

forme ou de S a i n t - V e n a n t  . Sabe-se que [2],

qj = qj G 6 (2.26)

sendo 0 fluxo de tensões cisalhantes obtido das equações a S£ 

guir [1] :

ô j *j q J + J .k q K + Ô 1 J
K

onde,

.61 j = - Atubj 0 (2.28)

e 5 * * , <5 j L- dados pelas equações (2.17) e (2.13), respectiva j i j j » —
m e n t e .

Em secções mistas (Figura 2.3), a constante torcional é 

calculada por,

J = E qj Atubj + (E biti)/3 ; 
j 3 _ ±

\ ,
3

onde na é o número de elementos adicionais de secção aberta.

2.4 - t d r ç A o NÃO UNIFORME

Torção não uniforme ocorre se qualquer secção transvejr 

sal estiver impedida de empenar ou se o torque aplicado v ariar ao 

longo do comprimento da viga. Consequentemente, o empenamento e o 

ângulo de torção serão variáveis e surgirão tensões normais e ci 

salhantes ao plano da secção.

2.4.1 - Secções abertas

Para a torção não uniforme de barras de secção aberta, 

as equações de equilíbrio dos momentos, em relação ao eixo Z que 

passa pelo centro de c i s a l h a m e n t o , são:

(2 .29) 

= 1, nct ; i = 1, na

= 0 j (2.27)

j = 1, nct j k = 1, nccj
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lç ) Se o m o mento de torção aplicado é constante,

M t = G J d<j>/dz - E T  d 3<J>/dz3 (2.30)

2 9 ) Se o m o m ento de torção m^ aplicado é distribuído.,

m t = -G J d<f>/dz + E T d 4<f>/dz4 (2.31)

ET é a r i g idez ao empenamento e T a constante de empena 

mento. T é conhecido, também, como momento de inércia seto 

rial, m o mento setorial de segunda espécie [3] ou momento 

de inércia de e m penamento [2 , 14].

A constante de empenamento é definida como,

.2= I  y'
JA

dA (2.32)

o n d e ,

Y = D t - u s (2.33)

é a função empenamento normalizada ou, simplesmente, função e m p e ­

namento, como adotado neste trabalho, para a qual

w s r_ ds (2.34)
0

D t = Cj w s dA)/A (2.35)

Alguns autores [6, 8] chamam w s de função e m p e n a m e n ­

to r

As tensões normais e 0 fluxo de tensões cisalhantes que

surgem devido ao empenamento variável, são calculados por,

°z ,= V M w /r (2 .36)

qw = “Qío v w /r

onde é 0 denominado bimomento,

(2.37)
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Vw = dl\,/dZ (2.38)

é a força cisalh a n t e  de empenamento, e

s
Y tds (2.39)

o

o mome nt o setorial de primeira espécie.

Segundo ODEN [ l ] , o bimomento é definido como,

Mw = E T d 2<|>/dz2 (2.40)

Quando uma carga axial N z estiver agindo num ponto P 

da secção (Figura 2.1), o. bimomento é dado por,

= N z; (2.41)

onde '{'p = 0 não significa que Vw deva ser nulo([l], p. 216 ) .

C onforme a definição de constante de empenamento vista 

anteriormente, obtém-se T = 0 para os casos de secções da Figjj 

ra 2.4, onde S i o centro de c i s a l h a m e n t o . Isto significaria que 

a rigidez de empenamento é nula, o que não é verdade. Existe uma 

rigidez, embora pequena. A constante de empenamento para esses cja 

s o s é ,

(2.42)

onde T|\| é indicado na figura 2.1.

Para secções abertas quaisquer, a constante de empena- 

mento total e a soma (T + T ). No entanto, T e muito pequeno com 

parado com T e pode ser desprezado [lj . Em elementos de paredes e_x 

tremamente curtos ou secções do tipo da Figura 2.4, T deve ser 

considerado [l, 8].

Segundo ODEN, para essas secções, as tensões normal e 

cisalhante são,

° z , = ~ rN N E d 2 <f>/dz'2 (2.43)

r* = (f t 3 rjS ds)/12 
J o
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t N z = E C d 3 <í> / d z.3 ] r N (t2 /4 - N 2 ) / 2 í2.44)

onde

-t/2 <. N ^  t/2 (ver Figura 2.1).

2.4.2 - Secções fechadas

Na torção não uniforme, são apresentadas as fórmulas de 

BENSCDTER [2] com as devidas simplificações para barras prismátji 

cas de secção fechada ou mista.

0 empenamento das secções pode ser expresso por

w = Y f(z) (2.45)

onde fiz) é uma função que leva em conta.a variação de w ao lojn 

go da barra,

¥ -  Cl - <ú8 (2.46)

é a função empenamento e

= lo- rsdS ■ ío
q (ds/t) (2.47)

Na equação • (2.47), q é 0 fluxo de tensões cisalhantes 

básico da torção uniforme e r s indicado na Figura. 2.2.
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A função e m p e n a m e n t o  deve satisfazer as condições, 

f ¥  dA = 0 ; í ?  n dA = 0 e f ?  Ç dA = 0 (2.48)
J a  J a  Ja

As duas últimas condições são a u t o m a ticamente satisfe^L 

tas ao tomar o polo de r s como sendo o centro de c i s a l h a m e n t o . 

A primeira condição determina a constante.

dA) / A (2.49)
A s

dé modo análogo às secções abertas.

A constante de empenamento (ou momento de inércia de em 

penamento), é dada por,

= L
r = | y 2dA (2.50)

A

BENSCOTER usa, também, a constante seccional,

I r = r 2 dA (2.51)
0 JA 3

denominada momento de inércia central e introduz a constante adjL 

mensional y definida como,

VI = 1 - J / I c (2.52)

onde J é a constante torcional. A constante # ]i dá uma i n d i c a ­

ção da r eg ula r i d a d e  da secção. Para polígonos regulares, U = 0.

A equação que permite calcular f ( z ) é ,

E T  d 2 f / d z 2 - G J y 2 f = - y 2 M t (2.53)

onde M-f. é o momento torçor na secção, ou

E T  d 3 f / d z 3 - G J y 2 df/dz. = y 2 m t (2.54)

em caso de torção distribuída.
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0 ângulo de torção c|> está relacionado com f por,

á$/dz = M t /(G I c ) + y 2 f (2.55)

Subst i t u i n d o  f de (2.55) em (2.53) ou (2.54), obtém- 

se equações para o ângulo de torção d'a secção. Para o caso geral 

de momento torçor aplicado distribuido m̂ . , tem-se.

E r d 4 <f)/d2 4 - y 2 GJ d 2 cj>/dz2 = y 2 m t - E r/(G I c ) d m t /dz

(2.56)

Observ a - s e  que, quando y = 0 , a equação (2.55) reduz 

se a equação da torção uniforme.

Para calcular as tensões normais tem-se, de modo a n á l o ­

go as secções abertas,

az - ¥  m w /T (2.57)

onde o bimomento Tí^ é dado por,

Mw = E T df/dz (2.58)

No entanto, se houver interesse, pode-se c a l cular as 

tensões o ^ sem conhecer f , usando a equação

1 / (G J y 2 ) d 2; M o / d z 2 - M^/E T = -1/ÍGJ) d M t/dz (2.59)

Quandò uma barra de secção fechada ou mista está submje 

tida a torção não uniforme, a distribuição do fluxo de tensões cjL 

salhantes consiste da superp osição de duas partes. A primeira é 

devida à torç.ão de S a i n t - V e n a n t , e a segunda devida ao empenamen- 

to variável. Tem-se, portanto,

q = q ’ + q" (2.60)

onde q ’ = "q G 8 é o fluxo de tensões cisalhantes de Saint-Venant 

ou fluxo de tensões cisalhantes primário e ■

—  2 2
q" = E q" df/dz (2.61)

é o fluxo de tensões cisalhantes secundário.
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D e n o m i n a - s e  q" de fluxo de tensões cisalhantes secun-

dario básico, o qual, por sua vez, consiste de duas partes: uma 

parte e s t a t i c a m e n t e  determ i n á v e l  e outra indeterminável.

onde Q u denomina-se, neste trabalho, como um momento setorial

onde 6, , , 6 ' são os mesmos coeficientes dados em (2.17] , 
J * J Jii'

(2.18) e

Resumindo, conhecidos q , Q w e qw , pode-se d e t e r m i ­

nar a . d i s t ribuição do fluxo de tensões cisalhantes.

Para calcular o fluxo de tensões cisalhantes na torção 

não uniforme das barras prismáticas . de secção mista, as equações 

de . BENSCDTER podem ser escritas como segue:

q q s ' % (2.62)

A parte e s t a t i c a m e n t e  determinável é,

ds (2.63)

de primeira espécie, em analogia às secções abertas.

A parte e s t a t i c a m e n t e  indeterminável é obtida do sist£ 

ma de equações (em analogia à flexão simples).

0 ; j=l, nct , k=l. nccj

(2.64)

62'. = - O  (qs/ (Gt))ds= t)(Q../(Gt) ) ds 
3 j J

(2.65)

q = q G 6 + E q" d 2f / d z 2 ( 2 .6 6 )

q = q/J + E(q T/J + q ” ) d 2f / d z 2 (2.67)

q = N t q/J + ( q / J .+ q " / D  dM^/dz (2 .6 8 )

onde é determinado por (2.59).
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C _ A _ P _ l _ I _ ü _ L _ g _ _ =3

PROCESSO NUMÉRICO COMPUTACIONAL

3 . 1 -  INTRODUÇÃO

De s e n v o l v e - s e  um p r o c e s s o , n u m ér i c o  computacional e pro 

grama c od ificado em FORTRAN, para determinar propriedades seccio 

nais requeridas no cálculo do empenamento da secção, ângulo de 

torção, t e n s õ e s •normais e çisalhantes em secções de paredes delga 

das abertas, fechadas ou mistas, quando sob condições gerais de 

carregamento.

0 programa, denom i n a d o  SEDEL, é utilizado na determina 

ção das seguintes p r opriedades seccionais:

1. Momentos e produto de inércia de área.

•2. Coordenadas do centróide.

3. Co ordenadas do centro de c i s a l h a mento.

4. Co nstante torcional. *

5. Constante de empenamento.

6. Momento de inércia central.

7. Co eficientes da expressão da função empenamento.

8. Coeficientes da expressão do momento, setorial de primeira 
e s p é c i e .

' "9. Co eficientes das expressões dos fluxos de tensões cisalhar) 

tes básicos de secções abertas e, se for o caso, fluxos de 
tensões çisalhantes redundantes básicos em cavidades tubul£ 
res, na flexão simples.

10. Fluxo de tensões ç isalhantes básico na torção uniforme de 
secções fechadas.

11. Fluxo de tensões ç i salhantes secundário básico (parcela e s ­
taticamente i n d e t e r m i n á v e l ), na torção não uniforme de ,sec 

ções fechadas. \
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FIG. 3.1 - Fluxo de desen v o l v i m e nt o  do processo numérico 
computacional



22

.0 processo numérico computacional, desenvolvido nos tí 

tu los subsequentes, fornece as e xpressões que permitem calcular 

essas p ro pri e d a d e s  seccionais. Um fluxo de d e s e n v olvimento do re 

ferido pr ocesso é m o s trado na Figura 3.1, onde os números entre 

par ên te se s indicam sob quais títulos se encontram tais e x p r e s ­

sões.

As secções transversais, para as quais o processo é a 

pl.icável, estão sujeitas às seguintes hipóteses: '

1 - Cada secção transversal é modelada por um conjunto de nós

i n t e r c o n e c t a do s  por elementos retilíneos e/ou circulares, 

in div i d u a l i z ad o s  pela. ordem dos seus nós origem e término.

2 - Os nós origem e término de cada elemento são. tomados sobre

a linha média da secção transversal e a espessura da pare 

de, entre esses dois nós, é considerada constante.

3 - El ementos circulares devem ter arcos, no máximo, correspojn

dentes a 180°. Para arcos maiores, dividir o elemento de 

tal forma que cada novo elemento tenha arco menor ou igual 

a 180°.

4 - Areas concentradas são consideradas como elementos retil^

neos cujcs nós origem e término têm mesmas coordenadasv e 

cuja espessura é nula,

5 - As secções fechadas sao tratadas como se fossem abertas ,

ou seja, dão-se cortes hipotéticos, de modo a tornã-las £  

bertas e, em cada corte, formam-se dois nós de mesmas coor 

d e n a d a s .

3.2 - CO NFIGURAÇÃO GEOMÉTRICA DD IÊSIMO ELEMENTO

A configuração geométrica do iésimo elemento é e s q u e m a ­

tizada na Figura 3.2, onde!

A^, - Nós origem e término, respectivamente, do elemento. 0 

sentido o rigem^término é definido de Ai para B^.

C [ - Centróide do.elemento. ■
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- Ponto médio entre A^ e B j .

□ ̂  - Centro de curvatura (o raio de curvatura é denotado

por R i ).

c - Centróide da secção.

s - Centro de c i s a l h a m e n t o  da secção.

0 - Origem do sistema de referência global.

x ’ ,
I

Vi - Eixos paralelos aos eixos x, y e com origem em C^.

H
X i'

11
V i - Eixos paralelos aos eixos x, y e com origem em Dj_ .

n, Ç - Eixos paralelos aos eixos x, y e com origem em C.

r ) p Ç p  - Eixos principais de inércia.

<j)p - Direção dos eixos principais de inércia.

<{>£ - Ângulo que o segmento de reta orientado f\± B.̂  faz

com o eixo x.

(j)̂ ~ Ângulo que o segmento de reta orientado A^ faz

com . o eixo x .

9^ - Ângulo do arco de circunferência A^ B^ .

tj_ - Espessura da parede.
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- Distâ n c i a  de C ã tangente ã linha média da parede do 

elemento.

- D i s t â n c i a  de S ã tangente à linha média da parede do 

elemento.

- D i s t ância de S ã normal a linha média da parede do £  

l e m e n t o .

- C o o r d e n a d a  curvilínea com origem em J\± .

P R O P R I E D A D E S  GEOMÉT R I C A S  DO IÉSIMO ELEMENTO

1 - Elemento retilíneo

Di stância entre os nós A^ e Bi ou comprimento do elemento, 

di = bi = f (YBi " V A i )2 + fxBi " x a .)2 )1/2 (3.13

I nclinaçao do segmento de reta A-̂  B^ .

sen 4>± = (yBi " Y A í 5 / b i (3.2)

cos <}>.{ = ( x q . -  x/i.) / b- (3.3)

C oo rdenadas do ponto médio M-̂  ou centróide C^

X Mi = Xi = (xAjL + xB i ) / 2 

y^i = yi = (VA*. + V B i '> / 2

(3.4)

(3.5)

Momentos de inércia e produto de inércia em relação aos ejL
I *xos x ., y . . i 3 1

l x ± = A r ^ ( t 2 c o s 2 <j)̂ + b? sen^ <J> ̂ ) / 12 (3.6)

Iyj = Ar.iít2 sen2 4>± * b2 c o s 2 cf> ± D / 12 (3.7)

I x í y í  = A r ^ C b 2 - t 2 ) sen cos 4»̂  / 12 (3.8)



25

Em elementos de áreas concentradas.

Ix! = I y ’ = Ix!y! = 0i y i 1 1

3.3.2, - E l e m e n t o  circular

Para todas as fórmulas a seguir ■ adota-se a seguinte coni

venção:

’’Quando o sentido 'origèm.; - término'"no iésimo elemento, 

considerado circular, é anti-horário, em relação a Dĵ  , toma-se 

R.̂  com sinal p o sitivo e, caso contrário, n e g a t i v o ” .

1 - Dis tância entre os nós A^ e .

2 7 1/9
d± = ÍCyBl - VAjí + (xBjL - X A ± ) ) (3.9)

2 - Distância entre os pontos D^ e Mj_ . ■

h ± = (R2 - Cdi/ 2 ) 2 )1/2 (3.10)

3 - C o ordenadas do ponto flj . ç

= (xBi + xA i ) / 2 (3.11)

yrii = + yAii / 2 ' (3 .1 2 )

4 - Ângulo ' do arco .

6*.= 2 t a n ' 1 (di/ ( 2 h i )) ; 0 < 0 ± <11 (3.13)

5 - Inclinaçao do segmento de reta A^ .

sen cj)± = ■Í)/q í ~ yA i ) / d± (3.14)

cos 4)̂  = (Xf^ ~ X/\^) / di (3.15)



6 - C o o r d e n a d a s  do centro de curvatura.
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= X M^ “ R i sen <P± cos (0^/2) 

YDi = Yrii + Ri c °s 4>i cos (0i/2)

C 3 .16) 

(3.17)

7 - I n clinaçao do segmento de reta Oi A^ 

sen = (yAi - .yD i ) / | R± I 

cos • 4>i = (x/\± ~ X D Í  ̂ / l R i 1

(3.18)

(3.19)

8 - C om pri m e n t o  do elemento

R il e i (3.20)

9 - Area do iesimo elemento retilíneo ou circular,

(3.21)

Em elementos de áreas concentradas A r ^ é dado

10 - Momentos de inércia e produto de inércia em relação aos eji
n ti

xos x , y .

I x = A r . R ? (1 + sen 0,- (cos^ «Jíj-sen^ <j> i ) / 0 ,* ) / 2i 1 i i 1 T i T i i

Iy. = Ar. R? (1 - sen 0,- (cos2 (Jí^-sen^ <j).)/0-;)/2

Ix.y" = - Ar. R? sen 0. sen <f>. cos < J > / 0. i J i i i  i i i i

(3.22)

(3.23)

(3.24)

11 - Coordenadas do centróide

x i = x Di + 2 Ri sen (6i/2) sen / 0^ 

Yi = YD^ “ -2 Ri sen (0^/2) cos (j>i / 0^

(3.25) 

(3 .26)
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12 - M o m entos de inércia e produto de inércia em relação aos ei
» 9

xos .

Ixj_ = I x ” - h Ti (y* - yD i )2 (3.27)

lyí = Iy^ - A ri (x í  - x D .)2 (3.28)

I x í y í = Ixi y i " A r i Cyi " y D i 3 Cxi " x ü i 3 (3.29)

3.4 - PROPRIEDADES GEOMÉTRICAS DA SECÇÃO

No caso de secções de paredes delgadas compostas de n 

elementos, tem-se as seguintes fórmulas para o cálculo das corre_s 

pondentes p r opriedades geométricas:

1 - Area da secção.

Area = £ A r . ; i = 1, n (3.30)
i 1

2 - Ce ntróide da secção.
f

xQ = (£ A r . x^) / Area j i = 1, n (3.31)
i

yc = (Z A ri yi í / Area j i = 1, n (3.32)

3 - Momentos de inércia e produto de inércia em relação aos eji

.xos do centróide n , £ .

In = £ (Ix! + Ar . y? - Ar . y, y r ) j i = 1, n (3.33) '• i i * 1 1  1 i - ' i - ’C

Iç = £ (Iy^ + A r ̂  y 2 - A r ̂  x ̂  x ç ) .; i = 1, n (3.34)

ITjÇ = £ (Ix^y^ + A r ^ x ^ y^) - Area Xq yç ; (3.35)

i = 1, n
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4 - Direção dos eixos principais.

4>p = 0,5 t a n “ 1 2 / (Iç - 1^ ) (3.36)

5 - Momentos de inércia em relação aos eixos principais.

IrçP = In cos2 + *£ s e n 2 4>p - sen 2 <J>p (3.37)

IÇp = S B n ^ ^p + c o s 2 ‘i’p + IrçÇ sen 2 <f>p (3.38)

3.5 - E S T A B E L E C I M E NT O  DO SENTIDO 0RIGEM-TËRMI.N0

Para estabelecer o sentido origem-término no iésimo el_e 

mento, ou seja, determ i n a r  a origem da c o o r d e n a d a ■ s ^ » sabe-se que, 

em extre midades livres, o fluxo de tensões cisalhantes é nulo e 

as extre midades dos' elementos conectados a um determinado nó, têm 

o mesmo empenamento.. Assim, a determinação de momentos estáticos 

de área, momento setorial de primeira espécie e fluxo de tensões 

cisalhantes básicas, requer que a ordem dos nós origem-término, em 

geral, seja diferente daquela usada para a função empenamento.

0 sentido o r i g e m - t é r m i n o , para o cálculo das grandezas liga. 

das ao fluxo de tensões cisalhantes, deve ser tal que : extremidai 

des livres sejam escolhidas como origem dos elementos que*, as poj3 

suem; e cada nó possa ser designada como origem de um único elemejn 

to. Este nó será um término para todos os outros elementos a ele 1^ 

gados (Figura 3.3-a).

FIG. 3.3 - (a) O rientação dos elementos para o cálcui 
lo de grandezas ligadas ao fluxo de teni 
sões cisalhantes, e (b) ao empenamento.
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Por outro lado, para as grandezas ligadas ao empenamen- 

\to, o sentido o r i g e m - t é r m i no  é estabelecido de tal modo que cada 

nó seja término de somente um elemento. Este nó será uma origem 

para todos out.ros elementos a ele ligados (Figura 3.3-b) .

Na d e t e r m i n a ç ã o  das propriedades geomét r i c a s  do iésimo 

elemento e da secção (itens 3.3 e 3.4), adota-se. a orientação da 

Figura 3.3-a.

0 elemento (7), por exemplo, na Figura 3.3-a tem como 

origem o nó 9 e como término o 7. Já na Figura 3.3-b, a situação 

é inversaj o nó 7 é a origem e o nó 9 o término.

3.6 - P R O P R I E D A D E S  SECCIO N A I S  DE SECÇÕES ABERTAS

3.6.1 - Fluxo de tensões c isalhantes básico no iésimo elemento 

Das equações (2.3) e (2.7) obtém-se,

qni = " t3:ç °ni ~ I nÇ ^Ci-1 / D (3 .3 9 )

= " (In “ r nç S i 3 / 0 (3 .4 0 )

onde os m omentos estáticos de área são escritos como:

’Si
Ç t ± d s i (3.41)

o 

s .

Orji = ° n ai + AC5ni = 0 nai H

t
s .

Tl t ± d S;L (3.42)

Su b s t i t u i n d o  Qrii > QÇi em (3.39), (3.40) resulta

,s. .

^TU = ^nai - a T) I * *i d 9 i " Inç Ç t i d s i 3 7 D
) O J o

(3.4

Q^i = ^Çai *" | " ^ ^i d si ~ | D ^ d si ^
(3.44)
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onde Qriai ' ^£ai r e p r e s e n t a m  os fluxos de tensões cisalhantes 

básicos na origem do iésimo elemento.

«uai ' - (In 0ç=i - T nç °nai> ' D t 3 -45)

" U a i  ■ ■ <lç Ullai ■ I nÇ O S a i 1 /  D ( 3 . 4 6 )

Em função da configuração geométrica (Figura 3.23 as va 

riáveis H e K podem ser expressas como:

lç 3 Em elementos retilíneos

Tl = xAi - xQ + s cos (3.473

Ç = YAi “ Yc + s i sen (3.483

2 9 3 Em elementos circulares

ri = x q ^ " x q + Ir ^I c o s  (3.49)

£ = y q í - y c + !R ± | sen oti (3.503

onde, levando em conta o sentido o rigem-término a n ti-horário ou 

horário, tem-se,

a i = * ’i ~  S i / - f R i I = + R i si / |R± 12 (3.51)

Com ri e K conhecidos, as integrais que a p a recem nas 

equações (3.43) e (3.44) são escritas na forma.geral:

A Q ni = ÇtjdSj^ = Qriii si + 0ri2 s2 + ^Tl3i SBn ^s i ̂  !R i I -* +
i i i

+ Q n4i (1 - cos ( s ± / ! R ± |3) (3.52)

>si
AQÇí = nt.j_ds.j_ = Q ç i i si + Q£2iSi + ^531 S8n c s i / IR i  I 3 +

+ Q ç 4 i fl ~ cos C s± / | R ± |3) (3.53)
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i i 2 >
0n3i = ti IR ii sen

Q çii - t i (xDi

C 3 .54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

onde,

19 ) Em elementos retilineos

^ n i i  = t i ( yAi  - yc ]

0ri2i = 'ti sen<l>i / 2

Q ç i i  = t i ( x Ai  " x c )

0 Ç2 i  = t i cos * ± 7  2

Qr]3i = ®rt4i = 0?3i = ^?4i = 0 (3.58)

2 9 ) Em elementos circulares

^nii = t ± CyDi " V C } (3.59)

(3.60)

0ri4i = ^ i ^ i l ^ i ! c o s < í)í (3.61)

- xP ) (3.62)

= t ^  I r ^ I 2  c o s  (3.63)

Q ? 4 . = - ti R i | R i | sen <f) ± (3.64)

-— ~ - Qri2i = ^?2i = l-1 (3.65)

f

Levarido (3.52) e (3.53) em (3.43) e (3.44), respectiva-^- 

mente, obtem-se,

^ n i  = qriai. + q l n i  3i  + ^ n i  s i + q 3r)i sen ( s i 7 I R i I } *

+ cl4r|i  ̂ ~ COS f s i 7 ! R i i ̂  (3.66)
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q ?i = q Çai + q U i SÍ + q 2Ç
2

i si + q 3 ^ i sen (s i / 1R i 1) +

+ q 4Ç . (1 i - cos ^s í / !r í I n (3.67)

cujos coeficientes são : .

q i Hi
= - (In « C u  ; Q r\li ] / D (3.68)

q 2ni
= - ^Ti ^Ç2i xr\K Qri2i^ / D (3.69)

q 3 n i
= - / D (3.70)

q 4 ni
= - (1^ 0^4^ 1T) Ç ^ n 4 i ) / D (3.71)

q lÇi
= -

(Iç V i  - Q Ç l i 3 / D (3.72)

. q 2Çi
= - (Iç Q n2i - IT)Í V i 3 / D (3.73)

q3Çi
=

(Iç V i  - Tnç Q Ç 3 í ] / D (3.74)

q 4Çi = - CIç Q n4i " q z h }
/ D (3.75)

No término do iésimo 

cisalhantes básicos e os momentos 

t i v a m e n t e :

elemento, os 

estáticos de

fluxos de 

área v a l e m ,

tensões

respec

qnb± - ^Tiai + q irii b i + q 2rii b i + q 3T] . sen i e ± ♦

+ q4rii (1 - cos e ± ) (3.76)

q Çbi - q çai q 1£i bi + q 2Çi
, 2
b i + q 3Ç . sen i 6i +

+ q4^i (1 - cos 6 i) (3.77)

0 n b £ ^nai + A Q n b i 

Q Çbi = Q Ça± + A 0 Çbi

(3.78)

(3.79)
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onde,

AQribi = B ni A ri + Qri2i b i + Qr)3i sen 9i + Qr)^i (1 ” cos

(3.80)

A Q ç bi = BÇi -Ari + Q Ç 2i b 2 + 0^3i s e n 0i + 0 Ç 4i (1 ' cos 6*.)

(3.81)

Em elementos retilíneos:

BtU  = xAi - x c (3.82)

B ?i = VAi ” Yc (3.83)

Em elementos circulares:

Bni = x Di - X C (3.84)

B^i = y^i ~ ŷ ; (3.85)

Para d e t e r m i n a r  os momentos estáticos na origem do iési^ 

mo elemento, consid e r a - s e  que ao nó A^ estejam conectados + 1

elementos. Assim, haverá um total de L^ elementos cujos nós térmjL 

no c o i n c i d e m  com o nó A-̂  (Ver Figura 3.3-a).

Seja p^j (j = 1, Li e i a ordem do iésimo elemento) o 

índice i d e n t i f i c a d o r  desses elementos. Os momentos estáticos ini^ 

ciais são dados pelas somas dos momentos estáticos de todos L^ je 

lementos ligados à origem A^. Então, usando (3.78) e (3.79),

OHi ( s ^ O )  = £ (Qr).ap i j + AQr)bp i j } » j = 1, L* (3.86)

Q£i fsi =0l = E (QÇapij + » J = (3.87) 
J

Das equações (3.41), (3.42) e (3.52), (3.53), obtim-se

Qn.i (si = 0) = Qrta;i (3.Ö8)

Q^i (Si-0) - Q Ç ai (3.89)
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donde se conclui que.

Q H a ̂  ~ j ^ ^ a pij  + ^ b p i j )  » J ~ 1 L i ( 3 . 9 0 )

OÇai = J  C0^apij + A Q Çbp i j3^. J = 1, L± (3.91)

Por exemplo, o momento estático no elemento ( B) da Fig£ 

ra 3.3-a, é O^ag = A Q n b 4 + ^ ^ b s  + ^ 1 a 3 + A Q n b 3 ). °bserva-se que, 

nas extre midades livres, os momentos estáticos são nulos.

Com Qria^ e 0 determinados, pode-se calcular os flu^

xos de tensões cisal h a n t e s  básicos na origem do iésimo elemento, 

usando as equações (3.45) e (3.46). Por estas- equações nota-se 

que, quando entre dois elementos estiver interposto um elemento 

de área concentrada, este ocasionará uma d e scontinuidade no fluxo 

de tensões cisalhantes i pois o fluxo de tensões cisalhantes no 

término de um elemento não será o mesmo da origem do outro. No £  

lemento de área concen t r a d a  não se considera o fluxo de tensões 

cisalhantes, ao contrário dos momentos estáticos.

3.6.2 - Produtos de inércia s e t o r iais e centro de cisalhamento

De acordo com a confi g u r a ç ã o  geométrica (Figura 3.2) , 

os produtos de inércia setoriais (equações (2.10 e (2.11)). podem 

ser escritos do seguinte modo:

f b i
Qrii rcj, d s ^  , i = l , n  (3.92)

fbi
Q £ í rc_. d s . ) , i = 1, n- (3.93)

o 1

onde. rei tem a expressão geral

rc^ = Ao^ + Al^ s e n .(s i / | | ) + A 2 A c o s (s í / | R í |) (3.94)

Os coeficientes de rei valem: 

l9 ) Em elementos retilíneos.



AO^ = (x/\^ - xç) sen - (y/\^ ~ y^) c o s  4*̂  (3.95)

Ali = A" 2 i = 0 (3.96)

2 9 ) Em elementos circulares,

AC^ = R ± (3.97)

* I
Al^ = " ( x q í - xc .) sen + (yg^ ~ Yq^ cos ^i (3.98) 

A 2 ± .= R ± ((xD i -xc ) cos cjK + ( y O i - Y c 3 SBn 3 / IR ± 1
(3.99)

Levando (3.94) em (3.92) e (3.93), resulta

Inwc' ÍÇioc = l (cli + c 2 i + C 3 i + c 4 i + c 5 i + C 6 ± ] ’ (3.100)

i = 1, n

onde as constantes para Ir)Wc são:

Clj_ = b i C(Al1£)n3i - A 2 iC)n4i )/2 + AO* (Q n4 ± + 0 ̂ a ± + b i (0 n i ±/ 2 +

+ bi (Qn2i/ 3 ) )) (3.101)

C2i = | R ± | (A 0iQri3 i + A 2 i ( Q r ^ M  - | R -̂ | Griij^ + Al^ C Q ri a ̂  +

+ 3 Qri4i/4 - 2 | R i | 2 Q n 2 ± ) ) (3.102)

C 3 ± = | Ri I sen 6.. (Qn4 ^ ( A 2 i -A0^) + Q n 1;. (Ali I R ± | + b iA 2 i ) +

+ Q n2j_ Í2 bilRilAlj + A 2 ± (b2 -|r± |2 ) ) + A 2 ± 0 r>a ± ) (3.103)

C4^ = | R ± | cos 6^ (-A0 í 0^3^ + Al^ (2 1R ̂  |2 Qri2£ ~ 0^4^^ ~

- Qriai " b i (Onj ̂  b ^  r^i ̂  + I R i I A2 i t Qnl ± + 2biQri2i 5 ) (3.104)

C 5 i = - | R ± 1 ÍA2± Q ri3 i ~ Alj. Q n ^ )  cos 20 j_ (3.105)

C6i = - J R ± | C A 2 ± Q r ^  + Alj Q r n ^  sen 20±/4 (3.106)

35
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As constantes para I.£wc tim as mesmas expressões, ba_s 

tando apenas permutar ri por £.

Conhecidos os m o m entos de inércia de áreas (eqs. (3.33), 

(3.34) e (3.35)) e os produtos de inércia setoriais, pode-se d e ­

ter mi na r as coordenadas do centro de c i s a l h a m e n t o , usando as equ£ 

ções (2.8) e (2.9).

3.6.3 - Função empenamento

são de rc£ (equação (3.94)). No entanto, deve-se a t entar para o 

fato de rs^ ser relativo ao centro de cisalhamento S (Fig. 3.2), 

e os nós origem e término da Figura 3.3-b serem, geralmente, dif£ 

rentes dos c o r r e s p o n d e n te s  da Figura 3,3-a, para cada elemento. 

Por c o n v en iência adota-se.

Em virtude da config u r a ç ã o  geométrica, a função e m p e n a ­

mento WFi no iésimo elemento (equação (2.33)) é dada por:

WFi = D-f- - Ws^ (3. 107)

o n d e ,

Ws^ = Wa^ + rsj ds^ (3.108)
o

W s í tj_ ds^)/Area , i = 1, n (3.109)

A expressão geral de rs^ tem a mesma forma da expres-

rs^ = F0^ + Fl^ sen ( s-̂ / Î Ri | ) + F2^ cos Csi/ | R-j_ | )

(3.110)

onde F0^, Fl^ e F2^ tem expressões análogas a A0^, Alj_ e A2^. 

Levando rs^ em (3.108) resulta,

Wsj = W a W 1 i s W 2 ^ s e n (s ^ / | R i | )+W 3 ^ (1-c o s (s i / | R i b )

(3.111)

o qual, por sua vez, levado em (3.109) dá.

D t = (Z (Ari(Wai + W 3 i + W l i b i/ 2 ) + t ± (W2i [Rild-cos 6 i ) '
i . , ' • _

- WSjjR-jJsen 0 ^ ))3 / Area » i = l,n (3.112)
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Com Ws-j. e co n heci dos, p ode - s e escrever a função empena 

mento na forma

onde,

WFai + WFli s± + WF2 i s e n (s^/ 1 R i | ) + W F 3 * (1 - c o s (s± / |Ri | ))

(3.113)

W F a ± = D t - Waj_ (3.114)

WF1* = - w i A (3.115)

WF2i = - W2j_ (3.116)

WF 3± = - W 3 j_ (3.117)

üs coeficientes de W sí s ã o ,

Wli = FOi (3.118)

'V12í = lR i 1 F 2 i (3.119)

W 3 ± = lR i 1 Fli (3.120)

Para d eterminar Wa^ , considera-se que ao nó A-̂  e ste j a m  

conectados + i elementos, sendo o número de elementos c u ­

jos nós origem c o i n c i d e m  com o nó A^ . Assim, existirá apenas um ê 

lemento cujo nó término coincide com (Ver Figura 3.3-b).

Seja pa^ (i a ordem do iésimo elemento) o índice identi^ 

ficador desse elemento. Como o empenamento no término desse elemeti 

to é igual ao da origem do iésimo elemento, pode-se escrever,

Wai = W b pai (3.121)

No término do iésimo elemento tem-se,.

Wb^ = Wa^ + Wl^ b. + W2j_ sen 0^ + W3^ (1-cos 0^)
(3 t 122)

WFb^ = WFa^ + WFl^ b^ + WF2^ sen 0^ + WF3^ (1-cos 0^)

(3.123)

A expressão de Wb^ é utilizada no cálculo de W b p a ^ .
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3.6.4 - Momento setorial de primeira espécie

Para o iésimo elemento, a equação (2.39) pode ser e s c r i ­

ta como,

f si
Qwsi = Qwsai + I WFj t± d s i (3.124)

ou s u b s ti tuindo WF^ de (3.113), resulta

Qw s í  = Qwsai+Qwslisi+Qws2is2+Q ws 3i(1-cos(s í /|Ri | )) +

+ Qws4^ sen C s ± / |R ± | ) (3.125)

onde,

Qwsli = t ± W F F ± (3.126)

WFFi = WFai + WF 3± (3.127)

Qws2i = t± W F 1  ̂ / 2 (3.128)

Qws3í = t i IR iI W F 2i (3.129)

Qws4í = " ti 1R i 1 W F 3 i (3.130)

No término Bi do iésimo elemento, tem-se que o valor 

do momento setorial de primeira espécie Qwsbi é,

Qwsb^ = Qwsai + WFFi A ^  + Qws2^ b? +

+ Q w s 3 i (1 - cos 0i ) + Q w s 4i sen 0i (3.131)

A determinação de Qwsai é idêntica ã d e t erminação de

QTIai e Q ^ a i pois, também, é üma grandeza ligada ao fluxo de 

tensões cisalhantes. Deste modo, tem-se

Q w s a i = E Q w s b p i j , j = 1, Li (3.132)

onde Pij é o mesmo índice das equações (3.90) ou (3.91) e Qwsbpij 

calculado usando (3.131).

Ao calcular WFFi * deve-se notar que o sentido origem-
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término, quando se determina a função empenamento, poderá ser c o n ­

trário ao sentido o r i g e m - t é r m i n o , quando se determina Qws^, no iji 

simo elemento. Toda vez que isto ocorrer, toma-se WFa^ = WFb^ na 

eq uação (3 .127 ) .

3.6.5 - C o nstante torcional e de empenamento

Com a config u r a ç ã o  geométrica adotada, a constante t o r ­

cional (equação (2.24)3 pode ser calculada pela expressão.

J = (E b, t?0 / 3
j  -L Xi

i = 1, n (3.1333

A constante de e mpenamento é calculada pela expressão

» i = 1, n (3.1343

ou, s ub st ituindo a função empena m e n t o  de (3.1073

W s í ) 2 ti dSi) i = 1, n (3.135)
o

D es en volvendo esta equação resulta

D 2 Area , i = 1, n (3. 136)

Subst it ui nd o W s í de (3.111), obtém-se

r = E ( D 1 i + D 2 ± + D3i + D4i + D 5 ± + D6i) " D j: Area, (3.137)

i = 1, n

onde

(3.140)
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D 4 i * 2 t i |Ri |(|R1 | W l iW 2 i - W 3 ± (Wai + W3i + b± W 1± ) ) sen 6..

D 5 i = ti lR il ÍW3i ‘ W 2 i ) sen 8i cos ei / 2 (3.142)

□6^ = -ti |R± I W2i W 3 a s e n 2 0± (3.143)

A
A constante de e m penamento T" (equação (2.42)) será con 

siderada apenas para secções c o nstituídas de elementos retilíneos 

pois, em elementos circulares as áreas setoriais não se anulam e,
A

consequ en temente, T >> T “ . Assim, tem-se

r " = (£ f 1 t? r N 2 d s i ) / 12 , i  = 1, n (3.144)
i  J o

Da figura 3.1-a, obtém-se

r Ni = CxA . - xs ) cos 4>± + (yAi - ys ) sen <í>± + s ± (3.145)

_ A
S u b s t i t u i n d o  rN^ na expressão de T , resulta

r* = (E bi t? (Pi (P± + b ± ) + b J / 3 )3 / 12 , (3.146)

i = 1, n
onde,

Pi = (xAi - x g ) cos <f>i + (yAi - y s ) sen <í>i (3.147)

3.7 - P R O PRIEDADES SECCIONAIS DE SECÇÕES FECHADAS OU MISTAS

C o n sidera-se uma secção transversal constituída de nct 

cavidades tubulares, n elementos e nn nós. Dos n elementos, 

ntj formam cada cavidade tubular j e na é o número de elementos 

adicionais de secção aberta. Cada cavidade tubular j está ligada 

a n c c j cavidades tubulares, sendo que neccj elementos separam 

cada par de cavidades conexas (ou vizinhas).

(3.141)

tst

U  F S C  J 
B / B L .  C E N T R A L  ,
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3.7.1 - Fluxos de tensões cisalhantes básicos, centro de cisa- 

Ihamento e constante t o r c i o n a l .

0 fluxo de tensões c i salhantes devido à flexão, no iésji 

mo elemento, é dado pela equação (2.14) ou, em termos da c o n f i g u r £  

çao geometrica, por

q± = q o ; (3.148)

onde, em geral, qr^ = qoj - qo^ e j,K r epresentam a ordem das 

•cavidades separadas pelo iésimo elemento.

Os coefi c i e n t e s  de influência (equações (2.17), (2.18) e 

(2.19)), podem ser escritos como

Ôj.j = A j,j f G

Ô O j Ao'. / G = ( hn j V n + hÇi V f ) / Gj v c-

(3.149)

(3.150)

(3.151)

Assim, as equações (2.15) reduzem-se a

A J . j  q ° j  *  E  A j . k  q o k  * h i j  v n  * h Ç j  v ç - o .
k

j = 1, nct , k

(3.152) 

1, nccj

onde ,

V  k m = 1, nscc

ou quando não houver cavidade vizinha a j,

(3.153)

* j » k (3.154)

Os restantes coe fi cientes são,

hnj

h?j

£ b m / t nr - m m

t) qn . (ds/t) 
J  J J

<)j ‘téj íds/t)

(3.155)

(3.156)

(3.157)

Levando (3.66) e (3.67) em (3.156) e (3.157), respectiva
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obtém-se

' l t(i1n m /2 * q2nm bm /31) *

* q3r,J R iJ (l-co=e m ) * <l4nm (bm -|Rm l sen . (3.158)

m = 1, n t .
J

" tbm íqíam * bm tqlÇm /2 4 cl2Sm bm /3)) *

* q 3 5 j R ml ( l-c o =8m ) ♦ q 4 Ç ln(bh,-|Rm l sen 0 m ))/t„ . (3.159)

m = 1, ntj

0 índice m identifica os elementos da cavidade j que 

são considerados.

Os termos dos somatórios das expressões (3.158) e( 3.159) 

são c on si derados positivos se o sentido de integração coincidir com 

o sentido o r i g e m - t é r m i no  do iésimo elemento.

Resolv e n d o  o sistema de equações (3.152) (ver A p ê n d i ­

ce ) •en contra-se

qoj = q n j Vn + 'qçj V Ç ’ J " 1» nct (3.160)

onde q^j , q^j 'são constantes geométricas que dependem da forma 

da secção transversal.

As coordenadas do. centro de cisalhamento são calculadas 

usando (2.20) e (2.21) onde, em função da configuração geométrica 

da figura 3.2 (ver equação (2.22)),

' A'tub j = 2 (Aom bm + A l m | R m | ( 1 - cos 0m ) + A 2 m | Rm | s e n S j  (3.161)

m = 1, ntj

As constantes A o m , A l m e A 2 m são dadas em (3.95) a 

(3.99), c o n siderando que todos elementos da jésima cavidade têm 

sentido o ri ge m - t é r m i no  anti-horário, em relação ã cavidade j .

O fluxo de tensões cisalhantes básico q , na torção un^i
vJ "

forme, pode ser obtidd de um sistema de equações s emelhantes a 

(3.152), fazendo

m e n t e ,

hr^

hÇj
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o n d e ,

61 : = Al. 9 (3.162)
J J

A 1j 3 - Atubj (3.163)

Deste modo, as equações (2.27) podem ser reduzidas a

i, . q. + Z A í k q,, + Al ̂ 0 = 0 , j = 1, nct , K = l,ncc, (3.164)
k

de onde se obtém (ver Apêndice),

q j = q j G 0 , j = 1, nct (3.165)

sendo qj uma const a n t e  que depende da forma da secção transver 

sal.

Portanto, conhecidos Atubj e qj pode-se calcu l a r  a 

constante torcional em secções fechadas por (2.25) e em secções 

mistas por (2.29).

3.7.2 - Função e mpenamento e constante de empenamento

De acordo com a configuração geométrica adotada (Figura 

3.2), a função empenamento em cavidades tubulares é

WFi = Cl - W s í (3.166)

onde,

Ws^ = W a i + r s ± d s i - q ± (ds./ti ) (3.167)
o J o

S u b s t i t u i n d o  rsi de (3.110), resulta.

Ws^ = Wa^ + Wl^s^ + W 2 ^ s e n (s^/| r ^ | ) + W 3 ^ (1 - c o s (s ^ / | |  ))

(3.168)

que é uma expressão análoga à (3.111) e onde

= Wli - q i / t jL (3.169)

W 2 ± = W2^ (3.170)



sendo W l ± , W 2 ± e W3^ dados em (3.118), (3.119) e (3.120).

0 fluxo de tensões cisa 1 hantes básico cĵ  no iésimo e l e ­

mento i dado por

Qi = IH. (q - q k ) (3.172)

onde qj e q^ são os fluxos de tensões cisalhantes básicos, respe£ 

tivamente, da cavidade j, ã qual pertence o iésimo elemento, e da 

cavidade vizinha k. IH^ assume os valores í 1 . Quando, em re_ 

lação à cavidade j, o sentido origem-término do elemento i for ajn 

ti-horário, toma-se IHí = +1 , caso contrário, IH-^ = -1.

0 valor inicial Wa^ é calculado da mesma forma que em 

secções abertas (equação (3.121)), usando a expressão

Wb, = Wa. + Wl, b, + W2. sen 01 + W3.. (l-cos0, ) (3.173)
J. 1 X X J. «*• X

Conhecido Ws^ , pode-se determinar a constante Cl e a 

função empenamento. Assim, a expressão que calcula Cl é a mesma

(3.112) das secções abertas, bastando apenas permutar D-t» W por 

Ci, W , respectivamente.

Substi t u i n d o  Wsj_ em (3.166), obtém-se a função e m p e ­

namento

V1F± = WFa^ + W F l i si + WF 2± s en ( s.. / | R ± J) + WF 3± (1-cos ( Sl /|rí|))

(3.174)

que é a mesma expressão das secções abertas e onde

WFa.. = Cl - Wa. (3.175)

WFlj = - W l i (3.176)

W F 2 i - = - W 2 i (3.177)

WF 3i = - V 3 i (3.178)

A constante de empenamento deduz-se do mesríio modo que
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em secções abertas (ver item 3.6.5) e tem a expressão

F  = E (01.. + D 2 i + D 3 i + D 4 i + D 5 i + D 6 i ) - C l 2 Area

1 . . ■ (3.179)i = 1, n

Os coefic i e n t e s  D l ^  ..., D6^ são dados em (3.138) a 

(3.143), onde em lugar de W escreve-se W.

3.7.3 - Momento setorial de primeira espécie e fluxo de tensões

cisalhantes secundário b á s i c o .

0 fluxo de tensões cisalhantes secundário básico c o n s i s ­

te de duas parcelas: a primeira denominada e s t a ticamente d e t e r m i ­

nável e a outra e s t a t i c a m e n t e  i nde t ermi ná ve 1. A equação (2.63) d_e 

termina a primeira parcela. Naquela equação aparece o que se ch£ 

ma, neste trabalho, de momento setorial de primeira espécie, o qual, 

em função da c o nfiguração geométrica, tem expressão e s ignificado 

exatamente idênticos aos corre s p o n d e n te s  em secções abertas. Por 

conveniência, reescreve-se

2Qws^ = Qwsa^ + Qwsl^ s^ + Qws2^ + Qws3^ .

. (1 - co s (s i / | R i | )) + Qw s 4 i s e n ( s i / | R i () (3.180)

Deve-se notar, no entanto, que os coeficientes de Qws^ 

(equações (3.126) a (3.130)) agora são calculados usando os coefjL 

cientes da função empenamento em (3.174).

A segunda parcela, em analogia à flexão simples, pode ser 

interpretada como um fluxo de cisalhamento básico redundante.

Fazendo

«52, = A 2 i / G (3.181)
J  J

onde, em função da c o n f i g u r a ç ã o  geométrica,

A2j = £(bm (Qwsam + Q w s 3 m + b m (Qwslm /2 + Q w s 2 m b m /3)) +

+ | R m | (Qws4m (i - cos 0m ) - Q w s 3 m sen 0m ) ) , (3.182)

m = 1,nt j
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o sistema de equações C2.64) reduz-se a

\ j . J  q" J  * K q" k * 42J ’  °  ' J ' 1- nCt ’ k' 1,nC° j  (3-1831

do qual se obtém a . e onde os coeficienteswj
A. , , A.
J » J

mesmos definidos em equações anteriorès (ver Apêndice)

3.7.4 - Momento de inércia centra 1

Com a c o nfiguração geométrica da Figura 3.2, tem-se

b-

=E1
r s 7 t. ds. i l  1 i = 1, n

Su b s t i t u i n d o  rs^ de (3.110) resulta

E (Dli + D 2 i + D 3 i + D 4 jl + D 5 i + D 6 i ) , i = l,n

onde,

Dl.

D2i

D 3. i

D4.

D5i

D6i

bi 1:1 (FOi + F 2 i 3

2 t i |R± I F 0 ± F 1 1 (1 - cos 6i )

2 ti |R± I FOi F 2 ± sen 0±

ti I R ± I Fli F2i (1 - cos 2 e± ) / 2

t. b, (Fl? - F 2?) / 2 i l  i i

= - t, |R,| (Fl? - F2?) sen 2 0. / l ' i l  1 ! 1

(3.184)

(3.185)

(3. 186) 

(3.187) 

(3. 188)

(3.189)

(3.190)

(3.191)

3.8 - PRO GR AMA CODIFICADO EM FORTRAN

Para a solução numérica da formulação aprese n t a d a  neste 

capítulo, foi codificado um programa em linguagem FORTRAN. A de_s 

crição e fluxogramas (os mais complexos) das sub-rotinas e progra 

ma principal são apresentados no Apêndice .
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C A P Í T U L O

ENTRADA DE DADOS

4.1 - M O D E L A Ç Ã O  DA s e c ç A o

Antes de efetu a r - s e  a entrada de dados,.., cada secção 

transversal deve ser m o d elada por nós, elementos e cavidades tutm 

lares, obedecendo os seguintes itens:

1 - Em caso de secção fechada ou mista (Figura 4.1), cortar as 

cavidades tubulares (cortes hipotéticos) de modo que a sec 

ção seja con.siderada aberta. Os cortes podem ser feitos em 

q u a i squer pontos sem, no entanto, subdividir a secção.

2 - Desenhar dois croquis da secção, modelada por um conjunto 

de. elementos binodais (linha média da parede). D e n o minar os 

croquis por C R l e  CR2 (Figura 4.2),
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CRI

CR 2

FIG. 4.2 - Exempl o de modelação da secção por 
elementos binodais.
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3 - Areas c o n centradas são consideradas como elementos retilí-

neos cujos nós origem e término têm mesmas coordenadas (F i_ 

gura 4.2).

4 - E l e m e n t o s  circulares devem ter arcos, no máximo, correspojn

dentes a 180°.

5 - Nenhuma cavidade deve estar contida em outra.

6 - N u m erar as cavidades tubulares em CRI e CR2 de 1 a NCT, on

de NCT é o número de cavidades da secção (Figura 4.3).

7 - N u m e rar os nós em CRI e CR2 de 1 a NN, onde NN é o número

de nós da secção (Figura 4.3).

8 - Em CRI, repres e n t a r  as setas indicativas do setido. origem-

término do fluxo de tensões cisalhantes, tomando extremidja 

des livres como origem, exceto aquela escolhida como térrrá 

no do último elemento e assumindo que, de cada nó, "sai" £  

penas uma seta (Figura 4.4).

9 - Em CR2, r epresentar as setas indicativas do sentido origem-

término da função empenamento, considerando a o rigem do pri. 

meiro elemento como uma extremidade livre a qual não deverá 

co i ncidir com o término do último elemento em CRI. As d e ­

mais setas são repres e n t a d a s  assumindo que a cada nó "che­

ga" somente uma seta (Figura 4.4).

10 - Os elementos são numerados de 1 a N, onde N é o número de

elementos da secção transversal.

As numerações dos elementos em CRI e CR2, em geral, não c_o 

. incidem, com exceção do elemento de número de ordem (1), o 

qual deverá ser o mesmo nos dois croquis. Para numerar os 

demais elementos, é indife r e n t e  começar em CRI ou CR2, des_ 

de que se tenha escolhido qual o elemento (1). A escolha do 

elemento (1) é feita sabendo-se que, em CR2, ele é o único 

cujo nó origem coincide com uma extremidade livre. Os d e ­

mais elementos são numerados conforme regras a seguir.

11 - Em CRI, deve ser obe decida a ordem de contribuição dos fljj

xos de tensões cisalhantes. Isto é conseguido numerando os 

elementos do seguinte modo:
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CRI

CR2

FIG. 4'. 3 - ’Exemplo de identificação de 

cavidades e nós.
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CR 1

CR 2

FIG. 4.4 - -Exemplo de representação das setas 

i n dicativas do sentido origem -tér 
m i n o .
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a) o último elemento, isto é, o de número de ordem N é aque 

í le cujo nó término coincide com uma extremidade livre.

b) numerar e.m ordem crescente (2, 3, 4, ...) todos e l e m e n ­

tos cujos nós origem são extremidades livres, escolhendo 

os a r bitrariamente.

c) os elementos restantes são numerados como segue:

- p r o curar um nó onde todos elementos, cujas setas que 

"entram", estão, numerados e continuar a numeração no _e 

lemento cuja seta "sai" do referido nó.

- repetir este p r o c e d i m e n t o  até o último elemento cuja 

seta "sai" quando-, e ri tão, será conhecido o número de _e 

lemen-tos da secção (Figura 4.5).

12 - Em CR2, deve ser obedecida a ordem de contribuição da f u n ­

ção empenamento.

0 elemento (2) tem como origem o término do elemento (1), o 

elemento (3) tem a origem no término do elemento (2) e a_s 

sim para os elementos seguintes até chegar a uma e x t r e m i d a ­

de livre. Se, ainda, alguns elementos estiverem sem número, 

re in iciar a sequência a partir de um elemento que se liga 

a, pelo menos, um elemento jã numerado (Figura 4.5).

4.2 - ENTRADA DE DADOS

Para cada secção t ransversal são fornecidas as listas 

de variáveis e respectivos formatos que devem ser obedecidos na 

perfuração dos cartões de dados.

A seguir, r e l a c i o n a - s e  a sequência dos cartões de dados.

1 - Cartões tituladores

São cartões usados para construir cabeçalho na impressão dos 

resultados de cada secção testada. As informações contidas 

nesses cartões devem ser perfuradas dentro do limite das 

colunas 2 a 73.- Todos cartões devem ter um inteiro na colju 

na 1, exceto o último que conterá um zero ou nenhuma perfu 

ração, finalizando o cabeçalho. Não havendo cabeçalho, deve
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CRI

CR2

FIG. 4.5 " Exemplo de identificação de cavjL 

dades, nós e elementos.
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ser inserido um cartão em branco.

2 - Inf orm a ç õ e s  gerais

LISTA N, NN, NC, IFLAG, ISEC, ITOR, ALFA, XP , YP 

FORMAT (615, 3F10.5)

onde :

N - Número de elementos da secção ou o m a i o r  número

de ordem de elementos em CRI ou CR2.

NN - Número de nós.

NC - Número de áreas concentradas.

IFLAG - Se IFLAG = 1, o programa calcula os m o m entos de 

inércia CIU, CIV e CIUV em relação a um sistema 

de referência UV com origem no centróide C e para 

leio a um outro sistema de referência com centro 

em P, cujo eixo Xp faz um ângulo ALFA ( a ) graus 

com o eixo X de referência da secção. Além disso,

o programa calcula a distância d entre C e P, bem 

como, o ângulo agudo ô que o segmento de reta CP 

faz com o eixo de coordenadas Y (Figura 4.6). Se 

IFLAG í 1, essas grandezas não são determinadas.

ALFA - Dado em graus e corresponde a a (Figura 4.6).

XP,YP - Coordenadas de um ponto P (Figura 4.6).

ISEC - Se ISEC < 1, a secção é fechada ou mista.

ISEC = 1 indica secção aberta. ISEC > 1, secção 

aberta, constituída de um e.lemento retilíneo ou 

múltiplos elementos retilíneos e colineares ou, 

ainda, secção composta de membros formados de el_e 

mentos retilíneos e colineares de tal modo que e_s 

ses membros tenham um ponto comum (Figura 4.7).

ITOR - Indica o tipo de torção que o programa considera.

Se ITOR > 0, o programa considera que a secção a 

ser testada está submetida ã torção não uniforme, 

caso contrário, torção uniforme.



0 X

FIG. 4.6 - Posição dos sistemas de referência 

UV e X p Y p .

FIG. 4.7  ̂ Modelo de secção tipo ISEC > 1.
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Coor denadas dos nós.

LISTA ( X N A ( I ) , Y N A ( I ) , 1 = 1 , NN) 

FORMAT (8F10.5)

onde,

XNA(I), YNA(I) - C oordenadas (x^.

do iésimo nó.

y^), r e s p e c t i v a m e nt e  ,

Cada cartão conterá quatro pares de coordenadas, exceto o 

último, que poderá conter menos. Os pares de coordenadas dos 

nós deverão ser fornecidos orderiamente de 1 a N N ,. • em rela 

ção ao sistema global (Figura 3.2).

4 - Id e nti f i c a ç ã o  dos elementos.

LISTA. 

IS ( I ) , 

FORMAT 

onde,

N O E L i m

I E P A ( I ) , 
I E P B (I )

L (I )

N O E M P (I )

i s m

IPA (I)

ÍNOELI(I), IEPA(I), I E P B (I ), L(I), NOEMPÍIJ,

IPACI] , T (I ) , R (I ) , 1 = 1,N)

(715, 2F10.5)

- Número de ordem do iésimo elemento em CRI.

Número dè ordem dos nós origem e ‘ térmi 
no, respectivamente, do iésimo elemento, em

CRI.

• Número de elementos cujas setas i n d i c a t i v a s d o  

sentido o r i g e m - t é r m i n o ." c h e g a m ” no nó origem 

do iésimo elemento, em CRI. Como verificação, 

observa-se que •■L(I).+ 1 é o número de elemeji 

tos ligados ao'referido nó.
>

• Número de ordem ào iésimo elemento em CR2 e 

c o r r e s p o n d e n te  a N O ELI(I).

IS(I)=1 significa que as setas indicativas 

do sentido origem-término dos correspondentes 

elementos, em CRI e CR2, têm o mesmo sentido.

I S (I ) =-1, sentido contrário.

■ N úmero de ordem do elemento cuja seta i n d i c a ­

tiva do sentido origem-término "chega" no nó 

origem do iésimo elemento, em CR2.
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T(I) - E s p e ssura do iésimo elemento. Se o elemento

for de área concentrada fazer T(I) = 0 .

R(I] - Raio de curvatura do iésimo elemento, em CRI.

Q sinal de R(I) é positivo se, em relação ao 

centro de curvatura, tomado como polo, as s_e 

tas i n dicativas do sentido orige m - t é r m i no  a- 

pontam rotação anti-horária. Caso contrário, 

negativo. Em elemento s r e t il í n e o s  fazer R(I)=0.

Os números NOELI(I) deverão ser fornecidos ordenadameji 

t e , de 1 a N .

Para o .exemplo da Figura 4.5, os seguintes cartões de 

dados são fornecidos:

1 4 5 0 1 1 0 0 .10 4.15

2 1 2 0 5 -1 4 0 .00 0 . 00

3 9 8 0 9 - 1 7 0 .08 0 .00

4 17 8 0 8 - 1 7 0 .10 0 . 00

•5 16 13 0 16 -1 12 0 .10 0.00

6 11 12 0 14 -1 13 0.00 0.00

7 2 3 1 4 -1 3 0.10 0 . 00

8 ' 3 6 1 3 -1 2 0.20 0 . 00

9 5 6 1 2 1 1 0.10 0 .00

10 6 7 2 6 1 2 0 . 10 0 .00

ll' . 7 8 1 7 1 6 0 .00 0 . 00

12 8 15 3 10 1 7 0.10 0 . 00

13 15 14 1 11 1 10 0.20 0 . 00

14 , 14 13 1 12 1 11 0.10 0 .00

15 12 13 1 13 - 1 12 0.10 0 . 00

16 13 10 3 15 1 12 0.15 0 . 00

5 - Areas concentradas

Se NC > 0, os seguintes dados deverão ser fornecidos.

LISTA (N0EACÍN1), AA(N1), N1=1,NC]

FORMAT (5(15,FIO . 5))

onde :
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NOEAC(Nl) - Número de ordem do elemento considerado de já 

rea concentrada, em CRI.

AA(Nl) - Area do elemento.

Cada cartão conterá cinco pares desses valores, exceto o ú_l 

timo que poderá conter menos.

Para o exemplo da Figura 4.5, tem-se os dados:

2 0.52 11 0.39 6 0.52

Número de ordem dos elementos cujas setas indicativas do sen 

tido o r i g e m - t é r m i no  " c h e g a m ” na origem do iésimo elemento, 

em CRI.

Devem ser perfurados cartões contendo esses números para ca 

da elemento da secção. Se o número JL=L(I) de setas que 

"chegam" na origem do iésimo elemento for nulo, nada se d£ 

ve informar nias, se JL > 0, os seguintes dados são forneci 

dos:

LISTA N O E L i m ,  (LPI(IL), IL=1,JL)

FORMAT ( 1615,/, (5X, 1515) )

o n d e ,

LPICIL) - Número de ordem dos elementos cujas setas indjL 

cativas do sentido origem-término " c h e g a m ” na 

origem do iésimo elemento.

Qüando o espaço no cartão não for suficiente para informar 

todos os números LPICIL), deve-se continuar em outro c a r ­

tão, excluindo as cinco primeiras colunas.

Os cartões devem ser perfurados na mesma ordem dos números 

N O E L I (I ) do item 4,

Continuando com o exemplo da Figura 4.5, tem-se os seguir^ 

tes cartões de dados;

7 2

0 7

9 1 .

10 9

11 10
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12 3 4 11

13 1

14 ' 13

15 6

16 5 14 15

A regra de numeração dos elementos em CRI (item 11, do 

artigo 4.1) contin u a r i a  valida caso fosse suprimido o sub-item b 

e assumido que nós origem, em e x tremidades livres, satisfazem a 

condição "todos elementos, cujas setas que chegam, devem estar njj 

m e r a d o s " .

C onsid e r a n d o  a regra sem o referido sub-item, pode-se i_ 

den ti f i c a r  os elementos da secção da Figura 4.4 em CRI, como mos. 

trado na Figura 4.8.

FIG. 4.8 - Exemplo de identificação de cavidcâ 

des, nós e elementos em CRI.

Ds cartões que contem informações sobre o número de ojr 

dem dos elementos cujas setas chegam na origem do iésimo e l e m e n ­

to, em CRI, são os seguintes:

2 1 

. 4 3

5 4

6 2 5



60

7 6

10 7

11 10

12 11

15 14

16 12 15 13 ~

Para secções abertas, ISEC 2l 1, os dados de entrada são 

os indicados nos itens 1 a 6. Quando ISEC < 1, devem ser forneci^ 

dos os dadòs a dicionais seguintes.

7 - Número de cavidades e elementos adicionais de secção aberta.

LISTA N C T , NA 

FORMAT (215)

o n d e ,

NCT - Número de cavidades tubulares.

NA - Número de elementos adicionais de secção aberta.

Para o exemplo da Figura 4.5, tem-se três cavidades e cinco 

elementos adicionais de secção aberta.

8 - Número de elementos e cavidades vizinhas ã jésima cavidade.

LISTA (NNCT(J), NT(J), N C C (J ], J = 1 , N C T )

FORMAT (1515)

onde,

NNCT(J) - Número de ordem da jésima cavidade.

- N T(J) - Número de elementos que compõem a jésima cavida

de .

NCC(J) - Número de c a v i dades vizinhas à jésima cavidade.

Cada cartão conterá 75 números, ou seja, dados correspondeji 

tes a cinco cavidades. Para um maior número de cavidades u- 

sar tantos cartões quantos necessários.

Os números NNCT(J) devem ser fornecidos, ordenadamente, de

1 a NCT.

Para o exemplo da Figura 4.5, os dados são fornecidos em um

v
U  P  S C  **** 
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único cartão como segue;

1 3  0 2

9 - E s p e c i f i c a ç ã o  dos elementos constituintes da jésima cavidade 

e o rient a ç ã o  das setas i ndicativas do sentido origem-térmi- 

no desses elementos, em CR2.

Para cada cavidade devem ser informados os seguintes dados:

LISTA NNCT (J ) , (IPJII(JP), IHI(JP), JP=1,NTJ)

FORMAT (1515./,(5X, 1415))

o n d e ,

IPJII (JP-)

I H I (JP)

NT J = N T (J )

- Número de ordem do j p ésimo elemento c o n s t i ­

tuinte da jésima cavidade. Os números IPJII 

(JP) podem ser fornecidos sem obedecer q u a l ­

quer ordem.

- Repres e n t a  a orientação da seta indicativa do 

sentido orige m - t é r m i no  do j p ésimo elemento. 

Quando, em relação à própria cavidade, a seta 

estiver orientada em sentido a n t i - h o r á r i o , t£ 

ma-se IHI(JP)=1 e, em sentido horário, IHI 

(JP)=-1.

- Número de elementos que compõem a jésima cavi 

d a d e ,

Os números de ordem NNCT(I) das cavidades devem ser forneci 

dos, ordenadamente, de 1 a N C T .

Se NTJ > 7 , usar tantos cartões quantos necessários para iji 

formar todos os pares de números IPJII(JP) e IHI(JP).

Para o exemplo da Figura 4.5, os dados são fornec i d o s  em 

três cartões- como segue;

1 2 -1 1 -1 3 -1

2 15 -1 12 -1 11 -1 10 -1 9 1

3 8 -1 10 1 11 1 12 1 16 1

secção for' c onstituída d e mais de uma cavidade tubular

e se existirem cavidades vizinhas, os seguintes dados 
deverão ser fornecidos.

adicionais



E s p e c i f i c a ç ã o  das c a v i dades vizinhas e dos elementos que as 

s e p a r a m .

Para cada cavidade que tiver cavidades vizinhas, deve ser i£ 

form ado o número de ordem das cavidades vizinhas, o número 

de elementos que separam cada cavidade vizinha da cavidade 

considerada, bem como, o número de ordem desses elementos. As 

listas e formatos seguintes dão estas informações.

LISTA NNCT(J), NNCCÍJ2), NECCCJ2)

FORMAT (315)

onde,

NNCC(J2) - Número de ordem da j 2 ésima cavidade vizinha.

Este número pode ser fornecido em qualquer o£ 

d e m .

NECC(J2) - Número de elementos que separam a j 2 ésima ca 

vidade vizinha da jésima cavidade considerada.

Imediatamente, após cada cartão com, esses três números, s e ­

gue a lista,

LISTA (I C J L I (J 3 ), J3 = 1,N E C C J )

FORMAT (5 X , 1515)

o n d e ,

ICJLICJ3) - Número de ordem do j 3 ésimo elemento em CR2, 

perten c e n t e  ao conjunto de elementos que sepa 

ram as duas cavidades vizinhas c o n s i d e radas.Os 

números ICJLICJ3) podem ser fornecidos sem obe 

decer qualquer ordem.

N E C C J = N E C C (J 2) é o número de elementos que separam as cavid_a 

des consideradas.

A ordem em que devem ser fornecidas as listas é a mesma dos 

números de ordem NNCT(J) das cavidades consideradas e estes, 

por sua vez, são fornecidos, ordenadamente, de 1 a N C T . No 

entanto, quando a cavidade considerada não tiver vizinhas , 

nada deverá ser informado.

Os números de ordem NNCT(J) das cavidades consid e r a d a s ,  dev_e 

rão ser repetidos tantas vezes quantas forem as cavidades v_i
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zinhas .

Para o exemplo da Figura 4.5, os cartões de dados são os se

g u i n t e s :

2 3 3

10 11 12

3 2 3

12 10 11

Após os cartões de dados , c o r r e s pondentes a todas secções. de

vem seguir dois cartões em branco. Estes cartões indicam 0

término, do programa. 0 programa, então, imprimirá os resulta 

dos c o r r e s p o n d e n te s  a cada secção, bem como, o número de sec 

ções t e s t a d a s .

Em caso de secções constituídas de materiais diferentes, 

deve-se usar uma espessura ou área equivalente que depende do tipo 

de secção:

a) Em secções abertas (ISEC 1] usar,

^eq " m t 

A e q = ni A

o n d e ,

m = E / E 0

b) Em secções mistas CISEC 1) usar,

^eq = n t

A e q = n A

o n d e ,

n = G / G 0

E Q e G 0 c o rrespondem ao material de referência
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C A P Í T U L O

EXEMPLOS E COMPARAÇÕES

Nas figuras seguintes, são mostrados alguns exemplos de 

secções cujas propriedades seccionais, comumente encontradas na li. 

teratura, são comparadas com os resultados obtidos do processo nu 

mérico com putacional d e s envolvido no Capítulo 3. As fontes bibli£ 

gráficas, utilizadas para comparação, estão indicadas em cada figjJ 

ra ou citadas no texto. As unidades estão em um sistema coerente 

de unidades.

As Figuras 5.1 e 5.2, m o stram uma mesma secção modelada 

de dois modos distintos. Na F igura 5.2, considera-se que os elemejn 

tos de parede inferiores sejam de áreas concentradas. Os resulta 

dos obtidos com o processo numérico computacional, em geral, apre 

sentam boa acuidade, comparados com as referências e, da mesma 

forma, comparando os dois tipos de modelação entre si. A constante 

torcional, no entanto, difere razoavelmente nos dois tipos de mode 

lação adotados. No primeiro caso (Figura 5.1), J é calculado aci 

ma do seu valor exato, pois a relação c o m p r i m ento/espessura é m_e 

IP
y.ioÜÍ9 (5) 16)' (I) (5) (6)

(4)j

(2) 2 (3) (êT5©)

(2)j |(7)

1 3 4 6

(4) (3) (8) (9)

CR I CR 2

Fonte Área *0 y0 *1^ X*o Vi a J r

Processo2,40000 1,00000 0,00000 29,367 6,137 0,000 - 1,303 0,000 0,016 87,20

Ref. [e ] 2,400 1,000 0,000 29,367 6,137 0,000 - 1,303 0,000 87,62

FIG. 5.1 - Exemplo de modelação de secção aberta, 

sem considerar áreas concentradas.



65

nor do que 10 ([l],p. 44] nos elementos de parede inferiores. No 

segundo caso (Figura 5.2), J é calculado abaixo do seu valor exa 

to,pois o programa considera elementos de área concentrada com es 

pessura e comprimento nulos. J está mais próximo do valor exato 

no primeiro caso. G valor mais exato da constante torcional é 0,015.

elgj 7______________ 6 jgj 5 8 jg) 7_____ (3) ______ 6 5

(2)1 [(6) (2)| |(4)

11) f
2 4 
ll 3 1(7) ll)| 2 4

:l 3 ](5)

CR I CR 2

Fonte Área y* h l K X,0 y»o j r

Processo 2,40000 1,00000 0,00000 29,333 6,136 0,000 - 1,309 0,000 0,0 u 86,26

Ref. [3] 2,4 0 1,00 0,00 29,36 6,16 0,00 - 1,30 0,00 86,40

■ FIG. 5.2 - Exemplo de m o d e l a ç ã o  de secção aberta (a mesma 
da Fig. 5.1), considerando áreas concentradas.

Normalmente, em secções abertas de paredes delgadas, os 

efeitos da torção não uniforme são dominantes em relação aos e-fei_ 

tos da torção u n i f o r m e ( [3],p . 187 a 198). Pode-se, para efeito de 

projeto, c alcular J usando, indiferentemente, uma ou outra modje 

lação, embora a mais r e comendável seja a da Figura 5.1.

Existem casos de secções abertas onde não é possível m£ 

délar a secção sem áreas concentradas. A constante torcional, d e ­

terminada pelo programa, devem ser adicionadas as parcelas corres 

pondentes às constantes torcionais de cada área concentrada, medjL 

ante o uso de fórmulas específicas que dependerão da forma de cada 

secção de reforço (área concentrada).

0 exemplo da Figura 5.3, onde aparecem elementos de parje 

de circulares com arcos corre s p o n d e n te s  a 90°, visa a comparação, em 

particular, das coordenadas do centro de cisalhamento e o exemplo 

da Figura 5.4, a comparação de F*.



66

|___3,365

in;
oo,

M

X r = 3/I6 A  1°*9325

J),I35

/  \J _X0,9325

(4L4 3^12)

^  Íllcu

(5)

16)'v\V»-
10 f f(9) 
&

(7 )
8 - (8)

(4k l _ r =

(5)

(6)V^r

>(2 )\

'a:«)

(7)

iw.
9J

Fonte Área Xc Yo Ia Ksa Yao J r

Processo2,70299 5,93249 0,84218 4,02 56,20 0,00 5,93249 -1,41730 0,0 16 111,76

Ref.[31] 2,70 5,9 3 0,84 4,02 56,20 0,00 5,9 3 -1,41 --- ---

FIG. 5.3 - Exemplo de secção com elementos circulares.

Fonte Área Xc yc Ia h Xsa Yaa J r*

Processo 1,60000 3,50000 3,00000 3,600 1,737 0,000 3,99995 3,00000 0,017 0,014

Ref.[l ] 1,60 3,50 3,00 3,60 1,74 0,00 4,00 3,00 0,017 0,014

FIG. 5.4 <- Exemplo de secção tipo ISEC' > 1
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Na Figura 5.5, m o s t r a - s e  uma secção fechada com uma cavi 

dade tubular. Os r esultados obtidos com o programa SEDEL coincidem 

com os r es ultados da referência indicada.

Com o exemplo da Figura 5.5, foram testadas as equações 

de ODEN([l],p. 218 a 222). V a r i o u - s e  a posição dos cortes hipotéti 

cos na mod elação da secção e os c o rrespondentes valores de T não 

se m a n t i v e r a m  constantes. Este foi um dos motivos pelos quais, nes 

ta dissertação, foram adotadas as equações de BENSCOTER.

r
40

y 4 (3) 3 4 (3)

0,20

to
W.0

.. \
0,20 - J :4) © (2) u (4) © (2)j

X
k3Cvl
<$

5 1 d) 2 5 1 (1) 2

CRI CR 2

Fonte v, ■ y * % Y. q <
«■»11
V S."

— 1»

Processo -60,00 60,00 -60,00 60,00 -60,00 1,60 -60,00 - 60,00 -60,00 -60,00

Re f. [9 ] -60 60 -60 60 -60 1,60 - 60 - 60 - 60 -60

Se" t̂ub. f

-60,00 1280 24x10*

- 60 1280
'} ..*

24x10®

FIG.. 5. 5- - Exemplo de secção fechada com 

uma cavidade tubular.

0 exemplo da Figura 5.6 é meramente comparativo. Para a 

ve rificação do valor da constante de empenamento T , foi usada a 

fórmula (81) da referência [2].

A Figura 5.7, mostra o exemplo básico adotado para te£ 

tar o programa SEDEL, na determ i n a ç ã o  das coordenadas do centro de 

c i s a 1 h a m e n t0 . 0 programa foi testado, também, com uma secção retan 

guiar, unitubular e a ssimétrica da referência [l8] quando, então, 

houve a coincidência de resultados. Da mesma forma, nas secções das 

Figuras 5.5 e 5.6, o programa deu resultados esperados.



Fonte «2 q3 Ve V7 v8 v9 ♦̂ub

Processo 2,857x10a3,428x!C? 2,857xlÒ2 0,000 2,857 4,571 4,571 6,286 2,926 4,989

Ref.[2] 2,857x10* 3,428x10* 2,857x10* 0,00 2,8 57 4,571 4,571 6,286 2,926 4,989

FIG. 5.6 - Exemplo de secção fechada com 

três cavidades tubulares.

□ método usado na referência indicada não é p e r f e i t a m e n ­

te explícito, deixando dúvidas quanto ao valor real de y s f, que p£ 

de ser tomando tanto como 41,77 ou 38,23 , dependendo da i n t e r p r e ­

tação. Deste modo, o método apresentado em [l] não é recomendável.

20 40 16

1 | y

g ° 
0,
03
? 

*
o* 0 01 o

*■ 
0,
04
0 

\

fo
s
o

0,048 ~ ”0,032

Fonte X8f y«f
Processo 11,99994 38,22935

Ref. [ i ] 12,00
.......»"""
?

iw fo fo 
£  x  *  9- Q- o o o 0-

FIG. 5.7 - Exemplo de secção fechada com 

três cavidades tubulares.

t

A nalog a m e n t e  âs secções abertas, em secções fechadas 

com reforços, o valor -da.constante torcional também depende da m£ 

delação da secção. A Figura 5.8 ê ura exemplo onde se pode c o n s t a ­

tar tal afirmativa. Ao m o d e l a r  a secção sem áreas concentradas, coji
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o

í°

o
fo

1«  "4" ....... " 3t  1 1
\  5*5* 0,5

X
0,10 0,10

o O
L. «o~ La _ . lo -J. . .  ----  j f

80 80

Modelação xef y®f Jtub. r Ic

Com drea conc. 2QOOOOO -0,00003 4,096xl04 3,072xl07 6,400xl04

Sem área conc- 19,99998 0,48698 4,572xl043,487xl0?I3,400xl04

FIG. 5.8 - Secção fechada com áreas de reforço.

siderou-se que as abas dos reforços centrais [na direção de x) se 

jam elementos adicionais de secção aberta e as abas dos demais re 

forços sejam solidárias ãs paredes da cavidade tubular, constituir^ 

do elementos com espessura 0,60 e comprimento 5 unidades de comprjl 

mento. A literatura, em geral, dá recomendações de projeto que indjL 

cam a adoção da modelação com áreas concentradas, em secções fecha 

das ou mistas que têm reforços.

| 4.15 ! 3.25 5.35

Fonte Xc yc I1 k X8f y8f J P Ic

Processo 2-43869 2,51560 155,17 30,87 3,33 0,74071 2,16049 41,07 411,86 59,04

FIG. 5.9 - Exemplo geral de secção mista.

A Figura 5.9 mostra a mesma secção transversal usada c o ­
mo exemplo do Capítulo 4. Neste capítulo é citada como caso geral.



CONCLUSÃO

O Processo N u m é r i c o  Computacional e o programa codifica_ 

do em FORTRAN, desenv o l v i d o s  neste trabalho, possi b i l i t a m  a dete_r 

m inação das propriedades seccionais requeridas na flexão, torção 

uniforme e não uniforme, de secçõés de paredes delgadas, abertas, 

fechadas ou mistas.

0 programa é geral é tem grande valia na análise de es 

truturas de paredes delgadas, consideradas como vigas ou barras. 

As suas aplicações surgem, notadamente, em estruturas de pontes, 

eq ui pamentos mecânicos, estruturas aeronáuticas e navais.

Uma das aplicações do programa surge na análise prelimji 

nar de tensões, pela boa aproxi m a ç ã o  que se consegue, ao usar a 

teoria de torção uniforme e não uniforme apresentada nestre trab£ 

l h o .

As secções transv e r s a i s  das asas de um avião ou da sua 

fuselagem são de formas complexas, e a determinação das proprieda^ 

des secci onais tais como centro de ci salhamento, função empenamejn 

to e constante de empenamento, seria árdua e penosa por meios ma 

nuais, já que d i ficilmente são encontradas na literatura.

Na construção naval, os efeitos da torção não uniforme 

também são considerados, pois, não raro, ocorre torção devido a 

ação das ondas. As secções transversais de navios granel e i r o s  são 

exemplos de secções fechadas com múltiplas cavidades tubulares.

Uma tendência atual, em estruturas leves, é o uso de 

vigas c on formadas a frio, com secções de formas variadas , cujas 

propr ie da des seccionais são de difícil obtenção manual, e que não 

se encontram facilmente na literatura. Surge daí uma aplicação p£ 

ra o programa. Com sua ajuda p o d eriam ser elaborados manuais de 

pro pr ie da des seccionais para os mais variados tipos de secções 

transversais.
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Em secções de,paredes delgadas, onde não aparecem áreas 

de reforço, o programa se aplica sem nenhuma restrição e os resu_l 

tados obtidos a p r e s e n t a r a m  excelente concordância, comparados com 

os dados disponíveis na literatura. Ror outro lado, para os casos 

de área concentrada, pode-se concluir o mesmo, com a ressalva da 

constante torcional. No entanto, este problema pode ser contorna^ 

do o bedec en do as recom e n d a ç õ e s  seguintes:

1. Em secções abertas, evitar o uso de áreas c o ncentradas na 

mod el a ç ã o  da secção transversal.

2. Quando não for possível evitá-las, ou se houver interesse 

em usá-las, deve-se corrigir a constante torcional d e t e r m i ­

nada pelo programa, somando a ela os valores das constantes 

t orcionais de cada área de reforço.

3. Em secções fechadas, quando for o caso, usar preferi ve Imejn 

te áreas c o ncentradas na modelação da secção transversal.

A teoria de torção não uniforme, apresentada por ÜDEN, 

para as secções fechadas, é aproximada e supõe que as tensões nor 

mais tenham mesmas expressões, tanto em secções abertas como fie 

chadas. Neste trabalho, põé-se em dúvida a validade da expressão 

deduzida por ODEN, para a constante de empenamento, porque ao se 

rem tomados distintos cortes hipotéticos nas secções fechadas, os 

valores de F não se m a n t i v e r a m  constantes.

Ao programa SEDEL, elaborado com a formulação do Capítjj 

lo 3, poderia ser a dicionada uma sub-rotina que d e t erminasse o fl_u 

xo de tensões cisalhantes básico total, soma dos fluxos de t e n ­

sões cisalhantes básicos q^ e q^ ou q^ e q^ , como também a dji 

ferénça entre q s e q"w , em secções fechadas, ou mistas. Pelo pr^ 

sente trabalho, essas soma e diferença deverão ser efetuadas m a ­

nualmente com ajuda dos croquis CRI e CR2, apresentados no Capítjj

lo 4. R es sa lta-se que os fluxos de tensões cisalhantes r e d u n d a n ­

tes básicos são c o nsiderados positivos no sentido a n t i - h o r á r i o .

Para o futuro, sugere-se o estudo dos efeitos da torção 

não uniforme em barras curvas e de secções variáveis, sem usar o 
conceito do centro de -c i s a 1h a m e n t o . A necessidade de tal estudo é 

devida à i m p o s s ibilidade de uma definição rigorosa do centro de 

cisalhamento em tais barras.
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A P_Ê N_D_I_Ç_E

DESCRIÇÃO DO P R O G R A M A  PRINCIPAL E S U B-ROTINAS 

DO P R O G R A M A  SEDEL

1 - Programa Principal

O fluxograma do programa principal é mostrado nas págjL 

nas seguintes, onde ISEC e ITOR são definidos no Capítulo 4. O b ­

serva-se que, quando ITOR <. 0, o programa considera que, em g£ 

r a 1, a secção está submetida a torção uniforme e flexão simples.

0 fluxograma m o s t r a d o  aplica-se a cada secção transver 

sal testada. No programa SEDEL estão previstos testes c o n s e c u U  

vos de várias secções.

2 - Sub-rotina AINER

Esta sub-rotina é utilizada na determinação de:

a) Area da secção transversal;

b) Co ordenadas do centroidej

c) Momentos e produto de inércia de área em relação a um sis-

■ tema de referência com origem no centróide e paralelo ao

sistema de referência globalj

___ d)' Momentos de inércia de área e eixos principaisj

e) Momentos e produtos de inércia de área em relação a um sis 

tema de referência com origem no centróide e com dada dirtj 

ção dos e i x o s .

3 - Sub-rotina CCSAB

Esta sub-rótina é utilizada na determinação de:

a) C onstantes das expressões dos fluxos de tensões cisalhan-



73

FL UXOG R A M A  PARA PROGRAMA PRINCIPAL

Ler e i m p rimir dados gerais e de secção aberta

CALL AINER

I m p rimir p r opriedades 
na sub-rot

g eométricas determinadas 
ina AINER

______ s.______
CALL CC5AE3

Imprimir p r o p r i e d a d e s  seccionais determinadas 
na sub-rotina CCSAB

CALL SECAB

1
I mprimir o valor da constante de empenamento de

secção aberta

IS EC - 1
>

CALL PMSET

*. ( D

I mprimir constantes da 

penamento e do momento 

p é c i e .

s expressões da função em 

setorial de primeira es

(F) -T
^  \<
I mprimir constantes das expressões do fluxo de 
tensões cisalhantes básico na flexão simples.

— — 
FIM



FLUXOG R A M A  PARA P R O G R A M A  PRIN CI PA L (continuação)
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tes básicos na flexão simples;

b ) Coordenadas do centro de cisalhamento; e

c) Co nstante torcional, em secções abertas.

4 - S ub -r o t i n a  SECAB

Esta s ub-rotina é utilizada para determinar, em secções

abertas,

a) C on stantes da expressão da função empenamento, e

b) Co nstante de empenamento.

5 - Sub-r otina SISEQ

Esta sub-rotina é utilizada para a resolução de um s i s ­

tema de nct equações a nct+2 incógnitas. É adotado o método de 

redução ã forma normal de Hermite da referência [32].

Qs sistemas de equações (3.152), (3.164) e (3.183) p o ­

dem ser escritos, de modo geral, como segue:

s
(Qi) 0 (Al)

R eduzindo a matriz coeficiente à FNH resulta.

h j , nct + 2 (A 2 )

de onde se obtém,

^j, nct+1 ^nct+l ^ j , nct + 2 CInct + 2 '  ̂ l*nct (A3) 

Assim, na resolução do sistema (3.152) faz-se 

Aj, nct+1 = hr]3 ' Aj, nct + 2 = ' q nct + l V n e

q n c t + 2



FLUXO G R A M A  PARA S U B - R O T I N A  SISEQ

Dados

net, ~ 6
Anct X(nct+2] ' z = 10

A -> H

IJ = net + 2

i = 1, IJ

hJJ = h. ,J i j

h-i n = h-i -f / hJJJ 1 1 J > ±

1\

hip,ic hip,ic “ hj,ic hip,j



No sistema (3.164),

Aj , n c t + 2  = q nct+2 " 0 * ^ j , n c t + l  “ A 1 j e q nct+l ~ G ®

No sistema (3.182),

Aj, nc t+ 1 = q nct+2 = 0 ’ A j,nct+2 = A 2 j e q nct+2 = 1 •

Como os sistemas de equações em questão são sempre redjj 

zíveis à forma (A2), o fluxog r a m a  da referência [32] pode ser sim 

plificado (ver fluxograma para Sub-rotina SISEG)) .

6 - Sub-ro tina CCSFE

Esta sub-rotina é utilizada para determinar, em secções

f e c h a d a s :

a) Elementos da' matriz coeficiente utilizada na sub-rotina SÎ  

SEQ;

b) Dobro da área encerrada pela linha média das paredes de ca 

da cavidade tubular j , Atub^;

c) Fluxos de tensões cisalhantes redundantes básicas na fiei 

xão simples , qrjj > QÇj J

d) C oo rdenadas do centro de c i s a i h a m e n t o , x s^ e y sf-

7 - Sub-rot ina SECFE

Esta sub-rotina é utilizada para determinar, em secções

fechadas:

a) Fluxo de tensões c isalhantes básico q j , na torção unifor 

me, para cada cavidade j ;

b) Constantes torcionais de secção fechada ou mista J-tub e 

J j

c) Constantes da expressão da função empenamento;

d) Constante de empenamento T j

77
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F L U X O G R A M A  PARA SUB-ROTÏNA SECFE

D a d o s : I d e n t i f i c a ç ã o  dos nós e elementos, dados adici_o 

nais para secções fechadas, centro de cisalhamento 
Atubi, m atriz coeficiente (parte simétrica).

J

CALL

i

SISEQ

■ ... ______

Cálculo dos fluxos de tensões cisalhantes básji

cos da torção uniforme (para cada cav. j) e Jtub-

1t
i = 1, n

0 elemento i pertence a alguma cav. j

nao

sim
O

Calcula-se S b ^ t n-
........ i

uniforme

nao uniforme

Cálculo das constantes w a ^, w ^ ,  wl^, w2^> ws^, wFl^, 

w F 2^, wF3i e Dli, . .. ,D6f para os somatórios que determinam 

r b I c . Cálculo dos somatórios e I c -

J = Jtub + (E b^t* )/3

uniforme

nao uniforme

Cálculo da constante de empenamento

Calculo dos valores da função empenamento na 

origem e término do i é s i m o .e l e m e n t o .

F I M .
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e) M o mento de inércia central I c .

A sequência .em que essas propriedades seccionais são d_e 

termi n a d a s  pode ser vista no f luxograma para sub-rotina SECFE .

8 - S u b - r o t i n a  PMSET

Esta sub-rotina é utilizada na determinação das constan 

tes da expressão do momento setorial de primeira espécie.

9 " Sub- rotina FCEMP

Esta sub-rotina é utilizada na d e terminação do fluxo de 

tensões cisalhantes secundário básico da torção não uniforme (par 

cela corretiva), em secções fechadas ou mistas.
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