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RESUMO

O presente trabalho caracteriza uma nova classe,
de tamanho consideravel, de palavras no alfabeto de duas le
tras e de complexidade arbitraria maior que um, que sdo uni

versais para todo .grupo simétrico.



ABSTRACT

The present work characterizes a sizable new
class of a words in a two-letter alphabet, and of arbitra
ry complexity greater than one, which are universal for

every symmetric group.
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INTRODUCEOQ

No estudo de uma classe C das algebras ge
rais, que sao definidas equacionalmente, Jan Mycielski em
1963 considerou atil identificar aquelas formas equacioﬁg
is que nao fazem distingéo‘entre subciasses de C. Estas

formas podem ser denominadas C-universais.

Em particular, para uma dada classe C dos
semigrupos quer-se identificar as palavras W(Ll,...,Ln)
tais que, para cada S€C e para cada 2¢S a eguagao z=
W(xl,...,xn) apresenta solugdo para algum <xl,...,xn>és?

Tais palavras sao ditas C-universais.

O presente trabalho considera, principal-
mente, as seguintes classes de monbides: A classe FSym
de todos os grupos simétricos finitos, a classe ISym de
todos os grupos simétricos infinitos e a classe Sym gque
€ a uniao das anteriores. Nossos trés principais resulta-
dos oferecem condigoes suficientes para W(Ll'Lz) ser C-
universal para cada uma das trés classes acima. NOs obti-
vemos estes resultados pela extensdo de algumas técnicas
usadas por A. Ehrenfeucht e D;M. Silberger, que trata -
ram das palavras da forma BPA™. Nossa contribuigdo envol
ve a consideragdao de uma familia de relacdes .W. de equi-

valéncia em um mondide livre.



cAPITULO I - Generalidades

1.1. Preliminares: Neste capitulo introduzimos convengdes e
notagoes que utilizaremos no presente trabalho. Além disso
apresentamos défini¢des e propriedades especificas da area
objeto do estudo realizado: Algﬁns dosvresultados.que ég
rio utilizados posteriormente sdo também listados e demons

trados como lemas ou corolarios.

1.2. Notagdes: Neste trabalho w denota {0,1,2,...} e Z de
nota wV{n:-neéw}. Para k€w o simbolo k também denota

o conjunto {x:x€w e x<k}.

Para um conjunto arbitrario X a expressdo |X|
denota o numero cardinal de X. Assim temos, por exemplo,

que para todo ké¢w segue~se que |k|=k e que im[=}%.

Outros exemplos: 0=¢; 5={0,1,2,3,4}; 5 \3={x:x€5 e x€3}={3,
4}; 5-3=2={0,1}. Em.geral, para ne€mew temos que [m\n|=
|m-n|=m-n e que w\m={m,m+l,m+2,...}, e ainda que, mw={m,

2m,3m' ..'}‘ Também Z\].=Z\{O}:{-o ',-2’—1’011,-2’. . }--

AY

Seja newN\l. A expressdo n|m significa que
m/n€Z; isto €&; que existe geZz tal que m=ng. Nesta situa-
cdo dizemos que n é um divisor ou fator de m, e que m &
ﬁﬁltiplo de n. Para i€w, quando ni}m mas ni+11m, entao di

i 4. . : i
zemos que n- divide exatamente m, e anotamos nl][m.

Para kew\l e Xtz , a expressio Ika denota

o Gnico elemento ye€k tal que k| (x-y)



Sejam kew\2 e C={nj: jE€kl}CZN1l. Entdao por
maximo divisor comum de C entendemos o0 elemento maximo
do conjunto {x: x€w\l e para todo j€k (xlnj)}; a expres -
sdo  (n ,ny,..esny q) denota o maior fator comum de C.
Também por menor multiplo comum de C entendemos o elemento
minimo do conjunto {x: x€w\l e para todo j€k (njlx)}; a
expressao [no,nl,...,nk_l] denota o menor multiplo comum

de C.

Seja n€w\2. Entdao S(n) denota o menor fa
tor primo de n e M(n) denota [2,3,..,,n]. Um par ordena
do de inteiros positivos <n,m> & dito par de ehrenfeucht

se, e somente se, M(S(n))im e M(S(m))1in.

Observemos que quando {n,m}lew\l segue que
<2n+l,2m+1> & par de ehrenfeucht e gque <2n,2m> nao o é&.
Outros exemplos: <12,9> nao & par de ehrenfeucht, mas
<30,35> & par de ehrenfeucht. Além disso, <m,n> & par de

ehrenfeucht se, e somente se, <n,m> & par de ehrenfeucht.

Sejam X um conjunto arbitrario e f&XxX.
Seja A um conjunto qualquer. Por frA _denotamos (AxX)NE.
A expressdo f[A] denota {y:<x,y>&f, para algum x€A} en-
qhanto gue Wrld(f) »denota Dém(f)UIm(f). Utilizaremos
Prt(X) para denotar {f: f & fungdo com Wrld(f)aX}. Além
disso XX denpota {f:f€Prt(X) e tal que Dom(f)=X}, enguan-
to que Sym(X) denota o COnjunfo de todas as permutagoes em
X. Observemos que Prt(X) & um mondide, gque Xx & um submo
noide de Prt(X) e que, Sym(X) & um subgrupo de XX. A compé-

sic3o da relacgido binaria f com a relagdo binaria g  sera



denotada simplesmente por fg. Por id[X nds indicamos
{<x,x>: x€X}. Quando fcXxX usaremos £° para denotar id[X;

£° também denota id[wWrld(f).

Sejam f e g relagoes binarias. Diremos que
f e isombrfica bigraficamente com g se, e somente se, e-
xistem um conjunto Y e he€Sym(Y) tais que f={<h(x),h(y)> :
<X,y>€g}. Quando f & isomdrfica bigraficamente com g a-
notamos f=g. Além disso temos que = & relagao de equivalén

cia e que fzf-'l para qualquer funcaoc injetiva £.

Sejam X conjunto arbitradrio e FgSym(X).
Diremos que F & disjunta como permutacgoes, anotamos dcp,
se e somente se para cada par f e g de elementos distintos

de F temos que para todo x€X (x=f(x) ou x=g(x)).

Observemos gue uma familia FCSym(X) podera
ser dcp sem ser "disjunta aos pares". Por outro lado, F

pode ser "disjunta aos pares" sem ser dcp.

1.3. Lema: Sejam F dcp com FeSym(X) e {f,g}GF. Entao

fg=gf.

Demonétragéo: Se f=g, entao fg=gf. Portanto suporemos gue

f#g. Seja =x€X. Se f(x)=x=g(x), entao fg(x)=gf(x). Des-

ta forma, sem perda de generalidade, suponhamos que x#f (x).

Ent3o, como F & dcp, temos que x=g(x). Além disso f(x)#
ff(x) pois feSym(X). Segue-se que gf(x)=f(x) porque F &

dcp. Logo gf(x)=fgi(x). (F.P.)
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Seja F dcp, com FCSym(X). A expressao IIF deno-
ta o subconjunto de XxX cujos elementos sao todos os <x,y>

tais que para todo f€F(x=f(x)=y) ou existe f€F (x#f(x)=y).

l.4. Corolario: Seja F dcp, com FCSym(X). Entao IFESym(X).

‘Demonstracgao: Temos que Dom([IF)=X2Im(lIF). Seja yéx. Se

y=f(y) para toda f€F, entao <y,y>€IF. Por outro lado, se y#
f(y) para algum f&F, entdo <"1 (y) ,y>€nF, portanto, y€Im(IF).
Segue-se que X=Im(IlF). Desde que N{f}=f para fGSym(X),. e

que l¢=id[X, podemos supor que |F]|>1.

Se y=f(t) para todo f€F, entao <y,t>¢lF se
e somente se y=t. Suponhamos que existe g¢F tal que y#g(y).
Entao <y,y>¢llF mas <y,g(y)>€lF. Além disso, F nao contém
mais do que um elemento £ tal que y#£(y), porque F e
dcp. Segue-se que <y,g{y)> & o Gnico elemento em TF ten

do y como primeira coordenada. Portanto £ & uma fungao.

Seja. IIF(x)=z=IIF(y). Admitamos que X#y. En
tao sem perda de generalidade suponhamos que y#z. Logo, exis
te gE€F tal que z=g(y). Se x=f(x) para todo f&F, entao
g (x)=x=NF({x)=2z=g(y), e consequentemente x=y porque ge€Sym(X).
Portanfo, existe h&F tal que x#¥h(x)=z. }Resumindo vimos
que x#h(x)=z=g(y)#y. Se h=g, entao x=y porque hESym(X).
Segue-se que h#g. Desta forma, F sendo dcp temos que
X=g(x) e que y=h(y). Logo, pelo Lema 1.3, inferimos que
gh(x)=hg (x) =h(x)=z=g(y)=gh(y), e portanto que x=y porque
gh€Sym(X). Desta contradicao concluimos que IIF & injetiva.

Portanto IIF & uma permutagdao de X. (F.P.)
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Observacgdo: fCXxX se, e somente se, £ & um digrafo (grafo
direto) cujo conjunto dos vértices & o subconjunto Wrld(f),

de X.

Seja fCXxX. Diremos que f & conexo se, e
somente se, para cada {x,yleWrld(f), se x#y entdao existe u

ma sequéncia finita x=zo,zl,...,zj=y tal que para todo i€j

{<zi,zi+l>,<zi+l,zi>}nf#¢.

Seja g<XxX. Entao g & chamado subdigra-

fo de f se, e somente sé, g&f.

Denominamos id[X ciclo trivial em X, ou

l~ciclo em X, ou ciclo de comprimento 1 em X.

Seja id[X#f€Sym(X). Chamamos £ ciclo nao
trivial em X se, e somente se, existir exatamente um gcf
tal que (1)|g]|>1, 'tal que (2) g & conexo, e tal que (3)

se gechef e se h & conexo, entdao g=h.

Quando f & um ciclo nao trivial cujo sub
digrafo maximal conexo @ g como no paragrafo anterior, en
|

tdo £ & chamado |g|-ciclo em X, ou ciclo de comprimento |g]

em X.

Observagoes: Se g ndo & finito entao lgl=H . Neste caso
chamamos f ciclo infinito em X, ou w-ciclo em X. De ou-

tra forma, f @ dito ciclo finito em X.

Se fe&Sym(X) & conexo, entao £ & ciclo em

X. O reciproco nao & verdadeiro.
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1.5. Lema: Seja id[X#fSSym(X). Ent3o existe exatamente uma
familia F dos ciclos n3ao triviais em X tal que F & dcp e

tal que f=TF.

Demonstragao: Seja G={g:gcf, |g|>l, g & conexo e ((gchsf e
h & conexo) implica que g=h)}. Para cada ge&G seja c(g)=g y
idMX\Wrld(g). Seja F={c(§): géG}. Entd3o F @& uma fami -

lia dcp dos ciclos nao triviais em X tal que £=7F.

Seja F, uma familia dcp dos ciclos nao

triviais em X tal que f=HFl. Temos gque demonstrar que F1=F.

Escolhamos hleFl. Existe gf;hl tal que
Igl|>l, tal que 91 € conexo, € tal gue se gf;hghl e se hé

conexo, entao =h.
1

Seja <x,y>€gl. Sendo ]gl]>l, e sendo g, um
subdigrafo conexo da permutagao h, de X, entao x#y. Desde
que x#gl(x)=hl(x)fy, segue-se que f(x)=(HFl)(x)=y#x. Assim
Qimos que glgf, e também que existe h=c(g)¢F para geG tal
que <x,y>=<x,f(x)>€glﬂg. Observe que gf;gruggf e que gug- é
conexo. Portanto 9c9; logo g9=9gy - Lembrando que hi €& um

ciclo em X, concluimos que h=h,. Demonstamos que F.CF. Se-
1 I

melhantemente inferimos que FgFl. (F.P.)

$eja f um ciclo nao trivial em X e seja g
o subconjunto (unicamente determinado) de £ tal que |g|>1,
tal que g @& conexo, e tal que se h & conexo e se geghef

entao g=h. Temos basicamente dois casos a considerar:



I: |g|=k€w. Entdo existe uma injegao i-+xy
de k em X, e g tem a forma ROFHFe o o PKy 17K Escrevere

mos f=(xj x; ... Xpop) -

II: lg}=}g. Entdo existe uma injegao i+x;

de Z em X e g tem a forma X, >X; 41 para todo 1i€Z. Escre

veremos f=(...X_, X_; X, X; X,...).

Finalmente, para cada x€X a expressao (x)

denota id[X.

Seja f€Sym(X). Entao V'(f) denota ¢ se
f=id[X. Se f#id[X, entdao V'(f) denota a unicamen-~
te determinada familia F tratada no Lema 1.5. Os elemen

tos de V' (f) sao chamados "componentes nao triviais de f".

A expressao V(f) denota V'(flu{(x): f£(x)=
X€X}. Pretendemos, nesta definigao, "contar" (incluir em
V(f)) a identidadel‘idrf exatamente uma vez para cada pon=-
to x€X que & fixado por f. Cada tal (x) & chamada "uma

componente trivial de f".

Exemplo: Seja £=(0 1)(2 3)(4 5 6), com f€Sym(X). Quando
X=7, entdo V(£)=V'(£)={(0 1),(2 3),(4 5 6)} e |V(£)]|= 3.
Mas, por outro lado, guando X=9, entdao V(£)=V'(£)u{(7) ,
(8)}={(0 1),(2 3),(4 56),(7),(8)}, e |V(f)|=5.

Seja feSym(X). Entdoc A(f) denota{|g|:c(g)
€EV'(f) T, com T=¢ se x#f(x) para cada x€EX, mas com T={1l}

se existe x€X tal que x=f(x).



Observacao: No exemplo anterior A(£)={2,3} quando X=7,

mas A(f)={1,2,3} quando X=9.

-

No caso em que f€Sym(X) e f2=idfx, f é

chamada uma involugao de X. Segue-se que fe€Sym(X) & uma

involugao se, e somente se, A(f)&{1,2}.

Observagao: Para f€Sym(X) e n€Z temos que v (E) €| VIED) |
porque as poténcias de £ nao podem "ligar" componentes

distintas de f.

Por convengdo 7¢=idlX quando X & definido.

1.6. Corolario: Seja k€w. Seja fesym(X) tal que [V'(f)|=k,

com V'(f)={gi:i€k}. Entao para cada h€Sym(k) temos que
£29h(0)%n (1) ** *Fn(k-1) "FoT1 - * +Ik-1"

Demonstragao: Supdremos que k>l. Suporemos também que para
;odo conjunto Y e para todo u€Sym(Y) com m=]|V'(u)|<k e V' (u)=
{vys i€m} acontece que H=V OV e Vi 15V (0) * * * VH (m-1) para
todo HE€Sym(m).

Escolhamos, agora, h€Sym(k). E#iste jek tal
que h(j)=k-1. Seja H;=h(j k-1), e seja ‘H=lek-l. Observe
mos que Hl(k-l)=k-l=Hl[k—l]=H[k-l]. Assim vimos gue H§ €
Sym(k=-1) .

Seja M=g Gy -Gy _o- Entdo, por hipdote-

se de indugao, By _1595- - gk-zgk_l=gH(0)"' 9H (k-2)

gk—l=ng(0)'°' ng(k-Z)ng(k~l)' Segue,se pelo Lema 1.3,

licad -1-3) (k-2-3 =
aplicado (k-1-j) (k-2-j) vezes, que H9%-159h(0) " Fn(k-2)

9h(x-1)°
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Mas V'(u)={g1:i€k-l} e dcp, e tambéy {ur9yp.1} é dcp.
Portanto, se gk_l(x)¢x, entao p(x)=x e £(x)=qxV'(£f) (x)=
(WV'(u))gk_l(x)=gk_le'(u)(x)=gk_1(x). Semelhantemente,
se gp_y(x)=x, entdo £(x)=(mV'(W))gy ;(x)=(nV" (1)) (x)=
u(x). Inferimos que f£f=ug, ;. e‘portanto, que f=gh(o)"f

Ih(x-2) Ih (k-1) * o corolarié segue por-indugao. (F.P.)

Seja X um conjunto arbitrario. Uma permu

tagcao fe€sym(X) € dita ciclica se, e somente se, |[V(f)|=1.

Para cada k€wnl a expressao ¢, signifi

ca a permutagao ciclica (0 1 ... k-1) do conjunto k. A

lém disso a expressao s denota ( vee=2 =1 0 1 2...).
Verifiquemos que A(cy)={k}, A(s)={X]}, [Vicy) |=1=[v(s) |.

Para new e para todo xck, temos gque c2=|x+n]k; Segue

se que c§=c§=idrk. .Também que, para {t,plcZ c§k+t=c§.

1.7. Lema: Seja {n,k}ce\1, com (n,k)=1. Entdo existe
uma permutagdo ciclica fesym(k) tal que fn=ck.-Além dis

. - n - .
so, a permutagao c) & ciclica.

Demonstracao: Por [1, Theorem 1] existem inteiros x

e y tais que nx+ky=l. Segue que ck=c§x+ky=(c§)n(c§)y=

(cp) Mid[k=(ci) . seja ‘f=ci. Entdo, c,=f", e fesym(k).

Observando também que lslV(f)lsIV(fn)]=|V(ck)|=l, vemos

que a permutagao f do conjunto k & ciclica. Finalmen

te observamos que CEX n3o & ciclica se cg nao & cicli-

ca. Mas c£x=ck. Portanto, ci e ciclica. {(F.P.)
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1.8. Lema: Sejam {k,n}cu~l e 3j=(n,k). Entao AP =1k/3)
k

e |Vicy) |=3.

Demonstragao: Consideremos primeiramente o caso especial,
nlk. Existe g€w\l tal que k=nq. Entao c£=(0 1 ... ng-2
nq--l)n tem a componente (i i+n ... i+(g-l)n) para cada

i€én. Segue-se que A(c§)={q}={k/n}, e que IV(C§)|=n.

Do paragrafo anterior temos que A(C£)={k/j}
e que {V(c£)|=j. Sejam Gor9yre-+r94y.1 OS 3 subd?grafos
maximais conexos do digrafo cg. Para cada i€j a fungao
94 € uma permutacao ciclica de Dom(g,) . Tambén, lDom(gi)|=
k/j. Observando que (k/j,n/j)=(k,n)/3j=1, vemos, pelo Le-
ma 1.7, que g?/j e ﬁma permutagao ciclica de Dom(g;), pa-
ra cada i€j. Entao, c§=(cg)n/j=(U{gi:icj})n/j=LHgin/j:
i€j}. Concluimos que A(c§)={k/j}, e portanto que c; tem
exatamente k/(k/j)=j componentes, e que cada tal componen-

te @ um ciclo de comprimento k/j. (F.P.)

1.9. Desdobramento de ciclos: Seja c=(x, %Xy e -l) um

X
S
ciclo em um conjunto arbitrario. Seja {i,jlew tal que i<j<

gq-1l. ‘Entdo a operagao c-c(x; x4) "desdobra" ( ou "quebra")

o g-ciclo ¢ em um (gti-j)-ciclo (x_ ... fi Xj+1“'xq—l)
e emum (j-i)-ciclo (X541 Xi4o o> fi)' Observemos que X,
e xj aparecem sublinhados para indicar gque X; e xj sao

pontos de ¢ "usados por (x; xj)“. £ claro que cada um dos

ciclos obtidos pode ser novamente quebrado.
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A "guebra" c—>c(xi xj) observada acima € um
so tipo de transformagao Sym(X)-+Sym(X) que iremos empregar
para mudar a forma digrafica de c. Realmente, para esta fi
nalidade, vamos empregar uma sequéncia c+cfo+cfofl+... >

cf £ f das transforma¢oes de Sym(X). O nosso motivo

o 1l """ Tp-1
em apontar os pontos"usados por‘cada fi" com i€p, € para
garantir que a familia {fi: iep} seja dcp. Na figura 3
do apéndice vemos duas quebras, de um ciclo, por dois ci-

clos disjuntos.

1.10. Encurtamento de ciclos: Sejam c=(x, X; ... xq-l) e
{i,jlew tal que i<j<g. A operacgao c+c(xj Xjo10 %541 X;)
"encurta" o g-ciclo ¢ de exatamente j~i. Isto &, resul-

ta em um (g-{(j-i))-ciclo e em (j-i) pontos fixados por e-(xj
Xgo1v0 ¥i41 x;) . Observemos que (xj X4o1 wer ¥igl x;) e de
comprimento j-i+l, e tambem que o (g-j+i)~-ciclo (xO Xy .-
fi xj+l"'xq—l) tgra exatamente um ponteo "“usado por (xj X471
P X1 xi)". Vemos que se i=0 e 3j=g-1 na operagao ante-
rior, teremos destruido o ciclo ¢ completamente, passando

a ter g pontos fixos. (Figura 4 do apéndice).

1.11. Estudo das palavras: Seja I={A,B,C,...} um alfabeto
fixo, finito e arbitrario. Designaremos por I* ao mondide
das palavras finitas no alfabeto 5. Os elementos de I¥*, de-
nominados palavras, serao denotados por letras gregas minis
culas. A letra ¢ denotara a palavra vazia. Quando {o,R}SI¥,
entdao of significa a palavra construida pela concatenagdo de

a e B.
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Exemplos: oa¢=¢a=a. Se a=ABA e B=BBA entao «oR=ABABBA en-

gquanto que Po=BBAABA.

Observagdo: Para todo{a,8,vlsI* temos que (aB)y=a(BY). PO
rém oBf=Bo nem sempre & valido. Basta ver o exemplo anteri-

or.

Sejam BE€rn* e newsl. bDefinimos Bn=

Bn—lB e 8%=¢. Também definimos comprimento de uma palavra

B, anotamos |B|, indutivamente por:|¢|=0; |L|=1 para todo

L€ e para todo {a,B}EL* temos queloaB|=|a|+]|8

Exemplos: Se a=AABBBA=AZBBA entdo |a|=6. Se g=1" para

LEX e n€w, entao |B|=n.

Por o denotamos a palavra formada pelos mes

mos elementos que compde o, concatenados em ordem inversa.

Exemplos: ¢=¢; L=

a=n’s3can?

para todo L€T e todo nj;l. Se

entdo .3=B%AcB3a%. Além disso, para todo a€I*,

temos que |o|=|a

Uma palavra nao vazia B & dita raiz de a€r*
se, e somente se, a=8n para'algum inteiro positivoe n. Ve
mos que toda palavra a#¢ admite exatamente uma raiz de me-
norbcomprimento, gue é_denominada raiz primitiva de o, e e
anotada por m(a). Uma palavra o#d & primitiva se, e so~
mente se, oa=n{a). Caso contrario, isto &, gquando a¥w (a),

denominaremos o ndo primitiva. Observemos que w(w(a))=n (a}

para toda a€l*\{¢k
Exemplos: w(Ln)=L, para todo LEI. Se a=AB2AB2AB2A82AB2AB2 =

(ABZ)6 entao ABZ, (ABZ)2 e(ABz)3 sd3o raizes de a e n(a)=AB2.
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2,3

A palavra B8=A“B”C é primitiva pois W(B)=A2B3C=B.

Para cada Lel a expressao Mult(L,o) denota
o conjunto de todas as posigOes nas gquais a letra L ocorre

para a formagao da palavra a.

Uma palavra o & dita nao trivial se, e so -

mente se, [Mult(L,a) |#1 para todo Le€I.

A expressac gcd(a) denota o maior fator co

mum de {|Mult(L,a)|: LE€ZI}.

Exemplos: Se a=A2B3AB entdo Mult(a,a)={1,2,6} pois A o-

corre nas "posigdes" 1,2 e 6 da palavra o; Mult(B,a)={3,4,
5,7}; |Mult(A,a) |=3 e [Mult(B,a) |=4 1logo o & ndo trivial,

Além disso gcd(a)=1l. Se B=AzB3ASB4 entao gcd(B)=7.

1.12. Lema: Seja {a,BR}sZ*N{¢}. Entao qBf=Ba se, e somente

se 7 (a)=n{B)=n(aB).

Demonstragdo: [8, Lemma 2.2.] (Ver apéndice, pagina 50)

1.13. Bordos: Uma palavra B#¢ & denominaéa segmento de o€L*
se, e somente se, u=é86 para algum {X,8}=r*. A palavra 3
e dita segmento a direita (respectivamente, segmento a esquer
da) de o se, e somente se, o=A8 (a=BA) para algum AEI*, Se
B & segmento de o tal gque O0<|B|{<|a]| ent3o B & chamado seg
mento proprio de o. Uma palavra B & dita bordo de o se, e
somente se B &, ao mesmo tempo, segmento proprio a direita e

a esquerda de o.



~15-

Exemplo: Se a=A2B3CDAzB entao B=AZB e bordo de o pois,

sendo 1=82CDA2B e A2=A2B3CD segue-se que u=8kl=X28.

Além disso 0<|X;|=7=]|),[<10=}a

Uma palavra B#¢ & chamada bordo curto

de oaecl* se, e somente se, a;@xﬁ para algum yeX*,

Exemplo: o=ABABABA tem bordos A, ABA e ABABA. Porém
os bordos curtos de o sao apenas A e ABA. Observemos

que um bordo B de & @ curto se, e somente se, 2|Bl<[a].

1.14. Lema: Seja {o,B,v,8}GE* e seja aB=y§ com [|afg|v].

Entao existe u€r* tal que au=y e B=ud.

Demonstra¢do: A existéncia de p€L* tal que au=y & Obvia.

Desta forma aB=ousd e, portanto, B=ud. (F.P.)

1.15, Proposigao: Uma palavra o€Z* tem bordo se, e somen-

te se, o tem bordo curto.

Demonstragdo: Temos que um bordo curto de o & também bordo
de ao. A reciproca & menos trivial.

Suponhamos que o admite um bordo Sl e que
2}81|>Ial. Temos assim que A1§l=a=81pl para algum{i;,p,}&
Z*\{¢}. No#emos que 2|8y |>al=|x;8; [=|r{]1+]By |- Assim
Ixyl<leyl e, pelo Lema 1.14, existe B,€I*\{¢} tal que

~ - 2
A8,=B1=B,py. Entdo 0<|[B,[<[B;]| e tambdm, A;"B,=1;By =

a=Blpl=szlz. Assim 8, € bordo de a. De modo analogo ob-



-16-

teriamos bordos B4,B8,,... de o tais que [Bl[>[82(>183[>...
A seguéncia de bordos 81,82,83,... tem gque ser finita, por-
tanto admite um Ultimo termo Bj. Mas 2}8j|<§a| porgque, ca-
so contrario, Bj n3o seria o ultimo elemento da sequéencia.

Concluimos entdo que Bj € bordo curto de «a. (F.P.)

1.16. Complexidade de uma palavra: Sejam {a,A}EI*, LEI e
néwNl. O par ordenado <x,L™ & dito L-bloco de tamanho n
de o se e somente se:

(i) ' AL" & segmento a esquerda de aj;
n+l

(11) AL naoc & segmento a esquerda de q;

(iii) L ndo & segmento a direita de A.
Quando <A,Ln> for bloco de o, entao L™ & dito segmento in

dividual maximo de a.

Denominamos complexidade de uma palavra a€l?*
ao nimero de blocos distintos de ao.

Exemplos: Se 0=aB%a’B? entio seus segmentos individuais ma

~ ~ 2
ximos sao A, B2 e A3. Os blocos de o sao <¢,A>, <A,B">,

<ABz,A3> e <ABZA3,BZ>. Portanto a complexidade de a & 4.

Se L&rL* e n2l entdo a complexidade de ™ 3 1. com
{p,B}cI* e para {m,p,nlcw~\l temos que A"B™ tem complexida~-

de 2 enquanto que B"A"BP tem complexidade 3.

1.17. Palavras ciclicamente equivalentes: Seja {a,BleE*. A
notamos oVvB para indicar que o & ciclicamente equivalente a
B. Dizemos que avB se e somente se existir {p,A}ESI* tal que

0=uA enguantoc gue B=Aiyu.
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] 2
Exemplo: AzBBA’\»A3B3'\JBA3B"’\»B ‘“A3B'\:B3A3’\1AB3A2 .

1.18. Proposigdo: A relagao ~ & relagao de equivaléncia em L¥.
Demonstragao: (i) . o=¢o=a¢=a; logo ora, para todo o€L*.

(1i) Se onB entdo a=Au e B=u\ para algum

{u,A1€L*. Assim B=u)l enquanto que a=iu. Temos entdao que Bo.
q

(iii) Sejam avB e Bvy. Entdao existe {ul,uz,xl,
* =‘ =R= = 3 i 3
AZ}SZ tal que ao ulkl, AUy B8 uzxz e vy xzuz. Ha dois casos a
considerar:

1o caso: |uju,[<|al. Temos que !Al]=1a]-(u112

|ulu2! —|ul[=[u1|+|u21—|ul§={u2 . Além disso Ajui=Ush, €, Co

mo ]uofslkl[, pelo Lema 1.14 segue-se que existe u,€I* tal

que u2A3=Al e tal que A2=A3ul. Anotando HyHy=H3 temos que

u3x3=uluzk3=ulkl=a. Por outro lado y=A2u2=A3ulu2=A3u3. Portan

to, neste caso temos que anvy.

29 caso: |uju,[>|a|. Temos que |uy|+|A[=

Iulhll=|u]<lulu2|=|ul|+|u2I e portanto, que ]xll<lu2 . Lem-

brando que *1“1=“2A2 temos, pelo Lema 1.14, que existe uBGZ*

tal que Alu3=u2 e ul=u3xz. Seja A3=A2Al. Entao a=ulkl=

. .
u3A2Kl—u3A3. Por outro lado y=A2u2=A2A1u3=

bém para |u1u21>}a! temos que avy. (F.P.)

A . Assim tam-

3¥3

0 simbolo o/v denota {B:Bval.

1.19. Lema: Seja {a,B8l}6Z*\{¢}. Entao ovB se e somente se

la|=|8] e m(a)vn(B).

Demonstragao: [8, Lema 3.2].
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1.20. Proposicdo: Seja o€r* tal que o#¢. Entao |a/~v|=|w(a) |-

Demonstracao: Consideremos primeiramente o caso a=7 (o) . Admita

. Afir-

mos que ﬂ(a)=ﬁv=ulvl com {u,v,uy,vyJETY € O<ful<iuy
mamos que Vu#v,uy. Observemos que |v]>[v;]. Supondo que vu=

ViHy pelo Lema l.i4. temos que existe vye€r*\{¢} tal que v;y=v
e Yu=u, - Entao n(a)=uv=uvly é n(a)=ulvl=yuvl- Ou | Sejé:
(uv) y=m(a) =y (uvy) . Além disso temos que |uvy[3[u|>0 e |y[>0

e, pelo Lema 1.12 -segue gque w(y)=w(uvl)=w(a) o que é impos

sivel ja que IW(Y)!gly!<Iy]+]uvl‘=lypvl‘=!n(a)!\Portanto

[m o) /nvl=] {2y lxi|<!n(a)] e A; @& segmento a esquerda de

m(a)}|. Mas, como o nimero de segmentos a esquerda de 7(a) @

igual a |m(a)| conclui-se que |7(a)/v|=|w(a)
Agora consideremos O caso gue a=n(a)n com n>1.
Consideremos também que a=H V=py vy com |u]-lul| miltiplo de
|m(a) |. Segue-se que existe {i,j}Cn e existe uma palavra A
tal que u=ﬂ(a)ix e ul=w(a)jx. Vemos entao que A & segmento

a esquerda de m(a). Assim existe o tal que Ao=m(a). Entao =

n-1-i n-1-3 Logo wu=or (0) P (o) 1z
1

cw(u)n—lk, e semelhantemente vlul=cn(u)n— A. Segue-se que

‘o (a) e vl¥dn(u)

. Vemos portanto

vu=v;py  quando [u[-|u;| & mdltiplo de [m (o)
que o nimero [o/v| & igual ao nimero dos segmentos v a esquer

da de w(a). Do paragrafo anterior segue entdo que |a/v|=

|m(a) . (F.P.)

1.21. Definigao: Seja WEI*. Seja .W.€Il*xi* definida como
segue: o.W.B se e somente se existe uma sequéncia A=Y rYyreser

yj=8 tal que, para todo i€j se tenha:

. o
(i) agva ou

i+l
(idi) existe YeW tal que ui+l=aiw ou

(iii) existe YeW tal que ai=ai+lw.
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Diremos que a sequéncia a=YO,Y1,...,Yj=8
leva o em 8 por W.

1.22. Lema: A relagao .W. & relagao de equivaléncia em I*.

Demonstragdo: Decorre da definigdo e da Proposigao 1.18.
O simbolo a/W denota {B:B.W.oa}.

1.23. Universalidade de uma palavra para um semigrupo. Seja
a€Z*\{¢}. Seja S um semigrupo e seja x€S. Dizemos gue
o representa x em S, e anotamos (ovx)S, se existe um ho

momorfismo H:ILI*+S tal que H(o)=x. Denominamos o universal

para S, se e somente se (@{x)s para todo x€S. Quando a &
universal para S escrevemos que (o¥¥S) ou, simplesmente,

que @& S-universal. (Figuras 1 e 2 do apéndice)

Exemplo: Seja S um semigrupo arbitrario munido da operagao
‘definida por a*b¥b para todo {a,blcs. Seja o€i*\{¢}. Seja
L€ segmento a direita de o. Entao, se x€S e se H:I*-»S e
qualgquer homomorfismo satisfazendo H(L)=x nds temos gue
(a¥x)S. Basta notar que a=fL para algum BEL*\{¢} implica em
H(u)=H(BL)=H(B)*H(L)=x. Alem disso, como para todo X€S po-
démos escolher um homomorfismo HX:Z*+S, de modo analogo ao

anterior, temos que (av+S) qualquer que seja a€n*\{¢}.

Seja M uma familié de semigrupos. Dizemos que
o @ M-universal se e somente se a & X-universal para todo X€M.
Dizemos que o & finitamente M-universal, e anotamos FM-univer
sal se e somente se o & X-universal para todo X finitd perten -

cente a M e, finalmente, afirmamos que o & infinitamente M~uni.
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versal, anotamos IM-universal se e somente se o & X-univer-

sal para todo X infinito.de M.

Neste trabalho, Prt denota {Prt(X):X é um
conjunto}; Myc denota {XX:X € um conjunto} e Sym denota

{Sym(X):X & um conjunto}.

Observemos que, para mostrar que uma pala-
vra & FSym-universal, basta mostrar que para todo ke€wM\Z,
esta palavra representa C) em sym(k) . Mas, para mostrar gue
uma palavra & ISym-universal, devemos mostrar também gque es-

ta palavra representa s em Sym(Z).
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CAPITULO II ~ Termos universais

Preliminares: Em 1963 Jan Mycielski introduziu as nogoes de
"Termo Universal" e de "Junc¢do Universal", dando inicio ao
estudo de uma nova area. Ele pefguntou quais palavras sao u-
niversais para quais monéides; especificamente, quais pala-

~ . . -, s X
vras sao universais para todos os monoides simetricos “X.

O primeiro trabalho publicado, em 1966, SO~
bre o "problema de Mycielski" & de autoria de J.R. Isbell
[5]. Seus principais resultados sao os Teoremas 2.1 e 2.2,
gue listamos abaixo, juntamente com corolarios e casos parti

culares de relevante importancia.

2.1. Teorema: Se uma palavra nao tem bordos curtos, entao &

IMyc-universal.

2.2. Teorema: Sejam p primo e =pl para algum . i€wNl. En

tao para qualquer X finito e para qualquer fEXX existe u

ma involucao héSym(X) e existe geXX tal que f=gnh.

(1) Segue-se do Teorema 2.1 que, se a=A2B2,

entdo o & IMyc-universal. Poré&m o ndo & FMyc-universal ja

-~ . 2
que o nao e universal para 2.

(2) se d=AZBzA entao o @ FMyc-universal.

k k
o=BP A2n+l u=an+lAp on

{3) Se

de {n,p,k}lcw e p & primo, entdo o & Myc-universal.

ou se

19
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Neste mesmo artigo Isbell formula algumas
perguntas:

(1) Sao Myc~universais as palavras BAZBA e
BABZA, as quais sao FMyc-universais?

(2) Se uma palavra a.é XX-upiversal para
algum X infinito entao a € IMyc-universal?

(3) Existe uma palavra o nao trivial tal

gque & possivel demonstrar, sem usar o Lema de Zorn, gue a &

Myc~-universal?

Em 1972 G.F.McNulty [6] em sua dissertagao
de doutoramento, na qual estuda a nogao de "Jungao Universal”,

apresenta uma generalizacdo do Teorema 2.l1. Ela & a seguinte:

2.3. Teorema: Seja X infinito. Seja JEI*\{¢} tal que paraf{o,B}
€J com g#R acontece gue, nem g & segmento de R, nem existe
u#¢é tal que y e, aé mesmo tempo, segmento a direita de g e
segmento a esquerda de B. Seja H:J> % fungao arbitraria. En

X

tao existe um homomorfismo K:i*-»"X tal gue K ]J=H.

Um outro tipo de generalizagao do Teorema 2.1

& apresentada por D.M.Silberger [9] em 1973:

2.4. Teorema: Seja o uma palavra que nao admite bordos. Entao

o € IPrt-universal.

Combinando as técnicas das demonstraccoes dos

Teoremas 2.3 e 2.4 Silberger e McNulty, em 1974, provam que:
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2.5. Teorema: Sejam X infinito e JEIL*\{¢} tal que para{a,B}&T
com' o#B acontece que, nem o & segmento de B, nem existe u#¢
tal que u €&, ao mesmo tempo, segmento a direita de o e segmen
to a esquerda B. Seja H:J»Prt(X) fungao arbitraria. Entao

existe um homomorfismo K:I*-+Prt(X) tal que K[J=H.

Na caracterizagao das palavras IMyc-univer-
sais €& importante citar que, de acordo com varios matematicos,
entre o0os gquais Sierpinski e R.A. McKenzie, basta estudar o
alfabeto £={A,B} de duas letras. Observacgao mais ampla, de
Silberger, afirma que o'mesmo sucede para caracterizar pala-
vras que sao IPrt-universais.

Observa-se facilmente que, para todo X, se o
@ Prt(X)-universal entao o & X¢-universal. Desta forma, o
principal teorema de {10], de autoria de Silberger, contribui

na solucao do "problema de Mycielski". Este é:

2.6. Teorema: Seja a€rl*. Entiao o e Prt-universal se e somente
se o representa f em Prt(Wrld f) para toda fungao f in-

jetiva e conexa.

Alguns dos resultados decorrentes deste teore
ma que fazem parte do trabalho sao:

(1) Para todo new as palavras (aB)"a, B(BA)"
e (BA)U"A s3o Prt-universais.

(2) B3A2 e %Al sac Prt-universais.

(3) Se x e y sao inteiros Impares positivos

~ X -
entao B Ay e Prt-universal.
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(4) Se n3»l1 entao as palavras BAn+lBAn e

+ ~ . ) .
n lA sao Prt-universais.

B"AB
Observe-se que, quando n=1, os resultados de
(4) respondem, de modo afirmativo, a pergunta (1) de Isbell.
Uma importante pergunta &: Se a & Myc~uni-
versal entd3o q & Prt-universal? »
Basta observar que em (2) Isbell prova que

A2B2A e xx—universal para todo X finito mas que Silberger

2825 niso & Prt(X)-

em [9, 6.22] mostra que, se X=3 entdo A
universal. Assim vimos gue, pelo menos para X=3, a implica-
¢ao, o & Xyx-universal + o & Prt(X)-universal,nio & verdadei
ra.

Em 1977 A.Ehrenfeucht e D.M.Silberger [3]

estendendo o método usado por Isbell para estabelecer o Teo-

rema 2.2, demonstraram O:

2.7. Teorema: Seja n inteiro positivo tendo um menor fator
primo Impar p. Seja Zk]ln. Entao as seguintes afirmag¢oes
sao equivalentes:

(1) K+

(II) Para todo conjunto X finito e para

toda feXx existem gexx e uma involucdo h tal que f=g"h.

Os seguintes resultados relacionados com oOs
Teoremas 2.2 e 2.7 sao também de autoria de Ehrenfeucht e
Silberger [4]. Deste trabalho destacamos o teorema principal

e um importante corolario.

3AnN-
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2.8.Teorema: Sejam n e m inteiros maiores que 2. Entao as
trés afirmagbes seguintes sao equivalentes:
(I) M(S(m))in e M(S{n))jm;

(I1) BPa™ & Myc-universal;’

(r11) B"A™ & FSym-universal.

2.9. Corolario: Seja s>1. Sejam LisLysee. Ly letras distin
tas. Seja n(j)>1 para todo j. Seja o a palavra de comprimen

n(l);n(2)

to z?zln(i) denotada por a=Ly 5 -._Ln(s)

< . Entao as a-

firmagoes seguintes sao equivalentes:
(1) Existem inteiros i e j tais que
lg¢i<jgs e tais. que M(S(n(i)))In(j) e M(S(n(j)))in(i);
(II) o € Myc-universal;

(III) o & FSym-universal.

A mais recente contribui¢do na area, a ser
publicada, & escrita por D.M.Silberger [7]. Seu principal te

orema segue:

2.10. Teorema: Sejam n e m inteiros maiores que 2. As afir-
magdes seguintes sao equivalentes:
(1) M(S(n))Im e M(S(m))in;
(I1) B"A™ & pPrt-universal;
n.m - .
(ITX) B'A e Myc-universal;

(IV) B"A™ & Sym-universal.

Na demonstracgao deste teorema Silberger ob-
serva que existem involucoes g e £ de Z tais que s=gf.
(Ver figura 5.) Segue-se que (BnAm¢s)Sym(Z) para n e m in-

teiros quaisquer.
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Para o trabalho que desenvolvemos & rele-
vante citar o artigo de A.Ehrenfeucht, S.Fajtlowicz, J.

Malitz e J.Mycielski [2] onde aparece:

2.11. Teorema: Seja a€rl*. Se a & Sym(X)-universal para al
gum conjunto infinito X entdo o & Sym(Y)-universal para

todo Y tal que IY|ﬁ)£.‘

Estes autores observam também que existe
{f,g}csym(Z) tal que A(f)={3}, tal que A(g)={l,2} e
tal que s=fg. (Ver figura 6.)

'Eles remarcam que a palavra B%a% &

Sym(Z)=-universal. Deste fato concluimos que a ISym-uni-

versal nao implica o Sym-universal.



CAPITULO III - Grupos simeétricos finitos

3.1. Preliminares: No presente capitulo aplicamos algumas das
técnicas introduzidas em |4, Theorem 1], para estudo de pala
vras de complexidade dois, com a finalidade de caracterizar u
ma nova classe infinita de palavras de complexidade arbitrari
a que sao FSym-~universais. Esta aplicacdo depende das classes
de equivaléncia .W. em I*, introduzidas em 1.21 e 1.22, e cul
mina no Teorema 3.13.'Além disso demonstramos que, se. uma pa-

lavra nao vazia & FSym~universal, entdao essa palavra & primi

tiva.

3.2. Lema: Seja k€w\2. Entao existe héSym(k) tal que h e

¢y h sao involugles, e tal que h(0)=0.

Demonstracao: Seja k=2. Entdo se h=id[2 o lema segue.

Suporemos que k3. Seja £,=01 k-1). Entao

ck'1=(0 1 ... k-1)(1 k-1)=(0 1)(2 3 ... k~1). Da mesma forma

vemos que (k-1 2 3 ... k=-2)(2 k-2)=(k=1 2)(3 4 ... k=-2).Por

tanto, com £,=(2 k-2), segue-se que c, £ f =(0 1) (k=1 2) (k=2

34 ... %k-3). Seja 3j o maior nimero inteiro menor que (k-1)}/2
e seja h=flf2.-..fj onde f,=(i k-i) para todo i€{l,2,...,3}.
Entdo h @& uma involugdo com h(0)=0 e c;h & uma involugdo.

(F.P.)

3.3. Corolario: Seja keuwn2. Seja i€w. Entdo existe heSym(k)
l+l+l, tal gque ckh tem exatamente q2l compo-

nentes 2-ciclicas para algum gew, e tal que A(ckhxz{l,Z}.

tal que A(h)E2
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Demonstragao: Suporemos que 2311k | Entdo seja h=c£l. Obser

vemos que h satisfaz as condigdes do corolario. Desta forma
i+1

podemos supor que 2 gk.
Sejam r e g inteiros tais que o<k—q21+l=r<
21+1. Seja hl=(q2l+1+r—l q2i+l+r-2 e q2l+l q21+l-l) com

h,eSym(k) . Ent&o A(hl)={1,r+1}.'Além disso ¢ h;=(0 1 2 e

: g2i+l-1) cuja uGnica compoﬁente ndo trivial & um q2i+l-ciclo
tendo menos que dois pontos usados. Agora, nas condigOes do
Lema 3.2, existe h2§Sym(k) com hz(q2i+l-l)=qzi+l—l, tal que
ckhlh2 tem exatamente qzi componentes 2-ciclicas, tal que
i+l+

A(hlhz)g{l,z,r+l}92 1, e tal que A(ckhlh2)§i1,2}. Desta

forma hlho satisfaz o corolario. (F.P.)

3.4. Lema: Seja {p,k+2}cw~3. Seja h=(p-1 pk=-1l) com h€&Sym(pk).
Entdo h[2=id[2 e as componentes de Cpkh sdo uma de comprimen

to p e outra de comprimento pk-p.

Demonstracgao: cpkh=(0 1 ...p-1 p p+tl,. .pk-2 pk-1) (p-1

pk-1)=(0 1 ... p=1)(p p+l ... pk-2 pk=-1). (F.P.)

Observemos .que o ciclo (p p+l ... pk-2 pk-1)

tem um sO ponto usado por h.

3.5. Corolario: Seja k€w\l. Seja p€w\3. Entao existe uma in-

volugdo heSym(pk) tal que A(cpkh)={p} e tal que h[2=id[2.

Demonstragao: Seja h=w§;% hj onde para cada Jjfkxl temos que

hj€Sym(pk) e que hj=((p—l)j pk-j) . Temos que h & uma involu
¢ao, e que h|2=id!2 porque p»>»3. Seja h(3>=hlh2...hj para cada

je(k=1)\1l. Segue que as componentes de cpkh(J) sdo exatamente
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j de comprimento p e uma de comprimento p(k-3j).

Podemos entao concluir que A(cpkh)={p}.(F.P.)

3.6. Corolario: Sejam {k+1,plcw\3 e i€w. Entao existe he€

Sym(k) tal que A(h)gpi+l, tal que 'A(ckhﬂg{l,p}, e tal que

ckh tem exatamente qpl componentes p-ciclicas para algum

gew.

Demonstragéo: Existe {qg,rlcw tal que k-qpi+l=rgpl+l. Se
g=0, entdo consideremos h=c]zl e observemos que A(h)={r}&
pl+l. que A(ckh)={l}gil,p}, e que ch tem O=qpl+l compo-~

nentes p-ciclicas. Portanto poderemos supor que g>0. Ago

. i+1 - .
ra, no caso que r=0, temos que k=gp , € o corolario se-

gue imediatamente do Corolario 3.5. Portanto suporemos tam

bém que r>0. Seja hy=(k-1 k-2 ... k-r) (k-r-1 “k-r-~2),com

i+l 1

h1€Sym(k), e observemos gue ckhl=(0 1 ... gp™ -2 qpi+ ) .

Alem disso, observemos que, se r=1 entao hl tem exatamen

“x
te um ponto qpl+l—2 que & usado por hl’ mas se r>1 entao ckhl
tem o bloco de exatamente dois pontos (de fato, adjacentes no

ciclo) qpl+l

-2 e qpl+l que sao usados por hy. Entao, segue
se do Corolario 3.5, que existe h,eSym(k) que & uma involu-
¢do tal que a familia {hl,hz} & dcp, e tal que A(ckhlhz)g

{1,p}. Com efeito, h, quebra a componente qpl+l-ciclica

(01 ... qpl+l-2 qpl+l) de ckhl em exatamente qpl compo-

nentes p-ciclicas. Seja h=hl or € observemos gque A(h)&{l,
i +

2, ryeptt. (ropL)

3.7. Lema: Sejam pewn2, l1ewNl e k=qpl+l+r com {q,rlew e
com r<pl+l. Seja feSym(k) tal que A(f)e{l,pl e tal que f
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tem exatamente qpl componentes p-ciclicas. Entao existe

geSym(k) tal que g tem exatamente g componentes pl+l~ci

clicas, tal que g{(x)=x se e somente se f(x)=x para todo

i

xek e tal que gp =f,

Demonstracao: |3, Lemma3]. Sejam x e y inteiros positivos.
Seja d a permutagao ciclica (1 2 ... x x+1 ... 2x ... yx-1

yx) do conjunto {1,2,...,xy}. Seja h a permutagao (1
x+1 ... (y=L)x+1) (2 x+2 ... (y-1)x+2) ... (X 2x ... yx) do
conjunto {1,2,...,xy} tendo exatamente x componentes y-ci
clicas e tal que A(h)={y}. Entao d%=h. Vemos que, comegan-
do com h por intercalagdo das x componentes y-ciclicas de
h, temos as condig¢des para construir uma permutagao 4 ci-
clica de {1,2,...,xy} tal que d*=h.

Agora listaremos as componentes p-ciclicas
de f em g sequéncias cada qual tendo exatamenfe p':L ter-
mos. Usando a técnica explicada no paragrafo anterior, cons-
truiremos uma permutagao g do conjunto k tal que g fixa
exatamente oOs mesmds elementos de k que sao fixados por f,
i+1}

tal que A{g)z{l,p , tal que g tem exatamente g compo

‘ i
nentes nio triviais, e tal que gP =f. (F.P.)

3.8. Lema: Seja X um conjunto arbitrario. Seja H:ZI*>Sym(X)
um homomorfismo tal que H({y)=id[X para todo yeWEI*. Ent3o,

para todo Beo/W temos que H(a)=H(B).

Demonstracgdo: Seja R€o/W. Entdao existe uma sequéncia A=Yy
yl,...,yj=8 que leva o em B8 por W. Suporemos que H(yo)zﬂ(yl)
=...¥H(y;) para algum i€] arbitrario.

Se Yi+l%Yi entao Yi41THV € Y;= W para algum
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{u,v}lsi*. Podemos supor que V#¢#u. Logo, por [ll, Theorem lj

segue-se gue H(Yi+l)=H(U)H(v)cH(v)H(u)H(v)H(v)-1=H(v)H(u)=

H(yi). Portanto H{(y ):H(yi).

i+l
Agora, se Yiw=Yi+l parg algum €W, entao

H(yi)=H(yi)idTX=H(yi)H(w)=H(YiW)=H(yi+l) e novamente temos

que H{(y,

l+l)zH(Yi).

De modo analogo se Y;=Y;,1 p Para algum ey
temos que H(yi)zH(Yi+l).

Segue-se entac que, guaisquer que sejam Y; ©

Yivl da sequeéncia A=Y r Yy ...,Yj=8 temos que H(yi)zH(Yi+l)
e assim, por indugao, que H(a)=H(B). (F.P.)
3.9. Lema: Seja f=g com {f,glcSym(X). Seja a€L* com

(avf)Sym(X). Entao (a¥g)Sym(X).

Demonstragao: Por hipdtese temos gque (oi+f)Sym(X). Entao e-
xiste um homomorfismo Hf:Z*+Sym(X) tal que Hf(a)=f. Como

f=xg e {f,glcSym(X). segue-se, por |11, Theorem 1] que e-

1

xiste hesym(X) tal gque hfh “=g. Seja Hg:Z*4Sym(X) defi-

nido por Hg(T)=th(T)h_l para cada TEr*. Entdo para {o,t}&i*
- '-l_ "l_ . I
temos que Hg(GT)—th(OT)h —th(o)Hf(T)h —th(G)ld,XHf(r)

thf(T)h_l=Hg(0)Hg(T), e portanto que Hg & um

homomorfismo.  Além disso Hg(a)=th<u)h'l=hfh‘l=g. (F.P.)

-1 ... -
h ~th(o)h

3.10. Corolario: Seja X um conjunto arbitrario. Seja f€Sym(X).

Seja (o+f)Sym(X). Entao (o+f)Sym(X).

Demonstragao: Seja H:ZI*+Sym(X) um homomorfismo tal que H(a)=f.

Entdo, certamente H(@)=f 1. Mas £ lef porque fé€Sym(X). A~

gora o corolario segue diretamente do Lema 3.9. (F.P.)
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3.11. Corolario: Sejam WEI*, f&Sym(X) e o€l*. Seja H :I*>
Sym(X) um homomorfismo tal que Ha(a)=f e tal que Hu(y)=idrx
para todo YEW. Seja B€a/W. Entao existe um homomorfismo

HB:Z*+Sym(X) tal que HB(B)=f.

Demonstragao: Pelo Lema 3.8, temos que H (B)=H (a)=f. O co-

rolario decorre agora do Lema 3.9. (F.P.)

3.12. Corolario: Sejam WGI* e a€l*, Para toda f€Sym(X) con
sideremos a existéncia de um homomorfismo Hf£Z*+Sym(X) tal
que Hg(a)=f enquanto que Hf(w)=idfx para todo YEW. Entao

cada elemento de o/W & Sym(X)-universal.

Demonstracgdo: E consequéncia imediata do Coroléario 3.1ll.(F.P.)

3.13. Teorema: Seja {n,m,plew~2, com m impar e p primo

tal que pilln enquanto que pi+lsS(m). Sejam P=pl+l e

Q=M (P+1) quando p=2 mas Q=M(P) quando p>2. Sejam ainda W=

{BR,AQ} e BGBnAm/Wl. Entao 8 & FSym-universal.

Demonstracao: Basta mostrar gue (B¢ck)Sym(k) para todo kE&€wN\2. .
Primeiramente, seja p=2. Pelo Corolario 3.3

temos que existe h&Sym(k) tal que A(ckhjg{l{Z}, tal que A(h)<

21+l+lsS(m) e tal que Ckh tem exatamente qzl componentes
2-ciclicas para algum d{€w. Desta forma, como m & impar, se

x:A(h) entao xszi+l<8(m) e portanto, (xX,m)=1l. Segue-se, pe

1o Lema 1.7, que existe a€eSym(k) tal que am=h"l
. i+l
A(a)=A(h). Além disso temos que a%=a"(? +l)=id[‘k.

e tal que

Seja agora p>»3. Pelo Corolario 3.6 existe he

+1

sym(k) tal que A(hep*™l¢s(m), tal que A(chie{l,p}, e tal

que ckh tem exatamente qpl componentes p-ciclicas para
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algum g€w. Entao, se x€A(h), temos gue (x,m)=1 e, nova~-

mente pelo Lema 1.7, gque existe a€Sym(k) tal que aP=p"t

. i+l
com A(ajgpl+l. Além disso a=alP J=jqlk.

Desta forma, em qualquer dos casos anterio=
res, seja f=ckh. Entao, pelo Lema 3.7, segue-se que e-

xiste g€Sym(k) tal que g tem exatamente g componentes

. i .
pl+l—ciclicas e tal que gp =f. Lembrando que plgln, ve-

mos que (n/pi'P)=l- Portanto, pelo Lema 1.7, existe b€
i v
Sym(k) tal que b™P.=g com A(b)=A(g)E{l,p *1}.
p i+l
ma b =bP =idlk.

Desta for

- -1 i m n/ 1ot m
Alem disso Ck=ckhh =gp =(b p )p =

pa".

Seja Hk:Z**Sym(k) o homomorfismo gerado
por Hk(A)=a e Hk(B)=b. Entao Hk(BnAm)=ck engquanto que
Hk(W)=idFk para todo V€W,. Segue-se, pelo corolario 3.12,
gue B & sym(k)-universal para todo k€w. Portanto 8 & FSym-

universal. (F.P.)

3.14. Proposigao: Seja {n,kl}ew~N2. Entao (An¢ck)Sym(k) se e

somente se (n,k)=1.

Demonstragdo: Suporemos primeiramente gque (An+ck)8ym(k) e
que (n,k)=j para algum jews2. Entao existe feSym(k) tal
que fn=ck com (n,k)=ﬁ. Mas, pelo Lema 1.8, temos que
A(£®)y={k/j}. Observemos agora que Acy)=1{k} e, desta forma
fn#ck. Temos a contradigao.

Consideremos agora que‘ (n,k)=1. Entao, pelo
Lema 1.7, existe feSym(k) tal que fnfck. Portanto, (An¢ck)
Sym(k). (F.P.)
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3.15. Corolario: Seja a€I*\{¢}. Se o €& FSym-universal entao

a=7{a) .

Demonstragdo: Suponhamos que oa#7(a). Entao existe new\2
tal que a=m (o) . Seja kéw\2. Por hipOtese temos qué (a+ck)
Sym(k) . Entao existe um homomorfismo H:I*+>Sym(k) tal-que
H(a)=c, . Desta forma H(a)=H(ﬂ(a)n)=ck. Observando~se -que pa-
ra varios valores de k, (n,k)#1 temos, pela Proposigao 3.14,

um absurdo. Assim sendo a=n{a). (F.P.)

E interessante observar que a reciproca nao

& verdadeira. Temos por |12, Theorem §1], que B°A% nio re

2 2
presenta ¢, em Sym(2), mas noentanto, ﬂ(B°A2)=BzA .
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CAPITULO IV ~ Representacao em Sym(Z) de uma permutagao

ciclica de 2.

4.1. Preliminares: Apresentamos heste capitulo resultados co
nhecidos, de palavras de.cqmplekidade dois e trés que repre
sentam s em Sym{Z). Mostramos que palavras nao primitivas
nao podem representar s em Sym(Z) e, principalmente, com
técnicas similares as do capitulo III, caracterizamos, no Te
brema 4.6 uma nova classe.infinita de palavras que représen~

tam s em Sym(Z).

4.2. Lema: A" ndo representa s em Sym(Z) qualquer que se

ja n>l.

Demonstragao: Basta provar que e impossivel escrever s na
forma f' onde fGéym(Z).

Suporemos gque existe fe¢Sym(Z) tal que £l=5
para algum n>1l.

Observemos que, qualguer que sejavo conjunto -
X, se geSym(X) entdo, cada componente ciclica de g nao se
ra ligada com outras componentes ciclicas de g quando g &
construida, mas pode ser desmembrada em ciclos disjuntos. As
sim temos que |V(g™)!:|V(g)].

Temos agora que 1=|v(s) |=|V(£™)|3|V(E)] e,
desta forma, que |V(f)|=1l. Portanto £ & uma permutagao ci
clica de Z. Mas, neste caso f=s. Vemos portanto que
jV(fn)l=n para n>1 o que &, claramente, um absurdo. Logo

ndo existe feSym(Z) tal que f'=s. (F.P.)
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Observagao: Segue do Lema 4.2 que nao & verdade gque (aMys)m
para n>1l para qualquer mondide M das relacdes binarias
em Z. Para ver isto, observemos que s=2 s=hn, entao & neces-

sario que he€Sym(Z), o que, por 4.2 & impossivel.

"4.3. Corolario: Seja o&Z*\{¢}. Se o & palavra nao primitiva

entdao o nao representa s em Sym(Z).

Demonstragao: Seja o uma palavra ndao primitiva. Entao a=t (a) "
para algum n>l. Admitamos que (avs)Sym(Z). Decorre que e-
xiste um homomorfismo H:I*-»Sym(Z) tal que H(a)=s. Seja
fesym(Z) tal que H{w(a))=f. Desta forma temos que s=H(a)=
H(n(a)™ =H(r(a))=f". Segue, do Lema 4.2, que isto & ab-

surdo. (F.P.)

4.4. Lema: Sejam n e m nlumeros inteiros positivos. Seja

a=B"A™. Ent3o (at¥s)Sym(Z).

Demonstracao: Sejam v e u nlmeros inteiros Impares tais que

n=23"1y ¢ também que m=23"1y para {i,jleuw\l. Seja {gl,

hl}GSym(Z) tal que glznkew(‘k k+1) e hy=N . (-k k). En
tao A(gl)={2} enquanto que A(hl)={l,2}. Além disso observa-

- mos que gys=h;. Portanto s=gIlhl.

Vamos agora definir gi=Hk€21-lw(-k -(k+1) -
i-1 ‘ i-1 _ .
oo =(R#2777-1) e+l k42 ... k427T) e hu=(0) M o3l
(= (k+1) =(k+2) ... =(k+2771) k41 k+2 ... k#2971 Entdo

temos que {gi,hj}GSym(Z), que‘A(gi)={21}.e que,A(hj)={l,
21—l= enguanto que h23—1=h
i 9; enqua q 5 1

Observemos que (2%,v)=1. Entd3o, por [1,Theo

29}, Além disso g

rem 1], existe {r,t}cz tal que r2t+tv=1. Assim 9=
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i i
iz +tv=(g§ )r(gg)v=idfz(q§)vz(9§)v' Seja g&Sym(z) tal que
g7l=gf. Entio (¢7HV=(ghHV e, portanto, g”'=g; ou gV=97".

De modo analogo, com (2],u)=l segue que, por

[l, Theorem l], existe {p,ql€Z tal que p23+qu=l. Deste mo-

3 J -
do hj=h§2 +q“=(h]2. )P U=iarz(nhHU=mH . seja hesym(z)

tal que h=h§. Ent&o hu=hj.
-1y pd71
Desta forma s=9g, hl----(gi ) hj =

i-1 j-1 i-1 j-1
2 =g2 vh2 u

-V)~2 (h"%) =gnhm. Assim, se H:I*+Sym(Z)

&€ um homomorfismo gerado por H({A)=h e H(B)=g segue-se que

(a¥s)Sym(z). (F.P.)

4.5. Corolario: Sejam n, x e y inteiros tais que n#0 e (x#0

ou y#0). Entao, se a=p*a"sY segue-se que (a¥s)Sym(Z).

Demonstragao: Basta provar gue s=h®g"nY onde {g;h}ESym(Z).
Seja {h,91K;Sym(Z) tal que s=g?hm, nas con-

digoes do Lema 4.4 e tal que x+y=m. Entao temos que s=g?hm=

ideg?hm=hxh-Xg?hth. Seja geSym(Z) tal que g=h—xg1hx.
Segue gque gn=(haxglhx)n=h‘xg2hx. Portanto s=h*g"h¥ e as-
sim (A*B"AY¢s)sym(z). (F.P.)

ﬁll]n e tal que

L aMy

4.6. Teorema: Seja {i,Jj,n,m}lcw\l tal que 2t

23‘11§m. Sejam L=21‘ e M=27. Sejam ainda W2={B

e
n,m ~

BEB A /W2. Entao (B¥s)Sym(Z) .

Demonstragao: Por hipotese temos que 2l'li}n e que 297" |m.

Entao existem v e u inteiros Impares tais que 21=1yan en-
'-l N . N - .
quanto que 297 u=m. Seja H o homomorfismo definido no ulti-

mo paragrafo da prova do Lema 4.4. Basta observar que H(AM)=
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i

29 . _ L 2t .,
=id['2 e também que H(B")=H(B) =g° =id[Z. Portanto

H(a)M=n
aquele homomorfismo, H:I*>Sym(Z) tem a propriedade adicio
nal que H(y)=id[Z para todo Yew, . Entdo, pelo Corolario 3.

11, segue~se que, para todo BeBnAm/w2 tem~se gque (B¥s)

Sym(z). (F.P.)
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CAPITULO V - Palavras Sym-universais

5.1. Preliminares: Nos capitulos III e IV apresentamos técni
cas que, mediante a utilizagao de classes de relagoes de e
quivaléncia em I*, nos davam condigoes para  caracterizar
classes de palavras de complexidade arbitrarias que sao, res
pectivamente, Sym(k)-universais para todo kcw e Sym(Z)-uni
versais. Neste capitulo fazemos a "intersegao" destes resul

tados para obter nosso principal Teorema 5.2. Além disso

apresentamos outros resultados relacionados que obtivemos.

5.2. Teorema: Seja {p,q,i}lcw onde p & primo e g & pri-

. i .
mo impar tal gue pl+lsq. Seja a=BP a9, Sejam x=21+l e

i+l i+l

) quando p=2; mas, sejam Xx=2p e y=M(pl+l)

y=M(1l+2
guando p>2. Sejam ainda w={8%,aY} e {B,B}a/W#d. Entao

8 @& Sym-universal.

Demonstragao: Pelo Corolario 3.10 segue-se due B_é Sym-uni-

Versal se e somente se B & Sym-universal. Portanto, sem
perda de generalidade, .suporemos que R€o/W. Lembrando os
Teoremas 3.13 e 4.6 observamos que xQ{P,L] e que y=|Q,
M]. Portanto nosso teorema decorre imediatamente dos teore-

mas citados. (F.P.)
5.3. Proposicdo: Seja o€l* tal que gcd(o)=l. Entao a & Sym-
universal.

Demonstragao: Seja k€w>l. Mostraremos que (a¢ck)Sym(k).

Seja Li a letra que aparece em o exatamen
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te n(i) vezes para todo i&{l,2,...,p}; isto &, iMult(Li,
a) |=n(i). Como gcd(a)=l, entdo por uma extensdo de [1,Theo
rem 1], temos que existem inteiros Xl’XZ""'Xp tais que
xln(1)+x2n(2)+...+xpn(p)=l. Seja H:Z*+Sym(k) homomorfismo
definido por H(Li)ﬁcii para 1i€{l,2,...,p}. Segue-se que

y (1) (F2yn(2)

...(cip)n(p)

;ciln(l)+x2n(2)+...+xpn(p)=(cil

“x
porque as poténcias de Sy obviamente comutam. Portanto
temos que H(a)=ck.

Usando a mesma técnica onde H(Li)=sxi, pode

mos mostrar gque (a+s)Sym(Z). Concluimos ent3o que a €

Sym-universal. (F.P.)

5.4. Lema: Seja ké€w. Ent3o existem involugoes g e h de

Sym(k) tais que ck=gh.

Demonstragao: Decorre imediatamente do Lema 3.2. (F.P.)

5.5. Lema: Existem involugdes g e h com {g,hl}cSym(k)

tais que s=gh.

Demonstragdo: Decorre imediatamente do primeiro paragrafo da

demonstragao do Lema 4.4. (F.P.)

5.6. Corolario: Sejam X um coﬂjunto arbitrario nao vazio e
fESym(X). Entdo existem involugbes g e h de Sym(X) tais

gque f=gh.

Demonstragao: Decorréncia direta dos Lemas 5.4 e 5.5. (F.P.)

5.7. Corolario: Seja {n(i),m(i)}gw\i para todo ie¢{l1l,2,...

n(l),m(1)  pn(k) m(k)

k-1}. Seja n(k)>0sm(k). Seja o=B com
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exatamente um n(i) impar e exatamente um m(j) impar. En-

tao o & Sym-universal.

Demonstracao: Para toda f€Sym(X), pelo Corolario 5.6, te-

mos que existem involugbes g e h de X tais que £=gh.

Assim, observando que glmpar=g, que h'MPar_h ¢ também gue

gpar=idrx=hpar o corolario segue. (F.P.)

5.8. Proposicdo: Seja <n,m> par de inteiros tal que {n,m}&-
w\2 e tal que para'todo kew\2 existe ikﬁk tal gue ou (ik+l,
m)=1=(k-i,,n) ou (i,+l,n)=l=(k-i,,m). Entdo B"A" & Sym-

universal.

Demonstragao: Pelo Lema 4.4 temos que (BnAm¢s)Sym(Z). Seja
kewsl. Observemos que ck=(0 1... ik)(ik ik+1 es. k=1).Sem

perda de generalidade suponhamos que (i +l,n)=l=(k—ik,m). En

k
tdo, pelo Lema 1.7, segue que existe {g,h}eSym(k) tal que

n i m_ . .

g=(01... lk) e tal que h =(1k ipgy oo k=-1), porgque A(g)=
i, +1} e A(h)={k—ik}. Assim vemos que para todo kewh2

(BnAm+ck)Sym(k). Segue-se que g"a™ & Sym-universal por ge-

neralizagdo do Corolario 3.10. (F.P.)

5.9. Corolario: Seja <n,m> par de inteiros nas condigoes da

Proposigdo 5.8. Entad <n,m> & par de ehrenfeucht.

Demonstrag¢do: Decorre imediatamente da Proposigao 5.8 e do

Teorema 2.10. (F.P.)

Observagdo: A reciproca do Corolario 5.9 n3o & verdadeira.
Basta notar que o par <30,35> & par de ehrenfeucht mas, para

k=5 este par ndo satisfaz as condigdes da Proposigao 5.8.
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CAPITULO VI - Perguntas abertas e comentario geral

Pergunta 1. (Mycielski): Se a & FSym-universal entao a &

Sym-universal?

Para responder de modo afirmativo a pergun
ta 1, basta que (q¢s)Sym(Z) se, para todo kew, nos ti
vermos gue (a+ck)Sym(k).

Nosso Teorema 4.6 indica que muitas pala
vras em {A,B}* satisfazem a afirmagadao (mw(a)+s)Sym(2).

Em [4] Ehrenfeucht e Silberger formulam a:
Pergunta 2: (n(a)¥s)Sym(2) para todo a#¢?2

Do Corolario 3.15 temos que, se o¢Fa#nm (o)
entao o nao € FSym-universal. Assim vemos que a resposta
afirmativa para a pergunta 2 implica na resposta afirmativa
‘para a pergunta 1.

Nos nao fizemos consideragao para uma possi
vel extensao do argumento de R.A.McKenzie para XX infini-
tos, ou do argumento andlogo de D.M.Silberger [9] para
Prt(X) infinitos, que se aplique aos Sym(X) infinitos, o}
que poderia, talvez, indicar ser suficiente considerar I¥

com |I|=2.

Pergunta 3: Existe algum algoritmo "razoavel" que indique
gque se nds sabemos todos os elementos a€{A,B}* para os quais
(a¥s)Sym(2), entao este algoritmo permite decidir se (B¢s)

Sym(Z) para B¢L* onde I & um alfabeto finito mas arbitrario?
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Das figuras b5 e 6 do apéndice e seus respec
tivos argumentos algébricos temos que existe'{gp,hq}SSym(Z)
tal que A(gp)g{l,p} e A(hq)g{l,q} e ainda que s=g _h_>h _g_ pa

p4ad gp
ra os casos <p,q>=<2,2> e <p,qg>=<2,3>. Desta forma temos a:

Pergunta 4: Para todo {p,q}, com p e g -primos, existe'{gp,‘

hq}gsym(z) tal que s=gphq; tal que A(gp)g{l,p}, e tal que

A(hq)Q{l,q}?

Procurando aplicar as observacoes de Myciels

ki e as nossas, formulamos a:

Pergunta 5: Seja o€{A,B}*. Se (qgvs)Sym(Z) entao existe {n,m,

N,M}cun2 tal que wW={B",a"} e qeB"a"/W>?

A pergunta 5, na verdade, procura verificar
o alcance que tem nossa técnica neste trabalho.

En [4] Silberger e Ehrenfeucht perguntam se,
quando X & finito e quando (B"AMyiSym(X)) entdo (87a™y

xX)? Neste caso perguntamos:

Pergunta 6: Se oc=BnAm com <n,m> par de ehrenfeucht, e se
BEa/Wy, entao B & FMyc-universal?

Mais geralmente:

Pergunta 7: Se B¢a/W nas condigdes do Teorema 5.2, entdao g &

Myc-universal?



-44-

Finalmente de [2| sai a seguinte pergunta

aberta:

Pergunta 8: Se existe Y infinito tal que o & Sym(Y)=-uni-

versal entao o & ISym-universal?
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Na figura, (a + x)M por H:Z*¥ + M

Z*

r

Figura 1.

—.w“""“““‘*\

T* " H -
o
- T~

\ S

x 7
Figura 2.
Agora observamos que (o ¢ X)M por H; (agqui
H & representado por linhas continuas). Mas, (a ¢ x)Ml

por H nao & valido pois H[Z*]<# My. Porém (a ¢ x)M; por
K; (K & representado por linhas traceja@as).

Para Ml subsemigrupo do semigrupo M com
}(ébﬁj o fato que (a ¥ x)M nao garante automaticamente

que (o ¥ x)Ml.



Desdobramento de ciclos

Vamos considerar o ciclo ¢y com k=11

como exemplo.

S 0
10— & L.
’ NNy,
0 J \
I - J
8 {
N 5"’4
\g/
cllfl:
0
N
10e~_ =7
N
9 w— 8
6-—» 1
/A
5./ 2
\ e
4«3
cp1fify:
07 i—=5
/
\E
4 10

Figura 3

Observemos gue

Enquanto que as linhas conti

nuas representam c;4 seja
fl=(0 6) representada pela

linha tracejada.

Agora as linhas continuas re
presentam ¢;,f; e as traceja
das £, = (1 4) (7 10). Obser-
vemos que f, nao usa os pon-
tos usados por fl que apare-
cem sublinhados. Obtivemos

por Cllfl um 5-ciclo e um 6-

ciclo

Temos agora desdobrado o 11-
ciclo cy1 efm um 2-ciclo e em
trés 3-ciclos. Notemos que

£ =£,f, & uma involugao do
conjunto 11. A fim de garan-
tir isto, decorre a importén
cia de f, nio usar pontos u-

sados por fl.

(a b)(b c) = (a b c}). Assim

vemos que pode acontecer que f,f, ndo & uma involugao se

{fl,fz} for uma familia de involucdes que nao & dcp.

-46-
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Encurtamento de ciclos

Vamos estudar o exemplo onde ¢ é tal

cgfl:
0——s1l
N\
8 5
‘—"\Q’/’
To— ©
g s
? 9 Y
cgflfzz //,0\\\
8 1
6¢——~5/
{2? E? (QD (7)

que foi usado por fl.

Desta forma temos que:

(76) = (0156 8).

—

Cq €& representado por linhas con-
tinuas e o 4-ciclo £,=(4 3 2 1)

por linhas tracejadas.

0 4~ciclo fl "encurtou" o 9-ciclo

Cq Para um 9-(4-1)= 6-ciclo obten

9

do ainda 4~1= 3 pontos fixos.

Seja f2= (7 6) o 2-ciclo repre-

sentado por linhas tracejadas.

Agora o 6-ciclo 09fl foi novamente
encurtado por um 2-ciclo f2 e obti
6~ (2-1)=5-ciclo Cgflf2 e

(Observe -

vemos um
quatro ciclos triviais.
mos que f=flf2 & uma permutacao de
9, e que A(f)= A(£,)UA(f,) por-

que £, nao usa nenhum ponto em 9

f=(012345¢678)(4 3 21)

Cy

E claro que nds temos. condi¢oes para encur-

tar, com uma f3 que nao usa pontos em 9 usados por f, um

pouco mais.
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Apresentamos a seguir uma nova demonstragao do
Lema 1.12, devida a D.M. Silberger, gque nao foi publicada an-
teriormente. Esta prova & por si sO suficiente o que nac ocor

re com a demonstragdo original.

‘Demonstragdo: £ evidente que se w(a)=w(8)=mn(aB), entdo aB=Ba.
Vamos demonstrar a reciproca.

Suponhamos que para quaisquer palavras o € T
ndo vazias, se [OT‘<!&B| e se 0T=10, entdo 7 (o)=n(1)=n(0T).
Suponhamos também que af=Ba. Se |a|=|B|, entdo o=B e portanto
m(a)=r (B) . Por outro lado, podemos supor, sem perda de genera
lizagdo, que |a|<|B|. Ent3o existe p#¢ tal que ap=B=po, e por
tanto pela hipdOtese de indugéo‘segue que 7w i{a)=m(p)=n{ap)=n(B).

Em gualquer caso 7m(oa)=n(R). Basta agora mostrar que nw(a)=m(aB).

Desde que o#¢#B, entdo existe {a,bl=

wnl  tal que w(o)®=0 e w(a)b=8. Assim a8=n(a)a+b; tambénm e-
xiste cewsl tal que af=r(aB)€. Segue-se que |m(aB) |¢|m(a)] e

tamb&m que czat+b32. Para concluir que 7 (oR)=7(a), & suficien-

te demonstrar que |7 (aB) |=|w(a)

Admitamos que |[w(oB) [<|{n(a)|. Entao, da equagao

a+b

.7 (aB) C=x (o) temos que existem new\l e {§,¢}8E* tais que

|s|=le|<|m(aB) | e tais que m(aB) s=n(a)=cn(aB)". Se &=¢, entdo
na :

a=1 (a) 2=n (aB) contradizendo a minimalidade de |w(a)|. Segue-

se que O0<|8|=]e|<|m(aB)].

Das relacdes en(aB) =n(aB)?s e O<fef<[n(aB)]| te

mos que cT=7(aB) para algum T¢I*\{¢}. Entao, E(TE)n-lT6=(€T)n6

=r (a8) Ms=em (aB) "=e (e1) P=e (e1) ""ler e portanto (re)Bt n-1

eT. Inferimos gue té8=¢t.

1é8={ecT)
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No caso que n>l podemos inferir também que tTe=

1 n-1

€T pois (te) T =(e1) , € entao que te=18, resultando que

e=§.

No outro caso, para n=1l, temos que e18=7 (af) é=

T (OLB)n(5=H {a) #Eﬂ' ((xB)n=g1T (aB)=ceT, e logo que T8 (ET(S)a+b—l=

a+b 3*b_ =1 (aB) S=(e1) S=e1 (e1) 1, e entdo sendo

a+b-—l=

Aetd) =7 (o)

cza+bz2 temos §(eTd) (gr)c-l=sr(aT)c-2. Da eguagao seguin

te 6(et8) 3P ocr (e1)°72 junto com a equagdo |d|=|e| inferimos

que S§=¢ também no caso em que n=l.

Em resumo, temos que W(&B)n6=w(a)=sw(&8)n=6w(a8)n,
que n3l e que §#¢, e também que |7 (aB)8|=|w(a)|<|al<|aB].
Portanto pela hipbtese de indugdo segue que m(8)=n(m (aB) ™M)=
W(SW(aB)n)=v(w(a))=w(a); Mas, temos também que {w(8)]|g|8]<

Im(aB) {<|w(a) |, e portanto que w(§)#n (a). Da contradigdo obtida

concluimos que |w(aB) |£]w(a)]|. (F.P.)
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