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RESUMO

Neste trabalho é desenvolvida uma teoria ndo linear de
cascas elasticas incorporando tanto nao linearidades geométricas
quanto fisicas e sem usar a hipoétese de Kirchhoff-Love.

As equaclOes obtidas sédo formuladas em notacéo tenso-
rial e se reduzem &s de uso corrente,quando adotadas as mesmas

hipoteses simplificativas encontradas na literatura especifica.



ABSTRACT
In this work a nonlinear theory o0f elastic shells is
developed which incorporates both geometric and physical

nonlinearities and which does not make use of the well known
Love-Kirchhoff hypothesis. The resulting equations are formu
lated in tensorial notation and are reduced to the ones of
common use when the simplifying assumptions encountered in the

especific littérature are taken.



CAPITULO 1

introducéo

Encontram-se na literatura grandes contribuicdes ao estudo
de teoria ndo linear de cascas |Z] ,|Z5) ,1281,]29) , entretanto,
a maioria destas trata apenas de nao linearidades geométricas .

No estudo das cascas, grande numero de investigacdes tem
sido desenvolvido baseado na hipétese de Kirchhoff£-Love, porem,
uma vez fTeita esta hipotese, ficam subentendidos pequenos deslo
camentos e pequenas deformacdes.

Para casca fina eléastica, considerando grandes deslocamen
tos. e pequenas deformacdes, varias teorias para problemas de
nao linearidade geométrica foram desenvolvidas 141, 25

Introduzindo os tensores tensdo resultantes de Euler e os
tensores flexao definidos pela diferengca entre o0s tensores da
segunda forma fundamental da superficie de referéncia deformada
e Indeformada, Sander 25 desenvolveu uma teoria nao linear de
casca fina e indicou a existéncia de teorias que poderao ; ser
formuladas fazendo-se varias aproximacdes. As equacdes de equin
librio sado obtidas como na teoria linear considerando vetores -
base da superficie de referéncia indeformada, porem uma aproxi®
macdo é feita para relacdo entre 0 cisalhamento transversal e
momentos Ffletores resultantes.. Koiter 14 também obteve resul
tados semelhantes considerando a hipdtese de pequenas deforma
cOes e estado plano de tensdo. Contudo, nestas investigacfes ,
as equacdes fTundamentais sdo expressas com relacdo ao estado in

deformado e o tensor tensdo de Euler e os tensores - deformacao



de Cauchy-Green sado usados. Isto implica uma inconsisténcia
quando se usa a hipotese de pequenas deformagdes do. ponto de
vista da mecanica dos meios continuos.

Por outro lado, usando tensores tens&o Lagrangeano ,
Shrivastava 26 obteve as equacdes ndo lineares de equilibrio -
considerando a superficie de referéncia indeformada e assumindo
a hipétese de Kirchhoff-Love. As aplicacdes praticas destas equa
coes sdo muito limitadas devido ao fato de os tensores tenséo
Lagrangeano serem ndo simétricos.

Estas consideracdes, no tocante as definigdes do tensor
tensdo e do tensor deformacdo no desenvolvimento das equacdes
fundamentais, assim como as relacdes constitutivas, deverao
ser tomadas®™ numa forma consistente do ponto de vista da mecand®
ca dos meios continuos, quando se formulam as equacdes para a.
teoria de cascas considerando grandes deslocamentos e grandes
deformacdes.

Das teorias nao lineares existentes para casca fTina a mais
consistente é a de Naghdi 22 , uma vez que nela séo considera
das as nao linearidades geométricas e fisicas, usando a formula
cdo Euleriana.

Para cas™cas em geral, Yokoo 32 | formulou iima teoria néo
linear,, onde as equacOes fundamentais s&o desenvolvidas consid£
rando a superficie de referéncia indeformada em termos dos ten
sores deformacdo de Cauchy-Green e dos tensores tenséo de
Kirchhoff. Uma vez tendo sido escolhida a formulacdo Lagrangea-
na, a inconsisténcia da escolha é compensada porque as equacles
constitutivas nao lineares s&o desenvolvidas.

Baseado no que foi exposto acima etilizando a formula

cao Euleriana, fToi desenvolvida uma teoria ndo linear de cas



cas elasticas, incorporando tanto nao linearidades geométricas-

quanto fisicas e sem usar a hipotese de Kirchhoff-Lpve.

Atrayés de relacgdes cinematicas entre as superficies defor
mada e iIndeformada, sdo expressos o0s tensores deformacdo em ter
mos dos componentes dos deslocamentos.

Uma vez que os deslocamentos sdo desconhecidos, as equa
cbes de compatibilidade sédo obtidas fazendo-se uso do teorema
de Riemann.

As equacdes de equilibrio sao obtidas pelo principio dos
trabalhos virtuais. As equacfOes constitutivas ndo lineares séo
obtidas para cascas elasticas isotropicas, considerando a "den
sidade de energia de deformacdo como sendo uma funcéao analig®

ca.em termos das deformacdes.

Assim, esta €& uma teoria completa n&o linear de cascas
incorporando tanto nao linearidades geométricas quanto fisi
cas.

As equacdes obtidas se reduzem as equacbes da literatura

fazendo as hipdéteses simplificativas adotadas na mesma.

Neste trabalho, simbolos com asteristicos denotam grande_
zasi.referentes aoilestado deformado e usando a convencao tenso
rial de soma; os indices latinos denotam o estado tridimensio -
nal, ao passo que indices gregos indicam o estado bidimensional.

Nos apéndices sao apresentados os quesitos béasicos nece”
sarios para a formulacdo do trabalho, bem como para o entendi”

mento do mesmo.



CAPr.TULO 2

PROPRIEDADES METRICAS DAS” CASCAS

Uma casca €& definida como sendo um corpo elastico tr”
dimensional de volume V, delimitado por duas superficies exter-
nas, uma superior (™) e outra inferior (s*“), distantes de uma
superficie de referéncia s, de eh"™, respectivamente, com a
condicdo de que h™ - h~, denominada espessura da casca, seja m"
nor do que o menor dos raios de curvatura no ponto considerado.
A posicdo do ponto P na superficie de referéncia indeformada e
denotado por r™ e o ponto P* na deformada, por r*, como ilustra

a figura 1 -1 -



; O vetor posicao de um ponto Q numa superficie arbitra

ria e dado por:
7(9n.0MN,0N) = r~M(ONON) + 0N ?23(07M02) (2.1)
onde (0™ (G = 1,2,3) séao coordena.das curvilineas, e € 0 ve-
tor unitéario normal & superficie de referéncia indeformada e o
a distancia ao longo da normal.
Os vetores tangentes as linhas coordenadas sdo obti
dos derivando-se a relacdo (G -1);

ng = n3 (2.3)

Substituindo-se a equacdo (B-2.21) em (2.2) resulta:

As componentes do tensor métrico sdo obtidas fazendo-
se 0 produto interno de g” por 'g®, onde substituindo as equa-

coes (B--2,.1Djle(-B-:2 .21) obtém-se

Haz = %3 7 ° -G o)

Observa-se que as componentes do tensor métrico acima



sdo totalmente determinadas pelas componentes dos dois tensores

da superficie (métrica (@) e.tensor curvatura GB™) )

0 elemento de volume, em termos das coordenadas curvj.

Iineas da superficie de referéncia s®, e da coordenada " e

dv

y de® ds~ , dSp = /& do~ do~ Q.7

<
1

/g?a =1 - 200 H+ C O~ ) ( 2 . 8 )

onde (u) é dado por (B-3.10).

Da figura 2.1, o vetor posicdo do ponto Q*numasuperf”
cie arbitraria é dado por:

r* = G "o )+ o N E](0N, 00 (2-9)

As componentes dos vetores base e do tensor métrico

para o caso deformado séo:

g. = a* + 0ol ar (2.10)

®03 ” @®a3 *""303” *33 ° ®33 (2-12)

onde

- mijk = ® "Mj “ (2.13)



Nota-se a diferenca entre as equacbes (2.2) a C2.6)
e (k.10) a (2 .12), tendo em vista que 1 , € que as compo -
nentes do tensor métrico ndo sao determinadas somente pelas-coni
ponentes da métrica e do tensor curvatura da superficie de refe

réncia deformada.



CAPITULO 3

RELACAO DEFORMACAO - DESLOCAMENTO

Jia formulacdo da mecanica do continuo, a configuracéao

de um corpo solido é descrita por um modelo matematico continuo
cujos pontos geométricos sdo indentificados com a posicdo das
particulas materiais do corpo. Se o sistema de coordenadas O

o, o, localiza um ponto Q do corpo num certo iInstante

um intervalo de tempo o ponto se desloca , para Q

, € apos

, este sera
<1 *2 *5

73 Y s O

definido pelo novo sistema de coordenadas o
Os sistemas de coordenadas 0, O, O~ e O ~, O ~, O podem ser
curvilineos e ndo necessariamente os mesmos (Fig-(3.1)), -porém

, ambos descrevem um espaco euclidiano.

«2



A variacdo da configuracdo do corpo c considerada ser
continua, e a transformacao do ponto Q para Q* é suposta ser

"univoca. . -

A equacdo de transformacdo pode ser escrita por

1 *9 vy
o A = co .o ,E ) (3.1

que possui uma fanica inversa:
0*N = O*A(OA, o N, 0/\)’ (3_2)

para cada ponto do corpo.

As TFfuncbes 0~ (O*, O*N, O™ e o™ (O™, o, oD
devem ser continuas e diferenciaveis.

Se Q®, Q: Qs sao trés pontos formando um triangulo
na configuracdo original, e se eles se"transformarem em Qi*»
Q:*, QJ* na configuracdo deformada, a variacdo da area e dos an
gulos do triangulo é completamente determinada se for conhecida
a variacdo do comprimento dos lados.

Similarmente , se a variacdo do comprimento para todo
e qualquer par de pontos do corpo é conhecida , .a nova con
figuracdo do corpo pode ser definida, a descricdo da variacao
da distancia entre dois pontos do corpo é a chave da analise da
deformacdo. Considere-se um elemento de linha infinitesimal co-

2

nectando o ponto Q (01, o, 03) a um ponto vizinho (Ol+&0 /

02+d02 , 03+d03). o quadrado do comprimento (ds ) de na sua
configuracdo inicial é dado por
, ds™= g.j dondon (3.3)

onde gyy € o tensor métrico euclidiano calculado no ponto Q pa-
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ra o sistema de coordenadas . .

Quando Q e QY se deslocam para os pontos Q* Oo*n

*2

‘ * * * * > * *7. *X
e N Q") e Q™ @ +de N 0°A+ d0A , 0-% + dO-A). respecta

vamente, o0 quadrado do comprimento (ds*) do novo elemento Q*Q"*
ds*N = gNrdON*dON* (3.4)

onde é o0 tensor métrico para sistemas Q*\

As equacdes (3.3) e (3.4), podem ser escritas por

ds*2 = ~NdOo~nN do™ (3.6)
30N ao'"
A diferenca entre os quadrados dos comprimentos dos

elementos pode ser escrita como

ds-. . ds: = Cg\ N - gi.)doe”™ doj
p 30" 30J :
@-7
ou
*2 n " 90/\ OP *3
= ds :(g’IJ —ng 3o*1 '9-)do i do ™
3.8)

Definindo os tensores

®1j " 2 (8kp Jja3 - 8l (T-s)
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o= 1 ISIT sef 1 f3 101
Bij 2 Bkp JeM gg.j)
e substituindo em (3.7) e (3.8) resulta:
ds*n - ds™ = 2e”jdon~don (3.11)

ds*~ - ds» 2et™ dON don (3.12)

0 tensor deformacao foi introduzido por Green e
St Venant, e é chamado tensor deformacdo de Green. 0 tensor de-
formacao fol iIntroduzido por Cauchy para deformacdes infini®
tesimais e por Almansi e Hamel para deformacédo finitas, sendo

mchamado tensor deformacdo de Almansi. Como para a formulacdo do

trabalho foi escolhido um sistema convectivo, o0 mais conveniente
~ ~ 1 _ 1 80* _ X, -
para estudo de grandes deformacdes, entao o = ,— r- = °Ki,
~j 30"
@ —e = N e as equacbes (3.9) e (3.10) se reduzem a
30 k
-gij).- C3.13)

Portanto, definindo o vetor deslocamento, que determina o vetor

posicdo r*, por

V = Ve + 0AVA (3.14)

onde

Ve = r; - (3.15)
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= a* - aj (3.16)

e de acordo com as equacfes (B-2.6), (2.13), (3.15)e (3.16) tense

a*=zaa-VvV°n (3.17)
a-s = 2a3.V™ + VALVA + aMn (3.20)
*n3a3 *N36a

mia *M331 - -l-e “ "a *
* VB-""fa " »S »,6" C3.22)
*r3a3 = " "S

Com as expressfes (2.11) a (2.12) e (3.18) a (3.23)

substituidas em (3.13), obtém-se

—ae " "6 * "=6 <=6 (6™ - C3.24)



onde

=0.3

®"3

®a3 * oli

2 NN3ct3n

(3.25)

(S.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3--30)
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CAPITULO 4

EQUACOES DE COMPATIBILIDADE

Em trés dimensdes o tensor deformacdo (3.13) tem seis
componentes que sdo expressas pelas trés componentes do vetor
deslocamento. As equacbes (3.13), podem ser visualizadas como
sendo um sistema simultadneo de seis equacdes diferenciais par -

.ciails, para a determinacdo das trés componentes do vetor desloca
mento, que sao prescritas pelos- tensores - deformacdo. Evidente-
mente, se a solucdo deste sistema existe, as componentes dos ten
sores deformacdo poderdo ser especificadas arbitrariamente. Po-
rem, para assegurar* a integrabilidade deste sistema, €& necessa -
rio Impor certas restricdes nas escolhas das equacbdes resultan-
tes de (3.13). Estas condicbOes foram deduzidas e a prova de que
sdo necessarias e suficientes foi feita por "B. Saint Venant em
.1860”, para equacao linear da elasticidade \II\ . Estas condicdes
de integrabilidade, ou compatibilidade, podem ser deduzidas para
o caso geral. Se, contudo, os tensores-deformacdo forem selecio-
nados com as componentes independentes do deslocamento do corpo,
entdo as equaclOes de compatibilidade fazem parte do conjunto de
€g_uacbes que. devem ser.satisfeitas .

Um caminho obvio para obtencdo das equacdes de compati
bilidade, consiste na eliminacdo das trés componentes dos desloca-
mentos das seis equacdes de (3.13) por diferenciacao parcial e com
binacdes das mesmas. Este método, contudo, ¢é muito tedioso; um ou

tro método alternativo é fazer uso do Teorema de Riemann 7



15

"Para qus um tensor simétrico seja um
tensor métrico do espaco euclidiano, é
necessario e suficiente que o tensor s£
ja ndo - singular, positivo - definido
e que o tensor de Riemann - Christoffel

formadp por este seja identica-
mente nulo™ .

7

Tem-se de (A-4.13), quando este tensor € identicamente
nulo, a ordem de diferenciacdo covariante dos tensores que lhe de-
ram origem, e indiferente. Por definicdo de (A-4.14), a ex-

pressao do simbolo de Riemann - Christoffel é:

ANijki, 7 ~jalik ~ AjkiGE o< A ANEN AMjnm Tt AMkn NE
4.1

onde (r™) e (M™MYY sao simbolos de Christoffel de segunda e pr”

meira espécie, respectivamente, dados por (A-4.3) e (A-4.4).
Ambos tensores deformagdo, o de Green e o de Cauchy,

sdo tensores positivo - definidos em um espaco euclidiano tri-dj®

mensional, e de (4.1) resulta

onde os subscritos (TG) e (MTC) representam os simbolos de Riemann-
Christoffel formados pelos tensores de Green e Cauchy, respecti-
vamente.

Em um espaco tridimensional apenas seis das oitenta
e uma componentes do tensor sao algebricamente indepen -
dentes e a equacdo (4.2) constitui a equacao de compatibilidade
para os tensores deformacdo de Green e Cauchy, respectivamente.

Como foi adotado um sistema convectivo, os tensores de Green e
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Cauchy sc confundem e de (4.2) resulta:

RijM = o . i-1-S)

Rijki “ 0 m 4.4)

cujas expressfes sao:

Nigki. Ajgkm 2Nl 7 Njilm fik

AMjkit =*NjE£i L,k -*7NjKki £ e C4.6)
Nijk ~ N AnNik] k1o N 'OEAY | B “@.7n

0 tensor métrico do sis"tema deformado é expresso

termos do tensor deformacdo e do tensor métrico do estado inde -

formado por

g*i3 = - g" C4.8)

g_j = ¢2e.. + (4-9)

Utilizando-se as equacbes (4.7) e (4.9) para calcular

simbolos de Christoffel no estado deformado, tem-se:

Ajkio ¢ Ajki AJiok AKiLJ om Ak, (4.11)

e
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Os simbolos de Christoffel de segunda espécie sdo cal-

culados a partir de (4.7) e (4,8) resultando:

Multiplicando-se C4.11) por (4.12) e fazendo a troca

de indices, obtém-se:

-2g gP £sr™ifp ~Nip, i NS-p,i " ®ifi-,pvV Mjkm *

* "jm,k * "km,j " "jk,m" E N """ip,£ * "i—p,i

/\i£’p/\ /\/\jkm N /\jm_k * /\km’j " /\jk’m/\ (4*13)

Substituindo a equacdo (4.13) e as derivadas de (4.10)
e (4.11) com relacdo a k e £, respectivamente, na equacao (4.6)

e fazendo uso das.relacdes (4.3) e (4.4), obtém-se

MK, T, AL gk vt A, ik Tt KL JEN NMHMIm oK
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ms pr
AEIDIN A AKPLE ' AiK.pAAT S Asr *
(Tjkm Ajm,k 2 Akmyjo "t MjkomN .

ARIp,E * ATp,i " NT—.pM™ A AAAID T * ATp,i

ETE,pA “rjkm ~— £jm,k * ~km,j ~ ” S AMNp,K

(4.14)

« A equacdo (4.14), juntamente com a identidade de Bian-

chi I 1

constituem a equacdo de compatibilidade para os tensores da su-

perficie, onde (;) denota diferenciacdao covariante.



CAPITULO 5

EQUACOES DE EQUILTBRIO

19

Para se obter as equacbes de equilibrio utiliza-se o]

principio variacional do trabalho virtual

por dois motivos:

a) Quando se utiliza o principio variacional para ob-,

ter as equacbes de equilibrio,

obtém as condiclBes de contorno

automaticamente se

associadas

b) As equacbfes obtidas sao mais claras e compactas.

Principio dos Trabalhos Virtuais

Um corpo em equilibrio
estatico sob acado de forcas de
corpo e de superficie esta represen
tado na Fig. 5.1.

A superficie de contor
no S e constituida de
duas partes e SN, com as se -

guintes condicdes de contorno:

sobre S/: Sa0 prescritas as for-cas

Fig. 5.1 =

sobre S°: sd0 prescritos os deslocamentos u®

Para se obter a equacdo tle equilibrio para um elemento

de um corpo deformado, pelo principio variacional , considera-se

uma classe de deslocamentos arbitrarios ypy + oun consistente
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com as vinculacdes impostas ao corpo. Assim, deveréa’anular-
se sobre S, porem é arbitrario sobre S*. Outra restxi®"cdo™“ sobre
fiyr é de ser tri-diferenciavel e de ordem de magnitude tal que,o
material permaneca eléstico. Os deslocamentos arbitréarios 6u.
sdo chamados deslocamentos virtuals .Considerando 0 equilibjio.. esta
tico, o trabalho virtual para um corpo deformado, sujeit¢”a To'r-

cas por unidade de volume e forcas“T" por unidade-de™""/rea™ é:

dv + ds ; (5.1)

substituindo ¥\' = a

’I

e usando o teorema de Gauss, tem-se:

Vi
6u” dv + =" 6u™ ds
B 6u” dv + Vj 6u”™ ds .
\Y
B, 6u™ dv + (@™ 6u.) . dv
I »J
N n OuU. + AN(CO
(B o«jh ou., dv CJ (OUj-) oF dv, (5.2)
V \Y

Considerando-se a variacdo da deformacdo cinematicamen

te compativel (6e™), tem-se
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CGU.)J - 0QU.2j) - s(eJ +wW.r) = se.j + ow.r . (5.3)

Como o. tensor rotacdo WYWYy) é anti-simetrico e o tensor

tensao simétrico, svi™ = o, , e conclui-se que

all Gup_. = oij se . (.4

De acordo com (5.4) a equacao (5.2) torna-se

B sut dv + T  OUj ds
(aza + BM) 6u: dv + dv . (5.5)

Impondo-se a condicdo de equilibrio estatico, isto sift
nifica que:
i ~ _ ,
a) As cargas externas B e T séao tais, que existe (o}

equilibrio total para o corpo do ponto de vista da
N\

. . N i Vi 5
mecanica dos corpos rigidos. Diz-se que B e T séao
estaticamente compativeis e, consequentemente,

b) em qualquer ponto do corpo g +B =0eo primel
>

ro termo do lado. direito da equacdo (5.5) se anula.

s

A equacao resultante é a seguinte:

BA Qi dv + T our ds = (5.6)



Este ¢ o principio do trabalho virtual para um corpo
deformavcl. Contudo, outra maneira de visualizar esta equacdo e
considerar o lado esquerdo como trabalho virtual externo e o la-
do direito, trabalho virtual interno. A relacdo acima é uma equa
cao na forma integral para desconhecida, assumindo ¥Ie Bl
conhecidos e U™ e escolhidos, mas compativeis com as
condicdes de contorno forcadas. Outro fato também significativo
€ que a relacdo matematica (5.6) é independente de qualquer lei
constitutiva utilizada para todos materiais sem limitacdes de

pequenas deformacdes ou rotacdes. Portanto, o trabalho virtual

das forcas internas para um elemento de casca €

TVI = dv* G.7)

onde , ™ é 0 tensor tensao simétrico e é o tensor deformacao

e V* denota o volume do corpo deformado. A equacdo (5.7) pode ser

reescrita como

TVI = (0“/\ dv* (5 -8 )

V*

Introduzindo as equacbes (3.24) a (3.26) em (5.2) e

levando-se em conta as equacbes (3.15) e (3.16) , obtém-se

TVI = {N

So
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G-9)

onde Sq € a area da superficie de referencia deformada ~ sendo

usada a seguinte notacéao

Ma3 _

a3

h_/\
y* den
-h
vI* o~ don
-h?
y* (0")2 do N
-h
y* 0“3 den
-h
y* o N do N y



MI

o trabalho virtual das cargas

externas, T , e o das forcas associadas as condic¢cfes de contorno,
T, (Fig. 5.2), sao respectivamente:
TVEe = T (6 Vo + 0N & ig}g ds* , (5.11)
TVEc = ™0 Ve + 0~ 6 ds* (5.12)

b

onde o0s subscritos (e) e (c)se referenm

ao contorno, respectivamente.

24

(5.10)

atuantes nas

a superficie exterior

superficies

e
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A expressao (5.11) pode ser transformada para superfi-

cie de referéncia:

TVE,, = K Tgfa V@ + -B’W dso (5.13)

Denotando por n o vetor normal unitario a s* e por C o contorno

da superficie de referéncia, a equacado (5.12) é reescrita:

A N3

TVEA = T @ Ve +00 s a®)(n.(ay X &P).

a dc
0-
(5.14)
Pelo principio dos trabalhos virtuais tem-se

TVI = TVE = TVEN + TVE% (5-15)
em que nao foi iImposta nenhuma condicdo de vinculo. Todas

as variaclOes estaticamente admissiveis que aparecem nesta expres
sdo independentes. Das equacbes (5.9) a (5.15), obtém-se as

equacOes de equilibrio

* S* 55)., - /gJ7a* V *
(5.16)

e + Vo, ) + a"é’a + ., a *
- p"+ /gU”r TAON =0 (5.17)
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onde (;) denota diferenciacdo covariante no estado deformacao e

ambas equacdes possuem somente tres componentes n&o nulas.

CondicbGes de contorno

As condigbOes de contorno associadas com as equacdes

(5.16) e (5.17) sao, respectivamente..

Te 1"-C4&; X &|)} do5

ou V° prescrito

(5.18)
do @
Tc s« n.(a* x a), ° do-
3 dcC
ou a] prescrito. (5.19)
onde sdo as componentes do vetor unitario normal a super

ficie de borda na superficie de referencia s* .



27

CAPTTULO 6

EQUACOES CONSTITUTIVAS . -

Quando diferentes corpos de mesma geometria sé&o ;5
metidos &o mesmo esforco externo, as respostas observadas quanto
ds tensbes e deformacbOes devido a aplicacdo do esforco, séo
geralmente diferentes. A diferenca nas respostas dos corpos é
devida a constituicdo iInterna dos materiais dos corpos.

Do ponto de vista do continuo, a teoria das equacoes
constitutivas, possibilita,, devido a certos principios basicos

(por exemplo. Principio da Entropia, Conservacdo da Massa .
Conservacdo da Energia, etc), validos para todos materiais inde
pendentemente de suas constituicdes, desenvolver equacdes que
refletem os efeitos das estruturas de diferentes materialils

quando submetidos a um esforco externo.

A teoria é feita introduzindo-se modelos apropriados
para a classe particular do fenbmeno pesquisado. Todos estes
modelos deverdo sastifazer certas regras e requirementos de

invariancia existentes. Depois destes requirementos introduzidos
, as equacdes permanecem em Ffuncdo de coeficientes constitutivos
que sao determinados experimentalmente ou pela teoria molecular.

Neste capitulo, assumindo uma funcdo densidade de
energia para um corpo elastico isotropico, sao deduzidas as
equacdes constitutivas ndo linear, em funcdo dos invariantes de

deformacdo e coeficientes constitutivos.
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Equagdes constitutivas de um solido elastico isotropi-

CO

De acordo com a teoria do estado natural, um corpo per
feitamente eléstico e isotropico possui uma funcdo densidade de

energia da seguinte forma [7,] |23

$:$(0\ |2,|3) ’ (6.1)
onde: O~M(i = 1,2,3) sao coordenadas referidas a um certo sistema
de referéncia e PJ™Nia = 1,2,3) sao os invariantes de deformacéao
definidos por :

. - I(kz—Kz ), 13 = i(KA—3K3AK2+2K3), (6 .2)
onde
(6-3)
s @ g g ~ijtpktar
® KL
A relacdo tensao-deformacdo entre o tensor "™ e 0 ten
sor deformacéo € obtida da seguinte forma:

f— - ,onde p = p/”, p= densidade (6.4)
Po

A equacao (6-4) foi introduzida por Boussinesq (1870,

1872) . Derivando parcialmente a relacdo (6.1)



h_ -~ ,-3®""3

3e.. 3l 3e. . 312 Sc-ij

3
>
=+

Usando as expressfes (6.2) para os invariantes,

311
N\ — glll’ g’, _PC
3£ij
- (g'P 9" er eqr)
consequentemente
" t4 A0 g™ - gP g” cpM) -
(9“Pg”™“g™Mi:pkeqr)J
onde
N 9% r 9%

n K
~r LY 7 2 TTJ 7 N3 T 3Y) e

29

tem-se

(6.6)

6.7

(6.8)

[ Ho g
(6 -1 0 )

A expressado (6.4) pode ser reescrita na seguinte forma
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Po Po
- giPgjqgepq) C3CI2g*1 - 1jig™P g™ epq)+ ce.1D)
> (@"P g™ ep, e™))

Considerando $ como uma funcdo analitica em termos das
deformacbes, ela pode ser expressa como uma série de poténcias

em termos dos trés invariantes I, . . I: . Como foi suposta a

existéncia de uma funcdo densidade de energia de deformacdo $

analitica, tem-se que

n2n 2 oC.  3C.
_ = _ _ Bu J-_.__I = - N 6 =12
atj 3ii ( )

Como os coeficientes CM podem ser expressos em serie de

poténcias dos invariantes de deformacdo, entdo CN pode ser escr”

to na forma [29]:

f - - N tY M 1"
3 " av« ATIVY M N2 N3 ? (6.13)
ofide T,W,Y = 0,1,2,..., e a sbma dos indices Tfica subentendida

como sendo aquela que ndo aparece repetida.

Com Cj dado por (6.13) e usando (6.12), tem-se

3Ct ach TW-1YV
=, N = 4ky H i H
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e integrando resulta

n W n tT tWw-1 rY+1 .r. T OtwW
+ 1 Twy ~1 72 ~3 ATW AL N2 (6.15)

onde o segundo termo do lado direito da equacao representa uma
funcdo arbitraria de integracdo. Similarmente, com o resultado

(6.15) e usando a relacdo (6.12) tem-se:
NN N T™W p T-1 ~W-1 ,y+1 ~

8. m8 "Y -1 ™Y h N2 "3

e integrando obtem-se

N Y +1 ™Y h N2 N3 w + 1 TW 4 N2

onde O terceiro termo do lado direito representa uma funcao arbi®
traria de integracgéo.
Com base em (6.13), (6.15) e (6.17) o tensor tenséao

(6.4) €& novamente reescrito como:

P €T, i ~ rw ~ = T tW-1 yY+1 ~
T ~N2 ATIVY AL A2 3



;-pk o ar-

As equacbes constitutivas das tensfes resultantes

obtida substituindo a equacdo (6.-18) em (5.10).

32
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CAPITULO 7

PARTICULARIZAGCAO DAS EQUAGOES

Este capitulo compara as equacgdes obtidas do texto com

as equacdes da literatura, adotando as suas respectivas hipdte-

ses. Dentro do contexto do capitulo sdo feitas as hipdéteses e as

descricOes das equacbes obtidas pelos autores, de uma maneira
comparativa.
7.1. - Propriedades Métricas e Relacdo Deformacdo-Des-
locamento
JONES |24

Em seu trabalho |24] JONES utilizou a hipotese simpli

ficativa de Kirchhoff-Love,,isto é:

e consequentemente

83a = 0 «83a “ "

o que implica na nulidade das equacbes (3.25). e (3.26) e o ten-

s

sor deformacdo é dado apenas por (3.24), isto é

Nae " ®aB * N



onde

Como a™ e unitario, 1implica que

[13 o

N3a3 ~ N3,a “ "3 " 7"M«3 7 ~7333

*phe — _h*** *pA = n

~33 3 7 ~3a 7

que levadas, em conta nas equacfes anteriores, resultam

A equacdo acima e idéntica & equacao (13) utilizada

pela referéncia

ALVES I
Utilizou a hipétese de Kirchhoff-Love, o que reduz as
equacfes do texto & equacao (7.1), considerando apenas termos
lineares. Como a referéncia 1. 1 ndo usa notacao.tensorial e
> de

necessario o desenvolvimento da equacdo (7.1) para efeito

comparacao.



Das equacbes (3.1.4) e (3.15), tem-se

r =r +V . -(7.72)
(7-3)
V =v° Ff v -4

¢ do apéndice B, o vetor deslocamento (7,4) é escrito como

VAERYA (7,5)

Derivando-se o vetor posicado (7,2), resulta

que levado em conta em (3,13), fornece

Considerando a hipdétese de Kirchhoff-Love, as componen
tes de (7.6), e £:™, sdo nulas, e das equacdes (7,6) e

(A-4,8), obtém-se
e - = : «~ , -V + v - b,3 r3/::1 (a.7)
e como a conservacao da normal é assegurada,eresulta

N — NN
Vard' vV Tax T2V 5T 3 (7-8)
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Uma vez que a casca e delgada e ndo ha tensdao na
direcdo do vetor base g™ » o comprimento da normal n&o varia du-

rante a deformacdo, entéo

Quando a equacdo (7.7) é aplicada para a superficie de

PN

referéncia, pode-se introduzir o tensor curvatura, isto é

v_° +w=-2v, b~" (7.9

Da equacdo (7.-3), tem-se

.Y T 'e.3 " Vs
e fazendo

o — [13 N\

\Y, ua a“ + u3 a

e usando as equacbes (A-4.8) e (B-2.19), resulta

Uma vez que u™ = w e ndo depende de ., tem-se

ee devido a equacdo (7.9), a equacdo acima pode ser reescrita em

forma alternativa como,

_ a_l - _("..C- 13 y I,aI
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Ambos os vetores e a® sao unitarios e a diferenca er

tre eles e o angulo de rotacdo da normal.
Os vetores no plano tangente & superficie séo dadas

por (3.17) e quando utilizadas as relacbdes (A-4.8), (B-2.17)" e

(B-2.19), resultam em

(7.11)
* (,I-a LA} “n ,’SI’
Fazendo-se o produto interno de por 4g e substi -
tuindo no primeiro termo da equacdo (7.1), obtém-se
(7.12)
onde
u = u - u r?
N

Diferenciando a equacdo (7.10), tem-se

*3.a = wS.a - * “n bp).,.

e da equacao (B-2.14)



= sse8 ¥ “ "mel K *
* “jiBa («x"beJd;«

Uma vez substituidos b** em (7.1), resulta

‘a3
* “-Ba * C*Xx
onde

Nz;a3 =.nM,a3 < ML X Mas
Como a re.feréncia 1 é dada em notacdo fisica,

cessario transformar as equacdes paraecomponentes fisicas,

equacbes (A-3,6), (A-3,7), (A-3,13) e (A-3,16), tem-se

que levadas em conta™m (7.12) e (7.14), resultam

u,(i/\ u"'(z)1 w b

(11) =
/a11 *A@27 11

38

(7.14)

(7.15)
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Al

~12 ~ ool

*AND D * AN

As equaclOes acima correspondem as equacbOes (3.45)

(3.24), respectivamente” utilizadas pela referéncia |I]

7.2 - Equacado de Compatibilidade

YAMAMOTO® 31

As equacbes (4.14) e (4.15) do trabalho, sdo as equacles

(¢ ) da referéncia, que entretanto, nado as desenvolve em termos

dos tensores deformacéao.
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KOITER 14

Para se obter a equacdo dada pelo autor a partir das
equacbes (4.14) e (4.15) é necessario que se faca os seguintes
comentarios: o autor, para obter a equacdo de compatibilidade

baseou-se no estudo da geometria diferencial. Deste estudo, con

*
N *1

0]
cluiu que a existencia do vetor posicdo r (. , o ) € garantido

se os tensores TfTundamentais (a*, e b*,, ) satisfizerem a equa
a3 a3

cdo de Gauss e Codazzi. Como estes tensores (a;3 e bg ) séo
3

determinados pelos tensores fundamentais (a eb ) da sunerfi
a3 a3

cie indeformada e por dois tensores deformagéo Xe;g e a3 )., as
equacbes de Gauss e Codazzi, s&o tomadas como equacdes de compa
tibilidade. -

Isto corresponde a nada mais do que, ao iInves de se
considerar o espago tridimensional Euclidiano, considerar-se o]
espaco bi-dimensional ndo Euclidiano, que é a superficie de refe
réncia. Como o simbolo de Riemann-Christoffel represe"nta a curva
tura do c¢spaco, a equacdo (4.14) é igual & curvatura gaussiana ,
e a equacado (4.15) implica a equacdo de Codazzi.

Potanto, a equacdo de Gauss para superficie deforma

da

(o))

= - A K\ e A KL R
i é e*“® §ay3

4

onde K* & a curvatura gaussiana da superficie deformada.
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como

@gT ;«3_ - 303 = Ja ;aa ] ElZE _ng =1 2 €7.17)

a equacdo de Gauss anterior acima tem a forma alternativa:

Uma equacado de compatibilidade é obtida subtraindo a

equacdo de Gauss da superficie indeformada da correspondente a
deformada.
1 ™MC. -vi [R. R s , SI K - K
n B Xay3 Xau3-"
= . X3 N +b,™b )
n Xy a3 X3 ay .Xy ag X3 ay
(7.19)

Definindo o tensor deformacdo por

resulta, para a equacdo (7.19), a seguinte expressao:

T eXa =y3 1 i 101
A ' A(7.20)

_a'* *_K= N\ +
A KK 2 Kbké e;y bkyea§ X3 ayj

Os simbolos de Riemann-Christoffel sao:

~Xay3 ~ “as X,y NayX,3 * A ANX3n Nayy ~Xyn
(7.21)
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Analogamente para a superficie deformada

D* =*r * + n*Vn r*rm *r

u
a3x,y -~ rayX.rS N XBn ayy

, —“m'Xpn "m"cSt’ - " a -22)

onde os simbolos de Cristoffel séao

mmaSY “ |c ) (7.23)
*r w\ *r
a = a*n"” anRy (7.24)
0 ..tensor métrico do sistema deformado & expresso em termos

do tensor métrico do estado indeformado por

a--s -2 a“”™ ae” + a“» G -25)
e

a* = .. e° + a (7.26)

ag Nas as

Utilizando-se as equacgbes (7.23) e (7.26) para calcular os

simbolos de Christoffel no estado deformado, tem-se

*

r - r + ® ® ®
a3xX -~ a3Xx ~aX,B N3X,0 " ~a3,Xx (7.27)

Os simbolos de Christoffel de segunda espécie sad calcula -
dos a partir de (7.24) e (7.27) considerando apenas termos linea

res resultando:

a3 = a3 ~an, 3 n3., a a3, n

-2 aY™ ar¢ p0 r - (7.28)
X¢ a3n
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Utilizando-se as equacfes (7.23) a (7.28) em (7.21) e (7.22),

obtem-se a senguintes aproximacdes

1 £ € ( R&ay? ) RXay:? ) e € Ce,s Xy’

Da equacdo de Gauss utilizada em (7.16) e das propriedades de
(simetria, anti-simetria) do tensor > 0 termo -final

da equacdo (7.29) toma a forma alternativa:

Substituindo (7.30) em (7.29) e o resultado é levado em conta
nas equacbes (7.19) e (7.20), resultando na seguinte equacao

de compatibilidade:

fe.Xc%.yB(H 1 ¥

SXoly3 0. X _e 0 - el .
X3,0ty ,a 2 >ay X3
+ b A NS
Xe «M A (7.31)
As duas equacdes adicionais de compatibilidade sao de-

rivadas da equacao de Codazzi, que e

~a3’M ~ay’3

onde



Outra forma alternativa de se escrever a equacao de Codazzi &

Substituindo-se a expressdo (7.28) em (7.32) e fazendo-se o]
uso da continuidade da superficie de referéncia indeformada

e da definicdo do tensor curvatura (e.’gB_), obtém-se

n 3 N3 ~ 3 ari,y Tly,ct ~ay,n
(7.33)

As equacbes (7-31) e. (7-33) sédo as equacOes de compa-

tibilidade usadas pela referéncia 14
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7.3 - Equacdes de Equilibrio

SANDERS |2S|] , LEONARD |16]

Estes autores utilizaram as seguintes hipdteses:

0 1
a3 ®as ®a3

Das equacdes (3.17),, juntamente com as relacbes acima,

quando levadas em conta em (5.16) e (5.17), resulta;

J; = .S“&.j */ic~a* Te =0

I MA“ 7., . - S“ & * /Z/a* Te:er = O (7.35)

Ambos os autores definem
Na3 = - b**

y

que quando empregada em *(7.34) e (7.35) resulta

("“® - b-s MA“); - s“ b*® & T® = , |, (7.36)
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s, + @"® - b*® n™) b* o+ =0, (7.37)

(7.38)

As equacdes (7.34) a (7.38) sédo as equacdes de equili-

brio utilizadas pelas referéncias S| e |k) .
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7.4 - Equacgbes Constitutivas
NAGHDI 1221 - " -
0 autor usou a mesma formulacdo do texto, exceto o de

senvolvimento em termos dos invariantes.

YOKOO |321

Este utilizou . mesmo desenvolvimento, somente que pa-

ra a equacdo (6.4) usou a equacdo que relaciona o tensor tenséao

de Kirchhoff com o.tensor de Cauchy - Green, atribuido por Cos-

serat j7] .-

EPSTEIN 1: I 19

Para obter a equacdo linear utilizada pelo autor, faz-

se a seguinte linearizacdo da equacdo (G -10):

C, = =X + 26 - a(83X + 26) (T - T,) — (7.39)
c, " -li- =0 (7.4
» 3
onde X e G sao as constantes de .Lamé e modulo de cisalhamento,

respectivamente, e a é o coeficiente de expansao térmico.

Das equacdes (7-39) a (7-40) resulta
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a - Il - 26 1. - a(3X + 26) (T - T (7.42)

Substituindo-se as equacgbes (G -3 ) em (7.42), tem-se:

(7.43)
- a(GX + 20) e, (T - T
e utilizando-se o modulo de Young e a razdo de Poisson, dados
por
t _ (X + 206)
“T T I (13
V =
2(X + 6)
a equacdo (7.43) torna-se
P = -—-S— (giP gi"1 - gi” gjP * 9”3 9P"")-
4(1+ v) T AY/
(7.44)

Portanto, a relacdo tensdo deformacdo é obtida substi-

tuindo-se (7.44) em (6.4) resultando:
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E )
N ) e,,n, ________ 13 (T—TA)
I-.v 1+ 2V o

(7.45)

e fazendo-se

Eijpi = 1 (gip gjgq - giq gjp - ° gij gpq,

2 G +V) 1-2v

ctij = _£15 qgi]j
I-.v

Pq caso linear

©
1

a equacao ( .«s) €é reescrita da forma

= £1jP~ spq - aij CT - T0) (7.46)

A equacdo (7.46) e a equacaoeconstitutiva empregada nas equacdes

das tensdes resultantesj pelas referéncias Sj e |9]
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NAGHDI 201, KOITUR judl

De acordo com as equacdes Vistas no caso anterior, a
funcdo.densidade de energia linear para um material elastico tem
a forma:

Se um corpo elastico é simétrico com respeito a uma
superficie 9" = , , entdo a transformacdo o™ = -, o™ = o ",
o = o, ndo altera a funcdo densidade, isto €&, .>(G "™,0 N,0 ) =
= @Cé\ o N 0 A).

Portanto, tem-se que:
e a equacdo (7.47) torna-se

4y = 1 e . e + Cc

2 a3 yn 33 yn

2 £ e + 1 p3333 2 fT - T 1

N N\ /\a3 /\33 N cc /\«3 /\0/\

n =33 (T - T (7.48)

Levando a relacdo (7.-48) em (7.46), tem-se:

0“S = e t e,. - a“x (T -T ) 1?7-«)

vt 0
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A33 ~ g33Yn + 93333 _ 733 (7.51)

Se o corpo é delgado, ¢é possivel desprezar-se a tenséao

035. Portanto, igualando-se (7.51) .a zero, obtém-se

ag33Yn 33
N33 “ m g3333 ~Yn

e fazendo-se

(.apyn = gaPyn -ag” ~ag_ ”~,33a3 "33
£3333 ’ £3333

a equacdo (7.48) assume a forma simplificada:

. _ 1 pa3¥Yn p F + e g
- 2 “ 6 yn C.3 ™63
- (T - To) C7.52)

e as equacles (7.49) a (7.51) -tornam-se

,»as , - H« (T - T,,)

a3 -,,a333 a33_n

"63 - o (7,54,



Supondo-se que a superficie de referencia da casca é
a superficie media, a densidade de energia de deformacdo por uni.

dade de area da superficie de referéncia é:

h/2 h/2
/3 OB = 1. - 2hQ~  +
_h/2 _h/2
+ KG MDA L 4do A (7.55)

Considerando-se que as propriedades elasticas ndo va-
riam através da espessura da casca. Isto significa que a relacdo
entre os componentes Tfisicos de tensdo e deformacdo sdo indepen-
dentes de o .

Das equacdes (A3-13), (A3-14) e (7.53). Ilevando-se em

conta a hipétese de Kirchhoff-Love, tem-se:

1 oD
& Vo Ga (gl 4 potiyn o A V3 a™? rxz1h g

(7.56)

Os coeficientes de deformacdo e temperatura. dependem
apenas das propriedades do material, isto é, sao componentes fi-

SICOS:

~33 AYY ®nn a3YH

g« 2
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1
/833

Desde que as propriedades sdo. uniformes através da es-

pessura
(e\o2) a“® = A“® (@™ o2)

Denotando-se como a mailor curvatura da superficie,

tem-se:
= J- - —— i)a3Tn Q + OCKMGMN) )
A3§ Sy

= @ + okKrG™) ) (7.57)

.onde denota o componente da rigidez calculada na superfi-

cie média. De maneira semelhante, tem-se para o coeficiente de

dilatacdo térmica



A expressdo (7.-48) modificada pelas equacbes (7.57) e (7.58) é

levada & relacdo (7.51) fornecendo

h,.
1 pagyn
2 o
-h,»
h,:
-h/:

Substituindo-se a equacdo (3.24), a menos do termo qua

dratico, na relacdo acima, resulta:

ih/2
1 pagyn + en eA) (eo + en OA)
2 0 as ag yn yn
_h/2
h,-
i+ 0(K™ N )do A
_h/2
(T -T ) @ + o(K,0n) )Hdon (7.60)

A integracdo da equacdo (7.60) tem o seguinte resulta

do aproximado

h ~a3yn .0 70 + ™ ., .
2 0 a3 yh 12 «3

(7.51)
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onde
h/2
(T - Tq) dO°
.-h/2
h/72
ART = - T - 1) o~ don
h2 -h/2

No resultado (7.61) foram desprezados os termos quadra
ticos em e;r, h e&” e levando-se em conta que a casca € delgada,
p p

isto é, KMh<<l, as equaclOes constitutivas sao obtidas substitu-

indo-se a equacdo (7.61) nas equacdes das tensbes resultantes.

A equacado (7.61) é a equacdo constitutiva substituida
nas equacfes das tensdes resultantes, utilizadas pelas referen -

cias |20 e |141.
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CAPITULO 8

CONCLUSAO

A

A presente teoria € desenvolvida para cascas elasticas
isotropicas, sem usar a hipdétese de Kirchhof£-Love. Assim foi
possivel descrever uma teoria nao linear incorporando tanto nao
linearidades geométricas quanto fisicas, uma vez que as contra-
dicOes introduzidas por esta hipdétese ndo se apresentam.

As equacdes obtidas sdo exatas e se reduzem &8s apresen
.tadas por Vvarios autores quando sao iIntroduzidas as respectivas
hipoéteses simplificativas. Estas equagOes fundamentais sao muito
complexas e dependendo do problema se pode fazer certas hipote -
ses tais como:

CDH hipétese Kirchhoff-Love.

C2) pequenas deformacbes e/ou pequenos deslocamentos.

C3) pequenas curvaturas e/ou pequenas rotacdes, etc.,

que levadas em conta nas equacdes fundamentais do trabalho, dim i

nuem sua complexidade.

Assumindo certas hipoteses simplificativas, o trabalho pp£
sibilita a obtencdo das equacdes fundamentais da teoria clan
sica de cascas, com a principal iImportancia de se poder estimar

0s parametros envolvidos por estas.

Como a maioria das referéncias sdo escritas em notacao ten
sorial, assim como o presente trabalho, é necesséaria sua trans
formacdo das grandezas envolvidas para componentes fisicas,
quando se utiliza em ujn programa computacional. 0 processo de
transformacdo e dado no Apéndice A, uma vez que raramente é

citado nas referéncias
/ .
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Linhas de Pesquisas Decorrentes deste Trabalho

A partir dos resultados, e conclusGes do presente "ti“aba
lho, podem-se extrair as seguintes linhas de pesquisas decor
rentes:

(@) Equacdes gerails para teoria linear de cascas;

(b) Formulacdo de uma teoria nao-linear de cascas £:ina;:

(c) Desenvolvimento de equacdes fundam™entais para cascas

sanduiche;

(d) Estudo de estabilidade de cascas;

(e) Desenvolvimento de equacdes constitutivas para solidos

elasticos, constando tanto a formulacado tedrica como
a verificacao experimental.
() Equacgdes fTundamentais da teoria de cascas quasishallow

ou shallow.
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apEndice a

formulacdao MATEMATICA

A-1. INTRODUCAO

Este apéndice é uma breve apresentacdo do calculo ten

sorial, sendo um pré- requisito para o entendimento do texto
assim como também uma das ferramentas Utels para sua formu
lacao.

Tensores sdo caracteristicas por possuirem suas pro
priedades invariantes, com uma transformacdo do sistema de coor
denadas da, referéncia.

Semelhantemente aos vetores, 0s tensores séao referi
dos a um sistema de coordenadas de referéncia, sendo que ; as
de leis de transformacdo ndao variam com o sistema de coordena
das. Algumas das iImportantes vantagens de se utilizar a notacao
tensorial sao; " .

a) Tensores constituem um poderoso método de” deriva
cdo das equacles;

b) Por serem invariantes, as equacdes obtidas sdo ge
rais, isto &, sao validas para qualquer sistema de coordenadas;

¢c) Economia no uso de simbolos e nas propriedades de

simetria fazem com que as equacdes que regem o fenbmeno se tor

nem mais compactas.

A-2. SISTEMA DE COORDENADAS CURVILINEAS

Seja sistema retangular de coordena
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das e

0~ = 0~ (X\ XN "k = 1,2,3) (A-2.1)

funcbes continuas para as quais o Jacobiano é diferente de zero
na regido considerada. Consequentemente a cada triplo ordenado
(01, 02, OX) corresponde um ponto do espaco e a cada triplo
o, X~, X™) corresponde um univoco triplo (O, 0°, OM).

Se for mantido 01 = constante e O2 e O3 variaveis, as

T 0 z
fungcdes X , X e X representam uma superficie em termos dos

N

dois parametros 0 e Oﬁ, denominada superficie de coordenada O1
Assim, tem-se uma familia de superficies de coordenadas 0 , sen-
do uma e somente uma para cada valor de 0~. Para 0™ = C e
o = n. C n, tem-se duas superficies que nao se interseptam,
s¢cndo essa condicdo-assegurada pela ndo nulidade do Jacobiano,
pois caso contrario a inversdo do triplo xt, % ,3X em 01,%) ,03

ndo seria univoca. Similarmente definem-se as superficies de

coordenadas 0™ e 0~. (Fig- (A-2.1).

Fig. A-2.1
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VETORES BASE

Os vetores tangente H k-ésima linha de coordenadas

Qk(ol- .g*()§- (k = 1,2,3) sao expressos ipor

a =3z = | rA 7 -
307 sonr A~

onde r = é o0 vetor posicdao de um ponto P, e a diagonal re

petida do indice m, indica soma sobre a variacdo de m = 1, 2, 3.

Esta convencdo de soma sera usada em todo o trabalho.

TENSOR METRICO

0 tensor métrico fundamental € definido por

onde 6mn é simbolo de Kronecker.

0 vetor infinitesimal dr é:

ik 1@™
e calculando-se o quadrado do elemento linha, resulta

ds™ = dr . dr = gj”™Mdordon
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Ein geral as coordenadas curvilineas nao sdo mutuamente

ortogonais. e portanto m g™ o (para k 1)), isto é, as
componentes gj~ 7 23 N 731 todas nulas. _ "
A base reciproca de vetores g© é a solucdao do sistEe
ma
g - g~-=901 , (A-2.5)

onde «~ €& o tensor de Kromecker. Verifica-se que a solucdo uUni-

ca de (A-2.5) é

, onde (A-2.¢)

gt __cofator MS,1 A o _4b ¢ jhjme A2 H

Tomando-se o produto escalar (A-2..), tem-se

- _ _ /\
gl - ¢ -gf. & - g g™ ta-2.5
Quando as coordenadas curvilineas s&o ortogonais, as
direcbes de g ® gy* coincidem. Neste caso 0s componentes (¢ =
= dfit &k 1)

Os vetores base g e 0os reciprocos g”n sdo em geral de

magnitude ndo unitaria, e suas respectivas normas sao e
, onde os tracos sao utilizados para suspender a soma sobre

os Tndices livres. Qualquer yetor V pode ser expresso em termos

de componentes paralelos a gj, ou g™ por:
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ww L3 I'Vé’I L ] (A—2-9)

onde

as componentes (Jk) e (Vi) de V sdo em geral diferentes e cham”

das componentes contravariante e covariante de V, respectivamen

te.

A-3. TENSORES

Se as N° quantidades AS" relativas a um sistema de
coordenadas OI estdo relacionadas a N outras quanfidades A

relativas a um outro sistema de coordenadas " através das rela

cbes*”
30"

entdo éssas quantidades recebem o nome de componentes de um ten

sor contravariante de segunda ordem.

Assim pode-se dizer que se nP ~ quantidades

relativas a sistema de coordenadas n-dimensional o estdo , rela

cionadas a N° outras quantidades A%? ~“n referidas a um ou

...m

tro sistema de coordenadas n-dimensional o N através das rela
coes
Tabl...... ap " 80P 80M *Ki...... kp
...... g 30" 30MP 30n* 30®q «-----N
entdo essas quantidades recebem o nome de componentes de um ten

sor misto de ordem p + q, contravariante de ordem p e covariante

de ordem q.
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COMPONENTES FISICAS:

As componentes de um tensor em geral ndo tem as mesmas

_ kX
unidades. Por exemplo, se u = u gyt e um vetor deslocamento com
componentes contravariantes u®, referido ao sistema cilindrico

de coordenadas, tem-se ..

, entao as dimensdes de u”® e

. Tomando-se as projecoes do

e, se u é medido por comprimento
2

o> r
—lrr

77 N
U séao L, porém a dimensao de u
vetor em vetores unitarios a. longo das coordenadas curvilinéas,

definem-se as componentes fisicas dos vetores. Assim, escreven -

do-se -

u = u\ej”™ , onde CA-3.4)

s

sao vetores unitarios, isto é

(A"3.5)
Kk

entdo as componentes u™M” sado as componentes Tfisicas de u, e es-
- _ A gm k=, - fi b—

crevendo-se u = u g = u- ¢, diz-se e as componentes tenso-

riais e as componentes fisicas estao relacionadas da seguinte

forma:
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Para representar por componentes fisicas, basta con

trair o indice de u®, isto é

Considere-se agora um tensor de segunda ordem envolvi-

do na seguinte expressao:

E vy . ca.5.83
J \11 3 /Sji]

Uma vez que g-//gj- sdo vetores unitarios ao longo das

2

coordenadas curvilin“eas, as componentes sao uniformes em

dimensbGes fisicas e ,representam as compo.nentes fisicas do vetor
I —
tensdo T nas direcbes dos vetores unitarios gV/g™. . As compo-

nentes tensoriais e fisicas estdo relacionadas por

, (A-3.9)

Q
(@]
—
o/
1
<
|
-

porem ndo € tensor.

Se por outro lado for usado um tensor misto em (A-3.8),

resulta

] } (A-3.10)
vCFT Vi 9jJ

Assim as componentes fisicas séo:



Se o0 sistema de coordenadas curvilineas for ortogonal,

isto é:

(A-3.13)

As equacbes (A-3,9) e (A-3.11) podem ser escritas para

um sistema de coordenadas curvilineas ortogonais como

A-4_. DIFERENCIACAO. COVARIANTE

Em um sistema curvilineo de coordenadas os vetores

ok a , - ~
base g e gyt variam em direcdo com as coordenadas,no ponto con

siderado
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Sendo assim na diferenciacdo e na iIntegracdo estes ve-

tores nado podem ser tratados como sendo constantes. Tem-se que

30P 30~ 30n 30 307

e multiplicando-se a equacdo CA-: ..)" em ambos os lados por

30t73xA. e substituindo na equacao anterior, resulta

G@-4 2)
sdo simbolos de Christoffel de segunda espécie. 0Os simbolos de
Christoffel de primeira espécie sdo definidos por

N Usando-se a relacdo CA-2.3), tem-se
kI’,m 2 90 I’, ggk 30m
Os simbolos de Christoffel séo simétricos para ambas

s

as espécies com relacdo ao par de indices k e 1,, isto é,
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i (A-4.5)

Similarmente a equacdo (A-4.1) fornece

Usando-se as expressdes (A-4.1) e (A-4.:) para obter

as derivadas parciais de vetores, resulta

30n 307 30

300

quando (A-4.1) é empregado; por out-ro lado

12

im
30n

, Ambas as derivadas podem ser

onde u ¥ =

ggk Un:kr g m;

30/\ N

abreviadas por

3u

ok " nhy-l . (A-4.8)

De acordo com o calculo infinitesimal. a ordem da der”

vada parcial mista para funcles continuas e indiferente, isto 5:
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97"0 ~ 970
301902 302901:.

Pergunta-se: em que condicdes a derivada covariante co

muta, 1isto &, quando se pode escrever

Para responder a esta pergunta, toma-se a derivada co-

variante

h;zZ ~ ~k,£ " 7ki, \

0 que implica

% ; £m ~ ~km \,Z ~ Em ~k,r ~’

e usando a relacdo (A-4.9) resulta

Permutando-se os indices £ e m e subtraindo o resulta-

do de (A-4.10), obtem-se

k;S,m = k;mjl km, 1, k£ ,m km sz
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rL "msJ \
onde € um vetor arbitrario e o lado esquerdo de (A-4.11) é a
derivada covariante de um tensor de terceira ordem. De acordo

com a lei do quociente, o0 coeficiente de A™ a direita da equacéo

devera ser um tensor de quarta ordem, isto é

Este & o chamado tensor de Riemann- Christofell

A equacdo (A-4.11) ¢é reescrita como

Pela expressdo (A-4.13) pode-se dizer que as derivadas
de qualquer vetor sao iguais se, e somente se, 0 tensor de
Riemann-Christoffel é identicamente nulo. Define-se como tensor

curvatura o tensor obtido de (A-4.12) por contracdo do findice r,

Xs
Akm,5,n " AML,n,km™ * A Mims ~Mknr ~ E,ns “kmr? 7

(A-4.14)

Este tensor representa uma medida da curvatura do espa

co. -
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APENDICE B

geometria DAS SUPERFICIES

Bil - Introducéao
Um dos resultados promissores do calculo tensorial e
no campo da mecanica do continuo, em particular na Teoria das

Cascas. E praticamente impossivel formular uma Teoria de Cascas,

sem um adequado conhecimento da Teoria das Superficies.

mB.2 - Métrica e Curvatura

Na Teoria das Cascas consideram-se pontos localizados
numa superficie, chamada superficie de referéncia, e pontos nas
suas proximidades. Usa-se na formulacdo da teoria um sistema de
coordenadas consistindo de duas coordenadas curvilineas Ol e 02
na superficie de referéncia, e da distancia ao longo da normal
O". Este sistema de coordenadas tri-dimensional serd usado em to
do texto. E interessante comparar as grandezas referentes a su -
perficie de referéncia que s<@ funcbes de 0T e 02, com as grande
zas referentes a uma superficie qualquer, distante de um valor
on = Z const da superficie de referéncia. Para isto sdao usa-
das notacbes diferentes para as grandezas localizadas na superf/
cie de referéncia e numa superficie"préxima desta, sendo que o]

alfabeto Igtino denota estado tridimensional e ogrego,estado bi-

dimensional. 0 quadro a seguir ilustra as comparacoes.
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Superficie Referéncia Superficie Genérica

@3 =) CAED)
Vetor posicao .o T
Elemento linha dsQ ds
Vetores bases a » a2, an 2i .V
Tensor métrico a gij
Simbolos Christoffel - apy Aij 7 NiK
Tensor permutacao - as &. = &
~a3 A ijk ~

Deslocamento ua = u” + u3 aj V = v¥gN + u® s
Tensor deformacéo a3: €ij

Vetores Base

0 vetor posicdo de um ponto generico P localizado

na
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vetor posicdo de um ponto arbitrario Q o

T (0~ 0~ 0N = (O*. 0"b + 0~ & (0~. 0  (B-2.2)

Derivando a relacdo acima, tem-se

L = fo.a * ®3,a = .. “° @3 (B-2.3)

e denotando os vetores tangentes a superficie de referéncia por

a. (o~ 00 =g- (O, 0™ O , (B-2.4)

das equacgdes (B-2.3) e (B-2.4) tem-se

ga = aa + ; (B-2.5)

Os vetores normais sao unitarios, 1isto é

ANZ*NZ~n > AZ*AZUA (B-2.7)
", Como ajJ e g” sao normais a e g, respectivamente,
/1
tem-se
/\as = ® 13 = O— 9 £« 3 -— ia - I's = 0 i (B—2.8)

entdao o tensor métrico tem a seguinte forma matricial
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oy or2 O A1 o212 O
a - s on2 O n1 o n22 0
o o0 1 o 0o

e os determinantes correspondentes sao

a = » g =

Um elemento de linha & & um vetor tangente & superfi

cie de referéncia, ndo tendo componente na direcdo - ”, sendo da-

do por: " -

a (B-2.11)

e 0 quadrado de sua norma é’dado pelo produto interno

(B-2,12)

Em geometria diferencial esta expressao é conhecida co

[T N E ]

mo primeira Fforma fundamental, e os coeficientes aYJ», a-~ 21

z

a.. sao usualmente denotados por A, B, C. 0O vetor "normal an e
um vetor de modulo unitario, mas sua direcdo & funcado de /" e
suas derivadas sao vetores no plano tangente a superficie de re-

B

feréncia no ponto considerado, ou seja

(B-2.13)

:>3,a =
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“3,a-"6 " (B-2.1-1)

As quantidades sdo componentes covariantes de um

tensor, chamados de tensor curvatura da superficie. Por diferen-

ciacdo da relacdo de ortogonalidade (aafé' = o), em relacdo a "

e usando (B-2.9), tem-se

*a.r®3 " -\-~3.6 " “Ba-

CB-2.15)
Reescrevendo a equacdo ~(A-4.8) com a nova notacao.
resulta
~a,3 ~NaaSan |, (B-2.16)
onde
raB3 = = %,b.cvs e
Como \. os simbolos de Christoffel sao simétricos
com relacdo a a e s , b também o é, e pode-se escrever
b~s =ra33= -r("™s= = -N33a = (B-2.17)

Através do processo de levantamento de indices se pode

obter os seguintes tensores

b = bAsan b“s . b V & (B-2.18)

nos quais, utilizando as relacdes (B-2.17), resulta
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b“ = -1"33ya°"~ = = -r3. . (B-2.19)

Reescrevendo a equacdo (A-4.5),. com ou

determina-se

N3,3*"A = A3.3- = "3. = (B-2.20)

A equacao (B-2.8) pode ser escrita ria forma alternati-

va como

N3,a =

e,consequentemente, tem-se

di: = :.: ~d0* = -b~igdo“ = -b gITAdO* (B-2.22)
das .d*s = -b~gande* .&"do* = -b”"gs”do “dON
--b,,gde“do ¥ .

Em geometria diferencial o ultimo membro da equacao

acima é conhecido como Segunda Forma Fundamental da Superficie e
os coeficientes bro “ N217 N22 denotados por E, F, G.
Uma interpretacdo da componente by® do tensor curvatura é obth
da considerando b o € que o vetor € normal & linha, coorde-
nada 0" conforme ilustrado na figura (B-2.2a),

Ja que 141 = 1, o comprimento do vetor

diaj = s: Jd N = -b~rdO”™ sendo numericamente igual ao anguld dii que
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a normal a superficie girou.

Fig, B-2.1a Fig. B-2.1b
A razédo da variacdo do angulo na direcao O™ e
il _ = bﬂ) onde b™j é a componente fisico do ten-
Nons o Jdail do CD
sor curvatura na diregéolo . Assumindo que b~ =, porémZU“ 0

e conforme figura (B-2.1b), tem-se

e consequentemente a razdo da .variacdo do angulo ~na direcdo .° &

dat  _ I1'e8
dsg _ @
- , R 1 . n
Quando janl inzn tensores bN e b: sdo diferentes.

Existem dois importantes invariantes formados pelos tensores cur

vaturas que séo

H = - b (B-2. 23)

2

chamados de curvaturas media e gaussiana, respectivamente



B.3 - Areas Elementares

Na figura (B-2.3), tem-se
que a area elementar de uma superf_i
cie qualquer é delimitada pelas co-
ordenadas 0. Essas mesmas coordena
das delimitam uma outra
area elementar na superficie de re-

feréncia. Portanto, a area ds & da

da pela seguinte expresséo Fig. B-2.3

ds = an™.(dr~xdr:) = a*~. (g”™xgz )do do N (B-3.1)

Similarmente a area dsg,

(B-3.2)

onde
g3-(glXg2) = an.(g”™xg:) = /g (B-3.3)
ar.(a”xa:) = a: .(a™xa ) = /3 (B-2.4)

Substituindo as equacgclOes (B-3.3) e (B-3.4) em (B-3.1)

e (B-3.2) resulta

ds = /g~dordon (B-3.5)

dsqQ = 7/

an

derdonr . (B-3.5)
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Dc acordo com a segunda equacdo (A-5.2) c considerajido

0 espaco bidimensional, a equacédo (B-3.3) pode ser escrita na

forma alternativa por:

/9- = /ri1 é “7™a™_(g”™xgg) . (B-3.7)

Substituindo a equacédo (B-2.3) em (B-3.7) e utilizando

(B-2.22), obtém-se

Com a expressao (B-2.23) para as curvaturas gaussiana

e média, K e H, a equacdo (B-3.8) se reduz a forma

/9 = JAr[1-2HO™ + K(O0~)~]- (B-5.9)

Das equacdes (B-3.5) e (B-3.6) tem-se



