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SUMARIO

Neste trabalhb foi résolvido um problema de
transmisséo dé calor em placas paralelas de largura infinita,com
céndﬁgéo axial de calor na parede e no fluido. Cbnshkmourse- es-
coamento laminar enm fegime'permaneﬁte, com perfil de velocidade .

plenamente desenvolvido para um fluido Newtoniano.

-0 duto & constituido de uma porgao iniciél s
de comprimento infinito, isolada em.ambas'as placas (superior e
inferior); de uma porgao intermediéria, de comprimento finito, g'
_ quécidé por um fluxo de calor prescrito na placa superior e iso--
lada na placa inferior; e de-uma.porgéo finél, de comprimento in

finito, isolada também em ambas as placas (superior e inferior).

O problema foi resolvido através de uma com-

binagdo numérica entre o métddo de equacdes integrais e o método
vériacional. Foi feito uma analise dabtécnica numérica empregada
e dos resultados obtidos neste trabalho. E demonstrado que a con
dugao axial de calor na parede modifica significantemente os pa-

rametros de transmissdao de calor.
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ABSTRACT

In this work it has been solved a heat
transfer problem in parallel.plates with infinite width, " with
axial heat conduction in the fluid ‘and in the wall,"cbnsidering
steady-state laminar flow for a Newtonian fluid 'arld . 'a

fully developed . velocity profile,

The duct consists of an infinite inicial part,
insulated on both plates, an intermediale part of finite length,
with'a prescribed heat fiux in the upper plate  and insulated
on the botton plate, and-by'another infiﬁite ﬁart also insulated

on both plétes,

K Thevproblém has been solved by . a numerical

o

combination the integral equation method and the variational

method. Both, the pefformante of the numerical technique employed
and results obtained are analyzed. in this work. It is demonstrated
that the heat conduction in the wall significantly modifies. the

heat transfer parameters.



1. INTRODUGCAO

Historicamente, tem-se estudado problemas de
transferéncié de calor em que se assume os perfis de Velbcidmkae.
.temperatufa como sendo nao plenamente desenvolvidos; ou se admi-
~te o perfil de velocidade plenamente desenvolvido e Q’perfill de
temperatura em desenvolvimento. Além disso, nesse tipo de proble
ma considera-éé que a distribuigéo'de temperatura na regido ini-
cial do duto & uniforme e que ndo ha fluxo de calor nesta regido,

iniciando-se a transmissao de calor nas regides subsequentes |1{.

Estes problémas sdo denominados ''problemas
de entrada" ou ”problemas de Graetz'', em homenagem a este pesqui
.sédor, o qual foi o Primeiro-arestuda-lq,.analizando a troca  de
<€alor num tubo caracterizado»pélas-condig6es acima expostas. Neg'

te trabalho, Grartz, desprezou a condugao axial de calor, e mos-

trou que o problema podia ser formulado como um problema de auto

-valores [13].

As solugbes para .o problema de Graetz tem si
do ffeQuentemente pesquisadas,.nas mais variadas abordagens e ge
neralizag6es; Inicialmente Schneider l14[,‘estudou o efeito da
_‘condugio axial na troca de calor, em dutos de placas paralelas. e
‘tubos, mostrando que a condugao axial de calor no fluido nao a-
presenta influéncia,_quando o nimero de Peclet for maior - que
100. A partir desta anélise,_grande parte de trabalhos iealizados
~adota esta hipotese. Assim, a maioria destes problemas foram a-

bordados, considerando que a condugdo axial de calor no fluido



€ desprezivel, se comparada com a conveccgdo axial, para Peclet

maidr que 100.

Seguindo este caminho, os seguintes = traba-

-1hos foram desenvolvidos:

Singh |[15]|, resolveu o problemé'de Graetz para escoaménto lami
nar em um tﬁbo, considerando: temperaturé na superficie unifor
me e desprézivel a condugao de calor axial no fluido, geracgao
interna de calor e dissipagao viscosa., Obteve uma solug¢do exa-
ta para o problema, determinando um conjunto de aﬁtovalores e
autofungdes associadas, para um sistema de equagoes diferen-

ciais de Sturm-Liouville.

Siegel et al |16|, determinou a solugdo do problema de Graet:z
para'escoamento laminar, desprezando a condugao axial de calor
no fluido, dissipagdo viscosa e geragdao interna de calor. Con-

siderou fluxo de calor uniforme na superficie, e usou como so-

lucao a expansao em série.

Dennis et al |17|, extendeu o problema com temperatura na su-
perficie uniforme para dutos retangulares, Utilizou como solu-

¢ao o método de separacao de variaveis.

Heston et al |18, resolveu o problema para um espago anular,
com fluxo de calor uniforme na superficie. Considerou os per-
fis de velocidade e temperatura em desenvolvimento, e utilizou

como solugdao o método integral. . ' -

Reynolds |19, resolveu o problema para escoamento laminar num

tubo, com fluxo de calor variavel prescrito na superficie, uti



lizando o método de separacao de variaveis.

Quando o niimero de Prandtl & maior que 1, pa
ra problemas de interesse prético,-obtém—se.geralmente - numeros
de Peclét;maior que 100, o qﬁe permite desprezar a condugao axial
de calor no fluido. Entretanto, éxistem casos de interesse da en
genharia, onde mesmo com altos nimeros de Reynolds tem-se nume-
ros de Peclet baixos, sendo necessario entao considerar a condu-
cao axial de calor no fluido. Estes casos sdo caracterizados pe-
los escoamentds.de metais liquidos, que podem apresentar numeros

~de Prandtl até de 0,003.

A literatura especializada apresenta uma sé-
rie de problemas de Graetz, que considera o efeito da condugao a
xial de calor no fluido,. em escoamento laminar ou turbulento. a-

traves de dutos, como:

-

- Jones |20, estudou a influéncia do nimero de Peclet num escoa

mento de Poiseuille, para um duto cilindrico, em uma regido in
finita sujeita a um salto de temperatura. Utilizou-se para a

solugao-a transformada_de Laplace.

- Michelsen et al |21|, resolveu o problema para escoamento la-
minar, em um tubo infinito, considerando a temperatura da su-
perficie uniforme. Para a solucdo de tal problema, utilizou uma

combinagdo dos metodos da colocacdo e diagonalizagao de matriz.

- Tay |22[,‘analisou o problema para escoamento laminar, em um
duto de placas paralelas infinitas, com temperatura da parede
ou fluxo de calor uniforme. Nesta andlise, utilizou o método

de elementos finitos para a solugao.



- Burchilllet a1.|12l, estudourénaliticamente a influéncia da
condugio‘axial de calor no fluido, em.escoamento' laminar sem
atrito, para um espago anular, isolado nas regioes infinifas a
montante e a jusante de uma secgdo de tamanho finito, aquecida

com um fluxo de calor prescrito.

- HSU [23], obteve solucdes analiticas para um escoamento lami-
nar, num espago anular infinito, para baixos numeros de Peclet,

considerando fluxo de calor e temperatura prescrita.

- Groff |[5], estudou analiticamente o problema de escoamento la-
minar, num espag¢o anular infinito, com temperatura ou fluxo de

_calor prescrito, usando o método variacional de Ritz-Galerkin.

Como pode ser visto, os problemas onde a con
dugdo axial de calor no fluido € desprezivel ou nao, com fluxo
- - . .
de calor ou temperatura prescrita, foram consideravelmente pes-

quisados. Entretanto, o mesmo n3o aconteceu para.problemas em

que a condugdc axial” de calor no fluido & na parede, formam  um |
processo iterativo. com transmissiozde calor por convecgdo entre
a parede e o fluido. Nesta circunstdncia, para escoamento lami-
nar;-a;parede oferece um caminho alternativo para o fluxo de ca-

lor, aquele oferecido pela convecgdo na interface parede-fluido.

0 .efeito da conducao axial de calor na pare-
de e no fluido simultaneamente, tem sido estudado = por alguns
besquisadores. Bntretantb, o trabalho de maior relevancia, foi
abordado por Sparrow |24, que estudou o problema para um escoa-
mento laminar num tubo infinito. Neste trabalho, foi considerado

que uma porcdo inicial do tubo, de tamanho infinito, € isolada



na superficie externa, e a porgdo subsequente & aquecida por um
fluxo de calor uniforme prescrito. Neste caso, a condugdo axial
de calor na parede do tubo & permitida de -» a », Utilizou-se pa

ra a solugdo o método de diferengas finitas.

No presente tfabélho, € efetuada uma analise
para escoamento laminar em placaé paralelas, com condugao axial
de calor no fluido e na placa, para baixos nimeros de Peclet. Um
diagrama da geometria da regido que compreende o escoamento, es-
ta esquematizado na figura 2.1; Tal como € moStrado, a regido do
duto definida pof 0 <z*<2*, &€ aquecida por um fluxo de <calor
prescrito na superficie externa da placa'superior, e isolada na
placa inferior. Nas regides definidas por z* <Q.e z* > £, tanto

a placa superior como a placa inferior sao isoladas.

A placa aquecida € isolada em z* =0 e z* =2,
de modo que ndo permite a condugdo de calor axial através da pa-
rede para as regioes z* <0 e z* >L*, Neste caso, ocorre um flu-

xo de calor de alta intensidade nos extremos desta placa (isto

€; em z* =0 e z* =2*), alterando a distribuicdo dos parametros de
troca de calor. A intensidade da variagdao destes parametros, ¢&
caracterizada em fungdo da condutincia de calor da parede e da

condutancia de calor no fluido.

Considera-se ainda, que para a presente ana-
lise, a eSpessura da placa aquecida & relativamente pequena, de

modo que o gradiente de temperatura na parede, na diregao verti-

cal, ndo precisa ser considerado.

O método utilizado para a solugdo, foi uma

combinagao entre os métodos de equagdes integrais e método varia



cional. A combinagdo entre estes métodos,. teve como objetivo, ve
rificar o comportamento do metodo de equagdes integrais, quando

‘a fonte térmica na fronteira exige uma solugdo iterativa.

Tal trabalhb, fornece dados'que poSsibilitam
fazer uma andlise qualitativa e.quantitatiVa,vtanto do método nu
mético'empregado quanto do problema em questao, podendo servir de
base ao desenvolvimento de estudos com condigdo de contorno ndo

linear, e ter aplicacOes em escoamento de metais liquidos.




2. FORMULAGAO DO PROBLEMA DE GRAETZ

2.1. O problema de Graetz

Neste trabalho seri analizado o problema de
Graetz, num duto de placas paralelas, considerando-se um fluido
em escoamento laminar e perfil de velocidade plenamente desenvol

vido.

A seccao em que seri3o analizados os parame-

tros de troca de calor, ser3a a regifo bidimensional D, compreen-

dida entre as placas paralelas, cujo contorno 3D & formado por

segmentos de curvas diferenciaveis, que ndo formam cuspides nas
intersecgdes. Nesta-secgdo, serda considerado que o eixo z* do sis
- _

tema de coordenadas Cartesianas (x*,y*,z*), sera a diregdo de es

coamento do fluido no duto e o eixo y* sera a direcdo em que  as

placds encontram-sé ‘separadas.” Tal 'situdcao pode seér visualizada a-

traves da figura abaixo.

| y*A q*(z* . -
02, A I . e*y
,e‘* +$ ' | h*
» |
z*| h*

Figura 2.1



O duto apresenta a superficie da placa infe-
‘rior isolada, assim comd, a superficie,daAplaca superior nas re-
gioes definidas comd z* <0 e z* >£*, Na regidao do duto, definida
como 0 <z* <£*, a superficie externa da placa superior € aqueci-

da por um fluxo de calor qualquer.

A placa aquecida ‘& considerada de espessura

pequena de maneira que o gradiente de temperatura na diregao ver

tical nesta placa & desprezado, & isolada nas extremidades z* =0

e z* =£* e tem largura infinita, de forma que nao ha fluxo de ca

lor na direcao x*, tanto na placa.como no fluido.

A regido D sera subdividida nos subdominios
D;, D, e D;, onde os contornos serao referenciados por 3D;, 9D,

e aDS, respectivamente.

As. fronteiras que constituem o contorno de

- ‘ .
cada subdominio, serdo referenciadas por um duplo Iindice (pois

nos contornos dos subdominios, existem partes contiguas de fron-

~ teiras-,—submetidas—a--condicgdes de-contorno-diferentes);--de-——modo

que o primeiro especifica o subdominio e o segundo especifica uma

parte continua de fronteira do subdominio.

A regido D & mostrada na Figura abaixo, tal
como foi subdividida e como foram referenciadas as fronteiras de

‘cada subdominio.



9D, - 3Dy - 3Dy
3 ) ' | |
Dy Dy 3Dj,[3Dyy Dz ADp,f 3Dgy - Dg 3Dz,
Mz D3 D33
Figura 2.2

A continuidade da.fungdo a ser determinada
(temperatura), ao longo das superficies em‘comumkentre os subdo-
mfnibs Dl’ D2 e D3, € garantida, fazendo um balanco &e energia
em z* =0 e z* =2*, lembrando que uma superficie ndo acumula ener
- gia. |
Aplicando ‘o principio da conservagdo da ener

- gia no volume de controle elementar em %=, conforme a figura a

- baixo, resulta:

oT* _
oy * =0
. . I o . dT#
e 1 TR -—apcp(Tﬁ+dzEdZ*)
dz* |
< %l B
oT* ' .
oy* =0

Figura 2.3



10

aTy | | - o
. CAd tw= 0 . ) _ | (2.1)
dr*
dy

=0

Da equagao (2.1) e do fato de que

em ambas as placas (superior e inferior), conclui-se qﬁeT{y*,tw)
€ constante.

A figura abaixo mostra a regido D como foica

racterizada, juntamente com as condigoes de contorno definidaspa

ra 0 problema.

)

- ,‘Figuro 2.4
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As hipoteses simplificativas abaixo serdo as-

sociadas ao escoamento:
‘a) Fluido Newtoniano.

b) Propriedades termofisicas do fluido independentes da temperatu
ra. | J
c) Escoamento unidirecional com conveccdo forgada.

d) Os efeitos de dissipacgao viscosa n3o s3o considerados.

e) Forgas gravitacionais despreziveis.

A hipotese de escoamento laminar restringe o
presente estudo para o escoamento a baixo nimero de Reynodls. As
fbrgas gravitacionais e a'conversﬁo‘de'energia_cinética em ener-
gia térmica sdo irrelevantes, em relagﬁovalgrandezas similareédo

conjunto, por isso, elas podem ser desprezadas.
- . .

2.2. Equagao para a placa

Para obter a condigao que estabelece a tro-
ca de calor na interface parede-fluido na fronteira 3D,;, € neces
sario fazer um balango de energia. Para isto, considera-se um e-

lemento infinitesimal da placa condutora, conforme a figura abaixo,
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l 'q*dz*
! v
| e
—-» | — )

-k 25 s ' k2T L oen AT dz*e*)
S3z*[3p o 327 Iap S3z*213p |
v 11 ~ — i 21 _ - r21

Coatel
Kes =1 dz*
f y |8D21
Figura 2.5
obtendo-se;
* R :
T e*k 2

(2.2)

... Para a equagdo (2.2) sdo admitidas as seguin

“tes condigoes de fromteirasT

R as
ey -0 ‘ 4
dz* s . | (2.4)

A partir das variaveis definidas no contexto,

as seguintes variaveis adimensionais sdo éstabelecidas:

z = pF - - . (2.5)



.' ” : T 13
y = 4+ e o (2.6)

(2.7)

Ke]
]
!
y
-}

> . .
Ty = ——— (2.8)

T* = — 0 | | v o (2.9)

- kfe*_

B = Keh™ | - | | (2.10)

onde B representa a relacdo entre a condutancia térmica da pare-

~de e a condutdncia térmica do fluido.

As _equacoes (2.2)_a (2.4), podem ser adimen- _____

sionalizadas através das equagdes (2.5) a (2.10), obtendo-se:

2
aT d“T
21 _ S
Sy -4t 6B 2 (2.11)
» com,
d T_(g) = 0 | ) T (2.12)
dz fS( ) _ : :
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"
o

1z TS(L)_ (2.13)

‘A equagéo_(z.ll), juntamente com as condi-
coes de ;ontorno'(2.12) e (2.13), rege a distribuicfo de tempera
tura ao longo da placa para distribﬁigSes.de fluxo térmico conhe

cidas.

2.3. Equacgdo para o fluido

~ o Na obtencdo da equagdo diferencial da ener-
gia para o problema proposto, serao aplicadas as hip6teses cita-

das anterlormente. Portanto, a equagdo d1ferenc1a1 _da_ energla em_

Coordenadas Cartesianas adquire a seguinte forma:

alrx . alrr _ PSpUT are
3z*2  Jy*2 ke 9z*

(2.14)

- A equagdo (2,14) € umd equagdo diferencial
parcial eliptica, que rege o campo de temperatura em toda a re-

giao D.
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Como a reglao D foi subdividida em trés re-
gioes d15t1ntas, a equagao (2.14) aplicada em cada reglao separa
damente, € escrita a seguir:

— Para a regido Dli

2

« 52 U |
d T1,+ o Ti ) pCpU aTi‘ 3
azz* . ay*z kf 9z * (2.15)
— Para a regido D,:
a%ms a’Ty pc U o
. -2 _ (2.16)
Caz*2  py*2 ke 9z
— Para a regido D3:
2’y 97Ty pc Ut 0T
+ = e - (2.17)
_92*Z _ gy*2 K 92

Utilizando-se as variaveis adimensionais de-

finidas pelas equacgoes (2.5) a (2.10), e definindo a variavel a-

dimensional escrita abaixo,

= 1
Us=7

S5

(2.18)

as. equagoes (2 15) a (2.17), com aS'cbhdiQSes de contorno defini

das para cada regido, mostradas através da Figura - 2.3

, adquirem
as formas adimensionais

que seguem:
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L — Parg‘a.regiﬁo D;:
| ot afry a7,
S22 + ayz = PU —> (2.19)
qom as seguintes-condi§6es de contorno:
E;%l =0 (2.20)
3212 -2 (2.21)
4 0z
3;%§ =0 (2.22)
o
Ty = O %(2;23),
— Para a ?egiéo D,:
ész. a%T, _ T,
azz +. ay2 = P U — (2.24)
' com aS'seguiptes condigoes ge contorno: °
T,, =T .(2.25)
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T
22 34 (2.26)
aT
: 23 _
23 < o (2.27)
Tos = Ty (2.28)
— Para a regiao Ds:
32T3 82T3 _ 9T,
+. = P U —— (2.29)
az2 : ay2 e 9z _
com as seguintes condigoes de contorno
9T .
31 _ |
Sy -0 (2.30)
T3 = T, (2.31)
oT., 5 »
33 _
5 " 0 (2.32)
oT oT
34 _ 22
9z dz (2.33)

onde P &

nimero de Peclet, definido como segue
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p =..pmh | . 2.3y

O nimero de Peclet € um parametro adimensio-
nal que estabelece fisicamente a relacao entre a quantidade de
calor transmitida por convecgao e a quantidade de calor transmi-

tida por conducgao.

Como pode ser visto, o conjunto de equacdes
(2.19) a (2.23) define matematicamente o problema péra a regiao
Dl’ assim como os conjuntoé de equacoes (2.24) a (2.28) e (2.29)
a (2.33) definem também matematicamenfe os problemas para as re-

gides D, e D;, respectivamente.

As conexGes entre as distribuigoes de tempe-
raturas de regido para regido, sdo fornecidas pelas condigGes de
Gontorno dadas por (2.21), (2.26),.(2.28) e (2.33), enquanto que

a conexdo da distribuicdo de temperatura do fluido com a distri-

B ]

- buigdo de temperatura na placa aquecida & dada pela equagédo (2.25).

Portanto, apesar da regifo D ter sido dividi
da em trés regibes distintas, o fluido & aquecido de uma maneira
continua, atraveés dos processos de conveccdo e conducdo axial de

calor, estabelecendo um perfil de temperatura continuo de -« a
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3. FORMULAGAO NUMERICA

3.1.‘Obten§50 das equagbes integrais

0 método de equagGés integrais consiste em
obter, a partif de equagoes diferenciais PaNﬁﬁiS lineares, eqﬁa—
§6és integrais. Para isto, ﬁtiliza—se o segundo teorema de Green,
as propriedades da funcao "Delta de Dirac" e as propriedadés' da

funcao de Green.

Como € do conhecimento, o segundo teorema de

Green & dado pela seguinte relagio:

2 .
b 9%y - voft) da = g (2 -v3 gs (3.1)

Este teorema € aplicado para todas as  re-

- = N ] _
gioes chamadas normais [2| em R", t e v sdo fungbes que apresen-

-

tam derivadas parciais de segunda ordem, continuas em D, dA € o

elemento de area do dominio, dS € o elemento de arco, e n € a

normal a superficie aD.

Para a  obtengdo e solugao das equagdes

integrais, sera utilizada a fungao de Green fundamental

associada ao operador de Laplace, que constitui a solugdo da se-

guinte equagao diferencial parcial:

-Vzg(w,Wf) = §(w-w'), W = (r,z2) ew'=(y',z") e R? (3.2)
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onde §(w-w') é a funcdo "Delta de Dirac", ebg(w,wf) € a fungdo

de Green. .

O problema termico a ser resolvido pelo méto

do de equagbes integrais & o definido na regiao DZ’ descrito pe-

la equagao (2.24), que satisfaz as condigdes de contorno especi-

ficadas por (2.25) a (2.28).
A equagao (2.25) sera transcrita a seguir:

2 _ - _ 3T, (w) : E
v TZ(W) = Pe U — 000« , o (3.3)
. 3z : ' . .

onde T, € a distribuigdo de temperatura na regido D,.

Multiplicando-se a equacao (3.2) por T(w) e

a equagéo (3.3) por g(w,w'), adicionando estas équagGes e inte-

grando-as ao longo da regido D,, obtém-se:

-

fy (@O,w TP, 00 - T,00v2g(n,w')) dAG) =

| (ww) A () G 220
J T §(w-w')dA +f P U(w
DZ 2(w) W-W A (w Dz e -

No termo antes da igualdade da equacao (3.4),

sera aplicado o segundo teorema de Green, expresso pela equacgao

(3.1), enquanto, que no primeiro termo desta equacido apds o si-

nal de igualdade, sera aplicado a propriedade A-2 (Apéndice A),
da fungao "Delta de Dirac". Deste modo, a equagao (3.4) - adquire

a seguinte forma:
AT (W)
o,

- 1,00 280 5 s -

Tz (W') = faDz(g(w’W') Snz

g(w,w')dAﬁﬂ k3.4)
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_ aTz(w) . . :
fDé-PZU(w)——EE—e g(w,w')-dA(w') . : »‘. ' (3.5)

Na equagdo (3.5), aplica-se a pfopriedade de
simetria apresentada pela funcdo de Green (A-28, Apéndice A), e

troca~-se w por w', resultando:

‘ . . aT (W') . 8 (w w'b) '
T,(w) = fapz(g(wew')_ai‘r - Tz(wv)—%lg-zze—_) ds') -

r _ 3T2(W')

DZPeU(w')——EE7——-g(w,wT) dA(w') - (3.6)

A derivada normal em w' da temperatura com re
iagéo a superficie 3D2, doravante sera denohinada por 3T2, assim
como, a derivada normal em w' da funcao de Green com relacao a
§hperffcie aD,, sera denominada por 3g; isto por questao de sim-

plificacao.

Escrevendo-se—a—equacao (3.6) em funcaé ~de

3[)"

cada fronteira que compoe o subdominio D2 (aD2 3D 23' e

1 22>

3D24), resulta:

TZ(W) =  %D21(g(w,W')8T21(w') -'TZl(w’)ag(w,w'))dS(w') +

i, (B0 )aTy5 (') = Typ (w1 ag (oW ')) (') +

+f3D23(g(w,w')aT23(w').— T23(w')§g(w,wv)j dS(w') +



22

vfaD24(g(W,w')8T24(w') - T24(W')‘3g(W,W’)) dS.('w') _
_ OT,, (w') o oL
Ip, PeU(W') =S g(w,w') dAGw') R ¢ )

para todo ponto w sobre D,
Observando-se a equagao (3.7), nota-se = que
as condicoes de contorno TZl’ ?TZI; T22’ 8T22, T23, aT23, T

24>
oT
3T24 € =-— forem conhecidas, esta equagao permite o calculo da

9z
temperatﬁra em qualquer ponto do interior da regiao D2‘ Como Tyys
,T22,3T23'e T24 sao conhecidas pelas condigdes de contorno : ex-
pressas pelas equacgoes (2.25) a (2.28) respectivamente, torna-
se necessario determinar uma equagd@o para w que podera ser apli
caao‘em 9D,, pois quando w = w' surge uma singularidade, de modo
due a equacdo (3.7) ndo poderd ser aplicada sobre este contorno

(SDZ). Isto pode ser verificado facilmente, uma vez que péra' 0

problema bidimensional, a funcao de Green_e_sua _derivada com

relagdo a normal sdo definidas conforme (A-10) e (A-16). Tal sin
gularidade poderda ser contornada, se os pontos w e w' forem iso-

lados através de um semi-circulo (ver Apéndice A).
Neste caso, aplica-se as propriedades (A-ZS)
a (A-30) na equagao (3.7), nos pontos sobre as fronteiras 9D,y

3D, 5 BDZ3 e 3D24, obtendo-se o seguinte conjunto de equagoes:
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‘%— i‘Zl(w) = fa.Dz'l(g(W,W').aTZI(W'.) -—-_T21(w')Sg(w,w'))dS(w')_+

+fE)DZZ(g(w’w')aTzz(W') - Tzz(w')ag(w,w’)) ds(w')

*p, (BOLWIIAT (W) - Tyz(wt)ag(w,w')) dS(w)

aTz(w')
s glw.w') dAw') | (3.8)

para todo ponto w sobre 9D,y

7 T2 () = fp (806WDTyy (') = Tpp (w)og(w,w™)) dS(u")

R fapzz(g('w’w')aTzz(W') - Typ(w')ag(w,w')) dS(w")
* fanzms(g(w’w')’ang(w') - Tys(w')3g(w,w')) dS(w')

+ f3D24(g(_W,W')_3T24(w') '!T24(.W')3g(w‘,w')) as(w')
_ laTz(w') |
N fDZPeU(-W')T glw,w') dA(w') (3.9)

!

ipara todo ponto w sobre 9D, 5
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T Tpz() = hp,, (BO1W AT (1) = Ty (n)og (wow')) dS (w')

+

faDzz(g(w’w')aTzz(w.') = Tzz(,w')ag(W,W'?) dS(W') '

+

faDZS(g(W,W')aTZZ)(W') _ T23(W')8g(w,w')) dS(W')

.+ '%D24(g(W,W')8TZ4(W') - T24,(W')8g(w,w')) dS(W')

BTZ(W )

%ZP U(w )

gw,w') dA(w') . (3.10)

para todo ponto w sobre 3D, 5

+ Toan) = fp  (@OHWIYaTy (1) - Ty (n')oglw,w')) SGr)

+ faDzz(g(w,w'»)a»TZZ(w') - Ty (w')og(w,w')) dS(w"')

+

faDzscg(WaW')aTzs(W') - T23(.W')3g(W,W'_)) _dS(W')

+ o, BT () = Ty () og (v w')) dS(w)

aT (w ) ' -
f (P Uw"') 5T gw,w') dA(w') (3.11)

1

et e e .o -

f para todo ponto w sobre 9D,y
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Verificando-se as equagées de (3.8) a (3.11) ,
nota-se que estas equagbes sao independentes da temperatura do

interior da regiéo DZ’ sendo'dependentessomente-de 8T21, T

_ 21
| 3T,
9220 To2s 3Tp3s Tp3. 3Tpqs Tpp e 5 -
Através das condigdes de  contorno

(2.25) a (2.28), ;onhece—se T21, T22’ 3T23 e T24 res-
pectivamente. Neste caso, o problema a ser resolvido conta com
quatro equagoes, quatro condigdes de contorno conhecidas, . nove

variaveis a serem determinadas.

Portanto, para que haja paridade entre o ni-
mero de incognitas e o nimero de equacdes, deve-se obter uma e-
. .
_ BTZ(W ) ] ) o
quagao que fornega —x-+— para o interior da regido. Esta e-
quagdo € obtida, derivando a equagdo (3.7) com relacgdo a z, que

pode ser escrita da seguinte forma:

~

—57 = 3% (;%D21(g(w,w')aT21Cw) - T21(wf)8g(W,W'))dS(W')

* %Dzz(g(w,w')aTZZ(w{) T,y (W')agw,w')) dS(w') +

faDZZ(g(W,W')BTzs(w') - TZ:’)(W’)ag(W’W')) ds(w') +

;

R .%DZS(g(w;wf)BTzs(w'j.- Tzs(w')ég(w,w')) ds

* p, (B0LUAT, () —~T24ag(w,w'))’dscw') +

- Iy PTW) 3—T—f)—:—wr~'lg(w,w') ) (3.12)
2 S

_para todo w sobre D, o
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As equacbes de (3.8) a (3.12), associadas as
condicoes de contorno estabelecidas pelas ‘equagoes (2.25)a (2.28),
proporcionam os parametros de troéa de calor na fronteira da re-

giao D2 (temperatura e gradiente da temperatura).

- Determinadas estas incognitas, sdo elas substituidas
na equagdo (3.7) obtendo a distribuigdo de temperatura para a

regido D,.

3.2..Solugao das equagOes integrais

3.2.1. Divisdo do contorno

Como foi visto, as equagoes que serao resol-

-

vidas para obter a distribuic¢do de temperatura na regido descri-

ta pelo método integral, compGem-se de integrais de linha e inte

grais de area. Para obter uma solugdo numérica destas equagdes ,
tem-se, inicialmente que dividir o contorno da regido e a regiao
em elementos de arcos e elementos de areas respectivamente, de

forma que possibiiite a solucdo destas integrais.

O critério escolhido para subdividir o con-
torno, fol utilizado em 135[; que.estabelece que no segmento de-
arco, devera existir um ponto nodal (no centro do segmento), so-
bre o qual sera aplicado a equagdo integral obtida para o deter-
minado contorno. E, com o objetivo de avafiar o comportamento das
equagées»integrais em torno deste'pontovnodal, € necessario que

os elementos de arcos sejam segmentos retos ou qué possam.ser a-.

T
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proximados por segmentos retos.

Os pontos correspondentes a subdivisdo dos ar-
cos.serio denominados ‘de pontos subnodais. Os segmentos de af- 
cos devem'serbescoihidos; de tal forma, que os pontbs subnodais
incluam todos os cantos envolvidos no contorno, assim como, 0s
pontos onde ocorrem mudangas nas condigoes de contorno. Esta técni
ca garante que o vetor normal em cada ponto nodal dos segmentos,

‘apresente uma direcgdo normal ao segmento bem definida.

A subdivisdo da regido em elementos de areas
(no caso de uma regifo retangular), deve ser feita, unindo 0s pon
tos subnodais simgtricos do contorno, onde seria fixado no centro
de cada area, um ponto, também chamado de ponto nodal. Para um

melhor entendimento, veja a figura abaixo.

j j-1
. T T T - T T T —
] r N
J+l . i . ] . l . ° P | . ] . i . | .
B e e B st e R
.o ! ' | | { { !
[ . ‘ . | . . | 3 . . . . 3
b ] ! | i
mo [ | I I ! |
R T I e e e e
‘ i
| |
. ! . = . i ° 3 I . ' . . . | .
-1 ‘ { | { i |
st S SRR N I !
T i T T T T - -
| ] | | ]
P ) ; . [ . ! . . . I . . ° : .
| m+2 | { | 1 1

Figura 3.1 ' | ' : -
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Nesta Figura j € o ‘ponto nodal no .

j-€simo elemento de arco e m € o ponto nodal no m-ésimo elemento

de area.

O-Sentido de integracio péra as integrais de
linha sobre o contorno, dever§ ser coerente com o sentido utili-
zado na teoria empregada para a obtengao das equagdes integrais;
isto e, o contorho € descrito de modo que guarda o domihio sobre
o lado eSquerdo. Por isso, os pontos sio numerados de uma forma

crescente com o sentido positivo de integracao.-

3.2.2. Formulagao aproximada para a solugao das integrais

Com a regiao e o contorno ja subdivididos, o
proximo passo, € estabelecer uma maneira que possibilite efetuar
a integracao das integrais de linha e de area, contidas nas equa

¢Oes integrais que serao aplicadas em cada elemento do contorno

e do dominio.

A solugdo numérica. de um problema, como foi
descrito anteriormente, pode ser obtido pelo procedimento descri

to em |3|, como segue:

As integrais que deverao ser resolvidas no

problema consistem em integrais da seguinte forma:

0w - faDK(w,w')f(,w-) ds(w') ) T (3.13)

Py (W) = SpKQw,w')E(w') dAGw") | (314

asS
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 Onde K(w,w')- € um niicleo correspondente i so
lucao fundamental do operador Laplaceano, ou a derivada da solu-
‘¢d3o fundamental deste operador com relagdo a normal. A  fungio
f(w') normalmente & desconhecida, constituindo~se uma inéognita

do presente problema.

Para obter a solugao numérica do problema, 0.
contorno 3D foi subdividido em n, intervalos suaves e suficien-
temente pequenos, de modo que a funcao f(w') possa ser aproxima
da pela fungéd;degrau ?(w'), que assume valor constante para cg.

da intervalo. Portanto,

f(w) = f. 3 =1,2,....n

para todo ponto w' sobre AS
0 mesmo pode ser extendido para o subdominio D,, que foi dividi-
do em no elementos de areas uniforme, de forma retangular, su

ficientemente pequenos, de modo que a fungdo f(w') pode também

ser aproximada pela fungdo-degrau f(w), que se mantém constante

para cada elemento de area, conforme [25|. Desta forma:

f(w') = £ m=1,...,n

m? e para todo ponto'w' sobre AA

0

e consequentemente as equagoes (3.13) e (3.14) podem ser aproxi

madas por:

(W) = FopKGe,w)E(w') dS(w') (3.15)
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B0 = SpKGew)ER) dAGe) | (3.16)

As equagoes (3.15) e (3.16) podem ser escri-

tas nas seguintes formas:

N¢ : '
ﬂl(w) = jil‘fj fASjK(w,w') dS(w') v (3.17)
‘ g B
g,(w)y = I £_f, ., K(w,w') dA(w') - (3.18)
Cada equagao integral aplicada num determing
do ponto nodai, deve ser formulada, conforme (3.17) e (3.18),

onde os coeficientes

-

IAsf(wfw') dS(w')

a Koo' dAGet)

,para o problema proposto, podem ser calculados analiticamente

conforme |25].
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3.2.3. Aplicagdo do método numérico is equagdes integrais

A'equagﬁo intégral que‘fdrnete a distribuicgdo

de temperatura no dominio D2 & dada pela'equagéo (3.7), isto €é:

T,(w) = 5D21(g(w,w')aT21(w') - T, (w')ag(w,u')) dS(w')

+

fp,, 0T (00 - Ty )ag () dS(u)

+

gDzs(g(w,W')Bng,CW') - Tpzw')og(w,w')) ds(w*)

o ";.)D24(.g(.W,W')3T24(W') - '.T24'(W')3g(W,W')) ds(w')

— aTz(_W') ' :
fanzpeu —5z— 28(w.w') dA(") | \ (3.19)

;Pafa todo ponto w sobre'D2

Para resolver a equacao (3.19), serao aplica
~das as formulagOes aproximadas, apresentadas no item anterior,ex

pressas de acordo com (3.17) e (3.18), resultando:

" ni o
T,(w )= 3T, w!)/ic g ,w!)dSw")-£ T,,Ww!)/ dgw_,wi)dS(w")
2 'm j=1 21457 ASZl)j' m j=1 21%Y5 ASZl)j .m J

n

. 2 _
+ I 3T,,w)/S gw ,wHddSw")- = T, ,(w!)/ dg(w_,w!)dS(w")
- 225 ASZZ)j m"j | 22 j ASZZ)j m’j

J

1 j=1
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. j=1

n3 ‘ ' - nzg : »
+ I 9T,z (W), glwywi)dSWw') - I Tyzs(w!)/, glwy.wi)dS(w')
j=1. 23%75 ASZS)jY m’"j . 23 J ASZS)j m"j

ny nyg : ’
+ I 3T, W)/ g, wi)dSw') - = T,,(wi)/, og(w,w:)dS(w')
j=1 24%75 ASZ4)j m’j | j=1 24Y"; ’ASZ4)j &Wn ]

ng 'aTz(wj) ) | - ;

- jil P UW}) 3z AAjg(Wm’wj) dA(w') (3.20)
Para todo ponto wy sobre D, .

onde,

ng = numero de pontos nodais contidos na regido D,

n, = numero de pontos nodais em 3D,
~ n, = nimero de pontos nodais em BDZZ
n, =_nﬁmero.de pontos nodais em 93D,z
n, = nimero de pontos nodais em 3D, ,

A equacao (3.20) deve ser resolvida peio me-
todo da colocacao 3], que consiste em aplicar a equacao em cada
ponto nodal W impondo deste modo, que as condigOes de contorno

sejam satisfeitas pontualmente.

Denotando-se os nicleos contidos na equacgio

(3.20) e nas equagSeS subsequentes por;

Geip s = &Szzjjg(wm’wj)ds(w')’ Lei=0,...,4, m=‘1,_“,n

e j = 1,...,nz
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"

o
™~
=

1]
o
]

AGYi . = f og(w ,W! dS' ’ £ i
( )lm] AS ) g(m J) (W) e 1
ej 1,..-?

(GA)Ei

fAAjg(wm,wJ’)dACW')J’- ei=0,...,4, m=1,...,n; e J'.~=1,---,n1_r

Nos nucleos acima, £ representa a frontei-
ra da regiao D, ou a regiao D,, onde o ponto wj esta situado, e
i = representa a fronteira desta regido ou esta regido, cujo pon

to w esta localizado.

Obtém-se, a seguinte equacgdo:

n nj
Tz(Wm) = .§ aTZl(wj)Glomj - .E T21(Wj)(AG)10mj
Jj=1 : j=1
njp | . . nz
1 !
+ -E aTZZCWj)GZQmj - .E TZZ(Wj)(AG)ZOmj
j=1 j=1
nzg ’ DS
+ .E 8T23(wj)G30mj - _E TZS(Wj)(AG)SOmj
j=1 j=1 /
ny4 . My
+ LTy (wi)GA0,s = B Ty, (wi) (AG)40, .
j=1 J=1
DO — aTZ (WJ' .
= B PeU(W]) —gzri (GA)00; (3.21)
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Para todo ponto w

n sobre D

2

ou na forma matricial, como segue:
[O{T,} - [Glomj J{aT, 1 + [(AG)lOmj] {Ty} - GZOmJ.] {8Ty,} +
[(AG)ZOmj] {T,,} - ‘[Gsomj] 3Ty} + [(Ac)somj] {Tyq} - [.G40mj] {aT,,} +
_ 8T, -
[(AG)40mj Ty, + P [:(GA)OOmijj] {(gz—.-)j} = {0} (3,'22)
‘Para todo pontd W sobre D2

Em (3.22), assim como, para todas as  equa-
<0es que serao escritas na forma matricial daqui para frente, o
simbolo [ ] representa matrizes quadradas, { } representa matri

zes colunas, e [I] a matriz identidade.

Para a utilizagao da equagao (3.22), é,heceg
sario conhecer os valores da derifada normal da temperatura, as-
- sim como, a temperatura em cada ponto nodal sobre o contorno da
 regido D,, e a derivada com relagdo a diregao z em cada ponto des
ta regiao. Para isto, necessita-se resolver as equacgoes de (3.8)
a (3.12), que serao discretizadas, aplicando-se todos os concei-

‘tos introduzidos para obter a equagao (3.22), a partir de (3.7).

Consequentemente, de forma andloga ao proce-

dimento anterior, obtém-se:

- A partir da equacao (3.8):
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5 Ty (w) = jzl 3T21(Wj)Gllmj --jElTZI(wj)(AG)llmj
na2 . na '

+ .E aTzz(wj)GZImj - .E T21(wj)(AG)Zlmj
j=1 j=1
nz ' n3z :

+ P§< 3T23(wj)G31mj - _E T23(wj)(AG)31mj
j=1 j=1
n4 ' ng

+ .E 3T24(wj)G41mj - _E T24(wj)(AG)41mj

- j=1 j=1

ng - BTZ(WY)

- ' J '

. jil PeU(wj) 5y (GA)Olmj (3.23)

Para todo ponto Wo sobre 9D,y

A equacdao (3.23) pode ser escrita na forma

/2 [ 11+ [e611]] {Ty) - [611,,] (T, - 621, ] (3T,,) +

N [(AG)Zlmj] {T,,} - [Gslmjj { 3Tz} +[(AG)31mj] {T,)3} - [G4lmj:| {oT,, 1+

_ T -
(0641, 1Ty} + P Lot xT; 1 {Gay) = (01 D

EPara todo ponto wm‘sobre 9D,
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- A partir da equagao (3.9): o

1 . B ! g
5 Tpp(wp) = jzl 21 (W)G12 5 - jzl Ty1 5) (86)12,
s 22 oT, (w!)622. - I T..(w!)(4G)22
I Ty (wjdb2zyy = B Ty (W) (86) 22,
j= i=1 ,
1'13 . n3 .
+ 2 aTZS(wj)GSij z Tzs(wj)(AG)Sij
j=1 j=1
ny ) ny S
+ _E 3T24(wj)G42mj - .§ T24(wj)(AG)42mj
j=1 - j=1
ng _ aTz(wj)

B Para todo ponto W sobre 3D,,

A equacao (3.25) pode ser escrita na fdrmang

tricial, conforme segue:

(/2 [1] +[(_AG)zsz. B ]{TZZ}—[GIij ]{aTZl}f[ (AG)_12mJ.]{ Ty}

-]

[,Gzzmj J{eT,,} - [:G32mj] {.BTZS} + [(_Ac)szm.j{TZ3 }- [G42mj] {8T, ) +

| | L T
[(B642,51 {Ty4 1 + g [(@02,03] € G5 ) = (0} (3.26)

Para todo ponto w, sobre aD,,
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- A partir da equacgao (3.10):

1 ' - np : nj
> T23(wm) = jil 3T21(wj)G13mj - jzl TZl(wj)(AG)13mj
‘ n njz
o+ -E -aTzz(wj)GZSmj - _E _T22(wj)(AG)23mj
j=1 j=1 .
n3 o n3
.é 3T23(wj)G33mj - _§ T23(wj)(AG)33mj
J=1 j=1
. n3 n3 '
j=1 j=1
ng - 3T2(WJE) .

Para todo ponto w, sobre 3D,

A equagdo (3.27) pode ser colocada:na forma

matricial, como segue:

/2 [_1] + [(AG)sst.]‘] {1, -[Glsmj] for, b + [(AG)l;mJ.] Ty} -

| [stﬁj]{aTzz} + ((a6) zsmj] {1,,} -[G33mj]{3T23} -C G43mj]{8'1‘2 4

| _ _ T B -
-+ [06)43,;,T Ty + B[ (@A)03; xT, ]{(Ezr)j} = {0} (3.28)

_Para'todo ponto w_ sobre 3D, -
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- Para a equagido (3.11):

1 . ] -nl ' ‘ ni ' |
7 Taalwp) = jil 8T,y (W3)G14 5 - jil T3 (W5) (AG)14 .
ng o
+ L aTzz(wj)G24mj - I Tzz(wj)(Ag)24mj
J=1 _ j=1 .
n3 nz
+ 'El 3T23(wj)G34mj - 'El T23(wj)(AG)34mj
J j
nyg ny
* 'El 8T24(wj)G44mj - .51 T24(Wj)(AG)44mj
J j
ng 9T, (W) |
- I PUM) —for (GA)O4 (3.29)
j=1 J |

‘Pgra todo ponto w, sobre 8D24_

Na forma matricial, (3.29) pode ser escrito

da seguinte maneira:

(12 [1]+ [(_AG)44mj.] JTyt - [ G4 5] 10Ty} + [(06)14 j {Ty} -
[(;24mjj (3T, ) + Lo 24,57 (T,) - [634,,] (3T, + [(@6)34,,] (Tys} -

' [G44mj]{a'r24} + P, [ (GA)04_. xU] {(8Z ) b= (o0 } (3.30)

‘Para todo ponto w, sobre 8D24‘
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-

- Finalmente, ﬁara a equacao (3.12)E

aTz(wm) nj " np .
j=1 | i=1 . |
nz2 njy -
+ I 3T,,(w')9G20_. - T T wi)a(AG)20_.
[2) 2T2a(R620; - Ty, (432 (06) 20y
n3 ' n3
+ 1 9T w')eG30_. - & T w:)3(AG)30_ .
JI) ATas0r)a030,; - T Ty5(e))3 (46130,
ng - ng
+ I 9T w')oG40_. - ¢ T w:i)a(AG)40_ .
JI T2 (v IAGH0 s - T Ty (5)3(26) 40,
30 P_U(w! "o 0§ 3 (GA)00 3
j=1 e WJ) _321 ( ) mj ‘ (-31)
Para todo ponto w_ sobre D,
onde,
o= __a_ ! ' 1 = =
8G£1mj ¥ (-ﬁszz)jg(wm,wj)dS(w N, Lei=0,...,4, m l’f"’ni
e j=1,...,n,
. 9 PN oa , ] _
3(AG)£1m = =5 Gﬁszz)jag(wm,wj)ds(w )), e i=0,...,4, m=1,....,n;

e j=1,ooo,n£
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ljg(wm,wl'()‘dA(w')),f‘ie i 0,e.4, m=1,..n;

e j =1,...,nz

Nos nicleos acima, £ representa a frontei-
ra da regiao D, ou a regiao D,, onde o ponto wj esta situado, e
i  representa a fronteira desta regiao ou esta regido, cujo pon

to w_ esta localizado.

Na forma matricial, (3.31) pode ser escrita

da seguinte forma:
_ 3T, |
C[1]+ Pe[B(GA)OOmijj] IR (‘a‘z_')j} - [ac;lomj] {aTy} + [8 (AG)10mj]{T21}

-"[aczomjj {8T,, +[3 (AG)ZOmj] {T,,} - [acsomjj {3T,5} + [0 (AG)SOmj] {T,z} -

-

[8G40mj] (BT, +[2 (AG)4omjj {T,,} = {0} - (3.32)

Para todo ponto wm sobre. D,

Para que o sistema de equagoes composto por

(3.24), (3.26), (3.28), (3.30) e (3.32) possa ser resolvido, &

necessario associar a estas equagoes as condigoes de contor-
nos do problema, que sdao : prescritas através de (2.25) a
(2.28).

Resolvido este sistema de equacles, a distri
buigdo de temperatura e fluxo de calor nas fronteiras do subdomi

- nio D, sdo conhecidas, o que permite obter a distribuigdo de tem
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peratura em qualquer ponto da regiao D,, por meio da equacao (3.

22).

- 0 numero de equagoes a serem resolvidas si-

multaneamente no sistema, depende do comprimento a ser especifi-

cado para a seccao aquecida (BDZI),'e do comprimento dos segmen-

tos de arcos que compoem o contorno. Neste caso, a variagao do

comprimento da secgao aquecida acarreta uma mudanca no tempo de
computagao, enquanto, que a variagdo do comprimento de arco a-
carreta uma mudanga no tempo de computagdo e precisao dos resul-

tados.

3.3. Formulac@o variacional para os extremos do duto

- s O principio do método variacional, consiste
em encontrar uma fungéo_T*, tal que o integrando - funcional - de

uma integral definida, seja dependente desta fungdo, e cujo com-

portamento de T* nos extremos do intervalo de integracao, ~sejam

conhecidos.

“Para um problema de transmissao de calor, a

funcional € obtida através da equacdo da energia, conforme |5] ,

e o comportamento de T* nos extremos do intervalo € conhecido a-

través das condigdes de contorno do problema fisico a ser resol-

vido.

As équag6es (2.19) e (2.29), juntamente com
as condig6es de contorno de (2.20) a (2.23) e de (2.30) a (2.33).descrevem

o problema térmico a ser resolvido pelo método variacional nos sub
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dominio D, e D;. Transcrevendo-se as equagdes (2.19) e (2.29) a

 seguir:

vl = p 0 20 (3.33)
' € 3z - .
e
oT

2 _ T 2 :
V»Tz = PeU e (3.34)
Conforme |6| e o apéndice B, as equacdes

(3.33) e (3.34) e as'condigées de contorno adjuntas ((2.20) a
(2.23) e (2.30) a (2.33)),estdao associadas ao funcional dado
por (B-35), adimensionalizado atrafés dos grupos ' adimensionais
definidos por (2.5) a (2.10), (2.18) e (2.34). Traﬁscrevendo-se

o funcional a seguir:

0Ty2 , (3152

3z 3y

=3T

jr,m = Ip en, (PeUsy x (T+1) + 2 dA

8z

= /3p,eap,a(T +1) a5 | | (3.35)

.onde,

T = & a distribuicdo de temperatura procurada

T +68T

=N
L}

0 incremento de T

]
(02

8T
Os problemas de valores de contorno (3.33) e
(3.34) com (3.35), serao divididos em dois problemas distintos:

~um sera aplicado no subdominio D;, e o outro no subdominio Ds.
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Neste caso, sera pfoposto duas distribuicoes ~de temperaturas:
Tl(y,z)~para a regiao Dl(z < 0)e T3(y,z)»para a regiao D3(z>2),
‘tal que satisfaca as condigdes de contorno para as regides Dl e
D; respectivamente.

Através do método de Ritz Galerkin [5], po-

dem ser propostas as seguintes distribuigoes de temperaturas a-

proximadas de ordem n paré Tl(y,z) e-TS(y,z):

n . :
Tl‘(y,z) - § ai(z)‘yi(}') ) (3~36)
i=0 :
e
n ’
- Taly.z) = T a;(z-2) ¥;(y) - (3.37)
. i=0 .
onde a;IZ~£)e a;(z) sao fungoes a determinar, e as fun§6es

-

Wi(y) formam uma sequencia completa de fungdes linearmente inde-

pendentes, que devem satisfazer as seguintes condigoes de contor

nO-< —

a‘yi()’) '
————— = 0, . i = 1,o¢o,n ' (3'38)
oy '

anll

Y. (y) :
—_— =0, i=1,...,n : (3.39)
3y

aDl3

¥, (y) | -
-—.—s-ry—-— o= 0’ i = 1“...,h A ) (3.40)

D34
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=0, i=1,...,n | - (3.41)

0 procedimento utilizado para obter as fun-

- + -, ; - : ’ -
coes a (z2-€) e a (z), contidas nas equagdes (3.36) e (3.37), estd
apresentado no apéndice C, que obteve os seguihtes sistemas de

equagoes diferenciais lineares, homogénea e de segunda ordem:

[H]{a*} - [A] {a*} - [B] (a*} = {0} (3.2
e

tH]{;'} - [A] {a”} - tB] {a”} = {0} .. (3.43)
onde,
N Hi; = le ¥, (Y00 dy | (3.44)

By =/, v o) ey ~--“-~—f~*-(3745)"1“
e

Ay = IR I Y 0) ay (3.46)

Para encontrar a solugao do sistema de equa-
¢Oes (3.42), sera apresentado o procedimento apresentado em |5/,

- que se caracteriza em tomar as seguintes expressoes:

fa*} = {c*} &2 (z°%) | . (3.47)

ob
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‘Substituindo (3.47) em (3.42), obtém-se.o se

guinte problema no espago R,

A2 [H]{c*} - A [AJ{c*} - [B]{c*} = {0} (3.48)

Conforme |5|, o procedimento caracterizado
2(n+1)

por (3.48), & equivalente ao problema no espagco R , dado pe
lo seguinte sistema de equagoes: |
A[R] (Y'y - [s] (Y'r = (0} | (3.49)

onde,

(u] (o] (Al [B]

’
M
=
-
1
M
wn
L1
]

o] (8] | 8] [o]

A{c™)
{*; = .
{C"}
Deve ser salientado, que a matriz B dada por:
= floy
Bij = _f_lwi(y) VY (y)dy

Apresente uma caracteristica especial; isto €, possui a primeira

:linha e a primeira coluna nula, pelo fato de que wo(y) = 1.
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Deste modo, o sistema de equagdes diferenci-
ais linééres'e homogeneas, representado por (3.49) no espago
g2 (n+1) pode ser perfeitamente representado no espaco RZPHL,
sem perda de generalidade, se eliminada a linha e a colunaFOHZ),

que sao nulas nas matrizes R e S, conforme |5].

A matriz R & positiva definida, pelo fato de
que sua diagonal ser composta em blocos, pelas matrizes granianas
H e B. Deste modo, o problema de autovalores (3.49) pode sef co-
locado na forma canonica, pois € possivel encontrar uma matriz

Q, tal que:

@" & [ - 1] (3250

onde, %

-

(1] = a matriz identidade

[QJTfmaﬁtransposta da matriz Q. e

Aplicando-se Q e QT na expressdo (3.49), ob-

tém-se:

(] - @7 ] @ @F oty = to) ' (3.51)

Para que (3.51) ndo apresente somente a solu

¢ao trivial, a seguinte igualdade deve ocorrer:
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det(\[1] - [Q]T[sj [Q]) = d | | (3.52j

A equagao (3.52) pode ser resolvida por méto
dos convencionais, como apresentado em 18] , e apresenta (2n +1)
autovalores e (2n+l) autovetores reais, dado que a matriz do pro
blema € real e simétriéa. Denotando-se os autovetores por Xi
i=1,2,...,2n+l, os vetores Y; sao obtidos pela seguinte expres

sao:

.+' A A
{v;y =[d X33, i=1,2,...,2n+1 - (3.53)

Como consequéncia da singularidade apresenta
da pelas matrizes R e S, pelo procedimento anterior, sao ' encon-
trados 2n+l autovalores e Zn+l aufovetores, sendo n+1 autovalores
ﬁositivos e n autovalores negativos, isto, pelo fato de que a ma

triz do problema (3.51) & real e simétrica.

Paraque o problema (3.49) fique representa-

do no espaco R2n+2

, torna-se necessario definir mais um autovalor
e mais um autovetor. Conforme |[5], um dos autovetores que satis-
fazem o problema, esta associado ao autovalor zero, sendo defini.

do como o vetor abaixo:

"1’ = 10,0,...,0,c,0,...,0} (3.54)

onde ' .

C = € uma constante arbitraria, localizada na coluna (n+2).
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Com -a supressﬁo.da linha n+2 e da.coluna n+2
das matrizes S e R dovproblema (3.49),os‘aut§-vetores nao sao ob
tidos Completamente, festando determinar justamente o (n+2)-€si-
mo elemento de cada auto-vetor. Este elemento pode ser_encontfa-
do; lembrando que: |

A{C)

(Y7} = i =1,2,3,...,n (3.55)
{C;}
1

Donde, deduz que:
) _ +
Ynez = Y1/A

Desta forma, todos. os autovalores e auto-ve-
fores do problema (3.49) sao obtidos. Destes 2n+2 autovalores
n+l sao positivos, n sao negativos e um € nulo. Isto confo rme
[10], e garahtido"pelo fato de que o auto-valor nulo estd asso-

ra garantir que (3.42) apresente solugdo finita em z = o .

De posse destes autovalores e destes autove-
tores, pode-se obter os autovetores do problema espectral-—(C;)—
associado a (3.52), através da equagdo (3.55),’que.combinados 1i
‘nearmente e aplicados as funcgoes ekjczﬁz), fornece a solucao de

(3.42), isto €,

n AT(z—K) '
2"} =z AT(C(le | |  (3.56)

j=0

com‘“"os“’n“autoval‘ores"’n'egat'i'vo'S‘;‘“pg“ T
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- . . +
onde, Aj_sao constantes a determinar, Aj sao os autovalores ne

gativos, incluindo o nulo.

Substituindo (3.56) em (4.46), resulta:.

n o, Al (z-8)
T3(Y,Z) = I A. e J
| j=0 I i=0

+

HMs

¥ (y) (3.57)

+ - 3 L3 -
onde, Cij & elemento da matriz |C’|, constituindo pelas colunas

desconhecidos.

Procedendo de maneira aniloga para a regiido
Dy, podé ser obtido uma expressao para Tl(y,z), que adquire a se

guinte forma:
- n -—
~ 'Tl(y,z) = 'ZO A.e 'EO C. . Wi(y) : (3.58)

~Neste caso, os autovalores sao os positivos,

. - - . - - - - )
0 primelro que e arbitrario, obtém-se:

que garantem que (3.53) seja finita quando z = - =, ng sao 0s
elementos da matriz [C |, onde cada coluna é constituida por um
auto-vetor correspondentes aos autovalores positivos, e'A3 sao

desconhecidos.

Desenvolvendo o primeiro termo da primeiraso

matoria da equagéo (3.57), lembrando que Ag = 0, e que todos os

. + + -
componentes do autovetor associado a AO - C0 - sao nulos, exceto

n At (z-2) n ‘
oot + .30 + v
T3(z,y) AO + ElAjC. iEOCijWi(y) (3.39)
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Aplicando a equagado (3.59) em z = «, obténm-

+
se que A0 = T_, consequentemente:

Y. (y) - (3.60)

As equagoes (3.58) e (3.60) serdao escritas nu-

ma forma mais adequada como a seguir:

n . Az _
T, (z,y) = I A e FI(y) v (3.61)
j=0 J J
n XT(Z-Z) +
To(z,y) = T, + T A e’ . "Fi(y) (3.62)
- j=1 J J
Snde,

-— n -
Fj_(}') = .Z C'"Pi’(.}’)

i=0 1J
(]
n
+ +  +
I = I Ci.Y.
500 Zo Cis i3 ()

As equagoes (3.61) e.(3.62), representam as
distribuigoes de temperaturas nosvsubdominios D, e D4 respectiva

band - - - + [ad hd
mente. Nestas equagoes, os coeficientes Aj e Aj sao desconhecidos,



51

tbrnando?se‘necéssério determinar ﬁma'exﬁresséo-que possibilita
a sua»sbiugéo; Para isto, devém ser calculadas as derivadas com
relagao a z, das equagoes (3.61) e (3.62), e aplicd-las em
z = 0 e z = % respectivamente. Poéteriormente, substituir a deri
vada obtida de (3.61) na condigoes de fronteira (2.21) e a deri
vada obtida de (3.62)’em (2.33), obtendo-se as seguintes rela-

goes:

. n - '
d ~y TR
= T,(y,z) = £ AAF; 3.63
oz 2707 Dy T 52 T3 ) - (3.63)
o : n :
3 +. 0+ _+
2 T (y,z = & AIAIFE.(y). 3.64
=2 2 (v>2) Dy, T 3Ty M 500) ( )

Multiplicando-se (3.63) e (3.64) por F (y) e
P;(y)'respectivamente, em ambos os lados destas equagoes, e inte

grando-as em relacao a y, no intervalo (-1,1), obtém:

1 aTz(y,z)' _ d, I ) a 53 .
— F = I A NF.(Y)F .
1 = |y, RO S 2 SNBORMY (3.65)
24
com k =0,...,n
€
QT'(y z) n : :
1 27 + 1 + +_+ +
= A;F. 3.66
S B R dy = Sl T ANEMEMey . (3.660)
- Y j=1 7 ;
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com k = 1,...,n.

neste caso, todos os coeficientes de (3.61) e (3.62) sao conheci
dos, consequentemente, as distribuigdes de temperaturas nas re-

gioces Dy e D3's§o conhecidas.

A precisao da discrerizagio apresentada pelo
método variacional, € dado pelo numero de sequéncias que siao in-
cluidas né série estabelecida para a obtengdo das distribuigdes
de temperaturas. Neste caso, quanto maior for n nas eqﬁag6e5(3.6D

e (3.62), maior sera a precisdo nas distribuigbes de temperatura.

3.4. Discretizacao da equacao da energia para a placa.

A equagao (2.11), juntamente com as equagoes

-~

(2.12) e (2.13) descreve o problema térmico para a placa conduto

ra (isto €, a placa superior em 0 <z <{£). Estas equagdes serao

transcritas a seguir:

. 2.
3T déT v
21 S
———— 32 + 3.67
5y - 4 B. = | (3.67)
,‘com,
d ) =0 o -  (3.68)
dz s\ 4 ' : oo
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= T, (£) = 0 | o (3.69)

As equacoes (3.67) a (3.69) serao resolvidas
pelo método de diferencas finitas. Para isto, a placa condutora

sera dividida em elementos de areas, conforme a figura abaixo.

Figura 3.2. °

onde nl'é o numero de pontos na placa condutora e -1 e(n,+1) sdo
pontos ficticios, utilizados como artificio para que seja possi-
véi aplicar a equacgao (3.67) na forma discretizada pelo método
ﬂe-diferengas finitas, nos pontos das extremidades da placa con-

dutora.

nas equacoes (3.67) a (3.69), obtém-se:

9T, (3) ¢ ' B '
*“gy-‘=Q(J}£;7 (T (G+1) -2 T, (G) + T,(5-1)) , (3.70)
J =1,...,n1
‘com,
Ts(l) - TS(—l) = 0 . ’ - (3.71)

Aplicando-se o método de diferencgas . finitas ___
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T, (ny+1) - Ts(nl) -0 o | (3.72)

ou em uma forma mais adequada, conforme abaixo:

3To1, . . 8 L . . .
—gyf(J}'QU)+Z;7 (Tg(G+1) -2 T,(G) + T, (G-1)), ] =Z,...,ny"1
| (3.73)
3Ty ., B | .
—57—(1)=qCH+Azz (Tg(2) -T (1)), =1 (3.74)
o -
3T ., B .
5y (Np)= QU)+AZZ (Tg(ny-1) =T (ny)), j=ny (3.75)
Os coeficientes do sistema de equagGes expressos por (3.73) a

‘———“;f(3775);“formam‘uma”matriz’singular, portanto, este sistema de e-"
quagoes apresenta infinitas solugdes. Neste caso, na solugﬁo do
problema, as equagoes (3.73) a (3.75) serao substituidas nos 1lu-

gares de 8T21(J) contidos nas equagbes discretizadas pelo mé€to-
. —ay
do de equagGes integrais.
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3.5. Resumo do Problema discretizado

Y

-0 problema térmico a ser resolvido, consti-

tui num acoplamento de quatro regiGes'distintas: a regiao descri
ta pela placa condutora, e as regides Dy, D, e DS; que compoem a
regido D, estabelecida para determinar os parametros de troca de
calor. As regioces D;, D, e D; estdo conectadas através das condi
¢oes de contorno dadas por (2.21), (2.26), (2.28)‘e (2.33) Que
garantem a continuidade da distribuigéo.de temperatura ao ‘longo
de toda a regiao D, enquanto que a conexao da distribuigdo de tem
peratura do fluido com a distribuigéo-de temperatura da placa a-

quecida € dada pela equagao (2.25).

O problema definido para a regido D,, foidis
cretizado pelo método de equacgoes integrais, obtendo-se as . equa

goes (3.24), (3.26), (3.28) e (3.30) aplicadas nas fronteiras do

dominio e (3.22) e.(3.32)~aplicadas no dominio. As equagdes apli

—— cadas " na fronteira“do dominio D;, ‘associadas ds condigdes de con’"

torno dadas por (2.25) a (2.28), e as equacdes (3.73) a (3.75) e

(3.32); constituem um sistema de equagOes independentes, que po-

dem ser resolvidas simultaneamente ou iterativamente, obtendo-se

como solucdo os seguintes parametros: aTZZ’ TZI’ aTzz, TZS’ 3T24
aTZ(y,z) '
dy

e

Para o problema definido pelas regices D; e
D3, foi aplicado o método variacional, obtendo-se as equacgoes
(3.61) e (3.62), que representam .as distfibuigées de temperaturas
nestas regi6e$ réspectivamente, e as equagoes, (3.65) que-fOrné

. . - ) . . +
ce os coeficientes Aj e (3.66) que fornece os coeficientes Aj'



- 0s parametros T,,, Ty ©
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A sequéncia 1dgica para a solucdo do proble-

ma, € estabelecida, de modo que inicialmente devem_sef admitidos
3T2

, para obter a solugdo do sistema de
0z :

equagoes composto por (3.24), (3.26), (3.28) e (3.30), pelas con

digoes de contorno (2.25) a (2.28) e pelas equagoes (3.73) a
(3.75). Atraves da sqlugéo deste sistema, encontram-se 3T21’T2r
9T,,, Tyz € 3T,,, que associadas aos parametros admitidos inici-
almente e as condigoes de contbrno dadas por (2.26) a (2.28), ob
tém-se o novo EEE para o problema. Substituindo-se aTzz e 3T,
em (3.66).e (3.&?3.respectivamente, obtém-se os coeficientes A;
éwAg._Calcuiados estes coeficientes,_podem ser obtidas as solu-
goes d¢5(3.61) e (3.62), que aplicadas nas fronteiras BDZZ e3D24,
encontram-se as novas T,, e T,, respectivamente, afravés das cdg
digﬁes de encdntros (2.26) e (2.28). Com os valores admitidos i-
"Ticialmente recalculados, torna-se a repetir o processo até que

haja convergencia do problema, cujo .critério utilizado para de-

terminar a aproximagao desejada, constitui no procedimento de

comparacao entre as variaveis calculadas na Ultima e penultima i
teracdao. Posteriormente, com os parametros finais calculados, po
de-se conseguir a distribuicgao de temperatura em toda a regiao

D, atraves de (3.22), (3.61) e (3.62).

3.6. Nimero de Nusselt

0 nimero de Nusselt, representa a relagdo en
tre o gradiente térmico proximo a parede do solido, e a diferen-

ca entre a temperatura da superficie e a temperatura media de
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mistura. Portanto, pode-se¢ obter o numero de Nusselt, - fazendo
um balango térmico local na superficie de troca de calor (3D,7),

que resulta na seguinte expressao:

. aT*' ‘ _
h' (T%, = T#) = Kp —2 (3.76)
S | b : f o9n* ’

9D,
onde h' & o coeficiente de troca de calor poTr convecgao eTb(z*)e

a temperatura média de mistura, definida por:

QU T (%, 2%) A '
T} (2%) = (3.77)
A*U*(y ) dA* '

adimensionalizando-se (3,76) e (3.77), através dos grupos adimen

sionais expressos por (2.5) a (2.10), (2.28) e (2.34), resulta:

N .

oT

(Tos - T.) = of 22 - |

h (T21 Tb) = h*mwan“aD - , (3.78)

_ e 21

e

T _ 'ﬁ (y)T(y,z) dA 5.7
reorganizando-se a equagao (3.78), conforme segue:

, zl . , ,
h'h* _ 21 : : . (3.80)

£ (T21-Tp)



58

e lembrando-se da definigdo do nimero de Nusselt, resulta:

‘Nu(z) = 21 ' . (3.81)

3.7. Temperatura no infinito

A temperatura no infinito, para o problema
proposto, pode ser obtida fazendo um balanco de energia ao longo

da“régiio D, mostrada pela Figura 2.1, obtendo-se

3Ty, i
gy% d2% = - C (T5 - T3) . (3.82)

onde,

m =.9U$(2h*)

adimensionalizando-se a equagao (3.82) através dos grupos adimen

sionais definidos por (2.5) a (2.10), (2.18) e (2.34), resulta:

¢ Ty

% dz =-m¢C_T A (3.83)

Yy p >

multiplicando-se a equagao (3.83) por.(l/Kf) em ambos o0s lados

da equagao, resulta:
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2l 4, = &1 : - (3.84)

onde,

_A‘equagéo (3.84) pode ser escrita em uma forma mais adequada, co

mo segue:

T = 2 %ﬂ | : (3.85)
e .

1,3 By,
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4. APLICAGAQ DO METODO NUMERICO AO PROBLEMA

Nos capitulos anteriores foi apresentado um
problema fisico, e um esquema numérico que possibilita obter a
‘sua solugio. Nesse problema, foi levado em consideracdo a condu-
¢ao axial de calor no fluido e na parede, para um fluxo laminar,

num problema de Graetz em placas paralelas, cuja superficie ex-

terna da placa superior, na regido 0<z <4 (ver Figura 2.1, Capi -

tulo 2), & aquecida por um fluxo de calor especificado.

A condugao axial dg calor no fluido exerce
uma .influéncia considerévelf quando o
numero de Prandtl € pedueno (isto, porque torna-se dificil obter
eécoamentos laminares com Pe >100, o que possibilita despreiar’a
tondugao-axial de calor). A condugao axial de calor na parede |,

altera o fluxo de calor local que & absorvido pelo fluido, conse

quentemente, mudando.a distribuicao de calor que & admitido _ no.

mesmo. . Desta forma, os parametros de troca de calor sao alterados,

quando se considera. esses fatores.

0 método numérico que sera utilizado para a
solugao do problema definido. pela regido D, conforme a discreti-
‘zagéo épresentada anteriormente, constitui uma comBinagéo entre
‘0s métodos numéricos de equagoes integrais e variacional. Tal
procedimento, teve como objetivo verificar o comportamento =  do

método de equacdes integrais, unido com o método variacional.

Portanto, no problema a ser resolvido, espe-.

cial destaque deve ser dado aos parametros que caracterizam a

117
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condutancia na parede e a condutancia no fluido, assim como, ao
método numérico utilizado para a solugao do problema. Neste caso,

os seguintes fatores basicos. devem ser analizados:

a) O comportamento do método numérico utilizado na solucgido.

b) A influencia do parametro que governa a condugdo axial de ca-

lor no fluido (Pe).

c) A influéncia do parametro que governa a condugdo axial de ca-

lor na parede (B).

Para tal analise, o estudo sera efetuado na
geometria apresentada na Figura-abaixo, semelhante a Figuré 2.4_
do Capitulo 2, cujas condigles de contorno sao especificadas a-
través das equacoes (2.20) a (2.23), (2.25) a (2.28) e(2.30)a (2.33).
Portanto, a regido a.ser coﬁsiderada, juntamente com as condi-

g0es de contorno do problema &€ a seguinte:

Ty ' 9T 3y
oy — 5y
. ? 1 ' Y
2 mmﬁuqu/ “[
T21=Ts
Tya| T2g T2 T34
—? VA
: ! 0z | 9z | 9z 0z |
T I/ e 1 > 1/ >
oT ATy - 3T33
13 £2 =0 —_—22 =0

Figura 4.1
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onde T_ & definidé pela equagdo (3.85), isto &:
T, = 244 E (4.1)

As equagoes (3.73), (3.74) e (3.75) expressam

- AT, ~
os valores locais de 331 em funcao de valores locais de T, .Por

tanto, se substituir a condigao de contorno dada por (2.25) ' nas

equagoes (3.73), (3.74) e (3.75),Aresu1ta:

0To1 .. _ B . . .
—3'7'(3) "Q(j) + (T21 (J+1) = ZTZI(J) +T21(J—1))9 j = 2,1’11‘"1

Az2
(4.2)
T2y cquy b () -1, ) (4.3)
- 3y 2 Un 21 ' .
ou - o o
E-'I-‘g—l-(n ) =q(nq) - B (T,;(nq{) -T,,(n,-1)) | (4.4)
Yy 1 | AZZ 21 Y71 21Y°1 . *

Nas equagGes (3.22), (3.24), (3.26), (3.28),

' (3.30) e (3.32), obtidas no capitulo anterior, sio substituidas:

a fungdo de Green fundamental e sua derivada com a relagdo a nor
nal, definidas pelasequacdes (A-10) e (A-16) respectivamente, as-
sim como, as condig¢des de contorno especificadas na regido D, da

figura 4.1 ou pelas equagoOes (2.26) a (2.28) e a condicdo de con
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torno especificada por (4.2), (4.3):-e (4.4). Posteriormente, e$—
tas equagoes sao escritas na forma matricial, de modo que (3.24),
(3.26), (3.28)‘e (3.30) sio’aglUtinadashnuma Unica matriz. Por-

tanto, resulta:

- - -‘ i 7 T’\ [‘ 9
1. ]-]12 . . . [ .
s11,5 ] [72‘1 L 621, ; } (86) 31, LG41mJ | (T21)3}

+
1512, [(AG)I%U.L _Gzzmj J (46)32, 5 d LG4zmj | {(aTzz)mj}_
r =
S13 .T‘*kAGﬂ%f] 623 _. | |- &1 G43_. {5 ]
b Bl om0 ) 23°]
r ) 1T T QT y )
14 . [AG 4.] G24_. A . :
S14,5 (nmJ n | (mumj Gad, ; kﬂm%}
I ) ) N J
- 1r 1T 1
-~ 1T ] . 7
AG) 21 . AG)41 GA)O1 ..U,
621y | (G, | @001, T;
r . b o o {(Tzz)j } W N o
I N R N Sl B U -
- 1| eG4z . 02_..0.
|7 T |6y Po | [(BAIO0Zy;-T5 | oT,
1 1 {(T24)j } ! 7 &2 )
3 .1 1(aG)4 GA)03 ..U,
(46) 23,5 ] f 643 | (G03,5.05 |
I, ] |
oL GA)04. ..T
(46) 24, | 1 (GA)O4, 5 J
| I Y )
_ 2
(6111
[Glsz]

(4.5)

\'4

- q(j)
[Glst] 9

L[G14mj]_




[IJ{TZm}= [[[Slomj]+UAGﬂI%ﬂ]][GZOmd][(AG)Zomj][(AG)SOmj][G40mj]BﬂJMOm;

. 3T
= 2 :
- Pe[(GA)oomj .Uj]{(j;;)j} - [Glomj]{q(J)}

[tI]-+Pe[3(GA)OOmj .Ujj] (D)) =

. [[asquJﬂE(AG)lomd}}[aczomj][a(AG)zomd][a(AG)somj][ac4omd][a(ac)4pmd]

-[3610,;16a(5)}

para as equagoes acima,

_f{(1121)j}7._“
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'E(Tzﬂjf
(0T,);)
(1,7
(T 3)5)
(T,
(T3

(4.6)

(@T,);}

{(T,,) }
(T, }

{(8T24) }

(T 50 )

4.7



. _ . B . __  . S L
Sllmj (#‘*AZ‘Z_)(Gllm(_jﬂ) ZGllmj+Gl-:L_m(j-l))’ 1-0,..,,_,4

se j=1
S1 .= (fo) (6li,, - 61i,), i=0,...,4

se j =1,
S il Sy - ) = o e 9 9
]mnl (‘Azz) ('Gllm(,nl-l) Gli, ny )y, i 0, 4

) _ B
3S10_. = (—) (3610

j Azz m(j+1) - 28G10mj- + 93G10

n(j-1’

se j=1
_ By, )
SSIOml_— (2—27) (3G10mz _ BGIOml)
se j=n1

= B : g
9S1 = (—) (3G10 - 3G10 .
qnnl (Azz) m( 1-1) v mny )

para as equagoOes acima,
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(1] = a matriz identidade

Gei (8G)£i_ .

mj’ J’

zei=0,..o,4,m=1,u.c,ni

BGﬂimj; B(AG)Eim (GA)£im. e B(GA)Eim.

3’ J j
e j = 1,...,nz , sao nucleos, cu-

, com

jos indices £ e i , especificam a fronteira da regifo D, ou
a regiao D,, onde estao situados os pontos nodais wj e W respec

tivamente. Onde,

1 = - _:_l‘__ g ! '
ing = 720 sy vyl dsGen) (4.8)
(w_-w!).n'

1 = 1 m J° '

(80G) L1 = - == [ ds (w') (4.9)
mj 21 Aszz)j [w -w![z
. m J

i = 3 - ..l_ | g ! '

X aczlmj " T (- =5 fASzZ)jzn Iwm Wi [ds (‘W. ‘))_ (4.10)

3 (86) L= go= (=, Ot )"'---2'_“115 U200 I (3% 55 i
" m °28)3 w-wi |
(GAYLi s = = 5 S Enlw-wi [ ds(wn), (4.12)
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N S o ’ |
(6N iy; = 52 (- gy talwgwil dse)) (4.13)

Os nicleos definidos pelas equagoes (4.12) e
(4.13), podem ser transformados de integral de area em integral

de linha, conforme a equagao (A-27), como segue:

(GAYLiy s = - 4—1ﬁ (,fASJ_ enfw,-wi[ds(v') - AC8A)) (4.14)

. .9 ( ' gt
2 (GA) £, 5 = ﬂ{'_ﬁ (s Anlwy=wi [dS(w') ~A(AA D] (4.15)

As solugdes analiticas para os nucleos ex-
‘pressos pelas equacSes de (4.8) a (4.11), (4.14) e (4.15), encon

tram-se definidas no apéndice D, através das equagdes (D-14) e

de (D-27) a (D-34).
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Pelo método variacional, no procedimento a-
presentado no capitulo anterior, foram encontrados as equa§6es
(3.61) e (3.62) que estabelecem as distribuigles de temperaturas nas

regiodes D1 e D, respectivamente, assim como, (3.65) fornece 0s

LI

coeficientes A. contidos na equacao (3.61) e (3.66) fornece os

3

coeficientes A. contidos em (3.62).

L -

Substituindo (5.2) em'(4.71), e transcreven-

do as demais, resulta:

| n A5z |
T,(y.2) = I A e  F.(y) (4.16)
j=0 J J
- I S M 2 R -
T-(y,z) = () - £ . q+ I Ale E. (y) (4.17)
3 Pe J=1 J J

. n
- - 1 .-~ -
s 2 Tz(y,Z)[aDMFk(y)dy = I Ay SAF (D F(y)dy,

-1 3z j=0 J
S ,(4’18,_)_,_:
~Com k = 0,...,n
1 5 T Lo Fiody = £ a7 AOE R Gy (4.19)
L 2 202 ep Fx ()Y = RSt F VR dy (4.

onde,
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n .
Fj(Y) = iiocijvi(y), comj =0,...,n
F. -t s =1
j()’) - iiocij\‘[’i(y), com J - ,...,n

Nas equagoes (4.18) e (4.19), as solugdes dos
termos antes da igualdade sao obtidos numericamente pelo método
de integracao de simpso, e as integrais contidas nos termos apds -
a igualdade, sié obtidos conforme as eqUégBes (E-13) e (E-14) ,
(apeendice E).

A sequéncia de funcodes Wi(y)q foi eécolhida,
de modo que satisfaga as condigoes de contorno em f =1ley=-1,

sendo que, tais fungbes sdo dadas pelas seguintes relacdes:

-

¥;(y) = cos (in L;Ll) ), i =0,...,n _ "(4.20_)

"Os sistemas de equacoes (3.42) e (3.43), se-

rao transcritos a seguir:

[H]{a%}y - [A]{aY - [B]{dr = {0} - (4.21)

[H]{a~} - [A]{a} - [B]{a}= {0} (4.22)
onde, )

Hij = tﬁcos(in LX%ll ) cos(jn LX%ll )dy | (4.23)
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Ay = SPOcos GG yeos Gl yay (4.24)
€
By = GIOM 1 oenin ) sen sl gy (4.25)

As solugdes de (4.23), (4.24) e (4.25)

encontram-se apresentadas no apéndice E, através das equacgdes

(E-1) a (E—lZ).

Aos sistemas (4.21) e (4.22), esta associado

o seguinte problema de autovalores:

0 | (4.26)

et [)\ [1] - [Q]' [s] [Q]]

onde,

(H] [B]

S e o

‘e Q € uma matriz, cujas colunas constituem uma base de vetoresor

tonormais em relagdao a matriz R, sendo que:

(1] [o]

17 kog a1
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Para as matrizes acima, R e S, deve ser leva
do em consideragao a redugao da dimensao do problema pela supres
sao da linha (n+2) e da coluna (n+2), devido a singularidade a-

presentada pela matriz B,

Para a solugdo de (4.26), utilizou-se o méto
do de Gram-Schmith para a obtengéo'da matriz Q, enquanto, que o
método de Jacobi foi utilizado para a determinagido simultanea dos

autovalores e autovetores.

Como pode ser notado, para a solugao do pro-
blema, € necessario seguir uma sequéncia de cdlculo. Esta sequén
cia € esquematizada atravEés de diagramas de blocos, como apresen

tado abaixo, para uma melhor visualizagao do problema.




Inicio

Admite valores para as matrizes'{Tzz},
3T,
{T,y) e [7&?}

|

|

Resolver o sistema de equacgoes dado
por (4.6), obtendo {Ty1}, {8T22}, {Ty3}
e {3T24}

Resolver o sistema de equacoes  dado

‘por (4.18) e (4.19), obtendo A} e A;

Resolver as equacoes dadas por (4.16) e
(4.17) aplicadas em 3Dp4 e 9Dy,, respec
tivamente, obtendo onovo {Ty4} e {Tzz}

Resolver o sistema de equagoes dado

por (3.7), obtendo o novo }3T2}
. 8 Z N

Resolver (4.6),
obtendo T,(y,z)

Resolver (4.16) e (4.17),
Aobtendo'Tl(y,z) eTS(y,z)

Fim

72
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.Na regiao DZ’ as equagaeé integrais foramdis .
cretizadas, conforme apresentado no Capitulo 3 (item 3.2), de
conformidade com figura 3.1. Para a discrefizagéo do contorno, fo-
ram usados 100 pontos nodais, sendo: 30 em 8D21, 20 em 9D3,, 30
em 9Dy3 e 20 em 3Dyy4, é como consequéncia, a regido apresenta 600

pontos nodais.

O sistema de equagdes dado (4.6) € da ordem de 100x10G;
' os dadospor (5.17) e (5.18) sdo da ordem 13 x 13 e-12 x 12 respec-
tivamente, e finalmente, o fornecido por (5.5) & da ordem de

600 x 600.

O sistema de 100 x 100 e resolvido simulta-
neamente, calculando-se a inversa dos nlicleos, pelo fato destes
serem constantes. Isto, apresenta a vantagem que nas itera§6espQ§
teriores a primeira, basta simplesmente multiplicar a matriz in-

versa pelo vetor independente recalculado.

_gwsistgmgwpoo_x_ﬁoow§ resolvido simultaneamen

te em blocos de 30 x 30, calculando-se também a inversa  destes
blocos de matrizes, pelo fato de que os nicleos que formaml 0s
coeficientes da matriz (600 x 600) serem constantes, apresentan-
vdo, neste caso, a mesma Vaﬁtagem citada anteriormente. Para 0s
demais sistemas mostrados no diagrama de bloéos, estes foram re-

'solvidos simultaneamente, em cada iteracdo executada.

Ainda deve-se ressaltar, que na obtengao dos
nicleos que compde as equagOes integrais, foi aplicada a proprie
dade simétrica apresentada por estes, tornando possivel uma eco-

nomia de tempo e principalmente de memoria de computador.
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O programa foi escrito em FORTRAN IV e pro-
cessado no computador IBM 4341, com um tempo dispendioso que de-
'pendendo do valor de Pe'e B assumido, variava entre 10 e 40 mi-
nutos. Sob o ponto de vista computacional, para o presente pro-
blema, o método equacles integrais apresenta desvantagens em re-
lagdo aos métodos de diferencas finitas e elementos finitos, por '
que de tais metodos derivam-se sistemas de equagoes lineares ,

cujas matrizes sao espargas, portanto, dispendem de menor tempo

de computac@ao para a solucao do sistema linear.
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5. RESULTADOS

Inicialmente, foi resolvido 6 probiema anulahdg
-se o fator que caracteriza a condutancia térmica axial na parede
(B), de modo que o problema de transmissao de calor ficou reduzi-
do ao caso em que sao considerados os seguintes fatores: escoamen
to laminar, fluxo de calor prescrito e condugao axial de calor sg

mente no fluido, para a geometria apresentada na Figura 2.1.

Este'probléma foi resolvido analiticamente por
Burchil et al [12]|, que abordou a influencia da condugdo axial de
Calor no fluido em escoamento laminar ndo viscoso num espaco anular, cuja por
cao iniéial do duto, de comprimento infinito, € isolada; as super
ficies da parede interna e externa da parte intermediaria, de com
primento finito, sao aquecidas por fluxos de calor uniformes; e a

Porcdo final de comprimento finito, também & isolada.

- .. Dentre as solugoes obtidas por estes pesquisa
dores,fencontra-se-a_solugﬁo‘para*O“taso'em“dUevsdmenté'a”§ﬁ§ér£i"’”
cie da parede_externa e aquecida, e no caso.limite, quando'a'relg
géo entre os raios da‘parede externa e interna € igual a 1, o que
caracteriza como um problema.de placas paralelas e & equivaierxte

ao problema aqui abordado quando B = 0.

- A Figura 5.1 mostra as curvas para a tempera-
tura da superficie da placa aquecida e para a temperatura média
de mistura, obtidas neste trabalho e por [12]|. Deve-se salientar

que as variaveis apresentadas na Figura 5:!1, por questdes praticas

~encontram-se mostradas na forma adimensionalizada apresentada por

|12].
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As relacoes entre os grupos adimensionais a-
presentados neste trabalho e os grupos adimensionais apresentados

por |12], estdo mostrados no Apéndice F:
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Figura 5.1 - Distribuigao da temperatura da superficie da
‘ placa aquecida e da temperatura média de mis-
tura, obtidas neste trabalho e obtidas em [12]

o Pbde'ser visto através da Figura 5.1, que se

comparados os resultados apresentados pelas curvas da-températura
da superficie aquecida, verifica-se que a maxima discrepancia en-
contrada € de 7%, enquanto que se comparados os resultados mos-
trados pelas curvas da temperatura média de mistura, a maxima dis
crep%ncia observada e de 4%. Neste caso, é verificado umé diferen
ca mais acentuada entre as curvas da temperatura da superficie a-
quecida do que entre as curvas da temperatura média de mistura.Es
ta discrepancia ocorre devido ao fato de que nas solugdes obtidas

por [12|, foi considerado escoamento sem atrito, ao passo que nes
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te trabalho foi assumido perfil de velocidade parabdlico; conse-
quentemente, a medida que os pontos se aproximam das placas, o er

ro torna-se mais acentuado.

Fisiéamente, este fato po&e ser Compreendido,
verificando-se que ao assumir o perfil de velocidade parabdlico ,
as camadas de particulas do fluido apresentam velocidades que di-
minuem gradativamente ao se'éproximarem da parede do duto. Neste

caso, o efeito da conducdo axial de calor no fluido € mais inten-

so na regiao proxima da parede e menos intenso na regiido central"

do duto, de forma que maior quantidade de calor se difunde para
a regidao a montante da secc@o aquecida na regido proxima a parede

do que na regiao central do duto.

Nas Figuras 5.2 - 5.4 sao mostradas as dis-
tribuigSes das temperaturas das placas.superior e inferiorbe tem-
peratura media de mistura, para Pe =2,4 e 8 respectivamente, sob
as condigoes de fluxo uniforme sobre a placa aquecida e desprezan

do-se a conducao axial de calor nqﬂgg;gégﬁggjigli o
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Figura 5.2 - Distribuic¢do de temperatura da placa superior,da
~ placa inferior e da temperatura média de mistura.
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Nestas Figurés (5.2 a 5.4), observa-sé que
Tw da placa superior, Tw da piaca inferiof e Tb crescem na régiio
a montante da secgdo aquecida para valores maiores que o valor.ag
mitido para a temperatura na regiao de entrada do duto (zero), na
medida em que z cresce. A temperétura da placa superior atinge um
valor maximo na regido prdxima ao centro da seccido aquecida e de-
creScebdeste ponto até a jusante para o valor da temperatura na
saida do duto (T ), enquanto que'Tw da placa inferior e TB conti-

nuam a crescerem até atingir o valor de T_ na regido a jusante da

secgao aquecida.

0 aquecimento do fluido na regiao z <0, ocor-
re em consequéncia da condugdo axial de calor no fluido nesta re-
giio; 0 fato de Tw da superficie aquecida crescer mais acentuada-
mente do que Ty, e T, da plaéa inferior, ocorre devido ao | eféito
da condugao axial de calor ser mais intenso na regido proxima a
parece, como explicado anteriormente. Neste caso, T da placa su-

perior atinge um valor maximo prex1mo ao centro da secgao aquec1-

da, gerando um gradiente axial de temperatura negativo a partir

deste ponto de maxima. temperatura até a regido a jusante da sec-

¢ao aquecida.

O crescimento de T na placa inferior € menor
que o crescimento de Tw na placa superior, devido ao fato de que
na regiao central do duto, o efeito da convecgdo axial de calor so
brepoe-se ao efeito da condugdo axial. Neste caso, grande. parte

da energia térmica absorvida pela massa de fluido contida na re-

- giao central do duto, € transportada no sentido da reglao a jusan

te da secgao aquecida, e uma pequena parte desta energia se difun
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- de para as camadas de particulas proxima$s a parede da placa infe-.
rior e para a regido z <0.

A Figura 5.5 mostra as temperaturas medias de
mistura para Pe =2, Pe =4 e Pe =8, também para fluxo uniforme so-
bre a placa aquecida e condugdo axial de calor na parede desprezi

vel (B = 0).

Tb
35

SH~-
]
Aow

21

| ”T'b'?/ /]R8
7

Figura. 5.5 - Distribuigéo de temperatura média de mistura pa
ra Pe=2’ Pe =4 e Pe =8.

Nesta figura, verifica-se a variagao dos efei
- tos da condugao axial de calor no fluido em fung@o do nimero de
Peclet. Nota-se que para P =2,:a curva de temperatura média de
mistura (Ty) inicia seu crescimento em relagao a témperatura admi

tida na entrada do duto (zero), na posicio axial z =-9; para P =4,

o aumento de Tb comega na posigao axial z ='-3, assim como, para
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P, =8, Tb inicia-se o crescimento na posigao axial z =-1. Este fa
to caracteriza que a medida que o nimero de Peclet decresce, o e-

feito da condugao axial de calor no fluido aumenta.

As Figuras de 5,6 a 5.8 moStram és distribui~
goes de temperaturas nas placas superior e inferior e da tempera-
tura média de mistura, com condqgéo axial de calor nula na parede
(g=0), e com fluxo de calor variavel sobre a superficie externa
da placa superior. A média deste fluxo & igual a média do fluxode

calor uniforme considerado nas Figuras 5.2 a 5.5.

Nas curvas destas figuras, observa-se uma va-
riagéo dos valores locais das temperaturas'(Tw da placa superior,
Tw da placa inferior e Tb), em relacgao 55 temperaturas obtidas pa
~ra um fluxo de calor uniforme, mostrado nas Figuras de 5.2 a 5.4.
Esfe fato ocorre devido a variagio local no coeficiente de_ troca
de calor h', quando se muda a intensidade .pontual do fluxo de ca-

lor sobre a secgao aquecida, apesar do fluxo médio ser a mesma.
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Figura 5.6 - Distribuicao de temperatura da placa superior,da
placa inferior e temperatura média de mistura.



82

T
: p T T T j
20 ¢ T : » ,./'\\“ .
[% ] e ~ /'I' ’ \'\.
16 L.*¢ < A / \
0.0, \\
0o 06 12 18 24 3;) jl /—,—;—;‘z
.2 ! N 7
Pe = 4 /' /’
e |\
08 =3 I N s
i )4 — Tb
. . } /’ ——- Tw superior
04 W -——- Tw inferior
/ ’
00 ] /
-40 -30 -20 -10 00 10 20 30 40 &0

z

Figura 5.7 - Distribuigao de temperatura da placa superior,da
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As Figuras 5.9 e 5.10 mostram o nimero de Nus
selt pafé fluxo de calor unifofme e fluxo de calor Variével'.resf
pectivamente, cujas médias para o fluxo de calor uniforme e o flu
xo de calor variavel sdo iguais, e em ambos a condugao axial de

calor na parede foi desprezada (B = 0).

Na Figura 5.9, verifica-se que o numero deNus
selt decresce da entrada da seccao aquecida até aproximadamenteao‘
‘centro, e volta a crescer do centro até a saida desta secgdo. Tal
fato se verifica devido ao efeito da condugao axial de calor no
fluido sobre as temperaturas da superficie aquecida (T,) e média
de mistura (Tb), que pode ser observado através das Figuras 5.2 a

5.4.

Nestas Figuras (5.2 a 5.4), verifica-se que
Tw“da placa superior aumenté em relégéo a temperatura na entradé
do duto (zero), mais. acentuadamente do que Tb, quando z cresce;is
to da regiao a montante até aproximadamente ao centro da secgao
gqgggidqﬂ(@gvi@q@ééﬂfatq,jé_explicado"na_anélise,das»Figuras",S.Zﬁ.ﬂ
a 5.4), de modo que (TW-Tb),sofre uma variacao crescente - nesta
regiao do duto. Na regiao do ponto de maxima temperatura da placa
superior até a jusante da secgdo aquecida, Tw decresce mais nota-
damente do-.que Tb cresce, de forma que (Tw-Tb) diminui nesta re-

gido do duto.

Como o fluxo de calor na secgdo aquecida & u-
niforme, a variagd@o do numero de Nusselt mostrada pela Figura 5.9
€ compreensivel, se observamos a definigdo deste numero dada pela

equagao (3.81).

Na Figura 5.10, onde o fluxo de calor sobre a
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superficie:da secgio aquecida é variavel, verifica-se o mesmo e-
feito observado para o caso de fluxo de calor uniforme. Entretan-
to, os valores do numero de Nusselt no inicio da secgdo aquecida
sao menores do que os valores no inicio da seccdo aquecida no ca-
so de fluxo de calor uniforme (conforme Figura 5.9). Além disso ,
na Figura 5.10 verifica-se que o valor do numero de Nusselt de-
cresce a partir do inicio da secgao aquecida até proximo a saida
desta secgao, enquanto que na Figura 5.9 verifica-se que o valor
do niimero de Nusselt diminui do inicio da seccdo aquecida até a-
proximadaﬁente ao centro. Assim sendo, conclui-se que o coeficien
te de troca de calor por'cohvecgéo local (h'), sofre uma substan-
cial variacao quéndo ée éstabeieéé»um‘fiuxo de calor uniforme ou

um fluxo de calor variavel sobre a seccao aquecida.

Nas Figuras 5.9 e 5.10 pode também ser obser-
vada a variacdo do nimero de Nusselt em consequencia da variacdo

do numero de Peclet. Este fenomeno pode ser compreendido, pelo fa

pender diretamente do nimero de Peclet. Variando o numero de Pe-
clet, a diferenga de temperatura (jﬁ'-Tb) € alterada e em consequén
cia o nimero de Nusselt também sofre alteracdo como pode ser ob-

servado através da equacao (3.81).

to de que a.intensidade da condugao axial de calor no fluido de-
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Figura 5.9 - Numero de Nusselt local, para P,=2, P =4, e
Pe =8, desprezando a condugao axial de calor na
parede e para fluxo de calor uniforme q=1).
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Figura S.lO-—Nﬁmero de Nusselt local, para P =2, P, = 4 e
P, =8, desprezando a condugao axial de calor na

parede, e fluxo de calor incidente sobre a su-
perficie da placa superior variavel (q =1).
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As Figurasvs.ll a 5.13 répresentam a distri-
buicdo do fluxo de calor absofvido'pelo_fluido por convecgao na
interface parede-fluido, em funcao da condugao éxial de.calor na
parede B e da condugao axial de calor no fluido P, para um fluxo
vde calor na superficie externa da placa aquecida uniforme. Em ca-
da Figura, os resultados sa@o apresentados pafa um certo nimero de
Peclet fixo e num certo intervalo dé valores do parametro £, com
o objetivo de observar a interrelagdo entre as varias curvas apfg

sentadas para varios valores de B. -

O principal fato observado atraves destas Fi-
guras, € a substancial quantidade de calor absorvida pelo fluido
por convecgao nas extremidades da secgao aquecida. Pode ser veri-
ficado que esta quantidade de calor aumenta com o crescimento do
parametro de condutancia de calor na parede e decresce com o
gumento do nﬁmero de Peclet; isto na vizinhanga de z = 0. Na vizi
nhanga de z = £, o fluxo de calor absorvido diminui quando B cres

ce e aumenta quando P_ cresce (para B >0).

Este comportamento € explicado pela existéncia
de condug@o axial de calor no fluido e na paréde} Podé ser obser-
vado através das Figuras 5.14 a 5.16, que ao aumentar o fator B
ou diminuir o fator Pe’ aumenta-se a condugao axial de calor no
fluido na regido a montante da secgdo aquecida. Em consequéncia
disto o ponto‘de maxima temperatura da superficie da placa aqueci
da se desloca para mais perto da extremidade z = £. Neste caso, &
gerado um gradiehte de temperatura axial na placa positivo, isto
da extremidade z = 0 até o ponto de méximé temperatura T, talque
parte do fluxo de calor uniforme incidente sobre esta fegiéo € con

duzido pela placa no sentido de z = 0 e parte € absorvido pelo
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fluido por convecgao. Por outro lado, um gradiente de temperatura
negativo & gerado na placa aquecida, db~pdnto de maxima temperatu
ra T, afé a extremidade z = £ , de formas que parte do calor uni-
forme incidente sobre esta regiéo, € conduzido pela parede no sen
tido de z = £ e parte € absorvido pelo fluido. Assiﬁ, maior quan
tidade de calor se dissipa no sentido de z = 0 atraves da placa ,
quando B aumenta ou P, diminui, e menor quantidade de calor  se
dissipa-no'sentido_de z =L .

Observa-se também através das Figuras 5.11 a
5.13, que as curvas que representam a distribuig¢do do fluxo de ca
lor admitido no fluido tornam-se mais graduais quando B diminui e
Pe,aumenta, e se aproximam do fluxo.de calor uniforme especifica-
do na superficie externa da placa aquecida quando'B aproxima-se de

Zero e Pe tende a infinito.
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- Figura 5.11 - Fluxo de calor na parede superior para varios

valores de B8 e Pe =2,
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Figura 5.13 - Fluxo de calor na parede ‘superior para varios
valores de B e P, =8,
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A distribuigdo axial de temperatura média de
mistura e da temperatura-da superficie aquecida, estao mostradas
atraves das Figuras 5.14 a 5.16; para tres nﬁmerés de Peclet e pa
ra diferéntes valores do parametro de condutancia de calor na pa-
rede B. O fator de condutancia de calbr na parede, tem um efeito
acentuado sobre a distribuigdo de temperatura no fluido. Este e-
feito & observado por comparagdo entre as curvas com 8> 0 e a cur
va de B = 0. A comparacgdo mostra que as temperaturas média de mis
tura e da superficie da parede aquecida, crescem quando 8> 0, eml
relagao as curvas para estas temperaturas quandp g = 0, da regiao
'a montante até proximo ao centro da secgdo aquecida. Por outro la
do, da regido central da placa aquecida até a saida desta, as cur
vas para g§> 0 decrescem em relagao ds curvas para s.= 0. Este fa-
to pode ser explicado pelo aumento da conducao axial de calor na
Rlaca quando B aumenta, facilitando a difusao de calor para os ex
tremos da mesma. Assim, maior quantldade de calor € absorvido pe-
_10 fluldo nos extremos da placa aquecida, de modo que a condugao

ax1a1 de calor no fluldo para os extremos do duto & favorecida.

.Nota-se que a_elevagéo sofrida por T, e T, da
parede aquecida quando B >0, em relagdo a curvas para estas tempe
- raturas quando B = 0, da regiao a‘montanté até a entrada da sec-
cao aquecida? aumenta quando B aumenta até um certo limite (no ca
so da Figura 5.16 verifica-se que as curvas para B = 2,5 e B= 4
apresentam os mesmos valores locais para Tw_e Tb nesta regiao).Es
te fato pode ser explicado considerando que quando B cresce, maior
quantidade de calor € conduzida para os_e;tremos da placa. Entre-

tanto, a absorgao de calor por conveccao na interface parede-flui

do € limitada pelo numero de Peclet.
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A temperatura T, da parede aquecida, se compa
.rada’com Ty, € mais sensivel a vafiagéo do fator de éondugéo de
calor na parede 8. Isto pode ser Verificédb, observando-se que nas
regides vizinhas de z = 0 e z = ¢, as curvas de T, apresentam uma
mudanga brusca, como consequéncia da alta intensidade de calornas
regiGes destes pontos e baixa intensidade de calor nas regioes

dos pontos intermediarios.
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Figura 5.14 - Distribuicdo axial das temperaturas media de
mistura e da superficie da placa aquecida pa
ra varios valores de 8 e P, =2.
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Figura 5.15 - Distribuigdo axial das temperaturas média demis
tura e da superficie da placa aquecida para va-
rios valores de B e Pe = 4,
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Figura 5.16 - Distribuigado axial das temperaturas média de
mistura e da superficie da placa aquecida para
varios valores de B e P, =8.
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‘As Figuras 5.17 a 5.19 apresentam a distribui
cdo do nimero de Nusselt, para niimeros de Peclet fixos (iguais a
2, 4 e 8) e para diversos valores do parametro de condutancia de

calor B.

As figuras abaixo mostram que o numero de Nus
selt apresenta um pico nas regioes préximas as extremidades da
placa aquecida, cujo valor cresce quando B aumenta, se o nﬁméro
de Peclet & mantido fixo. Esté fa£o acontece devido a alta inten-
sidade de calor nas vizinhangas das extremidades da placa aqueci-;
da, que aumenta quando B cresce, ate um certo 1imite, como expli-

cado anteriormente.
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Figura 5.17-Nﬁmero de Nusselt local para P =2 e varios va-

1ores de B.



93

S—— e
o e ]
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Figura 5.19 - Numero de Nusselt local para P, =8 e varios va

lores de B.
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6. CONCLUSAO

Ao formular o problema foram caracterizados

dois objetivos basicos: verificar o comportamento da combinagdo

dos métodos utilizados para a solugdo do problema e estudar a in

fluencia dos parametros de condutdncia de calor axial na parede

e no fluido.

Na combinag¢do dos métodos numericos aplicados

para a solugdao do problema, foram utilizados o método de equa-
¢Oes integrais e o método variacional; o primeiro um método numé

rico e o segundo um método analitico.

0 método de equagdes integrais foi utilizado
COmM SUCessSo em solu§6es de problemas de engenharia em diversos ra
més de pesquisas [3], onde as condigGes de contorno sio assumi-
das pércialmente. No presente problema, as condigoes de contorno

sao em geral acopladas em regioces contiguas, envolvendo convec-

¢do no fluido e condugao na parede (placa superior)..Na..solugdo

do problema, observou-se que a combinacdo destes métodos, - apre-
senta uma melhor convergéncia quando o nimero de Peclet aproxima
-se de 4 e B aproxima—se'de zero. A medida em qué Peclet aumenta
ou diminui, ou entdo B cresce, diminui a velocidade de convergén
cia do processo numériéo utilizado, portanto, limitando a solu-
¢do do problema para P_< 8 e para um certo intervalo de valores
B que depende do numero de Peclet assumido para a solugéoldo pro

blena.

Pode-se concluir que o método de equagoOes in

tegrais apresenta dificuldades em aplicacdes neste tipo de pro-

Ls
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blema, pelos seguintes motivos:

i) os coeficientes das equagoes lineares aplicadas no contorno da
regiao DZ’ sao constantes e pequenos, enquanto que O Vetof in
dependente depende do numerc de Peclet admitido para o proble
ma, do gradiente axial de temperatura na regido e das tempera
turas das fronteiras BDZZ e 8D24. Ao aumentar o numero de Pe-
clet (acima de 4), crescem os valores dos termos do vetor in-
dependente, gerando instabilidade no processo iterativo, limi

tando, assim, a convergéncia do método para um intervalo de

valores do nimero de Peclet bastante restrito.

ii) o sistema de equagoes que define o gradiente de temperatura
axial na regiao D,, apresenta os elementos da diagonal da ma-
triz com o valor unitario, os elementos fora da diagonal com
valores em funcdo do nimero de Peclet e o vetor independente
em fungao do gradiente de temperatura e temperatura no contor
no. Neste caso, quéndo o numero de Peclet diminui (abaixo de
4), o gradiente de temperatura axial torna-se mais sensivel as

variagoes impostas pelo processo de solugdo iterativa, difi-

cultando a convergéncia do método.

Para os casos aqui resolvidos, foi observado
a dificuldade de convergéncia do processo numérico utilizado. A
convergéncia € lenta, de modo a exigir aproximadamente entre 15
e 40 iteragoes, dependendo dos valores de B e P, utilizados. Ao
utilizar o método de equacgdes integrais aplicado individualmente
para a solugdo do problema, considerando uma malha ficticia de
tamanho igual ao dobro da malha caracterizada pelé regiao D, de-
finida no probléma resolvido (neste caso o fluxo térmico é fixa-
do diretamente no contorno), a convergéncia € rapida necessitan-

do no maximo de quatro iteracgoes.
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O efeito dos fatores B e P, aitera'significg
tivameﬁfe o fluxo de calor local na interface parede-fluido, a
distribuicao de températura média de mistura e das temperaturas
‘das superficies das pla;as e nimero de Nusselt, devido a varia-
¢ao da condugdo axial de calor no fluido em funcdo da  variagao
destes pérémetros. Em consequéncia desta influéncia na‘prética a
condugéb axial de calor na parede € um fator que deve ser consi-
derado em fungao da relagao 8 = g;%% e do nimero de Peclet:utili

zado.

te
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APENDICE - A

A-1. A fungdo '"Delta de Dirac" - §(w,w').

Em varios problemas fisicos, encontram-se fon
tes que apresentam comportamento quase instantaneo (se o tempo
€ a variavel independente) ou quase localizado (se a coordenada
de espago € a variavel independente). Para evitar o trabalho in
comodo, como detalhar o comportamento real destas fontes, intro-
duziu-se o conceito de uma fonte idealizada — funcgao "Delta de
Dirac" — que apresenta um verdadeiro comportamento instantaneo ou

localizado, simplificando o problema.

A funcao §(w-w'), representa um potencial em-
W, gerado por uma fonte unitéria concentrado em w'., Também, po-
de-se visualizar §(w-w') como um limite de uma funcao continua
por partes. Do pressuposto que §(w-w') € uma fonte unitaria con

centrada em w', deduz-se que:

v A 1 se D contém w'
£ Gi-w')dAGe’) = _ ) | (A-1)
' . 0 se D nao contem w'

De modo que, se y(w) & uma funcgio continua

em w = w', por analogia com (A-1), tem-se:

_ Y (w) se D contém w'
S (w) S (w-w')dA(w) =. (A-2)
0 se D nao contém w' -
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A analise matematica da funcdo '"Delta de Di-

rac'" esta apresentada com detalhe em |11

A-2. A funcao de Green

A funcao de Green associada ao operador La-
placeano € denominada fungdo de Green fundamental, e satisfaz a

equacgao:

- vgw,w') = §(w,w') em D- | (A-3)

Onde D & uma regiio normal em R", e s(w,w" &
a funcao "Delta de Dirac", definida pelas condicdes dadas no item

anterior.

-~

Conforme |[11]|, g(w,w') pode ser interpretado

como um potencial eletrostatico, em um ponto arbitrario w, como

consequéncia de uma fonte unitaria atuando em w'. Considerando
, . ' _ _ i (

que o operador V” e invariante sob a rotacao de coordenadas, tor

na-se necessario encontrar uma solucdo para (A-3), a qual depen-

de somente de |R| = |w - w'|, onde:

woow] = ez v ey B2 (A-4)

Se considerar D(w-w',R) um pequeno circulo
centrado em w, com w' € 3D e de raio R, onde 3D € a superficie de

D(w-w',R). Isto €,
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w

oD

Figura A-1

Para R>0, ou seja, para todow # w', g(w,w")
satisfaz a equacao Vzg(w,w') = 0, que pode ser escrito da seguin

te forma:

—}%—(R?g—(‘g%—))=0 (A-5)
- | Integrando-se duas vezes consecutivas a equa
cao (A-5), esta pode ser escrita como segue:

gw,w') = Clran + CZ’ com Cl e Cz»constantes (A-6)

Integrando-se (A-3) sobre a esfera D(w-w',R),

e fazendo R tender a zero, obtém-se:

Lim /) Vg (w,w')AA(R) = Lim Jpdiv Vg (w,w')dA(R') = - Lim Jis(w-w')dA(R") (A-7)

R-0 R~>0 R-0 :
Aplicando-se na equacgao (A-7), no termo an-

tes da igualdade, o teorema da divergencia, e no termo - apdos a

igualdade a propriedade (A-1) da funcdo '"Delta de Dirac'", obtém-

se:
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lim f Vg(w,w').ndS = - 1 | (A-8)
R-+0 _ -
Considerando-se na equagao (A - 8) que
_ 28 Sm-se: | | |
vg.n T obtém-se:
. og(w,w') - _ _
lim '%B o ds 1 | , (A-9)

R-0

Derivando-se com relacdo a normal (A-6), subs
tituindo-se em (A-9), e considerando que dS = Rd6 , obtém-se o
valor de Cl’ e arbitrando C2 = 0, de modo que nao causa nenhuma
consequéncia, a equagdo (A-6) pode ser escrita da seguinte manei

ra:

gGi,W') = - o fn(R) (A-10)

A derivada normal da fungao de Green pode ser

calculada, se considerar que:

3 (W W') _ gow.w').n! | (A-11)

oan'

Onde n' € a normal a superficie 3D no ponto

vglw,w') = E&T 1+ 357 7 ,com w' = (z',y") (A-12)
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IR] = [w-w'| = ((z-z)% + -y 2)V/2, - (A-15)

Com w={(y,z) e w'=(y",z")

Da equacdo (A-10) conclui-se que:

dgw,w')y _ 1 (z-z') . .
_&T{r_ = _ﬁm | : (A-14)
e
dgw,w') _ 1 (y-y") ' _
oy’ 20 ]w_w‘[z (A-13)

Desta forma, substituindo (A-14) e (A-15) em

(A-12), e posteriormente em (A-11), obtém-se

ag,w') i—AA(w-w').n'

T I a2 (=16

Por outro lado, a derivada da funcao de Green
com relagao a normal, pode ser expressa em funcao do angulo VY¥',

conforme a figura abaixo.
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n‘=ﬁhﬂ/ds'fﬂh'/d5’) A WH=0”,ZT

x .
Figyra A.2
De acordo com a figura A-2,
- y'-y . | -

vt o= arctg (o) . _ (A-17)
como o o o

ds' = dz'l + dy'J
tem-se

dy' _ dy' dz' |, dv' dy’ | i

ds? dz* dS”’ + dyl ds” - (A 18)

De acordo com (A-17),
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T o' -y) : |
=7 = - (A-19)
3z (z'-2) 2+ (y'-9)? '
3Y (z - z'") o :

v . (A-ZO)
W (22

Substituindo (A-19) e (A-20) em (A-18), e a-

gfupando 0s termos, obtem-se:
dy' _ (W'-w).n : ' (A-21)
onde,

(we-w) = (z'-2)T + (y'-y)J

Substituiﬁdo (A-21) em (A-16) e considerando

que: L L
e |2 s w2
Obtém-se:
coglw,w') _ 1 3y’ ' (A-22)

on' 211 39S

As equagoes (A-16) e (A-22) sdao equagoes si-

milares que representam a derivada normal da func3o de Green com
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relagao a normal no ponto W'. O uso de uma ou outra depende da

conveniencia de cada um.

Quando se usa a funcao de Green fundamental"
na construgao de equagbes integrais, € importante que a equacao
final possua somente integrais ao longo do.contorho. Desta fofma
€ preciso que a integral da funciao de Green fundamental na re-
gido, seja reduzida a uma integral de linha. Para isto, € neces-
sario fixar um sistema de coordenadas polares em w, conforme a

figura A-3.

Figura A-3

A integral da fungdo de Green ao longo da re

giao D, torna-se:

- 71ﬁ fozn fORr_ fn(r) dr dy’ (A-23)

VS ICRABLIYC

onde
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Resolvendo a integral com relagdao a r, ob-

tem-se a seguinte equacao:

o, ,
ng(w,W')dA(w') = - —er-[— fozn(an ——%—) RT dy' (A-24)

Multiplicando e dividindo o segundo termo de

(A-24) por dS', e substituindo (A-21), obtém-se:

fpg Gow YA ') = = o Loocemr - 2y (el en’ g

’ 1 . ] 'S . v '- t ' [
= 5 Jopg(rw ) (w-w)in' dS(W') +g= Lo (W -w).n' dS(w')
‘ (A-25)
De acordo com o teorema de Gauss |[26],
A(D) = 5 fypGw'-w).n'dS(w') ©(A-26)

Introduzindo (A-26) em (A-25), obtém-se:

Jpg(w,w')dA(w') = —%— faDg(w,w')(_w'-w).n'dS(w')+7%ﬁA(D) (A-27)

A equacgao (A-27) permite que seja calculada
a integral da funcao de Green fundamental na regido D, atraves

de integrais ao longo do contorno, conforme [4].
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A.3. Propriedades da fungao de Green

As fungoes de Green apresentam algumas pro-
priedades que se caracteriza através de sua propria definigdo ;
isto &, como mostrado anteriormente, isola polos por meio de uma
regiao infinitamente pequena. Para o caso bidimensional, conside
ra-se um pequeno circulo envolvendo o ponto W, cuja regifo sera

denominada D, e seu contorno 3D, onde r € o raio do circulo e

w' € 9D, como na figura abaixo.

oD

=

Figﬁra A4

Portanto, de acordo com a definicao da fun-

cdo de Green, as seguintes propriedades sio satisfeitas:

i) A simetria da fungao de Green

gw,w') = glw,w") (A-28)

II) 1lim stg(w,w')dS(w') =0, w'eadD (A-29)
R0 '



110

Ciii) <Il{im Iop a—fl- gw,w')dSw') = - 1, w'eaD (A-30)
] : - :

iv) Se o polo surge quando we 3B, este pode ser isolado, tra
¢ando-se um pequeno semi-circulo de raio R e w no centro,

como na figura abaixo:

Figura A.5

Obtendo-se:

e 3 Lo, -y - . R
in Sy g 609w )ASGY) = - 1/2, we dB (A-31)
w'e 3D

A propriedade (iii) encontra—se demonstrada
no desenvoivimento para a obtencao da equacao (A-9), assim como,
(iv) pode ser demonstrado de uma maneira similar. A propriedade
.de simetria da fungdo de Green (i) pode ser verificada, se anali
zar a equagdo (A-16), considerando que |w-w'[ = |w'-w| , e final

mente (ii) pode ser verificado conforme em [4].
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APENDICE B

A funcional para a equacao da energia

Este apéndice mostra o desenvolvimento apre-
sentado |5|, que constitui uma generalizacao do principio para a

equagdo da energia, obtido por |6].

Para um fluido isotropico em escoamento la-

minar numa dada regiao R, a equagao da energia adquire a seguin-

te forma:
oc (BT*‘+ T*.9T*) = - v.(-kxvi*) - (B-1)
. V at* v .. o . /-
onde,
~ S .
pc, = pcy(T*).
e
k =k () | (B-2)
As variacdes das fungdes T*, bEV e k, podem
ser escritas como se segue:
T* = T* + 8T*
k = k + 8k ‘ _ ' ’ (B-3)
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substituindo as expressoes dada em (B-3) na equacgiao (B-1), ob

tém-se:

~ _3T* . 386T*
pe,G5ex * 5=

+ V* 9T* + V*,v(8T*) = V. (kvT*)

multiplicando (B-4) por &T*, obtém-se:

~ (3T* , 38T*
pCV(at‘vF .+ at*

+ V*.yT* + V*,y(6T*) &T* =
v (kvT*) oT*

mas,

V. (kvT*)6T* = v. (kvT*6T*) - kvI*.v(sT*)

substituindo (B-6) em (B-5), tem-se:
S (BT mL L Gk Crerayatey = on (OTF cma
pc, (g= 6T* + VX .V(8T*)8T*). = pc  (5g= OT* +

V*.VT*6T*) + kvT*.v(6T*) - v.(kvT*sT*)

_tem-se:

§T* .5 9 8T*.2
5o 0T = g O

(B-4)

(B-5)

(B-6)

(B-7)

(B-8)
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((GT*

(sT*) 6T+ = )’ ) | (B-9)

Substituindo (B-8) e (B-9) em (B-7) e divi-

dindo por pC., obtém-se:

V,

. ’“-*2 2 -~
- 32* ((55 1%y - . V(CGT )%y - %%T §T* + V*.uT*sT*

" 5§_ VT*.V(8T*) - v.(kvT*sT*) L (B-10)
v PCy,
mas ,
[
-~ -~ -~ A" A* A* .A -~ '
v. (keTrsTs) 2o = p (KVTIOTH) | Rofs gLy s (B-11)
. v pC,, oT,, ,
e
fﬁ— vT*.7(sT*) = = §(vT*)2 | | (B-12)
DCY : chv
Substituindo (B-11) e (B-12) em (B-10), tem-
.se:
d (6T9)2. o, o (8TH)2.  aT* A,
otr ) - VI VET) < g 6T 4

-~ ‘\* A*
- (S(,VT*)Z _ V.('EVTA §T*) ‘
2pCV PCy,

V*.VT*8T* +
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kot y(LoyeTr (B-13)
DCV '

Integrando a equacao (B-13) entre zero e t*

e na regiao R, resulta:

1 x5 o= tr = - s
i A W(__ST*)_ZdV*dt* - —%- b RV*.V((sT*)2)dvede* =

-~

* -~ -~ : -~
o RGEs + Ty sTravraes gt (s (v 2 4
2pcV
kvT*. () sTavrder - ghrv. (VST gywges (B-14)
pC,, pCy,

-

Aplicando o teorema da divergéncia no Ultimo

termo do lado direito da equacao (B-14), isto é:

TOTk o T * k Y
PCy PCy

S
% fRV
onde,

n = vetor normal a R.

mas,

7 Ux (5T 2 Txy2
Sy o (8T*)2 . - V* (§T*) . =, (8T*) .

(B-16)
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Aplicando no primeiro termo do lado direito

de (B-16), também o teorema da divergéncia, obtém-se:

.~ hv* 2 ~, ~ ’ ~ nl 2
s v (BT ays = s G A (sT*) 2aan - v LT 4 @a)

tem-se que a lei da conservagao da massa € dada nos = seguintes

termos:
v. (V%) = - 220 | | (B-18) °
e
V. (pV*) = pV.V* + V*.Vp (B-19)
bortanto,
y.V*_= — —1;&}+ V*.Vp) . . _(B=20)

o i e ]

substituindo (B-20) no Gltimo termo de (B-17), obtém-se:

ey 2 ~ TxY) 2
~ (ST* . ~ - - ‘ 6 *Y Z *
i v ave = L g A (6T 2aar + L rp (Reiriuon) (BT

(B-21)

Substituindo (B-21) em (B-16), vem:

* -~ ~ -~ ' -~
STy (8T 2alrars - L gt e Ve LA (sTY) Zdatat -
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) .
* -ap .-* 6T* - - " "
- fot Jplgew +V .Vp)_—(——E—L dy*dt fo )i ((~;+v VT )GT* *

KA 5(vT*) 2 + kvT*.v(XysT+)av+ae* -
_ZpCV v pcv
t* IE A* - A* * *
L Jop —— VT*.n §T*dA*dt , (B-22)
0 3R -
pc .
v
Admitindo que o escoamento € imcompreensivel
e lembrando que a velocidade & nula no contorno da regiao R, a

equacao (B-21) pode ser escrita como segue:

) t* ~ 2 t* * ~ -~
- I s T Bavrats = 1P (AL« TrovTe) 6T

S S 2
*
CkGT -, ke, V(———)GT*)dV*dt* . o
ZQCV — pc
fot hr —-}<— VT.fsT*dA*dt* . (B-23)
pc,,
mas,
ke (vI*)2 | 5T
SOV ) kyTr, V(————-)(ST* = kVT*.v(2) - (B-24)
Zdtv pc pc

Utilizando as expressoes (B-3) em (B-24),
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tém-se:

-~ ) A* -~ -~ . V -

kefr.v (&) = (x « skyvi*. v (—2T
pCV pCv+ pCV

ou

-~ o~ T % ~ - T %

kvte.v (D) = kesi)vi v x—1 ) (B-25)
DCV - pcv (1+6pcx)

. pCV

mas, como Gﬁtv/pCV € insignificante, vale a expressdo abaixo:

1 =1 - dpcv
1_'_<SpC]Z pCV
- pCV
Substituindo (B-26) em (B-25), obtém-se:
kvT*.v D) = aeesloviov &2 a-—Y ) ) (B-27)
pc pc pc
A A v

‘e, desprezando os termos de ordem superior em &, (B-27) pode ser

escrito conforme segue:

o~

kvt v &) = kefep @y o (B-28)

PCy | PCy

(B-26)

Substituindo (B-28) em (B-24), e posterdormql

te em (B-21), obtém-se:
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1 t* 9 Se 2 v = rt* aT*  ~, e
- Jb fR W(GT*) dv*dt* fO fR((‘g’t‘*“"V IT*)ST*  +

-~

-~ * : . ™ by -~
kvfe vy yavraes - g, K*VT* .0 sfegprges (B-29)
' pCv ' pCV

As funcdes k e pt_ do 4ltimo termo da equa-

v

cdao (B-29), foram substituidas por k e pc,» porque € possivel ob

ter de maneira andloga 4 equagdo (B-28), a seguinte expressao:

kyT* _ kvT*
PCy PCy

(B-30)

Admitindo-se que pC,, € constante, e que o)

regime e permanente, (B-29) adquire a seguinte forma:

1 = 1t ~ =, .k -~
_Hﬂ__wmzmqgw[R(GTilZdVi_f;fE— JbJk(pcVVtLVdetmwiuirwa(vT#)?)dv*dtt,-ﬁmww_“
. : . P v _
1‘ t A* ~ ‘** *- % .<- . o .
- —— kg kVT*.DsT*dA*dt* = 0 (B-31)
pcy |

Deve-se considerar as condigoes de contorno
em que se encontra a equagao (B-1).Como o problema a ser analiza
do € de fluxo prescrito na fronteira, isto €, q*[yp = a*(3R)

k]

tem-se: ’ : *

kVT.i* = q* em &R ' (B-32)
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Portanto, substituindo (B-32) em (B-31) e al
ternando o sinal de integragfo com o sinal de variacao 'S' obtém

-Se:

- 2 T2y = L srp(pe §rL T x +k7(‘vf*)2) dy*
pC
- v
g qriranr (B-33)
pév ' . '

Pode-se hotar que na expressao (B-33), o ter
mo da esquerda € uma quantidade quadratica negativa definida,que
so se anula quando §T* for zero. Portanto, os termos da direita
‘que sao as primeiras variagoes das integfais, serao nulos quando
8T* = 0 (isto &, T* = T*). Como ja & conhecido do calculo varia-
<ional, as integrais sao funcionais que sao estremalizadas quan-

do a funcao T* for solugao de (B-1), isto, ocorre quando T*=T*,

&___M”dﬁEntﬁo,.pode-se propor a . seguinte funcional , -

que & aplicdvel em problemas de fluxo prescrito.

s ! * A* k A*k * *A* *
J*(T*,T*) = fplpc V¥ 0T* x T* + o (v1 )2)dv*-/._ q*T*dA

arY

(B-34)

A equacao. (B-34), encontra-se na forma dimen

sional, e para admensionaliza-la, serd considerado os grupos ad-

mensionais apresentados de (3.2) a (3.8), obtendo-se:
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J(T,T) = fR(Peﬁ.VTnx(T-+1) + %} (v2T) ay -

%RQ(T+1)dA. v | e
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APENDICE - C

Obtencao dos sistemas de equagoes diferenciais lineares, homoge-

neo de segunda ordem, que possibilitam as solug6es’&aa;(1)e a{&).

Conforme [5|, com base no método de Ritz-Ga-
lerkin foram propostas as distribuigoes aproximadas de temperatu-
ras, dadas pelas equacgbes (3.36) e>(5.37),para as regioes D; e D3

respectivamente, transcritas a seguir:

N |
TGz = T a; (2)v; ) | o - (c-1)
.
T5(y,2) = 3 aj(z-D¥; () | (C-2)

i=0

Onde a; e a; sao fungbées a determinar e
Wi(y) formam uma sequéncia completa de funcoes linearmente inde-
pendentes, que satisfazem as condicOoes de contorno dadas por (3.38)
a (3.41).

Em consequéncia de (C-1) e (C-2), a distri-

buicdo de temperatura variada, adquire a seguinte forma:



" (z-0)¥; () | (C-4)

o~

Ty(y,z) =

i=0

onde,

.,n (C-5)

ai(z-0)= a;(Z-£)+rgni(z-£) i = Q’
e
5;(21 = a;(Z) * &n;(z), i=0,...,n (C-6)

Onde £ & um escalar e niCz) sendo uma sequén
cia de variacoes admissiveis |[7].

As fungoes ni(z), apresentam a primeira deri
vada continua e condigdes homogéneas nos limites de integracao em

z' da funcional (4.44), isto é:

n; (==) =n; (0) =n3(=) =0, i=20,..., R (- ) W

dn; (=) dn;(0)  dny (=) _
17 - = Iz = Iz =0, i=0,...,n (C-8)

0 funcional (3.35) seré aplicado nas regioes icac
D; e Dy separadamente} pelo fato de que o problema original foi
decomposto em trés regioes distintas. Portanto, aplicando-se ini-
cialmente as equagoes de (C—Z) e (C-4), que correspondem as dis-
tribuigGes.de temperaturas para a regiao 53, e impondo as condi-
gGes'de contorno (2.30), (2.31) e (2.32), em (3.35), obtém-se a

seguinte expressdo:
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-~ Lo ] — n-.+'A +
J(T3.Tg) =/, [P UG). I a (z-f)a; (z-0)¥; (V) ¥;(v)

1,)

_ n’ . . o n .
" PI), jgoa;(z—z)anjcz—z)wi(y)wjCy)+Peucy)i§0a;(z—z)wicy)

1 n
-( Z

5Ty (31 (20 #En; (2-0)) (] (2= ) ¥ (2=0) )99 (7) - 745 )

0

+

+

n . .+' .
| Z(A](2-0)4ER (2-)) (3] (2-0) 48Ry (2-2))¥; () ¥ (7)) dydz
1,J=

(C-10)

-

Calculando-se a primeira e segunda derivada

de (C-10) com relacao a &, resulta:

d3(T5,T) L . om o,
— LI, (LA Oy -y 0¥ 0

+ 77(2i’j50ni(z-£)(a;(z-£)+5nj(z—ﬂ)Vi(y).VWj(Y)

n . . + . ' ) )
* 2 .§0 n; (z-2) (a5 (z-£)+En; (z-£)) ¥; (7) ¥4.(y) ) dydz (C-11)
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2 A n o
SO 8 0 00)?

n
de Zog 1 .

R ) 2dydz (C-12)
i=0- »

A equacgido (C-11) mostra que a funcional & mi
nimizado, pois o integrando de (C-12) € uma forma quadritica posi

tiva definida em £ = 0,

Para encontrar a melhor aproximagao para a
solugao dada por (C-2), basta fazer £ = 0 em (C-11), e esta equa-
¢ao igual a zero, fazendo assim, com que a funcional se minimize.

Neste caso, [C¥11) resulta:

dJ(T..7.) _ n
T3.T5 w1
g=0 = fzf_l(PeU(Y). .Z

_— 2 é+(z-£)n.(z—£)Wﬁ’.
dg . 1,j=0 J

J

n n
+ I n;(2m)aj(z-0) V¥ ). VY ) ¢

n. (z-2)as (z-2)..
- 1,j=0 1 J

i,3=0

O Odydz =0 | (€-13)

Alternando os sinais de somatoria e de inte-

gracao da equacdo (C-13), obtém-se:

n . | o
Jhi j=0a+(z-£)nj(z—l)f:apeU(y)Wi(y)wj(y)dydz .

00 n '
s L ons(z-2)al(z-2) 1L vvey). vy, (y)dydz +
48 i,j=0 1 J "‘1 J
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00

Ty

M3
o

R i(z-z)a;(z-ﬂ) J;ﬁwi(y)wj(y)dydz =0 (C-14)
i,j ~

Na equagao (C-14), apenas a ultima integral
ndo apresenta a fungio n; (z-£), mas sim, sua derivada. Para fazer
com que aparega nesta integral a fungiao n; (z-2), basta integra-la
por partes. Portanto, élterando o sinal de integracao com o sinal

de somatoria, e aplicando a condicdo (C-7), obtém-se

II'M =’

0

y [zﬁi(z—ﬂ)é;(z—ﬂ) fjawi(y)wj(y)dydz -

<o

f
zi,j

ne s
o

ni(z—z)égcz—z) Jfawi(y)wj(y)dydz (C-15)

“~

Substituindo-se (C-15) em (C-14), e trocando

0. sinal, resulta:

oo n n + n _ : -
S, (C & a.H..n. - I a-.A..n. - ¥ a.,B..n.)dz =0
Lh,5=0 31373 4 50 VI 550 ij"j
(C-16)
onde,
Hig = £1v 00 00dy (e
1

[t}

Bij = J1V¥;(0).v¥;0n0dy (C-18)
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1 = . .
Nota-se que as matrizes H, A e B sao matri-
zés granianas, uma vez que seus termos constituem pfodutos inter-

nos de uma sequéncia, consequentemente, sio positivas definidas.

As funcoes ni(z—z) sao fungoes arbitrarias ,

de modo que (C-16) sera satisfeita, se a seguinte igualdade acon-

tecer:
n n n ’
et « % +
Y &:H.. - X a;A.. - £ aiB..=0, j=0,...,n (C-20)
i=o Y =0 * Y =0 M

ou na forma matricial, como segue:

[] (&'} - [A] ta) - [B] ta"} = {0} (c-21)

Por analogia ao procedimento apresenfgdo pa-_

ra alcangar (C-21), obtém-se:

[H] &~} - [A] a7} - [B]ta™} = {0} - (C-22)
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“ APENDICE D

Solugbes analiticas dos nlUcleos que complem as equacdes integrais

Conforme a referéncia |3, os nicleos que com
poem as equa§6es integrais do problema, podem ser resolvidos ana
liticamente. Para obter G, integra-se a equacgao (A-10) que defi-
ne a funcao de Green associada ao operador Laplaceano, ao longo

da superficie S de uma regido D, conforme segue:

L

.G=-2]_I

L &n R dS | (D-1)

R fw-w|

Considerando-se que o intervalo de integracdo

pode ser aproximado por uma linha reta, conforme a figura abaixo.

Figura D.1
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onde,
¥ = o dngulo definido pelos os vetores wk e wA
s = 0 arco, cujo o comprimento varia entre zero e h.
aeb = as distancias entre w-A e w-B respectivamente
a = o angulo entre o vetor AB e o eixo axial positivo z-
8 = o .angulo definidos pelos os vetores_KW e AB.

Considerando-se o triangulo wAB, as seguintes
relagoes podem ser dadas:

aZ+p%_p?

arcos (—————), 0 < vy (D-2)
_ Zab '

-
i
A
=

2 .42 42
= arcos(é—:%aib—), 0 <6

@
1

A

=

(D-3)

Para um pbnto w' qualquer sobre AB, conside-

~rando-se _o_triangulo ww'A, pode-se definir r da seguinte maneira: -

RZ = s2 + a2 - 24 S coso : (D-4)
Como, w' = (y',z'), segue que:
z' = Zgo S cosa
| . (D-5)
y' = ya * S sena ‘ -

onde, (za,.ya)»séo coordenadas no ponto A.
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~ Neste caso,'subStituindo (D-4) em (D-1), ob-

tém-se:
. : ’

G = - o5 I | | , (D-6)
onde,

I1 = % foh En(Sz+a2_—2aS cosB) dS (D-7)

A equagao (D-7) pode ser escrita na seguin-

te forma:
I, = %% .gl Zn{[S - a(cos6 +send i) Jx[S -a(cosB -send i)]} dS
. (D-8)

onde 'i' & a unidade imaginaria, definida nos nlmeros complexos.

~ (D-8) pode-sef escrita como segue:

h 1

I, = % L' L[S - a(cos6 +send i)]dS +—- foh L0 S - a(cosb-send i)]dS

o

2

Integrando (D-9), obtém-se a seguinté relag&x

= - 1y . L . h - a(cos8 - send i)
Iy=acosolna-Lnby~ h(i’.nb 1)+ aSsend 1Kn[h—a(cose + send ij

1 .
* @ Ssend i £n[cose -senf 1

cos6 + send i]
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Aplicandc-se a formula para a divisao de ni-
meros complexos nos termos contidos nos argumentos da fungao lo-
garitmica, e posteriormente aplicando-se em (D-10) a seguinte pro

priedade para nimero complexos:

£nT = log Ty o+ iel (D-11)

Considerando-se que T = C1 + Czi, ry e 0

sao definidos da seguinte maneira:

2 2.1/2 |
ry = €2+ HY | (D-12)
e
o,
- Ol = arctanQEI)

Consequentemente, obtém-se para (D-10), a se

= a cos8(&n a - £n b)+h(&n b - 1) + ¥Y.a send (D-13)

Il
Substituindo (D-13) em (D-6), obtém-se
G = - "12T[ [a cosé(fn a-4£n b) +h(&n b-1) +¥a seno] (D-14)

Para obter 3G, deriva-se a équagﬁo (D-1) com

relagdo a z, isto é:



integracao,

onde,

131

N = (D-15'
3G = - »= 3% (fgfn R dS (D-15)
Trocando o sinal de derivacdao com o sinal de
obtem-se:
L1, (z.z') 4 - _
oG 70 fas v S (D-16)
Substituindo (D-4) e (D-5) em (D-16), tem-se:
| (z-z_-S cos®H) ,
3G = - o A ds (D-17)
(S“+a“-2 a Scosb)
Reorganizando (D-17), obtém-se:
36 = - 5. ((z-2,)1, - cosa Iy (D-18)
1, = 4 B ds | (D-19)
- (S“+a®-2 a Scos6)
e
h s ’
I. = [ ds (D-20)
3 » 0 (S2+a2

-2 a Scosh)

- (D-19) pode ser escrita conforme segue:



_.h
= — — » ds
[S-a(coso+send i)] [s-a(cosf-send i)]
ou
I=—t— ~ — 45~ Yo &
2asen®i ° [S-a(cose+send i)] + 8 S L ¥ [5-a(cos6-sendi]]
) (D-21)
Integrando (D-21), obtém-se: ,
=1 —a - iy]-—2L ol - '
2% oo iZn[h a(_C?SG seng i)] R, i(’,n[ a(cos@+seng i)]

-1 2n[h-a(cos6~-send i)]+ 1 -£n{ ~a(cosf-sen6 1iJ] (D-22)
2asenfi Zasend 1
Aplicando (D-11) e (D-12) em (D-22), obtem-se
- 11! e _._ e
IZ T asenod (D 23)

De maneira analoga para (D-19), (D-20) pode

ser escrita da seguinte forma:

1. = a(cos® +send i) fh 1 s -
377 : 0 ]
a send 1 [s-a(cosb+send iJ]
a(cosf-send i) h 1 _
fO ds (D-24)

2 a send i [s-a(cosf-send iJ]



Resolvendo (D-24), obtem-se:

a cosd ¢ [h-—a(cose +send i)]

_I3 = fn b-4n a + 7 asend 1 h -a(cos6 -send 1)

a coso [a(cose - send i)}

Zasend 1 a(cos6 +send 1) (D-25)

~ Aplicando (D~11) e (D-12) em (D-22), obtém-se:

I =znb-,zna'+-:——§—g§—g—w . (D-26)

3
Substituindo-se (D-23) e (D-26) em (D-18),re
sulta a seguinte equacao que define G:

N | _ ¥ _ _ a cosb -
aG = H((z Za)‘5_§535 cosa . (dnb 2na.+5—ggﬁg < ¥)) (D-27)

e —-— - Para-as equagOes (D-14) e (D-27) € necessario
fazer algumas consideracoes. Inicialmente, em (D-14), de acordo
com a notacao da figura (D-1), se w, A e B sdo colineares, 6= 0

"ou 6=1. Se caso 6=1I, (D-14) adquire a seguinte forma:

G=-5 [bnb-1)-a.(®na- 1)] (D-28)
E se =0, (D-14) podé ser escrito como se

segure: ' - . '
G=-5-[atna-1)-b.(nb-1)] (D-29)
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Para o caso em que W = w', obtém-se para

(D-14) a seguintevrelégio:
G = - f% (En(%k)-l) - . (D-30)

A equagao (D-27), quando send = 0 ou ¥ =0 ,
torna-se indeterminada. Para este caso, nota-se que 6 =0 ou
6 = II; consequentemente, T = a-s ou r = a+s respectivamente, que

substituindo em (D-16), obtém-se a seguinte equagio:

__ 1. 1 1 |_ _ 11
aG= 7ﬁCz Za) .lT; a ‘ COSa(ﬁnt> Zna+acoselTr = l)
(b-31)
Também, quando w pertence ao arco AB, nota -

Se que I2 e I3, definidos pelas equagoes (D-23) e (D-26), torna-

se infinitas. Conforme |3|, a interpretacdo finita pode ser dado

~_no sentido do valor principal de Cauchy, isto é:

G = -—z—lﬁ (Zn a -Zﬁ b Jcosa, weAB (D-32)
Para obter AG, basta integrar a equagao (A-22

ao longo da superficie 9s da regido D, conforme segue:

N U L O _
A6 = 2n hs 55 45 il | o (0 33)

finalmente, 3(AG) pode ser definida da seguinte forma:

2(86) = - o = (V). O (D-34)



'b) para i e j qualqﬁer, com i # j,
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“APENDICE E

Calculo das integrais que define os coeficientes. das matrizes

A, B, H, E- e E".

Neste apendice estao apresentadas as expres-
~ . N + -
soes que definem os termos das matrizes A, B, H, E' e E . Para a

matriz H, cujos coeficientes s3o definidos pela integral abaixo,

Hij =I}i cos (il LX%ll cos(jnm Ll%ll ) dy

obtem-se:

.a) para i = j #0

Hii = 1, 1 = 1,ot-’n . (E—l)

Hij =0, i=1,...,j-1,j*1,...,n e o "~ (E-2)

j.= 1,...,5."1,1"‘1,...,11

c) para i =0 e j =0,

Hij = 0 _ , o (E-3)

Em resumo, a matriz H pode ser escrita como

segue:
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Agi = 0, j=1,...,n (E-7)

Ay = -24 pe.(%ﬁ)z, i=.,...,n . (E-8)
e

Se i & impar;
A =0, i=1,2,...,n (E-9)

h) i #j comiej #0

Se (i-j) ou (i+j) € par:

= S0 NV AP Y
Aij = -24..Pe.C(m) + (m) ), iej=1,...,n (E-10)

Se (i-j) e impaf:.
Aj; = 0, iej=1,....n |  (E-11)

De modo semelhante, para a matriz B, os coe-

ficientes sao definidos pela segunda integral:

By ;(iH)('H).,tasen(iHLX%ll }sen(jHLX%ll)dy

Obtendo-se:



FZ ' ¢ < OO—
0 .
H = .
Y0
L0 0. . .0 1] (n+1).(n+1)
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Para a matriz A, na qual os coeficientes sao

definidos pela seguinte integral:

Aij B -Cﬁ Peﬁ(Y)cos(iHLX%ll)cos(jniz%ll)dy

Onde U & definido pela equacido (3.4).

Obtem-se:

d) i = j #0,

=
1

L 1 2 . s o
Pe - 1-3G{)7), 1=73=1,...,n

£)i=0ej #0

Se j €& par:

Agi = -24.P (%)%, j=1,....n

J €I
e

Se j € impar:

(E-5)

(E-6)



ii

i) i

()
("]
i}
.
1]
<

o)
i
[en]
o

]

ij. 0, j-1, j*1,...,n
0, i_l, i+1,ooo,n

. Sl
1}

138

(E-12)

(E-12)

Em resumo, a matriz B pode ser escrita da se

guinte forma:

0 0. S0 T
32
a (im) 0. 0
B= |° 0’
, 0
[0 0% v v .0 (DZ] (n+1). (n+1)

. ' ] + -
Finalmente, as matrizes E e E , nas

- os elementos sao definidos como a seguir:

+ 1 .+ e .
f—l XjF;(y)FECy)dy, jek=1,...,n

tr
|
"
o
=

ix = .Cﬁ AgFg(y)Fi(y)dy, j ek

quais
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onde,
n — )
FP = 1 cleosam®)y, 5 -=1,...m
j . 1j 2
i=0 _
e
n ) .
F. = % CT.cos(iHLX%ll), j=0,...,0
i=0

Desta forma, os coeficientes de E' e E po-

dem ser escritos da seguinte forma:

n n

+ + .+ o+ ’

E.. = I r Ax:C..C.,H.,, j k=1,..., E-13
- 7jk i=0 g=0 J7ij iktig> oM J € n ( )
e

— n n _.— -
El, = & I A:C..C:,H.,, kej=1,..., E-14
3K T jag gmg 3 AiTHRCLE 0RO € noo (B0

onde,

Hit = Jfa cos(iHLX%ll)cos(jHLX%ll)dy : : (E-15)

cuja solucao de (D-15) encontra-se apresentado no inicio do apén

dice, nos itens (a), (b) e (c).
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APENDICE F

.

Relagao entre os grupos adimensionais deste trabalho e os apresen

tados por |12|, para comparagdo dos resultados.

Este apéndice tem como objetivo mostrar a re
lagdo entre os grupos adimensionais apresentados por |12| e os gru

pos adimensionais ,utilizados neste trabalho.

O nimero de Peclet utilizados em ambos tra-

balhos, sao dados pela a mesma relacao:

- U* D '
p, = 21 . (F-1)

a = & a difusibilidade térmica

L0AY

No sistema de coordenadas cartesianas, Zg
definido como o eixo axial estabelecido em [12], e z4 como a co-
. ordenada axial definida neste trabalho, cujo parametro Zg € defi

nido como a seguir:

(F-2)

|
’-q\
\
-~
3
—

3:)
mas,

D} = 4h* | ' (F-3)
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Substituindo-se (F-3) em (FFZ), obtém-se:

2y = (Tle-) (iB ) (F-4)
mas,
. | | @)
Substituindo (F-5) em (F-4), obtém-se:
zT'= 6zp : | | (F-6)

Doravante, o Indice B especifica as variaveis
adimensionais definidas por |[12|, e o Indice T especifica as va-

Iiéveis adimensionais definidas neste trabalho.

De (F-6) define-se que a relagdao entre o com

primento da superficie aquecida é:

Para as coordenadas verticais, existe a se-

guinte relacgao:

YR ! |
B T TZRF o (F-8)
Y | (F-9)
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Substituinab (F~-9) em (F—S); obtém-se:
Yp = 5 V7 - | ” - (E-10)
A temperatﬁra admwnshnml} em !12] € defini-

da conforme segue:

T* - T6 _
Hiyy.2zp) = | | (F-11)

g*ZK*.AT*
£AT

onde,

0
e
— q*2h* '
B~ kebTF (F-12)
Consequentemente,
T*-Tj _
H(yg.zg) = ————— (F-13)

ag (T%-T§)

A temperatura adimensionais definida neste tra

"balho & da seguinte forma:

T*-Tj
(F-14)

T('yT’ZT) - T*
0
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Multiplicando e dividindo (F-13) por Tj , e
substituindo (F-14), obtem-se: '

*
TO'

—— . T(Yq,2) | (F-15)
T, (1213 T2 | |

H(YBa ZB) =

mas, fluxo de calor médio neste trabalho & definido como segue:
- gth* | | (F-16)

Multiplicando e dividindo (F-16) por T}, subs

tituindo em (F-12), e reorganizando os termos, obtém-se:

T aB

At
-~ Substituindo (F-17) em (F-15), obtém-se fi-

nalmente que:

T(yps2p) = 2q7H(yp,25) - - (F-18)
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	o

	d TSC0) =0	.	(2.12)

	37^	C2-17)

	"5y“ = 0	(2.27)



	a2!, a2?, _ 9T,

	2	— 9T2(w)

	3 z

	3T?(w)



	T2M - % (8' T2("’^83nr,:)) dS(W) -

	+ /3D (g(w,w’)3T23Cw’) - T23(.w,)3g(w,w’)) dS(w’) +

	r ~ 3T2CW)

	4 T24^ = *9D Cg (w ,w 1) 3T21 (w 1) - T21 (w ’ ) 3g (w ,w ' ) ) dS(w’)

	•3D Cg(w,w,)3T22(w') - T22 Cw ') 9g (w ,w *) ) dS(w’)

	+ 4d cg Cw,w ' ) 3T2 2 Cw * ) - T22 (w ' ) 3g (w ,w 1) ) dS (w ') 2 2

	f - 3T20O



	n0 -,


	® j - 1,...,n»

	*	,íl 3T23C”j)«0mj - .11 T23Cwj)(iG)30mj J	j ^

	*	.fi ”2^)640^


	ST2,

	TT2s(V ■- 3T2lCwj)G13mj - .fj T2iCwjJ CAGÎ.13mi


	3T2,

	CG44mj 3 Í3T24> * PeCCGA)04mjxUj] {f^) = { 0 }	(3.30)

	3T2(wm) ni ni

	no _ 3T,(w!)

	7T2 = PeÜ-TI	t3‘34)

	3Vy)


	= 0, i = 1,...,n	(3.41)

	F,Cy) = z Ci.vi j i=0 1

	t2(y»z)

	3y

	^	grj,


	CT2rV

	- peC(GA500mj •“jKc-sry " [G1Vj]íq(:n}

	•C3G10mj]{q(j)}


	Sli”>j ' C^KG1Wl) -2Glimj

	S)mnl^Ãz^) Cfillm(ni-1) " Gllmn1^' i=0---



		<*nr

	l,-„-

	3 i=0 1J 1 + n + F.: Cy) = Z C.-ü'. Cy). com j = l,...,n J i=0 1J 1

	det [x [I] - [Q]T [S] [qf

	[B] [0]

	[H] [0] [0] [B]




	( Flm )

	z

	wV.

	-9-g.(-w-’w.’= _L .Cz--zl)	fA_14')

	|1_ = 	Lz_- z>)			(A_20)

	9n'	21	ÍA-22)


	pcv^TP‘ ’+	+ V**VT* + V*.V(ÔT*) = V. (kVT*)

	V-(kVT*) ôT*	V .(kVT*ôT*) - kVT*.V(ôT*)

	V*. VT*ôT*) + kVT*.V(ÔT*) - V.(kVT*ôT*) tém-se:

	9ÔT*	_ 9 ,ÔT*,2


	^ tís|nij . v* vc-ísp^) ■ Ui «t* *

	p\

	V. (pv*) = pv.v* .+ V*.Vp	(B-19)

	M.CYI!!2 + kvf*.vc— )ST* = kvT*.V(—)	- (B-24)

	l+APÜZ	Pcv

	pcv


	PV

	TiCy.'z) = ? âTCz^Cy)	.	(C-3)

	-ir— ‘ ~h	ar- ' °' 1 = 0	»	cc-8)

	f? e à+Cz-£)n, Cz-W^P u(y) V; Cy) v. Cy)dydz + i, j =0	J	1 e 1 J

	i, j= Q 1	3 , 1 1 3

	n.+ n.+ n +

	Ajj = -/_\peUCyD-^j (y)Yj (y)dy	(C-19)



	2,2,2

	30 ■ ' è '»S í^fi dS	CP-16)

	SG = - jn(C^-za)-a sene ~cosa ' Cln b - tn a + f-fHl '	(D-27>


	Ai q 0,	i 1,2,. «,,Ti

	Bij = --Í-n Y'1 ^ /\sen Cin-C>-^- ) sen Cj	dy

	bu = (in)2,

	0 0 • Û (in) 0


	_o o ..... o (in) _

	Ejk =	A J F J (y ) F^ (y ) dy , j e k = l,...,n

	Zr ■= Cp-)(n?)	(F-2)

	qBa:-T*)

	T* = AI	rp 17i

	C[,j,









