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RESUMDO

A solugao de grande parte dos problemas de
analise estrutural dinamica, depende da solugdo de um problema
de autovalores e autovetores definido por um sistema algébrico do

‘tipo [AJ{X} = A[BJ]{X}.

E apresentado aqui, juntamente com uma rapi-
da formulacdo de um problema de analise estrutural dindmica, um
método iterativo para a resolugdo da equagao [AJ{X} = A[BJ{X} .
Este método tem como caracteristicas principais, o uso simultaneo
de um conjunto de vetores iteragao e a aplicagao de uma transfor
magao do espaco vetorial original, de forma a obter

um problema equivalente num espaco reduzido.

A principal vantagem deste método € a redu-
cao do trabalho computacional, tornando-o especialmente aplica-

vel a grandes sistemas algébricos.

Os autovalores e autovetores complexos, que
podem surgir durante o processo iterativo, sao tratados de forma
que se continue trabalhando com aritmética real, sem que seja

feito qualquer aumento na ordem do sistema.

Sdo considerados também, problemas de graus
superiores e como o método necessita da solugao de um sistema do
tipo [c]J{u} = A{u}, & apresentada uma eficiente técnica para a

resolugao desta equagao.



ABSTRACT

The solution to most of the problems related
to dynamic structural analysis depends on the solution to the
problem refering to eigenvalues and eigenvectors defined by an

algebraic system of the kind [AJ{X} = A[B]{X}.

An iterative method to the solution of this
equation is presented here as well as a brief formulation of a
problem about dynamic structural analysis. The method is charac-
terized mainly by the simultaneous use of a set of iteration
Véctors and by the application of a transformation of the ori-
ginal vectorial space ; thus, an equivalent problem in a

reduced space is obtained.

The most important advantage of that method
is to reduce the computational work being, therefore, especially

useful 1in large algebraic systems.

The complex eigenvalues and eigenvectors which
can come out during the iterative process are trated in such a
way as to keep one working with real arithmetics without any

increase in the system order being required.

Problems concerned with higher degrees are
also considered here, and as the method requires a solution to a
system of the kind [c]{u} = x{u}, an effective technique is put

forward in the present work.



cArpITULO I

1. 0 PROBLEMA FISICO

1.1. Origem do Problema

A solucao de grande parte dos problemas de a
nalise estrutural, depende da solucdo de um sistema de n equa-

coes que pode ser escrito como:

CAT{X} = A[B]{X} (1)

onde [A] e [B] sdo matrizes quadradas de ordem n, {X} € um vetor
de ordem n e ) € um escalar. A equacgdo (1) representa um classi-
co problema de autovalores e autovetores. Considerando [B] nao

singular, a equagao (1) pode ser colocada como:

[C]{x} = 2{X} (2)

onde [C] = [B] I[A].
varios sao os métodos existentes para a solu
cao de um problema de autovalores e autovetores, dentre os quais

pode-se destacar: o método geral, o método das rotagdes de Jaco-

bi, o método de Lanczos, o método LR, o método QR, o método de



Stodola-Vianello, etc. A escolha deste ou daquele mé€todo depende
muito das caracteristicas do problema, isto €, das caracteristi-
cas da matriz envolvida, pois muitos métodos tem sua aplicacao

restrita a determinados tipos de matrizes.

A implementacdo de um determinado mé€todo em
computador, exige que se faga uma analise de sua eficiéncia com-
putacional. Esta eficiéncia se constitui em caracteriIstica funda
mental para a escolha do método e pode ser medida pelo tempo de
computacdo exigido, pela memdoria requerida e pela precisao da so

lugao.

O grande problema apresentado pela maioria
dos métodos de solucdo de um problema de autovalores e autoveto-
res, € o alto esforgo computacional exigido, quando se trabalha

com grandes sistemas algebricos.

1.2, Objetivos do Trabalho

O objetivo principal deste trabalho € apre-
sentar e discutir um método para é solucao da equacgao (1), que
apresente uma boa eficiéncia computacional, quando aplicado a
grandes sistemas algébricos. Este método € denominado metodo de
Stodola em blocos. Serdo discutidas também, algumas caracteristi
cas importantes, que devem ser levadas em consideracgao, quando

da implementagdo do método em um computador.
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1.3, Visao Global do Trabalho

No capitulo inicial, € apresentada uma visao
geral do problema, juntamente com uma rapida formulagcdo  fisica

de um problema de autovalores e autovetores.

O capitulo II apresenta os conceitos e teore
mas mais importantes que envolvem um problema de autovalores e
autovetores. Estas informacOes apresentam influéncia direta no

entendimento do metodo de Stodola em blocos.

Como o método de Stodola exige a solugdo de
um problema do tipo colocado pela equacgao (2), no capitulo III &

apresentado um eficiente método para a solugdo desta equagdo.

0 método de Stodola em blocos € apresentado

e discutido em detalhes no capitulo IV.

O capitulo V apresenta uma aplicagdo do méto
do de Stodola, discute os problemas referentes a implementacao do

método em computador e apresenta as conclusdes do trabalho.

1.4, Caracteristicas Fundamentais do Metodo de Stodola

Varios métodos de solucdo do problema coloca
do pela equagao (1) tem aparecido na literatura. Entre estes me-
todos, o que apresenta algumas caracteristicas similares ao méto
do de Stodola, € o metodo de Stodola-Vianello, também conhecido

como meétodo das poténcias.



0 método de Stodola-Vianello se baseia em um
processo iterativo para determinar uma primeira solugao, e a par
tir desta solugdo, usando condigGes de ortogonalidade® , determi
na cada uma das demais solugbes através de novos processos itera
tivos. Este método pode ser aplicado a um problema do tipo colo-
cado pela equacdo (1), desde que se transforme esta equagido para
a forma definida pela equacao (2). Devido a necessidade das con-
dicGes de ortogonalidade, o método exige também que as matrizes
[A] e [B] sejam simétricas. Hurty e Rubinstein? discutiram as
caracteristicas deste método e aplicaram-no a problemas de vibra

goes livres com amortecimento.

Considerando os métodos menos populares, Mo-
ler e Stewart® apresentaram um algoritmo que pode ser aplicado
diretamente a equagdo (1), com as matrizes [A] e [B] nfo simétri
cas. O algoritmo & baseado na aplicagdo de transformacGes a equa
cao (1), de forma que se obtenha matrizes mais simples, onde os

autovalores podem ser facilmente determinados.

A .
Jane Cullum” apresentou um algoritmo que con
siste numa generalizagdo do método de Lanczos, aplicando-o a gran
des sistemas algébricos. O algoritmo determina os maiores e meno

res autovalores da equacdo (2), com [C] devendo ser simétrica.

1Veja o conceito de ortogonalidade dos autovetores no capitulo II.

2HURTY, W.C. & RUBINSTEIN, M.F. Dynamics o4 sthuctures. p. 313
-37.

SMOLER, C.B. £ STEWART, G.W. An algorithm forn generalized ma -
thix edgenvalue problem., p. 241-56,

“CULLUM, J. The simultancous somputation of a few algebraicaly
Larngest and smallest edgenvalue of a Lanrnge, sparse, symmetric
- mathix, 19 p.



0 método QR, que serd apresentado no capitu
lo III, & um dos métodos mais eficientes para a solugdo do pro-
blema colocado pela equagdo (2), com [C] ndo simétrica, entretan
to como nos métodos descritos anteriormente, apresenta um alto
trabalho computacional quando aplicado a grandes sistemas alge-

bricos.

O método de Stodola em blocos, ao inves de
usar um processo iterativo para cada vetor iteracdo, como no mé-
todo de Stodola-Vianello, faz com que um conjunto de vetores li-
nearmente independentes, convirja simultaneamente aos verdadei-
Tros autovetores atraves de um Gnico processo iterativo. Este me-
todo, tambem denominado iteracao em subespaco, usa um processo
de redugao das coordenadas do problema original, que o torna a-
plicavel a problemas oriundos de sistemas estruturais complexos,
com um grande numero de graus de liberdade, sem que se trabalhe

com um problema de autovalores e autovetores de igual ordem.

A iteracao simultanea e a redugao das coorde
- - ~ .
nadas proporcionam uma sensivel redugao no trabalho computacional,

quando da sua aplicacdo a grandes sistemas algébricos.

0 processo de redugao das coordenadas faz
com que apenas um subconjunto de solugoes seja determinado. Is-
to tem sua aplicagao, pois em muitos problemas fisicos, & sufi-
ciente a determinagao das solucoes que exercem influéncia funda-

mental no sistema.

Bathe e Wilson® analisaram a precisiao do me-

5 BATHE, K.J. & WILSON, E.L. laxrge edigenvalue problLems in dyna-
mics analysis., p. 1471-85, :



todo de iteragao simultanea com redugao de coordenadas, comparan
do-o com outros processos de redugao de coordenadas, tais como:
o método de Rayleigh-Ritz e o método da condensacdo estatica. A-
presentaram também um estudo do numero de operagles requeridas pe
lo método iterativo sem reducao de coordenadas e pelo método de
itéragéo em subespaco, concluindo pela melhor eficieéncia da ite-

racao em subespaco no caso de grandes sistemas algébricos.

A técnica de Stodola em blocos, objetivo prin
cipal deste trabalho, e aplicavel diretamente ao problema coloca
do pela equacao (1) com a matriz [A] podendo ser nao simétrica
e [B] devendo ser simétrica. Em muitos problemas fisicos, as ma-
trizes [A] e [B] sdo simétricas, entretanto, em alguns casos |,
como aqueles que envolvem forgas nao conservativas, rigidez de
compressao diferente da rigidez de tracdo, apresentam a matriz

[A] ndo simétrica.

Um possivel problema da técnica de Stodola,
surge quando do aparecimento de autovalores e autovetores com
plexos, que em principio, exigem um maior esforgo computacional.
Dong® , na analise da técnica de Stodola, sugere um processo de
combinagao linear das partes reaig e imaginarias das coordenadas
dos autovetores, permitindo que se trabalhe exclusivamente com
aritmética real, sem que haja qualquer aumento na ordem do sis-

tema.

® DONG, S.B. A Bloch-Stodola eigensolution technique fon ALarge
algebraic systems with non-symmetrnical matrices. p. 155-61.



1.5. Discretizacao de uma Estrutura

Nos proximos itens deste capitulo, serid apre
sentada uma rapida formulacdo de um problema fisico, tendo como
objetivo, mostrar uma das formas pela qual:se obtem um problema

de autovalores e autovetores.

Um dos objetivos da analise estrutural € a
determinacao dos esforgos e deslocamentos que atuam num determi-
nado sistema estrutural. Em sistemas sujeitos a cargas dinamicas,
a analise estrutural se preocupa também, com a determinacdo das
frequencias naturais e modos de vibracao da estrutura. A determi
nacao destas quantidades, requer sempre a execugao dos seguintes

passos:

a) Escolha do modelo matematico que melhor re-

presente o sistema fisico.

b) Determinagao das equagoes de movimento do mo

delo matematico.

c) Determinagdo das constantes fisicas que ocor
rem no modelo (Ex.: comprimentos, massas, a-

mortecimentos, rigidez, etc.).
d) Solugcao das equagOes matematicas.

A analise de um modelo matematico pode  ser

feita de duas formas:
a) Analise discreta

b) Analise continua.



A analise discreta consiste na discretizacao da estrutura, consi
derando-a com massas localizadas em vez de massas continuas, on-
de as equacOes de movimento podem ser expressas atrav€s de quan-
tidades d1s dps-++» Q, que serao determinadas por meio de equa-
¢coes diferenciais ordinarias. Em outras palavras, pode-se dizer
que a discretizacao consiste em considerar a estrutura dividida
em partes ou elementos, nao infinitesimais, onde as solicitacgdes
e deformagbes estao discretizadas nos nos de cada elemento. Com
a discretizagao, o sistema tera um nimero finito de graus de 1li-
berdade, e para estruturas que apresentam pequenos deslocamentos,
as equagoes de movimento serao lineares e terdo coeficientes cons

tantes. A Figura 1 apresenta um exemplo de discretizacgao.

,

AN N NN A

a) ESTRUTURA CONTINUA (VIGA)

b) ESTRUTURA DISCRETIZADA

Figura 1 - Discretizagao da massa e dos deslocamentos de

uma estrutura em n graus de liberdade.



As quantidades A1» Apseees dp da Figura 1, re
presentam os possiveis deslocamentos da estrutura e sao chamadas
de coordenadas generalizadas. Estas coordenadas devem descrever
da melhor forma possivel os deslocamentos da estrutura. O nao
cumprimento desta observacdo na discretizacao, levara a uma solu

cao falsa.

Na analise continua de um sistema estrutural,
as equacgoOes de movimento sao expressas em termos de uma ou mais
equagoes diferenciais parciais. Se o sistema apresenta pequenos
deslocamentos, estas equagoes serao lineares, mas seus coeficien

tes nao serao necessariamente constantes.

Na pratica, a decisdo de tratar um determina
do sistema fisico como discreto ou continuo, depende muito do ti
po de sistema. A grande vantagem da discretizagao € a simplifica
cdo do sistema e consequentemente o trabalho matematico sera me-
nor, ao ponto de ser mais conveniente a determinagao da solugao
atraves da forma discreta, em detrimento da obtengdo de uma solg
cao exata. Deve-se salientar, que a obtencao de uma boa solugao
atraves da analise discreta, depende fundamentalmente de uma boa
discretizacdo. Se a discretizacdo 6 feita de forma coerente com
o sistema real, pode-se obter praticamente a mesma solucao da ana
lise continua. Deve-se salientar ainda, que existem sistemas mais
complexos, onde & praticamente impossivel obter uma solugado atra

ves da analise continua.
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1.6. Equacoes de Movimento para Sistemas Conservativos

Os movimentos de uma estrutura discretizada,
podem ser obtidos através do principio dos trabalhos virtuais e
podem ser descritos através de um conjunto de equacoes chamadas
de equagoes de Lagrange’ . Estas equagOes, para sistemas conser-

vativos podem ser escritas como:

d, aT 3T CLU (3)

onde: r =1,2,...,n
n - numero de graus de liberdade do sistema
T - energia cinética do sistema (supondo forma quadratica)
U - energia potencial do sistema (supondo forma quadratica)
q, - r-esima coordenada generalizada

F_ - r-esima forga generalizada externa.

O ponto indica a derivacao em relagao ao tempo e portanto, se a,
¢ um deslocamento, a, € uma velocidade. Para uma estrutura com
n graus de liberdade, a expressao da energia cinética pode ser

escrita como:

_ 1 2 2 2 . . . .
T ~7T(m11q1+m22q2+'"+mnnqn+2m12qlq2+"'+2mn—1nqn-1qn) (4)

7 Veja HURTY, W.C. & RUBINSTEIN, M.F. Op. Cit. nota 2. p.90-102.
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onde mij sao os elementos de uma matriz que contém as massas dis

cretizadas da estrutura.

Em forma matricial, a equacao (4) pode ser

escrita como:

T = L@t (M@ (5)

onde [M] = [mij]

(q¥t = {dy,4,,...,4p)

A expressao da energia potencial pode ser es

crita como:

2

2
+ k22q2+...

1
U=—(ky a9y

2
+knnqn-+2k +2k

129792% - -+ 2k 109,19,)
(6)

onde kij sao os elementos da matriz de rigidez. Em forma matri-

cial vem:
U = <-{qf[k]{q) (7)

Substituindo as expressoes de U e T nas equagoes de Lagrange vem:
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1]
Hh

myqdq ¥Mypdp *eee *mypay +kygay vkyaaqy 4 kg ay 1

MyqA3 *Mypdyp * vee #My Gy +koiqy +kopay +oun vkypqy = £

(8)
mnlal +mnZaZ Teen +mnnan+kn1ql +kn2q2 HERR +knnqn - fn
que em forma compactada pode ser escrita como:
[M]{q} + [KJ{q} = {F} (9)

A solucdo geral da equacao (9) € constituida
pela soma de duas solugoes, uma chamada solugao particular e ou-
tra chamada soluc@o complementar. A solugdo complementar € deter

minada pela solugdo da parte homogenea da equagao (9), ou seja:

[M]{q} + [X]{q} = {0} (10)

No estudo de vibragoes livres tem-se {F} = {0}, e consequentemen

te a equacdo (9) sera identica a équagéo (10).

Considerando que o sistema apresenta oscila-

coes harmonicas, a solucdo da equacdo (10) sera do tipo:

{q} {a}eiwt (11)

onde {a} € um vetor que contém as amplitudes dos deslocamentos

w3
©

{q}, w frequéncia circular de oscilacdo e t € o tempo.
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Colocando {X} = {q} e considerando a equa-

cao (11) tem-se

f} = - w’{x} (12)
Substituindo-se a equacao (12) na equacao (10) vem

[MT{X} = A[K]{X} | (13)

onde X = Q% .
w
Algebricamente, a equacao (13) se constitui
em um problema de autovalores e autovetores e tem como solugao
um conjunto de n valores para A, ou seja

A= sy, eaesd) | (14)

1 n

e a cada Ay correspondera, também como solucdao, um vetor {X}i
Fisicamente, cada Wy ¢ denominado de frequéncia natural de vibra
gao e cada {X}i ¢ denominado de modo natural de vibracdo. O mo-
do natural de vibracao especifica a forma de vibracao da estrutu

ra sem carregamento externo.
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1.7. Sistemas nao Conservativos

As equagdes apresentadas no item anterior,se
aplicam a sistemas ideais, onde a energia total € constante no
tempo. Sistemas deste tipo n@o ocorrem na pratica, pois qualquer
sistema fisico em seu estado dinamico, sempre apresenta uma dis-
sipacao de energia devido a algum tipo de amortecimento. Salien-
ta-se no entanto, que em alguns sistemas esta dissipagio € tao
pequena, quando comparada com as demais caracteriIsticas do siste
ma, que pode ser negligenciada. A dissipagao faz com que haja uma
diminuigdo na amplitude do movimento vibratorio livre com o pas-

sar do tempo.

A fungao que define a energia dissipada pode

ser escrita como:

;_ 1 .2 .2 .2 i e . .
Vo= 5 (eq9A] +Cppdg * v e v Cppdy *+2C907dy * e ¥ 20 94, 1Gp)

(15)
que em forma matricial pode ser escrita como:
v = {@)*[c]ig) (16)
A matriz [C] & denominada matriz de amortecimento.
As equacoes de Lagrange para sistemas nao

conservativos podem ser escritas como:
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é%(a?‘ _ 8T , U, BV _ g (17

+ + =
T

34, 09, 94, 39,

Apos a substituicdo das expressoes de T, U e V tem-se:
[M]{q} + [c]{q} + [K]{a} = {F} (18)

Em alguns sistemas fisicos, faz-se a matriz
de amortecimento proporcional & matriz massa ou a matriz de rigi
dez ou ainda a uma combinacdo linear de ambas. Para amortecimen-

to proporcional a matriz massa tem-Se:

[C] = 2a[M] (19)

onde o & uma constante. Para proporcionalidade em relagdo a ma-

triz de rigidez tem-se:

[c] = 28[K] (20)

onde B & uma constante. Nestes casos, as equacoes de movimento

ficam:

(MI{g} + 2a[M]{q} + [K]{q} = {F} (21)

i

[M]{q} + 28[K]{q} + [k]{q} = {F} (22)



16

1.8. Equacoes de Movimento Transformadas para Sistemas nao Con-

servativos

Seja a equagao que define o movimento de um

sistema com amortecimento:

M]{g} + [c]{q} + [KJ{q} = {F} (23)

+

Seja também a equacao:

[M]{q} - [M]{q} = {0} (24)

Combinando as equacgoes (23) e (24) tem-se:

im0 ] @l oo ) fwl [el
- [v1iCc] ta} [01:[x] Q| | )
Colocando
[07iM]
A = I T,
S
M3 o
]
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e considerando somente a parte homogenea da equagao (25) vem:

[A]{X} + [B]{X} = {0} (26)

A solugao desta equacgao € da forma ¥t e portanto,

(X} = wiX} (27)

Substituindo-se a equacgao (27) na equagao (26) vem:

CAJ{X} = A[BJ{X} (28)

onde )= —~l-.
w

A equagao (28) consiste em um problema de autovalores e autoveto

res.

Pode ser demonstrado® que quando uma estru-
tura vibra com amortecimento proporcional, todos os pontos da es
trutura vibram com a mesma frequéncia e com o mesmo angulo de fa
se. Ja quando o amortecimento ndo € proporcional, cada ponto da
estrutura vibra com a mesma frequéncia, mas com diferentes éngu;A

los de fase. Desta forma, para amortecimento nao proporcional

8 Veja HURTY, W.C. & RUBINSTEIN, M.F. Op. Cit. nota 2. p. 314-8.
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cada componente do vetor que especifica o modo de vibragio, e
distinguida nao somente pela amplitude, mas também pelo &ngulode
fase. Isto explica porque uma estrutura que tem n graus de liber

dade, resulta em um sistema algébrico com 2n equacdes.

As matrizes [M], [K] e [C] sao chamadas tam-
bém de matrizes dos coeficientes de influencia e normalmente sdo
simétricas, com excegdo de alguns casos onde [K] ou [C] podem ser
niao simétricas. Como exemplo de nao simetria pode-se colocar o
caso de sistemas dinamicos cuja solugao €& obtida através de equa
¢Oes diferenciais nao simétricas e, em geral, ndo lineares. Mui-
tas vezes essas equagoes podem ser linearizadas dentro de certos
limites. Para verificar se esta linearizacdo € aceitavel e, se
o for, para uma solucdo mais facil do sistema linearizado, € ne-

cessaria a determinagio dos autovalores e autovetores.

Pode-se concluir pelo exposto até aqui, que
a resolucao de um problema estrutural dindmico, depende da solu-
¢ao de um problema de autovalores e autovetdres, onde os autova-
lores correspondem as frequéncias naturais de vibracdo e os au-

tovetores aos modos naturais de vibracgao.
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CAPITULO I1

2. 0 PROBLEMA DE AUTOVALORES E AUTOVETORES

2.1. 0 Problema Padrao

Um problema padrao de autovalores e autoveto

res & definido pelo seguinte sistema linear:

r N \ )
€11 “12 “1n X X
€21 ©22 €2n ) )
Q.0 =28 . 7 (29)
_Cnl ) ce Cnn_ | Xn Xn
\

que também pode ser escrito como:

[CcJ{x} = x{X} (30)

A solucao completa deste problema, consiste na determinagao dos

n autovalores, ou seja

10 Ags wee s 2D (31)
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e dos n autovetores, ou seja

*

X" = (X}, X}, ... 1X3) (32)

Pela equacao (29) pode ser visto que a cada distinto autovalor

Ass correspondera pelo menos um autovetor {X}i.

Conforme ja foi colocado no Capitulo I, em
engenharia, um problema de autovalores e autovetores se apresen-

ta frequentemente sob a forma:
[AJ{X} = A[BJ{X} (33)

A equacgao (33) pode ser resolvida diretamente, através de um me-
todo apropriado, ou pode ser transformada para a forma padrao,pa
ra posteriormente ser resolvida. Esta transformacao consiste em

se reduzir uma das matrizes da equacdo (33), a matriz identidade.

2.2. 0 Metodo Geral

Conforme ja foi dito no Capitulo I, varios
sdao os métodos existentes para a solucdo de um problema de auto-
valores e autovetores. Cada um destes metodos apresenta sempre
suas vantagens e desvantagens. Muitas vezes, a maior ou menor e-
ficiéncia de um determinado metodo, depende das caracteristicas

da matriz envolvida. As principais caracteristicas que podem e-
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xercer influéncia sobre a eficiéncia de um método sdo:
a) Simetria ou nao da matriz.

b) Quantidade e disposigcao dos elementos nulos

dentro da matriz.
c¢) Ordem da matriz.

d) Niamero de autovalores e autovetores a ser de

terminado.
e) Relacao entre os mddulos dos autovalores.

Dentre os métodos existentes, o que pode ser
aplicado a qualquer tipo de matriz, sem restrigées, € o método
geral, cuja principal desvantagem € o alto trabalho computacional
exigido, quando comparado com outros métodos. Este método inicia

escrevendo-se a equacao (30) na forma:

([c] - AMIDHIxX} = {0} (34)

Colocando

[F)] = [c] - A[1] - (35)

vem

[CF()]{XY = {0} (36)

A matriz [F()\)] & denominada matriz caracteristica. Os autovalo-
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res sao determinados a partir da solugao de uma equagao polino-
mial de grau n, denominada equagao caracteristica, que €& defini-

da por:

f(1) = det[F(\)] (37)

ApGs a determinacgao dos autovalores, para cada autovalor distin-
to, sao determinados os autovetores correspondentes, atraves da

solugdo do seguinte sistema linear homogeéneo:

[F(x;)]1x}; = {0} (38)

2.3. Teoremas Fundamentais

. Sao apresentadosaqui, alguns conceitos e teo
remas importantes que devem ser levados em consideracao, quando
da analise de um problema de autovalores e autovetores.

Teorema 1: Se {X} & um autovetor de uma matriz [C], entdo qual-

quer outro vetor que seja combinacao linear de {X} ,

tambeém sera um autovetor?® .

Com este teorema, conclui-se que a determinacao dos autovetores
de uma matriz, consiste em encontrar-se vetores linearmente inde

pendentes, que junto com seus correspondentes autovalores, satis

° Veja ALVES, D.B. Afgebra Linearn e matrizes., p. 138,
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facam a equagao (30).

Teorema 4:

Teorema 2:

Teorema 3:

Se os autovalores de uma matriz [C] arbitraria, sdo to
dos distintos, entao o conjunto dos autovetores cor-

respondentes € linearmente independente!® .
Se [C] € uma matriz simétrica, entdo os autovetorescor
respondentes a distintos autovalores, sao ortogonais

em relacao a [(3]11,

Se [C] & uma matriz simétrica, positiva definida, com

autovalores distintos, entao:

[M1t[cIM] = [1] (39)

onde [M] € uma matriz onde cada coluna € um autovetor

de [C], ou seja:

[M] = DX} (X}, ... (x3] (40)

Prova: Seja {X}i um autovetor de [C], correspondente ao autovalor

As e

1

Logo pode-se escrever:

[c]{x}i = ;XY (41)

YVeja RALSTON, A. A §inst course in numernical analysis. p. 470.
1yeja WILKINSON, J.H. The afgebraic eigenvalue problem. p. 4.
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Seja {X}j um autovetor de [C], correspondente ao autovalor Aj
(i#j). Assim,
Cl{X}. = x.{X}.
[C{ }J AJ{ }J (42)

Multiplicando a equacgao (41) por {X}§ e a equagao (42) por {X}E

vem:

1 t _ t

%{X}tiECJ{X}j = (XJ (X (44)
Transpondo a equagao (44) e subtraindo da equagao (43) vem:

(71{ - %)({X}tj[c]mi) = 0 | (45)
como A # Aj, entao

(x15Leltxy = o (46)
Por outro lado, tem-se:

X [CIXY, = b (47)



25

onde b & um escalar. Os autovetores de [C], podem ser ajustados,
de forma que se tenha b=1. Seja a equagao (41) multiplicada por

oy
(XE[C]X), = A, (3L x). (48)
1 1 1 1 1

Dividindo a equacao (48) por Ai{X}E{X}i tem-se:

1 t

—————{X};[C]{X}, =1 (49)
t 1 1

Ai{x}i{x}i

Como [C] & positiva definida entdo A. >0. Logo a equagdo (49) po

de ser escrita como:

{x1t {X}.

L [c] = =1 (50)

A XY XY A xSy,

Colocando uma redefinigao de {X}i, da forma:

{X} '
{X}; = (51)

1
VA (X3 XY

vem

oosLe); = 1 (52)
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Considerando todos os autovetores dispostos como colunas de uma
matriz [M] e considerando as equagles (46) e (52), pode-se escre

ver!? :

[MICcliM] = [1] (53)

Teorema 5: Se [C] & uma matriz real e simé€trica, entdo todos os

seus autovalores serao reaisls .

Teorema 6: Se A & um autovalor complexo de uma matriz [C], e {X}
o seu correspondente autovetor, entao os conjugados
de A e {X} também serao respectivamente um autovalor

e um autovetor.

Prova: Seja A = ¢+upi um autovalor complexo de [C] e seja X =g-ui

o seu conjugado. Seja

x1 + iy1
X, * 1y,
(X} =Y : > = (£} + i{n} (54)

o autovetor complexo correspondente a A € seja

2 A equagdo (53) também & valida para [C] negativa definida,
apenas que neste caso, [M] contera elementos complexos.

BvVeja ALVES, D.B. Metodos numericos. p. 133.
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{X} = (&} - i{n} (55)

o seu conjugado. Pelo problema padrao de autovalores e autoveto-

res, pode-se escrever:

[c]({e}+i{n}) = (z+ui) ({g}+i{n}) (56)

Tomando-se isoladamente a parte real e a parte imaginaria da e-

quacao (56) vem:

[c]{e} = ¢le) - uin} (57)

[Cc]{n}

g{n} + u{g} (58)

Se X e X sao respectivamente um autovetor e um autovalor, en-

tao

[cl({g}-i{n}) = (g-pi) ({g}-i{n}) (59)

que tomando-se isoladamente a parte real e a parte imaginaria ,

fornece:

[CI{g} = z{g} - uin} (60)



[CIin} = zin} + uig} _ (61)

As equagoes (57) e (58) sao identicas as equagoes (60) e (61) res
pectivamente, o que permite concluir que X €& um autovalor e {X}

o seu correspondente autovetor.

Teorema 7: Se duas matrizes sao similares, entao elas tem os mes

mos autovalores' .

*
Duas matrizes, [C] e [C] sao ditas similares, se existir uma ma

triz [P], n3o singular, tal que:

[c]” = [p] McIrr] (62)

Pode ser verificado também, que se {X} € o autovetor corresponden

te ao autovalor X da matriz [C], entao
_ -1
{y} = [P {x} (63)
sera o autovetor correspondente a X da matriz [C]*.

Teorema 8: Se A & um autovalor de uma matriz [[C], entdo AP & um

autovalor® de [C]P.

% yVeja ATKINSON, K.E. An introduction to numerical analysis. p.
404.
3 yveja RALSTON, A. Op. Cit. nota 10. p. 465.
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Teorema 9: Se [M] € uma matriz cujas colunas sdo formadas por au
tovetores correspondentes a distintos autovalores da
equagao [A]{X} = A[BJ]{X}, com [A] e [B] simétricas e

[B] positiva definida, entdo [M] tem as seguintes pro

priedades:
[M1*[BI[M] = [1] (64)
[M]1*[AI[M] = [dia(r;)] (65)

2.4. Autovetores a Direita e Autovetores a Esquerda

Para matrizes nao simétricas, um problema padrao de

autovalores e autovetores pode ser colocado de duas formas:

[CI{X} = x{X} (66)
(Yyt[fe] = vt (67)
A solugao {X} = {xi,xz,;..,xn}t € denominada de autovetor a di-

reita da matriz [C], e a solugao {Y} = {yl,yz,...,yn}t ¢ denomi-

nada de autovetor a esquerda da matriz [C].

Transpondo a equagao (67) vem:

[c]tyy = a{y) (68)
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Comparando-se as equagoes (66) e (68), pode-se verificar que as
matrizes [C] e [C]' tem os mesmos autovalores e que os autoveto-
res 4 esquerda de [C], sdo os autovetores a direita de [C]'. A

equagao (68) e chamada de equacdo adjunta da equagdo (66).

Teorema 10: Se {X}i e {Y}j sao respectivamente um autovetor a di

reita e um autovetor a esquerda, correspondentes a

distintos autovalores, entao:

{Y}tj{X}i =0 para i # j (69)

Prova: Seja {X}; um autovetor a direita de [C], correspondente ao
autovalor X;. Seja {Y}j um autovetor a esquerda de [C], corres-

pondente a Aj. Desta forma, pode-se escrever:

[c]{x}.1 r XY (70)

{Y}g[C] = Aj{Y}g (71)

Multiplicando a equacao (70) por {Y}g e a equagéo (71) por {X}i

e subtraindo uma da outra vem:
t _
(g =25 (Y35 {X5 = 0 (72)
Como Ai # Aj’ entao

{Y}tj{x}i =0 (73)
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CAPITULO ITI

3. 0 METODO QR

3.1. Introducao

Muitos métodos de determinacgao de autovalores
e autovetores, tem como base a aplicacao de transformacbes a ma-
triz [C] do problema padrao, de forma que esta seja reduzida a
uma forma mais simples, onde a determinagao dos autovalores € qua

se que direta.

0 método QR, a ser descrito neste capitulo |,
usa também esta técnica. Através da aplicagao de sucessivas trans
formacdes wunitarias!® 3 matriz [C], o método faz com que esta
matriz seja reduzida a uma matriz triangular superior ou a uma
matriz quase triangular superior. Este processo pode ser represen

tado por:

[s] = [Q]*[cllqQ] (74)

It

onde [Q] € a matriz representativa das varias transformacles e
[S] € a matriz na forma triangular superior ou quase triangular

superior. A barra indica conjugagao complexa.

6 yeja ALVES, D.B. Op. Cit. nota 9. p. 182.
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3.2. Matriz Unitaria de Householder

Este item tem como objetivo a colocagdo de
alguns conceitos importantes, que serao necessarios no desenvol-

vimento do método QR.

Seja {W} um vetor pertencente ao espago veto

. n
rial C°, com

1wl = /{Wit{w} (75)

A matriz
[U] = [1] - 2{wi{mt (76)

com {W}t{W} =1, & chamada de matriz unitiaria de Householder”.NMl

tiplicando [U] por [U]% vem

[ul(U]® = [1] (77)

o que demonstra que [U] € uma matriz unitaria.

Considere o vetor {W} na seguinte forma:

7 yeja ATKINSON, K.E. Op. Cit. nota 14. p. 521.
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0

{0}
=< ____r-1_
Wy =< Y »>°7 v} : (78)

Wrel
W

n

onde {V} = {w ,wn}t e {0} _ € o vetor nulo com r-1 com

W ..
T’ r+l’ 1

ponentes. Note que {V} tem m componentes, onde m=n-r +1.

Considerando a equacdo (78), a matriz [U] po

de ser colocada como:

[0] = | --z-c--- oo (79

A matriz [U], colocada pela equacdo (79), tem as seguintes pro-
priedades:
a) As r-1 primeiras linhas de uma matriz [C] per
manecem inalteradas quando [C] for premulti-
plicada por [U].
b) As r-1 primeiras colunas de [C] permanecem
inalteradas quando esta for posmultiplicada

por [U].

c) A submatriz [Cr-lj do canto superior esquer-
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do de [C] permanece inalterada quando [C]for

posmultiplicada e premultiplicada por [U].

As matrizes unitarias de Householder podem
ser usadas para transformar um vetor nao nulo, em um vetor con-
tendo todos os elementos nulos a partir de uma determinada posi-
gao. Assim, seja {Z} um vetor ndo nulo, pertencente ao espago ve
torial R™. Suponha que se deseje produzir uma transformacdo [U]
tal que o vetor [U]J{Z} contenha todos os elementos nulos a par-
tir da posig@o r +1 até n, para algum r >1. Tomando {W} conforme
definido pela equagao (78), entao os r -1 primeiros elementos de

{Z} e [U]{Z} sdo idénticos.

Zl Xl
(73 Zr-1 J Xr-1 F {x} (50)
= < = = < 0
2y [ 71 {y} |
z, y.
(1,117 [o] x)
[U]{Z} = | =mm———- —: —————————— el AL Tt (81)
[0 1[I -2{v3{T3") {y}
Xl )
x2
[I._1]X} :
[U]{Z} = = < xr—l >
a
[1,-2{V}V}TJiY} 0 (82)
0 )
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O problema consiste em determinar {W} de forma que a equacao (82)

seja satisfeita. Da equagao (82) tem-se:
[1_-20VIHVI']Y) = {o,0,...,0}" (83)

Como [Im-Z{V}{V}t] € uma matriz unitaria, entao 0s vetores
[Im—Z{V}{V}t]{Y} e {Y} apresentam a mesma norma. Logo, pela equa

cao (83) tem-se:
la | = || LYY || = YY) (84)

A equacao (83) pode ser escrita como

t

(Y} - 2{VI{VIT{Y} = {a,0,...,0} (85)

Premultiplicando por {V}t e usando a condicao de que {V}t{V} =1,

tem-se:

-ty = (Vi%e,0, ..., 00" (86)
A equacao (86) permite concluir que:
p = (MY} = - avy (87)

onde v, € a primeira coordenada de {V}. Das equacgdes (85) e (87)

pode-se concluir que:
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2 _
y; * 2V1a = Q (88)

e vem que
2 _ 1., N1
itz (89)

A coordenada a pode ser negativa ou positiva, entretanto & conve
niente selecionar o seu sinal de forma a fornecer um maximo va-
lor para vy, pois isto diminui um possivel erro de truncamento

Assim,
sinal (o) = - sinal(yl) (90)

Da equacao (85) sao obtidas as demais coordenadas de {V}.

. = 2v. =
YJ VJP 0 (91)
- y 3 ...2 92
Vj —E%— para j ,. . (92)

Desta forma, determinado {V} através das equacoes (89) e (92) ,
fica determinada a matriz unitaria de Householder, que quando a-
plicada a um vetor, faz com que este seja transformado em um ve-

tor contendo todos os elementos nulos a partir da posicao r +1.
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3.3. A Fatoracao QR de uma Matriz

Dada wma matriz [C] sobre um corpo complexo, pode
-se demonstrar que existe uma matriz unitaria [Q] e uma matriz

triangular superior [R], tal que:

[c] = [QI[R] (93)

Seja a sequéncia de matrizes unitarias'® de

finida por:

[p] =[1]- 2(W} {W}] parar =1, n -1 (94)
onde {w}r ¢ definido conforme a equagao (78) e o Indice r indica
a posigao a partir da qual {W)} tem elementos quaisquer. Conside-
rando cada coluna de uma matriz [C] como um vetor, pode-se esta-
belecer para uma determinada coluna r, uma matriz [Pr] que apli-
cada a matriz [CJ, produza uma matriz que tenha a coluna r com to
dos os elementos nulos a partir da linha r +1. Seja por exemplo,
C+; a primeira coluna de [c]. Seja [P;] a matriz definida pela e
quacgdo (94) para r =1, com {W};, determinado em funcdo do vetor
Cug - Conforme o que foi colocédo no item 3.2., a matriz
[C] quando for premultiplicada por [Plj, fornecera uma matriz
cuja primeira coluna tera zeros nés posicoes abaixo da diagonal
principal. Do mesmo modo, pode - se determinar para a matriz

[P,][Cc], wuma matriz [P,] de forma que a segunda coluna de
1 2

* Quando esta-se trabalhando no campo dos numeros reais, uma ma-
triz unitaria e dita ortogonal.
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[P,][P,][C] contenha zeros abaixo da diagonal. E conveniente ob-
servar que como o vetor {W}Z, determinado em fungao da  segunda
coluna de [P;][C], contém zero na sua primeira posigdo e como a
primeira coluna de [Plj[C] tem zeros abaixo da diagonal, os pro-
dutos [P,][P,][C] e [P,;]1[C] tem os mesmos elementos na primeira
linha e primeira coluna. O exposto até aqui, permite concluir que
para uma matriz [C], pode-se determinar uma série de matrizes
[Pr] com r=1,n-1, que aplicadas em [C] determinardo uma matriz

triangular superior. Desta forma, tem-se:

[R] = [P ;1 ... [P,1[P;]C] (95)
Colocando

[Q1* = [r 4] ... [P,10?,] (96)
ven

[R] = [Q]*[c] | (97)

Note que como cada matriz [Pr] & unitdria entdo [Q]% serd uni-

taria e pode-se escrever:

[c] = [QI[R] (98)
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Pode ser demonstrado' que a fatoragdo de uma matriz [C] ndo sin
gular, num produto de duas matrizes, sendo uma unitaria e outra

triangular superior, € Unica.

3.4. 0 Processo Iterativo do Método QR

Conforme foi colocado no item anterior, para

uma matriz [C] pode-se escrever:
[c) = [6y] = [QyI0R] (99)
Seja a matriz [C,] definida por:

[c,] = [R;J0Qy] (100)

Da equacao (99) tem-se
[R;] = [Q1%Cc,] ‘ (101)

Substituindo a equacao (101) na equacao (100) vem:

[c,] = [q]1%Cc,100,] (102)

1 Veja ATKINSON, K.E. Op. Cit. nota 14. p. 526.
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- - — -1
Note que como [Q;] & unitaria tem-se [Qljt = [Q] " e consequen
temente, o processo de transformagdo de [C;] em [C,] representa
uma transformagao similar. Desta forma, conforme foi visto no ca

pitulo II, a matriz [C,] tem os mesmos autovalores de [Clj.

Executando o mesmo processo para [C,] tem-se:

[c:] = [R,][Q,] (103)

logo:

[c;] = [Q,]%Cc,10Q,] (104)

Apos a execucao do processo k vezes, pode-se escrever:
-~ -t
[Cird = [Qu T L0 Q] (105)

Quando k tende ao infinito, a matriz [C;,;] converge para uma ma
triz triangular superior ou para uma matriz quase triangular su-
perior. Note que uma matriz trianéular superior apresenta seus
autovalores na diagonal. Se uma matriz for quase triangular supe

rior, seus autovalores podem ser calculados facilmente.

Estabelecendo um processo de substituicdo no

lado direito da equagao (105) chega-se a:

[Crpd = [Q1" .- [Q,1°0Q0°CC;I0Q0Q,T ++- [ (106)
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Colocando
Cap ] = [QI0Q,) ++v [Q] (107)
[Crryd = [a,1%Cc,10ay ] (108)
Seja
(1] = [RJ o [RIR] (109)

Como cada matriz [R;] (i =1,k) & triangular superior, entdo [r,]

sera triangular superior. Multiplicando [qk] por [rk] vem:

Cagdlryd = [Q Q] -+ [QIIR,] .- [R,I[R,] (110)

Como [Qk][Rk] = [C, ] tem-se:

Eqk][rk] = [Qlj[sz see [Qk—lj[ck][Rk-lj s [sz[le (111)

Da equacao (106) tem-se:

[Q,] --- [Q_q30¢] = [C4I0QyT «-- [y ;] (112)
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Logo a equagao (111) pode ser escrita como:
CapI0ry ] = [cd0Qqd +v [Q Ry 1] -+ [Ry] (113)

[qk][rk] = [Clj[qk_ljtrk_lj (114)

Considerando que

[ql][rlj = EQlj[le = [Clj (115)

por inducao conclui-se que:

[apJCry ] = [T para k>1. (116)

3.5. A Convergéncia do Método QR

Se [C] € uma matriz com todos os autovalores

Ai reails € com

PYTEEPYI R 0 (117)

entao o processo iterativo definido pela equagao (105) converge
para uma matriz triangular superior. Se [C] for simétrica, o pro

cesso converge para uma matriz diagonal.
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Se [C] tem todos os autovalores distintos, e

xiste uma matriz ndo singular [M] tal que? :

(M171cIMT = [D] = [dia(ryohy,e-vsry) ] (118)

Considerando a equacao (118) pode-se escrever:
k k -1
[c]" = [MIID] [M] (119)

Pode ser demonstrado?' que [M]_l pode ser decomposta num produtb
de duas matrizes, sendo uma triangular inferior e outra triangu-

lar superior. Assim,

(M]71 = [L]0x] (120)

onde [L] & triangular inferior e [r] € triangular superior. Com-

binando as equacoes (119) e (120) vem:

CeT€ = pMICDINCLIe] 9 [pINx] (121)

A matriz [L] pode ser determinada de forma a ter os elementos da
diagonal iguais a 1. Deste modo, [D]k[L][D]—k € triangular infe-

rior com os elementos da diagonal iguais a 1, e

20 Veja WILKINSON, J.H, Op. Cit. nota 11. p. 6.
21 yeja ATKINSON, K.E. Op. Cit. nota 14. p. 439,
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Co)*[LIPI ™)y = %y, para 1<j<icn (122)

Analisando a equacao (122) pode-se definir:

[0J*[LoI™™ = [1] + [E] (123)

onde [Ek] € uma matriz triangular inferior que tende a matriz nu

la quando k tende ao infinito.

A matriz [M] pode ser fatorada da forma:

[M] = [Q][R] (124)

com [Q] unitaria e [R] triangular superior. Considerando as e-

quagoes (123) e (124), a equacao (121) pode ser escrita como:

[cI® = [QIRI([1] + [E D[DI¥[r] (125)

it

[cI* = [Q1C1] + [RIE I[RTMIRI[DI¥(x] (126)

Usando outra fatoragao QR,
[1] + [RICE ORI = [Q LR, ] (127)

Note que [ﬁk] e [Qk] tendem a matriz identidade quando k tende ao

infinito. Substituindo a equacao (127) na equacao (126) vem:
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[cI* = [QJCa AR DIRI[DIx] (128)

[cT* = (CQI[&, D (R CRI[DIXx]) | (129)

Como [Q] e [Qk] sdo unitarias , entéo [Q][Qk] € unitaria . Como
[R], [ﬁk] e [r] sao triangulares superior e [D]k € diagonal, en-
tdo [ﬁk][R][D]k[r] € triangular superior. Desta forma, pode-se
considerar a equacao (129) como uma fatoracao QR de [C]k. Compa-

rando a equacgao (129) com a equagao (116) pode-se escrever:

[a, ] = ([QI[Q]IID,] (130)

[r] = [B, IR IRICDI* D) (131)

onde [ﬁk] € uma matriz diagonal definida de forma que
=~ 42
[D,]° = [1] (132)

Conforme foi visto no item 3.4., o método iterativo QR pode ser

definido pela equacgao
— 1t
[Crrq] = [ap]L¢yI0a,] (133)

Entao, pode-se escrever:
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[Cpsq] = [ 1% I QI I0ILQ 1B, ] (134)
Da equacdo (124) tem-se:

[Q] = [(M][r]™* (135)

[Qd% = [t = [RIMM]T! (136)

Substituindo as equagoes (135) e (136) na equacdo (134) e consi-

derando a equagao (118) vem:

[C,q] = [5,1°0Q I [RICPIIR] Q10D ] ‘ (137)

Como [ij tende a identidade quando k tende ao infinito e [ﬁka
€ igual a identidade, entao

[Craqd = [RI[DIR]™!  para k— (138)

Como [R] € triangular superior entdo [R]ED][R]_l € triangular su
perior e consequentemente [Ck+1] sera triangular superior. Assim,
com o decorrer do processo iterativo, os elementos abaixo da dia
gonal de [Ck+1] convergem a zero e a velocidade de convergéncia
depende da velocidade com que [Q] tende a [I]. Note que a velo-
cidade de convergéncia de [Qk] a [I], depende da velocidade de
convergencia de [Ek] a matriz nula e consequentemente dependera

da velocidade com que ([D]k[L][D]—k) tende a identidade. Pela
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equagao (122) pode-se verificar que quanto menor for o valor ab-

soluto do quociente xi/xj, mais rapidamente ([D]k[L][D]_k) com

1j
i>j tende a zero. Conclui-se com isto, que quanto maior for a
diferenca entre os modulos dos autovalores, maior serda a veloci-

dade de convergéncia do método QR.

3.6. Reducdao a Forma de Hessenberg

O metodo QR, definido pela equagdo (105), po
de exigir um esforgo computacional bastante grande, pois depen-
dendo das caracteristicas da matriz [C], a convergéncia pode ser
lenta, fazendo com que o tempo de computacgao exigido seja alto.
Para reduzir o tempo de computacdao, € conveniente que a matriz
[C] seja reduzida a uma forma mais simples antes de ser iniciado
o0 processo iterativo. Um modo de obter uma forma mais simples pa

ra [C], € reduzi-la a uma matriz de Hessenberg.

Uma matriz [H] € dita ser matriz de Hessenberg

se:

It
o

hij para 1>j + 1 (139)
ou seja, € uma matriz que tem todos os elementos abaixo da sub-

diagonal inferior, iguais a zero.

A redugdo de [C] a uma matriz de Hessenberg,
pode ser feita usando-se as matrizes unitarias de Householder

Desta forma, para cada coluna r da matriz [C], deve ser determi-
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nada uma matriz unitadria que quando aplicada a [C], faz com que
se obtenha uma matriz com a coluna r contendo zeros nas posigoes
abaixo da subdiagonal inferior. A sequencia de matrizes unitarias

para este caso, pode ser definida como:

[p.]=[1]- Z{W}r+1{W}§+l para r =1,n-2 (140)

- t . ~
com {W}r+1 {O,...,O,wr+1,...,wn} . A determinacao de cada ma-
triz unitaria e feita da mesma forma como no item 3.2., levando-
se em consideragdo que a aplicagdo de cada [P ] a matriz [C], de
ve fazer com que a coluna r da matriz resultante tenha zeros a

partir da posigao r + 2.

Para r =1, seja
[c,] = [Py]%[cIlP,] (141)

A matriz [fljt[C] tera a primeira coluna com zeros a partir da
posicdo 3 e a posmultiplicagdo desta matriz por [Pl] ndo altera
os elementos da primeira coluna. A técnica pode entao ser descri
ta por:

[C,,;] = [P,]°[c I[P.] para r=1,n-2 (142)

com [Clj = [C]. Para r = n-2, a equagao (142) fica:

[Cn—l] = [ﬁﬁ_zjt[cn_zj[Pn_zj (143)
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Executando-se um processo de substituicao no lado direito da e-

quacao (143) vem:

rc, .1 = [P, 3% ..[F,5F, 15[cIrp, )P, 0. [P, ] (14d)

onde cada [P ] & definida conforme a equagdo (140) e [C,.1] sera
a matriz na forma de Hessenberg. Se [C] for simétrica entdo a se
quéncia de matrizes [Pr] aplicadas a [C], conforme a equacao (144),
fornecera uma matriz tridiagonal. Note que como cada [Pr] € uni-
taria, a equacao (144) representa uma transformacao similar e por

tanto os autovalores sao preservados.

Aparentemente pode parecer que o processo a-
presentado pela equagao (144) pode ser utilizado para transfor-
mar a matriz [C] em uma matriz triangular superior. Entretanto ,
pode ser verificado facilmente, que devido as caracteristicas de

cada matriz unitaria, isto nao € possivel.

3.7. Matrizes com Autovalores Complexos

Como ja foi demonstrado no item 3.5., o méto
do QR, definido pela equagdo (105) faz com que a matriz [C] con-
virja para uma matriz triangular superior quando [C] tem autova-
lores distintos em modulo. Entretanto, quando [C] for ndo simé-
trica, esta pode ter autovalores complexos, e neste caso os auto
valores nao serao todos distintos em médulo, pois quando comple-

X0s, 0S autovalores ocorrem em pares conjugados.
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Pode-se demonstrar que quando a matriz [C]
tem autovalores complexos, a convergéncia ocorre para uma matriz

quase triangular superior.
Seja [C] uma matriz real que tenha os autova

lores Cliull, Cztuzl,...,Cziuzl,A2£+1,...,kn. Entao existe uma

matriz unitaria [Q] tal que:

[p] = [Q1*CcIrq] (145)

onde [D] sera uma matriz quase triangular superior na forma:

(0] - e (146)
. I
J
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Cada [Er] (r=1,£) € uma matriz de ordem 2 por 2, estando sobre

a diagonal de [D] e tendo os autovalores r_ #*u i. Para provar a

existéncia da matriz [Q], basta mostrar que existe uma matriz

[Q;] tal que:
— 1
[Q1°CcIQy] = | ------- (147)

Seja {£}; +i{n}; os autovetores correspondentes aos autovalores

cl tuli. Desta forma, tem-se:
[c]({edy £iln}y) = (gg +ugd) (LEdg +iln})) (148)

Considerando apenas 1 +u1i e dividindo a equagao (148) em parte

real e imaginaria, vem:

[clie}; = ¢q{e}) ~uyin}y (149)

[CHn}, = wplely +oin}y (150)

As equacoes (149) e (150) podem ser combinadas na forma:

1M
[cIted, L] = [{g}, 1}, ] (151)

My %y



52

onde {E}l e {n}1 formam uma matriz de ordem n por 2. Conforme ja

foi visto, € possivel determinar uma matriz [Q;] tal que:

[Q1°[{e} ! (n}] = | --=-- (152)

onde [T;] & uma matriz 2 por 2 da forma:

X X
0 X
Colocando
1 M1
[x;1 = (153)
M1 g

e multiplicando a equacdo (151) por [aljt vem:
[Q1%cIlQ Il I L He} i tny ] =[Q; I e}, 1}, IK ] (154)

Considerando a equagao (152) tem-se:

- T T
[Q,1CcllQ,] {—-01-} - {-H [K,] (155)
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Pode-se imaginar a matriz [61]t[C][Q1]como sendo da forma:

_1__§r__l_ BN S R B [, ] (156)
F; ' C, 0 0|
que permite escrever:
[E 1070 = [Ty J0K,] (157)
[F;10T,] = [o0] (158)

Da equacgdo (157) pode-se verificar que [E1] € similar a [Klj e
portanto tem os autovalores ¢; *u;i. Como [le ndo € a matriz nu
la, entao da equacdo (158) conclui-se que [F1] tem todos os seus

elementos iguals a zero. Desta forma, pode-se escrever:

[Q,1%cd[e] = | -—--i---- (159)
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Da mesma forma, pode-se determinar uma matriz [sz tal que:

B
= qtrs qt P R
[Qz] [Qlj [C][QIJEQZ:I = 0 ! Ez !
---------- ittt ' (160)
L S
e por indugao conclui-se que
[Q]*...[q1°[cIQy]..-[q] = [P] para k =n-¢ (161)
Colocando
[l = [, Q,]---[Q] (162)
vem
[0] = [Q)*[cIre] (163)

3.8. Aceleracao da Convergeéncia

0 processo de redugdo da matriz [C] a forma
de Hessenberg, antes de iniciar o processo iterativo do método
QR, faz com que [C] seja de uma forma mais simples e consequente

mente, de convergéncia mais rapida. Entretanto, mesmo quando [C]
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esta na forma de Hessenberg, a velocidade de convergéncia pode
ser pequena. Conforme foi colocado no item 3.5., quanto menor for
o valor absoluto do quociente Ai/kj, mais rapidamente os elemen-
tos cgg) (i >j) de [C] tendem a zero. O Indice superior (k) indi

ca a k-€sima iteracgdo.

Considere que a matriz [C] seja substituida
pela matriz ([C] - b[I]), onde b € um escalar. Neste caso, a no-

va matriz tera os seguintes autovalores:
A- - Db para 1 =1,n

Considerando que a nova matriz esta na forma de Hessenberg, en-

tao quanto menor for o valor absoluto do quociente (An4ﬂ/(x b),

n-1"
mais rapidamente o elemento da posicdo (n,n-1) tendera a zero.
Verifica-se entao, que se b for uma boa aproximacao de A, tem-
se An-b =0 e consequentemente (An—b)/(kn_l—b) =0. Isto permite
concluir que a convergéncia sera mais rapida se em lugar de [C]
for tomada a matriz ([C] - b[I]), onde b & uma boa aproximacdode
An.

Pelo método QR tem-se:
[C ] = [Q IR, ] (164)

[Ck+1] = [Rk][Qk] . (165)
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Seja entao o processo iterativo definido por:
[C ] - b [1] = [QJ[R] para k=1,2,... (166)

[C,qd = b [1] + [RI[Q] para k=1,2,... (167)

onde os b, sdo escalares e [C;] = [C]. Da equacdo (166) tem-se:

[Rk] = [Qk]t([Ck] - bk[I]) (168)

Substituindo a equagao (168) na equagao (167) vem:

[Creqd = by [1] + [Q ] I0Q] - by[1] (169)

[Creyd = [QJ°0C IR, ] (170)

A equagao (170) representa o processo iterativo do método QR, ob
servando-se desta forma, que o uso da matriz ([C ] - b, LI no
lugar de [C], ndo proporciona altérag6es nos autovalores, pois
se no desenvolvimento da té€cnica fosse utilizada somente a ma-
triz [Ck], chegar-se-ia a mesma equagdo. Até o final deste Iitem

a matriz ([Cp] - bk[I]) sera denominada de [C,].

Conforme ja foi colocado, a aceleracado da
convergéncia ocorrera se o valor de b, for uma boa  aproximagao
de Xn' Existem duas formas para escolher-se um valor de bk que

esteja proximo de Ay
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a) by = cgﬁi (171)
b) by = A; (172)

onde xi € um autovalor da submatriz do canto inferior direito da

matriz [C, ], ou seja:

(k) (k
Cn-l,n—l Cn—l,n

(k) (k)
_Cn,n—l Cn,n B

Quando a matriz [C] tem todos os autovalores

. ~ . . k
reals, entao no decorrer do processo iterativo, c% %_1 tende a
?

(k)
n

zer0o € consequentemente Shy tendera ao autovalor An' Se a ma-

(k)

n,n-1

b

triz apresentar alguns autovalores complexos, entao c pode
nao tender a zero, mas os autovalores da submatriz do canto infe

rior direito de [C], tendem aos autovalores de [C].

A escolha de bk segundo a equacgao (171) so
tera eficiéncia quando a matriz [C] tem todos os autovalores re-
ais. Neste caso, a influencia de bk sobre a velocidade de conver

géncia se torna mais efetiva na medida em que o valor absoluto de

LK)

n.n-1 S€ tormar pequeno. Assim, € mais conveniente que a acele-
?

racao da convergéncia seja introduzida quando

|cg5%_l| < e (173)
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- k . }
onde € € algum valor pequeno, ou quando cg % mostrar sinais de

b

convergéncia, isto e:
k k-1 ‘
1 - c;,)n/cgl’n V| < e (174)

E conveniente ainda, que a escolha de bk segundo a equacao (171),

seja utilizada juntamente com um processo de redugao de ordem da

. . . . . k .
matriz envolvida no processo iterativo. Assim que cg % convergar
k4
a A_ e c(k) estiver proximo de zero, toma-se c(k) como
n n-1,n-2 n-1,n-1

o proximo valor de bk e passa-se a executar o processo iterativo
com uma matriz de ordem n-1. Continuando desta forma, pode-se ir
determinando cada um dos autovalores, e a cada autovalor determi

nado passa-se a trabalhar com uma matriz de menor ordem.

Quando a matriz [C] tem autovalores complexos,

ndo € conveniente que se escolha o valor de b, segundo a equagao

(k)

ao convirja a zer e o) -
n.n-1 n o} j ero, conse

(171), pois & possivel que c
quentemente cgﬁ% nao sera uma boa aproximacdo de An. Assim, quan
do [C] tem autovalores complexos, € usada a equacgao (172) para
selecionar o valor de bk' A escolha de bk segundo a equacao (172)
apresenta boa eficiéncia tanto para matrizes que tenham todos os

autovalores reails, como para matrizes que tenham autovalores com

()

plexos. Note que quando [C] tem todos os autovalores reais, 0 -1

tende a zero e consequentemente os autovalores da submatriz do
canto inferior direito de [C], tendem a An-1 € Ay O processo de
reducao de ordem da matriz [C] pode também ser executado quando
€ utilizada a equacgao (172), devendo-se levar em consideragao que

neste caso, a convergéncia pode ocorrer simultaneamente para dois
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autovalores.

Se a matriz [C] tem todos os autovalores re-
ais e for utilizada a equacao (172), entao bk ficara definido por
dois valores, que correspondem aos dois autovalores da submatriz
do canto inferior direito. Se os dois autovalores da submatriz
sao complexos, entao eles ocorrem em um par conjugado e & conve-

niente que se tome b, como a parte real de um autovalor® . Se os

*

1

entao €& conveniente que bk seja selecionado da forma:

. ~ . . . * .
dois autovalores sao reais e iguais a A e Az respectivamente

*

b, = A

se X - C(nk,)nl- <X, - Cglk,)n[ (175)

*

k k
by = AL se [Al - cg,L[.E[AE - cg,;[ (176)

Quando a matriz [C] pode ter autovalores com
plexos, € possivel acelerar o processo de convergéncia, usando
os dois autovalores da submatriz do canto inferior direito, fa-
zendo com que cada iteragdo do método QR, corresponda na realida
de a duas iteracoes. Assim, seja X& e Na os dois autovalores da
submatriz. Eles podem ser reais ou complexos. Para facilitar a

colocacao das equacoes que definem o uso de X, e X\

1 5s O indice k

sera substituido por 1.

2Veja WILKINSON, J.H. Op. Cit. nota 11. p. 512.
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Desta forma pode-se escrever? :

[c;d - »l1] = [QJlR, ] (177)
[c,] = [R;JEQlj + 1] (178)
[c,] - w1] = [Q,1[R,] (179)
[cs] = [R,I0Q,] + »,[1] (180)
([0, 00Q,1) ([R,I[R, D) = ([, - ¥ [1D) (Ley] - w[1]) (181)
[cs] = [Q,7%Q,J%¢, 100, 1[Q,] (182)

Mesmo que N& e N& sejam complexos, a matriz do lado direito da

equagao (181) sera real. Colocando
[Q10Q,] = [Q] (183)

[R,J[R;] = [R] (184)

a equacao (181) fica:

2*Veja WILKINSON, J.H. Op. Cit. nota 11. p. 529.
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[QIERD = (Cey] - w1 e,T- w01]) ass)

A equacao (182) também pode ser escrita como:

[C1][Q] = [Qj[c3] (186)

O problema consiste,em a partir de [Clj,obter [C;] numa Unica i-
teracao, sem usar aritmética complexa. Conforme foi colocado no
item 3.6., usando matrizes unitarias de Householder, pode-se re-
duzir uma determinada matriz a forma de Hessenberg. Assim, para

[Cl] pode-se escrever:
[Q1*[c, Q] = [H] (187)
[c,10Q] = [QI[H] (188)

onde [Q] € unitdria e [H] & uma matriz de Hessenberg. Da equa-
cao (188), pode ser demonstradoz“\que dada a primeira coluna de
[Q], entdo [Q] e [H] sao unicamente determinadas. Desta forma ,
comparando as equacoes (186) e (188), vefifica—se que se [Q] e
[Q] tiverem a mesma primeira coluna, entdo [Q] deve ser [Q] e

[H] deve ser [CSJ. Da eqﬁagéo (185) tem-se:

[Q1°Cc,] - w1 e, - w[1D) = [R] (189)

- *Veja WILKINSON, J.H. Op. Cit. nota 11. p. 352.
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A matriz [Q] pode ser determinada por:

[Q] = [P1][P2]'°°[Pn_1] (1590)

onde cada [Pr] € uma matriz unitaria. Pode ser verificado que
[Q] tem a sua primeira coluna igual a primeira coluna de [Plj
Desta forma pode-se determinar [Plj em fungéo da primeira coluna
de ([Clj - X&[I])([Clj - ¥[I]), determinando consequentemente a
primeira coluna de [Q]. Considerando que [Clj esta na forma de
Hessenberg, entdo a primeira coluna de ([C;] - »[ID(Cc]-x[1])
¢ dada por:

.

+ )\*2) + \E %

2
9p = €17 * €126p7 " €11 (0% )

= - * -
A = Cpp(Cyy * Cpp = A - A% N (191)

93 = C32¢21

onde ;> 94, € dz sao os tres primeiros elementos da primeira co-
luna de ([Clj - X&[I])([Clj - XE[I]). Os demais elementos da pri
meira coluna sao nulos e note que cada elemento a3 sera sempre

real.

Pela equacao (182) tem-se:

[c,] = Q1[I | (192)
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logo, determinado [Plj pode-se escrever:

[ci] = [P,]°0cy]0P, 0 (193)

Considerando entao que [C3] corresponde a uma matriz de Hessen-
berg, a sua obtencdo pode ser feita a partir de [C%]. Isto pode
ser feito usando as matrizes unitarias de Householder, conforme

foi mostrado no item 3.6. Assim pode-se escrever:

(0] = [cg] = [P,_,1%...[7,1°P;1°Cc,I0P, 2L, ] . [P, _,]

(194)

Desta forma, o processo de aceleragao da convergencia foi execu-
tado, usando-se simultaneamente Xﬁ e XE em uma iteracgao que na

realidade corresponde a duas iteragoes e utilizando apenas a pri
meira coluna de ([C;] - »[1])(CCc;] - »[ID).

Para verificar a eficiencia do processo de
aceleracao da convergéencia, trés matrizes foram processadas, u-
sando-se o método QR normal e o método QR com aceleracdo da con-
vergéncia. Foi usada a técnica proposta pela equacao (172), to-
mando-se simultaneamente os dois autovalores da submatriz do can

to inferior direito.

Matrizes processadas: Matriz 1 - matriz cheia de ordem 3 por 3,

com todos os autovalores reais.

Matriz 2 - matriz cheia de ordem 7 por 7,
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com todos os autovalores reais.

Matriz 3 - matriz cheia de ordem 7 por 7,

com autovalores complexos.

Para verificar a convergencia foi utilizada uma tolerancia igual

0.000001. Os resultados sao mostrados na tabela 1.

d NORMAL COM ACELERACAO
Modo - -
© Numero de Tempo de CPU | Numero de |Tempo de CPU
Matriz Iteracoes (segundos) Iteragoes (segundos)
1 22 0.69 4 0.25
2 172 33.75 14 4.13
3 212 41.14 34 9.41
Tabela 1. - Comparagao entre o método QR normal e o método QR

com aceleracdao da convergéncia.

3.9. Determinacao dos Autovetores

Apos a determinacdo dos autovalores, os auto
vetores podem ser determinados atraves da solucdo de n problemas

lineares do tipo:

[F()\j)]{X}j = {0} para j =1,n (195)

onde




65
[E(x;] = [ed - 401 (196)

Se a matriz [C] apresentar autovalores com-
plexos, entao existirao autovetores complexos. Seja Ap =T+ dug
um autovalor complexo de [C] e seja {X}r ={£}r +i{n}r 0 seu cor-

respondente autovetor. Entao pode-se escrever:
[c]({g}, +i{n} ) = (¢ +iu ) (L€} +i{n} ) (197)

Separando a parte real e a parte imaginaria vem:

[Cl{e}, = c {8} - w.in}, (198)

[clin}, = c{n}. + w {E}, (199)

Isolando {n}r na equacgao (198) vem:

1 [clegy. + s {c} £ 0 200
£, £}, para u, (200)

{n}. =
T Hy Hy

Substituindo a equacao (200) na equacdo (199) vem:
2 2 . 2 _
(Cel® -2c L]+ (ep+uD[ID g, = {0) (201)

que se constitue em um problema linear do tipo colocado pela e-
quacao (195). Assim, determina-se {E}r pela equacdo (201) e apos
pode-se determinar {n}r pela equacgdo (200).

Conforme ja foi mostrado, pelo método QR tem

-se:

[s] = [Q]%Cclral (202)
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onde [Q] € uma matriz unitdria que representa todas as transfor
macoes aplicadas a [C] e [S] € uma matriz triangular superior ou
quase triangular superior. Como [S] se apresenta em uma forma
mais simples, € conveniente que na determinagdo dos autovetores,
se use a matriz [S] em vez de [C], pois isto implica em um menor
numero de operagdes. Evidentemente que se {Y}r € um autovetor de

[S] entdo o correspondente autovetor de [C] & dado por:
X1, = [QJ{Y}, (203)

A solugao do problema linear colocado pela
equagao (195) pode ser obtida, transformando a matriz [F(Aj)] nu
ma forma normal dc Hermite (FNH)?* . Uma matriz [H] estd na  FNH

se:

a) As linhas nulas de [H], se exlstirem, apare-

cem abaixo de todas as linhas nao nulas.

b) O primeiro elemento nao nulo de cada linha
ndo nula € igual a 1, e todos os elementos

abaixo e acima dele sao nulos.

\

c) Se [H] tem p linhas ndo nulas e k; & o nlime-
ro da coluna na qual aparece o primeiro ele-

mento nao nulo da linha i, entiao

2 Veja ALVES, D.B. Op. Cit. nota 13. p. 98.
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A transformagdo da matriz [F(Aj)] em uma FNH

25 sobre as 1i-

pode ser feita aplicando-se operagoes elementares
nhas de [F(Aj)] . Apds obtida a FNH da matriz [F(Aj)] e conside-

rando:

- que a FNH tenha p linhas nao nulas e s linhas

nulas;

- ki(i =1,p) como sendo igual ao numero da co-
luna que épresenta 0 primeiro elemento naonu
lo da 1linha ij;

- EK (£=1,s) como sendo igual ao numero das

demais colunas;

a determinacgao de cada {X}j da equagao (195), pode ser obtida

atraves da equacgao:

005 = [G(j)]{X}g (204)

com [G(J)] sendo uma matriz de ordem n por s com seus elementos

definidos por:

B, T " hig, paral=ls e i=lp (205)
1 se f =nm

gr o - para £ = 1,s e m = 1,s (206)
2 0 se £ #m

onde h,, sao elementos da FNH de [F(Aj)]. 0 vetor {X}g contém s

elementos que sdo valores arbitrarics, nao todos nulos.

* Veja ALVES, D.B. Op. cit. nota 9. p. 96.
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CAPITULO IV

4. 0 METODO DE STODOLA EM BLOCOS

4.1. Introdugao

Conforme foi mostrado no Capitulo II, um pro-
blema de autovalores e autovetores € constituido por um sistema

de n equacoes que pode se apresentar sob a forma:

[A]{X} = A[B]{X} (207)

Se alguma matriz da equacdo (207) for nao simétrica, pode-se defi

nir o problema de autovalores e autovetores como:

[AT{X} = A[B]{X} (208)
(YIta] = atyrts)] (209)

onde {X} € denominado autovetor a direita e {Y} € denominado auto

vetor a esquerda.

Através do principio de Hamilton?® verifica-
se que, para um sistema estrutural, as equag6es (208) e (209) po-

dem ser derivadas da variagao de um funcional da forma:

®Veja HURTY, W.C. & RUBINSTEIN, M.F. Op. Cit. nota 2. p. 80.
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LEX,Y) = {Y)T[AJ(XY - a(YI8](x} (210)
A equacdo (208) € obtida de

oL _
SIYT 0 | (211)

e a equacao (209) & obtida de

E

= 0 (212)

D
—~
<
—

Considerando que {X} e {Y} sao vetores que
pertencem a um determinado espago vetorial W,, pode-se promover

uma transformagao linear tal que:

{(X} = [T]{x} (213)

{Y} = [T]{y} (214)

onde {x} e {y} sao vetores pertencentes a um espaco vetorial W,
que correspondem a {X} e {Y} respectivamente. Considerando as e-
quagoes (213) e (214), o funcional L no espago vetorial W, pode

ser escrito como:

L(x,y) = {y}[TIY[A[TIMx} - Ay (1T BI[T]{x} (215)
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Observa-se entao que um problema de autovalores e autovetores de-
finido em um espago vetorial W,, foi transformado em um problema
pertencente a um espago vetorial W,. O processo de mudanca do es-
pago vetorial & uma das caracteristicas do método de Stodola em
blocos. Este método determina os autovalores e autovetores asso-
ciados as equacgées (208) e (209). A designacao "em blocos" se de-
ve ao fato do método executar um processo de iteragdao simultanea
que faz com que um conjunto de vetores convirja simultaneamente

aos verdadeiros autovetores.
A técnica de Stodola em blocos a ser descrita
aqui, € aplicavel as equacbes:
CAT{X} = A[B]{X} (216)

(YyY[AT] = A (y}Y[B] (217)

onde [A] € uma matriz real de ordem n, podendo ser nao semétrica e

[B] € uma matriz real, simétrica de ordem n.

4.2. A Técnica Iterativa

Seja a equacgao:

[AJ{X} = A[B]{X} (218)

Considerando um processo de mudanca do espago vetorial pode-se es

crever:
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{X} = [Tk]{x} (219)

onde {X}nxl, [Tk]nxm’ {x}mXl e 0 Indice k € colocado devido a e-
xisténcia de um processo iterativo. Note que, neste caso pode-se
considerar Wl como sendo o0 espago vetorial complexo c" e consequen
temente W2 sera o espaco vetorial c™. Desta forma, a transforma-
cao [Tk] projeta o problema definido pela equagao (218) no espago

. m ind m - n -
vetorial C . Se m<n, entao C sera um subespago de C e ocorrera

uma reducdao no numero de coordenadas associadas a equacao (218).

Para que a transformagdo [Ty ] gere o subespa-
co C™ & necessario que cada coluna de [T, ] seja formada por veto-
res linearmente independentes. Assim, pode-se considerar cada co-
luna de [Tk] como sendo constituida por autovetores da equacgao
(218), desde que estes vetores sejam correspondentes a distintos
autovalores. Para um problema de vibragoes livres nao amortecidas,
a matriz [A] da equagdo (218) pode representar a matriz de rigidez
da estrutura e consequentemente a matriz [B] representara a. ma-

triz massa. Assim, pode-Se escrever:
Al ] = [Py ‘ (220)

onde a matriz [Pk] representa a distribuicao de carregamento iner
cial da estrutura que deve estar em equilibrio dinamico com as for

cas eldsticas. Consequentemente, se [P, ] & conhecido e [A] €& ndo

singular, pode-se determinar [Ty ] .

Substituindo a equacao (219) na equagao (218)

vem:
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[AILT, Jtx} = A [BI[T, J{x} (221)

Multiplicando ambos os lados da equacao (221) por [Tk]t vem:

(1 JCAILT Jixd = ALy J°CBILT, Jix} | (222)

Colocando

[a] = [T, 17 CAILT,] (223)

[b] = [T, 1°[BI(T,] | (224)
tem-se:

Caltx} = a[bJx} (225)

onde [a] e [b] sdo matrizes de ordem m.

Observa-se desta forma, que um problema de au
'tovalores e autovetores definido para o espago c®, foi transforma
do em um problema definido num subespago m-dimensional. Segundo
Dong?” as equagdes (223) e (224) representam transformagdes con-
gruentes. Na verdade, duas matrizes [C] e [C] sdo ditas congruen-

tes?® se:

2 DONG, S.B. Op. Cit. nota 6. p. 252.
28 Veja GANTMACHER, F.R. The Theory of matrnices. p. 296.
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[€] = [11*[c]LT] (226)

-

com det[T] # 0. Como a matriz [Tk]‘das equacoes (223) e (224) e
de ordem n por m, a colocagdo genérica do conceito de congruéncia

para estas equagoes € falha.

Considerando a equagao (220), a equacao (223)

também pode ser escrita como:
- t
[a] = [T, 1°[P ] (227)

Note que se a matriz [B] da equacao (224) for

simétrica, entdo [b ] também sera simétrica pois

[61% = ({n I°[BILT, D* (228)

[b1° = [ 1°CBILTy] (229)

A solug@o do problema de autovalores e autove

tores colocado pela equacao (225) pode ser escrita como:

{x} = [d; ]z} (230)

onde cada coluna de [dk] € um autovetor da equacgado (225) e {z} €

o vetor coordenada normal?®® .

**Veja HURTY, W.C. & RUBINSTEIN, M.F. Op. Cit. nota 2. p. 135.
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Se a equacao (225) tem todos os  autovalores
distintos e as matrizes [a] e [b] sdo simétricas, entdo [d; ] tem

as seguintes- propriedades:

[4,]1[bI[a, ] = [1] (231)

[dk]t[a][dk]

[dia(3;)] (232)

Apos a determinagdo dos autovetores no subes-

paco, os autovetores no espago original podem ser determinados por:
[Dk] = [Tk][dk] (233)

Se [Pk] definir exatamente o carregamento i-
nercial da estrutura, entdo [T, ] definira exatamente o subespago

necessario e a solugéo.[Dk] sera exata.

Entretanto, a definicao exata de [Pk], na mai
oria dos casos nao € possivel e torna-se necessario um  processo
iterativo onde [P;] ou [T;] devera ser estimada. A selegio de
[Plj ou [le deve ser feita de forma que um subespaco fique defi-
nido matematicamente e portanto cada coluna de [P;] ou [T;] deve

ser linearmente independente.

Considerando que [P,] ndo representara o car-
regamento exato, entdo [P,] ou [Pk+1] devera ser calculada, ini-
ciando desta forma o processo iterativo. A equacao (218) também

pode ser escrita como:
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[A]7Y[B)(x} = pix} (234)

onde p =4%. Pelo método das poténcias, se {X}1 € um vetor inicial,

entao

[A]71[B]OX}, = (X)) (235)

Dividindo {X}i por p vem
[A)BIex3, = piX), (236)

Pode ser demons‘trado30 que substituindo {X} por {X}, na equagao
(234) e estabelccendo-se um processo iterativo ocorrera a conver-
géncia para o autovalor de maior valor absoluto. Desta forma, co-
mo cada coluna de [Dy] & um vetor que devera convergir ao autove-

tor, pode-se escrever:

[D,,,] = [A17'[BI(D, ] (237)

onde cada coluna de [Dk+1] deve ser dividida pelo maior elemento

em modulo da coluna. Comparando a equacao (237) com a equagao

[t J = [AT '[P, ] (238)

pode-se concluir que:

% Veja ALVES, D.B. Metodos numerdicos. p. 134.
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[Pr,11 = [BI[D,] (239)

Com [Py ,,] determinado, volta-se & equagédo
(220), estabelecendo-se com isto, um processo iterativo que deve-
ra ser executado até a convergéncia® , determinando desta forma |,
os autovalores );(i=1,m) e os correspondentes autovetores [Dk] -
A convergencia pode ser medida pela variagdo acumulativa na mag-
nitude dos modulos dos autovalores, que s3ao determinados atraves
da resolucao da equagao (225). Assim, a convergéncia ocorre quan-

do

< € | (240)

onde pj(j=1,m) sao os modulos dos autovalores do ciclo atual, is-

(©2Y

to

py = Iyl = loy +wyil = /ef + s (241)

p§(j=1,m) sao os modulos dos autovalores do ciclo anterior e € e

uma determinada tolerancia.

Para a solucao da equagao (225), € convenien-
te transforma-la em uma equagao representativa de um problema pa-
drao de autovalores e autovetores, pois a maioria dos metodos de

resolucao se aplicam ao problema padrao. Uma das formas de trans-

31 Veja demonstracao da convergéncia no apéndice I.
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formar o problema colocado pela equacao (225) em um problema pa-
drdo, consiste em utilizar os autovetores da matriz [b] para redu
zir esta matriz a identidade. Conforme foi colocado no Capitulo
II, se [b] & uma matriz simétrica, positiva definida, pode-se a-

justar os autovetores de [b] de forma que:

[4,]"[b104,] = [1] (242)
onde [dy] € uma matriz em que cada coluna & formada por um autove

tor de [b].

Usando a transformacao
{x} = [d,]{u) (243)

a equacao (225) pode ser escrita como:

[alldy]tut = a[b][dy I{u} (244)
Multiplicando a equacao (244) por [ab]t vem:
[d,1°[alld,J(u} = ALd,I*[bI[a, T{u} (245)

Como a matriz [B] € simétrica, entdo [b | também sera simétrica

Desta forma, considerando a equacao (242) e colocando

[C] = [db]t[aj[db] (246)
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pode-se escrever:

[cl{u} = ar{u} (247)

Note que em cada iteracdo do método de Stodo-
la, devera ser feita a resolugao de dois problemas do tipo coloca
do pela equacgao (247). Desta forma, a técnica utilizada na resolu
cao deste problema, exercera influéncia direta sobre a eficiéncia
do método de Stodola. O método QR, apresentado no Capitulo III ,
constitui-se em um eficiente método para a resolucdo do problema

colocado pela equagao (247).

4.3. 0 Calculo de [/\]"1

Conforme foi colocado no item anterior, a ca-
da iteracao uma nova matriz [T] deve ser determinada. Pela equa-

cao (220) pode-se escrever:

[T J = [AT[P, ] | (248)

Como [A] € normalmente uma matriz banda, € conveniente que somen-
te os elementos da banda sejam armazenados® . Desta forma, a in-
versao direta da matriz [A], como sugere a equacgdo (248), nao &

conveniente, pois mesmo que [A] seja banda, [A]—l pode ser uma

2 Veja as formas de armazenamento para [A] e [B] no Capitulo V.
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matriz cheia e consequentemente, para grandes sistemas algébricos,
a determinacgao de [A]—l exigira um grande esforgo  computacional

para o seu armazenamento.

A matriz [Tk] pode ser determinada diretamen-

te da equacao

[A][Tk] = [Pk] (249)

atraves da aplicagao de operagoes elementares nas linhas da  ma-
triz [A], fazendo com que se obtenha [A] triangularizada. Se  as
operaclOes €lementares aplicadas em [A], forem também aplicadas em

P, ], pode-se escrever:
k- P

F ' 1 [ h - } i ' ' ' )
311 312 - 3p t11 t12 Yim P11 P12 +-+ Pip
0 ay, an try 22 tom P21 P22 -+ Pon
0 0 I :
= . (250)
LO 0 4nn thl tn2 o0 tam Pn1 th To phmJ

Analisando a equagao (250), pode-se observar que cada coluna da
matriz [T, ] pode ser obtida através de um processo de substituicao
regressiva, valendo-se do fato que a&j = 0 para i >j. Desta forma,

pode-se escrever:

- pn,i

n,n
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P, :-a t .
¢ - n 1,1 n-l,nn,1 (251)
n-1,1 a'
n-1,n-1
e o P1,i7%1,2%2,07%1,3%3,5 7 "% ntn,g
1,1 2!

1,1

para i = 1,m. Um processo de condensacao pivotal, que diminui o

erro de truncamento na computacao de [A] triangularizada, ndo &
necessario pois os maiores elementos em modulo da matriz [A], es-
tao normalmente concentrados junto a diagonal principal. Note tam
bém, que a condensacdo pivotal pode exigir uma maior area para o

armazenamento de [A] triangularizada.

O processo de triangularizagao e posterior
substituicao regressiva exige apenas uma triangularizacgdo de [A],
ja que a cada iteracao [A] € constante. As operacoes elementares
aplicadas em [A] devem ser guardadas para serem aplicadas 2 ma-
triz [P, ] de cada iteragdo. Como a matriz [A] & utilizada apenas
para a determinacdo de [T}, [A] triangularizada pode ser armazena

da na mesma area destinada ao armazenamento de [A7].

4.4. Autovalores e Autovetores Complexos

Na resolugao da equacdo (247), € possivel que
sua solucao contenha vetores complexos, pois [c] é ndo simé-

trica. Consequentemente, [Dk] e [T, ] conterdo elementos complexos,
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fazendo com que as matrizes [a] e [b] da equacdo (225) contenham
também elementos complexos., Um problema de autovalores e autoveto
res relativo a uma matriz com elementos complexos, pode ser escri

to como:

([R] + i[S]{X} = Aa{X} (252)
Multiplicando a equagdo (252) por -i vem:

([SJ - i[R]DIX} = - A {X} (253)

Combinando as equacoes (252) e (253) vem:

[R] 1 -[s] {X} {x} ]
T ErEel B RS = AJ----- (254)
[s]: [RT| ] -itx) -i{X}f

A equacao (254) permite concluir que um problema de autovalores e
autovetores envolvendo matrizes complexas, pode ser tratado exclu
sivamente em aritmética real. A desvantagem deste procedimento &

a duplicagao da ordem da matriz.

Pode ser demonstrado, que atraves de um pro-

cesso de combinagao linear das partes reais e imaginarias dos ve-
- - -

tores contidos em [Dk] ou [Tk], e possivel obter-se somente ele-

mentos reais para as matrizes [a] e [b], sem que seja necessario

qualquer aumento na dimensao do problema e sem que isto cause

qualquer anormalidade na convergéncia da técnica de Stodola.

Seja
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[T,] = [T] = [{t}l,{t}z,...,{t}m] (255)
onde cada vetor {t}j (j = 1,m) € uma coluna da matriz [T], e
{t}j = {E}j + i{n}j (256)

com {g}j contendo a parte real das coordenadas e {n}j a parte i-

maginaria. Pode-se verificar que as redefinicdes

{t}j = {g}j + {n}j (257)

{t}j = {g}j - {n}j (258)

onde {f}j representa o conjugado de {t}j, produzirao uma trans-
formagdo [T] real, que terd o mesmo efeito da transformagao [T]
com elementos complexos. Para comprovar esta caracteristica, con
sidere que as m colunas de [T] apresentam r vetores reais e 2s
vetores complexos, com s vetores complexos e s vetores complexos
conjugados. Suponha que os vetores reais estejam nas r primeiras
colunas de [T], que os s vetores complexos estejam nas colunas
seguintes e que os s vetores complexos conjugados estejam nas co

lunas restantes.
Sejam as matrizes:
1 0 0

[ad = |0 1/2(1-1)I;  1/2(1+i)I (259)
0 1/2(1+i)I,  1/2(1-i)I
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L 0 o0
[p]l = |0 0 I, (260)
_0 I, 0 ]

onde I. e I sao matrizes identidade de ordens r e s Trespectiva-
mente. Pode-se verificar que a matriz [p] quando premultiplicada
pela matriz [T] faz com que haja a troca de posigao dos vetores

complexos com seus complexos conjugados. Desta forma, pode-se es-

crever:

[T] = [T1lp] (261)

onde a barra indica conjugagao complexa.

As matrizes [p] e [q], conforme definidas pe-

las equagoes (259) e (260) tem ainda as seguintes propriedades:

[al® = [p] (262)

[p1% = [1] (263)
[allp] = (@] = [a]° (264)

Pode-se ainda concluir que:
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[a] = [a]
[al = [p]
[a)® =[]
[q]* = [1]
[a]® = [a]

V

(265)

Seja agora a equagao (223):

[a] = [TI*[ALT] (266)

Conjugando a equacao (266) vem:

[a] = [T1'[AJ[T] (267)

Considerando a equacao (261) pode-se escrever:

[a] = [p)*[T]*[AILTIP] = [p])*[allp] (268)

Pode-se demonstrar que a transformacao

[¢] = [al%[alla] (269)

fornecera sempre uma matriz [ ¢] real. Conjugando a equagao (269)
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tem-se:

— —=tr—r—

(3] = [aJ [=llal (270)
Substituindo a equacao (268) na equagao (270) vem:

[51 = [q1[p1 CallpIlq] (271)

Considerando as equacoes (265) pode-se escrever:

(5] = [q]*[alla] (272)

Comparando a equagao (272) com a equagao (269) tem-se:

(3] = [e] (273)

logo [¢] € real.

A implementacao deste processo na técnica de
Stodola, consiste em tomar-se a transformagao [T][q] em vez de
[T]. Note que, se [T] for substituida por [TJ{q], entdo a equa-
cao (266) fica:

[4] = [ad*[7]°CAI(TI0a] = [a]*[alla] (274)

que conforme ja foi demonstrado sera sempre real.
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Pode ser verificado, através da mulplicacao
direta de [T][q], que esta transformacdo produz o mesmo efeito
matematico produzido pelo uso das combinagGes lineares propostas

pelas equagoes (257) e (258). Seja por exemplo:

p— -

t11 al+ib1 al—ib1

[T] = tyy  a,*ib, a,-ib, (275)

Lt31 a3+ib3 as—ib3

Pela equacao (259) tem-se:

[q] = |0 1/2(1-i) 1/2(1+i) (276)

0 1/2(1+1) 1/2(1-1)

- -

Executando as combinagoes lineares propostas pelas equacdes (257)

e (258) tem-se:

typ  apthy  ag-by
[TC] =|t,; a,tb, a,-b, (277)
Lt31 aztb;  az-bg

Efetuando o produto [T]{q] vem:



87

Ftll aj+by  ay-by
[T] = [T1lal = |t,; a,+b, a,-b, (278)
tz) aztby az-bsg

Comparando (278) com (277) tem-se:

[T.] = [T] (279)

4.5. Autovetores a Esquerda

Os autovetores a esquerda sdo obtidos atra-

vés da resolucdao da equagao

(YA = 2 (Y} E[B] (280)

Transpondo a equacao (280) vem:

[A1t Y} = A[B]{Y} (281)

A determinacao dos autovetores a esquerda pode ser feita apos a
execugcao do processo iterativo da técnica de Stodola em blocos

Note que o processo iterativo, descrito no item 4.2., determina
a transformacao exata que projeta o problema no subespago c™. As

sim, apos, a determinacao dos autovetores a direita e consequen-



temente da matriz [T] exata, tem-se:

{Y} = [T]{y}

Substituindo a equacao (282) na equagao (281) vem:

[T1* Al [T]ey}= A[TI[B[T]{y)

Pela equacao (223) tem-se:

[a] = [T]°[AI[T]

Logo, pode-se escrever:

[a]® = [T][A]*[T]

Desta forma, a equacao (283) pode ser escrita como:

[a]t{y} = A[b]{y}

Usando a transformacao

{y} = [db]{q}

onde [dy] € a matriz dos autovetores de [b], e colocando

88

(282)

(283)

(284)

(285)

(286)

(287)
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[cI* = [4,1%CaCe,] (288)
tem-se:

[c]tud = a{u} (289)

Denominando de [E] a matriz dos autovetores a esquerda, esta po-

de ser determinada pela equagao
[E] = [T](d4y10v] (290)

onde [U] & uma matriz cujas colunas sao formadas pelos autoveto

res da equacgao (289).

Note que, como o processo iterativo de Stodo
la aplicado a equagao [AJ{X} = A[B]{X}, determina a transformagdo
[T] exata, automaticamente ficam determinadas também as matrizes
[a], [b], [d ] e [c]. Desta forma, basta apenas resolver a equa
cao (289) e determinar os autovetores a esquerda pela equagdo

(290).

4.6. Fluxograma do Método de Stodola em Blocos

E apresentado neste item um fluxograma com-
pactado que especifica os passos fundamentais da té€cnica iterati

va de Stodola.



< INICI O)

Entrar com n, m, NIT, ERR

[A], [B] e [D;]

Triangularizar [A] guardando
as operacoes elementares

l:A}“[A]Trian}:{.

Normalizar [Dy]. Cada coluna
de [D, ] deve Ser dividida pelo
maior elemento da coluna

Fazer combinacao linear dos ve

tores complexos em [D ]

[Pk] = [B][Dk]
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Aplicar operacoes elementares
em [Py ]e resolver [A)lT ] = [P ]

[a] = [Tk:F[Pk]
[v] = [ ITELT]

Resolver [bJ{v} = ¢{v}
Determinando os autovetores [d, ]

Ajustar [d, ] de forma

que [d,15[b](a,]=[1]

[c] = [4,]"[alld,]

Resolver [c]{u} = r{u} determi
nando o conjunto dos autoveto-
res [U] e A (1=1,m)

1
[a W
o
L
I

= [db][Uj

[Dk] = [Tkj[dk]

91
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NAO

\éfiiijgiu?

M
5 k > NIT SIM
Imprimir: 'o pro NAO
Cesso nao conver
giu' * .
X; = A;(i=1,m)
k = k+1

( P ARE >

Resolver [c]%{u} = A{u} deter

minando os autovetores [U]

[E] =[Tk][db][U]

Imprimir: X, (i=1,m), [Dk]

e [E]

( P ARE )

OBS: NIT - Nimero maximo de iteragodes

ERR - Erro admissivel
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4.7. A Tecnica de Stodola em Blocos para Problemas de Autovalores

de Grau p.

4.7.1. Um Problema de Autovalores de Grau p.

Um problema de autovalores e autovetores de

grau p, pode ser definido pela seguinte equacgao:
([Aoj + A[Alj + AZ[AZJ + ... 4 Ap[Ap]){X}O = {0} (291)
Quando p =1, a equagao (291) fica:

(LAgd + A[A DX}y = {0} (292)

ou

LA J1X}y + A[A{JIX}, = {0} (293)

Observa-se que a equagao (293) representa um problema de autova-

lores na sua forma classica.

Um problema de autovalores de grau p, com p
maior que 1, nao apresenta uma complexidade maior quando compara
do com um problema comum de autovalores. Através da aplicacdao de
transformagoes a equacao (291) pode-se reduzir este problema de

grau p para um problema de grau 1. Assim, seja a seguinte sequen
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cia de transformagoes:

w
{X}l = A{X}O
(X1, = A (X},

S (294)
00 = XY,

Note que estas transformagoes sao baseadas no teorema que diz:

Se {X} € um autovetor, entao a{X} também sera um autovetor.

As equacoes (291) e (294) podem ser combina-

das na seguinte forma matricial:

o I 0 0 0 X, I 0 0 0 0 X,
0 0 I 0 0 X, 0 I 0 0 0 Xy
0 0 0 0 0 X, 0 0 I 0 0 X,
= A : :
. T

0 0 0 ...0 I Xpes 0 0 0 I 0 X,-2

Ay Ay AgeAny A || Xpa 0000 AL X
(295)

A equacao (295) representa um problema de autovalores de grau p,

e € analoga a equacgao
[A]{X} = A[B]{X} (296)

de forma que a técnica de Stodola em blocos pode ser aplicada di
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retamente. Note que, para um problema de grau p, as matrizes [A]

e [B] serao de ordem np.

Conforme foi colocado no item 4.3., a deter-
minagao da transformagao [Tk], que projeta o problema num subes-
paco, exige a inversdo da matriz [A] ou a triangularizacgdo com
substituicgao regressiva} Para o problema colocado pela equagao
(295), a determinagdo de [T, ] exigira um maior esforgo computa-
cional, pois a matriz [A] n@o serd matriz banda, mesmo que [A;],
[Alj,..., [Ap] sejam matrizes banda. Esta dificuldade pode ser
contornada usando o conceito de matrizes particionadas, que sera

mostrado na discussdo de um problema quadratico de autovalores

(p=2).

4.7.2. A Técnica de Stodola para um Problema Quadratico.

Um problema quadratico de autovalores pode

ser definido pela equacgao:
CAg] + LA ] + LA, DX}, = {0} (297)

A equacao (297) pode também ser escrita na forma
2
[Ag] XYy + ALA]IIXTy + A7[A, (X}, = {0} (298)
ou

[ApJixYy + A([A;IIXY, + A[A,1{XT) = {0} (299)
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Considerando a transformacgao
(X}, = AMxJ, (300)
As equacoes (298) e (299) podem ser escritas como:
CApl{xY, + [A DX}, + A[A, (X}, = (o} (301)

[AOJ{X}O + A (A TIXT + [Azj{x}l) = {0} (302)

As equagoes (300) e (301) podem ser combinadas e escritas na se-

guinte forma:

CAJ{X} = A[B]J{X} (303)
onde

011

[A] = TTemTomes (304)
-AO:-Al _

RS

(B] = | ----t---- (305)

0 E A,

X
{X}= J--—Q—-L (306)

O mesmo resultado pode ser obtido combinando as equacgoes (300) e

(302).
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Note que a equacgao (303) representa um pro-

blema de autovalores e autovetores na sua forma classica, de mo-

do que a técnica de Stodola pode ser aplicada diretamente.

forme ja foi mostrado, para obter o problema no subespago,

se a transformagao

{(Xy = [T J{x}

Usando matrizes particionadas, a

como:

—_—— v e -

equagao (307) pode ser

Pelas equactes da tecnica de Stodola tem-se??:

[AJLT ] = [Py ]

[P ] = [BJIDy_4]

Substituindo a equagao (310) na equacao (309) vem:

[AIlT, ] = [BI[D ]

%Veja item 4.2.

Con-

usa-

(307)

escrita

(308)

(309)

(310)

(311)
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Considerando as equacoes (304), (305), (306) e (308), a equacao

(311) pode ser escrita como:

]
t
SR 0 S LA ST
“Ap1mAy Ty ' Ag Dy_q
onde
D'
[p, ] = |---K1L | (313)
kl D”
k-1

A equacgao (312) permite concluir que:

[T 1 = [Dy_q] (314)

-0 0T D - [A IR ] = [A, 000y 4] (315)

A equacao (315) também pode ser escrita como:
1 -1 11 ]
[Tk] =_[A0] ([Azj[Dk_lj + [Al][Dk—lj) (316)

Desta forma, a transformacgao [Tk] pode ser determinada pelas e-
quacoes (314) e (316), exigindo apenas a inversao de [Aoj, 0 que

facilita o trabalho computacional.
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Apos a determinagdo de [T, ], as matrizes cor

respondentes a [A] e [B] no subespaco, podem ser determinadas por:

[a] = [T J°[AILT, ] (317)

i}

[b] = [1, J°[BILT,] (318)

Considerando que

[allTy ] = [P ] = [BIDy ;] (319)

a equacao (317) pode ser escrita como:

o] [l ] [k o
Ty ) 0: A, Di_l
ou
[a] = (7330 ;] + [T3JC4,1005 1] (321)
Da equagio (318) conclui-se que:
[b] = [ 0% + [Tpdt0a, 10T, (322)

0 restante do procedimento & idéntico ao apresentado no item 4.2
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CAPITULO V

5. DISCUSSOES E CONCLUSOES

5.1. Aspectos de Armazenamento

A técnica de Stodola em blocos, descrita no

capitulo IV, € aplicavel a equacio
[AJ{X} = A[BJI{X} (323)

com [B] devendo ser uma matriz simétrica. As matrizes [A] e [B]
sao normalmente matrizes banda. Em termos de construcao do pro-
grama de computador, para a matriz [A] & conveniente que somente
os elementos aij da banda sejam armazenados. Por outro lado, de-
vido a simetria de [B], € conveniente que sejam armazenados ape-
nas os elementos bij da banda, com i < j. Este processo de arma-
zenar apenas os elementos da banda, proporcionara uma sensivel
economia de memoria, especialmente no caso de grandes sistemas
algébricos. As formas de armazenamento para [A] e [B] sao mostra

das nas figuras 2 e 3.



X DIAGONAL

X X

(a) Matriz [A] na sua forma
normal.
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DIAGONAL

[ x/ x X
X X X X

X X X X

X X X X X
X X ) X X (
X X K X

X X X

L -

(b) Matriz [A] na sua
forma armazenada.

Figura 2 - Forma de armazenamento para a

matriz [A].

X DIAGONAL

X X

J8 SE—

(a) Matriz [B] na sua forma
normal.

DIAGONAL
_V/Fx {
p X X

X X
XK X X
1 X X
X X

X X
i ]

(b) Matriz [B] na sua
forma armazenada.

Figura 3 - Forma de armazenamento para a
matriz [B].
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Para as figuras 2 e 3 tem-se:

LBA - Metade da largura de banda da matriz [A]
LBB - Metade da largura de banda da matriz [B]

n - Ordem das matrizes [A] e [B]

Pode-se verificar facilmente para a matriz
[A], que sua forma de armazenamento especificada na figura 2,nao
causara economia de memoria quando n < 2.LBA. Neste caso, € con-

veniente que seja utilizada a forma normal de armazenamento.

Conforme foi mostrado no Capitulo IV, na re-

solucao da equagao
[alix} = A[b]{x} (324)

€ possivel que sua solugao [dk] contenha autovetores complexos.
Note que [d; ] € uma matriz de ordem m por m onde cada coluna &
constituida por um autovetor da equacao (324). O aparecimento de
autovetores complexos exigira umaAmaior area de armazenamento
ja que um vetor complexo € constituido de um vetor real e um ve-
tor imaginario. Esta dificuldade pode ser contornada atravées do
nao armazenamento dos conjugados dos autovetores complexos, posS-
sibilitando desta forma, que a parte real e a parte imaginaria de
um autovetor complexo sejam armazenadas em duas colunas adjacen-

tes da matriz [dy].
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5.2. Aspectos de Convergencia

0 método de Stodola em blocos converge para
os m autovalores de menor valor absoluto, sendo que a convergén-
cia ocorre de baixo para cima, isto €, entre os m autovalores que
estao sendo determinados, a convergéncia ocorre mais rapidamente

para o autovalor de menor modulo.

A velocidade de convergéncia dependera da
diferenca entre os modulos dos autovalores e da matriz dos veto-
res iniciais, ou seja, da matriz [P] que representa um determina
do carregamento inercial. Assim, quanto maior for a diferenca en
tre os modulos dos autovalores, maior sera a velocidade de con-
vergéncia. Da mesma forma, na medida em que [P] inicial melhor
representar o carregamento inercial da estrutura, mais rapidamen

te ocorrera a convergencia.

Note que os autovalores sao determinados a-

traves da resolugdo da equacgdo
[c]{u} = x{uw} (325)

Esta equacdo € solucionada atraveés do algoritmo QR que & Qm pro-
cesso iterativo. Assim, na sua resolugao, ocorre a convergéncia
para um conjunto de autovalores e autovetores que apresentam um
certo nivel de erro. Este erro € transferido para as demais equa
¢oes da tecnica de Stodola que irao determinar uma nova matriz
[c]. Se entre os m autovalores que vao ser determinados existir

dois ou mais autovalores cujos modulos s@o bastante proximos, o
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erro introduzido na resolucao da equacao (325) pode fazer com que
para estes autovalores com modulos bastante praximos, ocorra uma
alternancia dos autovalores calculados em cada iteracdo, nao per

mitindo a convergencia.

Foi verificado que em muitas situacoes deste
tipo, a multiplicagao da equagao (325) por um fator de escala vy
(y >1) antes da sua resolugao, pode permitir e ate acelerar a

convergéncia. Seja por exemplo, o sistema [AJ{X} = A[BJ]{X} onde:

710.00 4.00 ~5.00 0.00 2.00 0.007

4.00 9.00 7.00 ~6.00 5.00 0.00

3.00 4.00 7.00 2.00 4.00 0.00

[A] =

8.00 12.00 ~2.00 9.00 1.00 0.00

1.00 5.00 2.00 7.00 4.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 9.06

(326)

[B] = [1] | (327)

Este sistema tem os seguintes autovalores:

Ay ® 3.61719
AZ = 6.65093
Ay = 6.03627 + 6.735171
A4 = 6.03627 - 6.735171
Ag = 9.06000

.65932

>
(@)}
1
ot
(@)
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note que

A A

5 | n

O sistema foi processado para dois valores dem : m=5e m=6 .
Nos dois casos, ap0s 80 iteracdes, nao houve a convergéncia. Uti
lizando um fator de escala igual a 1 XIOS, no caso de m=5 a con
vergéncia ocorreu apo0s 20 iteragbes e no caso de m=6 apbs 4 ite
~ragoes. Em ambos os casos foi considerado um erro admissivel de
1 x107°. Em alguns casos, o fator de escala pode ser substituido
por uma tolerancia menor para o processo iterativo que resolve

a equacgao (325).

Um outro aspecto que deve ser levado em con-
sideracdo € uma possivel proximidade entre um autovalor que esta

sendo determinado e um outro autovalor do sistema. Seja AqsA

1°72°
...,Am 0os autovalores que estao sendo determinados. Se a diferen

ca entre os modulos de Am e A for pequena, entao sera dificil

m+1
obter a convergéencia. Este caso pode ser observado, por exemplo,
<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>