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RESUMO

Apresenta-se uma abordagem classica paré a Mecanica
Quantica que se desenvolve a partir de uma funcao lagrangeana ge
ral estabelecida por procedimentos classicos. Obtém-se uma fun-
cao hamiltoniana, denominada de funcao hamiltoniana hidrodinami-
ca e demonstra-se a eguivaléncia geral entré os_célculos dos va-
lores médios das funcgoes Pf, sz, Hf e Hf2 desta formulacao e os

operadores P, P?, 8 e f? da formulacao usual.

Na seqliencia, define-se uma variavel temporal hidro-
dinamica que envolve duas componentes temporais previamente in -
troduzidas: o parametro "t" da formulacdo usual e o parametro
-"ti"‘chamado de componente temporal imaginaria. A partir disso
se estabelecem és'equagées de trajetoria para alguns problemas uni
dimensiohais, como a particula livre, a particula na caixa, o pa

cote gaussiano e os estados coerentes do oscilador harmdnico.

Os resultados obtidos permitem estimar as relagoes
de incerteza energia-tempo para o pacote gaussiano e para os es-
tados coerentes do oscilador harmdénico que concordam com Os re-

sultados previstos na formulacao usual.

Discutem-se, posteriormente, as possibilidades de
interpretacao do parametro temporal em conexao com um operador
tempo adequado a ser definido na formulacao usual da Mecanica

Quantica.



ABSTRACT

A classical apprdach to Quantum Mechanics which is
developed from a general lagrangian function obtained by classical
procedures is presented. An hamiltonian function called "hidrodynamical
hamiltonian function" is obtained and the general | equivalence
between the calculation of the mean-values of the functions Pe .

Pe?, He, He? of this formulation and the operators B, P2, 8, A2

from usual formulation is demonstrated.

Further, an hidrodynamical time variable is defined,
which has two time components introduced previously: the time
parameter "t" of the usual formulation and the time parameter
“ti“; called "imaginary time component". From these results the
"trajectory equations" are developed for some one dimensional
problems (free particle, particle in a box, gaussian wave packet

and coherent states of the harmonic oscillator).

The results were used to calculate the energy - time
uncertainty relations for the gaussian wave packet and for the
coherent states of the harmonic bscillator, which agree with the

usual predictions.

The possible interpretations of the time parameter
in relation to the time operator in usual formulation of Quantum

Mechanics, are also discussed.
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INTRODUCAD

Desde que foi proposta de maneira mais ou menos defi
nitiva, a Mecanica Quantica tem suscitado nao poucos debates em
torno de suas interpretacoes e mesmo em termos de suas previ-
soes, que representam uma das mais drasticas rupturas ate hoje

sofridas pela cieéncia.

Na mesma €poca em que SCHRODINGER publicava sua ver
sao da Mecanica Quantica (1926), pelo menos duas formulacdes al-
ternativas ja se apresentavam para a Teorla Quantlca- a formula-
cao hldrodlnamlca de MADELUNG(O”

BROGLIE(O2{ Na verdade, segundo DE BROGLIE, a interpretacao hi—

e a teorla da onda-piloto de DE

.drodlnamlca foi por ele precisada e denomlnada de teoria da onda
—pllOtO (03)

Novas tentativas surgiriam em torno dos anos cinqﬁeg
ta. Todas elas caracterizavam-se por procurar uma ‘interpretacao
alternativa para a Mecénica-Quéntica, sobretudo naqueles aspec -
tos julgados insatisfaﬁoriamente respondidos pela iinterpretacgao
usual. Dentro dessa tendéncia geral de questionamento a interpre
tagao corrente, destacam—se alguns trabalhos de maior envergadu-
ra, como os de BOHM(mU, TAKABAYASHI«B), VIGIEé06) NELSON «N)
entre outros. . .

'HIRSCHFELDER (08), DE 1A PENA (09

De tal forma se avolumaram as alternativas de inter-
pretacao para a Mecanica Quantica e tantos e diversos foram seus
resultédos gue torna-se até um pouco trabalhoso situar-se intei-
ramente dentro de uma delas. O que ha, as vezes, € um intercam -
bio entre as diversas formulacoOes alternativas que possibilita
usarem-se mutuamente como critério de confiabilidade, pelo menos
em certos pontos particulares. Tal &, num exemplo bastante tri-

vial, a completa equivaléencia entre as velocidades sistematica e
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e estocastica, da formulacao estocastica da Mecanica Quantica,de
senvolvida desde o trabalho de NELSON acima referido, e as velo-
cidades "real" e "imaginaria" da formulagao hidrodinamica que
aqui enfocaremos. Por outro lado, h3a também muitos outros pontos
de divergéncia. Essas situacoes e o0s aspectos particulares das
diferentes interpretacoes alternativas, encontram-se com maiores
detalhes sobretudo nos trabalhos de BUNGE''?, sammer‘'" e mom(1?

entre outros.

Neste nosso trabalho pretendemos retomar a formula -
cao originariamente propdsta por MADELUNG e, passando por algu-
mas contribuigdes posteriores -~ notadamente as de HIRSCHFELDER -
desenvolver uma formulacao hidrodinamica mais geral, onde a Equa
cdo de SchrBdinger apareca por derivacdo a partir de uma funcao
Lagrangeana obtida por procedimentos classicos. Este fato & dig-
no de nota, pois o que se pretende e, de fato, manter uma analo-
gia forte com a Mecanica Classica, no interior da Mecanica.Quan-
tica.

Como €& bem sabido, essa tentativa de uma abordagem
classica para a Mecadnica Quantica nao & nova. Para voltarmos a
ela com alguma espefanga de’éxito; devemos estabelecer algum cri .
tério de demarcagao - nao no sentido filoséfico pleno do termo,
mas num sentido métodolégico restrito - gque nos permita 'avaliar
qual a probabilidade de que nosso desenvolvimento apresente - se

como contribuicdo de algum valor.

~Para tanto; deveremos estar sempre atentos aos casos
limites das equagées e; sobretudo;atentos a possibilidade de equi
valéncia entre os nossos desenvolvimentos e os resultados ja es-
tabéleéidos. Seria inutil o esforco de desenvolver gqualquer tra-
balho que; ao inveés de'representar uma contribuicao no sentidode
crescimento para a teoria; fosse ao contrério; um retorno a'posi

cdes ultrapassadas.

Pensando nisso, toda a primeira parte do trabalho con

siste em estabelecer as equacoes que tém estrutura essencialmen-
te classicas, como & o caso das duas equacOes de conservagao ob-
tidas por separacao da Equacao de Schrbdinger, ja na primeira se
cao do CAPITULO I, e todo o desenvolvimento posterior calcado na

analogia com as equacoes de movimento de Hamilton. A éenfase, de
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fato, devée ser sobre a generalizacao do frincipio de Hamilton,de
‘onde toda a formulacao procede. Faz-se portanto, um movimento num
duplo sentido. Tanto se busca uma forma quantica para as equa-
¢des classicas quanto uma forma classica para as equagOes gquanti
cas. Note-~-se, no entanto, que nao ha uma tentativa de reduzir as
equacdes quanticas em equagoes classicas. O conteudo delas & ra-

dicalmente diverso. As formas sao semelhantes.

Numa segunda parte, o trabalho concentra-se em de-
monstrar, no seio da fisica guantica, uma equivaléncia de trata-
mento. No calculo dos valores médios das funcoes da formulacao

hidrodindmica, que agora se associam as variaveis dinamicas como
na formulacao usual se faz com os operadores hermitianos, pode -
se obter um método de resolucao mais rapido e de estrutura em ge
ral mais simples. Assim, essa segunda parte é dedicada a demons-
tracdao genérica da equivaléncia dos valores médios calculados a
partir das fung¢oes hidrodinamicas e dos operadores da formulagao
usual. |

Se nesses aspectos gerais o trabalho se mostra em
analogia com a formulacao usual e a Mecanica Classica - ressalva
da a tentativa de uma generalizacao da relatividade em carater
de'investigagéo preliminar, sem grandés pretengcoes - no momento
da introducaoc do parametro temporal denominado de '"imaginario"
(porque efetivamente a variavel temporal hidrodindmica & comple-
xa e esse parametro corresponde a parte imaginaria dessa varia -
vel); ha uma aivergéncia digna de ser mencionada. Esse tempo "ima
ginario" é; em principio; algo estranho em termos de Mecanica
Quéntica.‘Todavia; e ainda mais estranho em termos classicos, on
de ndo ha analogia possivel. Sobre os parametros temporais ini -
cialﬁente se estudam as trajetorias quénticas; pois sua introdu-

" ¢ao na teoria tem, primariamente, esse objetivo.

Contudo, num segundo momento, 0Os parametros tempo -
rais sao analisados em conexao com as relacoes de incerteza ener
gia-tempo, na tentativa de desenvolver um método para o estabele

cimento direto das dispersoes associadas as variaveis temporais.

Antes dessa analise propriamente dita, o problema do
operador tempo na formulagao usual e ligeiramente sugerido, de

modo a preparar um desfecho em termos de possibilidades de que

AX



as tais variaveis temporais da formulacdao hidrodinamica possam

sugerir uma forma para o operador tempo na formulacao usual.

Finalizando esta introducao, devemos ésclarecer um
ponto de vital importancia. O titulo de nosso trabalho pode suge
rir uma abrangéncia e profundidade muito maior do que a abrangén
cia e profundidade efetivas. Esse titulo se deve muito mais a
linha de alternatividade desenvolvida na esteira dos trabalhosde
MADELUNG e HIRSCHFELDER, sobretudo, do que a uma possivel preten

sao de absoluta originalidade.
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ADVERTENCIA

Por razodes de ordem técnica, em todo o trabalho a

constante h deve ser tomada como

(constante de Planck)
27

h =

que, numericamente, vale:

27
'h . ="1.054 x 10” ergs . s



CAPITULO 1
FORMULACAO HIDRODINAMICA DA MECANICA QUANTICA

1.1, Formulacao hidrnodinamica orndginal.

A Formulacao Hidrodinamica da Mecanica Quantica foi
inicialmente proposta por MADELUNG on gue pretendia encontrar
uma interpretacao da Mecanica Quantica em termos da Fisica Clas-
sica, como Schrbdinger, por sua vez, tencionava interpreta-la e

(13) -

conexao com os fendmenos ondulatorios.

Na esteira desse trabalho, apareceram outras publica

coes que aprofundavam o tema e davam-lhe uma versao mais elabora

da.(44n Dentre elas, destacaremos os trabalhos: mais recentes de
HIRSCHFELDER(OS)a partir do gual faremos nossos ulteriores desen
volvimentos.

Comecemos por introduzir uma funcao de onda, generi-

camente escrita como:

1
¥ = p /2 exp [i §] (1.1)
h

onde p & a densidade de probabilidade e S a acao, ambas fungodes

da posicao e do tempo, a saber,

o (T,t)

©
1}

0
1

s (¥,t)

— . > >
Ora, a forma classica, P = m v, sugere-nos uma forte

analogia na Mecanica Quantica e, assim, conforme HIRSCHFELDER(O8Z

pomos,
> >
PY =mV Y , (1.2) -



02

uce - -. - 3 ) i i - . . - . .
onde V & agora a velocidade quantica, que e imaginaria e consti-

tuida de duas componentes reais, ou seja,

> R
V=v + 1 vi

Isso posto, podemos reescrever a equacao (2) na for-

ma explicita

Y=m (V +1v,) ¥ (1.3)

el

¥

mantendo a correspondéncia para o operador P, isto €,

> —ih V

o

Usando a equacao (1.3) e sua conjugada complexa e ex
plicitando o operador 5, obtemos uma expressao mais geral e deta

lhada para as componentes da velocidade guantica, a saber,

. 0 )
R O Y LIL
2m

V.= = 22V n wry , (1.4)

v, = =+ YP (1.5)

Estas velocidades permitem-nos encontrar e investi -
gar as "trajetdrias quanticas" da particula sob consideracdo, a
partir de integracao sobre o conjunto (1.4). Para tanto, lembra-

mos que classicamente tinhamos:

—)
g -4 (1.6)
at |
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e agora por analogia, definiremos:

-
3.3y
ot
lt. = cte
(1.7)
) ->
> or
v, = —
1 3t
l|t = cte

onde "t" & a componente usual do tempo e "ti" a "componente ima-
gindria" agora introduzida. As derivacoes sao efetuadas tomando-
se separadamente ora a "componente imaginaria" para 3, ora a com
ponente real para 3i. Os. parametros temporais "t" e "ti" tém por
finalidade precipua a de auxiliar a obtencao das equagéesvde tra

jetoria, isto &, equacgdes da forma:

; = _f(t,t.)
. 1 .
v = \7(t,ti) | ' (1.8)
> > -
v.= v, (t,t.)
i i i

Esta nova possibilidade introduzida por "ti" tem uma
conseqgliéncia bastante relevante, que é a de permitir a abordagem
das "trajetdrias quanticas", o gque nao é factivel na formulacéao
usual da Mecanica Quantica, sendo essa "impossibilidade" uma no-

(14)

ta distintiva entre ela e a Fisica Classica.

Mais adiante, tentaremos uma interpretagéd mais apu-
rada do parametro "ti" avpartir da resolugao de alguhs problemas
simples e do calculo dos valores médios hidrodinamicos, (), des
se parametro bem como da inspecao sobre a relagéb de incerteza

Energia~Tempo, envolvendo a componente "ti".

Salientamos ainda, acerca da equacao (1.5), que tais
velocidades tem completa analogia com as velocidades sistematica
(3) e'estocéstica (3) surgidas na formulacao estocastica da Meca
nica Quantica, que vem sendo desenvolvida ém inGmeras publica -
cOes, notadamente nos trabalhos de 1A PENAOBJS) e BUONOMANO (16)

entre outros.
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Podemos, pois, mediante as equacgoes provpostas, sepa-
rar a Equacao de Schr8dinger em uma parte real e outra imagina -

ria. Com a equacao. (1.3) escrevemos:

oy

L BY) =P . [y o+ imx‘?i) ¥] | (1.9)

1

que, multiplicada por ¥ ' e usando a correspondéncia P + -ih v ’

fornece:
- %2 1 - > > > > ' > >
yvTl Y = —— vy [-ihm V.v +mh V.v,+m?v2-m?v? + 2, m?v.v.]V¥
om om i i i i
ou:
- %2 - > > h > -~
yol Iy = 2 omv? - — mvg + 2 V.Y, o+ i(mv.v, - = V.v) (1.10)
2m 2 2 2 * | o2
Ora, a Equacgao de Schr8dinger é:
B2 : oY
— V¥ + V¥ = ih — (1.11)

2m ot

onde, com o recurso a forma (1.1) da funcao de onda, temos:

ih Y _ (iﬁ 30 CE

ot 2p ot ot

) ¥

de modo que (1.11) se escreve:

- P2 S s - .
b4 — ¥+ V¥ VW= - — (1.12)
2m 2p ot ot :

e ja podemos introduzir, no lado esquerdo da equacdo (1.12), os

resultados de (1.10) e obter, portanto,

,l mvz—-l mvi-r—}l %.3i+\7+j_(m3.3i-!1 V.v) = ih 3p _ 38
2 2 2 2 2p 9t ot
(1.13)
Tomando separadamente a parte real e imaginaria da
equacao (1.13), obtemos:
1w 21 mvi s B Vv, + V = - 98 (1.14)
2 2 2 * ot
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h 3p
2p ot

(1.15)

A equacao (1.15) pode ser mais facilmente identifica

da se nela substituirmos "gi“ por sua expressao em (1.5). Assim,
hode b G993
20 ot 20 2

ou
9 . _3.9p) - p (V.¥) (1.16)
ot :

e finalmente,
ap -2 > .
— + V.. (pv) =0 (1.17)
ot

se em (1.16) usarmos a identidade vetorial

V. (ov) = (V) o + v . (Vp)
A equacao (1.17) & conhecida como a Equacdao de Conti

nuidade para um fluido classico.

Além disso, uma generalizacao da Equacao classica de
Hamilton-Jacobi se obtém a partir de (1.14), para casos estacio-
- . + » _> —> 13 03
narios, ao fazermos v, = 0 ou P = mv, o que corresponde ao limi-

te classico. Assim,

A @sp-g-v (1.18)
2m
onde E = - 98 .
ot
Por outro lado, naqueles'problemas onde a funcao de
onda & real, Y =0e temos, entao, apenas contribuicoes da velo-

- . > ~
cidade imaginaria “Vi" de modo gque podemos reescrever a eguacao

(1.14) como:

N T

V.. = (E - V) + 1+ mv? (1.19)
1 2 1
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gue & uma equagéo»de conservacio de energia (Equagao Multidimen-
sional de Ricatti) e pode ser resolvida, em muitos problemas de

(17)

utilidade, mais diretamente que a Equagéo de Schrbdinger As-
sim, o procedimento desenvolvido nesta secao, leva-nos a um con-
junto de equacoes em geral mais acessiveis matematicamente e acen
tua a viabilidade de uma analogia classica mais estrita e permi-
te, além de tudo, incorporar as interpretacdes da Equacao de
Schrbddinger, a descricdo do movimento de um fluido classico. Dai

a denominacao "Hidrodinamico" atribuida ao formalismo.

1.1.1. Exemplos LLustrnativos.

Para ilustrar a aplicabilidade da formulacao hidrodi
namica nesta versdo original, tomemos um exemplo simples que é o
calculo da energia vara o estado fundamental do Oscilador -Harmo-

nico Unidimensional. Neste caso, a funcao de onda ja normalizada

é:
1
Yo = (M 2 exp [-Mw/2h x2]
hr
1 : 2
e W?Wb = (Blfu2 /2 exp [- MwX 1. Assim, vV <Z0e v, o= WwX. A equacio
hm h .
(1.19) fornece entao:
by ® - ne?x?) + 1 me?x? (1.20)
2 2 2
ou diretamente,
E = a hw
2

que €& o valor conhecido da energia para o estado fundamental do
sistema. Além disso, em virtude das formas (1.7) podemos obter
a equacao de trajetdoria, que é

X = A exp (wti) _ (1.21)

ou, graficamente,



G7

'Y

m\\\\\\\;\\ ’ )

g

L{

Ce

As curvas ci, Cz, C3 sao resultantes de trés escolhas
distintas para valores positivos de A e da mesma forma, C,, Cs €

c¢, para valores negativos, ou seja,

v
o

X = A exp (wti) para X

X =-A exp (wti) para X < 0

Neste primeiro exemplo, supusemos O conhecimento an-—
tecipado da funcao de onda Y%. Poderiamos, no entanto, resolvé-lo
sem tal suposicdo. Neste caso, a equacao (1.19) se escreveria di
retamente como:
vy 1 201 \
—— = E - —mw x“+ — mvi o (1.20)

h
2 dx 2 2 \

cuja solucao pode ser obtida diretamente por simples inspecao,fa

zendo:

e assumindo que E €& uma constante (caso estacionario). Assim, me

diante a velocidade v dada, a equacdo (1.20) fornece:
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que é o resultado anteriormente obtido.

(18)

Um outro exemplo, resolvido por KUHNEN € ainda
mais significativo. Trata-se de um problema de amplo interesse
para a fisica molecular cuja solucao - que dificilmente pode ser
encontrada a partir da Equacao de Schrbdinger - foi obtida na 1li
teratura atraves do célculo variacional lineaf e de métodos semi

classicos: o hamiltoniano isotropico de Barbanis,

2

Bo= X, ¥, L e

(x* + y?) - axy?, (1.22)

Para estados estacionarios, as fun¢oes de onda devem
ser reais, de modo que devemos usar a equacao (1.19) e escrever-

mos:

E - Vix,y) = = V.v, - — w? | (1.23)

. > -~ -~
Ao considerarmos v, = vix(x,y) x~+viy(x,y) Y, a equa

cao (1.23) se torna:

1 . h Yix 1 o n iy
E - — uw? (x2+y?) +xy? = — —= - — uvix + 22 w2
2 2 axX 2 2 3y 2 YW
| | (1.24)

Como o problema (para o caso estacionario) & basica-

mente o de um oscilador harmonico, torna-se pertinente conside -
+ - i \ - ] ‘e . 03 - )

rar que vi e sempre ortogonal as linhas equipotenciais e tambeéem

que ;i tem a forma‘dé um gradiente de potencial, a saber:

3 2 2y o | 2 -~

VWV = (pw’x - oy®) X + (pw'y - 20xy) ¥ (1.25)
e assim,

Vig = ax + b,y + b?

viy = by + c1xy (1.26)
onde, a, b, bi, by, ci sao constantes. A energia do sistema e
dada por:

<E >o = [/ ¥¥ H ¥,d%°x (1.27)
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com ¥, sendo a funcao de onda aproximada que corresponde ao esta
do fundamental do sistema caracterizado por H. Entao a equacao

(1.27) se reescreve:

CEve =[5 BV, ww? v vip aix (1.28)
5 i, i
com p = [W0|2, Lembrando que %xGi = 0, obtemos c3 = 2b;. Substi-

tuindo este resultado em (1.26) e reescrevendo (1.28) temos:

(a+b) - L

2.

<E>_ = wbi- Loub? /7 (v axPy?)axdy  (1.29)
2

(NI ey

donde, por comparacido, temos o seguinte conjunto de equacdes:

w? = a?
w? = b? + 2b;b, (1.30)
o = —ub;(a + 2b)
blh = Llabz
cuja solugdo conduz a:
bY + wb® = 3 w?b2- w’b + 4 (y2 - w*) = 0 (1.31)
4 4
com
2 20,2]."1
'Y =
ui
Conhecidas as constantes, a solucao de (1.29) requer
o conhecimento de p isto. e, ¥,. A partir da definicao de Gi e

das expressoes (1.26) escreve-se:

' : L2 2 2
Yo (x,y) = A expl- MaxT Ay | AsXy” | AuX (1.32)
2 2 2 2
com
A = EE, Ao = EE: Ag = zq e 2q
~ h h h (w+2b) uw (w+2b)

Além disso, como:
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-;-oo - >\1X2 - )\2y2 + >\3Xy2 + )\qX
- € dxdy = 1 (1.33)

A2

que & a condicao de normalizacao para Yy, ao expandirmos os dois
Gltimos termos do integrado em série, desprezando os termos de

ordem superior, teremos

A2 %01 S AW o 2, 2.2 As? o Xﬂi—ﬁzy
J + AuX 4+ X 4+ A3Xy 4+ Ay AgXy 4+ Xy ')e dxdy=1
> 2 (1.34) -

gque fornece o valor aproximado para A?, gue &

()\)\ )1/2
A?= 21 2 - - (1.35)
e Aske  de 30 8y
A0 hy  AX1 Ay, 16X A2 16 16X1 A,

Agora, usando as equagoes (1.22).e (1.23) pode-secal

cular aproximadamente os dois ultimos termos da equacao (1.29):

' 2 ;
A'm (3 .33 . 15 duds 105 As?

JIT% y¥odxdy = > > .
=% .- vooox 16117 16 A1) 64 A1\,
()\1>\2) /2 2 1‘ 2 142 1My

(1.36)

S S I I V'

Ay, - 45 A42 }
2 +.—__.__—.
AMAz 4 A A,

2
MA 16 Ay,
(1.37)

I s y?axdy =

=00

-9
1 T
(ahy) 72 4

Estes resultados permitem estudar o comportamento das
solucoes em funcao de o, e também - ainda gue para valores limi-
tados - a estimativa dos valores da energia, também como funcao
de o. Este método mostra-se equivalente a aplicacado de teoria de
pertubacao e ilustra a aplica¢éo de um formalismo alternativo a
Equacao de Schrddinger, ja que, neste ultimo caso, o problema foi
resolvido sem o prévio conhecimentd da funcao de onda (que foi
posteriormente obtida), bastando a suposigéb de que a velocidade
gi_tem a forma de um gradiente de potencial. Tal suposigéb, po-
rém, & um comportamento verificado em geral para o oscilador har

monico.
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1.2. Formulacao hidrodinamica necente.

Dos desenvolvimentos efetuados até aqui, pudemos ex-
trair informacoes importantes, tais como a possibilidade de enca
rarmos a Equacao de Schrbdinger como sendo aplicavel a um fluido
hidrodindmico irrotacional. No entanto, o ponto de partida & a
mesma Equacao de Schr8dinger. Ora, e possivel desenvolver uma for
mulacao alternativa na qual a Equagéo de Schr8dinger aparece nao

como um elemento postulado, mas derivado de uma funcao lagrangea

" na obtida - por sua vez - a partir de consideracoes de sSimetria
e isotropia do espaco, 0 que & um procedimento comum em fisica
- . 19 :
cla551ca.( )

Trata-se, pois, de manter uma analogia com a Mecani-
ca Classica no interior da formulacao hidrodinamica e chegar,com
isto, a Equa¢éo de Schrbdinger. Esse desenvolvimento &, em sua
estrutura essénciai, devido a CABRAL.(ZO)

Comecemos por lembrar que na Mecanica Classica a fun

cdo lagrangeana é do tipo:

L =L (g., g,, t) : 1.38
dy0 9y ( )

ao passo que, a partir de agora, assumiremos que essa funcdo &

uma funcao de cinco variaveis, a saber,

L = L (qj, ér_j, ay t, t)) (1.39)

O surgimento dessas duas novas variaveis (iﬁx>é;Tt£'

e a velocidade 2 ='q5, onde (') indica derivagéo com respeito a
nova componente "ti") nao viola uma simetria sabidamente existen

te em (1.38), como teremos ocasiao de ver adiante em sua forma
geral.

‘Pdr outro lado} a funcao lagrangeana mais geral(1.39)

& uma funcao complexa e pode ser escrita de maneira genérica por:
L =1L, +i6 - (1.40)

onde Lg é a parte real da funcao e I sua parte imaginaria.
Por conideracoes de analogia com a Mecanica Classica

é de se supor velocidades quadraticas no termo de energia cinéti
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ca e dépendéncias de posicao no termo de potencial, tais que ha-
ja a preservacao da reversibilidade espacio-temporal (de fato, a
14

lagrangeana & invariante perante a reversao qj > —qj e "t » -t

mudando-se a funcdo de onde de V para ¥*).

Diante disso, sugerimos que (1.39) se escreva como:

L=T-0U-= i m(vi+ 2iv.v.-v?) J%? O S A

(1.41)

ou 1
L=—-—mV? - 1U . (1.42)

2
onde 6 é a Velocidade quantica anteriormente introduzida (_*=;'%
igi) que ;eduz—se a velocidade classica para A =+0, i.f., V = v
e quando a funcao de onda é real, v =,O e, entao V = i vi;fU é o
potencial total, composto do potencial-de interagéo\ﬁnénormalmen

te uma funcao da posicao relativa) e de uma contribuicdo tipica-

mente quantica, também funcgao exclusiva de variaveis espaciais ,

ja& presente na Equacdo de Ricatti (1.19).

De fato, o "potencial guantico" conforme = designado

por BOHM(ZH aparece na feferida equacao sob a forma:
h = - ~h? V2o  Vp |
Q ==V, = [— - (—5)?) (1.43)
' 2 4m p p

e o0 mesmo BOHM interpreta-o como a interacao da particula com o
seu proprio campo ¥, o que explica porque uma particula nao pode
atingir pontoé onde a fungao de onda se anula, ja que nesse caso,
o "potencial guantico" se torna infinito. Esse "potencial quanti
co" pode ser usédo para fornecer uma compreensao diferente e mais
detalhada do fendmeno de interferéncia quantica, como se depreen
de, por exemplo, do trabalho de PHILIPPIDIS ei az.(ZZ)

Aqui, entretanto, uma nova expressao & obtida para o

potencial quidntico e estd presente na equacdo (1.41) sob a forma

N o |
N iv,) (1.44)

Uquéntico - 5

Em (1.44) aparece, ao invés de simplesmente ”Vi", to

da a velocidade quéntica_%, o0 que confere ao "potencial gquantico"
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uma forma mais simétrica e nos leva a interpreta-lo como uma in-
teracao da particula com um "campo de fundo", cuja nocao foi in-
troduzida por DE LA PENA.(15) '

Se encararmos cada carga como um radiador elementar,
esse "campo de fundo" seria produzido pelo conjunto de cargas de
todo o universo e estaria presente em cada ponto dd espaco, de
forma gque uma particula individual estaria sempre sujeita a acao
do campo produzido pelas demais particulas do universo. Por esse
motivo aparecem as duas componentes da velocidade quénticé, pois

completam a descricao do movimento da particula. Esta interoreta

cao leva-nos a supor - ainda gue nao exclusicavemente - uma inte
racao da particula com ela mesma, i.é., com o campo Y por ela pro
duzido.

Podemos prosseguir com o desenvolvimento do formalis

mo e generalizarmos o Principio de Hamilton ou de Minima Acao que

envolve a lagrangeana (1.39). Temos,
8/ L ., d., g', t, t.) dt dt, = 0 1.45
(qj dyr 9y ;) 5 ( )
ou ainda,
§S LR dt dti + 1 &/ i dt dti =0 o (1.46)

onde se nota que a_minimizagéo e feita em termos também da nova
componente temporal introduzida ("ti"). A solugéo(zn fornece equa-
¢oes analogas as Equacoes de EULER-LAGRANGE. De fato, para a par

te real de (1.45) temos:

3L oL oL

SR S (1.47)
dt 94q. dt. oqg’ 9g..
a; i 993 a5
e para a parte imaginaria:
dt 94. dt, 23qgl 9g..
a5 i oal a;

Podemcs agora identificar cada um dos termos que apa
recem em (1.47) e (1.48) e observar a semelhanga que ha entre eles

e os termos classicos. Da lagrangeana (1.41) temos:



14

R R
—= = mv = ———
°0q ov 3Ly 3R U
— = - (1.49)
ag elef
BLR BLR Jj
— = __mvi = ——
ag! ' ov,
q]
e, também,
ol oL
—— = mv, = —
9g. ov d3I_U
] 2L m (1.50)
: og lef
oL oL J ]
—_—— = mV = —
dg! v
q]

As equacoes (1.49) e (1.50) levadas em (1.47)e (1.48)

respectivamente, fornecem as eguacgoes:

>
- dv, .
dv _ 1__7¥% (9-"v’.§z’i+V) (1.51)
at at 95 2 '
€ >
dv, Lo .
m—= . n @& 7 cRF3 (1.52)
dt dt, =3 2 ‘
1
Como se mostrara adiante, e equacao (1.51) leva a

uma equacao de conservacao de energia (Equacao de Ricatti) e a
equacao (1.52) leva a equacdo de continuidade, ambas obtidas na
formuiagéo hidrodinamica original pela separacao da Equagéo de
Schrbdinger e aqui, obtidas diretamente das equagoes de movimen-—
to.

O proximo passo a ser dado no desenvolvimento da for
mulacao hidrodinamica sera obter uma funcdo hamiltoniana a par -
tir da lagrangeana (1.41) ja estabelecida. Isto & feito classica
mente, mediante as transformacoes de Legendre que permitem pas -
sar de uma formulacao que descreve a Mecanica em termos das coor

denadas generalizadas e das velocidades. (qg., qj, t) a uma outra
formulacao cujas variaveis sao as coordenadas generalizadas e o

momento generalizado (qj, pj; t).(24) ‘
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Em nosso caso, devemos operar a transformacao do con

r

junto de variaveis (qj, qj, qé, t, ti) para o conjunto (qj, ?j
P!, t, ti) e, em decorréncia disso, varias formas diferentes pa-
ra a funcao hamiltoniana podem ser obtidas nas transformacoes.No

entanto, definiremos a hamiltoniana

He = I Gj . ﬁj - L . (1.53)

o]
onde fj = (§j4,i Eij) e sz v o+ i 3i= qj + i qj['pois com ele
preservamos a forma classica da hamiltoniana [Z P.g. - L]. Alén
disso, razdes a pOAienibni como o calculo de J ) JTEET, AH, e

a obtencdo da Equacao de Schrbdinger, motivaram tal escolha.

A funcao definida em (1.53) & uma funcio complexa ja

gue a lLagrangeana também o é. Logo, pode escrever-se COmO:
H.=H_ + i 8 (1.54)

Tomemos agora a diferencial dH de (1.53) explicitén-

do a Lagrangeana na forma (1.40)

dH = ¥ P.4g4. + &.dp. - p..dq! - g'dp..
503 93 7 Gy T P53 T 95%P4y
_ ' o , 3Ly 3Ly
i(p.dq" 'dp. + p..dq. + &.dp..) - —2 dg. - —R aq!
+ 1lpyday + a3dpy * pyyddy ¢ dydpyy) - A4y - = day
| g. q!
| j 3
L. 3 5
__R .y (_-EL—dqj-Jﬂl(k% _.EL.d .) __fiidt_._fﬁéki +
3. 3. 5! 3. 3t 3t
a; a a 2 't
i (= 2L g - 3L ¢ (1.55)
3t 3t

A partir de (1.49) e (1.50) obtemos as definigoes de

momento:
oL oL '
R R oL, oL
- = pj; ""_" = -Pij7 a_ = Plj; _T = Pj (1.56)
94 3g’ T . 3g!
95 95 95 95
. R . = d -> > -> -~ - - -
identificando Py = MV € P;y = MV, que S30 © andlago &s equacdes de Ia

grange da Mecdnica Classica. Ievando, (1.56) em (1.55) eliminamos al -
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guns termos e obtemos:

dH = Z1[(4.dp. - - g!adp,.) + ilq! dp. + §. dp..)] -
j1[(qJ Ry 45 9Py a3 dpy + 4y dp; )]
3L, 3L oL |
-——quj-i—aﬁ—dqj_———gdt-—gdtiJr
3q.. 9g. t ot
q] q] 1
+ i(- 3L dt - 3L dti) (1.57)
dt ot
1
Diferenciando, agora, a funcao hamiltoniana H = H(P.,
pij,-qj,.t, ti) explicitada na forma (1.54), vem
3H_ - ~ 9H. ~ 3H
dH = I _R dpj + R dpij + dqj
;. 3p. Ip. . 3g.
3 P] Plj _qj
L iR g I S ) T
op op; 1J g
1]. ]
~ 8H - 9H _ .
. at + —% ac, + 1 R 4 +iﬁ-dti) (1.58)
ot ati ot ati :

Comparando as expressoes (1.57) e (1.58) obtemos:

= B g == : = | : (1.59)

= —; gq. = ; = - (1-60)
9P 99 3q5 '

para a parte imaginaria. Também,

3 o 3 - 3 - 3 ~
- — (L, + iL) = —(H. + ifH); - —(L_+iL)=— "= {H_+if)
3¢ R 5t R 3t, ot "R

ou seja,
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SH _°_ 3L 3 _ _ 3L | ©(1.61)
ot at at ot
i _ i
o coﬁjunto de equacgoes definido por (1.59),(1.60) e

(1.61) sao o analogo hidrodinamico das Equagoes Canonicas de Ha-
milton e substituem as EquagOes de Lagrange (1.56) na descricao

dos fendmenos mecanicos.

A funcao hamiltoniana (1.53) deve ser reescrita nova

mente em termos de (pj, pij’ qj, t ti). Para isso, na Lagrangea
na (1.41) pomos:
' = p../m Y. = p./m
ay = Pyy/ ay = py/
Assim,
1 -> T
H. = £ — (p. + ip..) + U (1.62)
£ j 2m ] 1J

obtivemos finalmente, uma funcdo hamiltoniana que & . fundamental
no desenvolvimento da formulacao hidrodinamica da Mecanica Quan-
‘tica. Podeése mostrar, ainda,que o primeiro dos termos em (1.62)
mais'exatamente o seu valor médio - identifica-se com o valor mé

dio da energia cinética na formulacdo usual.

1.3. As equacoes da formulacao hidrodinamica e a equa
cao de Schrbdingen.

Na formulac@o hidrodindmica em sua versdo mais anti-
ga (apreséntada em linhés gerais né secao 1—1), Separavam-se as
partes real e imaginaria da Equagao de Schrbdin?er - mediante a
introducao de uma funcido de onda genérica ¥ = p /2 els"i'1 - em uma
equagao de conserva¢50'de energia e em outra equacao, que & uma
equagSo de continuidade para um fluido classico. Agora, &€ possi-
vel aAobtengéo dessas duas equacOes, sem O conhecimento previo
da Eqﬁagéo dé Schrbdinger, a partir da lagrangeana derivada em
(1.41).

Tomemos inicialmente a equagao (1.51), ja obtida da

lagrarnigeana em questao:

. 6
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V. o+ V] (1.63)

A equacao (1.63) nos da as seguintes funcoes:

> -
v = V(t, ti)
> -> (t £ )
Vi = Vit by

gue completam a descricao das "trajetorias guanticas" evocadas

por (1.8). Por outro lado, a integracao da equacgao (1.63) permi-

' te-nos o retorno ao formalismo usual, devolvendo-nos as funcdes:

> > >
v =v(r, t)
-> - ->
v, = v,(r, t)
i i
-5
y = ‘1".(12, t)

que descrevem o movimento da particula na formulacao usual. As -
sim (1.63) funciona como um ponto de transposicao entre as duas

formulacoes.

Neste ponto, introduziremos as derivadas hidrodinami

cas que sao:

4 = + (v.V) (1.64)
at |, ot :
i
_Q_I = + (V. .V)
at, |, ts +

sendo a primeira delas obtida mantendo-se a componente "ti" cons—
tante e a segunda, por sua vez, mantendo-se "t" constante. Usan-

do (1.64), a equacao (1.63) se torna:

>
> oV . .
n L, G T -on—L - G0, = - TET.Y, V) (1.65)
3t 3t. 2 1
i
Recorrendo as definicdes de "I e "31" dadas em (1.5)
teremos

39S

-

3v_ 3 Vs _1
ot ot m m 3t
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h 313
ot 2m 3t. 2m o 9
1 1

rflo
]
o

pois mudamos a ordem de derivacao trocando o operador gradiente
pelas derivadas temporais e levamos em conta o fato de que p nao

depende explicitamente de t.. Ent3o, (1.65) fica:

VS L a@E N Veon 0N V= TEY + Y (1.66)
ot 2
Podemos agora rearranjar os termos que contém "y e
"Gi"_e entdo teremos
[ 35 + A mV v? - 1 mVv2 = - 3(2 §'$ii+ V) (1.67)
ot 2 2 1 2 -
gue pode ser integrada para fornecer
-2 s+ct) =tmve - lmez s BYI v (1.68)
i 5 i

ot , 2 2

onde ¢ & uma constante de integra¢ao que determina o nivel de re

feréncia'que se toma para o potencial e para a energia. Por como

didade, fazemos c = 0. A equacao (1.68) se transforma enfim em:
E = - 85 = 1 mv? - 1 mv? + h %.3. + V (1.69)
it 2 2 * 2 1 »
S

pois para casos estacionarios, identificamos o termo E = - 22

| , at
com a energia E do sistema e temos, entao, em (1.69) uma equacao

de conservacao de energia, ja obtida na forma (1.14), guando da

separacao da Equacao de Schr8dinger.

Tomando a equacao (1.52) e promovendo substituicoes
analogas as anteriores, vem:

>
= v,
: i

+ m —= =
ot ot,
i i

-> > > - > > > h 2> > > .
m(vi. Vv + m(v,V)vi + m =V (V.v) (1.70)
' 2
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331 h3g 19
Em virtude das equacdes (1.5) teremos: —— = — ——V — 20
. Bt 2m p at
e_JbL = 1 3 _BS = 0, neste Gltimo caso, S nao depende explicita-
ot. m ot. :
-1 1 - ! - -~
mente de "ti"’ Ora, a equacao (1.70) entao e:
(V.. Nv + .91 =272 mp = BF (3.9) (1.71)
R i 2 ot 2

Em (1.71) substituiremos a identidade vetorial

> > >
v (v.v;) = (vi.V)v + (v.V)v,
pois, 3ix($x3) = 3x($x§i) = 0. Entao, (1.71) reescreve-se:
mUG) -2yl 05 G5 (1.72)
2 p ot 2 -

e mais uma vez trocamos a ordem dos operadores gradiente e deri-
vada temporal. Integrando a equacao (1.72) obtém-se:
—->

._) .
mwv.v, -
1

h 2p
20 3t

> >
V.v =

(NER oy

+ D ' (1.73)

gue & a mesma eguacao (1.15) ja obtida, a menos da constante D ,
que aparece na integracdo sempre que se considera que O poten -
cial de interacao possui uma parte real e outra complexa. E e

justamente a parte complexa do potencial que determina a existeén

cia de fontes ou sumidouros de particulas. Como, neste caso, o)
potehcial de interacdo & real, D = 0 e, portanto, explicitando em
(1.73) a velocidade "$i" como aparece em (1.5), podemos escrever:
_h 3.§p/p _ b V.v = b op
2 2 20 3t
ou
N . ,
3 L _ 3.9+ 0 (¥.9)] (1.74)
dt
Finalmente, se em (1.74) usarmos a identidade veto-
rial

V. (0v) = (V.Y0) + o (V.¥)



21

teremos

LI NTR (1.75)
ot

ou seja, obtemos a equacao de continuidade. Diante disso, pelo

que foi mostrado na secdo 1.1, a Equacao de Schrddinger - median

te a funcao de onda genérica - separava-se nestas equacoOes aqui

obtidas. O caminho oposto pode ser seguido e fornecer-nos a refe

rida Equacao de Schrbddinger.

Prosseguindo, partimos da funcao hamiltoniana hidrodina

mica
H, sl Wwaeivyr T LTy v (1.62)
2 i Z i
e nela explicitamos as velocidades "V" e ";i" gue aparecem em
(1.4). Entao, ja que
_ 2 Jy 2
Tn ¥+ iv.12 = - BL V¥
2 1 2m ¥
. . 2 2 P2
RN 2RSS 20 ST S LSS
2 2m Y y
temos:‘
2 2 X
Hf=--ll_vq’+v (1.76)
2m Y
Esta equacao (1.76) & uma equacao diferencial cujo

lado direito corresponde ao operador hamiltoniano usual 8. Entao,
outro resultado importante fornecido pelo formalismo hidrodinami

cO e:

Y = Hf ¥ (1.77)

De fato, o operador hamiltoniano agindo sobre a fun-
cao de onda Y resulta no produto da mesma fungéo de onda ¥ e da
fﬁncéo hamiltoniana hidrodinamica He que pode fornecer os autova
‘lores da energia, pois < BOP > = (ﬁf), como mostraremos adiante.
Notar-se-a que He e uma fungéo complexa, mas seus valores médios

sao reais e identificam-se com a energia do sistema.
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1.4. Esboco de uma 5onmu£a§&0 hidrodindmica nelativistica.

Uma das conseqliéncias mais estimulantes da formula -
cao hidrodinamica & a possibilidade de introduzir o parametro
"t3" na descricao dos fenomenos relativisticos e investigar en-

tao a forma posterior das equacoes.

O primeiro passo no desenvolvimento de um tal forma-
lismo consiste em introduzir uma matriz de transformagao anadloga
a de Lorentz, mas que envolva as velocidades Ve §i e Os parame-
tros "t" e "ti" e que, no limite apropriado, reduza-se os resul-

tados conhecidos.

Esta matriz foi obtida considerando que as velocida-

_> '_> . . N » - -
des V e Vi estivessem alinhadas com o eixo X3 e deve fornecer as
transformacoes de coordenadas desde um referencial K a um outro

referencial K'.

Os elementos de matriz sao dados por

S ’ .
X'Ll = Z‘ a‘u\) X\) | : (1.78)

e obedecem a condicao de ortogonalidade:

3 auv ay, = Guk : (1.79)

Esta condicao (1.79) permite escrever o conjunto de

equacoes abaixo:

a + a? + a = 1
33 C3u 35
a? + a? + a = 1
Y3 by 45
a? + a? + a = 1
53 54 55
ays a@zs + Ayy A3y + aAys azs = 0
a a + a a + a a = 0

53 33 54 34 55 35

53 43 Sh L4 55 45
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dy 3, dass

= - as3, etc), obtemos finalmente a matriz de transformacao ge-

ral que é:

onde B =

e assim:

a i<

0 0 o 0
1 0 | 0 - 0
0 Y iBy : iBgiy
, BB. (y-1)
0 _iBY : : 2 * 'L 2 -_i 2
1+Bi/6 148 /Bi A B + Bi
' , BR. (y-1)
0 —iBiY —_%f——;—“ . Z 2 * '12 2
g2+ 82 1482/62  1482/8 /
(1.81)
V. 1
g -2 e y=-(1-8" -8 "
C

As novas coordenadas sao obtidas da transformacao:

X' [ X | \
2 2
X! = A X (1.82)
3 3. )
X" X
4 L
X' X
5 5
X' = X
1 1
X' = X
2 2 .
X' = yX + iBYyX + iB.X
3 3 N 1l s
. . ' ~ BB, (y=-1)
X; - —iBYX3 (= Z 7 1 2) X, * G_é;f__zo Xs
1+Bi/8 1+8 /Bi | B + Bi
BB, (y=1) _
X! = —1BiYX |+ b—E——)X 4+ (—L— 1 )x

? B>+ 87 % 148%/87  4pl/8> °



No caso limite em que Bi - 0 (vi +~ 0) temos que y -~

y' o= (1 - 82)_15 e assim as transformacoes dadas em (1.83) redu-

zem-se as seguintes:

X' = X

(1.84)

b
|
s
b
w
+.
'_l.
™
=
b
=

s

n

|
H.
™
<
»

[Devemos lembrar, porém gue Bi -+ 0 esta relacionado
com o fato de que ti + 0,] Assim, as transformacoes dadas em
{1.83) se reduzem efetivamente  a situacao relativistica usual,is
to &, as transformacoes de Lorentz, no limite apropriado (vi—> 0,
t, > 0).

1 . - ' -
Outro limite importante e aquele gue se obtem ao fa-
: _ 1
zermos v » 0. Ou seja: se B > 0, v > y"" > (1 - Biz) /2 e as

transformacoes (1.83) tornam-se:

X' = X

1 1

X' = X

2 2

X' = y"X + i .X - (1.85)
3 3 1 5

X' = X

L L

X :—lBiX3 +YX

5

As transformacoes (1.85) constituem um andlogo as
transformacoes de Lorehtz énvolvendo a componente Gi da velocida
guantica e também o parametro "t;", elementos tipicos da formula
cao hidrodinémica.

Do conjunto de transformacoes expresso em (1.83) e
possivel estabelecer as leis de adigéo}de velocidades, seguindo

o procedimento de tomar as diferenciais dessas expressoes e usar

as definicOes usuais

24
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' ' ' '
VI,_QE(_ s v ____CLY_' s yv! dz . (1.86)

X ! N

at’ Yy o oat Z  at!
e as definicdes proprias do formalismo hidrodindmico:
. dx' _ dy' . dz'

' = v, = S — ;v = (1.87)
¥ ae! Y gt 12 gt
i i i

Pode-se ir além e tentar uma construcao de um forma-

lismo hidrodinamico relativistico, generalizando a definicao de

momento dada em. (1.83) e escrevendo:

> >
mov movi

Yo+ i " (1.88)
A - 8- 82 /1-82—8§

+
PY =

-~ N . >
Ao preservarmos a correspondencia usual P > i h V ,

com o auxilio da conjugada de (1.88), obtemos as expressOes rela

tivisticas para as componentes da velocidade quantica, que sao:

. -
Ah ¢ oop yxyy
2m0 )

<4

, . (1.89)
h
Zﬂoc

/e (2
’ 2m.0C

V 2n Y*/¥)2 4 V Sn yry)2

h
A 2m.o

Vi = \ (1.90)
/-;,'( D9 gn w2 4 (BT On weyy)2
) Zmoc m\oc

.
-V &n Y*Y

A equacao (1.90) fornece um limite para'a componente
imaginaria da velocidade quantica. De fato, v, < ¢y pois para os
pontos que correspondem aos nos da funcdo de onda, o. termo
' h

2moC

V in ¥*¥ domina completamente em (1.90) e a velocidade

vy tende a velocidade da luz.

O desenvolvimento posterior do formalismo, levado a

(18)

efeito por Kihnen , permitiu obter uma equacao de conserva

cao de energia e a equacao de continuidade, respectivamente nas

vac
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formas:
mec? Vi v2 h = Gi
E - e ¢(r) = & (1 === V1T = =) +=V.{ 57
A_ov v c ¢ 2 fw Vi
c? c? c? c?
e (1.91)
22 L V. ) =0 \ (1.92)
ot 4

onde ¢(r) & o potencial de interacgao e

>
- v

M= // ) v

1 ¥y _ 1

c? c?

Um resultado bastante significativo obtido pela apli
cacao das equacoes do formalismo hidrodinamico & o calculo da
energia do elétron no estado fundamental do atomo de hidrogénio.
O valor dessa energia obtido pelo formalismo hidrodinamico é:

E; = - 2.662531 x 10" "myc?, o que lhe confere um erro de aproxi-
- madamente 2.66 x 1077 % em relagao ao valor fornecido pela Equa -
cao de Dirac (este erro &, na verdade, duas vezes menor que o er
ro Correspondente aos calculos efetuados com a Equacao de Klein-

Gordon), conforme figura abaixo.

E =0

Hidrodinamico

Dirac

Klein-Gordon

Este resultado ilustra o fato de que, apesar de esta
tentativa de uma formulacao hidrodinamica apresentar-se como uma
simpies possibilidade e, por outro lado, nao ter sido rigorosa -
mente analisada aqui, um tratamento geral €, em principio, via -

vel e esta ainda - quase que em sua totalidade - por ser feito.



CAPITULO 11

" CALCULO DOS VALORES MEDIOS DAS FUNCOES ;6’ Pg, H,,
H%, NA FORMULACAO HIDRODINAMICA DA MECANICA QUANTICA.

A determinacao dos valores médios de variaveis dina-
micas na formulacao hidrodinamica da Mecanica Quantica faz-se de
maneira idéntica & formulacao usual; mas, engquanto esta associa

operadores as variaveis dinamicas, aquela trabalha com funcgoes.

- . 2

Para os valores medios <P0p>, <P0p>, <H0p>,<Hop> da
formulacao usual, mostraremos sua equivalénica na formulacido hi-
drodinamica e escreveremos expressoes que possibilitam um calcu-

lo mais simples desses valores.

Na formulacao hidrodinémica, temos

: P
v f@p? = P_.Y = m(v + i vi)W _ (2.1)

entdo o valor médio hidrodindmico (doravante representado pelo
simbolo () para ressaltar a diferenca com o simbolo usual) de
ﬁf & agora determinado por '

= J ¥*x PV d%x = S ¥* m(V + iv,)V¥d3X (2.2)
o f i :

Ao substituirmos as expressoes (1.4) em (2.2), fica

estabelecida a equivaléncia entre as duas formulacgdes para o
calculo do valor médio de P. que e:
* -> > * >
B = B oywy (22 0TI T gy (2.3)
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ou .
(ﬁ%) = f ¥* (-~ ih V¥)a3xX = <§5p> ' (2.4)

Se desejarmos uma expressao em termos so6 de funcodes,

escrevemos (2.2) sob a forma

(®) =m J vy A3X + im S W*Giw a%X = m(v) + im (¥,) (2.5)

Como (?;)rdeve ser real, precisamos demonstrar que
(gi)‘= 0. Isto & feito usando (1.5) e, entao,
-5
@)= -2 ¥ a3x
1 2m o)
@) = -2 Vpax =0 (2.6)
2m

pois sobre todo o espaco a densidade de probabilidade se anula

para estados ligados.IAssim,'(2.5) se torna:

4

(B,) =m7€7)_ . C(2.7)

e, sob esta forma, a equivaléncia mostrada em (2.4) €& ainda mantida.
Para o calculo de (P?); tomamos (1.10) e multiplica-

mos os dois lados por (2m) e escrevemos:

(D) = ¥* B¥ @ = ¢ (F) - w2 () + mh S (0.9,)¥sva’X —

— ibm [ (V.V) VRYAPX + 2i W S (@.V,) ¥RY.GK | (2.8)

o > - ' ~
onde, substituindo "v" e "Vi" pPoOr suas expressoes corresponden -

tes (1.4), mas preservando os termos quadraticos, vem:

Tux2 . 2
by L @ vy a3k

(ﬁi) =m (@) - m? (W2) - h? [ ¥*V2y a3x 4+
1 2 y ¥

(2.9)

Considerando separadamente a primeira integral:

I, = - h? [ ¥*y2y 43x
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e pondo dv = V.V¥d®X e u = Y*, ao resolvermos por partes, vem:

I, = —h? [¥Y*Vy - [ Vy.Vy*aix)
como o primeiro termo de I; se anula nos extremds (sempre se con
siderando estados ligados, uma vez dque para problemas de espalha

mento a situacao & diferente), a equacao (2.9), fica:

FD) = m @) - oD« B @17 veax (2010
1 2 yx y
ou,finalmente:
(PY) = m? (v7) + m? (V) (2.11)

pois, , L
* - —

By (2 L Y¥e yaygtx - 2m? (57)

2 y* y 1

E de interesse notar que se conhecermos as velocida-

des "V" e "3i", o calculo do valor médio & imediato se efetuado
com o auxilio da equacao (2.11). Além disso, o gue se tem em -
(2.11) sio valores médios de fungaes - marca distintiva da formu
lacao hiarodinémica ~ e uma equivaléncia completa com o valor mé
dio'dos operadbres na formulacao usﬁal.‘Efetivamente, se em

(2.11) usarmos, uma vez mais, a definicao (1.4), teremos:
m? (V2 ¥ Vi) = h?J VY.Vy*a’X = - h? [ ¥*V?y a°x
e conseguiremos,‘aésim, a equivaléncia desejada. A saber,
(ﬁg) = [ ¥* (- h?V?¥)a3x = <P0;> (2.12)

De maneira diferente escreveremos a dispersao AP. Sa

bemos (da formulagdo usual) que AP = J<p2> _ <P>?, Com as equa -

coes (2.7) e (2.11), torna-se:

AP = m /(VF) + (V{) - (v)?
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ou
AP = AP, = m Y(AV)? + (Bv,)? (2.13)
pOiS 2 s <7 2 72 s 72
- - 2, _ - - 2 _

(Av)*® = (v*) (v)?; (Av)) | (v3) (v,) vi)

0 produto de incerteza posigdo-momento &

AX AP = m Ax V(Av)? + (bv,)? 2 h (2.14)

: | | 5
indicando a dependéncia com a velocidade imaginaria 31. Para
aqueles casos em que <v>? = <v?>, Av = 0 e, entdo, temos gque o

produto de incerteza depende exclusivamente da componente imagi-

naria da velocidade. Aqui mostramos - como de outro modo o fize-
ram FALCO, MARTINO e SIENA(ZS)para a formulagao estocastica da
Mecd3nica Quantica que o produto de incerteza posigao-momento e

. - . . . - . —> . - - S
devido a velocidade imaginaria Vi e, tambem por decorrencia, de

vido a componente tempéraii?ti?'que aparece definida em (1.7).

Prosseguindo,determinaremos os valores medios das

funcoes Hf e le|2 que mostraremos ser iguais aos mesmos valores

médios dos operadores Hop e Hép da formulacido usual.
Para valor médio de Hf, basta tomarmos a média de ca
da um dos termos que aparecem na funcao hamiltoniana hidrodinadmi

ca H_ definida em (1.62):

f
(H.) = (1/2)m (¥+iv,)? - B JF.F+9.) « @)  (2.15)
e al introduzimos os resultados obtidos para o calculo do valor

médio da funcao P% dados em (2.11), escrevemos:

(H.) = 1/2 m(vZ) + 1/2 m(vi) + (V) © (2.16)
Com (2.16) podemos calcular os valores medios para a
energia de cada um dos estados do sistema, bastando o conhecimen

to das velocidades “$"'e Gi". O calculo desenvolvido em (2.16)
& absolutamente equivalente ao calculo do valor médio.do opera -

" dor H, usual. Para se ver a equivalencia, basta susbstituirmos em
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(2.16) as expressoes diferenciais (1.4) para as velocidades.

Na seagliencia, estenderemos os resultados anteriores

para o valor médio IHf|2. Afirmamos que:

2 _ *I* 3
<Hop> = [ V¥ Hf Hf ¥d°x (2.17)

cuja demonstracao faremos em seguida. Desejamos demonstrar, efe-—

tivamente, que:

* 3 _ * 1T % 3 . . . l
S ¥ HOde X=/7Y Hf Hf ¥d- X (2.18)
. ' )
onde Hop = - —— V? + V & o operador hamiltoniano usual e Hf =
' 2m '
= l'm(vz—vz.) + imv.v, - ih 6.(3%13.) + V & a funcdo hamiltonia-
2 1 1 2 i ,
na na hidrodinadmica, escrita em termos das velocidades.
Tomando separadamente o lado esquerdo de (2.18) - que
. doravante denominaremos "lado usual" - e desenvolvendo-o, vem:

2 2 . : 4 .
Furi- v vy = B ovey o, wigrx = s vl vy

om om Am?
| o
. 2 2 2 :
s =2 vy - P g - B w4 vRy) asx (2.19)
il . m m
I, I, I;

Em (2.19), no integrando, temos trés termos distin -
tos. O termo I, que corresponde a energia cinética quadratica, o
termo I,, que & o termo cruzado com o potencial e o termo exclu-
sivo do potencial quadratico I; que & equivalente nas duas formulacdes.

Resolveremos inicialmente a integral I, abaixo:

u |
I, = 2 s yhyyxqix » (2.20)
4m?

Na primeira das integracoes por partes, escolhemos
U= yH av = v'y a’x

de modo que:
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" Lo . :
I, = D [yxyiy /7 - IV3Y VY*acx] (2.21)

4m? B
e assumiremos que o primeiro termo da integracao acima se anule

nos extremos (sempre para estados ligados). Entao,

y
I, = h

4m?

S V3 vy*33x

Escolhendo u = V¥*, dv = V®¥d3®X e integrando por
partes, tomando novamente o primeiro termo da integracao como nu
lo, temos:

Il=

L )
h™ o geyxy2y gox (2.22)
4m? o

~Agora, O termo cruzado com O potencial é:

2 2 2
I, = - 2 pory wey @3 x - B2 p ol Uy adx < B s v wsuzy adx (2.23)
2m : m : m

. A primeira das integracdes, por partes, mediante
escolha

a
u'= ¥Y*y, dv = V?vdi’x da:
2 5 . he2
By owsPy Pvacx « 2 5 v Yy Pvaix
2m - 2m
ja que o primeiro termo se anula nos extremos. Portanto, a equa-
cdo (2.23) se torna: '
2 k2 2
o= - vy v @k« B sy Tl adx - B svery @3k (2.24)
2m 2m m
Nova integragao por partes, relativa a primeira das

>
integrais, onde se escolhe u = Y*VY, dv = $Vd3x e se toma o pri-

meiro termo como nulo, fornece:

2 . 2 R '
I, = & 7 Wer By @%x - 25 5 vy @°x o+ B v STy adx

(2.25)
2m _ Zm 2m
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Finalmente, outra integracao por partes, na primeira

das integrais acima da:

2 ’ ‘ 2 )
=By Vux Fvacx - -}—‘—_ S VY viyxa3x
2m _ m
pois escolhemos u = YVY* e dv = VV d°X e tomamos o primeiro ter-
mo nulo nos extremos. Entao,
2 ‘ 2 2 *
I, = = B0 poyywy [ V¥ VYY) gy
2m bd y*x
ou v
2 3 . * .2 .b . * )
o= < P vy (e L@ L ek (2.26)
2m v Y Y y*
se usarmos as identidades:
viy > Yy, . Uy
= V. (—) + (—)?
Y I/ ¥
viyx o Tyx, o Pyk s
LA JAA S8 SALL Sl
y* yx Y*

Portanto, o "lado usual" com I;, I, e I3 esta conve-

nientemente desenvolvido e é:

4 2 v - Uy
Lado usual = h S VY. viy asx - ol S vy [(ﬂ)2 + (_V‘P_)z.
4m?2 2m . Yy Yo
> > N . .
. > )
» 7o L Y iax 4 s ovrv2uaix (2.27)
y y*

Agora, desenvolvendo o "lado hidrodinamico", temos:

M @2a?)? 4 L VY, 2 v?) + BT 0302 - s, (8.9)]
4 1 2 1 1 4 1 1 : 1

: i 3 —> .. . 2 2 <7 . 2 Wk 3
+ {h V’Vi #+ m(v —vi)] V o+ V2} ¥*y g°Xx (2.28)
e se introduzirmos "y e “31" como aparecem em (1.4) os termos

do primeiro colchete e do segundo, respectivamente sao:
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> >
. L * :
1 m* (vi+vi)? = h [(YX—)2 (EX)Z]
4 4m? Y * Y
4 2 Jux . 92uk Duk Tk
D@ o) = B Y @ T By B, By, e,
2 - g2 ¥k yx oy yx v yx
VZy Yy VY.
(1) - ()]
b4 y* b4
. b Y2yx g2 2% Juk 2y .
Pr@de « @vpn - 2L T2 Jyya_ vk vy Gye By
-4 7 4 Y* Yy yx oy Yy b4 Y& vy
y 2 * => % o> * ) > * > 2 > )
RO (s [ i T\ R R LA L Ein Lyt E
B yx  yx y pry yx oy
vy Ty, VY.,
+ AASERNRNARSES
Yy vy b4

Somados todos eles, os termos do primeiro colchete ,

que correspondem a energia cinética guadratica, J; sao:

. _
Jy = h S V2yy?y*3dx (2.29)
. 4m?

De maneira analoga, na equacao (2.28), os termos cru

zados com o potencial, J,, sao:

h? > Vy* - VY

> >
h(V.vi) = - — [V.( + —)]
‘ , 2m : y* Y
: Byx T
m(vi-vi) = - E—[(ZE—)Z + (—X)z]
2m  ¥Y¥* ¥
e,entdao, somando-os, temos:
h? > Yyx o Vy o Yy, Uyx |
J, = —— J WY [V, (— + =) + ()2 + (—)?] &X (2.30)
. yx oy 4 y*

De posse destes resultados, escrevemos o "lado hidro

dinamico" como:
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4 . L o12 2 ) 3 * o
Lado hidrodinamico = h S V2yv2yx3sx - zl—f VY*y [éﬁsz + é@qu +
‘ 4m? ‘ 2m Yy y*
> VY o Ty :
+ Vo (— + —)] a@*X + [ ¥*v?ya’x (2.31)
Y y* ’
Comparando as eguacoes (2.31) e (2.27), observamos

gue sdo ideénticas, donde concluimos gue a equivalencia afirmada
em (2;18) dé—se; oﬁ‘se guisermos, que obtivemos uma forma alter-
nativa para'o calculo dos valores médios dos operadores Hop e
ng, que &, em esséncia, mais simples e gue deve levar aos mesmos

resultados que a forma usual.

DE LA PENA(15)desenvolvendo a chamada Eletrodinamica
Estocastica nao conséguiu demonstrar a equivaléncia dos dois ca-
minhos afirmahdo que <H2>R (estocastico) diferia em geral, de
<H2>W (quantico). Ora, isto nao ocorre com a formulagao hidrodi-
namica. Por isto, atribuimos a discrepancia entre as duas formu-
lacdoes, que supunhamos serem semelhantés nesse particular, ao fa
to ae a assim chamada formulaci3o estocastica da Mec3nica Quanti
ca nao possuir uma fuﬁgéo hamiltoniana geral como nesta formula-
gao hidrodinamica que aqui desenvolvemos a partir de uma lagran-

geana obtida por procedimentos classicos.

Outro fato digno de nota & que na obtencdo destes re
'sultados ndo se usou uma regra de correspondéncia especifica, co
mo por exemplo, a Regra de Correspondencia de Weyl e mesmo assim,

a equivalencia foi demonstrada.



CAPITULO 111
AS RELACOES DE INCERTEZA ENERGIA - TEMPO

3.1. 0 tempo como um obsenvavel na Mecandica Quantica.

Ordinariamente, o tempo néo e encarado como um opera
dor. Isto &, nao se lhe associa um operador hermitiano no Espacgo
de Hilbert desde que PAULI(26)mostrou ser isto impossivel. Obser

vamos que a relacao:
(8, 71 = - ih g (3.1)

se satisfeita por um operador tempo T hermitiano, 1mp11ca que o
operador ﬁ deva possuir um espectro de valores proprios conti -

nuos de -» a +». Como iSSO nem sempre ocorre, nao deve existir ,

no Espaco de Hilbert; um operador hermitiano T que satisfaca a

relacao (3.1).

Entretanto, algumas tentativas tem sido feitas no

sentido de construir tal operador mediante um tratamento matema-

14

tico que; abandonando o espaco de Hilbert da formulacao usual

opera com funcionais no Super Espaco de Hilbert, de acordo com

sua formulagao apresentada por ROSEMBAUMG”)

outros autores como FUJIWARA‘2829). Em trabalhos recentes, GOTO

ot 023031

e também abordada por

, desenvolvendo um formalismo onde o tempo & tratado
em pés de igualdade com as coordenadas espaciais, propuseram uma
formulacao alternativa da Mecanica Quantica, onde o tempo & con-
siderado‘uma variavel dinémica e néo simplesmente uma parémetro
de espec1flcagao da ordem de ocorrenc1as dos estados de um siste
ma, como usualmente e tratado. Dedlcaremos a proxima secgao ao

aprofundamento de uma aplicacdo simples do operador tempo para
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a particula livre usado por ROSEMBAUM(27)eaoutros.

E Gtil observarmos ainda que a objecao de PAULI aci-
ma referida pressupoe um operador T continuo comoé continua a va
riavel temporal da Mecanica Classica. Aqui, introduziremos uma
uma variavel temporal composta de uma componente "real" t e ou-
tra componente "imaginaria" ti' Efetivamente, a componente real
t &€ a mesma componente classica, que & continua, mas o mesmo nao
se da necessariamente com a nova componénte introduzida, a saber,
"ti". Isto nos possibilita uma "abertura" ha investigacao sobre.
uma forma possivel do operador tempo no formalismo hidrodinamico.

De fato, essa tentativa sera discutida:

3.2. 0 operador tempo e a parnticula Livhe.

A significacao classica da variavel temporal para o
caso de uma particula livre & apreensivel da razdo t~r/v de mo-
do que, quanticamente, a idéia intuitiva € a mesma, i.é., o ope-

rador tempo & definido por:

\ =2l lg ~ (3.2)
P=2 b

o)
oy | =

e envolve uma certa simetrizacao e a utilizacdo da correspondén-
cia :
. -
P » - ihv R+ x

Para tornar mais simples os calculos posteriores, es
creveremos o operador (3.2) na representacao de momento, onde,em

uma dimensao

R » ih -2 > P

op

e,entao,

- —] (3.3)
2 p 9p p?

Para uma funcao ¢ (p) qualquer, o operador (3.3) deve

obedecer a condicao de hermiticidade definida por:
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S ITee1* ¢(p)@°p = [ ¢*(p) T¢ (p)d3p (3.4)

Ora, reescrevendo o lado esquerdo de (3.4), semnre

para o caso unidimensional, temos:

S e (E)* ¢(p)@p = - MR p 2 390 yap - 5L gxp)em)dpl

2 p 9p P’
(3.5)
como f 2 29 @p o serp) 222 - 2 41a°p, ven
P op p 3p p?

i - 2 93 1
1T 6 @) 1% (P)@p = =B (1 o) € 2 = 1) ¢a%p) =/ o*(2)Do(p) &p
2 Pop p?

(3.6)
portanto, o operador T na forma (3.3) &€ hermitiano. Diante disso,
para este caso particular em que o espectro do operador hamilto-
niano B & continuo, podemos supor que & valida uma equacao. de au
tovalores na forma

T f(p) = t f(p) ' (3.7)

onde t sao autovalores do operador T, que suporemos serem redis
e f(p) & uma funcao a ser determinada. A equacao (3.7) pode ser

resolvida ao reescrevermos T na forma (3.3) obtendo a equacao di

ferencial
203f(p) _ f(p) _ 2t £ (p) (3.8)
D 9P p? mih
cuja solucao, nao normalizada, ée:
. 1 .
f(p) = Ap’ expl- L5 p?) (3.9
2mh

Esta seria a autofungao do operador tempo na repre -
sentacao de momento. Para nos certificarmos de sua veracidade, ,
procuraremos sua transformada de Fourier g(x) e tentaremos veri-

ficar relacao analoga a (3.7) na representagao de posigao.

Comegamos por introduzir a funcao g(x) definida pela

transformacao
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_1/2 .;.oo S
g(x) = (2hm) [ [f(p)lexp (= px)ldp (3.10)
—00 h

Ora, na representacao de posicao devemos buscar uma
forma alternativa para o operador (3.2). Essa forma e obtida se

introduzirmos uma expressao conhecida para o operador (1/p) de -

senvolvida por D TER HAARCQ); que, de certo modo, contorna o pro
blema de singularidade que deve surgir para p = 0. Temos, entao,
1 = i'fx ... dx'
p -—00 . .
ou
i © . '
- = - = f... dx (3.11)
P h X ‘ _

gue transforma (3.2) em

o= B oz sX L0 axt o+ S xtoLLL dx") (3.12)
2h ~ 7° , - :
e fornece a equacao _
. . ?L 1 ?L 1
- o _ px ' - 4. PX
gl = 2 xS f) ST e4‘ ax' ap + [7ep) X x'e ™ ax'ap)
’ 2hv/27h -

(3.13)

Depois de um calculo relativamente delicédo, mostra-
se valer
T g(x) = t g(x) (3.14)

que,efetivamente, corresponde a uma equacao de autovalores do
operador tempo na representacao de posicao. Embora estes autova-
lores nao sejam facilmente determinaveis, esses desenvolvimentos
podem auxiliar uma posterior inspecao em torno das variaveis tem
porais até mesmo na formulagdo hidrodinadmica, na qual procurare-
mos dar uma interprestacao diversa das usuais para o novo parame

tro temporal introduzido.

Como ultimo desenvolvimento, podemos calcular o comu
tador entre o operador hamiltoniano B e o operador temno T, ja
que, no caso da particula livre o Gnico problema que surge com

os espectros dos operadores € a singularida em P = 0 para o ope-
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rador tempo, gque pode ser contornada paréialmente mediante a for

ma (3.11) para o operador 1/P.

Na representacao de momento

| T o) = o 230 ¢y _mhi2 30 40y 2Ry (3 45
2m 2 pdgp p 2 p 9p 2m 2m
ou
[B, 7] = - ih

que satisfaz a relacao (3.1) e como os operadores que al apare -

cem sao hermitianos, pode-se demonstrar formalmente que

3.3. 0 tempo de estacdonariedade.

O nido aparecimento do tempo como um operador na Equa na

cao de Schrbdinger e sim como um parametro, torna particularmen-
te dificil o estabelecimento das relacdes de incerteza energia -
tempo de uma forma direta. O‘qué se faz, usualmente, & derivar a
incerteza energia—témpo da correspondente incerteza posicao - mo
mento obtida através de calculo direto, isto &, a partir das dis
persoes nos operadores associados a essas variaveis e dai obter
o valor da dispersao temporal.

Alguns trabalhos tratam mais detidamente do problema
(33)
No

proximo capitulo nds também o tentaremos a partir da formulacao hi

do operador tempo em conexao com as relacoes de incerteza

drodinamica da Mecdnica Quantica.

<« Aqui nos deteremos no procedimento estabelecido por
EBERLY e SINGH(&D e retomado por BLANCHARD (35)que, ao inves de
. tratar do operador tempo, trabalha com um "operador tempo reci-
proco" que tem sua existéncia definida para todos os sistemas
quanticos com uma matriz densidade e um hamiltoniano. Na verdade,
o £empo reciproco € em algum_sentido, a derivada temporal da ma-

triz densidade p, i.e., p .

Para os sistemas estacionarios <p> = 0. Assim, toma-
se a dispersao em ) como uma medida do "grau de estacionariedade"

do sistema e a partir dai, pode-se definir um "tempo de estacio-
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nariedade" TS, tal que:
(1/T )7 = (8p)? (3.17)

Pode-se provar, para qualquer sistema; a partir de
(3.17) que '

T2 AH? 2 h?
S

que é justamente, a pretendida relacao de incerteza energia-tem-

(34)

po. Como foi notado no trabalho em Qﬁestéo , 0 "tempo de esta-
cionariedade" quando aplicado a um pacoté de ondas €& idéntico ao
tempo de espalhamento do pacote; e quando aplicado ao décaimento
de estados excitados, identifica-se com o tempo de vida do esta
do. '

Para exemplificar, calcularemos a relacao de incerte
za energia-tempo.a .partir da definicao (3.17)-para os estados

coerentes |o> do oscilador harmonico.
Neste problema, que sera objeto de analise mais deti

da no proximo capitulo, a matriz densidade e:

p .

| o><al | ‘ o (3.18)

Usando a "picture" de Schr8dinger onde

p = 8, B (3.19)
' ih :
vem
<P = L o<qm, 51> - | (3.20)
ih :
ou
<p> = ;L <a| (H|av<a| = |a><ald) |a> (3.21)
e, assim,
<p> = L(<o¢'ﬁ’a><o¢|a> - <a|a><a|ﬁla>
ih :
portanto;,
<f)> = 0 (3.22)

A dispersao em ) & definida de maneira usual, isto €,
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(Ap)2 = <p®> — <p>? ~(3.23)
e, em vista de (3.22) se torna
(8B) % = <p*> (3.24)

Entao, por (3.19) escrevemos

<‘52> = - a <0L|,(ﬁp - pf) (Bp - pR) |0‘> = - i <o¢| (H[u><oc.| -
h? h? -
|a><a|H)(H|a><a|a> - |a><u|ﬁ|u>) (3.25)
e, lembrando que <a|a> = 1, vem
<é2> -1 <o H|o><a|8|e> - Bloav<a|av<a|B|a> - |or<a|® o> +
e _ . :
|a><a|ﬁ|u><alﬂ|u>{é’—3j—(<a[H|u><a[H[a> ~ <a|B|o><a|f]|e> -
h? '
<a|a><u|ﬁz|a> + <a|a><a|H|a><a|H|u>)
donde,
<p>2= [<a|B|a> -~ (<a|Bla>)2] (3.26)
_ h? . : .
Como <a|H2|a> = %> e (<a|H|a>)2 = <B>? pode-~se usar
(3.24) e escrever: |
(Aé)2 = L [<A2%> - <A>?]
, h? -
ou
(A5)2 = = (am)2 | (3.27)
h? .

A partir de (3.17), finalmente temos
TL AR? = h? | (3.28)

gue define exatamente a relacao de incerteza energia-tempo busca

da.

3.4. 0 papel das componentes "real" e "imaginaria'
do fempo na formulacdo hidrodinamica da Mecani-

ca Quantica.
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3.4.1. Inthoducao.

No formalismo hidrodinamico que aqui desenvolvemos ,
alem da componénte real "t" usada na descrigao temporal dos feno
menos, introduzimos uma nova componente temporal, como um parémg
tro "ti", definido como |

$. at, = ar |
vy ; = dar, (3.29)

para nos auxiliar na obtencao das trajetorias quanticas, as quais
aludimos na secao I do CAPITULO I. Desejamos agora, aprofundar as
aplicacbes dos parametros "t" e "ti" com o fito de relevar seu

papel na formulacado hidrodinamica da Mecanica Quantica.

Afirmamos inicialmente gque na descricido de problemas
guanticos estao envolvidas as duas componentes temporais "t e
"tiﬂ.de.modo a formarem entre si.um.plano (t x ti)' Os proklemas
classicos tém sua completa descrigao temporal no eixo de tempo
"real", isto &, nao ha necessidade da introducao do parametro
"t para auxiliar a descricao. Por sua:vez, "fi“ deve desempe -
nhar importante papel na descricao de problemas tipicamente guan

ticos, como mostraremos-nos exemplos seguintes,.

Porém, a descricao temporal completa do problema de-
ve ser feita com o auxilio dos dois parémetros; ou seja, no pla-
no definido por "t" e "ti". Uma das implicag¢Oes dessa concepc¢ao
- quica a mais ousada e importante - & a de que a incerteza ehe£
gia-tempo esteja relacionada ou seja devida a existencia da com-
‘ponente imaginaria do tempo, como ja mostramos suas'iimplicagées
nas relacoes de incerteza posigéo—mdmehto (equacao 2.14). Exami-

nemos agora, quatro exemplos ilustrativos.

3.4.2. Exemplos.

a) Panticula Livhe.

Consideremos uma particula livre com o hamiltoniano
3| ='§2/2m. A autofuncdo nao normalizada do operador hamiltoniano
B e:

o e
N i K.R
Y(R) = A e (3.30)
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As componentes da velocidade gudntica sao:

- h k -
V = ~— I
n
>
Vi=0 (3.31)
onde k¥ = KT & o nimero de onda e T & um vetor unitario. Usando

as definigoes (1.7) podemos integrar o conjunto acima e obtermos

~ - . >
uma expressao explicita para R tal que

-

R = R(t, t,) | | (3.32)"

que & uma equacgao de trajetoria. Ora, a primeira das equacgoes da

das em (3.31) pode ser integrada diretamente a partir de

dR(t,ti) _hk -

= r
ot m
e fornecer,
R =2t 4 gt (3.33)
, Com o auxilio da segunda equacao dada em (3.31), ve-
mos que %?.:(ggfz 0 e, portanto, g(ti) = cte. Assim, '
i i ‘
= 2% ¢t 4 cte.)? (3.34)
m : ' _
Em (3.34) poderiamos expressar "t" ao invés de nge

se desejassemos uma expressao explicita. Ngste_exempld particu -
lar a componente "ti"-introduZida pela formulagéo»hidrodinémica

nao fornece maiores informagoes, bastando o conhecimento da com—
ponente usual ("real") para a descricao temporal da situacao fi-
_siéa. Num outro exemplo, mostraremos que uma situacgao diversa de

ve ocorrer.
b) Particula na caixa.

Abordaremos agora, em uma dimensao, o problema de

uma particula submetida a um potencial do tipo

00, x <0 ou x > a

o, 0 < x <a
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Considerando as condicOes de continuidade impostas
sobre a autofuncao e sua primeira derivada nos pontos x = 0 e
x = a, a Equacdo de Schr8dinger tem por solugoes ja normalizadas

as funcoes:

%2 sen KX 0 < x < a
a
Wn(x) =
0 Xx <0 ou x > a
onde K = Eﬂ, paran =1, 2, 3,...

. e > - ~
As velocidades v e vy, em modulo sao:

v =0
(3.35)

= - EE'cotg kx

i
m

O sistema (3.35) pode ser escrito como um sistema de

duas equacoes diferenciais, a saber,

ot ' | (3.36)

3 __hk cotg kx

ot . m
1

Integrando a segunda das equacdes (3.36),

dx h k

g—2 - _2Xrat, + glt)
Icotg kxl m *
vem: -
1 h k.
X(t,ti) = — arcos{exp K[—— t. - g(t)l} (3.37)
K m

A determinacdo da g(t) em (3.37) se faz com o auxi -

lio da primeira das equagoes (3.36) e fornece:

LI ) g = cte.

tem
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A forma geral (3.37) se reduz a uma funcao de Pti"
apenas, ja& que nao ha maiores informacoOes acerca da componente
"t"., Assim,

: h k ‘
X(ti) = 1/k [arcos (exp k[-— t, - gl)l (3.38)
m
mg

onde a variavel "ti“ esta limitada entre -« e g— .
k

Com isto, cremos salientar a importancia da utiliza-
cdo das duas componentes temporais, pois ao contrario do que ocor
reu no exemplo anterior, a equacao de trajetoria & agui obtida
em funcao da componente "ti". Vemos entdo que pPor nao determos
maiores'informagées sobre "t" para casos estacionarios, o recur-
so a nova Componente temporal mostra-se util, pois permite gue

se fale em "mudanca" segundo a componente "ti' sabendo qgue nao

ha gualgquer mudanca no sistema em termos da componente usual "t".

c) 0 pacote gaussiano.

Até aqui tratamos de dois problemas estaciondrios on
de uma das velocidades se anulava. Tratemos agora de um problema
de grande interesse, em uma dimensao, onde as duas componentes da

velocidade guantica sao nao nulas, que & o pacote gaussiano que

tomamos da literatur536),‘como:
2 1 l¢ ikoX i _ 2 i )
¥ix,t) = (22 yh e e — exp [ - 1x - Votl, (3.39)
. 242 . s .
T (aq+ 4dh?*t ) /L*A al+ 2iht
n? ' m
onde: ¢ = = 6 - h kj} li; tg 26 = EEE, Vg = hko e a € a largura
: 2m ma? m

do pacote,.

Como,

Pﬂz - /4;- 1 - 2a? [x - Vgt]?

exp |
ma? / 4h? t2 s - 4h?t?
1+ a

+
. > > =
as velocidades v e v, sao dadas por:

, € ¢ nao depende de x,

m? ad m?
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. 2 . . :
v, = 2ha_(X ~ Vgt) = X (t,t4)
1 2
m? o ot.
i
v = 2Ex _vgt) + vg = 2 (e, (3.40)
m?a ot
onde,por comodidade, pusemos:

o = a

E facil obervar que uma solucao satisfatoria para as
equacoes (3.40) é:

onde Vg = h koo & a velocidade de grupo e a equacao (3.41) indi

m ; .
ca gue O centro do pacote move-se com essa velocidade.

Neste caso, vimos que (3.41) nao depende da componen
te “ti“. Uma outra solucao, no entanto, pode ser encontrada se
nas equacoes (3.40) considerarmos valores tais que t <<1. Neste

caso, as referidas eguacoes tornam-se:

8X _ 2h ¢ _ Vg t) -

ati ma? (3.42)
2 .

8X _ 4bh*t o _ Vg t) + Vg

ot ma '

i

pois o & a®. Propomos uma solucao geral de (3.42) uma funcdao do

. tipo _
X(t,ti) = Vgt + h(t)g(ti) (3.43)
onde h(t) e g(ti) séo, respectivamente, funcgoes exclusivas de
"L e "ti“. Substituindo (3.43) em (3.42) e efetuando as deriva-

coes gque ai aparecem, vem:

2h _ dg

m? a2 dt.,
1

. Ce (3.44)
4h? t dh (t)

m?a dt
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cujas solugdes sao:

g(t.) = C em2a2 £y
* ' (3.45)
2h* ., _
m’a

h(t):De_

Entdo, (3.43) se escreve de maneira geral (para t pe

gueno) como:

.. 2 2 .
X(t,t.) = V.t + ¢ (exp[gEEi-+ (EE—E—)] (3.46) .
: 1 9 m? a2 m2a”

onde € &€ uma constante geral envolvendo C e D e determina o espa
camento das diferentes curvas em (3.46). Embora tendo um ambito
de Validade limitado aos pequénos valores de "t", a equacao(3.46)
pode ser Util para é'compreensao do comportamento do sistema e
também na investigacao das relacdes de incerteza energia - tempo

neste caso particular, como teremos ocasiao de ver adiante..

. d) 0s estados coenentes do oscifador harmondico.

Neste'exempio, aplicaremos a formulagéo hidrodinami-
ca da Mecdnica Quantica aos estados coerentes do oscilador harmo
nico com o objetiﬁd de estabelecer a equacao de trajetoria e pos
teriormente (Sec. 3.5) investigar as relacoes de incerteza ener-
gia-tempo. ' _ '

Os estados coerentes representam um tema de grande
B7 2 se

larga aplicacao na Otica Quantica e encontra-se desenvolvido por
' (38,39, 40)

interesse fisico. Originalmente tratado por SCHRODINGER

muitos livros textos , tendo sido objeto de trabalhos ori

ginais, thadamente os de GLAUBER(ahAZ),

Os estados coerentes sao os autovetores |o> do opera

dor de aniquilacado a e obedecem a equacdo de autovalores.

alo> ola> | ' ' (3.47)

cuja solucao é:

_ e—la|?2_ ol

1

o>

|¢n>, a = 0y e (3.48)
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Também, |a> pode ser expandido na forma anterior, em
termos dos estados estacionarios |¢n> e, portanto, podemos obter

a autofuncao Wa(x) em termos de ¢,, ou seja, o pacote

1 i6 2
—<x> . <P>
Wu(X) = (BE5 Z e % exp.{- (x-<x a)f:l Pra xJ (3.49)
hw 4Ax* h .
onde, }
2h A
<P>a = - ¥/2h mw 0, senwt; <x>a = 0y V=— coswt
: Mw
px = /B
2mw
e exp(iea) é o fator de fase global que doravante omitiremos
por nao conter dependencia espacialcm). Note-se que estamos usan
do os resultados da formulacao usual apenas por fidelidade ao

tratamento original. Todavia, os resultados que agui usamos po-
dem ser facilmente obtidos das equacdes de movimento da formula-

cao hidrodinamica.

De posse da .funcdo dada em (3.49) calculamos as velo

cidades "V" e "Gi" e obtemos, em valor absoluto,
» = - <X>
v, w(x xX>a)
<p> : '
v = B2e (3.50)
m

que imediatamente reescrevemos em sua forma diferencial, ou seja,

" 9X

— (t,ti) = <P>a/m

ot

X (£,t.) = w(X - <x>a) (3.51)
at, 1

A solucdo do sistema acima (3.51) é a fungéoAxﬁati)
dada por
X(t,ti) = Q, /EE coswt + C e@ti : (3.52)
‘ Mow
onde C & uma constante gque determina o espagamento das curvas des

critas por (3.52).
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_ Para o pacote gaussiané antefiormente tratato, so pu
demos obter uma equagéo geral X(t;ti) mediante restrigées Sobre
os valores de "t". Aqui; diversamente; a solucao obtida e generi
ca e, portanto, permite uma descrigao temporal.completa da evolu
cao dos estados coerentes. Observamés que para t = 0, as veloci-

dades se tornam
v =0, vV, = WX e X = C exp.(wti)

que sao. as mesmas obtidas para o estado fundamental do oscilador
harmdonico unidimensional, isto &, usualmente, para t = 0, deve -
mos ter |o> ='WQ(X,O).

A funcao hamiltoniana hidrodinamica H_ pode entao ser

bl

escrita a partir da fungao momento P, que e:

wt .,
i

P_. = m[v %,ivil“;vy 0, V2hmw senwt + imw C e (3.53)

f
Tomando a forma geral da funcao hamiltoniana hidrodi
namica dada por (1.62) temos: '
H(x,t) = - hoad e 219 L oix 2hmed e %% 4 1 hy (3.54)
2
ou; explicitando X(t;ti) conforme aparece na equacdo (3.52), uma
forma alternativa em termos dos parametros "t" e "ti" pode ser

escrita. De fato,

—iw (t+lti) + 1 ho (3.55)

H(t,t.) = hwa? + oow C e
i
' 2
Em concreto, a formulacao hidrodindmica permitiu-nos
obter uma equacao de trajetdoria (equacao 3.52), estimar os valo-
res médios da energia e na seqgliencia, facilitar a analise das re

lacoes de incerteza energia-tempo.

3.5. As nelacoes de dincenteza energla-Zempo.

Para o estabelecimento direto da relacao de incerte-

za energia-tempo no formalismo hidrodinamico, suporemos que um
operador tempo adequado - sobre o gqual falaremos mais ‘fadiante
(sec. 3.6) - agindo sobre a funcao de onda fornece uma equacao

formalmente andloga a equacgao (1.3); a saber,
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Y = (¢ + i to) ¥ (3.56)

onde idehtificaremos a variavel temporal Tg com
Te = (t + i ti) ' . (3.57)

mantendo no formalismo hidrodinamico sua caracteristica peculiar
de tratar com funcdes ao invés de operadores, como na.formulacao
usual. ‘ |

Definiremos, ainda, em analogia com a formulacao
usual, os valores medios da fungao T¢ como: |

T

HhN

-2 2 . __.2
Teg =T ™ = t 4+ ti : | (3.58)

de>modb“§ﬁe é‘disperséo na variavel temporal do formalismo hidro

dinadmico, definida como:

__ , .
AT //%2 - T_ (3.59)

f f f
torna-se: .
AT ¢ =./QAt)2 + (Mty)? | (3.60)
2 2
onde fizemos (At)? = €7 - ¢ e, analogamente, (Ati)2 = E{ -ty -

Nosso objetivo &, entao, estabelecer de maneira dire
ta as relacoes de incerteza entre a energia e o tempo utilizando
a variavel temporal hidrodinamica Tg agqui introduzida, .testando
seu'comportamento nos casos limites e verificando sua aplicabili
dade futura em termos de uma analogia com o operador tempo ja

existente na literatura.

Passamos a investigacao das dispersoes nas componen-—
tes "t" e "ti" da variavel temporal para dois casos particulares
de real interesse: 0 pacote gaussiano e os estados coerentes do

oscilador harmdnico.

a} Pacote gaussiano.

Retomemos a equacao de trajetoria (3.46) obtida para
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o pacote gaussiano fazendo-se t muito pequeno. Analisemos agora

o comportamento da componente "ti" da variavel temporal sob cir-

cunstancia de que t = 0. Neste caso, a equacao (3.46) se reescre
ve:
Bt.
X=¢ce * para x 2 0
Bti (3.61)
X =« ¢€e para x < 0
Para x 2 0, fazemos
t, = L 1) | (3.62)
i
B«
onde B = 2h
ma?

Como o que nos interessa sao as dispersoes, devemos

usar a relacao

) 2
At, = 2 /zn.zx - ox (3.63)
1 B )

pois a disperséd Ati independe da escolha da constante ¢, que de

termina O'espagamento”entre as curvas descritas por (3.61).

Para obtencao de (3.63) devemos resolver:

2 .;.oo - 2?_(5_
v J77 eT Ta? oan?|x| ax

¥nx =
- ma? -
: (3.64)
2 .;.oo ..2_X2_
¢n x = Vv ) e a’* 2n lxl dx
na? -o
2x?

. - 2 2 - 7 . R R
ja que IWI = - e a e o termo le aparece para permitir
' t=0 ma? , ‘ _
uma integracdao entre -« e +» que independe da escolha de €. As-

sim,podemos reescrever:

/ 5 - _ 2x2
2 { e a’ znzlxl dx

Ta?

2 oo _.23_(1
2 Y { e a? inxl dx

ma?

en?x

(3.65)

in x
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Recorrendo ao resultados:

o0

2 . 2
{ e ¥ (ny) ay iih[(C +an 4)2 4+ I

8 2

. (3.66)

-9 - 2 .
{ e” MY gny ay 1 [C + ¢n 4p] /2
4 U

obtemos as integrais gue aparecem em (3.65)_e a dispersao Ati da

-

da na equacao (3.63) é:

ma?
h

114

At; = 0.55 (3.67)

Procuramos agora a dispersao na energia a partir dos.
valores médios da funcao hamiltoniana definida em (2.16) e (2.17)
que_jé mostramos ser equivalentes aos valores esperados da formu

lacao usual. Entao,

. 2 i : . 2
He = tmvg? - 2y 22DV, D (3.68)
2 ma” a? ma?
ou, diretamente,
— 1 . h2
f:—ng2 +—1- (3.69)
2 2 ma?
. < -  a?
pois, X = 0, X* = — .
. )
Igualmente, como Hf = Hf Hf, vem:
L . 2 L . 2 . 4
‘Hl2=4h x“+lm2V"’ +Mx2-ﬂ—x2+l—‘—v2+h
m2a® 4 g a* m a® 2 7 mat
(3.70)
ou,diretamente,
L 212
PR A IR A (3.71)
4 9 4 ma* 2 a?
pois, X' = 23 a%. Entdo a dispersao buscada é:
16
. 2
2. _ 2,_"'T_"‘_..—.
(AHg)? = (AE)* = Hp - H
(3.72)

(AE)? =
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As dispersoes na variavel temporal hidrodinamica e

- na énergia dadas por (3.59) e (3.72) séo; respectivamente,

. 2 4 b
Aty = /{gt)z + (0.55)2 2

h?
e / .
: . h2 2
AE = 1 h + h Vg—

2 m2a” a?

(3.73)

onde deixamos At apenas indicado péra explicita-lo posteriormen-

te. Todavia, sabemos que At deve comportar-se de maneira semelh@lf
te a Ati (sua dependéncia com a largura do pacote deve ser seme-
lhante). _

v Concretamente, se no pacote gausSiano dado em (3.39)
considerarmos a >> 1, obtemos uma autofuncao para a particula 1i.

vre normalizada numa caixa, na forma

1 ikyx  i¢

Yy - e e (3.74)
Ya
o que implicaria num valor bem definido para a energia. De fato,
em (3.69) vemos que“ﬁf = 1/2 m V4*> e, portanto,
AHf‘+ 0 se a > «

Por outro lado, esperamos que a'disperséovnuma varia
vel temporal conveniente introduzida deva tornér—se-muito grande
para nao violar a relacdo de incerteza energia-tempo. De fato,em
(3.73) |

ATf > © se a » o

Desse modo, estabelecemos o produto de incerteza ener

gia-tempo como:

[ 2 . . 2 .2v7 2
AEAT, = h JIL B L Ye a2 40015 4 0.3 VS (3 75
2 mfa*  a? " h?
e, usando o fato ilustrado pela equacido (3.41), podemos ~ tambeém
escrever:
() = =2 = _2_
Vg 2Vg
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) .
ou geralmente, (At) 2= a . Assim, a equagao (3.75) torna-se:
: 4Vq2 :
T 2 2 2 2
MEAT, = h /4i6+1- _h* g, RIa%Vgl (3.75")
2 2 m’a’Vg2 h?
O que nos permite escréver,
AE AT, 2 B ‘ (3.76)
£

gue representa o produto de incerteza minimo desejado, uma vez
gue utilizamos uma expressao particular para o calculo da disper

sao em "t".

Vimos, pois, como a variavel temporal hidrodinamica
pode auxiliar-nos na obtencao de um valor estimado, porém essen-
cialmente correto;, para as relacoes de' incerteza. Este fato mar-
ca um resultado bastante importante no desenvolvimento do forma-

lismo.

b) 05 estados coenentes do osciladorn harmonico.

Faremos uso da equacao de trajetdoria para ispecionar
o comportamento da dispersao na componente "t" da variavel tempo

ral hidrodinamica ATf anteriormente definida.

Sabemos que para uma fungéo da forma X = X (t,ti) a

diferenca Ax & dada por:

Ax = 2X (t,t,) bt +

ot

ox

ot
i

(t,ti) Ati (3.77)

Por outro lado, de acordo com as definicoes (1.7) te

mos:
v = 2, | ;v o= X,y |
i r i i
3t I 'Bti I
tizcte t=cte
e,entao,

Ax = v At + v, At, , (3.78)
1 1
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Tomando o valor médio dessa expressao, vem:

AX = Vv At + V. AL, ' (3.79)
1 1

Suporemos que (3.79), Ax, At e Ati sejam constantes

e que identificaremos tais termos com as dispersdes nas varia

veis X, t, ti respectivamente. Assim sendo, a equacao (3.79)
tornar-se-a '

A =¥ At o+ ¥V, At (3.80)

i i

e como sabemos da secao 2.1 (equagao 2.6) que 5;'= 0, ficamos
diretamente com:

‘ A

At = —_5 (3.81)

v
que e uma expressao muito semelhante aquela introduzida © por
(43) ' :

MANDELSTAM e TAMM , a saber:

= B | (3.82)
Q> . -

dt

onde & algum observavel tal que At fepresenta o) temporﬁﬁio que

o observavel Q requer para mudar por uma quantidade da ordem de

seu desvio padrao.

Retomando a equacao (3.81) devemos calcular o valor
médio da componente v da velocidade. Isto deve ser feito para va

lores fixos de "t.“, ja que v = 3(t,t.),.em geral.

A velocidade vV & dada na equagao (3.50) e ali expli-

citando o valor de <P>y, temos:

Vv = — 0y ¢ 2hw senuwt : (3.83)

m

Da equagao de trajetéria temos também:
X(t,ti) - e(ti) = a coswt (3.84)

se, em (3.52) fizermos as mudanc¢as abaixo:

wt.
e(ti):C e T = cte., a = oy Vv 2h
Mw



57

-

Introduzimos agora a nova variavel y=x(tﬂa) - e(t,)

de modo gue a equacao (3.84) fornece:
Y - cosuwt senwt = /1 - (¥)2 ' (3.85)
a . a .

A velocidade dada em (3.85) & agora reescrita em

termos da equacao (3.85). Isto e,

v o= - a, /2R (3.86)
M a

e a funcao IWQIZ independe de y se nela introduzirmos o resulta-

do fornecido pela equacao de trajetdria (3.52).

Finalmente,
—ap /B Ty 2 ALy gy
= M -a 7 a (3.87)
+a 2
/ IWGI dy
-a
L Me
onde dy = dx. e |¥_|? = M0y o p .
o
hm
Efetuando as integracoes que aparecem em (3.87) obte
mos:
V o= aon /22 (3.88)
2m

- Levando este resultado em (3.81) e explicitando o va

lor da dispersao espacial, ficamos com:

1

At = ——— (3.89)
m Oy W
observa~se que para estados estacionarios (o, = 0 corresponde ao
estado fundamental do oscilador harmonico) At » =, pois AH = 0 e
para o, = ® (oscilador macroscopico), At + 0, como esperavamos.
Devemos agora encontrar a dispersao na componente
"ti“. De maneira semelhante ao que fizemos para o calculo da dis

persdo em "t", fixaremos o valor de "t". Da equacao de trajetd -

ria (3.52) temos:
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Ce * =x - <X>q ’ (3.90)
donde:
1 ... 1 '
t, = — n — (x = <x>_) (3.91)
i [0
w C
Fixar o valor de "t" significa encarar <X>, como cons
tante e X como independente de "t". Podemos, portanto, promover

nova susbstituicao de variaveis, escrevendo:

z =X - <X>, e dz = dx (3.92)

e a densidade de probabilidade |¥|? como:

1 Mw .
Muy 22 o= | 2 (3.93)
hn .

Na
l\yal =
Agara o calculo da dispersao Ati torna-se o mesmo cal

culo desenvolvido para o pacote gaussiano do exemplo anterior. A

dispersao sera:

2
Ati = l /(anz - in z (3.94)
N .

que tambeém independe do espacgamento entre as curvas em (3.52) .Da

mesma forma ainda teremos:

Mw _,
/ - =z
in?z = 2 Mo e h ¢n2z dz
0

hm
- M 22
inz = 2 /2w {w e h fn z A4z

hn

e uma vez realizadas as integracodes que veém dadas nos resultados

gerais (3.66) a dispersao At, vem dada por:
At = == (3.95)

E possivel e desejavel unir as dispersdes particula-
res de "t" e “ti" na dispersao da variavel temporal hidrodindmi-

ca ATf e assim obter:
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AT, = //2521 b — | (3.96)

w OLOZ(DZTTZ
Usando a hamiltoniana hidrodinamica Hf escrita para
os estados coerentes do oscilador harmonico, pode-se calcular di

que é:

retamente a dispersao AHf

bH = hw o ' ' ' (3.97)

gue coincide, como ja se demonstrou genericamente, com a disper- "

sao na energia prevista pela formulacao usual.

O proximo passo & fazer o produto da equacao (3.96)
pela equacao (3.97) que reconhecemos como o produto de incerteza

energia-tempo em sua versao hidrodinamica. Temos entao:

AHAT, = h 1.21 ae? + - (3.98)
2
il

observamos que a equacao (3.98) da-nos o produto de ' incerteza
energia-tempo para os estados coerentes do oscilador harmonico
como dependente do valor de a,. Todavia, para que (3.98) nao vio
lasse as relacoes de incerteza‘estabelecidas usualmente, o, deve
ria estar restfito a um conjunto de valores. No entanto, nao ha
restricao sobre os possiveis valores de a,, de modo que aparente
mente (3.98) viola as referidas relacOes. Antes disso, porém, as
sumimos que o resultado representado por (3.98) & apenas aproxi-
madamente correto. Em butros termos,vos metodos desenvolvidos até
aqui para o calculo das dispersoes nas componenteé temporais mos
trou-se muito bom no caso do pacote gaussiano, mas nao completa-
mente correto para os estados coerentes como ilustra‘a equagao
(3.98). Este resultado pode ser explicado, entre outras coisas '
a partir de algumas aproximacoes que fizemos, como a definicao
de dispersao que introduzimos em (3.81). E inegavel, no entanto,
que o métoao pode ser aperfeicoado para assegurario estabeleci -
mento correto do produto de incerteza energia-tempo, com o auxi-

lio da componente temporal imaginaria.

3.6. 0 operadon tempo e a foramulacac hidrodinamica

da Mecandica Quantica.
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As reflexoes tecidas nesta segao devem ser tomadas
como conjecturas cuja finalidade manifesta € aclarar algumas coi
sas e sugerir outras. Sabemos que o operador tempo (ou, mais. pre
cisamente, o seu estabelecimento em uma forma rigorosa e defini-
tiva) & um problema de grande interesse, na Mecanica Quantica e
as dificuldades que o envolvem nao sao de modo algum desprezi -
veis, como ja tivemos ocasiao de sugerir brevemente na secgao I
deste capitulo. Um trabalho bastante importante neste sentido ain
da esta por ser feito em conexdao com os resultados propostos pe-
la formulacao hidrbdinémica que até agui tem sido'desenvolvida.
Deve-se, €& claro, observar uma caracteristica fundamental da
formulacéo hidrodinémica que e o fato de ela ocupar-se de fun-
cdes e nao de operadores. Nosso objetivo nesta secdo & fazer al-
gﬁns desenvolvimentos - em termos de funcoes - que‘nos possam le
var a alguma forma nava de. encarar o probiema e quiga,. sugerir

alguns resultados para uma abordagem futura.

Comecemos por reescrever a equacao de trajetdria ob-
tida para os estados coerentes do oscilador harménico dada por

(3.52), que é:
/ o wt .,
VX(t,ti) = 0Oy EE coswt + C e * (3.52)
- mw '

Como possuimos as expressoes para as componentes da
I} g 3 _> ‘+ ) - . . ~
velocidade gquantica v e vy podemos tambem utilizar a funcao mo-

mento definida por (3.53) e teremos:

: , wt .,
P, = - 0o /2hmuw senwt + i mw C e o (3.53)
Ora, multiplicando a equagao (3.52) por (- imw) e so
mando-a com a equacao (3.53) teremos:
— (mwX + 1 Pf) = 0y vhmw e (3.99)
5 : . _
gue pode ser tranformada em:
- - iwt
M .
/M x L p ) -, e (3.100)

.
2 h v mﬁm £
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Por outro‘lado; multiplicando (3.52) por md e (3.53)

pof - 1ie sdmando—as; vem:
» ip iwt - wt,
T/ ey £l s ap e  +c /30 o1 (3.101)
2 h hmw v h

Desta forma, ficamos com o seguinte conjunto de equa

coes:
+ / 2mw wey lwt ' i
ag - C — e = oy € (3.102)-
n .
Sag = 9o o~ lut (3.103)
onde identificamos as fungoes a; e ag respectivamente com:
P
+ 1 mw . f
af = :——'[ - X =1 ] cw e v ame e e e (3.104)
V2 h hmw .
_ P
a = [/, £ (3.105)
V2 h hma

Podemos agora manejar as eguacgoes (3.102) e (3.103)
para explicitar as variaveis temporais. De fato, de (3.103) pode

mos escrever, diretamente:
t = = (n a - fn a,) (3.106)
w .

e multiplicando (3.102) por (3.103), teremos:
; 2mw wti ' :
ar a, —c /£ a_ e = a2 (3.107)
£ °f h £ v
donde:

- 0,2) - %n a_. + ctes] (3.108)

£ £

1 +
ti = — [SLn(af a
w

Ora a semelhanca de forma cue ha entre as expressoes
(3.104) e (3.105) e os operadores de "criacao" e "aniquilacao" ,
respectivamente, & bastante visivel. A5 equacdes (3.106) e (3.108)
estao estabelecidas por funcoes. Todavia, raciocinando em termos
de valores médios, demonstramos a equivaléncia no calculo dos va

lores médios de momento e da energia entre os operadores da for-
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mulacdo usual e as funcdes da formulacdo hidrodindmica. Identifi
caremos, portanto, as equacoes (3.104) e (3.105) com os operado-
res mencionados e reescreveremos as expressoes (3.106) e (3.108)

como operadores, a saber:

top =X [n a - n a,] (3.106")
- w
_; 1 + 2 . : . [
Eiop = ; [¢n(a a - a9 ) — #n a + ctes] (3.108")

Na secao precedente, referimo-nos a um operador tem-

po adequado que devesse cumprir uma relagao do tipo

¥ o= (t o+ 1it,)V
op i

onde Tf = (t + i ti). Ora, a partir das equacoes (3.106"') e

(3.108"') podemos escrever:

‘op = EBop * L Eiop | (3.109)
e .

. .

RN (3.110)

Ora, €& possivel construir o operador:

-

TE, =S 12 fn a + tn (a¥a - ao® + ctes] (3.110)
W

cujo comutador com o Hamiltoniano da:

(8, T¥ 1 = - 2 ih (3.111)

Além disso, num caso particular em que consideramos
somente estados estacionarios, nao deve ter muito sentido uma
expressao como (3.106'), ja que a componente real da variavel tem
poral ndo pode oferecer maiores informacoes sobre o sistema. As-
sim, usamos a componente imaginaria paravauxiliar a descricao tem

poral e, pondo a, = 0 em (3.108') teremos:
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1 +
Bop = [mall 0 (3.112)
= W
que obedece a relacao:
B, 3,0 =+1h (3.113)

Como os operadores definidos em (3.106') e (3.108"')
nio sao hermitianos, as relagdoes (3.111) e (3.112) nao nos podem
definir formalmente uma relagéo de incerteza entre o operador Ha

miltoniano e o "operador" tempo aqui tentado.

No entanto, se introduzirmos uma expressao para Ke)
operador tempo para o Oscilador Harmonico definida por FUJIWARA

(29) que é:

? =-X (4na.-2na’ (3.113) -
Top = 0 [in a n a:l (3.113)

observamos uma certa semelhanca com os operadores por nos intro-
duzidos, sobretudo em (3.110). Esta semelhanca externa nos permi
te conjecturar acerca da possibilidade de um desenvolvimento ade
gquado da formulacao hidrodinamica servir de base as tentativas de
estabelecimento‘db operadbr tempo na formulacao usual. E possi -
vel que, conhecendo a forma da variavel tempofal hidrodinamica ,
encontre-se uma maneira genérica de construir o operador tempo

para um dado problema.

Fica portanto registrada uma possibilidade contida na
formulacao hidrqdinémica que, em termos de futuro, cremos. dever

explorar-se.



CAPITULO 1V
CONCLUSOES

No presente estdgio de nosso trabalho - que ndo deve
dar-se por concluido, uma vez que muitas outras coisas ainda po-
dem ser tentadas - algumas consideracoes de carater conclusivo se

fazem necessarias.

Observamos que ja na primeira parte do trabalho, a
formulagao hldrodlnamlca orlglnal mostrou ser possivel a separa—
gao da Equagao de Schrbdlnger em duas outras equacdes de conser-
vacdo classicas. Este ja era um resultado conhecido. Todavia, a
COrfeta aplicacdo dos resultados fornecidos por um tal formalis-
mo. sugere que, ?elo menos pafa alguns problemas particulares, es
ta versdo original da formulacdo hidrodindmica se apresenta mais
acessivél matematicamente. Demos disso um exemplo resolvido ante
riormente; que é‘o potencial de Barbanis, cuja solugao via Equa-
cao de SchrBdinger €& relativamente dificil. Aqui também se intro
dﬁziram os pardmetros temporais, cujas conseqiiéncias no desenvol

vimento posterior do formalismo serao discutidas adiante.

Contudo; o passo seguinte foi generalizar uma aborda
gem classica para a Mecanlca Quantica. Como dissemos, a idéia nao
é nova. Ainda ha pouco tempo, GILSO&AA)mostrou gue a versao de
Schr8dinger da Mecdnica Quantica pode ser derivada de um princi-
pio variacional cléssico. Esta abordagem cladssica aqui desenvol-
vida parte de uma funcao lagrangeana de estrutura semelhante 3s
langrangeanas habituaié, sO que como uma fungao complexa. Apesar
de aparentemente estranho, este fator permitiﬁ a generalizacdodo
Principio de Minima Agéo; gque gerou da parte real, uma equacao

de movimento (que conduz diretamente a uma equacao de conserva -
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cao de energia) e da parte imaginaria, uma equacao que conduz a
equacao de continuidade para um fluido classico. Neste ponto, es
ta noﬁa abordagem classica mostrou-se alternativa até mesmo em
relacdo & propria versao original da formulacao hidrodinamica ,

pois resgatamos, com a generalizagao do Principio de Hamilton ,

as duas equacdes que se obtém por separacao da Equacao de Schr&dinger.

Entretanto, a analogia classica foi mantida e; pPros-—
seguindo na mesm direcao, foi feito o desenvolvimento de uma for-
mulacao hidrodinamica hamiltoniana, pois a funcao lagranegeana
obtida permitiu encontrar uma funcao hamiltoniana hidrodinamica
cujo valor médio € o valor médio da energia dos diversos siste -
mas a que se aplica. Da funcdo hamiltoniana obtém-se equagoes
quanticas analogas as eqgua¢oes de Hamilton. Com esses resultados
fofma—se.a base para uma abbrdagem alternativa com profundas ana

logias classicas.

Um dos problemas que acreditamos deva ser abordado cam
as equagoes obtidas,vsobretudo com a funcao hamiltoniana hidrodi
namica, & o efeito BOHM-AHARONOV, que ja& foi estudado por CASATI

e GUARNIERI(AS)deSde o ponto de vista hidrodina@mico, mas que ago

ra poderia ser revisto e, possivelmente, fornecer resultados mais
decisivos.

- Também nessa abordagem mais geral desenvolvida, foi
possivel escrever uma forma ligeiramente diferente para o poten-
cial quéntico gue nos parece mais simetrica que a anterior (comum
ao formélismo hidrodinamico original) por envolver agora as duas
componentes da velocidade guantica. Também YUSSQUF§46) encontrou
forma semelhante para o potencial quantico. Todavia, essa forma
nova, parece-nos mais apta a sugerir gue o potencial quantico

21)

além da interpretacao sugerida por BOHM possa ser responsavel
pela interacado da particula com um "campo de fundo" conforme pro

posto por DE LA PENA(Is).

O desenvolvimento de uma formulagao hidrodinamica
relativistica, apesar de ser apenas uma tentativa, envolve a in-

troducao de uma segunda componente temporal, a componente imagi-
naria “ti“. Um estudo bidimensional ja foi tratado por LEwzs (47)
- e nao € de modo algum estranha a idéia de um tempo multidimensio

nalvem relatividade; como atestam os trabalhos de ZIINO(48)
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(49)por exemplo. A idéia de uma formulacgao hidrodinamica re

PAPAS
lativistica mostrou-se bastante alentadora; sobretudo levando-se
em conta o resultado obtido para a energia do estado fundamental
do atomo de hldrogenlo, cuija Dre01sao é mais significativa que

aguela correspondente a Equagao de Kleln Gordon.

Na seqfiencia, no CAPITULO II demonstrou-se a equiva-
léncia no calculo dos valores médios das funcoes hidrodinamicas
e-dos operadores da formulagao usual da Mecanica Quantica de uma
maneira generica, contradizendo uma importante preViséo para o
calculo do valor medlo do Hamiltoniano quadratico do oscilador
harménico, feito por DE LA PENA (15) que se asseverava serem dife-~
rentés os calculos desenvolvidos pela formulacao estocastica e
pela formulacao usual. Ora, a generalidade da demonstracgao nao
deixa margem de diivida quanto a completa equivalencia. Todavia ,
este & um resultado novo; que atribuimos & funcgio hamiltoniana hi
»drodinémica, e ao método mais conhecido de calcular valores mé-
dios com o uso de fungoes Neste, sentido, tambem, as previsoes

de ROBINSON(SO) devem ser reconsiderados.

Como sugestao para desenvolvimentos posteriores, re-
gistramos a possibilidade de que os calculos dos valores médios
venham a ser desenvolvidos em integragoes sobre as componentes tem—
porais. Em outras palavras, talvez se possa encontrar uma manei-
ra genérica para o cadlculo dos valores médios que esteja defini-
da de modo a explorar as 1nformagoes contidas nos parametros tem
porais ou, alternativamente, nas componentes da veloc1dade quan-
tica. ,

. A sugestao anterior deve-se ao fato de que inicialmen-
te a introducdo dos parametros temporais; sobretudo "ti" tinha
por finalidade a obtencao das equacoes de trajetoria. De fato,na
primeira parte do CAPITULO III isto & feito de uma maneira bas -

tante satisfatdria, para alguns problemas em particular.

Entretanto; na seqliéncia foi possivel mostrar gque as
informacoes contidas nessa compbnente imaginaria do tempo permi-
te trataf das relacgdes de incerteza energia-tempo de maneira di-
reta. , '

Ja no CAPITULO II registrou-se de passagem que a in-

certeza posicao-momento pudesse ser devida a existéncia da velo-
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cidade imaginaria ou, em termos mais claros, devida & existéncia
da componente imaginaria do tempo. Ora; essa componente “iméginé
ria" permitiu estimar o produto de incerteza energia-tempo e
forneceu resultados que concordam com os resultados previstos pe
la formulacao usual, que os previu de maneira indireta por nao
dispor de um operador tempo bem definido é genérico para o calcu

lo das dispersoes.

A introducao da variavel temporal hidrodinamica, per
mitiu o célculo das dispersoes no tempo (em termos de fungées) e
da energia (também em termoé de funcoes, gracas a equivaiéncia
obtida no CAPITULO II) e a conseqﬂgnﬁe relacdo de incerteza para
‘0 pacote gaussiano e para os estados coerentes do oscilador har-

mdnico, dois casas gerais de grande interesse.

E bem verdade que no caminho, encontramos algumas di
ficuldades, como © calc¢ulo da dispersac na componente real do
tempo. Entretanto, foi possivel, mediante consideracdes adequa -
das, estimar a dispersao total e estabelecer as re1a¢6es de in-

certeza desejadas.

Em carater conjectural, a observacao cuidadosa da va.
riavel temporal hidrodindmica pode sugerir uma>forma para o ope-
rador tempo, ou-seja, conhecendo-se a variavel temporal hidro-
dindmica, é possivel; em principio, estabelecer uma expressao
correspondente. a um operador tempo adequado. E claro que o pro -

cesso nao €& assim tao simples. Numa situag¢ao do tipo

é mais facil, em geral, conhecendo-se T decobrir a funcao g; do
realizar o caminho inverso. Contudo, quando nada se conhece em
principio, na relacao acima, o conhecimento da funcao g, obvia -
mente, aliado a uma boa intuicao, pode ser um bom pfimeiro passo.
A esta conclusido nos permitimos chegar observando um operadorteﬁ

(28)para o oscilador harm6nico; cuja

po desenvolvido por FUJIWARA
forma geral & bastante sugestiva em termos de analogia com a
funcao temporal hidrodinamica, também para o oscilador harmonico
(como um caso particular nos estados coerentes) que aqui enéon -

tramos.
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