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RESUMO

Neste trabalho e desenvolvida uma formu]acao ana
1itica de um elemento finito tri-dimensional, de geometria esfe
rica de 20 nds. Seu desenvolvimento se baseia no principio da
energiavpotehéiél minima. |

Nesta formu]ac§d e realizada uma exp]oracao con-
veniéhte das propriedades espebiais'de simetria existentes em
pecas ou partes de componehtés estruturais de formafo esferico
e/ou cilindrico a fim dé'que a matriz de rigidez e o vetor equi
valente de forcgas nodais sejam calculados de maneira pratica e
econamica. _ |
Um programa digital codificado em FORTRAN IV &
inserido no SIMELF - éistema Modular de Elementos Finitos e vé
rios exemplos tipicos s?o resolvidos e comparados com so]ucﬁes-

existentes na literatura para carregamentos mecanico distribui-

do,. concentrado ou termico.
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ABSTRACT

This work presents an analytical formulation to
a spherical three-dimensional finite element with 20 nodal
points. The formulation is bdsed on the minimumpotenthT energy
principle.

Some special sjmmetrica] characteristics of
spherical and cylindrical components are considered for thésake
of improving computation nf the stiffness matrix and eauivalent
nodal forces.

The model is imolemented throhgh some routines
written in FORTRAN IV Tlanguage and introduced in SIMELF System
(Sistema Modular de Elementos Finitos). Several examples are
solved and the results are compared with therexisﬁing solutions

for concentraded, distributed and thermal loads.
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"CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1. Introducao

i

Na ap]icacgo doXMétodo\de Elementos Finitos, o0s
elementos sdlidos tri-dimensionais s3o utilizados na analise es
trutural dos componentes de estrutura de grande espessura. Des
ses elementos, os mais simples sao o tetraedro que- e definido
por 4 pontos arbitrﬁrios; no espaco e o elemento do tipo parale
lepipedo com 8 nos. Um dominio de forma qualquer pode ser re
presentado; com um cérto grau de aproximacéo; por. uma mqntagem
dessés elementos. A desvantagem esta na gréhde quanfida&e re
querida dos mesmos para representar um dominio complexo.

' O0s elementos isoparametricos de lados ou faces
curvas reprddu;em; cgh maigr graﬁ de aproximacéo; ageometria de
estruturas de forma arbitraria uti]i;ando'um menor nimero  de
e]ementos; sendo, portanto; mais adequados;‘

Uma das\ﬁaneiras de.redu;ir 0 custo Qe uma ané]i
se estrutural e a uti]izacao de uma biblioteca de elementos que
. possa suprir; para diversas geometrias; elementos especificos
visando os casos predominantes. E cbm este objetivo que esta
sendo implantado o SIMELF - Sistema Modular de Elementos Fini-
tos. |

Muitos componentes estruturais tem pecas ou par



02

tes de formato esferico e/ou cilindrico. Como essas superfi
cies apresentam propriedades éspeciais de simetria pode-se ti
rar proveito dessas para reduzir os custos de integracao aumen-
tando a eficiencia numerica do elemento. A realizacao de estu

dos neste sentido e portanto recomendada.

-

- 1.2. Revisao Bibliografica

Os maiores esforcos no sentido de éumentar a bi
blioteca de elementos fri-dimensioha}s tem sido feitos por vé
rios pesquisadores. Entre esses pode-se citar os trabalhos de
Argyres, Fried e Scharpt [11], [12], os quais desenvolveram oS
elementos LUMINA, TET 20 e TEA 8 com suas variantes. Todos es
ses e1eﬁentos foram desenvolvidos num esfor¢o de investigar a
aplicacio das funcoes de interpolacdo tanto na geometria quanto
na especificacao da deformacao. 0 elemento hexaedro trildimeg
sional de superficies curvas chamadd LUMINA & baseado numa apli
cacaofsistemética das funcaes de interpolacao de Lagrange, nao-
comb]etas. Ja os elementos TET 20 e o TEA 8 utilizam polino-
miaiscompletos de 32 ordem. Uma adverténcia e feita no sentido
de que pdra calcular a matriz de rigidez de um elemento mais so
fisticado o tempo aumenta significativamente com. o niumero de
pontos nodais. Entretanto, um menor numero de elementos sao ne
cessarios para se obter 0 mesmo grau de precisao.

As duas maiores restricoes quanto ao uso de ele
mentos tri-dimensionais de geometria nao Tinear sao: (1) a ne
cessidade de uma grande capacidade de memoria para manipulacao
e armazenagem das matrizes no computddor; (2) maior tempo de

computacao de cada elemento.
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‘Com o advento dos computadores de'porte a restri

e

¢ao (1) ficou resolvida. Para resolver a restricao (2) alguns
pesquisadores vem sugerindo novas iécnicas para atécar 0 pro
blema. Tendo em vista que no calculo da matriz de rigidez a
parte que consome maior tempo e justamente a manipulagao das
funcoes de interpo]acao e a parte que se refere ao processo de
jntegracdo numerica, e natural que as atencoes estejam voltadas
para estes fatos, notadamente este Ultimo citado.

Um traba]ho.que\aparece\comvsugestBes significa-
tivas e o de Gupta e Mohraz [i]. "Nesse trabalho e apresentada
a formulacio da matriz de rigidez utilizando notacdo indexada.
Uma "matriz intermediaria” de 43 dimensao e calculada em  fun-
cao das derivadas das funcoes de iﬁtérpo]acﬁo a qual e posterior
mente multiplicada pelo tensor de propriedadés do material para
obter a matriz de rigidez. Uma comparacdo entre esse procedi
mento e o convencional & feita dando boa margem de economia.Tal
trabalho, no entanto, oferece dificuldades para ser aplicado em
ahE]iSes que utilizem sistemas de‘cbordenadas diverso do retan-
gular. g - | |

| Irons[14] mostra alguns detalhes sobre  integra
c?o de elementos triangulares e tambem a montagem da matriz de
rigidei para um elemento-solido hexaedrico linear, sem entrar
em muitos detalhes. Algumas tecnicas sobre integracao de ele
mentos planos em malhas contendo elementos variados'sao sugeri-
das. Grande enfase e dada na escolha dos elementos para a ana-

- lise da estrutura visando, principalmente, a obtencao de uma ma

triz de rigidez cuja largura da banda seja a menor possivel.
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_He%]en [15] mostra um rigorbso estudo sobre a
forma d0+determin;nte da Matriz Jacobiana para diferentes ele
menfos.‘_A ava1ia;50 de regras de integracio reduzida € feita
em comparacao coﬁiregras completas por intermedio de exemplos.
Regras éoh‘pontos;econamicos equivalentes a 3x3x3 e 4x4x4  mas
com mdito menos pontos de Gauss por elemento sao discutidos num
exemplo de plasticidade tri-dimensional. A &nfase nesse traba
lTho & sobre as regras mais convenienfes para uma dada ma]ha.'

| Pawsey e C1oughs[16] mostram um interessante es
tudo sobre o elemento quadrEt%co de ca;ca espessa introduzido
por Ahmad em 1968. Este elemento falhava na representacgao de
deformacoes devido ao cisalhamento em cascas ou placas finas.
Um esquema de integracdo apropriado e entao aprésentado. Neste,
cada componente da energia de deformacdo & calculada separadameﬁ
te usando uma grade de integracao Gaussiana diferente para cada
contribuicao. Pér este procedimento se evita-a rigidei excessi
va do elemento devido ao cisalhamento, <Varios exemplos cbmprg
vam a“eficiencia do_método; Tal procedimento, no entanto, se
restrihge aquele tipo-de elemento.

: Gray e Genuchten [17] confirmam o fato de que a
integrac§o de polinomios @ mais precisa quando se utiliza a Qua
draturé Gaussiana (QG), no entanto apresentam outras formulas
de integracao que sao altamente competftivas com a QG quando
aplicadas na analise de elementos finitos. As formulas de iﬁtg
gracdo n3o-Gaussiana s3ao apresentadas em uma tabela para elemen
tos bi-dimensionais. Elas usam mais pontos de integracip do
que a QG, entretanto, devido ao fato de que muitos bontos de in
tegracao coincidem com a 1oca1izac$o nodal, o trabalho computa

cional @ reduzido em muitos casos. O fato negativo & o de que
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tais formulas usa@ somente funcﬁes de interpolagcao de Lagrange
de basé'dUadriticé. 7As vantagens acima citadas nao serao conse
guidas se outro tﬁpo de funcao € usado. O uso de tais formulas
ficé'dependendo d§ tipo de elemento, das funcoes e da habilida-
de doiusuério. |

) | Pittr e Hartl [13] mostram um procedimento para
a obfencio das tensoes termicas em que se utiliza os deslocamen
tos ao inves das deformacoes ipfciais. Este metodo dp}esenta
vantagens na obtencao dos resuitados para tensaes embora impli-

que num maior tempo de processamento para obtencao do vetor dos

deslocamentos iniciais.

1.3. Definicao do Problema

Como visto no item 1.1 muitos componentes estru
turafs tem formas esfericas e/ou cilindricas que podem sef ex
ploradas de maneira conveniente a fim de se obter uma reducao
‘nos cﬁstos de integracao da matriz de rigidei e do vetor equiva
lente de forcas noda i’s.

No item i.é foi vista a 1iteratur§ referente a
estudos de elementos tri-dimensionais. Esta literatura, contu-
do, @ bastante escassa.\\Além_disto, uma deficiencia & notada
na determinacao dos termos de rigidez do elemento devido ao Ci'
salhamento.

Neste trabalho & desenvolvida uma formulacdo de
um elemento de solido esferico, que se assemelha aoelemento iso
parametrico de 20 nos, visando exp]orér a geometria da peca e
reduzir, com isto, os custos de calculo da matriz de rigidez e

do vetor equivalente de forcas nodais, devido a um carregamento

mecanico distribuido, concentrado ou termico.
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CAPITULO 2

FORMULACAO DO MODELO

2.1. Introducao

‘

Uma das principaijs dificuldades do uso do Metodo
de Elementos Finitos consiste em como deve ser efetuado o parti
cionamento do dominio e qual tipo de elemento seja o mais apro
priado. Alem disto, o numero de elementos usado @ muito impor-
tante por doi; motivos principais que sao a precisSo dos resul-
tados e o custo da analise que, por sua vez, esta ligado ao tem
p6 de processamento.‘ Neste sentido, € vantajoso saber, para ca
da geometria e carregamento, qual o modelo qde se apTica 5 fim
de obter os melhores resultados com a maxima economia.

| 0 modelo de solido esferico, proposto neste traé
balho, visa explorar a geoﬁZtriajda peca podendo ser acoplado a

outros modelos conformaveis para analisar estruturas mais com

plexas.

2.2. Definicao do Modelo

A configuracdo geométrica do modelo e obtida pe
la interseccao de planos meridionais definidos por 0, 0 + AO e
cones concéntricos de coordenadas ¥, ¢ + AV e superficies esfé-

ricas de raios R, R+ AR (Fig. 2.1). E um elemento quadratico
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que ut111za funcoes de 1nterpolacao do ‘tipo “serend1p1ty“ de 20
grau na 1nterpo1a¢ao de des]ocamentos. Elas satisfazem a conti
nuidade entre e]ementos, sao conformes e satisfazem tambem 0
cr1ter1o de comp]et1v1dade, requisitos estes necessarios para a
convergenc1a do modelo. Isto se da pelo fato de que o metodo
dos deslocamentos assume campos de deslocamentos continuos  so
bre o dominio. As incognitas do problema discreto equivalente

sao os deslocamentos nodais.

2.3. Definicéo’das Funcoes de Interpolacao

As funcoes de interpolacao sao definidas em ter
mos das coordenadas intrinsecas (r,s,t) do elemento e das coor-
denadas dos pbntos de integracio considerados [4]. Nos pontos
noda1s sobre os vert1ces, as fungoes de interpolacao sao definj

das como [6]:

FI(k) = (1/8)(]+rrk)(1+ssk)(1fttk)(rrk +55) +ttk -2)  (2.1)
;o ; .
onde fk; Se» b, sdo as coordenadas do ponto nodal considerado.
As funcoes de interpolacdo para os pontos intermediarios das

arestas sao definidas por:

FI(k) = (1/4)(1 r )(1+ssk)(1+ttk) (2.2a)

FI(K) = (1/4)(1-52)(1;rrk)(1+ttk) (2.2b)
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+ +
para s, = 0, Fe = - 1, t, = -11.-

FI(K) = (1/8)(1-t7) (err ) (T4ss,) (2.2¢)

1]
o
-
)

para tk

_—- -

A S SR §

x
-
/

Figura 2.1. 0 modelo de sdlido esferico com a numeracao intrin-
seca dos nos, coordenadas naturais (r,s,t), coorde-

nadas esfericas (R, ¥, ©), coordenadas cartesianas

(X1’ st X3)-
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2.4. Obtencao das Coordenadas Esfericas e Deé]g

camentos de um Ponto Generico do Elemento

| Séndo (RM, FHI, TET) as coordenadas esfericas do
ponto medio do elemento e (r., s., t;) as coordenadas intrinse
cas de um ponto i do elemento tem-se para as coordenadas esferi

cas do ponto 1i:

CR(H)

= RM -;'. Y‘,l
w(i) = FHI + 2¢ | s  (2.3a,b,c)
2 :
o(i) = TET + 29 | ¢,
S ;

onde AR, Ay, AO estdo definidos na Fig. 2.1.
Da mesma forma, sendo {U(i), V(i), W(i)} os des

locamentos nodais, para um ponto qualquer tem-se:

n .
u =}  FI(i) U(d)

1

n (2.4a,b,c)
v =]  FI(i) V(i) -

1

n
W o= Z FI(i) W(i)
i

sendo FI(i) as fun¢Ges de interpolacao definidas na Seccao 2.3
e (u, v, w) os deslocamentos nas direcoes (R, ¥, 0) respectiva-

mente.
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2{5; Re1ac6es'Deformac5és - Deslocamentos e a Ma

triz B de TrénsformacEO-

As: relacoes deformagoes-deslocamentos em coorde-

nadas esfericas péra um corpo elastico 1inear sSo (18], [20]:

Ju
€, = —
R 3R
e =AY Y ¥ ot
Vs R OR “
eo = 1aw_ u
R 3% R

y‘@ -1 Y ootes A
v R 30 R 30
yog = YU M, 2w
R 30 R 3R
onde: - A = ——J——f 5 YR = ZER } Yoo © 2¢ 0
: R seno ¥ ¥ v W
Yor = 2%gR

As equacoes acima podem ser colocadas sob a for

ma :



H

rER ~
€ .
{e} = < , = [B]< v (2.9)
: y | | |
Ry W
Yor

\

i

’ N .1
2 0 0
oR
1 1T 3  coto
R Rseno oy R
1 0 12
R R 30
[B] = . - (2.6)
2.1 0
Rsen © 3y aR R’
0 1 8 _ cote 1 K
R 30 R R seno 230
L 0 o1
R 30 aR R

As equacoes (2.4a,b,c) podem ser colocadas sob

a forma:
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FI(i) U(i)
n .
='Z FI(i) V(i) (2.7)
! FI(i) W(i) | -

e a equacéo (2.5) sob a forma:

u
(e} = [B1dv b = [B] (U} (2.8)
W
- T - | |
sen@o {u}' = {u1 Vi Wy oees Uyg Vog w20} (2.9)

osvdésloéamentos dos pontos nodais, e [B], a matriz de transfor
mach‘deformacéo-deslocamento. A fim de facilitar a montagem
de [B], ela e dividida em 20 blocos tendo cada um dimen550(6x3).

Denominando RPI e TPI, respectivamente, as:coor-
denada; radial e circunferencial do ponto de integracao em ques

.tao e colocando

‘.
H(1) - 3FL(H)
3R
Hz) = ELG L 5 g, 20 (2.10a,b,c)
| ” .
H(3) - 3FICH)
0

onde H(1), H(2), H(3)-s§o obtidos explicitamente atraves de AR,

AV, AO e as derivadas das funcoes de interpolacao; o primeiro



b]bcbfaéu[s] seré:

para i=1 na equacao (2.10).

Com isto, a equacao (2.8) pode ser escrita

forma matricial como seque:

r

H(1) L 0 | 0
FI(1)/RPI H(2) FICD ot (TPI)
. RPI*sen(TPI) RPI
FI{1)/RPI | 0 H(3)/RPI
H(2) ©H(1) - FI(1)/RPI 0
RPI*sen(TPI) ) |
0 [H(3)-FI(1)*cot(TPI)]/RPI H(3)
- 3 5 RPI*sen(TPI)
H(3)/RPT 0 H()-FI(1)/RP1!

[
[
[
|
[
|
[
[
[
[
|
(
[
|
I
|
I
[
l
!
!
i

13

(2.11)

em
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2.6. Formulacdo Variacional do Modelo

Neste trabalho e uti]izadq'material- jsotropico
elastico Tinear para a formulacao e teste do modelo.

A formulacao se baseia no Metodo dos Deslocamen
tos utilizando o Principio da Energia Potencial Minima. Este
pr%nc?pio requer que a primeira variacao da Energia PotencialTo
tal 7 seja nula, ou seja, 8m = 0.

Na auséncia de forcas de corpo e estado de defor

macao inicial, a Energia Potencial Total de um corpo elastico

linear e dada por [6]:

B

W 1s, (e} ICI(Leb (e v - [ {u}T (P} ds  (2.13)

2 . P
onde: :
|
{‘e}T - campo de deformacaes;
{et}T - campo de deformacoes termicas;
{u}T " - campo de deslocamentos;
{P}T - forcas de suberf?cfe atuando na regiao Sp do contorno;
[C] - matriz tensao-deformacao dada por [7]:
p— 1 R hn
h 1 (sim.)
1~V
v _2‘ 1 |
1-v 1-v
[cy - —EU=v) - | (2.14)
(1+v)(1-2v) 0 0 1-2v
' 2(1-v) :
0 0 1-v
2(1-v)
0 0 0 0 1Y
i 2(1-v) |
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onde: TE - deu]b de elasticidade do material
- vi4 coefi?iehte de Poisson.
ﬁé;]izando a 12 variagdo em (2.13) e igualando a
zero temos: h
Csm=s. 6 (e3T[C] ({e}-{e,Ndv - fc s{u}'{P}ds =0 (2.15)
v t Sp

Substituindo a equagao (2.8)em (2.15) e tendo em
vista que os deslocamentos {U} e as variagoes 8{U} sao arbitra-

rias e nao dependem da posigao, pode-se escrever:

st =§{U}T[(fv[B]T[c][B]dv){U}- }V[B]T[cj{et}dv-fs {FI}'{P}ds]=0
| p
ou

(f,(B1T[cI BIav)(u) - [, [(B]T[Clte ddv - f¢ (FI}TEPyds = 0
| _ : P
donde tem-se
[K]{U} ={F} o (2.16)

para um dado elemento sendo

~
N

(K] = §,[817[c][B]dv (2.17)
a matriz de rigidez do elemento e
(Fy = §,[B]T[Clte,bdv + ¢ (FI}(PYds  (2.18)
P

o vetor equivalente de carga nos pontos nodais.
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Passando as equacoes (2.17) e (2.18) para o sis-
tema de coordenadas global e por meio de uma adequada sobreposi
¢30 das mesmas, para os diversos elementos consistentes da es

trutura, chega-se ao sistema global de equacgoes
- [KItUy = (F} | (2.19)

Antes de resolver o sistema de equagoes (2.19), 0
mesmo deye ser modificado com 5 introdugﬁo das condigoes de con
torno do ppobiema. o |

A integra¢50 das equagoes (2.17) e (2.18) & fei-
ta numericamente. 0 procedimento adotado esté descrito no Capil
tulo 3.

Depois de soJucionado o sistema de equacgoes
(2.]9);>os deslocamentos de todos os pontos nodais 550 conheci-
dos. Para se determinar as tensoes em um ponto qualquer Ho ele

mento sao usadas as equagoes
Lod = Ac)[BTtUr - [Clteyy - (2.20)

Uma vez que a matriz tensao [BTC] = [B]T*[CI e o
vetor de tensao térmicd"{Cet} = [C]*{e,} para cada ponto de in
teresse sao armazenados pelo programa, se torna facil a obten-

cao das tensoes em (2.20).
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CAPTITULDO 3

INTEGRACKO NUMERICA

3.1. Introdugao

Neste capitulo é apresentado um procedimento pa
ra a integragao numerica da matriz de rigidez e do vetor forca
do elemento de maneira pratica e economica tendo em vista as pe
cu]iaridades da presente formu]agﬁo. d'processo aqui apresenta
do tira proveiro da Simetria existehté no modelo em relagao as
diregaes meridional e cfrcunferencia].

Para melhor sitﬁar o 'problema de calculo da ma
triz de rigidez, e mostrado a seguir um f]uxogfama simplificado
dando/éssim o posicionamento dos calculos que devem ser efetua
dos inicialmente (Fig. 3.1). A sequ?ncia represehtada neste
fluxograma visa exc]dsjvamente ao calculo da matriz de rigidez

do elemento (equagao 2.17). O procedimento para o calculo do

vetor forga (equagao 2.18) & dado na Seccao 3.3.
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Inicio do processamento
de cada elemento

Coordenadas do elemento,
teste de conectividade,
enderecos de trabalho

Tipo de material utilizado (E, alfa)
Matriz de propriedades elasticas do
~material - [C]
Matriz Jacobiana - [J]
Matriz inversa da Jacobiana - [J]']
Vetor Peso - {WP}

>

No ponto de integracao I:
‘Funcoes de interpolacao - {FI}
Derivadas das Funcoes de interpolacao - {DFI}

A
— Matriz de transformacao
o - : .
= deformacao - deslocamento - [B]
1 < - :
— : Matrizes intermediarias

[D] e [BTD]

Parcela dé matriz de rigidez, [K],
calculada no ponto de integracao I

Montagem da matriz de rigidez, [K],

do elemento

Figura 3.1. Fluxograma indicando 0S passos de calculo para . ob-
tencaoc da matriz de rigidez de um elemento, confor-
me eéquema simplificado do programa-teste (Apéndice
C,-Figura C.1); NPI=numero de pontos de integracao.
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%
4

' 322;‘Deta1hamento de cada passo indicado no  flu

'xograma da Figura 3.1.

-EMatriz de propriedades elasticas do material -

;'[C]:

0 calculo de [C] leva em conta a isotropia do ma
terial fazendo com que sejam calculadas um nimero minimo de va
lores, ou seja, entre os 12 valores diferentes de zero (equacao

2.14) apenas 3 sao calculados e repetidos convenientemente.
- Matriz Jacobiana - [J]:

- E calculada explicitamente atraves de AR, Ay,A0Q,

ou seja:

AR 0 0
2
’
[J1 = |0 Ay 0 (3.1)
2 .

0 0 40
2

L .

0 determinante jacobiano & dado por:

[d| = det[d] = = (AR * Ay * 40) | (3.2)

1
8
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- Vetor Peso - {WP}:

Para calcular o Vetor Peso, {WP}, e levado em
conta a simetria existente no modelo em re]ac$o as direcoes me
ridional e circgnferencia] e tambem aquela advinda do emprego
~dos pesos e abcissas fornecidas pelo processo de integracaoGauss
;Légendre [217. Tddqs esses fatores sSo reunidos em uma forma
final obﬁendo economia satisfatoria em mu]tib]icacGes e somas,
uma vez que o0s calculos repetftivos's%o eliminados tanto quanto
possivel. 'v |

| Ovnﬁmero de pontos'de integracao em cada direcao
e dado de uma forma codificada como IIJJKK onde II € 0 numero
de pontos de integracao na direcao radial, r, (Fig. 3.2), JJ e
o numero de pontos de integracao na direcab meridiona],is, e'KK
- e o0 numero de pontos de integracao na direcao circunferencial,
t. |

Para facilitar a visua]izacao do processo adota-
do na"montagem do Vetor Peso, (WP}, b.mesmo-é demonstrado ‘aqui
‘para o caso particular em que se-teml3 pontos de integracao em
cada direcgo, ou seja, IIJJKK ='030303;

A suposicdo basica inicial @ que o elemento esfe
rico_(Fig. 3.2a) seja mapeado em um cubo de lado dois por meio
de uma transformacao de cqordenadas do sistema esférico para o
sistema de coordenadas intrinseco. Para este exemplo o cubo &
seccionado por trés planos péra]e]os‘entre si e perpendiculares
a direéao r, conforme a Fig. 3.2b. Estes planos s?o 0 lugar
geometrico dos pontos de integracao que guardam uma re]acao de

simetria entre si.



‘sed
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A colocacao dos numeros sequenciais dos pontos

de integracao nos planos esta na Fig. 3.3.

t t t
Fi F2 F3 Fi Fz F3 Fi F2 F3
L ] L ] L ] [ B [ ] L ] L ] L ] L ]
3 6 9 12 15 I8 2 24 27
Fi F2 F3 Fi F2 r3 Fi F2 F3
) ® * m—— * [ ] [ ] SEme—— ) L) L] ]
2 8 8 ] 1 4 - 17 s 20 23 26 s
Fi F2 F3 Fi F2 . F3 - . £y F2 F3
° [ . . ° ) ° .. .
[ 4 7 10 '3 I8 19 22 25
PLANO 1 PLANO 2 PLANO 3

~

Figura 3.3. Planos lugar geometrico dos pontos de integracao pa

ra ITJJKK = 030303

A sequencia de integracao adotada vai de 010101
a 030303 onde os pontos representados nos planos (Fig. 3.3) tem.

a seguinte correspondéncia=:

010101

- Ponto 1 (do plano 1) corresponde a IIJJKK

010102

- Ponto 2 (do plano 1) corresponde a IIJJKK

~
~

- Ponto 27 (do plano 3) corresponde a IIJJKK = 030303

Os pesos de integracao de Gauss-Legendre nas di

recoes r,s,t sao, respectivamente, Ai,-B

Y. 2 [211.

j? Ck e as abcissas Xi’

Com relagao aos pesos nota-se que Ai = Bi = Ci R
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ou seja: A1 = 81 = C1
A2 = 82 = 02
Ay = B3 = (3

E alem disto, para este exemplo explicativo, tem

se A1 = A3; B1 = B3; _C1 = C3.
0 mesmo procedimento e feito para as abcissas
Xi’ Yi’ Zi' A economia em operacoes de multiplicacao ja se faz

notar a partir dos produtos dos pesos Ai’ Bj’ Ck em que quatro
valores sao suficientes para cobrir os 27 pontos de integracao

deste exemplo:

Wy = Ay ¥ AT A
Wy = A * AL %A,
Wy = Ay ™ Ay ™ Ay
Wy = Ay * A, * A,

0 fato de todos 0s pontos de um mesmo plano (Fig.
3.3) terem um mesmo raio & levado em conta. - Nota-se tambéem que
existem apenasv3 valores dé'angu1os na direcao meridional (V)
0s quais cobrem todos os pontos de integracao e que estao repre
sentados por Fl; Fz; F3 na Fig. 3.3.

' 0 Vetor Peso, {WP}, & montado cbm a contribuicao

das seguintes parcelas:

- pesos de integracao de Gauss-Legendre.

- abcissas dos pontos de integracao de Gauss-Le-

gendre.
- raio do ponto de integracdo em relacao ao sis

tema de coordenadas esferico.
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- $ngu]o Y da direcao meridional em re]acSo ao
sistema de coordenadas esférico.

- determinante Jacobiano que fornece a re]acSo

de volumes entre o dominio de.integracéo_e 0

real.

Para o ponto de integracao 1 (onde IIJJKK=010101)

tem-se:

MP(1) = (A *B,*C,)*(R *R, )*DET*SIN(y, ).
Colocando '

w1 = A1*B1*C1, produto dos pesos de integracgao

R,, = R,*R,*DET, raio do ponto de integracdo e o

——
—
1

T 1
DET

| = SIN'(w1), seno do angulo ¥ no ponto 1
tem-se, finalmente,
- * *
We(1) = W, Ry 1*S4

Obtem-se economia em multiplicacoes tambem neste

~ procedimento calculando separadamente as parcelas:

vetor wj (quatro neste exemplo).
vetor XP;\= produto de wj; raio, seno deye DET
(dezoito neste exemplo). |
e repetindo convenientemente seus valores aproveitando a  sime

tria geometrica e dos pontos de integracao. Todo este procedi-

mento esta reunido na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1. Montagem do Vetor Peso, {WP}, para IIJJKK = 030303

pontos de integracdo.

?ontos ?e Pesogaggsffzgg;ggzo de Vetor Vetor Vetor Peso
integracdo W, XP. WP(j)
Pl R,r U, 0,t J !
010101 A B, C, W, XP Wp(1)
010102 A B C, Wy XP, WP(2)
010103 Ay 8, Cs Wy XP, ~ WP(3)
010201 - A B, CCy W, XP Wp(4)
010202 A B, Cy ] Wy XP, WP(5)
010203 Ay By Cq Wy XPy | WP(6)
010301 Ay By C, W, XP ¢ Wp(7)
010302 Ay | B3 C, Wy XPg WP(8)
010303 Ay | B3 Cy Wy XPg wp(9)
020101 A, B, C, W, XP WpP(10)
- 020102 A, B C, Wj XPg WP(11)
020103 A, B Cy Wy XP WP (12)
020201 A, B, C, Wj XPq WP(13)
020202 A, B, Cp Wy XPig Wp(14)
020203 A, B, C; | W3 XPq WP(15)
- 020301 A, B, C, | W, XP Wp(16)
020302 A, By C, | ¥ XP 4o (17)
020303 A, | Bg Cy W, XPy 4 wp(18)
030101 As B, C, W, XP 3 WP(19)
030102 As B, c, Wy XPyq Wp(20)
030103 As B, Cy P XPy3 Wp(21)
030201 As B, Cy Wy XPyg Wp(22)
030202 Ag B, C,y Wj XP6 Wp(23)
030203 Aj By - Cj Wy XPyg WP(24)
030301 As B, C, W, XP 47 wp(zs)
030302 As Bj C, My XPyg WP(26)
030303 Ay | By C3 | W XPy7 WP(27)




0s valores para a montagem da Tabela 3.1 550

seguintes:

XX I > D
N w N

e 0os calculos sao:

A *B *
W1—A1 B1 C1

Wp=R "B *Cy

W3=A,*B2*,
Wy =R, *B,*C

2 2

S

=SIN(F1)

S =SIN(F2)

270
S3=SIN(F3)

XP4=R *W *52

11 73
XP5=R“*W1*S3

XP6=R *WZ*S

11 3

- XPy3=R33*W *S,
XPyq=R33*W5™5,

XPyg=R33*W*S,

XP =Ry, "W *S
XPg=Rpp*W3*S1
XPg=R,,*H,*S,

XP16=R33*W3*S2

XP”:R33

XPyg=R33*W,*S3

*W,*S,

B, ='c1 - 0,555 555 555 555 556
B, = C, = 0,888 883 888 888389
By = Cy = A,
Y, = Z, = -0,774596669241483

Y, =2, = o,p
Y3 = 23 = -X4
Ry =RM+DR,*X, F,=FHI+DFHI*X, /2
R, =RM Fp=FHI
R3=RM+DR,*X »F3=FHI+DHFI*X3/2
Ryy =R *R *DET. XP =R, %W, *S,

- * - * *
Ryp=R,*R,*DET XP,=R, U, *S,
R33=R3*R3*DET XP =R, *H,*S,

K

XP1p=Rop*Hg*S;

CXP =Ry W *S 5

XP12=Ra2™W3*S5

WP(1)=XP1

WP (26)=XP, g
WP(27)=XPq7

27

0s
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Nas expressoes acima, tem-se

RM = raio médio do elemento de solido esférico

DR2 = AR/2. N

FHI = anqulo ¢ do centro do elemento de solido
esferico

DFHI = Ay

Todos os calculos acima sao realizados em dupla
preciéﬁo. - | 3

VEr{aS'cbhbinacaes entre pontos de integracao de
sejaveis para estudar a'inf1u§ncia destes no calculo da matriz

de rigidez estao no Apendice A, juntamente com outras tabelas

para montagem de {WP}.
- Matriz inversa da Jacobiana - [J]'1:

Calculada de forma explicita atraves de AR, Ay,

A0, ou seja:

-
' 2/AR 0 0
-1
[J] = 0 Z/Aljj - 0. (3.3)
S0 0 2/00

- Calculo de [D]:

Faz-se o produto.de [C] pelo valor corresponden;

te do Vetor Peso no ponto i, ou seja:

[D] = [C] * WP(i) : (3.4)




29

0 valor de [BTD] e dado pelo produto de [B]T e

[D], ou seja:
[BTD] = [B]' * [D]  (3.5)

A matriz de rigidez e dada pela sobreposicao con
veniente dos produtos de [BTD] e [B] em cada ponto de integra

¢ao, ou seja:

[K]l = £ ([BTD] * [B]) | (3.6)

3.3. Vetor equiva]énte de cafga nos pontos nodais

(eq; 2.18)

0 vetor de cargas nodais pode.ser proveniente de
trés tipos de carregamento: mecanico distribuido, concentrado
ou térmico.

3.3.1. Carregamento mecanico distribuido e con

centrado

0 carregamento mecanico distribuido obedece a um
procedimento especial que esta delineado na Referéncia 4 e re
produzido no Apéndice D. No entanto; deve ser chamada.datencao
para o fato de que o carregamento & fornecido no sistema esferi
co (global) n3o necessitando, portanto; das transformac6es de

coordenadas ali previstas. Modificacoes apropriadas foram efe

tuadas na subrotina que trata desta parte.  Alem disto, a intro
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ducao do calculo: do Jacobiano de forma explicita, bem como das
coordenadas esfer1cas do ponto de 1ntegracao, trazem economia
adicional no tempo de processamento.

Agcarga nodal concentrada, quando houver, deve

ser somada diretamente no vetor resultante de cargas nodais.

3.3.2. Carregamento termico
- E processado pér ponto\de integracao, paralela-
mente 5 determinacao da matrfz de rigidez, por ser decorfente
davintegracao sobre o volume do elemento. Calcula-se, via fun
caés dé interpo]acﬁo, a temperatura local instanténea (TP) no
ponto de integracao. Para uma dada temperatura de referéncia,

T calcula-se o vetor deformacao termica, {et}:

ref.lI?

I

{e,}' = {aTD, aTD, aTD, 0, 0, 0} (3.7)

_onde: T =TP -7 e o € o coeficiente de expansao ter

ref.ll
mica do material. g
| .0 vetor fensso termica local e entao determinado
pelo produto da matriz de propriedades elasticas do material,
[C],.é o vetor deformacio térmica:
{Cer} = [C] * {e,} ©(3.8)

Por Ultimo, o vetor forca térmica & calculado pe

lo produtoda "matriz tensao" e o vetor deformac3o térmica:

{Ft} = [BTD] *'{et} ) (3.9)
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Uma sobreposicao conveniente & feita ate comple

tar todos os pontos de integracao em guestao.-

No procedimento computacional todos os resulta
dos descritos acima sao calculados e armazenados em disco para

uso posterior.

"3,4. Estimativa do numero de somas e multiplica--

. ¢oes para o calculo da matriz de rigidez do

\

'e]emento-proposto\

SEo dadas a seguir duas tabelas que mostram uma
estimativa do numero de operacaes requeridas para avaliacao da
matriz de rigidez de um elemento tri-dimensional utilizando 0
procedimento convencional e o aqui proposto. Na Referéhcia 1

se encontra um estudo detalhado a esse respeito.
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Tabela 3.2. Operacoes requeridas para avaliacao da matriz de
rigidez, elemento tri-dimensional (procedimento con

: vencional), conforme Referencia 1.

Passos na Computacao ' NO Adi¢oes’ NO Multiplicacdes

1. Para cada ponto de inte
gracao o

a) Produto de coef. de peso
e matriz C de proprieda- \ : 6x6
de do material.: ' : )

b) Obtencao do produto CB 6x6x3N ' 6x6x3N

~ T ~ . -
c) Obtencao B CB (porcao tri) 1rgayian.g)y | Irexan(anet)]
angular superior, somente)| 2 2

Total para o passo 1 2INAIIN | 27N +117N436

2. Repetindo as operacgoes
. . 2 2 '
no passo 1 para NPI (27N. +117NINPT | (27N +117N+36)NPI
pontos de integracado

3.,§oma superior dos ele-
‘mentos 1nd1deua1s da 1{3N(3NH)JNPI
matriz de rigidez ava 2
liada em NPI pontos de
integracao

4. NQ total de operacoes .
para obter a matriz de  |(63N +237N)NPI | (27N +117N+36)NPI
rigidez do elemento 2

" (passos 2 e 3)

=
1}

numero de nos do elemento

NPI.

n® de pontos de integracao no elemento



rigidez do elemento proposto.
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Tabe]éw3.3, 0per§¢5es requeridas para avaliacao da matriz de

PROCEDIMéNTO NO ADIGOES NO MULTIPLICACOES
1. Para cada ponto de
integracao
a) Obtencéo de [D]=[CI*WP(i) 3
b) Obtencﬁo de [BTD]:[B]T*[D] 18N 36N
¢) Obtencio de [K]=[BTDIB] |, 5 (g , 3n) 39N+ 3N)

(parte triangular inferior)

2.

Total para o passo 1

22,5N° + 25,5N

27N + 45N + 3

. Total para NPI pontos de

integracao

(22,5N" +25,5N)NPI

(27N° + 45N + 3)NPI

convencional (Tab. 3.2)

4. Soma dos elementos da ma :
triz de rigidez (parte 91,5N(NPI-1)
triangular inferior)
5. Nimero total de operacoés 2. .
° ! PEracoes | (22,5N +117NINPI - .
para obtencao da matriz | _ 91 5N (27N + 45N + 3)NPI
-de rigidez (passos'3 ed) |
6. Economia em operacoes em
relacao ao procedimento 25% 11%

i

N
NPI

numero de nos do elemento

n? de pontos de integracao no elemento
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CAP TTUuULO 4

EXEMPLOS NUMERICOS

4.1. Introducao

\

A formu]acao apresentada nos Capitulos 2 e 3 e
testada atraves da so]ucao de problemas com geometria tipica pa
ra aplicacao do elemento de solido esferico. 0s resultados en
tao sao comparados com solucoes analiticas e/ou numericas encon

tradas na literatura a fim de comprovar a precisao da formula

cao proposta. ‘Alguns exemplos sao apresentados a seguir.

4.2. Primeiro exemplo: solugao do problema de uma

esfera oca submetida a um carregamento meca

nico distribuido devido a pressao uniforme

/.

4.2.1. Utilizando a modelagem padrao de teste

A mode]ggem padrao de teste encontra-se represen
tada na Fig. 4.1 e tem como céracter?stica principal o fato de
utilizar apenas um elemento. Esta modelagem aproveita a dupla
simetrié existente na estruthra; tanto geometrica quanto de car
regamento.

0 materia]ladbtado pafa este e os demais exem-

plos e 0 aco baixo carbono com modulo de elasticidade E=192190MPa,
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coefiEiente de Poisson Vv = 0,3, na temperaturé'de 30% a qual

se convencionou chamar de temperatura de referéncia I (Tref.I)’
A so]ucao ana]Tfica deste problema se ~encontra

na ]iteratura; e.g., [19] onde e fornecida a tensEO'radia], ten

sao tangencial e o deslocamento radial. As distribuicoes des

tas sEo as-seguintes:

P b (R7-2%)  pa(b:R")

+ T3 3 (4.1)
R.(a -b )

a =
R R¥(a%-p7)

: 3 3 3 3 3.3
P b (2R +a) P.a (2R +b )

o, = 0, = — - (4.2)
b9 2R (a -b") 2R (a -b’)
-1 3 oy - u
sw = - [(1-V) °w voR] - donde
v =R (1-v) o - vaod | O (4.3)
" y ~ YR g '

dnde‘Pe e Pi s?o as pressﬁes externa e interna respectivamente.

Para d‘so]uggo numérica deste problema o mesmo
e dividido em duas etapas: na primeira e considerado apenas a
press?o interna uniforme e na outra somente a pressao externa

uniforme. Os dados comuns sao os seguintes:

Press?o = 1,0 MPa
a = 1,0m
b =2,0m

AYy = AO® = 7/12 rad

As condicoes de contorno sao:

u = u(R) v = 0,0 W= 0,0
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X; R1=1,0m
: AR=1,06m

(b) ' (e)

.Figura 4.1. (a) Modelagem padrao de testé. Tipos de carregamento: (b) Pres-

sao interna; (c) Pressao externa.
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0s resultados mostrados nas fabe]as 4.T'a 4.4 e
nas Figuras 4.2 a 4.5 servem para verificar a convergencia da
solucao 3 medida que se altera o numero de pontos de integracao
para o calculo da matriz de rigidez. Deve-se salientar que a
quantidéde de pontos de integracao nas dirécaes radia], mekidig
nal e circunferencial, respectivamente, para o calculo da ma
triz de rigidez esta identificada na 12 linha das Tabelas. Para
efetuar a 1ntegrac§o do vetor de forga superficial  acrescenta
se a estes uma unidade em cada direcao. Todos os calculos para
este exemplo, bem como para os demais, foram realizados em pre
cisao dupla. Tanto os deslocamentos como as tensaes para este
e os demais exemplos foram calculados nos pontos nodais da mode
lagem (os quais coincidem com os.raios indicados nas tabelas e

graficos).

Tabela 4.1. Deslocamento radial (u x 105m). Pressao interna. Mo

delagem padrao de teste. -

RATO NOMERO DE PCNTOS DE INTEGRACAO (NPI) SOLUCAO
(m) 020202 | 030303| 040202 | 040402 040404 ANALITICA
1,000 | 0,221278 | 0,399646 | 0,399632 | 0,399646 | 0,399646 0,416255
1,500 | 0,133785 | 0,213548 |0,213544 | 0,213548 | 0,213548 0,216386
2,000 | 0,099687 | 0,151942 | 0,151950 | 0,151942 | 0,151942 0,156095
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Tabela 4.2. Tensoes resultantes (MPa). Pressao interna. Modela

gem padrio de teste.

TNGEO | RATO NOMERO DE PONTOS DE INTEGRAGAO SOLUCEO
(MPa) | (m)  020202]030303 | 040202 | 040402 | 040404 | ANALITICA
1,000 | -0,100|-0,399 | -0,399 | -0,399 | -0,399 -1,000
Or 1,500} -0,117|-0,325} ~-0,325 | -0,325 -0,325 -0,196
2,000| 0,072 0,172| 0,172| 0,172 0,172 0,000
1,000| 0,565/ 0,926 0,926 | 0,926 0,926 0,714
6,=9g| 1,500 0,195 0,252 0,252| 0,252 0,252 0,312
2,000| 0,168 0,282] 0,282 0,282 0,282 0,214
u:lOsm _
—soLugRo ANALITICA
1,0 {x SOL. NUMERICA COM 3
PONTOS DE INTEGRACAO
0,5 X
X
X
0,0 ‘l t 1
1,0 5 2,0 R (m)
Figura 4.2, Deslocamento radial (u). Pressao interna. Modelagem

padrao de teste.
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P
0,0
R(m)
0,5
-1,0
{a)
{-—-smyclo ANALITICA
x 3 PONTOS DE INTEGRAGAO
Sy
P
1,0 b
0,5 |-
0,0 H 1 §

Figura 4.3, Tensoes resultantes: (a) radiais; (b) tangenciais.

Pressao interna. Modelagem padrao de teste.
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Tabela 4.3. Des]ocamento-radiaTF(u X 105m). Pressao  externa.

Mode]égem padrid de teste.

RAIO NOMERO DE PONTOS DE INTEGRACAO (NPI) SOLUCEO
(m) 020202 ] 030303 | 040202 | 040303 | 040404 | ANALITICA
1,000 | -0,398640 | -0,607767 | ~0,607801 | -0,613442 | -0,607766 -0,624381
1,500 | -0,377778 | -0,525731 | ~0,525715 | -0,531614 | —0,525731 ~0,528577
2,000 | ~0,647894 ~0,568186 | ~0,568128 | -0,575999 | -0,568186| -0,572350

Tabela 4.4. Tensoes resultantes (MPa). Pressao externa. Modela

gem padrao de teste.

TENSEO| RATO NGMERO DE PONTOS. DE INTEGRACZXO . SOLUC;ZXO

(MPa) | (m) | 020202 | 030303 | 040202 | 040303 | 040404 | ANALITICA
| " |1,000| -0,023 | -0,601 0,601 | -0,610 | -0,601| 0,000
o, |1,500|-1,2031-0,675 |-0,675 | -0,689 | -0,675| -0,804
2,000 -2,869 |-1,172 | -1,172 | -1,195 | -1,172| ~-1,000
1,000 -1,104 | -1,926 ' -1,926 | -1 946 —1,92-6f -1,710
0,=0g| 1,500 5—1,207 -i)zsz -1,251 ' -1,268 | ;1,2525 ;1;310
2,000  -2,119 | -1,282 ' -1,282 -1,303 ! —1,282f -1,210
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usx IO'm
00 1o 1,5 2,0 ‘
! R(m)
X — Solucdo analitica

-0,5 |- : _ a . x 2 pontos de integracao
/—"—\ . -
. X A 3,4 pontos de integracao

“1,0 |

Figura 4.4. Deslocamento radial (u x 105m). Pressao externa.

Modelagem padrao de teste.

Sr
)
0,0 ; |
R(h) ~— Solucao analitica
x - NPI = 20202
ok o - NPI = 30303 e 40202
o - NPI = 40404
-2,0 | )
(a)

Figura 4.5a. Tensoes radiais na modelagem padrao de teste devi-

do a pressao externa.
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%
P
1,0 1,5 2,0
0,0 ! ! ?
R{m)
x - NPI = 20202
-1,0 } o - NPI = 30303 e 40202
o - NPI = 40404
-2,0

(b)

Figura 4.5b. Tensoes tangenciais na modelagem padrao de teste

devido.a pressao externa.

Ana]isahdo 0os resultados obtidos, constafa-seque
a solucao utilizando 2 pontos de integracao causa um elevado er
ro para Bs dois casos de pressao interna ou externa. As- solu -
c§es utilizando 040402, 040404; 040303 dao a mesma precisao de
so]uéao que com 030303 pontos;porémiaquelas consomem mais tempo
.de maquina do que esfé. A so]ucao alternativa e a de 040202 pon
tos de integracao a qual utilizando apenas 16 pontos reproduz
valores de mesmo grau de precis?p que a de 030303 pontos (ou se
ja 27 pontos de integréé?o no total), porém conshmindomenostem

po de processamento dos dados.

4.2.2. Utilizando uma fﬁtia da esfera no 19 qua

drante

A Fig. 4.6a.b. mostra a fatia de esfera com 1e5



Figura 4.6.
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Xy
. R1*10m
153103 ‘AR * ,0m
i AY s TT/72
Ao Tr/12

X2
X,
Xs Ry =10m
AR=1,0m
50:35:3 AY=2Tr/12
A02TT/12
49:2
48:3431]
X2
)
X,

(a) Fatia de esfera com 1 elemento em cada direcao
(1R1F1T); (b) Fatia de esfera cox 1 elemento na di
recao radial, 6 elementos na diracao me‘ridiona1 e 1

elemento na direc3do circunferencia (1R6F1T).
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elementos. Alem desta 550 calculados os vé]ores para 2 e 4 ele
mentos. 0s carregamentos sad‘os mesmos aplicados no caso ante
rior e}a;solucao éna]?tica & dada pelas equac6es 4.1 a 4.3. 0
material utilizado e o mesmo. As condicﬁes de contorno sSo tam

bem identicas, ou seja:

’ u = u(R)
v = 0,0
W= 0,0

De?fdo a.simetria de carregamento, sabe-se que
bons resultados podem ser obtidos usando poucos elementds na
modelagem da esfera. A solucao do problema proposto tem por
objetivo verificar a influencia do numero de elementos na mode
‘lagem. Quanto menor o nimero de elementos, menor sera o volume
de dados de entrada e de pfocessamento obtendo assim economia
de espaco e de tempo de maquina. | |

Nas Tabelas 4.5 a 4.7 estEo os resultados para o
.car?egamento mecEnicg distribuido devido a pressao interna uni
forme ou externa.

Uma analise dos resU]tados_mostra que a utiliza
cao.de mais de um elemento na direcao meridional e totalmente
desnécesséria para o tipo de carregamento proposto.

Com a finalidade de melhorar a convergencia dos -
resultados obtidos acima, foi resolvido novamente o problema con
siderando um refino da malha na direc?o radial tambem. Foram
testadas 4 ma]has; todas com 2 elementos na direcio radial e

1, 2, 4 e 6 elementos na direcao meridional. Como pode  ser
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Tabela 4.5. Deslocamento radial (u x 105m). Trés pontds de inte

grach em cada direcao. Modelagem da Fig. 4.6.

- CARREGA | RAIO M A L H A S SOLUGAQ

MENTO | (m) 1x1x1 1x2x1 1x4x1 1x6x1 | ANALITICA

PRESSKO | 1/000| 0,400008| 0,399653 | 0,399646| 0,399646; 0,416255

INTERNA | 1,500 0,213737} 0,213551 0,213548| 0,213548; 0,216386
(1,0 MPa) ‘

2;000 0,151932} 0,151939 0,151942 0,151942; 0,156095

1,000 |-0,607719|-0,607766 -0,607766|-0722939, -0,624381

PRESSAO

EXTERNA

(1,0 Mpa) | 2,000 -0,569261|-0,568186 | -0,568186|-0643984|-0,572350
: 1 i

1,500 |~0,526263|-0,525731 | -0,525731 ~0619593; -0,528577|

Tabela 4.6. Tensoes resultantes devido a pressao interna aplica

-~

da na modelagem da Fig. 4.6. utilizando 3 pontos de

integracao.

. M A L H A S8 ~
{ TENSAO| RAIO . ' SOLUGAC
: 1xIxl 1x2x1 1x4xl 1x6x]1l |ANALITICA |

1,000 -0,399 -0,399 -0,399 -0,399 -1,000

OR 1,500 -0,325 -0,325 -0,325. -0,325 -0,196
2,000 O,l7l_’ 0,172 0,172 0,172 0,000 l

1,000 0,927 0,926 0,926 0,926 0,714
O¢=09 1,500 | 0,252 - 0,252 0,252 0,252 0,312 %
2,000 0,282 0,282 0,282 0,282 0,214 |
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Tabela 4.7. Tensoes resultantes, Pressio externa. Trés  pontos
de integracao em cada direcao. Fig. 4.6.
TENSAO| RAIO MALHAS SOLUGAO
(MPa) | (m) TxIxI | Ix2x1 Tx4x1 Tx6x1 | ANALITICA
1,000 { -0,604 -0,601 -0,601 -0,738 0,000
o 11,500 | -0,679 -0,674 -0,675 -0,712 -0,804
2,000 | -1,176 | -1,172 -1,172 -1,170 -1,000
1,000 i -1.928 | -1,926 -1,926 -2,300 -1,710
O‘V:Ge 1,500 | -1,254 -1,252 -1,252 -1,440 -1,310
2,000 | -1,285 | -1,282 -1,282 | -1,390 -1,210

visto atraves das Tabelas 4.8 a 4.10 houve uma melhora na conver

géncia dos resultados, sendo que amalha como menor numero de ele

mentos (2R1F1T) esta com resultados tao bons quanto os demais.

~

Tabela 4.8. Deslocamento radial (u x 105m). Trés pontcs de intg

gracao em cada direcao. Modelagens 2R1F1T a 2R6F1T.

ﬁgﬁggGé Réﬁf M A L H A S | | soLuczo |
, 2x1x1 2x2x1 2xdx1 2x6x1 |ANALITICA
1,000 | 0,414309 0,414318 | 0,414307| 0,414307 | 0,416255
pRESSKG | 17250 | 0,284237 0,284241 | 0,284236| 0,284236 | 0,284540
INTERNA | 3 500 | 0,215652 | 0,215650 | 0,215651]0,215651| 0,216386
(1,0 Mpa) 2 |
1,7501 0,177777 0,177776 | 0,177776| 0,177776 | 0,178243
2,000 | 0,155607 0,155606 | 0,155607| 0,155607 | 0,156095
1,000 |-0,622428 | -0,622428 |-0,622428|-0,622428 | -0,624381
bRESSEG | L7250 |-0,544388 | -0,544387 |-0,544387|-0,544387 | -0,544698
EXTERNA | 1,500 |-0,527834 | -0,527834 |-0,527834|-0,527834| -0,528577
(1,0 MPa) |y 750 |-0,541990 | -0,541990 |-0,541990|-0,541990| —-0,542466
2,000 |-0,571851 | -0,571851 |-0,571851|-0,571851| -0,572350




Tabela 4.9,_Ten56es resultantes..Trés pontos de integracao
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em

cada direcao. Pressdo interna (1,0 MPa). Modelagens

2R1F1T a 2R6F1T.

TENSAo | RAIO _ M A L H A S SOLUCAO
| (m) Sxlxl 1 2x2xl 2%dxl | 2x6xl | ANALITICA
1,000 | -0,746 -0,746 -0,746 | -0,746 -1,000
1,250 | -0,524 -0,524 -0,524 | -0,524 -0,442
5 1,500 | -0,073 '~0,073 -0,154 | -0,154 -0,196
R 1,750 0,005 0,005 | -0,085 | -0,085 -0,070
(MPa) | 5 900 | 0,082 0,082 0,024 | 0,024 0,000
1,000 0,818 0,818 0,818 | 0,818 0,714
1,250 0,400 0,400 0,400 | 0,400 0,435
g.,=0
v "8 | 1,500 | 0,363 0,363 0,329 0,329 0,312
(MPa) | 1,750 | 0,392 . 0,392 0,242 | 0,242 0,249
| 2,000 0,320 0,320 0,224 0,224 0,214
Tabela 4.10. Tensoes resultantes. Tres pontos de integracao.
| Pressdo externa (1,0 MPa). Modelagens 2R1F1T a
2R6F1T. -
| M A L H A
] s _
TENSAO | RAIO , : , SOLUCAO
v o (m) 2x1x1 | 2x2x1 | 2x4x1l ! 2x6xl ANALITICA
i | ‘ :
. 1,000 | -0,254. = -0,254 @ -0,254 i -0,254 0,000
; 1,250 | -0,476 | -0,475 | -0,476 | -0,476 -0,558
R 1,500 | -0,927 | -0,928 | -0,927 ' -0,927 -0,804
MP | ' , r
(MPa) 1y 950 | -1,190 -1,189 | -0,915 | -0,915 -0,930
2,000 | -1,240 -1,236 | -1,020 | -1,020 -1,000
11,000 | -1,820 -1,818 | -1,820 | -1,820 -1,710
; |
5,=0, | 1,250 | -1,400 | -1,400 ;-1,400  -1,400 -1,440
v | 1,500 @ -1,360 -1,364 ;-1,360 ' -1,360 -1,310
! L | »
(MPa) 11,750 | -1,700 - -1,700 '-1,240 : -1,240 -1,250
| 2,000 |-1,580 | -1,576 1 -1,220 -1,220 -1,210
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Se ao inves de 2 elementos na direcdo radial fo
rem colocados 4 elementos tal como a modelagem 4R3F1T, Figura

4,7, os resultados sao sensivelmente melhores para o .problema

proposto.
As tabelas 4.11 a 4.13 dao os resultados para o

carregamento mecanico distribuido devido a pressao interna ou

externa.

X3 R{=1,0m
AR =0,25m
Ap=TT/6
A6:=T1/12

80=56:9 ¢
79 =8
78 =55=7 ¢

77 =6 ¢
76 =545 ¢
7544
74 E63 =3¢
73224

T2 =52=1 ¢

Figura 4.7. Fatia de esfera no 10 quadrante. Modelagem 4R3F1T.
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Tabela 4.11. Deslocamento radial (u x 10°m). Modelagem 4R3FIT.

Pressao interna e externa.

CARREGA ”RAIO NOUOMERO DE PONTOS DE INTEGRACAO SOLUCAO
MENTO —} (m) 20202 30303 70505 | 40403 | NALITICH
1,000| 0,263972 | 0,416092 | 0,415330 | 0,416090| 0,416255
1,125| 0,243912 | 0,338830 | 0,338412 | 0,338830|- 0,338849
% 11,250 | 0,226038 | 0,284449 | 0,284477 | 0,284449| 0,284540
EE 1,375| 0,198157 | 0,245279 | 0,245306 | 0,245279| 0,245323
,%i 1,500 0,173630 | 0,216323 | 0,216337 | 0,216323; 0,216386
%C' 1,625 0,158817 | 0,194646 | 0,194658 | 0,194646| 0,194690
a 1,750| 0,146076 | 0,178193 | 0,178204 | 0,178193| 0,178243
1,875| 0,136394 | 0,165651 | 0,165661 | 0,165651| 0,165692
' 2,000{ 0,128342 | 0,156053 | 0,156062 | 0,156053| 0,156095
1 1,000| -0,512811 '-0,624211 | -0,624261 |-0,624211| -0,624381
1,125| -0,472236 |-0,572966 | -0,573013 |-0,572965| -0,572992
.g 1,250 | -0,454058 i—0,544600 ~0,544648 |~0,544600 ~0,544698
§ ~ | 1,375] -0,435282 -0,531446 ~0,531488 | -0,531446| -0,531499
2 = 11,500] -0,430260 -0,528506 | -0,528546 -0,5285055 -0,528577
zg ; 1,625 -0,441238 -0,532844 5—0.,532960 —0,532844% -0,532897
A 1,750| -0,463044 -0,542407 5-0,542577 -o,542406§ -0,542466
1,875, -0,354039 5—0,555882 -0,554780 | -0,555880 ~0,555931 |
2,ooo§ -0, 246056 5-0,572301 '~ -0,570079 }—0,572297‘ -0,572350
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Tabela 4.12. TensOes resultantes. Pressao interna. Modelagem
| 4R3F1T. |

TENSKo | RAIO NOMERO DE PONTOS DE IhTEGRACKO SOLUCAO
(m) 030303 040202 040403 | ANALTTICA
1,000 | -0,913 -0,909 -0,913 -1,000
1,125 '-0,694 -0,687 -0,694 -0,660
1,250 | -0,384 -0,374 -0,384 -0,442
1,375 | -0,221 0,222 -0,221 -0,297

op 1,500 | 0,110 | -0,110 20,110 0,196

1,625 -0,011 -0,011 -0,011 -0,123
1,750 -0,064 -0,064 -0,064 -0,070
1,875 -0,033 -0,033 -0,033 -0,031
2,000 0,005 0,005 0,005 o;ooo
1,000 0,751 0,751 0,751 0,714
1,125 0,529 0,531 0,529 0,544
1,250 0,460 0,465 0,460 0,435
1,375 0,504 0,504 0,504 0,363

0, =0y | 1,500 0,428 0,428 0,428 0,312
1,625 0,470 0,470 0,470 0,276
1,750 0,252 0,252 0,252 0,249
1,875 0,528 0,228 0,228 0,230
2,000 0,216 0,216 0,216 0,214
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Tabela 4.13. TensGes resultantes. Pressao extérna,._ Modelagem
4R3F1T.

fEnsKo | RAIO | NOMERO DE PONTOS DE INTEGRACAO SOLUCAO

| (m) 030303 040202 040403 | ANALITICA
1,000 | -0,087 0,087 0,087 0,000
1,125 | -0,306 0,306 20,306 0,340
1,250 | -0,616 0,616 0,616 0,558
1,375 | -0,881 0,881 -0,881 0,703
op 1,500 -0,983 4-0,983 -0,983 -0,804
1,625 | -1,194 1,196 -1,190 0,877
1,750 | -1,214 1,215 -1,210 0,930
1,875 | -0,967 L0,941 0,967 -0,969
2,000 | -1,005 -0,981 -1,010 1,000
1,000 | -1,751 -1,751 1,750 -1,710
1,125 | -1,529 | -1,529 1,530 | -1,540
1,250 | -1,460 1,460 -1,460 -1,440
1,375 | 1,675 -1,675 -1,680 | -1,360
0, =0 | 1,500 _1,582 -1,582 1,580 -1,310
1,625 | -1,812 -1,813 -1,810 | -1,128
1,750 -1,712° -1,713 -1,710 -1,250
1,875 | -1,228 21,216 -1,230 -1,230

2,000 | -1,216 -1,203 | -1,220 21,210
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4.3. Segundo exemplo: solucao do problema de uma

esfera oca submetida a um carregamento téﬁ'

mico devido ao fluxo estacionario de calor

0 fluxo estacionario de calor e aplicado a par-

‘tir da face internada superficie esferica (Fig. 4.8).

Ti Te Xz

Figura 4.8. Representacao esquematica da carga termica na face

irterna (Ti) e externa (Te) da esfera.

De acordo com Timoshenko e Goodier [19], a tempe

ratura em um £:onto qualquer da esfera € dada por:

- - - b : '
T = (T, - Te)({f;)(ﬁ - 1)+ T, (4.4)
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e para as tensoes, deformacoes e deslocamentos:

- - 4
a E ab. ‘ 1,.2- -2, -'ab
o = T.-T ) , b-—(a +ab+b ) 1. (4.5)
R  Te TLn PR TR
o =0 =-2E (1..1) ——?EE%—[a¥b-;L(a2+ab+b2) - azbi 1 (4.6)
V0 oy T f (bPla) 2R 2R
e = 1 [og-2v0,] + a(T-T,) = Y (4.7)
E v -8 dRr
1 ' - ' u
e, = €. == [(1-v) 0, - voo] + a(T-T_) == (4.8)
L I ¥ R- e’ "¢
donde ,
u = R [(1-v)o, - vopl + alT-T ) (4.9)

-
t ¥

0 material uti]izado-é 0 a¢o baixo carbono com
maduTo de elasticidade E = 192190 MPa, coeficiente de Poisson

v=0,3e coeficienté de dilatacdo térmica a = 0,11051 x 107%/°¢

calculados na temperatura de 30°%¢ (Tref I)‘ A temperatura ex
terna»(Te) e adotada como. temperatura de referencia (Tref.II)
no calculo das deformagdes e tensdes (equacdes 4.5 a 4.9).

As condicoes de contorno para a solucao numerica

=y
]

u(R)
v = 0,0
w= 0,0
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| Uma veé que na formulacao proposta  as tensoes
(eq.'2.20) sEo ava]iadasvnumericamente,‘usando polinomiais de
29 grau (equacaes 2.1 e 2.2) e suas derivadas e funcoes Tinea-
res de temperatura e na so]ucao analitica, as.tenSGes sEo uma
funch cubica do raio da esfera (eq. 4.5 e 4.6) e de se prever
que resultados satisfatorios so sejam conseguidos com algum re
fino da modelagem na direcao radial. 0 mesmo procedimento deve
ra ser adotado quando se aumentar a diferenca entre a temperatu
ra ihferna (Ti) e a externa (fe). \

A sdiucabﬂdo ﬁrob]ema e apresentada em trés eta
pas. Na primeira, a titulo de teste; sEo mostrados os resulta
dos para temperaturé constante em toda a modelagem. Na segunda
sEo apresentados resultados para o caso em que a maior diferen-
ca de temperatura (externa e interna) e de 10°C. E na ferceira
etapa s?o apresentados resu]tados para uma diferenca de tempera

tura de ate 100°¢C.

4.3.1. Solugao do 29 exemplo para o caso de car

- ' - .
7. regamento termico constante

Utilizando a modelagem padrao de teste (Fig.4.1)

com os seguintes dados: -

Ti'= Te = Temp. nodal = 30°¢
0
Tref.1 = Tref.11 = 30°C
E = 192190 MPa S om T - 30%C
« = 11,051 x 10°%,9¢C

Vv = 0;3

0s resultados sao os dados pela Tabela 4.14,
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Tabela 4.14. Resultados para a modelagem padrSo de teste subme-

R

tida a um carregamento termico constante de  30°C

‘utilizando 030303 pontos de integracao.

Raio(m) Deslocamento radial - u(m) oR(MPa) ow=<%fMPa)
1,000 -0,503933 x 10°° -6,423x10°% | -4,136x107
1,500 -1,215340 x 10°° -3,854x10"% | -3,876x107%
2,000 -2,134790 x 1077 -8,664x10"% | -7,621x107%

4.3.2. Solugao do 29 exemplo para o caso de car

regamento termico com'Ti:-4000 e Te:'3000

Dados:
E = 192190 ||Pa
vV = 0,3

Os resultados para deslocamentos iniciaram a con
vergéncia para a solucao analfticavjé a partir de um refino da
mode1agem'padr50 de tesie colocando 2 elementos na direcao ra-
dial (Fig. 4.9). Seus valores estao na Tabela 4.15.

A coluna Erro (%) que aparece nas tabelas a se

guir & definida como:

Erro (%) = (Solucao Analitica) - (Solucdo Nymérica) X 100
(Solucao Analitica)




X1

Re= 1,0m
AR =0,5m
Y1 =2n/9
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o1
ae

w/i2
2mW/9
n/he2

Figura 4.9. Refino ‘do Modelo Padrao (2R1F1T)

-

Tabela 4.15. Deslocamento radial (u x 10%n) no refino da modela-
gem padrao para 2R1F1T com carregamento termico
(T, = 40°% e T_ = 30%)
i - e
Raio Numero de pontos de integracao Solucgao Erro
(m) ' Analitica (%)
030303 040404
1,000 0,319506 0,319506 0,315740 -1;192
1,250 0,597309 0,597308 0,596970 -0,056
1,500 0,684935 - 0,684935 0,685300 0,053
1,750 0,680449 0,680450 0,682690 0,328
2,000 0,628630 0,628631 0,631480 0,451
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Resultados semelhantes aos anteriores foram obti

‘dos para as modelagens 2R1F1T:a 2R6F1T conforme apresentados na_‘

Tabela 4.16.

Tabela 4.16. Deslocamento radial (u x 104m)

nas

modelagens

2RjF1T a 2R6F1T com carregamento termico (Ti =409

: "e‘Te = 30°C) utilizando 040202 pontos de integracao.

MALHAS

Raio _ So]gc?o Erro
(m) 1 2xix1 o 2x2x1 2x4x1 2x6x1 Anaj1t1ca (%)
1,000 0,319508 0,319507 0,319506 0,319506 | 0,315740 | -1,192
1,250 0,597310 0;597310 0,597309 0,597309 | 0,596970 | -0,056
1,500 0,684935 0;684935 0;684935 0,684935 | 0,685300 0,053
1,750 0,680449 0,680449 0,680449 0,680450 | 0,682690 | 0,328
2,000 0,628629 0,628629 0,628630 0,628630 | 0,631480 0,451

Um maior refino na direcao radial foi proposto

com o fim de melhorar os resultados. Uma das modelagens testa-

das e aquela mostradé na Fig. 4.7 onde a fatia de esfera foi mo
delada com 4 elementos na direcao radial; 3 elementos na direcao
meridional e 1 elemento na direcao circunferencial (4R3F1T). Os

resultados para as mesmas condicoes anteriores estao na Tabela

4.17.
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17. Deslocamento radial (u x 104m) na modelagem 4R3F1T

Tabela 4.
- com carregamento térmico (Ti = 40%, T, = 30°¢).

Raio Numero de pontos de integracao So]ugéo Erro
(m) 030303 040202 ‘040403 | Analitica | (%)
1,000 0,312138 0,312136 0,312137 0,315740 1,141
1,125 0,486521 0,486520 0,486520 0,491390 0,991
1,250 0,591474 0,591472 0,591473 0,596970 0,920
1,375 0,650952 0,650951 0,650951 0,656760 0,884
1,500 0,678934 0,678933 0,678933 0,685300 0,929
1,625 0,685585 0,685584 0,685584 0,691980 0,924
1’750~ 0,676271 0,676270 - 0,676270 0,682690 0,940
1,875 0,654045 0,654043 0,654054 0,661560 1,134
2,000 0,623340 0,623338 0,623340 0,631480 1,289

4.3.3. Solugdo do 29 exemplo para o caso de car

regamento termico com T, = 100°¢C e Te::OOC
Dados:
E = 192190 MPa ) o
AN em T = 30
o = 11,051 x 107° ref.l.
v-0,3
0
Trer.11 = Te = 0°C
T. = 100°

tre a temperatura externa e a interna.

1

Neste caso aqui existe uma diferenca de 100°¢ en

Foram obtidos os primei
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ros resultados satisfatorios para o deslocamento radial na mode
lagem padrao de teste com 4 elementos na direc3o radial (Fig.

4.10). Seus valores estao na Tabela 4.18.

Re ={,0m
AR =0,25m
Y1 :=2m1/9
A =11/12
81 = 2T1/9
a8 =1/12

Figura 4.10. Modelagem 4R1F1T obtida atravées do refino do mode

lo padrdao para o fluxo estacionario de calor.
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Tabela 4.18. Deslocamento radial (u x 103m) na modelagem 4R1F1T

com carregamento termico (T, = 100°c, T, = 0%¢).
Raio Numero de pontos de inte'grac'So Solucio Erro
(m) 030303 040404 Analitica (%)
1,000 0,316006 0,316007 0,315744 -0,083
1,125 0,491230 0,491232 0,491400 0,034
1,250 | ~ 0,596812 0,596818 0,596979 0,026
1,375 0,656594 0,656593 0,656764 0,026
1,500 0,685201 0,685194 0,685362 0,024
1,625 0,691816 0,691814 0,691987 0,025
1,750 0,682579 ' 0,682578 0,682689 0,016
1,875 0,661353 0,661353 0,661568 0,032
2,000 0,631165 0,631165 '0,631485 0,050

Na Tabela 4.19, a seguir, sao mostrados 0s resul

tados para a modelagem 4R3F1T (Fig. 4.7).

Tabela 4.19. Deslocamento radial (U’x 103m) na modelagem 4R3F1T

com carregamento termico (Ti = 100°c; Te = OOC).
Raio Nimero de pontos de integracio SoTucio Erro
(m) 030303 040202 040403 Analitica (%)
1,000 0,315770 0,315770 | 0,315770 | 0,315744 -0,008
1,125 0,491013 0,491012 | 0,491012 | 0,491400 0,078
1,250 0,596609 0,596609 | 0,596608 | 0,596979 0,062
1,375 0,656273 0,656273 | 0,656273 | 0,656764 0,074
1,500 0,684799 0,684799 | 0,684799 | 0,685362 0,082
1,625 0,691472 0,691472 | 0,691472 | 0,691987 0,074
1,750 0,682144 0,682144 | 0,682144 | 0,682689 0,079
1,875 0,660848 0,660848 | 0,660848 | 0,661568 0,108
2,000 0,630708 0,630708 | 0,630708 | 0,631485 0,123
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0s resultados para tensaes devido ao carregamen
to termico se encontram no Apéndice B.

’ Uma analise dos resultados apresentados nas Tabe
las 4.1 a 4.19 mostra que a modelagem 4R3F1T & adequada para re
solver os dois problemas de carregamento mecénico distribuido e
térmico. | |

lu'-As tabelas apresentadas revelam a convergéncia‘
para as diferentes‘ofdens de integracao. Em todos os casos a
integfacﬁo com 030303 pontos-é a que.melhor se aproxima da solu
cao analitica. Enfretanto; ; so]uc§o>com 040202 pontos de inte
gracao d3 resultados muito proximos daquela e, portanto, & a S0
1uc§o recomendadé pbis utiliza apenas 16 pontos de integracaoem
cada elemento.

Resultados para outros modelos de teste,;para a

formulacao aqui apresentada; estao no Apendice B.

4.4, Terceiro exemplo: Solucao do problema de

uma calota hemisferica engastada na base,

com pressao interna, com relacao b/a igual

a 1,1; 1,2 e 1,3.

Na refekéncia [22] se encontra a-so]ucao para o
caso de uma casca semi-esférica engastada no equador e com aber
tura no polo, Fig. 4.11; Eom base na Teoria de Casca Semi-EsbeE
sa (TCSE). O0s resultados sao obtidos -.fazendo com que o angulo
wf vafie de.Oo a 800; a fim de que sejam prescritas ascondic§es
de contorno. 0 carregamento aplicado e pressao interna wunifor

memente distribuida ao longo da coordenada circunferencial. Uti
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liza-se o metodo de diferencas finitas com a expansao das varig
veis na direcao circunferencial em serie de Fourier.
Dados utilizados para solucao pela TCSE:

E

E = E, = 2,1 x 10 kgf/cm?

S c]
v = 0,3
_ _ 0
g = 0gg = 1 T/C
r = 50 cm 2 = 50 cm d = 3,5 cm
S o o
T1 — T2 = 0°C
Op = 2000 kgf/cm? (tens3ao de referencia)
E, = 2,1 X 1Q4Fkgf/cm% (modulo de elasticidade
- Tongitudinal de referencia)
b, = 50 cm (comprimento de referéncia)
T, = 1°C (temperatura de réferéncia)
A = 0,005 (espacamento pivofa1 admensionaliza-

do em relacio a 20)
NO de pontos pivotais = 201
q, = 1 kgf/cm? ='0;1 MPa (pressEo-interné uni-

formemente distribuida).

Eigura 4.11. Casca semi-esferica engastada na base.
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Aésolucao desté prob]ema; para o deslocamento ra
diél,—ut{ﬁi;ando?a'qumulacaovproposfa foi realizada com a mode
1agemvd§'fatia dé'esféra (fig. 4.6), com a modelagem 2R4FIT e
éom‘a mode]agem §R3F1T. 0s resultados para a fatia de esfera
com 1R2F1T, 1R4F'ir; TR6F1T est3o nas Figuras 4.12, 4.13 e 4.14,

O0s dados de entrada sao:

Pressao interna 1,0 MPa

a 10,0 m

1f

b =11,0; 12,0; 13,0 m

u=20,0p/ ' = 09 e u=u(R) p/ y' = 0°
v = 0,0
w=20,0

v'o= (90 - p)°
Tendo em vista o fato de que o des]dcamento ra
dial (u) & uma funcao linear da pressao interna ap]icéda; utili
~Zou-se na so]uc?o prpposta‘o valor da pressao interna aproxima-
,damehte dez vezes o valor utilizado na so]ucao.pela TCSE com o
intuito de uma melhor visua]izaé?o doAcomportamento dos desloca
méntoéiem funcao do angulo.wf. |

Devido a um refino grosseiro do dominic, os ele

mentos se apresentam excessivamente distorcidos. Isto acarreta
resultados muito inacurados como pode ser observado nos grafi

cos 4.12 a 4.14.



u/ty;

1,04

0.5

64

u/d )
1,54
. X ' x X
X 0 X Q
o + X0 4+
X . X ++
4 109 x
X
- TCSE e TCSE
X sup.interna X X sup. interna
‘e 051 + o .
O sup. media O sup. média
4+ sup. externa ’ + sup. externa
b/a=1,1 b/a=1,1
T - T — ' o T J T =y
20° 40° 60° 80° 200 40° 60° 80°
(a) (b)
u/u
= X X
1,5 X S! o
x S!A +
O
-+
X
+
1,0 o
é - TCSE
' 0.5 X sup. mf'erna
O sup. media
4 .sup. externa
b/a=1,1
o T T T =‘P.
20° 40° 60° 80°
(c)

Figura 4.12. Deslocamento radial (u) da casca semi-esferica (Fig. 4.11) su-
jeita a uma presséo interna de 0,1 MPa para TCSE e 1,0 MPa para
modelagem proposta; (a) Modelagem 1R2F1T; (b) Modelagem 1R4F1T;

(c) Modelagem 1R6F1T. T = 1,2 x 107 %m.
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Figura 4.13. Deslocamento radial (u) da casca semi-esferica (Fig. 4.11) su-
jeita a uma pressao interna de 0,1 MPa para TCSE e 1,0 MPa para
modelagem proposta; (a) Modelagem 1R2F1T; (b) modelagem 1R4F1T;

(c) modelagem 1R6F1T. U

- 0,6 x 1074 .
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7] u/d : -
u/u =1,0x16*m ‘ g+ 1,0x6%m
107 b/a=1,3 o b/a=1,3
- X b 4 x b 4
0,5+ X o 0,51 X 0
oox o] + F o 9 +
. + = ® +
o+
+
0 T T [ T ‘l{r" 0 T T T T );(')‘
20° 40° 60° 80° 20° 40° 60° 80°
(a) {b)
- u/d _ -4
i=1,0x10"m
101 b/a-=1,3
O
x O S? + o+
0.5 o +
+
:
O T T T 1 \Pl
20° 40° _60° 80°
(c)
Figura 4.14. Deslocamento radial (u) da casca semi-esferica (Fig. 4.11) su-
jeita a uma pressao de 1,0 MPa para a modelagem proposta;
(a) modelagem 1R2F1T; (b) modelagem 1R4F1T; (c) modelagem -

1R6F1T;

x = superficie interna
o = superficie media

+ = superficie externa
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CAP ITTULO 5

CONCLUSQES E SUGESTGES

Um modelo de elemento finito solido esferico tri
dimensional foi desenvolvido. Sua formulacao se assemelha 3 do
solido isoparamétrico quadratico de 20 nos, porem com caracte-
risticas especiais. Estas permitem uma economia no calculo da
matriz de rigidez e forcas equivaTentes nodais da ordem de 25%
para as somas e de 11% para as mu]tip]icacaes.

Aformu]acao foi testada atraves da’so]ucao de
pkob]émas ilustrativos para esta ap]icacao e 0s fesu]tados com
parados com os existentes na literatura mostraram boa precisao.
Para isto foi utilizado um programa digital codificado | em
FORTRAN IV e inserido no programa de elementos finitos SIMELF.

Na solucdo dos exemplos numericos foram testados
dois tipos de carregamento: mecaﬁico dfstribufdo e termico. Os
reéu]tédos para o carregamento mec?nico distribuido estao  per
feitamente dentro da faixa de resultados considerados aceita-
veis‘éom baixo Tndice dE'eFro. Os resultados para carregamento
termico constante sao muito bdns. Ja os resultados para o car
regamento termico devido a um fluxo estacionario de calor s?o
muito béns apenas para os deslocamentos radiais. 0s resultados
para tensﬁes nao 550 satisfatorios. Provavelmente devido ao uso

de deformacao inicial ao inves de deslocamento inicial para 0

calculo das tensdes e o fato de se estar aproximando uma curva



68

de 39 grau, para a obtencgo das tens§es (equacaes 4.5 e .4.6),
por uma curva obtida atraves das funcoes de interpolacao  (que.
550 po]iﬁomiais de 29 grau) e suas derivadas (equacao 2.20).

Uma continuac?o deste trabalho e o estudo e apli
cacao de um pripc?pio variacional generalizado tal como o de
Reissner para obtencao de melhores resultados para as tensae;
principalmenté-ho éaso do carregamento termico devido ao fluxo
_estacionSrio de calor. Poderia ser testado também elementos de
formujacéo Lagrangeana. .

Segdindo a mesma linha de trabalho, o desenvolvi
mento de novos elementos de geometria especifica, como as cilin
dricas, aproveitando todas as simetrias possiveis e de interes-

se valioso e imediato vindo assim a preencher esta lacuna exis-

tente na literatura.
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ENDICE A

VETOR PESO - {WP}

As tabelas a seguir sao montadas a partir das ab

cissas e coeficientes de peso do processo de integracao Gauss-

Legendre [21] e dos dados especificos do elemento de solido es

ferico.

Uma lista das variaveis com o seu significado e

a seguinte:

NPI

.2

TIJJKK, codificacao do numero de pon

tos de integracao na direcao radial
(I1), na direcdo meridional (JJ) e
na direcao circunferencial (KK);

ponto de integracao n9 j;

‘produto dos coeficientes de peso de

?ﬁtegrécﬁo de Gauss-Legendre no ponto

de integracao;

A(wk) * (raio do ponto)2 * (sin(wj));

vetor peso calculado a partir de XPi;
coeficientes de peso de integracao de
Gauss-Legendre nas-direcaes radial,
meridicenal e circunferencial, respec-
tivamente;

abcissas dos pontos de integracao de

Gauss-Legendre; .
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respectivamente, raio medio e angulo

v médio do elemento de sdlido esféfi
co; .

(raio externo - raio interno)/2=AR/2;

5ngu1o y compreendido pelo elemento;

$ngu1o O compreendido pelo elemento;

Jacobiano calculado explicitamente

(equacdo 3.2), [J].

t

de montagem de {WP} esta descrito no

Tabela A.1. Vetor Peso, WP(j), para NPI = 020202

. zﬁgggo ante- | VETOR | VETOR VETOR
Rlo ol % XP. WP(j)
010101 | A | By | Cp | Wy XP, WP(1)
010102 | A, | By | Cp | W, XP, WP(2)
010201 | A, 1B, | C, | W, . XP, Wp(3)
010202 | A, | B, | Cp | W, XP, WP(4)
020101 | A, B, | Co| W, XPs WP(5)
020102 | A, | By | Cy| W, XPy | WP(6)
020201 | A,|B, | C, | W, XP, NP(7)
020202 | A,| B, | Cyp | W, XP, WP(8)




1,0 B Ry R *R *DET

By = (4 = = 1
B, = Cy = Ay - Ry, = R,*R,*DET
Y, =2, = - 0,577350269189626 XP, = Ry *W,*S,
Y, =2, = - X, XPy = Ry *W, *S,
A *By*C, XPs = Ryy*W,*S,
RM + DR,*X, XP, = R,,*W.*S,
RM + DR,*X, o WP(1) = XP,

FHI + DFHI*Y1/2 o WP(2) = xP,

FHI + DFHI*Y2/2 Wp(3) = Xp,
SIN(F,) | :

SIN(F,) | WP(8) = XP,

Tabela A.2. Vetor Peso, WP(j), para NPI = 020302

N gﬁgggoigff' VETOR | VETOR | VETOR

; R v] o WJ -XPi WP(j)
010101 A | By | G Wy XP, WP(1)
010102 | A, | B, | C,)| W, XP, WP(2)
010201 Ay | By o Wy XP, WP(3)
010202 A, | B, | Cp| W, XP, | WP(4)
010301 Ay | By | C, W, XP4 WP(5)
010302 | A, | By | Cy| W, XP4 WP(6)
020101 Ay | By | C, W, XP, WP(7)
020102 | A, | By | Cp| W, XP, WpP(8)
020201 AZ B, | C, W, XPg WP(9)
020202 | A, | B, | Cp| W, XPg Wp(10)
020301 | A, By | Cy W, XPg WP(11)

020302 | A, | By | Cy| W, XPg WP(12)




A

- X

'A1fB

2= € =G = 10

By = 0,555555555555556
0,888888888888889

- 0,577350269189626

1
0,774596669241483

0,0

-Y1

X

Xo

By e

1

2" Cy

RM + DRZfX1

RM + DRZ*XZ

“FHI + DFHI*Y1/2

FHI

"FHI + DFHI*Y3/2

0 N N »

SIN(F1)

SIN(F,)
SIN(F3)

* *
R1 R1 DET

xR _*
R2 R2 DET

* *
Ryp* W ™S,

* *
R11 w2 S

* *
Ry W ™S5

* * ,
22" WS,

*wz*s

2

R

R

22 2

Ry, *W,*S

22
XP

1 73

1

XP
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0,339981043584856 .

Tabela A.3. Vetor Peso, WP(j) p/NPI = 020402
Pesos inte- | yerop | yETOR | VETOR
PI. gracao G-L i
j R vl o W XP, WP(j)
010101 | A, | By | Cy P XP, WP(1)
010102 | A, | By| Cp| Wy, | XP WP(2)
010201 | Ay | B,| Cy Wy XP, WP(3)
C|ot0202 | Ay | By Cpl Wy XP, WP (4)
010301 'A1v B3 c1  Wy XP3 WP(5)
010302 [ A, | 85| Cp| W, XPs WP(6)
010401 | A, | B4| C, Wy XP, WP(7)
010402 | Ay | Bg| Co| Wy XPy WP(8)
020101 | A, | B, | C, Wi XPe WP(9)
020102 | A, | B, | Cp W, XPe WP(10)
020201 | A, | B,| Cy| W, XPg WP(11)
020202 | A, | By| Cp| W, XPg Wp(12)
020301 | A, | B5| C, W, XP WP(13)
020302 | A, | B3| Cp W, XP WP(14)
020401 Aj | Byl Cy W, XPg WP(15)
020402 | A, | B4| Cy W, XPg WP(16)
= A, = C, = 1,0 Yy = - Y,
- 0,347854845137454 Y, = - Y,
- 0,652145154862546 Z, = X,
- 0,577350269189626 Z, = X,
% Wy = Ay7By G,
0,861136311594053 W, = A *B,*C,

48



RM + DR,*X, | Ryq = Ry*R *DET
RM + DR,*X,. - o Ry, = Ry*R,*DET
CFHI + DFHIfi1/2 | XPy = Ry *W,*S,
FHI + DFHI*Y2/2 XP, = Ry *W,*S,
FHI + DHFI*Y3/2 KPy = Ry *H,y*S,
FHI + DFHI*Y4/2 XP, = Ry %W *S,
SIN(F,) XPg = Ry,*H, *S,
CSIN(F,) | XPg = Ry,*W,*S,
SIN(F,) Y KP; = Ry, *W,*S,
SIN(F,) ' xpg = Ry, *H,*S,

WP(1) = XP,

WP(16)= XPg

Tabela A.4. Vetor Peso, WP(j), para NPI = 030202

. Zﬁgggo‘gtf VETOR | VETOR | VETOR
R 1wl o ;wj | XP | WP(j)

010101 Ai Bl €| W, XP, WP (1)
010102 | A, | B, | Cy) | W, XP, WP(2)
010201 Ayl By € W XPy WP(3)
010202 | A, | B, | C)| W, XP WP(4)
020101 Ay | Byl C| Wy XP 5 WP(5)
020102 | A, | B, | Cy| W, XP 5 WP(6)
020201 | A, | B, | C\| W, XP 4 WP(7)
020202 | A, | B, | C, | W, XPy WP(8)
030101 As Byl C| W, XP g WP(9)
030102 | A, | B, | Cp| W, XPg Wp(10)
030201 As Byl C Wy XP g WP(11)
030202 Ay By G| W, XP g WP(12)
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onde _

;= A;~= 0,555555555555556 F, = FHI + DFHI*Y1/2

A, = 0,888888888888889 F, = FHI + DFHI?YZ/Z
B, = C, =B, =C,=1,0 S, = SIN(F1)
X, = - 0,774596669241483 S, = SIN(F,)
X, = 0,0 Ryy = R *R,*DET
X3 = - X1 ) R22 = R2*R2*DET
Y, = - 0,577350269189626 Ryq = R3*R3*DET:
Yo = - Yy o KRy = Ry THTS,
Zy =Yy XPo = Ryy*W,*S,
Z, = Y, XPs = R, *H,*S,
W, = A;*B,*C, xp4__=AR22*_w2*s2
W, = A,*B, *C '

2 21 XPg = Rya*W,*S,
R, = RM + DR,*X

1 2 " XPg = Rys*W,*S,
Ry = RM ‘ WP(1) = XP,

Ry = RM + DR,*X, .
WP(12)= XP,
; B

Tabela A.5. Combinacoes permitidas pelo programa para o n? de
pontos de integra;&o em cada uma das direcdes (IIJJKK),

na avaliacao da matriz de rigidez.

KK = 02 KK =03 | KK = 04
p~| 0z |03 | o4 |02 |03 | 04 |0z | 03 04
02 X X X
03 X X X
04 X X ‘ X X X
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APENDICE . B

ALGUNS RESULTADOS PARA TENSOES E
MODELAGENS ALTERNATIVAS

Neste Apendice sao apresentados os valores  das

tensGes para o carregamento termico nas modelagens propostas.

Alem disto, sao apresentados outros resultados
para deslocamentos e tensoes em modelagens alternativas para

aquelas apresentadas no Capitulo 4.

B.1. Tensoes resultantes devido ao carregamento

o _ 4090 _ 200 -
termico com Ti = 40 C’.Te = 30 C, Tref.I =

.0
= Tref. 11 = 30°C.

A solucdo analitica & dada pelas equacdes 4.5 e
4.6. A solucao numérica péra as modelagens das figuras 4.7,
4.9 e para as modelagens com 2 elementos na direcao radial, 1

elementona direcao circunferencial e 1;2;4 e 6 elementos na di

recio meridional & vista nas Tabelas B.1, B.2 e B.3.
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Tabela B.1. Tensoes termicas no refino da modelagem padrao para
T PN PO 1 _ 2n0
2R1FIT com T. = 40%C; Ty = T o =T . [ = 30°C.
N A . .J |
Tens3o Raio Numero ‘de pontos de integracao Solucio
(MPa) (m) 030303 040404 Analitica
1,000 - 7,422 - 7,422 0,000
1,250 - 2,353 - 2,353 - 4,785
OR 1,500 - 8,168 - 8,168 - 4,174
1,750 -22,700 -22,700 - 2,199
2,000 --16,040 -16,040 0,000
1,000 -24,750 -24,750 21,672
_ 1,250 - 6,093 - 6,093 - 7,143
Ow = OO 1,500 - 0,976 - 0,976 0,642
1,750 -12,990 -12,990 5,434
2,000 - 5,381 - 5,381 8,669
Tabela B.2. Teinisoes termicas - Modelagens 2R1F1T a 2R6FIT  com
_ 0., T N _ 0 113
T]. = 407C, e = Tref.l = Tref.II- -4 30°C wutilizando
040202 pontos de integracao.
Tensao Raio MALHAS | Solugao
(MPa) (m) 2x1x1 2x2x1 2x4x1 2x6x1 Analitica
1,000 | - 7,422 - 7,422 - 7,422 - 7,422 0,000
1,250 { - 2,353 | - 2,353 | - 2,353 .- 2,353 - 4,785
OR' 1,500 | - 8,168 . - 8,168 | - 8,168 - 8,168 - 4,174
1,750 | -22,700 -22,700 -22,700 -22,700 - 2,199
2,000 , -16,040 -16,040 -16,040 -16,040 0,000
1,000 | -24,750 | -24,750 | -24,750 -24,750 | -21,672
1,250 | - 6,093 - 6,093 - 6,093 - 6,093 - 7,143
cw = OO 1,500 | - 0,976 - 0,976 - 0,976 - 0,976 0,642
1,750 | -12,990 -12,990 -12,990 -12,990 5,434
2,000 | - 5,381 - 5,381 - 5,381 - 5,380 8,669
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Tabela B.3. TensGes térmicas - Modelagem 4R3FIT com T, =40°C,

Te = Tr‘ef,I N Tref.II_=‘300c‘
' )

Tens3o | Raio Numero de pontos de integracao Solucio
(MPa) (m) 030303 040202 040403 Analitica

1,000 - 2,896 - 2,897 - 2,897 0,000

1,125 - 2,386 - 2,386 - 2,386 - 3,579

1,250 - 6,828 - 6,828 - 6,828 - 4,785

1,375 -19,000 -19,000 -19,000 - 4,787

Op 1,500 -17,280 -17,280 -17,280 - 4,174

1,625 -27,650 -27,650 -27,650 - 3,255

1,750 | -23,440 -23,440 | -23,440 ] 2,199

1,875 - 0,927 - 0,§28 - 0,928 - 1,097

2,000 - 0,321 - 0,321 - 0,321 0,000

1,000 -23,010 -23,010 _-233010 - -21,673

1,125 -12,510 -12,510 -12,510 -13,140

1,250 - 8,139 - 8;139 - 8,139 - 7,143

1,375 -15,620 -15,620 -15,620 - 2,729

Gw==ce 1,500 -10,700 -10,700 -10,700 0,642

1,625 -18,480~ -18,480 -18,480 3,295

1,750 -13,400 -13,400 -13,400 5,434

1,875 7,360 7,359 7,359 7,195

2,000 8,420 8,420 8,420 8,669
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B.2. Tensoes resultantes devido ao carregamento

termico com T, = 100%¢, Te = 0°c.

0s resultados para um refino na modelagem padrao
(Fig. 4.10) e para a modelagem da Fig. 4.7 estao nas Tabelas

B.4 e B.5.

Tabela B.4. Tensoes resultantes no refino da modelagem  padrao

para 4R1F1T (Fig. 4.10) com carregamento  termico:

T, = 100°¢; T, = 0%¢; Toef 1 = 309¢; Tt 11 0.
Tensio Raio Numero de pontos. integracao Solucio
(MPa) (m) 030303 | 040404 Analitica
1,000 -26,100 -26,100 0,000
1,125, -25,100 -25,100 -35,800
1,250 -65,200 | -66,200 247,900
1,375 | -192,000 | -192,000 -47,900
oR 1,500 | -170,000 | -170,000 -41,700
1,625 -279,000 | -279,000 -32,600
1,750 233,000 | -233,000 ©.22,000
1,8757 | -10,000 | -10,000 11,000
2,000 - 1,770 - 1,770 0,000
1,000 -228,000 | -228,000 -217,000
1,126 . |-127,000 | -127,000 131,000
1,250 | -79,400 279,300 -71,400
1,375 -158,000 | -158,000 -27,300
9, = % 1,500 -104,000 | -104,000 6,420
1,625 -186,000 | -186,000 32,900
1,750 -132,000 | -132,000 54,300
1,875 72,500 72,500 71,900
. 2,000 85,900 85,900 86,700
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Tabela B.5. Tensoes resultantes na modelagem 4R3FIT (Fig. 4.7)

com carregamento termico: T, = 100°C; To = 0°%c;
Tref.1 = 30°¢; Tref. 11 ~ 0%.
| . |
Tens3o Raio Numero de pontos de integracao Solucio
(*1Pa) (m) 030303 040202 040403 Analitica
1,000 -26,160 -26,160 -26,200 0,000
1,125 -25,140 -25,140 -25,100 -35,800
1,250 -66,260  -66,260A -66,300 -47,900
1,375 |-191,900 |-191,900 |-192,000 -47,900
op 1,500 |-170,300 - |-170,300 " |-170,000 -41,700
1,625 | -279,000 |-279,000 - |-279,000 -32,600
1,750 | -23,880 -23,880 [-233,000 22,000
1,875 -10,110 -10,110 -10,110 -11,000
2,000 - 1,600 - 1,600 - 1,600 0,000
1,000 | -227,900 227,900 |-228,000 | -217,000
1,125 | -126,700 -126,700 |[-127,000 -131,000
1,250 | -79,400 | -79,400 | -79,400 71,400
1,375 | -157,800 |-157,800 |-158,000 27,300
0y =0y | 1,500 |-104,600 -104,600 |-105,000 6,420
1,625 |-186,600 |-186,600 [-187,000 32,900
1,750 53,700 53,700 [-132,000 54,300
1,875 72,410 72,410 72,400 71,900
2,000 85,900 85,900 85,900 86,700
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B.3. Modelagens alternativas

Sao apresentados nesta secao alguns: resultados
para modelagens alternativas conseguidas atraves de alteracoes
foram

na geometria do modelo. 0s mesmos tipos de carregamento

aplicados.

B.3.1. Modelagem padrao modificada com TR1F1T;

AR = 0,5 m; Ay = 40 = /18 rad.
Resultados para o carregamento mecanico distri-

buido.

Tabela B.6. Des]ocamento}radial (u x 105m). Trés pontos de inte
gracao em cada direcao. Carregamento mecdnico  dis

tribuido. Modelagem padrao modificada.

o Pressao Externa (1,0 MPa)| Pressdo Interna (1,0 MPa)
i:?) Solucao | Solucao | Erro Solucao| Solucao Erro
Numerica |Analitica (%) NumericalAnalitica (%)
1,000 | -0,778534 | -0,776369 -0,279 0,565413f 0,568242 0,498
1,250 |-0,676548 | -0,677290 ' 0,109 0,41639 | 0,417131 0,176
1,50O -0,655976 | -0,657243 0,193 0,343793| 0,345053 0,365




Tabela B.7. Tensdes resultantes. Trés pontos de integracao
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em
e cada direcao. Modelagem padrao modificada.
CARRE oR 0y=0g
GAMEN | RAIO | gorycRo|soLucEo | ERRO | SOLUCRO | SOLUCRO | ERRO
- TO (m) | NUMERICA|AMNALITICA| (%) |NUMERICA | ANALITICA | (%)
1,000} -0,316 0,000 3 -2,260 -2,130 -5,98
PRESSAO 1,250} -0,592 | ~-0,693 14,631 -1,740 -1,780 2,51
EXTERNA | 1,500 | -1,150 | -1,000 | <15,20{ -1,690 | -1,630 | -3,89
N 1,000 | -0,684 | ~1,000 31,63 1,260 1,130 -11,26
PRESSAD
1,250 1| -0,408 | -0,307 -33,10 0,740 0,785 5,75
"INTERNA v
1,500 0,152 0,000 4y 0,695 0,632 -9,98
B.3.2. Modelagem 2RIF1T com OR=0,2m; Ay =00 =7/18 rad.
Resultados para o carregamento mecanico distribuido.
Tabela B.8. Deslocamento rodial (u x 105m). Tres pontos de inte
gracao em cada direcao. Modelagem ZRI1F1T modificada.
Carregamento mecanico distribuido.
PRESSAO EXTERNA (1,0 MPa)| PRESSAO INTERMA (1,0 MPa)
RAIO ~ - - -
SOLUGED | SOLUGAG | ERRO | SOLUCED | SOLUCEO | ERRO
(m) NUMERICA |ANALITICA | (%) NUMERICA|ANALITICA| (%)
1,000 -0,859463| -0,859599| 0,016 |0,651342{0,651472 | 0,020
1,100 -0,799945| -0,799992| 0,006 |0,571012|0,571053 | 0,007
1,200 -0,762401] -0,762496| 0,013 |0,512656|0,51270 0,017
1,300 | -0,740516; -0,740577| 0,008 |0,469959({0,470013 | 0,011
1,400 | -0,729871|-0,729949| 0,011 |0,438501|0,438572 | 0,016
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Tébeia B.9. Tensées resultantes. Tres pontos de 1ntegrac50 em
| cadéédfkecéo. Modelagem 2R1F1T modificada. Carrega

mento mecanico distribuido.

]

(o] g =

CARRE : ' _ R Yy 6

GAMEN | RAIO | ean1yca0|SOLUCAO | ERRD | SOLUCRO | SOLUCAO | ERRO

T0 (M) | MERTCA [ANALTTICA| (%)  |NUMERICA|ANALITICA| (2)
1,000 | -0,082 | 0,000 v | -2,400| -2,360 | -1,48

1,100 -0,357 | -0,391 8,74 | -2,150 | -2,160 0,67

o~

1,200 -0,722 | ~0,663 -8,89 | -2,050| -2,030 -1,25

PRESSAO
EXTERNA

1,300} -1,070} ~0,857 |{-25,051{-2,3104§ -1,930 |-19,49

1,400} ~1,220 | -1,000 {-21,90 | -2,190} -1,860 {-17,84

1,000 | -0,918 | -1,000 8,19 | 1,400| 1,360 | -2,57
1,100 { -0,643 | ~0,609 | -5,62 | 1,150] 1,160 1,24

~

PRESSAO

o
W
«w

-2,46

[
-

1,200 -0,278 | ~0,337 | 17,48 | 1,050

INTERNA

1,300} -0,012 | ~-0,143 91,73 l,l70 0,931 |-25,39

1,400 0,142 | 0,000 " 1,060 0,860 |-23,71

B.3.3. Modelagem 3R3F1T com AR = 2/3 m; Ay =1/6

rad.; A6 = 1/12 rad.

Resultados para o fluxo estacionario de calor com

 ian0n. - _ apnOp. a0 :
Ti = 1007C; Te = 0°C; Tref,I = 307C; Tref.II" 0°C, a sequir.
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Tabela B.10. Deslocamento radial'(u X 103m) devido ao fluxo es

tacionario de calor aplicado na modelagem 3R3F1T.

1 4 I

Raio Nimero de pontos integracao Solucio Erro

(m) 030303 040202 Analitica (%)

1,000 0,316611 0,316611 0,315744 0,275
1,167 0,532662 0,532622 0,533215 0,104
1,333 | 0,640684. 0,640684 0,640740 0,009
1,500 . | 0,684975 0,684975 0,685362 0,056
1,667 0,690005 | 0,690005 0,690403 0,058
1,833 0,669137 ©0,669137 0,669785 0,097
2,000 0,630771 | 0,630771 0,631485 0,113

Tabela B.11. Tensaeé resultantes. Modelagem 3R3F1T. Fluxo esta-

cionario de calor, com Ti = 1009, Te = 0%;

Tref.1 = 30°C Trep pp = 0°C.
Tens3o Raio ‘Numero pontos integracao Solucio
(MPa) (m) 030303° - 040202° Analitica
1,000 | -41,100 . | - -41,100 0,000
1,167 | -26,100 -26,100 -41,700
1,333 -75,000 -75,000 -48,800
og 1,500 -211,000 -211,000 -41,700,
- 1,667 -173,000 - | -173,000 -29,100
1,833 298,000 -298,000 -14,700
2,000 234,000 -234,000 0,000
1,000 -234,000 -234,000 ~217,000
1,167 -103,000 -103,000 -109,000
1,333 -51,900 -51,900 -40,700
5, = % 1,500 -146,000 -146,000 6,420
1,667 -83,900 -83,900 40,600
1,833 | -187,000 187,000 66,400
2,000 -122,000 -122,000 86,700
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B.4. Influéncia dos incrementos de ' temperatura
entre a superficie interna e externa da es

fera.

Afirmou-se na Secao 4.3 que um refinamento da
ma]ha_seria necessario quando se aumentasse a diferenga entre a
temperatufa interna (Ti) e a externa (Te). 0 grafico mostrado
a seguir foi tracado a partir da ap]icacgo de sucessivos carre-
gamentosvtérmicos na modelagem 2R2F1T onde se manteve a tempera
tura externa em 30°C e se incrementou a temperatura interﬁadeg

de 40 até 160°cC.

U/l.}‘ J
1,0

- solu¢Go analitica
o superficie media

G=1,0x10°m
o T T T T T T L T T 1 T -y
40 70 100 130 160 T;(°C)

10 40 70 100 | 130 AT(°C)

Figura B.1. Deslocamento radial (u) da superficie media da modelagem 2R2F1T
com Te=3OOC (constante) e Ti=40 a 160°C. As caracteristicas da
modelagem 2R2F1T 'sao: AR = 0,5 m; AV = /4 rad; 20=7/12 rad.
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APENDTICE C

_ PROGRAMA - TESTE, SUBROTINAS E CARTOES DE DADOS

C.1. Introducao

Dentro da propdéta de desenvolvimento de elemen
“tos finitos'de geometria especifica montou-se um programa teste
e neste foram sendo efetuadas as modificécaes e adaptacoes sem
perder argenera1idade do sistema S I M E L F. No fina] deste
Apendice se encontra um esquema simp]ificado'do programa.

Uma descri¢ao minuciosa do S I M E L F pode ser
encontrada em [2], [3]; [4]; Neste Apéndice sao apresentadas
apenas as descric¢oes quanto as subrotinas adaptadas e as elabo-
rada;'especificaménte para este modelo. Deve-se ressaltar que
"as subrotinas adaptadas continuam Qélidas pafa os demais elemen

tos implantados no sfstema SIMELF.

C.2. Modificacoes em cada FASE do Programa

Na FASE LEGER de leitura e geracao de dados e
propriedades do material foi acrescentada a geragao das coorde-
nadas esfericas medias de cada elemento e estas sao  transferi
das para as demais FASES atraves de areas definidas em COMMON.

0 COMMON/RFT/RIN, REX, FHI, TET',RM,DRZ; DFHI, DTET transfere ca

racteristicas geométricas do elemento em . processamento. 0

A"
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COMMQN/ESFERA/RA(16), ANF(16), ANT(16) tranﬁfere‘informac§es de
raio ﬁé&io, $ngulo Y medio e §ngu]o.e medio de todos os elemen
tos esfericos da estrutura em analise. |

As outras FASES que sofreram a]terac§es em algu
mas de suas subrotinas se encontram no Quadro C.1.

Tambem foi criado o modulo C AL W na fase
CALMApara calculo do Vetor Peso, {WP}, a partir das coorde
nadas esféricas; das abcissas e pesos de integracao de Gauss-
Legendfe. Este modulo pode atuar em diversas combinacoes de

pontos de integrac3do em cada direcdao (Ver Apendice A). E compos

to pela subrotina DETD e pelas subrotinas C AL W, CALWI1,...

CALWI1T,
C.3. Procedimento de cada subrotiha acrescida
Em resumo, o procedimento de cada subrotina acres
cida e:
, SUBROTINA PIN
(IpTO, NP, XPTO)
sendo:

I PT O - numero codificado para os pontos de in
tegracao;

N P - vetor que contera a decodificacao de
I PT O em cada direcgao;

X P T O - vetor de saida das coordenadas dos pon

tos de integracao segundo Gauss-Legen-

dre (PD); PD significa precisao dupla.
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.QUADTR'O Cc.1. Subrétinas adaptadas ou acrescidas ao S-I M E L F

FASE MGDULO [SUBROTINA SITUACHKDO
PREPE P?RCOOR IDCOR ADAPTADA
PRTEM TENDO "
VEMAT "
I NGE DNREG "
MAPI I NTEA u
E'AT "
CB 1]
CB 6 "
DFIG n
FIDE I N n
PIN NOV A
N . JACCE "
CALMA JAQI u
RFTPI "
KBST ADAPTADA
MTEL KB R G "
RIGE.L u
MBTD NOVA
DEFORT ADAPTADA
CARYV FCTER "
INTP NOV A
CARS CADIS 2 "ADAPTADA
V C AR n
S0BRE S B M LESOBE "
SORTIT n
SOMBA SO0SI B I M8 "
RELATO RELATA u
TENSZEKO TENS "

TEGLO
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SUBROTINA CALWH
“ (K, . WP, NTPI) |

sendo:
K - idem I P T 0 da subrotina P I N;
WP - Vetor Peso calculado em funcao das
coordenadas esfericas do ponto, do

Jacobiano; dos coeficientes de peso e
das abcissas de Quadratura de Gauss-
Legendre (PD).

NTPI - numero de pontos de integracao.

A subrotina calcula o Jacobiano de uma forma ex
plicita e a seguir chama outras subrotinas especificas para «ca
da numero de pontos de integracao codificado K. Essas subroti-

nas sio: CALWI1, CALW2, ..., CALWI11. Nessas, o Ve

tor Peso propriamente dito, e calculado.

SUBROTINA JAQTI.
(XJIN, DET)
sendo:
X J I N - inversa da matriz jacobiana (PD);

DET "= determinante da matriz jacobiana (PD).

Calcula a inversa da matriz jacobiana de forma

explicita atraves de AR, Ay, AO.
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SUBROTINA DETD
(D, I CA, C, WP, NP)

sendo:

D - matriz obtida atraves do produto da ma
triz de propriedades elasticas do mate
rial, C, e o Vetor Peso WP (PD)§

T CA -:dimensao das matrizes C e D;

N P ' - numero do ponto de integracao.

A Sdbrotina-opéra por ponto de 1ntegrac§o de ca

da vez. |
SUBROTTINA MBTD
(B, BT D, D, KB, IC, EPD)
sendo: |

B - matriz de deformacao (PD);

D - matriz de propriedades e pesos (PD);

K B - nimero de colunas de B; |

I C 7 - nimero de linhas de B;

EPD - precisao para comparar com zero (PD);

BTD - matriz obtida pelo produto da transpos-

“-ta de B‘bela matriz D (PD).

.. SUBROTINA INTP |
(A, ITA, NEDR, T EL,B, IT, NR, MCAR, TP

Determina a temperatura T P do ponto de integra

cao a partir de uma combinac3ao, via funcoes de interpolacao, das
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temperaturas nodais para o carregamento M C A R.

SUBROTINA JACCE
(I A, X J A C)

Calcula a matriz jacobiana (PD) de forma explici

té usando AR, Ay, AO.

SUBROTINA RFTPI
(X))

Calcula as coordenadas esfericas de um ponto de
integragao utilizando as coordenadas intrinsecas ( X ) do ponto,
os valores de AR, Ay, AO e as coordenadas esfericas do ponto me

dio do elemento.

C.4. Preparacao dos dados de entrada

A entrada de dados & a mesma descrita em [4].

Deve ser ressaltado que por meio das coordenadas
esfericas nodais de cada elemento sao gerados; internamente pe
lo prbgrama; os valores medios das coordenadas deste para serem
utilizados no célculo'da matriz jacobiana; bem como das coorde-
nadas esfericas de cada bonto de integracao.

0s dados de carreganento mecanico devem ser for
necidbs em relacao ao sistema esferico de coordenadas.

Para o carregamento termico deve ser fornecido o
valor da temperatura em cada no. . 0 programa assume temperatura

nula para os nos em que a mesma nao foi definida.
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C.5. Esquema do Programa - teste

- E apresentado um 'esquema do Programa-teste (Fig-C.1).

( vIcIo )

LEITURA DO NOUMERO DE ELEMENTOS (NELEM)
E DO NOMERO TOTAL DE NOS DA ESTRUTURA
o (JOINT)

'LEITURA DE DADOS, GERACAO DOS ELEMENTOS,
GERAGAO DAS COORDENADAS, GERAGAO DAS PRO
PRIEDADES MECANICAS DO MATERIAL (SEGUNDO
A ASME), LEITURA DOS CARREGAMENTOS MECA
NICOS DISTRIBUIDOS OU TERMICOS ’

PRE-PROCESSAMENTO DOS DADOS

LEITURA DO TIPO E DO NUMERO DE CARREGA
MENTOS, DAS TEMPERATURAS DE REFER., I,II

DEFINICAO DE ENDERECOS DE = TRABALHO

G

LEITURA DO REGISTRO DE: ELEMENTOS

Figura C.1. Esquema simplificado do Programa-teste (continua).
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'INfCIO DO PROCESSAMENTO DE CADA
5 ELEMENTO

ATUALIZAGAO DAS COORDENADAS DO ELEMEN
TO, TESTE DA CONECTIVIDADE, DEFINICAO
DE ENDERECOS DE TRABALHO, OBTENCAO
DOS VETORES PROPRIEDADE. DO MATERIAL (E,
ALFA), MONTAGEM DA MATRIZ [C]

' MONTAGEM DO VETOR PESO , { WP}

CALCULO DO INVERSO DO JACOBIANO DE
FORMA EXPLICITA, PARA O ELEMENTO

®

§ ~ o~
CALCULO DAS FUNCOES DE INTERPOLACAQO

E DE SUAS DERIVADAS NO PONTO DE IN
TEGRACAC

MONTAGEM DAS MATRIZES: [B];[D]l=[Cl*{WP};
[BTD]:[B]T*[D]; DEFINICAO DO CABECALHO
DE [BTD]; MONTAGEM DO - VETOR DEFORMACAO
TERMICA E DA FORCA TERMICA (QUANDO HA
CARREGAMENTO TERMICO)

Figura C.1.

|

ARMAZENAGEM PROVISORIA DA "MATRIZ TEN
SAO"[BTD] DO VETOR PESO, {WP}(E DO VE

TOR DEFORM.TERMICA, SE HOUVER)

)

(Continuacao)
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CALCULO ‘E SOBREPOSIGAO DA MATRIZ DE
: RIGIDEZ: [K] = Z([BTD]*[B])

VOLTA AO PONTO (3) ATE COMPLETAR O NO
MERO DE PONTOS DE INTEGRACAO DO ELEMENTO

CALCULO DO VETOR FORGCAS NODAIS DEVIDO
AO CARREGAMENTO MECANICO DISTRIBUIDO

DEFINICAO DO CABECALHO DA MATRIZ DE RI
GIDEZ

TRANSFERE AS MATRIZES E VETORES JA CAL

CULADOS PARA O ARQUIVO DEFINITIVO
(NUM. 6), JUNTAMENTE COM A MATRIZ DE
‘ RIGIDEZ

VOLTA AO PONTO (2) E REPETE O PROCEDI
MENTO ATE.ESGOTAR OS ELEMENTOS  DESTE
‘REGISTRO |

VOLTA AO PONTO (1) PARA A LEITURA DE
OUTRO REGISTRO DE ELEMENTOS

MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL E
DA MATRIZ DE FORCA GLOBAL (ATRAVES DA
SOBREPOSICEO), ARMAZENAGEM DESSAS MATRIZES
NO ARQUIVO DEFINITIVO (N.6)

!

_ Figura C.1. (Continuacao)
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LEITURA DO NOMERO DE CONDIGOES DE
: CONTORNO (NOCC)

LEITURA DAS CONDICOES DE CONTORNO
PARA UM DADO CARREGAMENTO

|

LEITURA DO VETOR FORCA GLOBAL COR
RESPONDENTE E DA MATRIZ DE RIGIDEZ
GLOBAL (ARQ.N9.6)

INTRODUCAO DAS CONDICOES DE CON
TORNO E SOLUCAO DO SISTEMA FINAL

VERIFICACAO DO BALANCO ENERGETICO

GERACEO DOS RELATORIOS CORRESPON
DENTES E IMPRESSEO DOS RESULTADOS

VOLTA AO PONTO (4) PARA A PROXIMA
CONDICAO DE CONTORNO (NOCC)

RETORNA AO INICIO DO PROGRAMA PA
RA SOLUCAO DE OUTRO PROBLEMA
(SE HOUVER)

FIM

Figura C.1. Esquema simplificado do Programa - teste.
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APENDICE D

PROCESSAMENTO DA CARGA DISTRIBUIDA

D.1. Introducao

v

Quando o carregamento que age sobre a estrutura
'€ distribuido sobre uma superficie torna-se necessario dispor
de um modulo para processar estas cargas [4]. Tal necessidade

prende-se a dois fatores importantes:
- Reducao dos dados ‘de entrada, com o que se re
duz tambem a possibilidade de erros no fornecimento dos mesmos;
- Obféncao das cargas nodais equivalentes de uma

forma imediata em elementos de ordem superior.

Para este fim o SIMELF & dotado do mddulo  CARS
o qual foi modificado para_tratar tambem com cargas distribui

das fornecidas no sistema de coordenadas esfericas.

D.2. Entrada de dados e sistemas adotados

Os dados do carregamento sao fornecidos pelas

“suas tres componentes, ou seja, uma componente normal a superfi
cie e duas componentes tangenciais; sequndo as tres direcoes do

sistema intrinseco do elemento. No caéo gera1; 0 sistema de re

ferencia tangencial as superf?cies; de base'{ei} , nio @ coinci

dente com o sistema de referéncia normal as superficies, de ba
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se {ei}, pois sao sistemas nao neceséériamenté ortogonais. Quan
do os\;;dos sao fornecidos e jntereééante qué a carga normal se
ja dada sequndo o sistema normal a superficie, e que a carga
tangencial seja dada seqgundo a direc3do das tangentes 3 superfi-

cie. O0s dois sistemas de referencia sao mostrados na Fig. D.1.

Figura D.1. Sistemas de referéncia: norma]'{eI}etangencia1{ei}

0 c3lculo das forcas nodais equivalentes & feito
sequndo o sistema global de coordenadas. Como este sistema nao
coincide; no caso geral; com 0s sistemas de bases {ei} e ;{ei}
torna-se necessario, inicia]mente; transformar oS valores no-

dais de carga distribuida para o sistema global e so ent3ao rea-
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lizar a integracao obtendo com isto as forcas nodais equivalen-
tes. ‘b;ste modo- e necessério,efetuér duas mudancas de base.
Inic%a]mente a carga normal e passada da base {ei} para a base
{ei}; A sequir o vetor carga distribuida proveniente dé carga
normal & somado com o vetor carga distribuida tangencial. Resul
ta dai o vetor carga total segundo {ei}; 0 qual deve ser passa-
do para o sistema global de coordenadas.

Sendo pr'a carga normal em um ponto da superficie

do elemento e Ggs Gy S componentes da carga tangencial neste

mesmo ponto, as mudancas de base verificadas sao:

p" p" (o Py
0 T-—%> pj S + < A , —> py
0 J pt ) th ) pZ
base {e'} base {e,} base {i,j,k}

- . r
No processamento, e inicialmente calculado P,

9 e’qt no ponto de integracao; sendo neste ponto feitas as mu
dancas de base necessirias. Desta forma, o Jacobiano & calcula
do menos vezes, sendo usado tanto para fazer a mudanca de base
como para obter-se o peso. correspondente ao ponto de 1ntegrac§&

D.3. Forc¢as nodais equivalentes

As forcas nodais equivalentes sao forcas concen-
tradas que agem sobre os nos da superficie carregada. Essas for
cas sao obtidas atraves do procedimento descrito a seguir. 0

~trabalho realizado pela carga distribuida e igualado ao trabalho
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realizado pela forca nodal equivalente. O modo de deslocamen

tos dos pontos da superficie & fornecido pela funcao de interpo
lagao associada ao no onde esta sendo definida a forcga. nodal
equivalente. Esta forma de definir os deslocamentos elimina os
efeitos das outras forcas nodais equivalentes, uma vez que a
funcdao de interpolacao associada ao no i anula-se em todos 0s
demais nos, sendo unitaria neste no. Assim as outras forgas no
dais equivalentes nao realizam trabalho.

0 trabalho realizado pelo carregamento superfi

cial que atua sobre um e]emenfo de area dA e
dWe = pdA . & | (D.1)

sendo pdA a forca atuante e § o'deslocamento do ponto correspon
dente. No caso geral do carregamento distribquovconter compo-

nentes segundo as tres direcoes o trabalho e

de = {Q}] {F} dA | (D.2)

onde {Q} & o vetor deslocamento no ponto e {F} & o vetor forca
distribuida no ponto. OS_des]ocamehtos em um dado ponto sao
obtidds pelos deslocamentos nodais via funcoes de interpolacao,

ou seja,
_ T . : :
e}’ ="{ay, 9,5, a3}

com o q; = {Nj} Ui}
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onde Ny e a funcao de interpolacao calculada no ponto onde  se

desef%ﬁhj e Uij & o deslocamento do nd i na direcao j. De for
ma semelhante tem-se para a forga distribuida, ’

{F} = {f1, f2, f3}
com fi ='{Ni}{Pij}
Em forma matricial
{Q} = [NJ{U} (D.3)
{F} = [NJ{P} . | (D.4)
onde |

[N]T = [Ny, N2,...;Nn] => vetor das funcoes de

interpoiacio;
T | - - |
{Ui} = [U1i’ U2i""Uni] => vetor de deslocamen
tos nodais na direcao i;

T ‘ . _
{Pi} = [P1i’ P 'Pni] => vetor de cargas na

_ 2i° "
direcao i. s - '
Deste modo o trabalho rea]izado pe]d carga que

atua.SObre dA €

T

dWe = (U} [NTT [N] (P} dA (D.5)

e 0 trabalho realizado pela carga que esta agindo sobre toda a

superficie carregada e dado por

We = [, (Ut [NITCNT (P} dA ~ (D.6)
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, Péra obter as forcas equivalentes ao carregamen
to externo distrjbquo deve ser feita a primeira variagao de We,

ou seja,

SWe = Zi w,ui_6u1 - (D.7)

onde w,ui e entao a forc¢ca nodal equivalente, que corresponde ao

grau de liberdade Ui do elemento.

Derivando o trabalho externo realizado pela car

ga distribuida,
We = f (UYT(NITINI{P} dA
A
em relacao a i-esima componente de U, tem-se

. .
We, ; = f, {00 Q eee 1 ... 0} [N [NI{P}dA

| posicao de p (D.8)

A matriz [N]T qudndo pre-multiplicada pelo vetor

{000 ...1 ... 0} fica na forma:

{Ni} <—— posicao de U,
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devidd*ﬁ.haturezé de [N1, o vetor {Ni} possui apenas um elemen
to n3ao nulo, que depende da direcao do grau de liberdade Ui’ em
relacao ao sistema de referencia intrinseco.

o%produto [NI{P} & escrito como

N e o | [P,
NPy = [0 N e | lP, L= (R} (D.9)
| T =
] 0 C] N . \P3

onde {F}T = {f1 f2 f3}' sendo cada uma de suas componentes dada

por

0 vetor {F} representa o carregamento distribui
do no ponto de 1ntegrac§o; obtido pelos valores nodais e pelas
funcoes de interpolacao. |

Para obter a forca equiva]ente; que corresponde
~a um dado grau de liberdade & necéssario rea]iiar a integracao
numérj;a do produto do vetor {N{} pe]o'vetor'{F} do carregamen-
td diétribu?do. No caso de um efemento com 3 .graus de liberda-
de por no onde tambem existem 3 forg¢as nodais equivalentes, por

no, o integrando para um dado no i e fornecido por

( 1

N; fy

Ing £, 0 (D.10)
N, fs

Este integrando deverd ser calculado em cada pon
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to de integracao. Associado ao ponto de integracao existe o pe

so qagaaepende do processo de integracéo adotado. Para passar

do sistema intrnizsern.y ara 0 sistema g]oba] e neces

sario usar o Juk uda ponto de integracao, e

calculado o produ€d$:

-l

= =
™

> 1a] (a)(s)(c) (D.11)

]
—

.,T.j__«_.f;’g_ml e

para i de 1 ao numevo de nos da face carregada, sendo A,B,C os
pesos de integracao.

Como a integracaové feita sobre uma superficie,
duas observacﬁes s§o importantes. A primeira diz respeito ao
Jacobiano o qual deve fornecer a relacao devéreas»ehtre o domi-
nio de integrac§o e 0 rga]. “Isto e feito zerando a linha e a
coluna correspondente E_direcao intrinseca normal § face e tor
nando unitario o elemento da diagonal principal.

A outra observacao & que 0 peso correspondente §

direc3ao normal a face deve ser unitario.

Cabe ainda ressaltar que como os valores das

BEE N
et - -

"pvfuncaes de inf;%@ﬁ}ag3(a@o nBs que nao se situam sobre a face

- -

<= carregada sao sl -ulos, apenas os nos da face & que terao for-
¢as nodais equivalentes. O processamento do carregamento dis-
tribuido & realizado em cada elemento da modelagem, que contri-

~.bua com carga para a 4 Lrutura.



