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- Coordenadas cartesianas 

R , , 0  - Coordenadas esféricas nas direções radial, m e n

dional e circunferencial, respectivamente. 

r,s,t - Coordenadas intrínsecas

R ( i )»iMi)*0(i)- Coordenadas esféricas do ponto nodal i 

RM,FHI,TET - Coordenadas esféricas do ponto médio do elemento 

RPI,FPI,TPI - Coordenadas esféricas de um ponto de integração

do elemento

U (i ),V (i ),W ( i )- Deslocamentos do ponto nodal i

u,v,w - Deslocamentos em um ponto qualquer do elemento

a - Raio interno

b - Raio externo

P - Pressão uniforme, interna (P.), ou externa (Pg )

T - temperatura em um ponto de raio R

Tg ' - temperatura na superfície externa da estrutura

T. - temperatura na superfície interna da estrutura

TP - Temperatura local instantânea

T ref.i - Temperatura de referência para o cálculo das

propriedades elásticas do material 

T re .̂ jj - Temperatura de referência para o cálculo da de

formação térmica 

E - Modulo de elasticidade do material

Es > E0 > Ez " M°dulo c*e elasticidade do material (para casca

semi-espessa, TCSE) 

a - Coeficiente de expansão térmica



X

a - Coeficientes de expansão térmica (TCSE)
ts t0

= (90 - \p)° ângulo medido na direção meridional 

(TCSE)

v - Coeficiente de Poisson

FI - Função de Interpolação

H( 1) ,H(2) ,H(3) - Derivadas das funções de interpolação nas dire

çoes, R,\p,0 calculadas num ponto nodal

£n ,e,,eA - Deformações nas direções R,^,0 
R ’ ip’ 0

Y r ^ ,y^0 ,yq r - Deformações angulares em coordenadas esféricas

A.,B.,C, - Pesos de integração de Gauss-Legendre1 J K

W - Produto dos pesos de integração de Gauss-Legeji

dre num ponto de integração 

XP - Produto de W, raio do ponto de integração (RPI),

determinante Jacobiano (DET) e seno do ângulo 

ip num ponto de integração 

X.,Y.,Z. - Abcissas dos pesos de integração de Gauss-L£
1 J • K

gendre

ir ' - Energia potencial total

•6ir - Primeira variação de tt

a R ,a^,aQ - Componentes normais de tensão em coordenadas e£

féricas

{W P } - Vetor Peso

{U} - Vetor dos deslocamentos nodais

ÍF} - Vetor equivalente de carga nos pontos nodais

{P} - Vetor forças de superfície

{F^} - Vetor forças térmicas

{Ce^} - Vetor tensão térmica

{o} - Vetor tensão em um ponto qualquer do elemento



[B]

[C]

[ü]

[BTD]

[J]

[K]

i Rj FkT

IIJJKK

- Matriz de transformação deformação-deslocamento

- Matriz tensão-deformação para material isotro- 

pico elástico linear

- Matriz intermediária, produto de [C] por {W P } 

num ponto de integração

- Matriz intermediãria, produto de [B]^ por [D]

- Matriz Jacobiana

- Determinante Jacobiano, DET

- Matriz de rigidez do elemento, global

- significa i elementos na direção radial, j el£ 

mentos na direção meridional e k elementos na 

direção circunferencial

- significa o número codificado de pontos de ijn 

tegração (NPI) em cada direção, sendo:

II - número de pontos na direção R;

JJ - número de pontos na direção ip;

KK - número de pontos na direção 0.



• R E S U M O

Neste trabalho é desenvolvida uma formulação anji 

lítica de um elemento finito tri-dimensional , de geometria esf£ 

rica de 20 nos. Seu desenvolvimento se baseia no principio da 

energia potencial mínima.

Nesta formulação é realizada uma exploração con­

veniente das propriedades especiais de simetria existentes em 

peças ou partes de componentes estruturais de formato esférico 

e/ou cilíndrico a fim de que a matriz de rigidez e o vetor equ_^ 

valente de forças nodais sejam calculados de maneira prática e 

econômica.

Um programa digital codificado em FORTRAN IV é 

inserido no SIMELF - Sistema Modular de Elementos Finitos e v£ 

rios exemplos típicos são resolvidos e comparados com soluções 

existentes na literatura para carregamentos mecânico distribuí­

do, concentrado ou térmico.

x i i



xi t i

A B S T R A C T

This work presents an analytical formulation to 

a spherical three-dimensional finite element with 20 nodal 

points. The formulation is based on the minimum potential energy 

principle.

Some special symmetrical characteristics of 

spherical and cylindrical components are considered for the sake 

of improving computation of the stiffness matrix and eouivalent 

nodal forces.

The model is imDlemented through some routines 

written in FORTRAN IV language and introduced in SIMELF System 

(Sistema Modular de Elementos Finitos). Several examples are 

solved and the results are compared with the existing solutions 

for concentraded, distributed and thermal loads.



01

C A P r T U L O 1 

INTRODUÇÃO

1.1. Introdução

Na aplicação do'Método „de Elementos Finitos, os 

elementos sólidos tri-dimensionais são utilizados na analise e£ 

trutural dos componentes de estrutura de grande espessura. Des^ 

ses elementos, os mais simples são o tètraedro que é definido 

por 4 pontos arbitrários, no espaço e o elemento do tipo parale^ 

lépTpedo com 8 nós. Um domínio de forma qualquer pode ser r^ 

presentado, com um certo grau de aproximação, por uma montagem 

desses elementos. A desvantagem está na grande quantidade r£ 

querida dos mesmos para representar um domínio complexo.

Os elementos isoparamétricos de lados ou faces 

curvas reproduzem, com maior grau de aproximação, a geometria de 

estruturas de forma arbitrária utilizando um menor número de 

elementos, sendo, portanto, mais adequados.

Uma das maneiras de reduzir o custo de uma anãl_i_ 

se estrutural é a utilização de uma biblioteca de elementos que 

possa suprir, para diversas geometrias, elementos específicos 

visando os casos predominantes. Ê com este objetivo que está 

sendo implantado o SIMELF - Sistema Modular de Elementos Fini­

tos.

Muitos componentes estruturais tem peças ou pa_r



02

tes de formato esférico e/ou cilíndrico. Como essas superfí 

cies apresentam propriedades especiais de simetria pode-se tj[ 

rar proveito dessas para reduzir os custos de integração aumen­

tando a eficiência numérica do elemento. A realização de estu^ 

dos neste sentido e portanto recomendada.

1 .2. Revisão Bibliográfica

Os maiores esforços no sentido de aumentar a bj[ 

blioteca de elementos tri-dimensionais tem sido feitos por vã 

rios pesquisadores. Entre esses pode-se citar os trabalhos de 

Argyres, Fried e Scharpt [11], [12], os quais desenvolveram os 

elementos LUMINA, TET 20 e TEA 8 com. suas variantes. Todos e£ 

ses elementos foram desenvolvidos num esforço de investigar a 

aplicação das funções de interpolação tanto na geometria quanto 

na especificação da deformação, 0 elemento hexaedro tri-dimen 

sional de superfícies curvas chamado LUMINA é baseado numa aplj_ 

cação sistemática das funções de interpolação de Lagrange, não 

•completas. Já os elementos TET 20 e o TEA 8 utilizam polino­

miais completos de 3? ordem. Uma advertência é feita no sentido 

de que para calcular a matriz de rigidez de um elemento mais so 

fisticado o tempo aumenta significativamente com o número de 

pontos nodais. Entretanto, um menor número de elementos são ne 

cessarios para se obter o mesmo grau de precisão.

As duas maiores restrições quanto ao uso de ele 

mentos tri-dimensionais de geometria não linear são: (1) a ne 

cessidade de uma grande capacidade de memória para manipulação 

e armazenagem das matrizes no computador; (2) maior tempo de 

computação de cada elemento.
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Com o advento dos computadores de porte a restri^ 

ção (1) ficou resolvida. Para resolver a restrição (2) alguns 

pesquisadores vem sugerindo novas técnicas para atacar o pr£ 

blema. Tendo em vista que no cálculo da matriz de rigidez a 

parte que consome maior tempo ê justamente a manipulação das 

funções de interpolação e a parte que se refere ao processo de 

integração numérica, Ó natural que as atenções estejam voltadas 

para estes fatos, notadamente este ultimo citado.

Um trabalho que aparece com sugestões significa­

tivas é o de Gupta e Mohraz [1]. Nesse trabalho é apresentada 

a formulação da matriz de rigidez utilizando notação indexada, 

Uma "matriz intermediária" de 4? dimensão ê calculada em fun­

ção das derivadas das funções de interpolação a qual é posterior^ 

mente multiplicada pelo tensor de propriedades do material para 

obter a matriz de rig'idez. Uma comparação entre esse procedi_ 

mento e o convencional é feita dando boa margem de economia.Tal 

trabalho, no entanto, oferece dificuldades para ser aplicado em 

análises que utilizem sistemas de coordenadas diverso do retan­

gular.

Irons[14] mostra alguns detalhes sobre integra^ 

ção de elementos triangulares e também a montagem da matriz de 

rigidez para um elemento sõlido hexaédrico linear, sem entrar 

em muitos detalhes. Algumas técnicas sobre integração de ele 

mentos planos em malhas contendo elementos variados são sugeri­

das. Grande ênfase ê dada na escolha dos elementos para a aná­

lise da estrutura visando, principalmente, a obtenção de uma ma_ 

triz de rigidez cuja largura da banda seja a menor possível.
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Hefllen [15] mostra um rigoroso estudo sobre a 

forma do determinante da Matriz Jacobiana para diferentes ele 

mentos. A avaliação de regras de integração reduzida e feita 

em comparação com regras completas por intermédio de exemplos. 

Regras com pontos econômicos equivalentes a 3x3x3 e 4x4x4 mas 

com muito menos pontos de Gauss por elemento são discutidos num 

exemplo de plasticidade tri- dimensional. A ênfase nesse trab£ 

lho e sobre as regras mais convenientes para uma dada malha.

Pawsey e Clough [16] mostram um interessante eŝ  

tudo sobre o elemento quadrático de casca espessa introduzido 

por Ahmad em 1968. Este elemento falhava na representação de 

deformações devido ao cisalhamento em cascas ou placas finas. 

Um esquema de integração apropriado é então apresentado. Neste, 

cada componente da energia de deformação e calculada separadamen 

te usando uma grade de integração Gaussiana diferente para cada 

contribuição. Por este procedimento se evita a rigidez excessj^ 

va do elemento devido ao cisalhamento. Vários exemplos compro 

vam a eficiência do método, Tal procedimento, no entanto, se 

restringe àquele tipo/de elemento.

Gray e Genuchten [17] confirmam o fato de que a 

integração de polinómios é mais precisa quando se utiliza a Qua_ 

dratura Gaussiana ( Q G ) , n o  entanto apresentam outras fórmulas 

de integração que são altamente competitivas com a QG quando 

aplicadas na análise de elementos finitos. As fórmulas de inte^ 

gração não-Gaussiana são apresentadas em uma tabela para elemeji 

tos bi-dimensionais. Elas usam mais pontos de integração do 

que a Q G , entretanto, devido ao fato de que muitos pontos de i£ 

tegração coincidem com a localização nodal, o trabalho computa 

cional e reduzido em muitos casos. 0 fato negativo é o de que
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tais formulas usajn somente funções de interpolação de Lagrange 

de base quadrática. As vantagens acima citadas não serão consjs 

guidas se outro tipo de função e usado. 0 uso de tais formulas 

fica dependendo dò tipo de elemento, das funções e da habilida­

de do usuário.

Pittr e Hartl [13] mostram um procedimento para 

a obtenção das tensões térmicas em que se utiliza os deslocameji 

tos ao invés das deformações iniciais. Este mé-todo apresenta 

vantagens na obtenção dos resultados para tensões embora impli­

que num maior tempo de processamento para obtenção do vetor dos 

deslocamentos iniciais.

í .3. Definição do Problema

Como visto no item 1.1 muitos componentes estru^ 

turais tem formas esféricas e/ou cilíndricas que podem ser ex 

pioradas de maneira conveniente a fim de se obter uma redução 

nos custos de integração da matriz de rigidez e do vetor equiva^ 

lente de forças nodais.

No item 1.2 foi vista a literatura referente a 

estudos de elementos tri-dimensionáis. Esta literatura, contu­

do, é- bastante escassa. Alem disto, uma deficiência é notada 

na determinação dos termos de rigidez do elemento devido ao ci_ 

salhamento.

Neste trabalho é desenvolvida uma formulação de 

um elemento de solido esférico, que se assemelha aoe lemento iso 

paramétrico de 20 nõs, visando explorar a geometria da peça e 

reduzir, com isto, os custos de calculo da matriz de rigidez e 

do vetor equivalente de forças nodais, devido a um carregamento 

mecânico distribuído, concentrado ou térmico.
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C A P I T U L O  2 

FORMULAÇAO DO MODELO

2.1. Introdução

Uma das principais dificuldades do uso do Método 

de Elementos Finitos consiste em como deve ser efetuado o partj_ 

cionamento do domínio e qual tipo de elemento seja o mais apro^ 

priado. Além disto, o número de elementos usado e muito impor­

tante por dois motivos principais que são a precisão dos resul- 

tados e o custo da analise que, por sua vez, esta ligado ao tem 

po de processamento. Neste sentido, e vantajoso saber, para ca_ 

da geometria e carregamento, qual o modelo que se aplica a fim 

de obter os melhores resultados com a mãxima economia.

0 modelo de sólido esférico, proposto neste tra­

balho, visa explorar a geometria da peça podendo ser acoplado a 

outros modelos conformáveis para analisar estruturas mais com 

plexas.

2.2. Definição do Modelo

A configuração geométrica do modelo é obtida pê  

la intersecção de planos meridionais definidos por 0, 0 + A0 e 

cones concêntricos de coordenadas íj; + AiJj e superfícies esfé­

ricas de raios R, R + AR (Fig. 2.1). £ um elemento quadrático
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que utiliza funções de interpolação do tipo "serendipity" de 29 

grau na interpolação de deslocamentos. Elas satisfazem a contj[ 

nuidade entre elementos, são conformes e satisfazem também o 

critério de completividade, requisitos estes necessários para a 

convergência do modelo. Isto se dá pelo fato de que o método 

dos deslocamentos assume campos de deslocamentos contínuos sc) 

bre o domínio. As incógnitas do problema discreto equivalente 

são os deslocamentos nodais.

2.3. Definição das Funções de Interpolação

As funções de interpolação são definidas em te£ 

mos das coordenadas intrínsecas (r,s,t) do elemento e das coor­

denadas dos pontos de integração considerados [4]. Nos pontos 

nodais sobre os vertices, as funções de interpolação são definj[ 

das como [6]:

Fl{k) = (l/8 )(l+rrk)(l+ssk )(l+ttk )(rrk + s s k + ttk - 2)' (2.1)

f.

onde rk , s k , tk são as coordenadas do ponto nodal considerado. 

As funções de interpolação para os pontos intermediários das 

arestas são definidas por:

FI ( k ) = (l/4)(l-r2 ) ( U s s k )(l+ttk ) (2.2a)

para rk = 0, s k = ■ 1, tk = - 1.

FI ( k) = (l/4)(l-s2 ) ( U r r k )(l+ttk ) (2.2 b)
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para sk = 0, r k = -  1, t k = -  1.

F I  ( k) = ( l / 4 ) ( l - t 2) ( U r r k) ( U s s k) (2.2c)

para t k = 0, r k = -  1, sk = í  1.

Figura 2.1. O modelo de sólido esférico com a numeração intrín­

seca dos nós, coordenadas naturais (r,s,t), coorde­

nadas esféricas (R, )p, 0), coordenadas cartesianas 

(Xr  X2 , X3 ).
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2.4. Obtenção das Coordenadas Esféricas e Desljo 

camentos de um Ponto Genérico do Elemento

Sendo (RM, FHI, TET) as coordenadas esféricas do 

ponto médio do elemento e (r^, s^, t^) as coordenadas intrinse 

cas de um ponto i do elemento tem-se para as coordenadas e s f é H  

cas do ponto i:

ip( i) = FHI + M  . s . ( 2 .3a , b ,c)
2 1

onde AR, Aip, A0 êstão definidos na Fig. 2.1.

Da mesma forma, sendo (U(i), V(i), W(i)} os de-s 

locamentos nodais, para um ponto qualquer tem-se:

n ■ ■■
u = í FI (i) U (i) 

i = l

n (2.4a,b,c)

v = I F I (i) V(i) 
i = l '

n
w = í FI (i) W (i ) 

i = 1

sendo F I (i) as funções de interpolação definidas na Secção 2.3 

e (u, v, w) os deslocamentos nas dire.ções (R, ^ s 0) respectiva­

mente.



10

2,5. Relações Deformações - Deslocamentos e a Ma 

triz B de Transformação

As; relações deformações-desl ocamentos em coorde­

nadas esféricas para um corpo elástico linear são [18], [20]:

£ = —  
R 3R

e , = A—  + — + — c o t 0
3^ R R

1 3w u e - _ ,— + _
u R 30 R

Y = * 2 1  + I V  _ V
d4 > 3R R

1 9v v „ , ■ . 3w
Y = ------- -  c o t 0 + A—

R 30 R 30

1,' 3u w . 3w
YflD -

R 30 R 3R

onde :  A = ; Y r * '  2 E r *  : Y* °  ’  ;

y0R “ 2e0 R

As equações acima podem ser colocadas sob a for

m a :



n

{£} '=
e0

Y Rÿ 

Y,

u

V

w

Y

i/j©

0R

(2.5)

onde [B] i o operador diferencial dado por:

[B] =

_3_

3R

R

1
R s e n 0-3,4

1 A
R 80

1
Rsen0 dip

_3_ _ 

3R

I  J_

R 30

R

cot0
R

C O t 0

1 JL
R 30

1
R sene 30

_3_

3R

( 2 . 6 )

As equações ( 2.4a ,b , c). podem ser colocadas sob

a forma:
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' '1

u i
n

FI(i) U (i)

v 1i = 1
FI ( i) V(i) > (2.7)

w : FI (i) W(i) >

e a equaçao (2.5) sob a forma:

íe} = [B]

u

V

w

[B] {U} ( 2 .8 )

sendo {U} = { u 1 v 1 w 1 u 20 v 20 w20^ (2.9)

os deslocamentos dos pontos nodais, e [B], a matriz de transfo_r 

mação deformação-deslocamento. A fim de facilitar a montagem 

de [B], ela e dividida em 20 blocos tendo cada um dimensão (6x3).

Denominando RPI e TPI, respectivamente, as coor­

denadas radial e circunferencial do ponto de integração em que^ 

tão e colocando

.A

H (1) = I f i Ü l  
3R

H ( 2 ) = ATJi.1.),
dtp

H (3 ) =
30

i = 1 , 20 (2 .10a ,b ,c )

onde H(1), H(2), H(3) são obtidos explicitamente através de AR, 

A 4 1 , A0 e as derivadas das funções de interpolação; 0 primeiro
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bloco de [B] sera::

H (1)

FI (1) / R PI

FI( D / R P I

H (2)

RPI*sen(TP I)

H (2)

RP I*sen(TP I)

0

H (1) - FI( D / R P I  

[H(3)-FI(1)*cot(TPI)]/RPI

FI ( 1)
*cot(TPI)

H (3)/RP I

RP I

H (3)/RP I 

0

H (3)

RP I * s e n (TP I)

H ( 1)-FI ( 1 ) /RP I

para i=1 na equação (2 .10).

Com isto, a equação (2.8) pode ser escrita 

forma matricial como segue:

em
(2

.
11

)
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2.6. Formulação VarlacioriaT do Modelo

Neste trabalho ê utilizado material isotrÕpico 

elástico linear para a formulação e teste do modelo.

A formulação se baseia no Método dos Deslocameji 

tos utilizando o Principio da Energia Potencial Mínima. Este 

principio requer que a primeira variação da Energia Potencial To

tal ir seja nula, ou seja, ôtt = 0 .
\

Na ausência de forças de corpo e estado de defo£ 

mação inicial, a Energia Potencial Total de um corpo elástico 

1 inear ê dada por [6] :

* _ 1 ' íe} [ C ] ( { e } - { e t 3
— -- V ^

2

• - Js (u}T {P} ds 
P

(2.13)

o n d e :

{ e >T

{et }T

íu}

{P}'

[C]

T '

- campo de deformações ;

- campo de deformações térmicas;

- campo de deslocamentos;

- forças de superfície atuando na região Sp do contorno; 

- m a t r i z  tensão-deformação dada por [7]:

[C] =
E(l-v)

(1+v)(1-2v)

1
v 1

l~v

V V
-2. 1

1-v 1 - V 

0 

0 

0

0

0

1-2 v 
2( 1-v) 

0

0

(sim.)

1-v
2(1-v)

0 1-v
2( 1-v)

(2.14)
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onde: E - modulo de elasticidade do material

v - coeficiente de Poisson.

Realizando a 1? variação em (2.13) e igualando a

zero temos:

<5 ir = / 6 { e }T [C] ( { e }  - ( e .  })dv - J- 6{ u}T{ P } ds = 0  (2.15) 
v t jp

Substituindo a equação (2.8)em (2.15) e tendo em 

vista que os deslocamentos {U} e as variações <${U} são arbitra­

rias e não dependem da posição, pode-se escrever:

(/v [B]T [C][B]dv)tU) - / v [B] T [C]{ et >dv - /s t FI }TÍ PJds = 0

Í1T = S{U}T [(Ív [B]T [C] [B] dv){ U} - Jv [B]T [C]í et Jdv-/s í F I ï Tí P } d s ] =0

P

donde tem-se

/■
[K]{ U} = { F} (2.16)

para um dado elemento sendo

[K] * J v [B]T [C][B ]dv (2.17)

a matriz de rigidez do elemento e

í n  = j v l B] T M { e t }dv f  / s { F I } T { p } d s
p

o vetor equivalente de carga nos pontos nodats.
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Passando as equações (2.17) e (2.18) para o sis­

tema de coordenadas global e por meio de uma adequada sobreposi_ 

ção das mesmas, para os diversos elementos consistentes da e£ 

trutura, chega-se ao sistema global de equações

[K]{U} = { F} (2.19)

Antes de resolver o sistema de equações (2.19), o 

mesmo deve ser modificado com a introdução das condições de coji 

torno do problema.

A integração das equações (2.17) e (2.18) e fei­

ta numericamente. 0 procedimento adotado estã descrito no Cap_T 

tulo 3.

Depois de solucionado o sistema de equações 

(2,19), os deslocamentos de todos os pontos nodais são conheci­

dos. Para se determinar as tensões em um ponto qualquer do el£ 

mento são usadas as equações

{>} = /[c] CB ]í U > - [C]{et } (2 .20)

Uma vez que. a matriz tensão [BTC] = [B]^*[C] e o 

vetor, de tensão térmica { Ce^} = [C]*{et > para cada ponto de iji 

teresse são armazenados pelo programa, se torna fãcil a obten­

ção das tensões em (2 .20).
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C A P I T U L O  3 

INTEGRAÇÃO n u m é r i c a

3.1. Introdução

Neste capítulo é apresentado um procedimento pji 

ra a integração numérica da matriz de rigidez e do vetor força 

do elemento de maneira prática e economica tendo em vista as p£ 

culiaridades da presente formulação. 0 processo aqui apresentji 

do tira proveiro da simetria existente no modelo em relação as 

direções meridional e ci rcunferenci a l .

Para melhor situar o problema de cálculo da nrn 

triz de rigidez, é mostrado a seguir um fluxograma simplificado 

dando assim o posicionamento dos cálculos que devem ser efetua^

dos inicialmente ( H g .  3.1)_. A sequência representada neste
/

fluxograma visa exclusivamente ao calculo da matriz de rigidez 

do elemento (equação 2.17). 0 procedimento para o cálculo do 

vetor força (equação 2.18) ê dado na Secção 3.3.
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Figura 3.1. Fluxograma indicando os passos de calculo para ob­

tenção da matriz de rigidez de um elemento, confor­

me esquema simplificado do programa-teste (Apêndice

C,-Figura C.l); NPI=número de pontos de integração.
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3.2. Detalhamento de cada passo indicado no f lu 

xograma da Figura 3.1.

- Matriz de propriedades elásticas do material -

[C]:

0 cálculo de [C] leva em conta a isotropia do rna 

terial fazendo com que sejam calculadas um número mínimo de va_ 

lores, ou seja, entre os 12 valores diferentes de zero (equação 

2.14) apenas 3 são calculados e repetidos convenientemente.

- Matriz Jacobiana - [J]:

Ê calculada explicitamente através de AR, AiJ;,A0,

o u s e j a :

í 20

(3.1)

(3.2)

r

[J] =

AR

2
£11 0

A\p

2

0 determinante jacobiano é dado por

= det[J] = -  (AR *• Aip * A 0 ) 
8
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- Vetor Peso - {W P } :

Para calcular o Vetor Peso, (WP), e levado em 

conta a simetria existente no modelo em relação ãs direções mê  

ridional e circunferencial e também aquela advinda do emprego 

dos pesos e abcissas fornecidas pelo processo de integração Gauss 

-Legendre [21 J. Todos esses fatores são reunidos em uma forma 

final obtendo economia satisfatória em multiplicações e somas, 

uma vez que os cálculos repetitivos são eliminados tanto quanto 

p o s s í v e l .

0 número de pontos de integração em cada direção 

é dado de uma forma codificada como IIJJKK onde II é o número 

de pontos de integração na direção radial, r, (Fig. 3.2), JJ é 

o número de pontos de integração na direção meridional, s, e KK 

é o número de pontos de integração na direção circunferencial , 

t. ,

Para facilitar a visualização do processo adota­

do na montagem do Vetor Peso, {WP}, o mesmo é demonstrado aqui 

'para o caso particular em que se tem 3 pontos de integração em 

cada direção, ou seja, IIJJKK = 0 3 0 3 0 3 .

A suposição básica inicial é que o elemento esfé 

rico.(Fig. 3.2a) seja mapeado em um cubo de lado dois por meio 

de uma transformação de coordenadas do sistema esférico para o 

sistema de coordenadas intrínseco. Para este exemplo o cubo é 

seccionado por três planos paralelos entre si e perpendicul ares 

ã direção r, conforme a Fig. 3.2b. Estes planos são o lugar 

geométrico dos pontos de integração que guardam uma relação de 

s imetria entre s i .
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A colocação dos números sequenciais dos pontos 

de integração nos planos está na Fig. 3.3.

P L A N O  1 P L A N O  2 P L A N O  3

Figura 3.3. Planos lugar geométrico dos pontos de integração pa, 

ra IIJJKK = 030303

A sequência de integração adotada vai de 010101 

a 030303 onde os pontos representados nos planos (Fig. 3.3) tem 

a seguinte correspondência-:

- Ponto 1 (do plano 1) corresponde a IIJJKK = 010101

- Ponto 2 (do plano 1) corresponde a IIJJKK = 010102

•  ~N

«

- Ponto 27 (do plano 3) corresponde a IIJJKK = 030303

Os pesos de integração de Gauss-Legendre nas d^ 

reções r,s,t são, respectivamente, A., B., C. e as abcissas X-,
1 J  K 1

V  zk
Com relação aos pesos nota-se que A^ = B^ = C^ ,



24

ou seja: = B| =

E além disto, para este exemplo explicativo, tem 

se: A 1 = A 3 ; b 1 = B3 ; = C3 .

0 mesmo procedimento e feito para as abcissas 

X .j j Y^, Z.. A economia em operações de multiplicação jã se faz 

notar a partir dos produtos dos pesos A-, B., C. em que quatro 

valores são suficientes para cobrir os 27 pontos de integração 

deste exemplo:

W 1 = A 1 * A 1 * A 1

W2 = A 1 * A 1 * A2

W3 = Ai * A 2 * A 2

u - a * A * An ̂  — i \ 2 2 2

0 fato de todos os pontos de um mesmo plano (Fig. 

3.3) terem um mesmo raio é levado em conta. Nota-se também que 

existem apenas 3 valores de ângulos na direção meridional (^) 

os quais cobrem todos os pontos de integração e que estão repr£ 

sentados por F ^ , F2 , F3 na Fig. 3.3.

0 Vetor Peso, (WP>, é montado com a contribuição 

das seguintes parcelas:

- pesos de integração de Gauss-Legendre.

- abcissas dos pontos de integração de Gauss -Le­

gendre.

- raio do ponto de integração em relação ao si.s 

tema de coordenadas esférico.



25

- ângulo ip da direção meridional em relação ao 

sistema de coordenadas esférico.

- determinante Jacobiano que fornece a relação 

de volumes entre o domínio de integração e o 

r e a l .

Para o ponto de integração 1 (onde 11JJKK = 0 10101)

t e m - s e :

Colocando

WP (1 ) = (A1* B 1* C 1 ) * (R 1 * R 1 )*DET*SIN(ip1 ).

= A^*B^*C^, produto dos pesos de integração 

= R^*R^*DET, raio do ponto de integração e o 

DET

= SIN (ipj), seno do ângulo \p no ponto 1

tem-se, finalmente,

W P (1) = W 1* R 11* S 1

Obtém-se economia em multiplicações também neste 

procedimento calculando separadamente as parcelas:

vetor W. (quatro neste exemplo).
. 0

vetor XP. = produto de W., raio, seno de ip e DET
J

(dezoito neste exemplo), 

e repetindo convenientemente seus valores aproveitando a sim£ 

tria geométrica e dos pontos de integração. Todo este procedi­

mento estã reunido na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1. Montagem do Vetor Peso, {WP}, para IIJJKK = 030303 

pontos de integração.

Pontos de Pesos de Integração de 
Gauss-Legendrè

Vetor

wj

Vetor

xpi

Vetor Peso 
WP(j)lllwĈ I QyClU

PI.
J

R,r «l,S e,t

010101 A1 B , c ,
XP, WP 1)

010102 A i B, c 2 “ 2 X ro

WP 2 )

010103 A 1 B, ■=3 W1 XP, WP 3)

010201 A 1 B 2 • ' 1 .
w 2 XP3 WP 4)

010202 A 1 b2 C2 «3
XP4 WP 5)

010203 A 1 b 2 C3
w2 XP3 WP 6 )

010301 A 1 b3 'l W , XP5 WP 7)

010302 A 1 B 3 C2 w 2 XP6 WP 8 )

010303 A 1 B 3 = 3 W , XP5
WP 9)

020101 A2 B , C ,
w 2 XP? WP 10)

020102 a 2 B, C2 W 3

00
o.X

WP 1 1 )

020103 a2 B, C 3
w 2 XP? WP 12)

020201 a 2 B 2 w 3 XP9 WP 13)

020202 a 2 b 2 C2 w 4 X P ,0 WP 14)

020203 a 2 B2 C 3 W 3 X P9 . WP 15)

020301 a 2 b 3 c ,
w 2 x p ,,

WP 16)

020302 a 2 B3
c2 W 3 X P , 2 WP 17)

020303 a 2 ' B 3 C 3 «2
X p ,, WP 18)

030101 B, ", X P ,3
WP 19)

030102
*3 B, C 2 "2 X P , 4 WP 20)

030103 A 3 B, = 3 ", X P 13
WP ■21 )

030201 A 3 b 2 c, "2 X P ,5
WP 22)

030202 A 3 b 2 C 2 "3 X P , 6 WP 23)

030203 *3 b 2 C 3 W 2

L
O

Q
_

X

WP 24)

030301 A 3 B 3 C , ", X P 17
WP 25)

030302 A 3 b 3 C2 "2 X P 18
WP 26)

030303 a 3 B 3 C 3 ", XP 1 7
WP 27)



Os valores para a montagem da Tabela 3.1 são

segui n t e s :

*1 ■ B i ■ C1
= 0,555 555 555 555 556

A2 ii CO
ro *  C2 = 0,888 888 888 888889

A 3 ■ B3

II O
CO " A 1

X 1 ■ Y1 - Z 1
= -0,774596669241483

x2
' V2 ■ Z2

II CD O

X
CO " V3

II iv
i

CO ■  -x i

e os cálculos são:

w r V B t*c i

w r V B i*c2

W3 = A 1*B2*C2

W4 =A2* B2*C2

r 1=rm+dr2* x 1

r 2 =r m

r3=rm+dr2*x3

F 1=FHI+DFHI*X1/2

f 2 = f h i

F3=FHI+DHFI*X3 /2

S 1= S I N ( F 1 ) 

S 2=SIN(F2 ) 

S3=SIN(F3 )

R 11= R 1* R 1*DET

R22=R2*R2* DET

R33=R3*R3*det

X P r R 11*W l* S 1 

XP2=R11*W2*S 1 

XP3= R 11*W 2*S2

xp4 = R n *W3* S 2 

xp5= R n * w r s3 

X P6= R 11*W2*S3

X P7=R22*W 2*S 1

XP8 =R22*W 3*S 1

XP9=R22*W 3*S 2

X P 10=R22*W 4*S2 

X P 11=R22*W 2*S3 

X P 12=R22*W 3*S 3

X P 13=R33*W 1*S 1 

X P 14=R33*W 2*S 1 

X P 15=R33*W 2*S 2

X P 16“R33*W 3*S 2 

X P 17=R33*W 1*S3 

X P 18=R33*W 2*S3

W P ( 1 ) = X P1 
• .
• •

WP(26)=XPlg 

WP(27)=XP17
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Nas expressões acima, tem-se

RM = raio médio do elemento de sólido esférico

1 DR2 = AR/2

FHI = ângulo \p do centro do elemento de sólido 

esférico 

DFHI = Aip

Todos os cálculos acima são realizados em dupla 

precisão. 1

Varias combinações entre pontos de integração dê  

sejãveis para estudar a influência destes no cálculo da matriz 

de rigidez estão no Apêndice A, juntamente com outras tabelas 

para montagem de {WP}.

_ 1
- Matriz inversa da Jacobiana - [J] :

Calculada de forma explTcita através de

A0, ou seja:

/
m

2/AR 0 0

[J] = 0 2/AiJ> 0

0 0 2/A0

- Cálculo de [D]:

Faz-se o produto de [C] pelo valor corresponden­

te do Vetor Peso no ponto i, ou seja:

AR, Aip,

(3.3)

[D] = [C] * W P (i ) (3.4)



29

0 valor de [BTD] é dado pelo produto de [B]^ e

[D], o u s e j a :

[BTD] = [B]T * [D] (3.5)

A matriz de rigidez e dada pela sobreposição coji

veniente dos produtos de [BTD] e [B] em cada ponto de integra^ 

ção, ou seja:

[K] = Z ([BTD] * [B]) ' (3.6)

3.3. Vetor equivalente de carga nos pontos nodais 

(eq. 2.18)

0 vetor de cargas nodais pode ser proveniente de 

tres tipos de c a rregamento: mecânico distribuído, concentrado 

ou térmico.

3.3.1. Carregamento meoãnico distribuído e eon_ 

centrado

0 carregamento mecânico distribuído obedece a um 

procedimento especial que estã delineado na Referência 4 e re 

produzido no Apêndice D. No entanto, deve ser chamada a atenção 

para o fato de que o carregamento é fornecido no sistema e s f é H  

co (global) não necessitando, portanto, das transformações de 

coordenadas ali previstas. Modificações apropriadas foram efe 

tuadas na subrotina que trata desta parte. Além disto, a intro^
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dução do calculo do Jacobiano de forma explícita, bem como das 

coordenadas esféricas do ponto de integração, trazem economia 

adicional no tempo de processamento.

A carga nodal concentrada, quando houver, deve 

ser somada diretamente no vetor resultante de cargas nodais.

3.3.2. Carregamento térmico

Ê processado por ponto de integração, paralela­

mente ã determinação da matriz de rigidez, por ser decorrente 

da integração sobre o volume do elemento. Calcula-se, via fuji 

ções de interpolação, a temperatura local instantânea (TP) no 

ponto de integração. Para uma dada temperatura de referência, 

Tref j j > calcula-se o vetor deformação térmica,

{et )T = { a T D , a T D , a T D , 0, 0, 0} (3.7)

onde: TD = TP - T ref jj e a é o coeficiente de expansão té_r 

miça do material.

. 0  vetor tensão térmica local é então determinado 

pelo produto da matriz de propriedades elásticas do material, 

[C],.e o vetor deformação térmica:

{Cet } = [C] * {et } (3.8)

Por último, o vetor força térmica é calculado pê  

lo produto da "matriz tensão" e o vetor deformação térmica:

{Ft > = [BTD] * {et} (3.9)
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Uma sobreposição conveniente é feita até complje 

tar todos os pontos de integração em questão.

No procedimento computacional todos os resulta^ 

dos descritos acima são calculados e armazenados em disco para 

uso posterior.

3.4. Estimativa do número de somas e multiplica­

ções para o cálculo da matriz de rigidez do 

elemento proposto

São dadas a seguir duas tabelas que mostram uma 

estimativa do número de operações requeridas para avaliação da 

matriz de rigidez de um elemento tri-dimensional utilizando o

procedi mento convencional e o aqui proposto. Na Referência 1 

se encontra um estudo detalhado a esse respeito.
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Tabela 3.2. Operações requeridas para avaliação da matriz de 

rigidez, elemento tri-dimensional (procedimento co_n

1 vencional), conforme Referência 1.

Passos na Computação N9 Adições N9 Mui ti plicações

1. Para cada ponto de inte 

gração

a) Produto de coef. de peso 

e matriz C de pro prieda­

de do material

6x6

b) Obtenção do produto CB 6x6x3N 6x6x3N

c) Obtenção BT CB (porção tri 

angulâr'superior, somente)
—[6x3N(3N+1)] 
2

—[6x3N(3N+1)] 
2

Total p a r a 'o ’passo 1 27N2+117N 27N%117N+36

2. Repetindo as operações 

no passo 1 para NPI 

pontos de integração

(27N2+117N)NPI (27N2+117N+36)NPI

3.. Soma superior dos ele­

mentos individuais da 

matriz de rigidez ava 

liada em NPI pontos de 

integração

—[3N(3N+1)]NPI 
2

4. N9 total de operações 

para obter a matriz de 

rigidez do elemento 

(passos 2 e 3)

1(63N2+237N)NPI
2

(27N2+117N+36)NP1

N = número de nós do elemento

NPI = n9 de pontos de integração no elemento
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Tabela 3.3. Operações requeridas para avaliação da matriz de 

rigidez do elemento proposto.

PROCEDIMENTO N9 ADIÇÕES N9 MULTIPLICAÇÕES

1. Para cada ponto de 

i ntegração

a) Obtenção de [D] = [C]*WP(i) 3

b) Obtenção de [BTD] = [B]T*[D] 18N 36N

c) Obtenção de [K] = [BTD]*[B] 

(parte triangular inferior)
2,5(9N2 + 3 N ) 3(9N2 + 3 N )

2. Total para o passo 1 22,5N* + 2 5, 5N 2 7 N2 + 45N + 3

3. Total para NPI pontos de 

integração
(22,5N2+25,5N)NPI (2 7 N2 + 45N + 3)NP I

4. Soma dos elementos da ma 

triz de rigidez (parte 

triangular infèriòr)

91, 5 N (NPI -1 )

5. Número total de operações 

para obtenção da matriz 

de rigidez (pãssòs 3 e 4)

(22,5NZ+117N)NPI - 

- 91,5N
(2 7 N2 + 45N + 3)NP I

6 . Economia em operações em 

relação ao procedimento 

convencional (Tab. 3.2)

25% 1.1%

N = numero de nõs do elemento

NPI = n9 de pontos de integração no elemento
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C A P I T U L O  4 

EXEMPLOS NUMÉRICOS

4.1. Introdução

A formulação apresentada nos Capítulos 2 e 3 é 

testada através da solução de problemas com geometria típica p^ 

ra aplicação do elemento de solido esférico. Os resultados eji 

tão são comparados com soluções analíticas e/ou numéricas encoji 

tradas na literatura a fim de comprovar a precisão da formulji 

ção proposta. Alguns exemplos são apresentados a seguir.

4.2. Primeiro exemplo: solução do problema de uma 

esfera oca submetida a um carregamento m e câ 

nico distribuído devido ã pressão uniforme

4.2.1. Utilizando a modelagem padrão de teste

A modelagem padrão de teste encontra-se represen. 

tada na Fig. 4.1 e tem como característica principal o fato de 

utilizar apenas um elemento. Esta modelagem aproveita a dupla 

simetria existente na estrutura, tanto geométrica quanto de car 

r e g amento.

0 material adotado para este e os demais e x e m ­

plos é o aço baixo carbono com modulo de elasticidade E=192190MPa,
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coeficiente de Poisson v = 0,3, na temperatura de 30°C a qual 

se convencionou chamar de temperatura de referência I (T j).

A solução analítica deste problema se encontra 

na literatura, e.g., [19] onde Ó fornecida a tensão radial, teji 

são tangencial e o deslocamento radial. As distribuições des_ 

tas são a s s e g u i n t e s :

3 ,  3 3 3 ,  3 3
Pe b (R -á ) ,P.â (b -R )

( j  =  j  -  -  +  g  j  j

K R (a -b ) R (a -b )

P b3 (2R3 +a3 ) P.a3(2R3+ b 3 )
o , = o ,

(4.1)

(4.2)T|, 3 3 3 3 3 3
^ 0 2R (a -b ) 2R (a -b )

= -  [(1-v) a - va ] = -  donde
V £ V R

u = -  [(1^V) Oy - vcrR ] ! (4.3)

onde 'P e P.. são as pressões externa e interna respectivamente.

Para a solução numérica deste problema o mesmo 

é dividido em duas etapas: na primeira é considerado apenas a 

pressão interna uniforme e na outra somente a pressão externa 

uniforme. Os dados comuns são os seguintes:

Pressão = 1 ,0 MPa

a = 1 ,0 m

b = 2 ,0 m

Aip = A0 = tt/ 12 rad

As condições de contorno são:

u = u ( R )  v = 0 , 0  w = 0 , 0
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R1 = 1,0 m 
AR s l,0(Ti

Vi s 21T/9 

AV= TT/I2 
01 = 2TT/9 

A 0 =  TT/12

(C)

Figura 4.1. (a) Modelagem padrao de teste. Tipos de carregamento: (b) Pres­

são interna; (c) Pressão externa.
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Os resultados mostrados nas Tabelas 4.1 a 4.4 e 

nas Figuras 4.2 a 4.5 servem para verificar a convergência da 

solução a medida que se altera o número de pontos de integração 

para o calculo da matriz de rigidez. Deve-se salientar que a 

quantidade de pontos de integração nas direções radial, meridio 

nal e circunferencial, respectivamente, para o calculo da mji 

triz de rigidez está identificada na 1? linha das Tabelas. Para 

efetuar a integração do vetor de força superficial acrescentjj 

se a estes uma unidade em cada direção. Todos os cálculos para 

este exemplo, bem como para os demais,, foram realizados em pr£ 

cisão dupla. Tanto os deslocamentos como as tensões para este 

e os demais exemplos foram calculados nos pontos nodais da mod£ 

lagem (os quais coincidem com os raios indicados nas tabelas e 

gráficos).

Tabela 4.1. Deslocamento radial (u x 105m). Pressão interna. Mo 

delagem padrão de teste.

RAIO
(m)

NOMERO DE PONTOS DE INTEGRAÇAO (N P I) SOLUÇÃO
ANALlTICA020202 030303 040202 040402 Q40404

1,000
1,500
2,000

0,221278
0,133785
0,099687

0,399646
0,213548
0,151942

0,399632
0,213544
0,151950

0,399646
0,213548
0,151942

0,399646
0,213548
0,151942

0,416255
0,216386
0,156095
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Tabela 4.2. Tensões resultantes (MPa). Pressão interna. Modela^ 

gem padrão de teste.

TENSÃO
(MPa)

RAIO
(m)

NÚMERO DE PONTOS DE INTEGRAÇÃO SOLUÇÃO
ANALÍTICA020202 030303 040202 040402 040404

°R

1,000

1,500

2,000

-0,100

-0,117

0,072

-0,399

-0,325

0,172

-0,399

-0,325

,0 ,172

-0,399 

-0,325 

0,172

-0,399

-0,325

0,172

-1,000

-0,196

0,000

°4i~a d

1,000

1,500

2,000

0,565

0,195

0,168

0,926

0,252

0,282

0,926

0,252

0,282

0,926

0,252

.0,282

0,926

0,252

0,282

0,714

0,312

0,214

Figura 4.2. Deslocamento radial (u). Pressão interna. Modelagem 

padrão de teste.
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r --- SOLUÇÃO ANAL ÍT ICA

l  X 3 PONTOS DE INTEGRAÇÃO

(b )

Figura 4.3. Tensões resultantes: (a) radiais; (b) tangenciais. 

Pressão interna. Modelagem padrão de teste.
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5 ~
Tabela 4.3. Deslocamento radial (u x 10 m). Pressão externa. 

Modelagem padrão de teste.

RAIO
(m)

NÚMERO DE PONTOS DE INTEGRAÇÃO (N P I) SOLUÇÃO
ANALÍTICA020202 030303 040202 040303 040404

1,000

1,500

2,000

-0,398640

-0,377778

-0,647894

-0,607767

-0,525731

-0,568186

-0,607801

-0,525715

-0,568128

-0,613442

-0,531614

-0,575999

-0,607766

-0,525731

-0,568186

-0,624381

-0,528577

-0,572350

Tabela 4.4. Tensões resultantes (MPa). Pressão externa. Modela_ 

gern padrão de teste.

TENSÃO RAIO NÜMERO DE PONTOS DE INTEGRAÇAO SOLUCAO
(MPa) (m) 020202 030303 040202 040303 040404 ANALÍTICA

1,000 -0,023 -0,601 -0,6 01 -0,610 -0,601 0,000

0R 1,500 -1,203 -0,675 -0,675 -0,689 -0,675 -0,804

2,000 -2,869 -1,172 -1,172 -1,195 -1,172 -1,000

1,000 -1,104 -1,926 -1,926 -1 946 -1,92 6 -1,710

Q II Q
CD

1,500 -1,207 -1,252 -1,251 -1,268 -1,252 I
I

-1,310

j
2,000 -2,119 -1,282 -1,282# -1,303 1 -1,282 j -1,,210
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—  Solução analítica 

x 2 pontos de integração 
A 3,4 pontos de integração

Figura 4.4. Deslocamento radial (u x 10 m). Pressão externa 

Modelagem padrão de teste.

—  Solução analítica 

x - NPI = 20202 

o - NPI = 30303 e 40202 

d - NPI = 40404

Figura 4.5a. Tensões radiais na modelagem padrão de teste devi 

do ã pressão externa.
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x - NPI = 20202 

o - NPI = 30303 e 40202 

d  - NPI = 40404

(b)

Figura 4.5b. Tensões tangenciais na modelagem padrão de teste 

devido ã pressão externa.

Analisando os resultados obtidos, constata-se que 

a solução utilizando 2 pontos de integração causa um elevado e£ 

ro para os dois casos de pressão interna ou externa. As soljj 

ções utilizando 040402, 040404, 040303 dão a mesma precisão de 

solução que com 030303 pontos,porem aquelas consomem mais tempo 

de máquina do que esta. A solução alternativa é a de 040202 pori 

tos de integração a qual utilizando apenas 16 pontos reproduz 

valores de mesmo grau de precisão que a de 030303 pontos (ou s£ 

ja 27 pontos de integração no total), porem consumindomenos tem 

po de processamento dos dados.

4.2.2. Utilizando uma fatia da esfera no 1? qua_ 

drante

A F'i g . 4.6-a.b. mostra a fatia de esfera com 1 e 5
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Figura 4.6. (a) Fatia de esfera com 1 elemento em cada direção 

(1R1F1T) ; (b) Fatia de esfera co~ 1 elemento na d_i_ 

reção radial, 6 elementos- na direção meridional e 1 

elemento na direção circunferencial (1R6 F 1 T ).
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elementos. Além desta são calculados os valores para 2 e 4 el£ 

mentos. Os carregamentos são os mesmos aplicados no caso ant£ 

rior e a solução analítica e dada pelas equações 4.1 a 4.3. 0 

material utilizado é o mesmo. As condições de contorno são tam 

bem idênticas, ou seja:

u = u (R ) 

v = 0 ,0 

w = 0,0

Devido a simetria de carregamento, sabe-se que 

bons resultados podem ser obtidos usando poucos elementos na 

modelagem da esfera. A solução do problema proposto tem por 

objetivo verificar a influência do número de elementos na mod£ 

lagem. Quanto menor o número de elementos, menor serã o volume 

de dados de entrada e de processamento obtendo assim economia 

de espaço e de tempo de maquina.

Nas Tabelas 4.5 a 4.7 estão os resultados para o 

.carregamento mecânico, distribuído devido a pressão interna un_i_ 

forme ou externa.

Uma análise dos resultados mostra que a utiliz_a 

ção de mais de um elemento na direção meridional ê totalmente 

desnecessária para o tipo de carregamento proposto.

Com a finalidade de melhorar a convergência dos 

resultados obtidos acima, foi resolvido novamente o problema coni 

siderando um refino da malha na direção radial também. Foram 

testadas 4 malhas, todas com 2 elementos na direção radial e

1, 2, 4 e 6 elementos na direção meridional. Como pode ser
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Tabela 4.5. Deslocamento radial (u x 105m). Tres pontos de inte 

gração em cada direção. Modelagem da Fig. 4.6.

CARREGA
MENTO

RAIO
(m)

M A L H A S SOLUÇÃO
ANALÍTICAl x l x l 1x2x1 1x4x1 1x6x1

PRESSÃO
INTERNA 
(1,0 MPa)

1,000 

1 ,5 00 

2,00 0

0,400008

0,213737

0,151932

0,399653

0,213551

0,1.51939

0,399646

0,213548

0,151942

0,399646

0,213548

0,151942

0,416255

0,216386

0,156095

PRESSÃO 
EXTERNA 
(1,0 MPa)

1,000

1,500

2,000

-0,607719

-0,526263

-0,569261

-0,607 766 

-0,525731 

-0,568186 |

-0,607766

-0,525731

-0,568186

-0722939

-0,619593

-0,643984

-0,624381

-0,528577

-0,572350

Tabela 4.6. Tensões resultantes devido a pressão interna aplica^ 

da na modelagem da Fig. 4.6. utilizando 3 pontos de 

integração.

TENSÃO RAIO
M A L H A S SOLUÇÃO

ANALÍTICAl x l x l 1x2x1 1x4x1 1x6x1

aR

1,000
1,500
2,000

-0,399
-0,325

0,171.

-0,399 
-0,325 

0,172 •

-0,399
-0,325

0,172

-0,399
-0,325

0,172

-1,000 
-0,19 6 

0,000

V G e

1,000
1,500
2,000

0,927
0,252
0,282

0,926 
0,252 
0 ,2 82

0,926
0,252
0,282

0,926 
0,252 
0,282

’... ....... i

0,714 
0,312 j 
0,214 '
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Tabela 4.7. Tensões resultantes. Pressão externa. Três pontos 

de integração em cada direção. Fig. 4.6.

TENSÃO
(MPa.)

RAIO
(m)

M A L H A S SOLUÇÃO
ANALÍTICAl x l x l 1x2x1 1x4x1 1x6x1

aR

1,000
1,500
2,000

-0,604
-0,679
-1,176

-0,601
-0,674
-1,172

-0,601
-0,675
-1,172

-0,738
-0,712
-1,170

0,000 
-0,804 
-1,00 0

V a e

1,000
1,500
2,000

-1.928 
-1,254 
-1,285

-1,926 
-1,2 52 
-1,282

-1,926
-1,252
-1,282

-2,300
-1,440
-1,390

-1,710
-1,310
-1,210

visto através das Tabelas 4.8 a 4.10 houve uma mel hora na conve_r 

gência dos resultados, sendo que a malha com o menor número de ele 

mentos (2R1F1T) está com resu1tados tão bons quanto os demais.

5 -
Tabela 4.8. Deslocamento radial (u x 10 m). Tres pontos de intj;

gração em cada direção. Modelagens 2R1F1T a 2R6F1T.

CARREGA
MENTO

RAIO
(m)

M A L F A S SOLUÇÃO
2x1x1 2x2x1 2x4x1 2x6x1 ANALÍTICA

1,000 0,414309 0,414318 0,414307 0,414307 0,416255

PRESSÃO 1,250 0,284237 0,284241 0,284236 0,284236 0,284540
INTERNA 1,500 0,215652 0,215650 0,215651 0,215651 0,216386
(1,0 MPa)

1,750 0,177777 0,177776 0,177776 0,177776 0,178243

2,000 0,155607 0,155606 0,155607 0,155607 0,156095

1,000 -0,622428 -0,622428 -0,622428 -0,622428 -0,624381

PRESSÃO 1,250 -0,544388 -0,544387 -0,544387 -0,544387 -0,544658

EXTERNA 1,500 -0,527834 -0,527834 -0,527834 -0,527834 -0,528577
(1,0 MPa) 1,750 -0,541990 -0,541990 -0,541990 -0,541990 -0,542466

2,000 -0,571851 -0,571851 -0,571851 -0,571851 -0,572350
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Tabela 4.9. Tensões resultantes. Três pontos de integração em 

cada direção. Pressão interna (1,0 MPa). Modelagens 

2R1F1T a 2R6F1T.

TENSÃO RAIO M A  L  H A S SOLUÇÃO
ANALÍTICA(m) 2x1x1 2x2x1 2x4x1 2x6x1

1,000 -0,746 -0,746 -0,746 -0,746 -1,000
1,250 -0,524 -0,524 -0,524 -0,524 -0,442

rv 1,500 -0,073 -0,073 -0,154 -0,154 -0,196
R 1,750 0,005 0,005 -0,085 -0,085 -0,070

(MPa) 2,000 0,082 0 ,0 82 0,024 0,024 0,000

1,000
•
0,818 0,818 0,818 0,818 0 ,714

1,250 0,400 0,400 0,400 0,400 0,435

Q ■€-
II Q

CD 1,500 0,363 0,363 0,329 0,329 0,312
(MPa) 1,750 0,392 0,392 0,242 0,242 0,249

2,000 0,320 0,320 0,224 0,224 0,214

Tabela 4.10. Tensões resultantes. Três pontos de integraçao.

Pressão externa (1,0 MPa). Modelagens 2R1F1T a 

2R6F1T. '

TENSÃO RAIO
(m)

M A L H A S SOLUÇÃO
ANALÍTICA2x1x1 | 2x2x1 2x4x1 2x6x1

1,000 -O ,254- -0,254- -0,254 -0,254 0,0 00
1,250 -0,476 ! -0,475 -0,476 -0,476 -0,558

R 1,500 -0,927 i -0,928 -0,927 -0,927 -0,804
(MPa) 1,750 -1,190 j -1,189 -0,915 -0,915 -0,930

2,000 -1,240 ! -1,236 -1,020 -1,020 -1,000

1,000 -1,820 ; -1,818 -1,820 ; -1,820 -1,710'

a , =o„
1,250 -1,40 0 j -1,400 - 1 , 4 0 0  ; -1,400 -1,440

ip e 1,500 -1,360 ‘ -1,364 -1,360 -1,360 -1,310
(MPa) 1,750 -1,700 -1,700 -1,240 : -1,240 -1,250

2,000 -1,580 1 -1,576 -1,220 -1,220 -1,210
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Se ao inves de 2 elementos na direção radial fo 

rem colocados 4 elementos tal como a modelagem 4R3F1T, Figura

4 .7 , os resultados são sensivelmente melhores para o problema 

proposto.

As tabelas 4.11 a 4.13 dão os resultados para o 

carregamento mecânico distribuído devido ã pressão interna ou 

externa.

Figura 4.7. Fatia de esfera no 19 quadrante. Modelagem 4R3F1T.
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Tabela 4.11. Deslocamento radial (u x 10 m). Modelagem 4R3F1T. 

Pressão interna e externa.

5

CARREGA RAIO
(m)

NÜMERO DE PONTOS DE INTEGRAÇÃO SOLUÇÃO
ANALÍTICA20202 30303 40202 40403

1,000 0,263972 0,416092 0,415330 0,416090 0,416255

id4
1,125 0,243912 0,338830 0,338412 0,338830 ■ 0,338849

IN
TE

RN
i

1,250 0,226038 0,284449 0,284477 0,284449 0,284540

(tfcm 1,375 0,198157 0,245279 ‘ 0,245306 0,245279 0,245323
OiCw

S
O 1,500 0,173630 0,216323 0,216337 0,216323 0,216386

coWPí
1—1 1,625 0,158817 0,194646 0,194658 0,194646 0,194690

1,750 0,146076 0,178193 0,178204 0,178193 0,178243

1,875 0,136394 0,165651 0,165661 0,165651 0,165692

2,000 0,128342 0,156053 0,156062 0,156053 0,156095

1,000•
I

-0,512811 |-0,624211 -0,624261 -0,624211 -0,624381

1,125 -0,472236 w |-0,572966 -0,573013 -0,572965 -0,572992
Cs 1,250 -0,454058 ' -0,544600 -0,544648 -0,544600 -0,544698
wÊ-l>< tü 1,375 -0,435282 -0,531446 -0,531488 -0,531446 -0,531499
M
O

CMs
o

1,500 -0,430260 -0,528506 -0,528546 -0,528505!
í

-0,528577
COCOw
Pu

i—i 1,625

1,750

-0,441238

-0,463044

-0,532844 :f r
-0,542407 ;

-0,532960

-0,542577

-0,5328441I1
-0,542406

-0,532897

-0,542466

1,875 i
i

-0,354039 -0,555882 -0,554780 -0,555880 -0,555931
i

2,000 ! -0,246056 : -0,572301
1

-0,570079 : -0,572297 -0,572350
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Tabela 4.12. Tensões resultantes. Pressão interna. Modelagem 

4R3F1T.

TENSÃO
RAIO

( m )

NÜMERO DE PONTOS DE INTEGRAÇÃO SOLUÇÃO

ANALÍTICA
030303 040202 040403

1 ,000 -0,913 -0,909 -0,913 -1 ,000

1,125 -0,694 -0,687 -0,694 -0,660

1 ,250 -0,384 -0,374 -0,384 -0,442

1 ,375 -0,221 -0,222 -0,221 -0,297

°R
1 ,500 -0,110 -0,110 -0,110 -0,196

1 ,625 -0,011 -0,011 -0,011 -0,123

1 ,750 -0,064 -0,064 -0,064 -0,070

1 ,875 -0,033 -0,033 -0,033 -0,031

2,000 0,005 0,005 0,005 0,000

1 ,000 0,751 0,751 0,751 0,714

1,125 0,529 0,53-1 0,529 0,544

1 ,250 0,460 0,465 0,460 0,435

1 ,375 0,504 0,504 0,504 0,363

Q II Q
CD

1 ,500 0,428 0,428 0,428 0,312

1 ,625 0,470 0,470 0,470 0,276

1 ,750 0,252 0,252 0,252 0,249

1 ,875 0,228 0,228 0,228 0,230

2,000 0,216 0,216 0,216 0,214
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Tabela 4.13. Tensões resultantes. Pressão externa. Modelagem 

4R3F1T.

TENSÃO
RAIO NÜMERO DE PONTOS DE INTEGRAÇÃO SOLUÇÃO

ANALÍTICA(m) 030303 040202 040403

1 ,000 -0,087 -0,087 -0,087 0,000

1 ,125 -0,306 -0,306 -0,306 -0,340

1 ,250 -0,616 -0,616 -0,616 -0,558

1 ,375 -0,881 -0,881 -0,881 -0 ,703

a R
1 ,500 -0,983 -0,983 -0,983 -0,804

1 ,625 -1 ,194 -1 ,196 -1,190 -0,877

1 ,750 -1,214 -1,215 • -1,210 -0,930

1 ,875 -0,967 -0,941 -0,967 -0,969

2,000 -1 ,005 -0,981 -1 ,010 -1 ,000

1 ,000 -1 ,751, -1 ,751 -1,750 -1 ,710

1,125 -1 ,529 -1 ,529 -1 ,530 -1 ,540

1 ,250 -1,460 -1,460 -1,460 -1 ,440

1 ,375 -1 ,675 -1 ,675 -1,680 -1,360

°\p = °Q
1 ,500 -1,582 -1,582 -1,580 -1,310

1 ,625 -1,812 -1,813 -1 ,810 . -1 ,128

1 ,750 -1 ,712 -1,713 -1 ,710 -1,250

1 ,875 -1 ,228 -1,216 -1,230 -1 ,230

2,000 -1,216 -1,203 -1 ,220
i ......

-1 ,210
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4.3. Segundo exemplo: solução do problema de uma 

esfera oca submetida a um carregamento ter

mico devido ao fluxo estacionário de calor

0 fluxo estacionário de calor e aplicado a par­

tir da face interna da superfTcie esférica (Fig. 4.8).

i

Figura 4.8. Representação esquemática da carga térmica na face 

interna (T^) e externa (T ) da esfera.

De acordo com Timoshenko e Goodier [19], a temp£ 

ratura em um c:nto qualquer da esfera é dada por:

T = (Tf - T )(-2-)(í - 1) + T (4.4)
1 e b-a R e
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e para as tensões, deformações e deslocamentos:

,a = J _ L  (T T ) -  [a + b - —(a2+ab+b2 ) + (4.5)
R (1 - v) 1 e (b -a ) R R

a,/) = an = -iL-L - (Tr Tp ) 3ab-3 [a+b - — (à +ab+b2 ) - 5 - ^ - ]  (4.6) 
^ 0 (1-v) 1 e (b -a ) 2R 2R

eR = 1  [aR - 2va,] + a ( T - T )  = ^  (4.7)
R E R ip , e d R

se = 7 [ ( , ' v) + a(T-Te ) =7 (4-8)

donde

u = R'{1 [(1 -v)aifj - v a R ] + a(T-Te )} (4.9)

0 material utilizado é o aço baixo carbono com

módulo de elasticidade E = 1 9 2 1 9 0  NI Pa, coeficiente de Poisson

— — — - 4 o
v = 0,3 e coeficiente' de dilataçao térmica a = 0,11051 x 10 / C

calculados na temperatura de 30°C (Tref j). A temperatura ex̂

terna (Te ) 5 adotada c o m o .temperatura de referência (Tref II^

no cálculo das deformações e tensões (equações 4.5 a 4.9).

As condições de contorno para a solução numérica

s ã o :

u = u (R ) 

v = 0,0 

w = 0,0
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Uma vez que na formulação proposta as tensões 

(eq. 2 .2 0 ) são avaliadas numericarnente, usando polinomiais de 

29 grau (equações 2.1 e 2 .2 ) e suas derivadas e funções linea­

res de temperatura e na solução analítica, as tensões são uma 

função cúbica do raio da esfera (eq. 4.5 e 4.6) é de se prever 

que resultados satisfatórios sÕ sejam conseguidos com algum ne 

fino da modelagem na direção, radial-. 0 mesmo procedimento deve? 

rã ser adotado quando se aumentar a diferença entre a temperatjj 

ra interna (T^) e a externa (T ).

A solução do problema é apresentada em três et£ 

pas. Na primeira, a titulo de teste, são mostrados os resulta^ 

dos para temperatura constante em toda a modelagem. Na segunda 

são apresentados resultados para o caso em que a maior diferen­

ça de temperatura (externa e interna) e de 10°C. E na terceira 

etapa são apresentados resultados para uma diferença de tempera^ 

túra de até 100°C.

4.3.1. Solução do 2? exemplo para o caso de car_ 

f.- regamento térmico constante

Utilizando a modelagem padrão de teste (Fig.4.1) 

com os seguintes dados:

T. = T = Temp. nodal = 30°C 
i e r

T _ . = T _ TT = 30°C 
ref.I ref.II

E = 1 921 90 MPa ■ • Qm x .no r
> em T = 30 C

a = 11,051 x 10“6/°C

v = 0 ,3

os resultados são os dados pela Tabela 4.14.



55

Tabela 4.14. Resultados para a modelagem padrão de teste subme­

tida a um carregamento térmico constante de 30°C 

utilizando 030303 pontos de integração.

[ - _____ _____________-  _ - -I  -  —  -

Raio(m) Deslocamento radial - u(m) oR (MPa) %  = °0(MPa)

1 ,000 -0,503933 x IO “ 9 -6,423x1 O” 4 -4,136x10'4

1 ,500 -1 ,21 5340 x IO ' 9 -3,854x10-4 -3,876x10~4

2,000 -2,134790 x 10 “ 9 -8 ,664x1 0~4 -7,621x10-4

4.3.2. Solução do 29 exemplo para o caso de car_

reqamento térmico com T . =  40°C e T =30°C 
v t e

D a d o s :

C  _  1 0 5 1 0 ( 1  M D ?L_ — I ^  fc- | ^  1/ I I I  CÃ

V = 0,3

a = 11,051 x 10‘6/°C

T - t = T , TT = 30°C 
r e f . I r-ef. 11

0s resultados para deslocamentos iniciaram a coji

vergência para a solução analTtica j a a partir de um refino da

modelagem padrão de teste colocando 2 elementos na direção ra­

dial (Fig. 4.9). Seus valores estão na Tabela 4.15.

A coluna Erro (%) que aparece nas tabelas a se_ 

guir é definida como:

Erro (%) - ( S o ^ Ç ã o  AnalTtica) - (Solução Numérica) x

(Solução AnalTtica)



56

Figura 4.9. Refino do Modelo Padrão (2R1F1T)

4
Tabela 4.15. Deslocamento radial (u x 10 m) no refino da modela­

gem padrão para 2R1F1T com carregamento térmico 

(T . = 40°C e T e = 30°C)

Ra i o 
(m)

Número de pontos de integração Solyçao 
A n a 1 T t i c a

Erro
(%)

030303 040404

1 ,000 
1 ,250 

1 ,500 

1 ,750 

2,000

0,319506 

0,597309 

0,684935 

0,680449 

0 ,628630

0,319506 

0,597308 

0,684935 

0,680450 

0 , 628631

0,315740 

0,596970 

0,685300 

0,682690 

0 ,631480

-1 ,192 

-0,056 

0,053 

0,328 

0,451
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Resultados semelhantes aos anteriores foram obtj[ 

dos para as modelagens 2R1F1T a 2R6F1T conforme apresentados na 

Tabela 4.16.

Tabela 4.16. Deslocamento radial (u x 10^m) nas modelagens 

2R 1F 1T a 2R6F1T com carregamento térmico (T^ = 40°C 

é.T = 30°C) utilizando 040202 pontos de i ntegração.

Raio

(m)

M A L H A S Solução

Analítica

Erro

(%)2x1x1 2x2x1 2x4x1 2x6x1

1,000 0,319508 0,319507 0,319506 0,319506 0,315740 -1,192

1,250 0,597310 0,597310 0,597309 0,597309 0,596970 -0,056

1,500 0,684935 0,684935 0,684935 0,684935 0,685300 0,053

1,750 0,680449 0,680449 0,680449 0,680450 0,682690 0,328

2,000 0,628629 0,628629 0,628630 0,628630 0,631480 0,451

Um maior refino na direção radial foi proposto 

com o fim de melhorar os resultados. Uma das modelagens testa­

das e aquela mostrada na Fig. 4.7 onde a fatia de esfera foi mo 

delada com 4 e 1ementos na direção radial, 3 elementos na direção 

meridional e 1 elemento na direção circunferencial (4R3F1T). Os 

resultados para as mesmas condições anteriores estão na Tabela 

4.17.
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Tabela 4.17. Deslocamento radial (u x 10 m) na modelagem 4R3F1T 

com carregamento térmico (T.. = 40°C, Tfi = 30°C).

4

Raio

(m)

Numero de pontos de integração Solução 

AnalTtica

Erro

(%)030303 040202 040403

1 ,000 0,312138 0,312136 0,312137 0,315740 1,141

1 ,125 0,486521 0,486520 0,486520 0,491390 0,991

1 ,250 0,591474 0,591472 0,591473 0,596970 0,920

1 ,375 0,650952 0,650951 0,650951 0,656760 0,884

1 ,500 0,678934 0,678933 0,678933 0,685300 0,929

1 ,625 0,685585 0,685584 0,685584 0,691980 0,924

1 ,750 0,676271 0,676270 0,67.6270 0,682690 0,940

1 ,875 0,654045 0,654043 0,654054 0,661560 1 ,134

2,000 0,623340 0,623338 0,623340 0,631480 1 ,289

4.3.3. Solução do 29 exemplo para o caso de car 

reqamento térmico com T . = 100°C e T - 0°C

Dados :

E = 192190 MPa n
, } em T - T = 30° 

a = 11 ,051 x 1 0 ' 6 r e f .1

v = 0,3

T . TT = T = 0°C 
ref.II e

T. = 100°C

Neste caso aqui existe uma diferença de 1 000C e_n 

tre a temperatura externa e a interna. Foram obtidos os primej_
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ros resultados satisfatórios para o deslocamento radial na 

lagem padrão de teste com 4 elementos na direção radial 

4.10). Seus valores estão na Tabela 4.18.

R< - 1,0 m
AR = 0 ,2 5 m  

VI =27T/9 

AV = TT/12 
6i = 2TT/9 

&Q = Tl / 12

Figura 4.10. Modelagem 4R1F1T obtida através do refino do 

lo padrão para o fluxo estacionário de calor.

mod£

(Fig.

mode
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Tabela 4.18. Deslocamento radial (u x 10 m) na modelagem 4R1F1T 

com carregamento térmico (T^ = 100°C, Tg = 0°Ç).

3

Raio

(m)

Número de pontós dé integração Solução 

AnalTti ca

Erro

(%)030303 040404

1 ,000 0,316006 0,316007 0,315744 -0,083

1 ,125 0,491230 0,491232 0,491400 0,034

1,250 0,596812 0,596818 0,596979 0,026

1 ,375 0,656594 0,656593 0,656764 0,026

1 ,500 0,685201 0,685194 0,685362 0,024

1 ,625 0,691816 0,691814 0,691987 0,025

1 ,750 0,682579 0,682578 0,682689 0,016

1 ,875 0,661353 0,661353 0,661568 0,032

2,000 0,631165 0,631165 0,631485 0,050

Na Tabela 4.19, a seguir, são mostrados os resul

tados para a modelagem 4R3F1T (Fig. 4.7).

3
Tabela 4.19. Deslocamento radial (u x 10 m) na modelagem 4R3F1T 

com carregamento térmico (T.. = 100°C, T g = 0°C).

Rai o 

(m)

Número dé pontos de integração
Solução 

AnalTtica

Erro

(%)030303 040202 040403

1,000 0,315770 0,315770 0,315770 0,315744 -0,008

1,125 0,491013 0,491012 ' 0,491012 0,491400 0,078

1 ,250 0,596609 0,596609 0,596608 0,596979 0,062

1 ,375 0,656273 0,656273 0,656273 0,656764 0,074

1 ,500 0,684799 0,684799 0,684799 0 ,68.5362 0,082

1 ,625 0,691472 0,691472 0 ,691-472 0,691987 0,074

1 ,750 0,682144 0,682144 0,682144 0,682689 0,079

1 ,875 0,660848 0,660848 0,660848 0,661568 0,108

2,000 0,630708 0,630708 0 ,630708 0,631485 0,123
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Os resultados para tensões devido ao carregameji 

to térmico se encontram no Apêndice B.

Uma análise dos resultados apresentados nas Tab£ 

las 4.1 a 4.19 mostra que a modelagem 4R3F1T é adequada para rê  

solver os dois problemas de carregamento mecânico distribuído e 

térmico.

As tabelas apresentadas revelam a convergência 

para as diferentes ordens de integração. Em todos os casos a 

integração com 030303 pontos é a que melhor se aproxima da soljj 

ção analítica. Entretanto, a solução com 040202 pontos de inte^ 

gração dá resultados muito proximos daquela e, portanto, é a S£ 

lução recomendada pois utiliza apenas 16 pontos de integraçãoem 

cada elemento.

Resultados para outros modelos de teste, para a 

formulação aqui apresentada, estão no Apêndice B.

4.4. Terceiro exemplo: Solução do problema_____ de

uma calota hemisférica engastada na base, 

Com pressão interna, com relação b/a igual 

a 1,1 ; 1,2 e 1,3.

Na referência [22] se encontra a solução para o 

caso de uma casca semi-esférica engastada no equador e com abe^ 

tura no polo, Fig. 4.11, com base na Teoria de Casca Semi-Espe£ 

sa.(TCSE). Os resultados são obtidos -fazendo com que o ângulo 

\p' varie d e .0o a 80°, a fim de que sejam prescritas as condições 

de contorno. 0 carregamento aplicado ê pressão interna unifor_ 

memente distribuída ao longo da coordenada circunferencial. Utj_
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Tiza-se o método de diferenças finitas com a expansão das variã 

veis na direção circunferencial em série de Fourier.

Dados utilizados para solução pela TCSE:

Es = E0 = Ez = 2,1 x 104 kgf/cm2 

v  = 0 , 3

?ts ' “te ' 1 ,/0c
r = 50 cm í = 50 cm d = 3,5 cm

T 1 = T2 = 0°C

o Q = 2000 kgf/cm2 (tensão de referência)

Eq = 2,1 x 10^ kgf/cm2 (módulo de elasticidade 

longitudinal de referência)

= 50 cm (comprimento de referência)

T q = 1°C (temperatura de réferencia)

A = 0,005 (espaçamento pivotal admensiona1 iza- 

do em relação a lQ )

N9 de pontos pivotais = 2 0 1

q z = 1 kgf/cm2 = 0,1 MPa (pressão interna uni­

formemente distribuTda).

jard

Figura 4.11. Casca semi-esférica engastada na base.
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A - solução deste problema, para o deslocamento ra_ 

d i a l ,-u t i1izando a formulação proposta foi realizada com a mòd£ 

lagem da fatia de esfera (Fig. 4.6), com a modelagem 2R4F1T e 

com a modelagem 4R3F1T. Os resultados para a fatia de esfera 

com 1R 2 F 1 T , 1R4F1T, 1R6F1T estão nas Figuras 4.12, 4.13 e 4.14.

Os dados de entrada são:

Pressão interna = 1,0 MPa 

a í 10,0 m

b = 1 1 , 0 ;  12,0; 13,0 m 

u = 0,0 p/ ip' = 0o e u = u(R) p/ ip' * 0o

v = 0,0 

w = 0 ,0 

ip‘ = (90 - ip)°

Tendo em vista o fato de que o deslocamento ra_ 

dial (u) é uma função linear da pressão interna aplicada, utilj_ 

zou-se na solução proposta o valor da pressão interna aproxima­

damente dez vezes o valor utilizado na solução pela TCSE com o 

intuito de uma melhor visualização do comportamento dos desloc^ 

mentos em função do ângulo ip'.

Devido a um refino grosseiro do domínio, os ele 

mentos se apresentam excessivamente distorcidos. Isto acarreta

resultados muito inacurados como pode ser observado nos grãfi^

cos 4.12 a 4.14.
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X
o
+

--  T C S E
X sup. interna

O  sup. média

+  sup. externa

b/a=1,l

40°

(a)

r
60° 8 CP

V

U/U

0 ,5 - +

T C S E  
X sup. interna

O  sup. me'dia

sup. externa

b/a= 1,1

20° 40°
r

60° 80°

(b)

¥

í c )

Figura 4.12. Deslocamento radial (u) da casca semi-esferica (Fig. 4.11) su­

jeita a uma pressão interna de 0,1 MPa para TCSE e 1,0 MPa para 

modelagem proposta; (a) Modelagem 1R2F1T; (b) Modelagem 1R4F1T; 

(c) Modelagem 1R6F1T. TJ = 1,2 x 10“4m.
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O
+

---  TCSE
X sup. interna

O  sup. me'dia

+  sup. externa

b/a= 1.2

T---- 1---- 1---- r
20° 4 0 °  60° 80°

O

+

TCSE 
X sup. interna

O  sup. média

+  sup. externa

b/a= 1,2

*i---- 1---- 1---- r
20° 4 0°  60° 80°

V*

(a) (b)

(c)

Figura 4.13. Deslocamento radial (u) da casca semi-esférica (Fig. 4.11) su­

jeita a uma pressão interna de 0,1 MPa para TCSE e 1,0 MPa para 

modelagem proposta; (a) Modelagem 1R2F1T; (b) modelagem 1R4F1T;
, . _  _4
(c) modelagem 1R6F1T. u = 0,6 x 10 m.
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U/Üi

1.0-

0,5-

0

Figura 4.1

u» 1,0x10 m 

b/a= 1,3

x

O
O
+

~2CP 40“ ecí* &&

( a )

U/U i

1.0-

0.5-

u * l.OxlÕ4 m 

b/a «1,3

O
f

X

O

—i---- r1 i---- 1--
20° 40° 60° 80°

(b)

(C)

4. Deslocamento radial (u) da casca semi-esférica (Fig. 4.11) su­

jeita a uma pressão de 1,0 MPa para a modelagem proposta;

(a) modelagem 1R2F1T; (b) modelagem 1R4F1T; (c) modelagem 

1R6F1T;

x = superfície interna

o = superfície média 

+ = superfície externa
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C A P I T U L O  5 

CONCLUSÕES E SUGEST0ES

Um modelo de elemento finito sólido esférico tr^ 

dimensional foi desenvolvido. Sua formulação se assemelha ã do 

solido isoparamétrico quadrático de 20 nÕs, porém com caracte­

rísticas especiais. Estas permitem uma economia no cálculo da 

matriz de rigidez e forças equivalentes nodais da ordem de 25% 

para as somas e de 11% para as multiplicações.

A formulação foi testada através da solução de 

problemas ilustrativos para esta aplicação e os resultados com 

parados com os existentes na literatura mostraram boa precisão. 

Para isto foi utilizado um programa digital codificado em

FORTRAN IV e inserido no programa de elementos finitos SIMELF.

Na solução dos exemplos numéricos foram testados 

dois tipos de carregamento: mecânico distribuído e térmico. Os 

resultados para o carregamento mecânico distribuído estão pej^ 

feitamente dentro da faixa de resultados considerados aceitá­

veis com baixo índice de erro. Os resultados para carregamento 

térmico constante são muito bons. Já os resultados para o ca£ 

regamento térmico devido a um fluxo estacionário de calor são 

muito bons apenas para os deslocamentos radiais. Os resultados 

para tensões não são satisfatórios. Provavelmente devido ao uso 

de deformação inicial ao invés de deslocamento inicial para o 

cálculo das tensões e o fato de se estar aproximando uma curva
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de 39 grau, para a obtenção das tensões (equações 4.5 e 4.6), 

por uma curva obtida através das funções de interpolação (que 

são polinomiais de 29 grau) esuas derivadas (equação 2.20).

Uma continuação deste trabalho é o estudo e aplj[ 

cação de um principio variacional generalizado tal como o de 

Reissner para obtenção de melhores resultados para as tensões, 

pri ncipalmente no caso do carregamento térmico devido ao fluxo 

estacionário de calor. Poderia ser testado também elementos de 

formulação Lagrangeana.

Seguindo a mesma linha de trabalho, o desenvolvj[ 

mento de novos elementos de geometria específica, como as ci 1 T_n 

dricas, aproveitando todas as simetrias possíveis é de interes­

se valioso e imediato vindo assim a preencher esta lacuna exis­

tente na literatura.
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A P Ê N D I C E  A

VETOR PESO - {WP}

As tabelas a seguir são montadas a partir das aj) 

cissas e coeficientes de peso do processo de integração Gauss- 

Legendre [21] e dos dados específicos do elemento de sólido es_ 

f e r i c o .

Uma lista das variáveis com o seu significado é

a seguinte:

NP I

WP(j)

A.jjB.jC.j = coeficientes de peso de integração de 

Gauss-Legendre nas direções radial, 

meridional e circunferencial , respec­

tivamente;

X^jY.jZ'. = abcissas dos pontos de integração de 

Gauss-Legendre;

= IIJJKK, codificação do número de poji 

tos de integração na direção radial 

(II), na direção meridional (JJ) e 

na direção circunferencial (KK);

= ponto de integração n9 j;

= produto dos coeficientes de peso de 

integração de Gauss-Legendre no ponto 

de integração;

= (W, ) * (raio do ponto) * (sin(^.));K J

= vetor peso calculado a partir de XP^ ;



74

RM,FHI = respectivamente, raio médio e ângulo 

ip médio do elemento de solido e s f é H  

co;

Dl*2 = (raio externo - raio interno )/2=AR/2 ;

DFHI = angulo ip compreendido pelo elemento; 

DTET = ângulo 0 compreendido pelo elemento; 

DET = Jacobiano calculado explicitamente

(equação 3.2), [J j.

0 processo de montagem de {W P > esta descrito no

Capitulo 3.

Tabela A.1. Vetor Peso, WP(j), para NPI = 020202

P I . 
J

Pesos inte­
gração G-L

VETOR

Wj

VETOR

XPi

VETOR

WP(j)R V 0

010101
A. B1 C1 W1 XPi WP(1)

010102
B1 .- C2 W1 XPi WP(2)

010201 K B2 C1 W1 . XP2 WP(3)

010202
A i B2 C2 W1 XP2 WP(4)

020101
A 2 B r C1 W1 XP3 WP(5)

020102 a2
Bi C2 W1

co
C

L
X

WP(6)

020201 a2 B2 C1 W1 XP4 WP(7)

020202 a2 b2 C2 H, XP4 WP(8)
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onde :------------

■
B, . C, . 1 ,0 R 11 = R 1* R 1*DET

a 2 . B 2 « C 2 « A 1 R22 = r2*r2*det

X, . Y 1 - Z 1 = '

0,577350269189626 X P 1 = R 11*W 1*S 1

IICM
X

Y2 = Z 2 = - X 1 xp2 =
R 11*H r S 2

w, *
W c t XP3

= R22*W r S 1

R, . RM + D R2* X 1 xp4 =
R22*W 1*S 2

r 2 . RM + DR2* X2
\

WP (  1 ) = X P i

F , -
FHI +  DFHI* Y 1/2

/
WP (  2 ) = XP 1

F 2  *
FHI +  DFHI* Y 2 /  2 WP (  3 ) = xp2

S , ■
S I N ( F 1 )

•

•

ilCM
</> SIN(F2 )

•

WP (  8 ) ■ = xp4

Tabela A . 2. Vetor Peso, W P ( j ), para N P I = 020302

PI . 
J

Pesos inte­
gração G-L

VETOR VETOR VETOR

WP(j)
R 0 wj

XP . 1

010101 A1 B1 C1 ", XP1 WP(1)

010102 A1 B,

V
C2 ",

W2

XP, WP(2)

010201 A1

C2

xp2 WP(3)

010202 A1 *2 W2 XP2 WP(4)

010301 A1 B3

C2
",

W1
",

",

W2

xp3 WP(5)

010302 A1
B3

> 
CO 

O. 
X

WP(6)
020101 A2 B,

B1
B2

C2

XP, WP(7)

020102 a2

ÛL.
X

WP(8)
020201 a2

S

C2
XP5

WP(9)

020202 a2 B2 “ 2 «■5
WP(10)

020301 a2
B3

C2
",

W ,

XP6 WP(11)

020302 A2
B3 *>6 WP(12)
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onde :

A 1 = A2 = C ] = C 2 = 1 ,0
s i ■

SIN ( F 1 )

B t = B3 = 0,555555555555556 . S2 . s i n (f 2 )

B 2 =' 0,888888888888889
S 3 '

s i n (f 3 )

X 1 = - 0,577350269189626 R 11 -
R 1* R 1*DET

x2 =
-  x i R22 =

r2*r2*det

Y 1 = 0,774596669241483
X P 1 = R n * v s i

V2 = .0 ,0 xp2 *
R11*W 2 * S 2

Y 3
=

- Y 1 xp3 =
R n * w r s3

Z 1 = X 1 XP4 .
R22* V S 1

Z 2 = X2 XP5 .
R22*W2 * S 2

W1 = A *B *C M1 . 1  L 1 XP6 - R22*W 1*S3

W2 =' A *C 1 . 2  L 1 WP(1) = XP,

R 1 = RM + DR2* X 1
•

zo
ro = RM + DR2*X2 •

f i
■ =' FHI + DFHI * Y 1/2 W P ( 12)= XP6

<\j
LU = FHI

F3
= 'FHI + DFHI * Y3/2



Tabela A . 3. Vetor Peso, WP(j) p/NPI = 020402

PI. 
J

Pesos inte­
gração G-L

VETOR VETOR VETOR

WP(j)
R 0 W.

J
XP.

1

010101 A1 B 1 C 1 W1 XP, WP(1)

010102 A1 B 1 c2 W1 XP, WP(2)

010201 A1 b2 C1 w2 CVJ
C

l.
X

WP(3)

010202 A1 B2 c2 w2 XP2 WP(4)

010301 A1 B3 C1 w2 XP3 W ( 5 )

010302 A1 B3 c2 W2 XP3
WP (  6 )

010401 A1 B4 C1 W1

Q.X

WP (  7 )

010402 A1 B4 C2 W1 XP4 WP(8)

020101 A2 B 1 C1 W1 XP5
WP (  9 )

020102 A2 B 1 C2 W1 XP5
WP(10 )

020201 A2 B2 C1 w2 XP6 WP(11)

020202 A2 B2 c2 W2. XP6 WP(12)

020301 A2 B3 C1 w2 Q
.

X

WP(13)

020302
A 2 B3 C2 w2 Xp7 WP (14)

020401
A2' B4 C1 W1

00
CL.
X

WP(15)

020402 A2 B4
c2 W1

00
Q

_
X

WP(16)

onde :

A1 - C1 -
A 2 = C2 = 1 ,0 Y3

II 1 -<
ro

B 1

II

CDII 0,347854845137454
Y4 - - v i

B 2 - B 3 ■
0,652145154862546 Z 1 •- x i

X 1 = -  o , 577350269189626 Z 2 li X
ro

x 2
-  - X 1 W1 ■ a i * b i * c i

Y 1 = - 0 , 861136311594053 w 2
■ V B2 * C 1

Y2 = - 0 , 339981043584856 .
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R1 = RM + DR2*X 1 : R11 = R,j *R j *DET

r2 = RM + DR2*X 2 ; R22
= r2*r2*det

F 1 = FHI + DFHI *Y1/2 xp i =
R n * w r s i

F 2 = ' FHI + DFHI * Y2/2 XP2 = R 11*W 2* S 2

F3
= FHI + DHFI * Y 3 / 2 XP3 =

R 11*W 2*S3

F4
= FHI + DFHI * Y4/2 XP4 = R n * w r s4

S 1 = SIN ( F 1 ) XP5 =
R22*w r s i

S 2 = •SIN(F2 ) XP6
=

R22*W 2* S 2

S3 = S I N (F3 ) X P 7 = R22*W 2*S3

S4 = SIN(F4 ) xp8 = R22*W 1*S4

WP(1 ) =■xp i

W P (16) = XPg

Tabela- A.4. Vetor Peso, WP(j), para NPI = 030202

PI .
0

Pesos inte- 
graçao G-L

VETOR VETOR VETOR

WP(j)
R * 0

W . 
. J X P i

0 1 0 1 0 1
A i

A ,

A ,

A i

A 2

B 1
B ,

B2

c,

C2
w i

w ,

w i

w i
w

Q_ 
CL. 

X 
X

WP( 1 )

0 1 0 1 0 2 WP (2 )

0 1 0 2 0 1
S

C2

XP2 WP (3)

0 1 0 2 0 2 B2 XP2 WP (4)

0 2 0 1 0 1
B ,

B 1
B2

S XP3
WP (5)

0 2 0 1 0 2 A 2 C2 W2 XP3 WP (6 )
0 2 0 2 0 1

A 2 C1
C2

w2 xp4 WP (7)

0 2 0 2 0 2
A 2 B2 w2 xp4 . WP (8 )

030101
A 3 B ,

B , 

6 2

S

W1

WP (9)

030102
A 3 C2 x p 5

W P (1 0 )

030201
A 3 <=,

C2
W , '

W P (1 1 )

.030202
A 3 B 2 *>6 W P ( 12)
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onde :

A 1
=

A 3 =
0,555555555555556

F , = FHI + DFHI *Y1/2

A 2 = 0,888888888888889 F 2 = FHI + DFHI *Y2/2

B 1 = C 1 =
b2 = c 2 = 1 ,0

s ,
= SIN(F1 )

x ,
= - o, 774596669241483 S 2 = s i n (f 2 )

X2 = 0,0
R t,

= R 1* R 1*DET

X3
=

- X 1 r22 = r2*r2*det

Y1 = - 0 ,577350269189626 R 33
= r3*r3*det

Y2 =
- Y 1

'
XP, = R 11*W 1*S 1

Z ,
= Y 1 XP2 =

R 11*W r S 2

Z 2 = Y2 XP3 = R *W *S 22 2 1

W1 = A 1 *B *c 1 L 1 XP4 =
R22*W 2 * S 2

w 2 = a 2 * b *C 1 L 1 XP5 =
R33*W 1*S 1

R , = RM + DR2* X 1
XP 6 = R33*W r S2

r2 = RM -
WP(t) = X P 1

R. = RM + dr2*x3 •

•

W P (12)= XP6

Tabela A . 5. Combinações permitidas pelo programa para o n9 de 

pontos de integração em cada uma das direções (IIJJKK), 

na avaliação da matriz de rigidez.
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A P Ê N D I C E

ALGUNS RESULTADOS PARA TENS0ES E 

MODELAGENS ALTERNATIVAS

Neste Apêndice são apresentados os valores das 

tensões para o carregamento térmico nas modelagens propostas.

Além disto, são apresentados outros resultados 

para deslocamentos e tensões em modelagens alternativas para 

aquelas apresentadas no CapTtulo 4.

B . 1 . Tensões resiultantes devido ao carregamento

térmico com T. = 40°C, T0 = 30°C, T r0f j =

- T = 30°f
~ ref.II

A solução analítica é dada pelas equações 4.5 e 

4.6. A solução numérica para as modelagens das figuras 4.7, 

4.9 e para as modelagens com 2 elementos na direção radial, 1 

elementona direção circunferencial e 1,2,4 e 6 elementos na dj_ 

reção meridional é vista nas Tabelas B.1, B.2 e B.3.
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Tabela B.1. Tensões térmicas no refino da modelagem padrão para 

2R1F1T c.. T, . 40°C; Te . Tpef-I - T ref_n  = 30°C.

Tensão Raio
Número de poritos de integração

Solução

(MPa) (m) 030303 040404 Analítica

1 ,000 - 7,422 - 7,422 0,000
1,250 - 2,353 - 2,353 - 4,785

°R
1 ,500 - 8,168 - 8,168 - 4,174

1 ,750 -22,700 -22,70 0 - 2,199

2,000 -16,040 -16,040 0,000

1,000 -24,750 -24,750 -21 ,672

1 ,250 - 6,093 - 6,093 - 7,143

%  = a 0 1 ,500 - 0,976 - 0,976 0,642

1 ,750 -12,990 .-12,990 5,434

2,000 - 5,381 - 5,381 8,669

Tabela B.2. Tensões térmicas - Modelagens 2R1F1T a 2R6F1T com

1 r e f . I ~ "*Vef. 11
30 C utilizando

040202 pontos de integração.

Tensão

(MPa)

Raio

(m)

MALHAS Soluçao 

A n a 1 T t i c a2x 1x 1 2x2x 1 2x4x1 2x 6x 1

a R

1 ,000 
1 ,250 

1 ,500 

1 ,750 

2,000

- 7,422

- 2,353

- 8,168, 

-22,700 

-16,040

- 7,422 

. - 2,353

- 8,168 

-22,700 

-16,040

- 7,422

- 2,353

- 8,168 

-22,700 

-16,040

- 7,422

- 2,353

- 8,168 

-22,700 

-16,040

0,000
- 4,785

- 4,174

- 2,199 

0,000

%  = a0

1 ,000 
1 ,250 

1 ,500 

1 ,750 

2,000

-24,750

- 6,093

- 0,976 

-12,990

- 5,381

-24,750

- 6,093

- 0,976 

-12,990

- 5,381

-24,750

- 6,093

- 0,976 

-12,990

- 5,381

-24,750

- 6,093

- 0,976 

-12,990

- 5,380

-21,672 

- 7,143 

0,642 

5,434 

8,669
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Tabela B.3. Tensões térmicas - Modelagem 4R3F1T com T^ = 4 0  C,

T = T * t = T  , t t = 30°C 
e r e f .I r e f .II

Tensão Ra i o
Número de pontos de integração

Solução

(MPa) (m) 030303 040202 040403 AnalTti ca

1 ,000 - 2,896 - 2,897 - 2,897 0,000

1,125 - 2,386 - 2,386 - 2,386 . - 3,579

1 ,250 - 6,828 - 6,828 - 6,828 - 4,785

* 1 ,375 -19,000 -19,000 -19,000 - 4,787

a R
1 ,500 -17,280 -17,280 -17,280 - 4,174

1 ,625 -27,650 -27,650 -27,650 - 3,255

1 ,750 -23,440 -23,440 -23,440 - 2,199

1 ,875 - 0,927 - 0,928 - 0,928 - 1 ,097

2,000 -  0,321 - 0,321 - 0,321 0,000

1 ,000 -23,010 -23,010 -23,010 -21 ,673

1,125 -12,510 -12,510 -12,510 -13,140

1 ,250 - 8,139 - 8,139 -  8,139 - 7,143

1 ,375 -15,620 ' -15,620 -15,620 - 2,729

Q
“€

r II Q
O

1 ,500 -10,700 -10,700 -10,700 0,642

1 ,625 -18,480 -18,480 -18,480 3,295

1 ,750 -13,400 -13,400 -13,400 5,434

1 ,875 7,360 7,359 7,359 7,195

2,000 8,420 8,420 8,420 8,669
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B . 2. Tensões resul tantes devido ao carregamento 

térmico com T^ = 100°C, Tg = 0°C.

Os resultados para um refino na modelagem padrão 

(Fig. 4.10) e para a modelagem da Fig. 4.7 estão nas Tabelas 

B . 4 e B . 5 .

Tabela B.4. Tensões resultantes no refino da modelagem padrão 

para 4R1F1T (Fig. 4.10) com carregamento térmico: 

T, = 100°C; Te = 0°C; T ref>, - 30°C; T r e f _n  = 0°C.

Tensão Raio
Número de pontos, integração Solução

(MPa) (m) 030303 040404 AnalTti ca

1 ,000 -26,100 -26,100 0,000

1,12 5, -25,100 -25,100 -35,800

1 ,250 -65,200 -66,200 -47,900

1 ,375 -192,000 -192,000 -47,900

a R 1,500 -1 70 ,000 - 1 70 ,000 -41,700

1 ,625 -279,000 -279,000 -32,600

1,750 -233,000 -233,000 -22,000

1 ,87 5-' - 10,000 - 10,000 - 11,000
2,000 - 1,770 - 1 ,770 0,000

1 ,000 -228,000 -228,000 -217,000

1,125 -127,000 -127,000 -131 ,000
1 ,250 -79,400 -79,300 -71,400

1 ,375 - 1 58 ,000 -158,000 -27,300

0 i = 0 1 ,500 -104,000 -104,000 6,420

1,62 5 -186,000 -186,000 32,900

1 ,750 -132,000 -132,000 54,300

1 ,875 72,500 72,500 71 ,900

2,000 85,900 85,900 86,700
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Tabela B.5. Tensões resultantes na modelagem 4R3F1T (Fig. 4.7)

com carregamento térmico: T.. = 100°C;

T , t = 30 C ; T - - ,, ref.I ’ ref.II
o°c.

Te - 0“0;

Tensão Raio

-----  -----1-------------- 1----------------
Número de pontos dè integração

1

Solução

(MPa) (m) 030303 040202 040403 AnalTti ca

1 ,000 -26,160 -26,160 -26,200 0,000

1,125 -25,140 -25,140 -25,100 -35,800

1 ,250 -66,260 -66,260 -66,300 -47,900

1 ,375 -191 ,900 -191 ,900 -192,000 -47,900

°R
1 ,500 -170,300 -170,300 -170,000 -41 ,700

1 ,625 -279,000 -279,000 • -279,000 -32 ,600

1 ,750 -23,880 -23,880 -233,000 -22,000

1 ,875 - 10,110 - 10,110 -10,110 - 11,000

2,000 - '1 ,600 - 1,600 - 1 ,600 0,000

1 ,000 -227,900 -227,900 -228,000 -217,000

1,125 -126,700 -126,700 -127,000 -131 ,000

1 ,250 -79,400 -79,400 -79,400 -71,400

1 ,375 -157,800 -157,800 -158,000 -27 ,300

%  = a0 1 ,500 -104,600 -104,600 -105,000 6,420

1 ,625 -186,600 -186,600 -187,000 32,900

1 ,750 53,700 53,700 -132,000 54,300

1 ,875 72,410 72,410 72 ,400 71 ,900

2,000 85,900
I

85,900 85,900 86,700
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B • 3. Modelagens alternativas

São apresentados nesta seção alguns resultados 

para modelagens alternativas conseguidas através de alterações 

na geometria do modelo. Os mesmos tipos de carregamento foram 

aplicados.

B.3. 1. Modelagem padrão modificada com  1R1F1T; 

AR = 0,5 m; Aip = A0 = tt/18 rad.

Resultados para o carregamento mecânico distri­

buído.

Tabela B .6 . Deslocamento radial (u x 10 m). Tres pontos de int£ 

gração em cada direção. Carregamento mecânico di£ 

tribuído. Modelagem padrão modificada.

Raio

(m)

Pressão Extèrnà (1,0 MPa) Pressão Interna (1,0 MPa)

Solução 
Numeri ca

Solução 
Analí t i c a

Erro
(%)

Solução 
Numêr ica

Solução 
Analiti ca

Erro
(%)

1,000

1,250

1,500

-0,778534

-0,676548

-0,655976

-0,776369

-0,677290

-0,657243

-0,279

0,109

0,193

0,565413

0,416396

0,343793

0,568242

0,417131

0,345053

0,498

0,176

0,365
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Tabela B.7. Tensões resultantes. Três pontos de integração em 

----  cada direção. Modelagem padrão modificada.

CARRE aR
...... - • - 1

GAMEN RAIO SOLUÇÃO SOLUÇÃO ERRO SOLUÇÃO SOLUÇÃO ERRO
TO (m) NUMÉRICA ANALÍTICA (%) NUMÉRICA ANALÍTICA (%)

1,000 -0,316 0,000 'Vf -2,260 -2,130 -5,98

PRESSÃO 1,250 -0,592 -0,693 14,63 -1,740 -1,780 2,51

EXTERNA 1,500 -1,150 -1,000 -15,20 -1,690 -1,630 -3,89

1,000 -0,684 -1,000 31,63 1,260 1,130 -11,26
PRESSÃO

1,250 -0,408 -0,307 -33,10 0,740 0,785 5,75
INTERNA

1,500 0,152 0,000 0,695 0,632 -9,98

B . 3 . 2,. Modelagem 2R1F1T com AR = 0,2m; Aij; = A0 = 77/I8 rad.

Resultados para o carregamento mecânico distribuído.

5 ~
Tabela B.8 . Deslocamento r-c-dial (u x 10 m) . Tres pontos de inte^ 

gração em cada direção. Modelagem 2R1F1T modificada. 

Carregamento mecânico distribuído.

RAIO

(m)

PRESSÃO EXTERNA (1,0 MPa) PRESSÃO INTERNA (1,0 MPa)

SOLUÇÃO
NUMÉRICA

SOLUÇÃO
ANALÍTICA

ERRO
(%)

SOLUÇÃO
NUMÉRICA

SOLUÇÃO
AMLÍT3CA

ERRO
(%)

1,000

1,100

1,200

1,300
1,400

-0,859463
-0,799945
-0,762401
-0,740516
-0,729871

-0,859599
-0,799992
-0,762496
-0,740577
-0,729949

0,016
0,006
0,013
0,008
0,011

0,651342
0,571012
0,512656
0,469959
0,438501

0,651472
0,571053
0,51270
0,470013
0,438572

0,020

0,007
0,017
0,011

0,016



87

Tabela B . 9. Tenspes resultantes. Três pontos de integração em 

ca da; d i r e ç ã o . Modelagem 2R1F1T modificada. Carreg_a 

mentó mecânico distribuído.

CARRE aR a  r  °a \p 0
GAMEN
TO

RAIO
(m)

SOLUÇÃO
numEr ic a

SOLUÇÃO
ANALÍTICA

ERRO
(%)

SOLUÇÃO
NUMÉRICA

SOLUÇÃO
ANALÍTICA.

ERRO
(%)

1,000 -0,082 0,000 -2,400 -2,360 -1,48

S  1

1,100 -0,357 -0,391 8,74 -2,150 -2,160 0,67

Ui w 1,200 -0,722 -0,663 -8,89 -2,050 -2,030 -1,25
CM 0

1,300 -1,070 -0,857 -25,05 -2,310 -1,930 -19,49

1,400 -1,220 -1,000 -21,90 -2,190 -1,860 -17,84

1,000 - 0 ,9 lè -1,000 8,19 1,400 1,360 -2,57

Q &
1,100 -0,643 -0,609 -5,62 1,150 1,160 1,24

$  í  

1 1
1,200 -0,278 A ^  -7 —ü ,00/ 17,48 1,050 i n on -2,46

1,300 -0,012 -0,143 91,73 1,170 0,931 -25,39

1,400 0,142 0,000 >\j 1,060 0,860 -23,71

B.3.3. Modelagem 3 R3F 1T com AR = 2/3 m; Aip = tt/6 

rad . ; A0 = tt/ 1 2 rad .

.. Resultados para o fluxo estacionário de calor com 

T, = 100°c; T e = 0°C; T ref>1 = 30°C; = 0°C, a seguir.
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Tabela B.10. Deslocamento radial (u x 10 m) devido ao fluxo es­

tacionário de calor aplicado na modelagem 3 R 3 F 1 T .

3

i

Raio

(m)

N ú m e r o d e p o n t o s  integração
Solução 

AnalTti ca

Erro

' (%)030303 040202

1 ,000 0,316611 0,316611 0,315744 -0,275

1 ,167 0,532662 0 ,532622 0 ,53321 5 0,104

1 ,333 0,640684 0,640684 0,640740 0,009

1 ,500 0,684975 0,684975 0,685362 0,056

1 ,667 0,690005 0,690005 0,690403 0,058

1 ,833 0,669137 0,669137 0 ,669785 . 0,097

2,000 0,630771 0,630771 0,631485 0,113

Tabela B.11. Tensões resultantes. Modelagem 3R3F1T. Fluxo esta­

cionário de calor, com T. = 100 C; T g

T r e f .I ‘ 30 C ’ T r e f .II
= 0°C.

0° C;

Tensão

(MPa)

. ■ ■ L

Ra i o 

(m)

_____________________1----------------------------------L
Número pontos integração Solução

Analítica030303 040202

a R

1 ,000 
1 ,167 

1 ,333 

1 ,500 

1 ,667 

1 ,833 

2,000

-41 ,100 

-26,100 

-75,000 

-211,000 
-173,000 

-298,000 

-234,000

-41,100 

-26,100 

-75,000 

-211,000 
-173,000 

-298,000 

-234,000

0,000 
-41 ,700 

-48,800 

-41 , 700. 

-29,100 

-14,700 

0 ,000

°<P = °Q

1,000 
1 ,167 

1 ,333 

1,500 

1 ,667 

1 ,833 

2,000

-234,000 

-103,000 

-51 ,900 

-146,000 

-83,900 

-187,000 

-1 22 ,000

-234,000 

-1.03 , 000 

-51 ,900 

-146,000 

-83 ,900 

-187,000 

- 122,000

-217,000 

-1 09 ,000 

-40,700 

6,420 

40,600 

66,400 

86,700
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B.4. Influência dos incrementos de temperatura 

entre a superfície interna e externa da es_ 

fera.

Afirmou-se na Seção 4.3 que um refinamento da 

malha seria necessário quando se aumentasse a diferença entre a 

temperatura interna (T^) e a externa (Tg)* 0 gráfico mostrado 

a seguir foi traçado a partir dâ aplicação de sucessivos carre­

gamentos térmicos na modelagem 2R2F1T onde se manteve a temper^ 

tura externa em 30°C e se incrementou a temperatura interna des> 

de 40 até 160°C.

Figura B.1. Deslocamento radial (u) da superficie média da modelagem 2R2F1T 

còm Te=30°C (constante) e T.=40 a 160°C. As características da 

modelagem 2R2F1T são: AR = 0,5 m; Aip = rr/4 rad; AQ = tt/12 rad.
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A P Ê N D I C E  C 

PROGRAMA - TESTE, SUBROTINAS E CARTÕES DE DADOS

C.1. I.ntrodução

Dentro da proposta de desenvolvimento de elemeji 

tos finitos de geometria especifica montou-se um programa teste 

e neste foram sendo efetuadas as modificações e adaptações sem 

perder a generalidade do sistema S I M E L F. No final deste 

Apêndice se encontra um esquema simplificado do programa.

Uma descrição minuciosa do S I M E L F pode ser 

encontrada em [2-], [3], [4]. Neste Apêndice são apresentadas 

apenas as descrições quanto as subrotinas adaptadas e as elabo­

radas especificamente para este modelo. Deve-se ressaltar que 

as subrotinas adaptadas continuam validas para os demais elemeji 

tos implantados no sistema S I M E L F.

C .2. Modificações em cada FASE do Programa

Na FASE LEGER de leitura e geração de dados e 

propriedades do material foi acrescentada a geração das coorde­

nadas esféricas médias de cada elemento e estas são transfer^ 

das para as demais FASES através de ãreas definidas em C0MM0N.

0 COMMON/RFT/RIN, R E X , FHI, T E T , RM, DR^, DFHI, DTET transfere ca 

racterTsticas geométricas do elemento em processamento. 0
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COMMON/ESFERA/RA(16), A N F (16), A N T (16) transfere informações de 

raio médio, ângulo ip médio e ângulo 0 médio de todos os elemen 

tos esféricos da estrutura em analise.

As outras FASES que sofreram alterações em algju 

mas de suas subrotinas se encontram no Quadro C.1.

Também foi criado o modulo C A L W  na fase 

C A L M A  para cálculo do Vetor Peso, {WP}, a partir das coord>e 

nadas esféricas, das abcissas e pesos de integração de Gauss- 

Legendre. Este modulo pode atuar em diversas combinações de 

pontos de integração em cada direção (Ver Apêndice A). E compo£ 

to pela subrotina DETD e pelas subrotinas C A L W ,  C A L W  1,... 

C A L W 11 .

C .3. Procedimento de cada subrotina acrescida 

Em resumo, o procedimento de cada subrotina acre£

ci da é :

/ S Lf B R 0 T I N A P I N 

( I P T O ,  N P ,  X P T O )

sendo:

I P T 0 - número codificado para os pontos de iji 

te.gra ç ã o ;

N P - vetor que conterá a decodificação de 

I P T O  em cada direção;

X P T O -  vetor de saída das coordenadas dos pon 

tos de integração segundo Gauss-Legen- 

dre (PD); PD significa precisão dupla.
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QUADRO Ç.í. Subrotinas adaptadas ou acrescidas ao S I M E L F

F A S E M Õ D U L 0 S U B R O T I N A S I T U A Ç Ã O

P R E P E P R C 0 0 R I D C 0 R A D A P T A D A

P R T E M T E N 0 I I

V E M A T I I

I N G E D N R E G I I

M A P I I N T E A I I  ■

E A  T I I

C B ‘ I I

C B 6 I I

D F I G II

F I D E R P I N I I

P I N N O V A

J A C C E II

C A L M A J A Q I I I

R F T P I I I

K B S T A D A P T A D A

M T E L K B R G

R I G E L I I

M B T D N O V A

D E F 0 R T A D A P T A D A

C A R V F C T E R I I

I N T P N O V A

C A R .S C A D I S 2 A D A P T A D A

V C A R I I

S O B R E S B M L E S 0 B E I I

S 0 R I T I I

S 0 M B A S 0 S I B I M B I I

R E L A T O R E L A T A 11

T E N S Ã O T E N S I I

T E G L 0
I I
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S U B R O T I N A  C A L W  

(K, . WP, NTPI)

sendo:

K - idem I P T O da subrotina P I N;

W P - Vetor Peso calculado em função das

coordenadas esféricas do ponto, do 

Jacobiano, dos coeficientes de peso e 

das abcissas de Quadratura de Gauss- 

Legendre (P D ).

N T P I  - número de pontos de integração.

A subrotina calcula o Jacobiano de uma forma ex. 

plTcita e a seguir chama outras subrotinas especificas para cji 

da número de pontos de integração codificado K. Essas subroti­

nas são: C A L W  1 , 'C A L W 2, ..., C A L W  11. Nessas, o Ve 

tor Peso propriamente dito, é calculado.

S U B R O T I N A  J A Q I  

TX J I N, D E T)

sendo:

X J I N - inversa da matriz jacobiana (PD);

D E T - determinante da matriz jacobiana (PD).

Calcula a inversa da matriz jacobiana de forma 

explicita através de AR, Aip, A0.
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S U B R O T I N A  D E T D  

(D, I C A, C, W P, N P)

sendo:

D - matriz obtida através do produto da mâ  

triz de propriedades elásticas do mat£ 

rial, C, e o Vetor Peso WP (PD);

I C A - dimensão das matrizes C e D;

N P -  número do ponto de integração.

A subrotina opera por ponto de integração de c£

da vez.

S U B R O T I N A  M B T D  

(B, B T D, D, K B, I C, E P D)

s e n d o :

B - matriz de deformação (PD);

D - matriz de propriedades e pesos (PD);

K B número de colunas de B;

I C /' - número de linhas de B;

E P D - precisão para comparar com zero (PD);

B T D - matriz obtida pelo produto da transpos- 

'ta de B pela matriz D (PD).

S U B R O T I N A  I N T P  

(A, I A, N E D R, I E L, 'B, I T, N R, M C A R, T P)

Determina a temperatura T P do ponto de integr£ 

ção a partir de uma combinação, via funções de interpola ç ã o , das
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temperaturas nodais para o carregamento M C A R.

S U B R O T I N A .  J A C C E  

(I A, X J A C)

Calcula a matriz jacobiana (PD) de forma explTci^ 

ta usando A R ,  A t p ,  A 0 .

S U B R O T I N A  R F T P I  

( X )

Calcula as coordenadas esféricas de um ponto de 

integração utilizando as coordenadas intrínsecas ( X ) do ponto, 

os valores de A R ,  Ai j j ,  A 0 e as coordenadas esféricas do ponto mé 

dio do elemento.

C .4. Preparação dos dados de entrada

A entrada de dados é a mesma descrita em [4],

Deve ser ressaltado que por meio das coordenadas 

esféricas nodais de cada elemento são gerados, internamente p£ 

lo programa, os valores médios das coordenadas deste para serem 

utilizados no calculo da matriz jacobiana, bem como das coorde­

nadas esféricas de cada ponto de integração.

Os dados de carregamento mecânico devem ser fo_r 

necidos em relação ao sistema esférico de coordenadas.

Para o carregamento térmico deve ser fornecido o 

valor da temperatura em cada nó. 0 programa assume temperatura 

nula para os nós em que a mesma não foi definida.



C .5. Esquema do Programa - teste

É apresentado um esquema do Programa-teste (Fig-C.1 ).

96

■Figura C. 1 . Esquema simplificado do Programa-teste (continua).
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V
Figura C.1. (Continuação)
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Figura C.1. (Continuação)
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Figura C.1. Esquema simplificado do Programa - teste.
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A P Ê N D I C E  D

PROCESSAMENTO DA CARGA DISTRIBUÍDA

D .1. Introdução

Quando o carregamento que age sobre a estrutura 

é distribuído sobre uma superfície torna-se necessário dispor 

de um modulo para processar estas cargas [4]. Tal necessidade 

prende-se a dois fatores importantes:

- Redução dos dados de entrada, com o que se rj2 

duz também a possibilidade de erros no fornecimento dos mesmos;

- Obtenção das cargas nodais equivalentes de uma 

forma imediata em elementos de ordem superior.

Para este fim o SIMELF é dotado do modulo CARS 

o qual foi modificado para.tratar também com cargas distribují 

das fornecidas no sistema de coordenadas es féricas.

D.2. Entrada de dados e sistemas adotados

Os dados do carregamento são fornecidos pelas 

suas três componentes, ou seja, uma componente normal ã superf_T 

cie e duas componentes tangenciais, segundo as três direções do 

sistema intrínseco do elemento. No caso geral, o sistema de re 

ferência tangencial às superfícies, de base {e^} , não é coincj_ 

dente com o sistema de referência normal às superfícies, de b_a
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se íe1 }, pois são sistemas não necessariamente ortogonais. Quaji 

do os dados são fornecidos e interessante que a carga normal sê  

ja dada segundo o sistema normal a superfície, e que a carga 

tangencial seja dada segundo a direção das tangentes ã superfí­

cie. Os dois sistemas de referencia são mostrados na Fig. D.1.

Figura D.1. Sistemas de referência: normal { e 1} e tangencial íe^}

■ 0 cálculo das forças nodais equivalentes i feito 

segundo o sistema global de coordenadas. Como este sistema não 

coincide, no caso geral, com os sistemas de bases {e1} e .-{e.} 

torna-se necessário, inicialmente, transformar os valores no­

dais de carga distribuída para o sistema global e sõ então rea-
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lizar a integração obtendo com isto as forças nodais equivalen­

tes. Deste modo e necessário efetuar duas mudanças de base. 

Inicialmente a carga normal é passada da base {e1} para a base 

{e^}. A seguir o vetor carga distribuída proveniente da carga 

normal é somado com o vetor carga distribuída tangencial. Resu]_ 

ta daí o vetor carga total segundo {e^}, o qual deve ser passa­

do para o sistema global de coordenadas.

Sendo pr a carga normal em um ponto da superfície 

do elemento e qs , q̂ . as componentes da carga tangencial neste 

mesmo ponto, as mudanças de base verificadas são:

pr pr 0

*
X

CL

0 ' — >  < pj > + . - < ^s
1-----<

py
0 Pt• J q t PZ ^

base {e1} base {e ^ } base {i,j,k}

No processamento, e inicialmente calculado p , 

q s e q^ no ponto de integração, sendo neste ponto feitas as nnj 

danças de base necessárias. Desta forma, o Jacobiano e calcula_ 

do menos vezes, sendo usado tanto para fazer a mudança de base 

como para obter-se o peso correspondente ao ponto de integração.

D.3. Forças nodais equivalentes

As forças nodais equivalentes são forças concen­

tradas que agem sobre os nõs da superfície carregada. Essas . f o_r 

ças são obtidas através do procedimento descrito a seguir. 0 

trabalho realizado pela carga distribuída e igualado ao trabalho
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realizado pela força nodal equivalente. 0 modo de deslocameji 

tos dos pontos da superfície i fornecido pela função de interpc) 

lação associada ao no onde esta sendo definida a força nodal 

equivalente. Esta forma de definir os deslocamentos elimina os 

efeitos das outras forças nodais equivalentes, uma vez que a 

função de interpolação associada ao no i anula-se em todos os 

demais nós, sendo unitária neste no. Assim as outras forças n£ 

dais equivalentes não realizam trabalho.

0 trabalho realizado pelo carregamento superfji_ 

ciai que atua sobre um elemento de area dA é

dWe = pdA . ô . (D .1)

sendo pdA a força atuante e ô o ’ deslocamento do ponto correspo^ 

dente. No caso geral do carregamento distribuído conter compo­

nentes segundo as três direções o trabalho ê

dWe = {Q}T (F) dA (D.2)

onde {Q} e o vetor deslocamento no ponto e ÍF} é o vetor força 

distribuída no ponto. Os d e s1ocamentos em um dado ponto sao 

obtidos pelos deslocamentos nodais via funções de interpolação, 

ou seja,

{Q} = {qi , q 2 » Q 3 }

com



104

onde N.j é a função de interpolação calculada no ponto onde se

deseja q. e U. . é o deslocamento do nõ i na direção j. De for; 
J  ̂J

ma semelhante tem-se para a força distribuída,

{ F } T = { f 1, f 2, f 3}

com f .  « ' { N . X P . j }

Em forma matricial

onde

i nterpolação ;

{Q} = [N]{U} (D.3)

{F> = [N 3{P} (D.4)

[N]T = [ N p  N2 ,...,Nn] => vetor das funções de

{1)^}' = '[U^-, U 2 i > - . - U n i 3 => vetor de deslocameji

tos nodais na direção i;

{P1.}T = Cp ii» P2i’’**Pni^ => vetor de car9as na

direção i .

Deste modo o trabalho realizado pela carga que

atua sobre dA é

dWe = (U}T [N]T [N] {P } dA (D.5)

e o trabalho realizado pela carga que está agindo sobre toda a 

superfície carregada é dado por

We = /A m T [N]T [N] {P} dA (D.6 )
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Para obter as forças equivalentes ao carregameji 

to externo distribuído deve ser feita a primeira variação de W e , 

ou seja,

<5We = Z . W, . ôui 
i ui

(D.7)

onde W , u  ̂ e então a força nodal equivalente, que corresponde ao 

grau de liberdade do elemento.

Derivando o trabalho externo rea1izado pela ca£

ga distribuída,

We = '/ {U}T [N]T [N]{P} dA 
A

em relação à i-esima componente de U, tem-se

We, • = /. {0 0 0 ... 1 ... 0} [N]T [N]{P}dA

|_____  posição de IK (D.8 )

A matriz [N] quando pré-multiplicada pelo vetor 

{0 0 0 ... 1 ... 0 } fica na forma:

G

0

0

ÍN. } posição de U.
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em

devido ã natureza de [N], o vetor {N ^} possui apenas um elemeji 

to não nulo, que depende da direção do grau de liberdade U^, 

relação ao sistema de referência intrínseco.

0 produto [N ]{P } e escrito como

C N ] {P> =

V 0 0 ’P 1 '

0 n t 0 < P 2 ’

0 ' 0 n t
P 3 

1 '

{F} (D.9)

onde {F}^ = (f^ f^ f^} sendo cada uma de suas componentes dada 

por

•i ■ nT p í

0 vetor {F} representa o carregamento distribují 

do no ponto de integração, obtido pelos valores nodais e pelas 

funções de interpolação.

Para obter a força equivalente, que corresponde 

a um dado grau de liberdade ê necessário realizar a integração 

numérica do produto do vetor (N^> pelo vetor íF) do carregamen­

to distribuído. No caso de um elemento com 3 graus de liberda­

de por nÕ onde também existem 3 forças nodais equivalentes, por 

nõ, o integrando para um dado no i e fornecido por

Ni f, 

N i f 2 

N i f3

( D . 10)

Este integrando deverá ser calculado em cada pojn
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to de integração. Associado ao ponto de integração existe o 

so que depende do processo de integração adotado. Para passar 

do sistema i o  sistema global é neces_

para i de 1 ao número de nós da face carregada, sendo A,B,C os 

pesos de integração.

duas observações são importantes. A primeira diz respeito ao 

Jacobiano o qual devè fornecer a relação de areas entre o domí­

nio de integração e o real. Isto e feito zerando a linha e a 

coluna correspondente a direção intrínseca normal â face e to£ 

nando unitário o elemento da diagonal principal.

v':;..funções de intí?rpa1 açãórdôs ••nós que não se situam sobre a face 

í;; carregada sio ü v  tíuI o s , apenas os nós da face ê que terão for­

ças nodais equivalentes. 0 processamento do carregamento dis­

tribuído ê realizado em cada elemento da modelagem, que contri- 

. - bua com carga para a estrutura.

sario usar o : Æ s ^ ;Tàv ;eiii 'Oiîda ponto de integração, e

calculado o produto

f

> l.J.J (A ) ( B )(C ) (D, 11)

Como a integração e feita sobre uma superfície,

A outra observação e que o peso correspondente ã 

direção normal ã face deve ser unitário.

Cabe ainda ressaltar que como os valores das


