UNIVERSIDADE{ FEDERAL DE "SANTAnCATARINA.

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

UMA ANALISE COMPARATIVA DE ELEMENTOS
FINITOS PARA FLEXAO DE PLACAS.

DISSERTACAO SUBMETIDA A UNIVERSIDADE
FEDERAL DE SANTA CATARINA PARA OBTENCAO
DO GRAU DE " MESTRE EM ENGENHARIA "

EDILSON DIAS SIQUEIRA

FLORIANOPOLIS, MARCO DE 1984



UMA ANALISE COMPARATIVA DE ELEMENTOS
FINITOS PARA FLEXAO DE PLACAS

EDILSON DIAS SIQUEIRA

ESTA DISSERTACAO FOI JULGADA ADEQUADA PARA OBTENCAO
DO TITULO DE

" MESTRE EM ENGENHARIA "

ESPECIALIDADE ENGENHARIA MECANICA E APROVADA.EM SUA -

FORMA FINAL PELO PROGRAMA DE POS—GRADUACAO

CLOé%S SPEKB CELLOS

IENTADOR

[l
ARNO BLASS
COORDENADOR

BANCA EXAMINADORA:

7 é;,g L ﬁ?i ?é I
CLOVIS SPERB DE_ 0S (Ph.D.)

PRESIDENTE

g

LUIZ TEIXEIRA DOANALLE PEREIRA (M.Sc.)

11



A Silvia, Mateus e meus pais

134



AGRADECIMENTOS

- A Universidade Federal do Ceara por
ter proporcionado a realizacao deste
trabalho.

- Ao Professor Barcellos pela orientacao.

- A todos que contribuiram com apoio e
sugestoes para o desenvolvimento desta

pesquisa.

iv



1

'INDICE

- 'INTRODUCAO
1.1 - Generalidades
1.2 - Revisdo bibliografica
1.3 - Definicao do problema

1.3.1 - Introduciao

1.3.2 - Conceitos

1.3.3 - Selecao dos elementos

1.4 - Implementacao computacional

2 - DESENVOLVIMENTO DOS ELEMENTOS SELECIONADOS

3

2.1 -'Introdugéo.

2.2 - Modelo dos deslocamentos
2.2.1 -

2
2
2

2

.2.2
.2.3
.2.4

.2.5

Selecao dos. elementos
Formulacao .do elemento

Formulacao . do elemento

"Formulacao .do elemento

de HUGHES e COHEN

Formulacao .do elemento

2.3 - Modelo hibrido

2

3.1

Selecao dos elementos

2.3.2 - Formulacdo do elemento
2.4 - Modelo misto

2

.4.1

Selecao dos elementos

- 2.4.2 - Formulacao do elemento

- RESULTADOS

3.1 - Introducao

- Solucao analitica
3.2.1
g 3.2.2.- Condicoes de contorno

3.3
“ 3.4

Valores analiticos

Resultados'_

Comentarios

QLR/S
CLN
HETEROSIS

'T1

QH3

PLAT8H(8a)

01
02
06
06
08
16
18

20
22
22
25
30

31
34
41

41

41
52
52
52

56

- 57

57
59
61
82



4 - CONCLUSOES E SUGESTOES

4.1 - Introdugao
4.2 - Conclusoes
4.3 - Sugestoes

APENDICES

A - Elemento DKQ
B - Elemento DKT

C - Familia de Quadrilateros Isoparamétricos com

InCluséo‘da‘Energia de Deformacao Cisalhante

D - Elemento A—Q |

E - Uma Familia de Elementos Hibrido-tensées com
Integracdo Numérica '

F - Elemento UH

G - Uma Familia de Elementos Mistos com Inclusio
da Energia de Cisalhamento |

H - Funcoes de Interpolacao

I Intégragéo Numérica pela Quadratura de Gauss

J - Fluxograma do Programa de Gerenciamento

BIBLIOGRAFIA

vi

86
86
91

92

93
100

102
105

114
118

127
129
133
134

138



. vii

- 'SIMBOLOGIA

1 - Sinais ‘e convencgoes
/ + Integracao
f +~ Integracao fechada
5 '+ Somatorio
- Produto interno
[A] + Matriz, the.A.é o nome da matriz.
[n] + Referéncia, onde n € o nﬁmero?da referéncia
| | - Determinanfe de ﬁma matriz |
[ ]T + Transposto .de uma matriz-
{} -~ Vetor colUné
1] ~ Vetor linha
-L;JT ~ Transposto de um vetor linha
{ }T > Traﬁsposto.de um vetor coluna
(n.m) ~ Numeragéo“das:equagaes, onde n e m séo.nﬁmeros
W, + A vifgula'indiéa derivada parcial, ou seja: %%

2 - Simbolos

A

{a}

Area

Vetor de variaveis nodais

Matriz de propriedades elasticas de flexao
Matriz de‘propfiedades elésficas de cisalhamento
Médulo de elasticidade longitudinal(Young)

Matriz de propriedades élasticas de flexao e: cisalhamen

to
Vetor forgas cortantes

Modulo de elasticidade tramsversal



viii

h +~ Semi-espessura da placa(t/2)

[J] + Matriz jacobiana

| 7] + Determinante da matriz jacobiané

(K] + Matriz de rigidez para um elemento(flexao e .cisalhamen

to)

_[Kf] '+~ Matriz de rigidez de flexao para um elemento

TKSj ~ Matriz de rigidez de cisalhamento para um elemento
L > Comprimento do lado de uma placa'quadrada

[M] +~ Vetor momentos fletores e torsores

Ny > Funcées de %nterpolagéo,1agrangeanas(i =1,2,...,n)
{Q} +~ Vetor carga nodal

q + Carga distribuida transversal

Si’ + Funcoes de interpolacao serendipity(i = 1,2,...,n)
s,t + Coordenadas retangulares(sistema local)

t > Espessura da placa

u,v,w -+ Deslocamentos
Y + Volume .
Z -+ Coordenadas retangulares(sistema global)

x,y,z -+ Coordenadas retangulares(sistema local)

a » Fator de correcao para tensoes Cisalhantes transversais
8 + Operador, indica variégéﬁ

{8} + Vetor deslocamentos

€ > Deformacoes (x,y,z)

£ + Deformacoes no plano(x-y)

z,n,& - Coordenadas isoparametricas

0y +~ Rotacao no plano(y-z)
t .

6y ¢ > Rotacao no plano(x-z)

v ~ Razao de Poisson

1 -+ Funcional



ix

o -~ Tensoes(x,y,z)
5} '+ Tensoes no .plano(x-y)
{9} ~ Vetor deformacoes cisalhantes

{x} +~ Vetor deformacoes de flexao

3 - Elementos

ACM(R-12)

A-9

CQ
CLN,CLR,CSN,CSR

DKQ
DKT
HS.
H9
HCT (LCCT-9)

HCR

HETEROSIS

HSM
HT
LH3,LH4,LH5,LH11
LORA -

M

t

£y
MR24 (PLAT8(8a))

A

Adini, Clough and Melosh(Rectangle - 12 de

grees-of-freedom)

Triangle - 9 degrees-of-freedom.

Cubic Quadrilateral

C—Cubic, L-Lagrangian, S-Serendipity, N-Nor
mal, R-Reduced. Quadrilateral

Discrete Kirchhoff'Quadrilatefal
Discrete Kirchhoff Triangle
Hybrid-stress 5-parameter. Quadrilateral
Hybrid-stress 9-parameter. Quadrilateral

Hsieh, Clough and Tocher(Linear Curvature
Compétible Triangle - 9 degrees-of-freedom)

Hybrid-stress Conforming Rectangle

Quadrilateral, Quadratic, Lagrangian and

Serendipity

"Hybrid-stress Modél‘Triangle

Hybrid-stress Triangle

Linear Hybrid-stress. Quadrilateral

LOckheed Robinson and Associates. Quadrilate
ral .

Melosh. Rectangle

Modified Hellinger-Reissner Principle, = 24
degrees-of-freedom, 8-parameter. Quadrilate

ral



MR24A(PLAT8 (6a))

MR18

-MR18A

PLAT8H(50, 60, 8a)~

Q-19
QH1,QH2 ,QH3,QH4

QLR/S
QLR,QLN,QSR, QSN

QUAD4

QUS4 (LR)
R18
R24

SRI

T1

. UH

->

-

-

Modified Hellinger-Reissner Principle, 24
degrees-of-freedom, 6-parameter. Quadrilatg

ral

Modified Hellinger-Reissner Principle, 18
degrees-of-freedom, 6-parameter. Triangle

Modified Hellinger-Reissner Principle, = 18

degrees-of-freedom, 4-parameter. Triangle

Modified Hellinger-Reissner Principle (HETERO
S1S), 24 degrees-of-freedom, 5-6-8-parameter.

Quadrilateral
Quadrilateral - 19 degrees-of-freedom
Quadratic Hybrid-stress. Quadrilateral

Quadratic Lagrangian Reduced/Selective Inte

gration. Quadrilateral

Q-Quadratic, L-Lagrangian, S-Serendipity,
R-Reduced, N-Normal. Quadrilateral

Quadrilateral 4-node

Quadrilateral Serendipity 4-node(Linear Redu
ced)

Hellinger-Reissner Principle, 18 degrees-of-

freedom. Triangle

Hellinger-Reissner Principle, 24 degrees-of-
freedom. Quadrilateral

Selective Reduced Integration. Triangle

‘Four-node Bilinear Isoparametric Element Qua

drilateral

Universal Hybrid Element. Triangle_



X1

RESUMO

Nestas trés ultimas décadas, o desenvolvimento e aper
feicoamento de elementos finitos. para problemas de flexdo de pla
cas tem sido uma meta constante de multos pesquisadores. No entan

to, apesar dos esforcos, ainda nao se dispoe de um elemento ideal.

O objetivo deste trabalho € selecionar dentre todas es
tas formulacoes existentes, e as quais teve-se acesso e conhec1
mento, um ou alguns elementos que apresentem o melhor comportamen

to quando utilizados em um programa de elementos finitos para a .

plicacdo geral.

Inicialmente sao estabelecidds alguns requilsitos, os
quais servem de base para uma pré-selecao doé elementos. A sele
cdo final é feita ap0s a implementacado computacional de seis ele
mentos, baseados na teoria.de placa de Mindlin e consideradbs co
mo os mals promissores. Para esta selecao, 'apos terem sido’ obti
dos os resultados numéricos para placas finas e semi-espessas, &
feito um estudo comparativo, ondevsevverifica basicamente os se
guintes aspectos: convergéncia em funcao do numero de graus de 1i
berdade exigidos pela discretizagéb, sensibilidadelé distorcao da

malha, presenca de modos falsos de energia e eficiencia ~ computa

cional.
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" "ABSTRACT

In the last thirty years, the development and improve
ment of the finite element technique for the plate bending problem
has recieved a constant effort of many studies. In spite of this,

a perfect element is not achieved yet.

The main purpose of this work is to choose among seve
ral formulations, one or more elements that has the best behavior

when used in a general purpose finite element program.

A first selection of the elements is based in some
requirements previously set up. For the final one, six elements
are studied, based on the Mindlin's theory of plates. With the

numerical results obtained for thin and thick plates, a comparati

ve study is made and the following aspects are analysed: conver
gence ‘versus number of freedom degrees required for discretiza
tion, the mesh distortion sensibility, the spurious zero energy

mode presence and computational efficiency.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - Generalidades

A analise por elementos finitos para problemas de fle
xao de placas tem sido bastante explorada, e isto se comprova pe
la existéncia de inﬁmefas formulagoes a respeito deste assunto.

Quanto aos elementog, pode-se afirmar que muitos funci
onam bem para uma determinada situacao, porém nao satisé%zem paré
outros casos. Alguns sdo indicados para uma aplicacdo geral por a
presentarem um comportamento satisfatdrio na maioria dos testes
realizados. No entanto, ainda nao se dispéé.do elemento ideal pa
Ta aplicagéd em um programa de elementos finitos para uso geral.

0 objetivo atual € selecionar um elemento para' proble
mas de flexao de placas finés e espessas, submetidas a um carrega
mento estatico. Este elemento deve apresentar a melhorperfdrmance
num conjunto global, mas nao necessariamente para todos 0s casos
especificos, pois sd@o notorias as dificﬁldades_para se atingir al
gumas metas. Conseqiientemente tal elemento ndo sera nenhuma pana
céia. |

Um elemento finito deVe, em primeifo-lugar, convergir
para a solucdo exata do problema, pois isto éarante que a solucao
da equacdo diferencial que rege o problema esta bem represeﬂ%ada'
pela discretizacdo. No caso especifico de flexao de plaéas, rela
ciona-se a seguir os requisitos basicos desejaveis para o elemeﬁ
to a ser selecionado, ou seja:

a) A convefgéncia deve ser rapida e monotdhicaj

b) -A energia de cisalhamento deve estar inclusa;
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c) Nao deve apresentar o fenomeno de travamento (Ulg'
cking"); |
d) Deve dar bons resultados também para tensoes;
e) Nao deve apresentar modos falsos de energia;
f) Deve ser rotacionalmente e translacionalmente inva
riante;
g) Deve ser compativel e completo (conforme) ;
h) Deve ser poﬁco sensivel a distorgdao da malha;
i) Deve ser-computacionélmente eficiente.
Neste trabalho, analisa-se uma série de elementoé; mos
tra-se os(resultados.numéficos da implementacao computacional dos
elementos mais promissores e faz-se a selecao dos melhores elemen

tos dentro dos requisitos acima citados.

1.2 - Revisao bibliografica

A maioria dos artigos que versam sobre elementos de
flexao de placas trazem estudos comparativos entre o elemento pro
posto e outros elementos jd publicados. Também existem trabalhos
exclusivamente comparativos, enfocando os seguintes aspectos: con
vergencia em fungao do refino da malha ou do nimero de graus de
liberdade exigidos, e convergencia com o esforco computacional.

A séguir sao .citados aqueles elementos que foram consi
derados como os melhores por ocasiao dos referidos estudos.

CLOUGH e TOCHER!20] fizeram um dos primeiros  estudos
comparativos de que se tem conhecimento. Foram analisadas piacas
retangulares e quadradas, por uma série de elementos triangulares
e retangulares, onde ficou evidenciada a superioridade dos elemen

tos retangulares em relacao aos triangulares, sob o aspecto de
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convergencia com o refino da malha. Os melhores elementos foram,
respectivamente, o retangulo M de MELOSH, o retdngulo ACM(R-12)
de ADINI, CLOUGH e MELOSH e o triangulo HCT(LCCT-9) de -  HSIEH,
CLOUGH e TOCHER. Neste estudo ficou comprovada a maior flexibili
dade dos elementos nao compativeis, M e ACM, em relacao ao elemen
to compativel HCT. Todos estes elementos sao formulados pelo mode
lo dos .deslocamentos.

ABEL!*] fez também um trébalho comparativo, verifican
do a eficiencia éomputacional de uma série de doze elementos; en
tre eles o ACM; M e HCT. Isto foi feito verificando a convergen
cia em funcdo do produto NBZ, onde N &€ o numero de equacbGes algé
bricase,Bzé a largura da banda do sistema global eievada a poten
cia de 2. ABEL concluiu que os melhores elementos eram, respecti
vemente, o.M de MELOSH, o CQ'de-FRAEIJS DE VEUBEKE e 0Q-19 de
CLOUGH e FELIPPA. Os elementos CQ e Q-19 séo'fofmulados pelo mode
lo dos deslo@amentos.,Eles sao compativeis, cUbicos, = quadrilate
TOS € Sao fbrmaddslpela juncdo de quatro tridngulos. O elemento
néo:compétivel M mostrou novamente‘a sua melhor- convergéncia em
relacao aos elementos compatfveis. Discorda-se aqui da maneira co
mo & feita esta comparacao, poiS’o tempo de computacao para forma
cdo da matriz de rigidez do elemento nao € considerado, e sabe-se
que, se por exemplo, for necessaria integracao numerica, uma
grande parcela de tempo sera desperdicada nessa etapa.

COOK[10] formulou dois elémentos pelo modelo hibrido-
tensoes (""hybrid-stress”), os elementos H5 e H9, e os _cdnsiderou
como os melhores para problemas de flexdo de placas. Estes elemen
tos sao quadrilateros, com doze graus de liberdade, e sao forma
dos pela juncao de quatro triéngulos, tendo incluso o efeito de

cisalhamento. Nada, porém, foi assegurado sobre o fenomeno de tra
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vamento, bem como quanto a presencga de modos falsos de .energia.
O H5, o melhor dos dois, que usa uma polinomial incompleta para
representacdo do';ampo de tensdes, € nao invariante, portanto de
ve sér formulado num sistema local de coordenadas.

ROBINSON e HAGGENMACHER!”], em trabalho mais recente,
formularam pelo método de equilibrio um quadrilatero com doze
graus de liberdade, tendo incluso o efeito de cisalhamento. O ele
mento, chamado de LORA, também & considerado por seus autores co
mo o melhor elemento para flexao de placas. Infeli;menté, a refe
réncia nao traz maiores détalhes sobre a formﬁlaééo da matriz de
rigidez do elemento, e os resultados apresentados sao apenas para
deslocamentos. Verifica-se também que, embbra o efeito de cisalha
mento eSteja incluso, nada foi dito sobre 6 fenomeno de travamen
to. ‘

,HERRMANN[41] desenvolveu pelo modélo misto, um dos pri
meifos elementos triangulares, considerando as deformagGes cisa
lhantes tfansversais(Teoria'devReissner).‘Entretanto, posteriores

(361

estudos feitos por BRON e DHAT comprovaram que este elemento

diverge da solucao exata do problema, para algumas situacoes em
que foi testado.
Muitos esforcos tem sido feitos em busca de um .elemen

to simples e eficiente. Cita-se, por exemplo, alguns - elementos

triangulares com nove graus de liberdade como o A-9[31], UH[34],

SRI[6] e HsMl® € 421 o o5 quadrilateros com doze graus de liberda

4[31] e suas versoes (Referencias .39

e 40), e o elemento QUAD4 de MacNEALL®» 37 e 391

de mais pesquisadds sao o QUS
Alguns destes e
lementos sao empregados em programas de uso geral, coﬁoré 0 caso
do QUS4 e do QUAD4, por serem simples e eficientes.quém, a maio

ria dos elementos acima citados apresentam problemas tais como a
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presenca de modos falsos de energia, invariancia e dependencia de
ajuste de parametros para estabilizacao da matriz dé'riéidez.v

BATOZ e TAHAR[S] apresentaram.o elemento DKQ (Disérete
Kirchhoff Quadrilateral) e fizeram um estudo comparativo com ou
tros dezessete elementos; entre eles, o H5, H9, LORA, M, ACM,
QUAD4 e Q-19. Somente placas finas foram testadas, e em alguns ca
sos de deflexdes foram mostradds resultados para os  elementos
LORA e QUAD4, os quais se mostraram superiores ao DKQ.. Nos demais
casos, inclusivebpara.tenSSes e malha distorcida,>onde 0 elemento
LCRA néb entrou na comparacao, o DKQ apresentou bons resultados
em relagéb aos demais elementos. Acredita-se que o elemento funci
one bem para placas bastante finas, pois a energia cisalhante
transversal € desprezada pelas suposicoes de Kirchhoff.

BATOZ, BATHE e LEE-WING'®) fizeram um estudo do elemen
to triangular DKT(Discrete Kirchhoff Trianglé) € O compararam Ccom
outros elementos triangulares. Neste estudo foram considerados co
mo,melhores.os elementos DKTuebHSM(Hybrid—Stress'Model). Convém
mencionar que o DKT e o DKQ sao compativeis, formulados pelo mode
lo dos deslocamentos e, assim como o HSM, baseiam-Sse na teoria de
placa de Kirchhoff.

o Uma série de quadrilateros isoparamétricos, baseados
na teoria de placa de Mindlin e com estudos do fendmeno de trava
mento foram apreseﬁtados por varios autores: HUGHES e COHEN[18];
sprLkerl1T> 12, 13, 14 e 151, ey yintoN e zrenkiewrcz (37,
LEE e WONG''®1; e HUGHES e TEzDUYARI37]. 0s meihores elementos in
‘dicadgs por estes autores sao: QLR, CLR, CLN, QH1, QH3, HETEROSIS,
Q7T1’é %LATSH. Como sera visto, os elementos citados aqui serao ob

jeto :deste estudo e, portanto, maior atencdo sera dada no decor

rer de toda esta exposicao.

T U
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Nos apéndices deste trabalho poderao ser . encontrados
detalhes da formulacdo de alguns elementos que constam desta revi

sao, bem como de outros que nao foram mencionados.

1.3 - Definigao do probléma

1.3.1 - Introducao

Os elementos finitos para'problemas de flexao de pla
cas 550 formulados basicamente dentro de dois grupos: os baseados
na teoria de placa de Kirchhoff e os baseados na teoria dé placa
de Mindlin, dependendo, respectivamente, da auséncia ou da presen
ca do efeito das deformacoes cisalhantes transversais. Os elemen
tos que usam a teoria de Kirchhoff, formulados do Principio da E
nergia Potencial Minima (modelo dos deslocamentos), devem satisfg
zer a continuidade C' no contorho entre elementos. Isto causa
problemas de compatibilidade, que para serem solucidnados, exigem
polinomiais de ordem maior do que a desejada para as funcoes de
interpolacao. Cdnseqﬁentemente maior numero de Variaveis nodais
ou maior numero de nodosﬂpdr_elemento sao exigidos, o que aumenta
o numero de equacoes algébricés a serem solucionadas e, em geral,
o elemento torna-se mais rfgido. Tambem pode ser afirmado que o
aumento no numero de graus de liberdade por nodo exige, normalmen
te,;que se adote derivadas normaiscbmograus de 1iberdéde. E isto
traz complicacoes para a.eépecificagéo das condigoes de contorno.

[5 e 6], em recentes trabalhos, mostra

BATOZ e outros
ram que este requerimeﬁto de continuidade C! pode ser - relaxado,
sem problemas de conformidade, ao usar uma fofmﬁlagéo pela Teoria
" Discreta de Kirchhoff("Discrete Kirchhoff Theory'"), porém, esta

formulagao despreza a energia de deformacao cisalhante transver

sal e o elemento nao funciona para placas espessas.



07

Outra maneira de relaxar este requisito de .continuida

N[ZZ] ou o hibri

de C! & utilizar o modelo hibrido-tensdes de PIA
do-deslocamentos("hybrid-displacement'") de TONG[ZS].

Por outro lado, 0s elementos baseados na teoria de
Mindlin[g] requerem .apenas continuidade C°, mesmo para formula
cbes a partir do Principio da Energia Potencial Minima. Entretan
to tém um inconveniente, que € uma tendéncia ao fenomeno de trava
mento. importante salientar que o travamento € provocado pela
nao adequacao de funcoes de interpolacao que nao sao capazes de
representar, exatamente, a restrigéo_de energia de :..cisalhamento
transversal nula, quando a placa & tomada bastante fina.

PUGH, HINTON e ZIENKIEWICZ[S] solucionaram o problema
do travamento, utilizando integracao reduzida para a rigidez de
- flexao e cisalhamento em eleﬁentos isoparamétricos, baseados no
modelo dos deslocamentos. A integracao reduzida ou a reduzida/sg
letiva[zl, onde*s6_a rigidez de. cisalhamento & sub-integrada, tra
zem conseqiiéncias indesejaveis, tais como modos falsos de enérgié
(Spurious Zero-Energy Mode). Dos elementos baseados no modelo dos
deslocamentos, teoria de placa de Mindlin e utili?ando integragio
reduzida ou integragéo3reduzida/se1etiva, somente o HETEROSIS de
HUGHES e COHEN[16] e o CSR(Apendice C), nao aprésentam modos fal
sos de energia.

Oﬁtras maneiras de eliminar o problema de travamento &
utilizar o funcional para o Principio Modificado de Hellingér-

G[16],

Reissner, dentro da formulacao mista de LEE e WON ou o fun

cional hibrido, baseado no Principio da Energia Complementar Modi

ficada, utilizado por SPILKER e outros[11’ 12, 13, 14 e 15].. Ne§

“tas formulacoes, o controle de travamento e dos modos falsos de e

nergia € feito em funcao do campo de tensdes ou deformacoes a se
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rem escolhidos.

Comenta-se sobre alguns térmos que tém sido aqui menci
onados, por representarem uma parcela de fundzmental importancia
para este trabalho.

a) Fenomeno de travamento("locking") - E umé excessiva
rigidez na solucdo do problema quando a placa € tomada bastante
fina, ou seja, quandd a espessura da placa tende a zero. Seria in
teressante sabeyr, sem a devida impiemeﬁtagéo computacional, se o
elemento tem‘tendéntia a travamento. Desta forma, alguns autores
definem um indice de restricdo para medir a tendéngia ﬁaior ou mg
nor ao fenomeno. HUGHES e MALKUS[24] definem o "Cdnstraint Index"
(CI) como sendo a habilidade do elemento acomodar a restricao de
energia de cisalhameﬁtq transversal nula. O CI € calculado para u
ma malha NxXN, com dois lados adjacentes idealmente engastados, e

dado pela equacgao:

N |
c1 -9 b, (1.1)

]
N
@]

onde n4 € o nﬁmerovtotal de graus de liberdade na malha NxN, nb,é
o nimero de graus de liberdade sobre os dois lados engastados, n_
& o nimero de restricdes impostas ao elemento quando a espessura
tende a zero, e N & o numero de elementos numa dirégéo. Especifi
cando melhor, para o caso de um elemento Miﬁdlin-deslocamentos
("Mindliﬁ-displacement"), ao se fazer uma -integracao reduzidav da
matriz de rigidez de cisalhamento, tem-se duas restrigoes (duas de
formacoes cisalhantes) em cada ponto de integracao, logo n. e i
gual a duas vezes o numero de pontos de integracab upilizados.

Para a mesma situacdo em que foi definido o C1,

sPILKER! ') definiu o RCI(Rotational Constraint Index)‘para ele
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mentos hibrido-tensdes, com a diferenca de s6 utilizar os  graus

de liberdade de rotacao. Ou seja:

n
6d _ 6b a.2)

RCI = - n
—_—
N oc

onde ng4 € o numero total de graus de liberdade de rotacdao na ma

lha. NxN, n,, € o numero de graus de liberdade de rotacao sobre os

b
dois lados engastados e ng_ € o numero de restricdes de rotacao
para o elemento quando a espessura da placa tende a zero. Estas
‘restricées sdo obtidas por exame das equacoes de EULER para o fun

cional no limite (t - 0) e corresponde, para o caso de elementos

hibrido-tensoes, a:

f 180 6o Yxzlan - 0 (1.3)
A; xz * °%yz] sz‘ - :

onde ¢ e y sao, respectivamente, tensoes e deformacoes, § indica
variacio e A é a area do elemento.

Para os elementos citados nas respectivas referéencias,
estes indices funcionam relativamente bem, porém, testados péra
outros elementos, ndo se encontra a coeréncia desejada, pois em

geral s3o muito pessimistas (ver Apendices C e E).

b) Modos falsos de energia(Spurious Zero-Energy Mode) -
Corresponde ao numero de auto-valores nulos, exéedentes aqueles
que representam os movimentos de corpo rigido, e estao associados
a auto-vetores nio nulos. Fisicamente, significa que o elemento
pode se deformar de uma maheira diferente daquela que seria a e€sS
perada, assim como sua matriz de rigidez nao apresenta posto
("raﬂk”) correto.

O problema do mau condicionamento da matriz de rigidéz

do elemento([K]), surge normalmente em decorreéncia de _integracao

ode
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numérica reduzida ou seletiva/reduzida. |

ZIENKIEWICZ[Q] afirma que com intégragéo reduzida pode
surgir singularidade em [K] e que n3ao & dificil provar que em al
guns casos tal singularidade nao exista. Para uma malha de um elgl
mento, [K] deve ser singular se o numero de variaveis nodais des
conhecidas excede o numero de relacoes independentes, supridas em
todos os pontos de integracao. Com base nesta afirmacao, define-

se um indicador de singularidade,
S =N - nr (1.4)

Para elementos baseados no modelo dos deélocamentos, N € o nﬁmg
ro de variaveis nddais desconhecidas, n é o nimero de pontos de
integracdo para o elemento e r € o numero de relacoes .independen
tes por ponto de integragéo,‘ou‘seja, o numero de deformacoes usa
das na formacao da matrizrde figidez a ser iﬁtegrada. Ocorrera
singularidade se S & positivo. E importante observar que'o calcu
lo de S pode ser generalizado para uma malha qualquer. PUGH e ou
tros[s] usam também este Indice como indicador de travamento, cu
jas aplicacdes sao mostradas mno Apéndice B.

ZIENKIEWICZ conclui que a integracao reduzida pode dar
.origem a modos falsos de energia e a singularidade da matriz de
rigidez global, para uma determinada malha. A singularidade nor
malmente desaparece com a reunido dos elementos, porém, os modos
falsos de energia estao relacionados_a compatibilidade de formas
dos auto-vétores, assoclados a auto—vaiores-nulos do elemento, e
podem nio desaparecer com a reunifo dos elementos.

BICANIC e HINTON[33] fizeram uma pesquisa sobre modos
falsos de energia em eleméntos isoparamétricos bidimensionais de

quatro, oito e nove nodos, que sao muito utilizados para flexao
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de placas. Transcreveése, a seguir, -alguns resultados desta pes
quisa, para um maior esclarecimento sobre o assunto.

A integracao reduzida éu reduzida/seletiva e utilizada
normalmente para evitar o problema de travamento em elemento com
efeito de cisalhamento incluso. Para este elemento, explicita-se

sua energia de deforma¢ao em duas parcelas,
= 1, 5T |
E; = y{al [Kflfa} (1.5)
1o 1 Tre
E, = ={a} [K_|{a} . (1.6)
By < ] o

6nde E1 e E2 sao, respectivamente;.a energia de deformacao de fle
xao e de cisalhamento,l[#f} elTKS] sao, respectivamente, as matri
zes de rigidez de flexao e—dé gisalhamento, e {a} € o vetor das
variaveis nodais. Definidos:[F%] é-[?s] e se'n é o numero de pon
tos para integrar completamehte a rigidez em uma direcao, sao es
tabelecidos os.seguintés tipos de integracao:
J..Completa,_sé nxn pontos forem utilizados pafa inte
-grar;[3%] e;[K;I. |
2.-Reduzidé/se1etiva; se (n-1)x(n-1) pontos forem wuti
1i;gdos para-integrar:[K;] e nxn parai[Kf],
3. Reduzida, se (n—T)x(n-1) ponfos forem utilizados pa
Ta integrari[ﬁ%] ej[?él.
A determinacao dos modos falsos de energia vem da soig

cao do problema de auto-valores,.

(K] + BLID Ay} = (A + 8){y) | (1.7
ou

CIK* 1y} = A%{y} (1.8)
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onde [K] =:{K£} 4:IK;T; B € adicionado para tornar [K] .positiva
definida(caga exista ;ingularidade) e 0s auto-valores reails sao
A = A. - B.

No caso de um elemento de placa, deverao existir treés
éuto-valores correspondentes a trés possiveis movimentos de corpo
rigido. Com integracao completa e reduzida/seletiva nao foram en
-contrados modos falsos de energia, més para integracao reduzida
foram encontrados auto-valores nulos, associados a auto-vetores 
nio nulos.

A Figura 1.1 mostra, para elementos isolados, sem res
'trig5es no contorno, a‘presenga de.modosvfalsos de energia, sendo

dois modos para o elemento e quatro nodos, um para o elemento de

oito nodos .e trés para o elemento de nove nodos.

Figura 1.1 - Auto-valores nuloé em elementos .isolados
com integraééo reduzida. a) Elemento de
quatro nodos; b) Eiemento de oito .nodos;
c) Elemento de nove nodos(tamanho do ele

mento 1,0x],0; E=2,0; v=0,0; G=1,0).
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Os modos falsos "hourglassing' ou '"keystoning'" para o
elemento de quatro nodos e o modo "Escher" para o elemento de no
ve nodos sao mostrados na Figura 1.2. Fol utilizada uma malha 2x2
com um numero de restricbes, tal que somente os movimentos de cor
po rigido sejam evitados.

O elemento serendipity(oito nodos) nao apresenta modos
falsos com a reuniao dos elementos, mesmo se restriQSes n§o forem

impostas, devido a incompatibilidade de formas associadas a auto-

valores nulos(Figura 1.1(b), tal como afirmou ZIENKIEWICZ.
EE;> i§55§55> i}553§55>
(a) :
tE;;%§E§; EEEE§EE§iE§EE;EEE
GO

Figura 1.2 - Modos falsos de energia com integracao re

duzida. a)Hourglassing para elementos de
quatro nodos; b) Escher para elementos de
nove nodos(tamanho da malha 2,0x2,0;

E=2,4; v=0,2; G=1,0).

c) Invariancia - O elemento € dito invariante quando anc
sua matriz de rigidez puder ser obtida em sistemas locais de coor

denadas, rodados ou transladados em relacao ao sistema .global,
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sem que a solucao do problema sofra alteracoes. SPILKER[15] mos
tra que, no caso do modelo hibrido-tensGes, utilizando formulacio
isoparamétrica, invariancia € assegurada somente se ' polinomiais
completas forem utilizadas para representar o campo de . -tensoes.
No modelo dos deslocamentos, BREBBIA[1] diz que o elemento pode
se tornar nao invariante se térmos adicionais nao simétricos fo

rem introduzidos a polinomiais .completas, que representam o campo

26 e 27] [ostra como transformar um e

de deslocamentos. cook 2%
lemento hibrido-tensdes, ndo isoparamétrico e ndo invariante, em
um elemento invariante, através da formulacao da matriz de rigi
dez do elemento, num sistema .local de coordenadas, girando em se
guida toda a rigidez para o sistema global. Segundo SPILKER[15],
o que COOK fez nap pode ser feito para elementos isoparamétricos,

pois neste caso, a escolha de um. sistema local n3o € unica.

d) Compativel e completo(conforme)[19] - No caso do mo
delo dos deslocamentos, um elemento € dito conforme, se as fun
coes de interpolacao para os deslocamentos assegurarem completici
dade e compatibilidade. A completicidade € assegurada se todos os
movimentos de corpo rigido e todos os possive}s estados de defor
macdo constante- - estiverem inclusos. A compatibilidade sera asse
gurada se existir compatibilidade de deslocamentos e suas deriva
das, de uma ordem menor que a maxima derivada existente nas rela
cG6es deformagao-deslocamentos. Ou seja, € necessario que os deslo
camentos?esuﬁﬁ derivadas, inclusive a derivada normal, sobre  um
‘lado ou face do elemento, sejam unicamente definidos em termos
dos deslocamentos e suas derivadas nos pontos nodais localizados
somente sobre aquele ladb ou face. Como ja foi dito, os elementos
nio compativeis sdo menos rigidos, porém a convergéncia € ndo mo

notonica,-e 1isto . traz problemas de incerteza na solugcao do pro

do
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blema. E importante ressaltar que os elementos  isoparamétricos

tém compatibilidade garantida[9 6;19].

e) ‘Modelo de elementos finitos - A base do método de €
lementos finitos consiste em dividir um s6lido em elementos dis
cretos, assumindo a seguir um campo de tensoes e/ou deslocamentos
dentro de cada elemento ou no contorno entre eles. A apliéagéo
dos priﬁ;ipios variacionais resulta num sistema de equacbes algé
bricas, cujés inéégnitas podem ser os deslocamentos nodais e/ou
tensoes nodais. Desta’ forma surgirém diversos modelos.

0 modelo dos deslocamentbé € deduzido do Principio da
'Energia.Potencial Minima e € baseado na adocdo de um campo de des
locamentos continuo, em todo o sdlido. O modelo de equilibrio &
"deduzido do Principio da Energia Complementar Minima e € baseado
em um campo de tensées em equilibrio, que é assumido em todo o SO
lido. O modelo hibrido-tensGes("hybrid-stress") usa o Principio
da Energié Complementar Modificada e assume um campo de tensoes
em equilibrio dentro de cada élemento, e, emladigﬁo, déslocameg
tos compativeis sido admitidos sobre o contorno entre . elementos.
Um segundo modelo hibrido € o hibrido-deslocamentos ("hybrid-dis
-plaéement"), que € baseado no Principio da Energia Potencial Modi
ficada'e'aséume um equilibrio.de eéforgos ao longo do contorno en

tre elementos e € admitido um campo de deslocamentos continuo em

cada elemento. Partindo do Pfincipio Variacional de Reissner obtem -

se o modeio misto, onde € assumido um campo de deslocamentos con
tinﬁo em todo o s6lido e um campo de tensdes para cada elemento.
Recentemente, DAY e YANG[38] apresentaram um novo modelo misto,
baseado no Principio da Energia Potencial e no Principio da Ener
gia Complementar, onde sao assdmidos campos de tensoes e desloca

mentos no interior de cada elemento.

de
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Na Tabela 1.1 estao resumidos os modelos de elementos

finitos para aplicacdo em um so0lido continuo.

1.3.3 - Selecao dos elementos

-——— e e o em o e o v e e e e e - -

Conhecidos os problemas e solucoes, e pelo que foi ex
posto, pode-se concluir qu: os elementos que mais se aproximam do
procurado elemento de aplicacdo geral sdo aqueles que tém incluso
o efeito de cisalhamento transversal, portanto seréo» . escolhidos
| para um estudo mais detalhado. |

Todo§ os elementos que serao selecionados a seguir sao
isoparamétricos e baseados na teoria de placa de Mindlin.

No modelo dos deslocamentos sao escolhidos o QLR{S],
CLN[S], 1371 ¢ o HETEROSIS! 8], O QLR {(Quadratic Lagrangian
Reduced) e o CLR(Cubic Lagrangian Reduced) sao os melhores repre
sentantes da familia dos elementos com integfagéo reduzida, apre
sentados na Referéncia [3]. Jevido ao elevado numero de modos fal
sos de energia que o QLR apresenta, pode-se fazer uma pequena mo
dificagéo, ou seja, sub-integrar apenas a rigidez de cisalhamen
to. Com isto, o numero de modos falsos €& diminuido e mantida a au
séncia de travamento. O QLR passara a ser chamado de QLR/S(Quadrg
fic Lagrangian Reduced/Selective). O CLR(Cubic Lagrangian Reduced)
e CLN(Cubic Lagrangian Normal) apresentam resultados semelhantes,
mas € preferido o CLN por nao apresentar modos falsos,‘embora‘ele
apresente uma leve tendéncia a travamento (Apéndice C). O HETEROSIS
usa integragéo reduzida e seletiva, tal como o QLR/S, porém - com
a vantagemde ndo apresentar modos falsos. O T1 & um dos elementos
de placa mais simples, nao apresenta modos falsos e, mesmo usahdo
integracao completa, nao apresenta travamento.

No modelo hibrido.tensaes as melhores formulacoes fo

ram o QH1[11]‘e QH3[11], A convergéncia do QH1 € bem superior a
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‘do QH3, porém, como o QHT ndo € invariante e o QH3 o €, recomenda-
se o QH3.

E no modelo misto foram selecionados os ‘ elementos
pLAT8 (80) LT0) ¢ prLATBH(80) {101, 0 PLAT8H(8a) foi o preferido devi
do o PLAT8(8a) ser ligeiramente inferior quanto ao fendomeno de
travamento. Para o PLAT8H(8a) foi selecionada a vVersao 8a,
pois as versGeé 50 € 60, embora apresentem um melhor comportamen
to para malha distorcida, apresentam modos falsos'de energia.

Como um estudo comparativo entre estes elementos ainda
nao consta ha literatura diqunivel, € objetivo dd presente traba
lho efetua-lo. Suas.formulagGeS'estéo detalhadas no proximo capi.
~tulo e os resultados numéricos da impléﬁentagéo computacional. es
tdo mostrados, comparados e comentados em capitulos posteriores.
Com isto tem-se condicoes de escolher o melhor elemento, dentre

estes, considerados aqui como os mals promissores para uma aplica

cao geral.

1.4 - Implementacao ComputacionaI

.Avimplementagéd fol realizada no computador .. IBM 4341
" da Universidade Federal de Santa Catarina. A computacdo foi feita
em pfeciséo aritmética- dupla e o sistema de alocacao dinamica da
meméria foi utilizado paré'érmézenamento e manipulacao dos dados.
Os programas foramvelaborados'em linguagem FORTRAN IV e um fluxo
graﬁa basico € apresentado no Apéndice J.

Principalmente na parte de sobreposicao da matriz de
rigidez, condicoes de contorhd e solucao do sistema de equacgoes,
foram utilizadas subrotihas'do Programa»péra Anilise de Meios Con
tinuos Lineares, SIMELF(Sistema Modular de Elementos Finitos), da

[32]

Universidade Federal de Santa'Catarina Para um maior esclare
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cimento, pode-se adiantar que a solugao por banda do sistema de e
quacoes, realizadé pela subrotina IMB, utiliza o Processo de EIi
minacao de Gauss. Quanto ao calculo de auto-valores e auto-veto

(28]

res, foi utilizado o método de Jacobi A subrotina para inver
sdo de matrizes foi obtida por transformacao da "function”

stmur [2°] que usa o método de pivotacao total.
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‘CAPITULO 2

DESENVOLVIMENTO DOS ELEMENTOS SELECIONADOS

2.1 - Introducao

No desenvolvimento que se segue, as equagcOes estao sim
plificadas para materiais isotropicos e homogéneos. Também as for
cas de corpo, efeito de temperatura e forgas devmembraha nao es
tao presentes.

A teoria de placa, base para formulacao destes elemen
tos, € a teoria de Mindlin, onde €& assumido que:

a) As'deflexGes-séo pequenas;

b) Retas normais a superficie’média da placa, antes da
deformacdo, permanecem retas, mas nao necessariamen
te normais a ela depois da deformacao;

c) TensGes normais a superficie média sio desprezadas.

As matrizes de propriedades elasticas serao citadas 1o
go agora, pois sao as mesmas para todos os elementos.

- Matriz de propriedades elasticas de flexao, rigidez:

1 v 0
3 .
D v 1.0 (2.1)
T {] 12018 .
0 0 v
>

- Matriz de propriedades elasticas de cisalhamento, ri

gidez:

[ 2.2
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- Matriz de propriedades eldsticas de flexdo e cisalha

mento, flexibilidade:

1 -V -V 0 0 0
1 -V 0 0 0
: 1 0 0 0 .
[E] = = (2.3)
B , _ 2(1+v) 0 0
(SIMETRICA) 2(1+v) 0
2(1+v)

onde,

E > modulo de elasticidade longitudinal

G - moddulo de elastitidade.transvefsal

v > razao de Poisson

't - espessura da placa

o - fator de‘corre§50"que considera a distribuicgao
nao uniforme de tensoes cisalhantes transversais;

& tomado na Referéncia [8] com o valor de 6/5.

Y

superficie
média, z=0-——
2h=t (espessura)

Y
~J—nodo i

Figura 2,1 - Geometria do elemento e sentido das. rota

coes e deflexdes no nodo genérico i.
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Os graus de liberdade w, 6, e ey sao considerados para
todos os elementos e a Figura 2.1 mostra as orientacoes adotadas,
onde w € o deslocamento transversal, ex € a rotacdo no plano y-2z

e ey € a rotacao no plano x-z.

2.2 - Modelo dos deslocamentos

2.2.1 - Selecdo_dos_elementos

Varios elementos sao, a principio,'pré—selecionados‘pg
ra a implementacao, por satisfazerém, com destaque, alguns dos re
quesitos de um eleménto paré flexao de placas. Estes elementos

sio: Qus43TI (LR - Apéndice C), pxQL®! (apéndice A), DkTL®) (Apénai
ce B), A-9030 (apendice D), quapa 031, 70371  HETEROSTS (1815

SRI[S] e uma familia de elementos lagrangeanos e serendipity com
integracao reduzida[3](Apéndice C).
O QUS4 é considerado por seus autores como um dos mais
'simples e eficientes elementos para flexao de placas. E um quadri
latero, isoparamétrico,-linear, tem quatro nodos e doze graus de
liberdade, inclui a energia de cisalhamento € usa integracao nume
rica reduzida/seletiva. Eﬁ decorréncia da integracao reduzida, a
matriz de rigidez do elemento nao tem posto correto, é dois modos
falsos de energia sao eXibidos, um modor"hourglassing” e um modo
de torcao no plano.AHUGHES e THOMAS[31] apresentam uma maneira de
eliminar o modo "hourglassing'", que € mostrada a seguir.
| Com base na Figura 2.1, a energia de deformacao cisa

lhante da placa € expressa por:
B A E

0 modo '"hourglassing" € eliminado se, ao invés de sub-integrar to

da a expressao(2.4), como € a proposta inicial do elemento, seja



feita uma integracao completa para as parcelas (W,X]Z.e (w,y]z,
e uma sub-integracao para o restante dos termos.

0 segundo modo falso, porém, s6 sera eliminado por res
tricdo dos movimentos de corpo rigido, através de condicées - de
contorno.

Sem a eliminacao do modo "hourglassing", o elemento
funciona bem para'placas finas, mas ndo € bom para placas espes
sas. Eliminando o modo "hourglassing" ocorre o inverso, ou seja,
um bom comportamento para placas espessas, mas nao satisfaz para
placas finas. Por outro lado,vse for feita uma integracao total
da energla de cisaihamento, resultados inaceitaveis serdo .obtidos
para placas finas, émbora o comportamento para placas espessas se
ja bom. Por isto, conclui-se que o QUS4, a principio, nao deve
ser indicado para uma aplicacao geral, pois qualquer que seja a
integracao, apresentara problemas.

‘BELYTSCHKO e TSAY[40] resolveram o problema de modos

falsos de energia no QUS4 através de ajuste de parametros, ou se
ja, introduzindo uma matriz de estabilizacao bara a rigidez do e
lemento. Entretanto, devido 3 dependéncia de tais parémetroé,bjul
ga-se que o elemento nio e ideai para uma aplicaééo geral. No mes
mo caso esta o elemento QUAD4, que também depende de ajuste de pa
rametros.

PRATHAP e VISWANATH!®) também eliminaram os modos fal
sos de energia do QUS4, fazendo uma integracdo 1x2 do . termo
[w,x + ey] e 2x1 do termo [w,y - GXJ, correspondentes%ienergia de
cisalhamento (2.4). Entretanto, tal procedimento torna nao -invari
ante a matriz de rigidez do elemento. Conseqﬁentementé, 0 sistema

local de coordenadas do elemento deve ter a mesma orientacao do

sistema global. Portanto, para cada posicionamento da placa em re

or
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-lacido .ao sistema global;«é necessaria uma renumeracao dos nodos
do elemento.

0 A-9 pérece ser um bom elemento, porém foram apreseg
tados poucos resultados nos testes realizados na Referencia [30],
e, embora a energia de cisalhamento esteja inclusa, nada foi asSg
gurado sobre a capacidade do elemento acomodar a restrigéo de e

nergia de cisalhamento nula para placas finas(efeito de travamen

[3]

to). Os elementos da familia lagrangeana , com integracao redu
zida, apresentam’modos falsos de ehergia. O mesmo pode ser dito
para o_triéﬁgulo SRI(Selective Reduced Integration).

[3]

Ja os elementos da familia serendipity nao apresen

tam modos falsos de energia, mesmo com integracao reduzida, mas
divergem totalmente da solucao do problema para placas muito fi
nas, em decérréncia'do fen6meno_de travamento.

Os elementos DKQ e DKT, como ja foi comentado, tém mui
to boa convergencia, sao bons para tensées, sdo pouco sensiveis a
distorgéo da malha; exigem apenas continuidade C% em funééo da te
oria em que sao baseados(Diécrete Kirchhoff Theory), e nao apre
sentam modos falsos de enérgia. Contudo, como também ja foi comen
tado, a energia de deformacao cisélhante e desprezada e, desta
forma, 6 elemento nao funciona para placas espessas, o que 0s eli
mina para uma aplicagao geral.' |

Finalmente, sao escolhidos para a implementacao os ele
mentos QLR/S e CLN da familia lagrangeana, o HETEROSIS e o Ti. O
- QLR/S, embora apresente modos falsos de energia, € escolhido por
ser o'melhor elemento da familia lagrangeana com intégragéo redg
zida, e servira para comparacao com os demais eiementos Aimplemen

tados. Ja os elementos CLN, HETEROSIS e T1 apresentam algumés das

caracteristicas desejaveis para um elemento de aplicacao. geral,

res
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tais como: incluem o efeito de cisalhamento, nao tém modos falsos

de energia e nao apresentam travamento.

2.2.2 - Formulacao do elemento QLR/S

E um elemento isoparamétrico, quadratico, lagrangeano,

tem nove nodos e treés graus de liberdade por nodo(Figura 2.2).

Figura 2.2 - Geometria do elemento QLR/S, numeracao

dos nodos e graus de liberdade no nodo 3.

a) Vetor deslocamentos generalizados{¢&}:
{6}.= |w; 6 ;6 |T 2.5)
L R S YJ )
b) Componentes de deformacao de flexao{x}:
{x} = |o . g . .o, T (2.6)
1' y’x 3 X’y > y’y b X’XJ hd
c) Componentes de deformacao de cisalhamento{¢}:

(63 = [,y + 0y 5w, -0 T (2.7)

d) Funcional da Energia Potencial, incluindo a parcela

de energia cisalhante transversal.

Usando-se as equagoes (2.1), (2.2), (2.6) e (2.7) tem-se:

N PTTREY S 1 Trr .
m = fo{x} IP£1{x}dxdy>+ sz{¢}'[Dé}{¢}dxdy_ S Iqudxdy : (2.8)

‘ce
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onde q € a carga distribuida transversal.

e) Funcoes de interpolacao[N]

Sao as lagrangeanas de nove nodos. Ver Apéendice H.
f) Discretizagio e minimizagéo de 1(2.8)
Usando-se as funcoes de interpolacao, os deslocamentos

Sa0 expressos por:

w =% N.w. A
» i
i
6 = £ N.o_ » -
x 7 Titxy P (2.9)
© = XL N.6
Y i ,1 yi

(i=1,2,...,9)

logo, {8}(2.5) pode ser expresso como:
{§} = [NI{a} - (2.10)

onde {a} € o vetor de todas as variaveis nodais. Para um elemen

to, {a} € dado por:

(2.11)

Considerem-se as matrizes operadores diferenciais,'[L1]

e;[pz]:

-9
0. 0 %
'[PJJ = 0 "3y 0 _ (2.12)
| 9 3
0. T9x  dy
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TL)] = 2.13)
= 5 o

Substituindo-se (2.10) e (2.12) em (2.6), e (2.10) e

(2.13) em (2.7), obtem-se:

{x} = [B]{a} (2.14)
{¢}.= [Cl{a} ' | Ez.15)
onde,
[B] = [L11[N] ©(2.16)
[C] = [Li][N] | (2.17)
Considere-se o vetor {Nw}:
{NW} ='LN1 ;0505 N, 5050 5...; Ng 5 0 ; HJ (2.18)

Da primeirévdas equacoes (2.9) e de (2.11) e (2.18), o

deslocamento transversal w, pode ser escrito como:
T, T _
w = {a} {NW} - (2.19)

Substituindo-se (2.14), (2.15) e (2.19) na expressao do

funcional H(Z.B), tem-se:
I = —II{ } [B] [D’][B]{a}dxdy + —ff{a} [C] [p ][C]{a}dxdy
- Jr{a} {N } qdxdy | ' (2.20)

Com a minimizacao de (2.20). em relacdo-a {a}; obtem-se

a equacao final de elementos finitos para um elemento, ou seja:

[[Kf_l &) - @ o @2an
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onde, _
 [K£] = ff[B]T[@é]iB]dxdy (2.22)

a matriz de rigidez de flexdo do elemento,

(02

:[Kgl = ff[C]TiP;][C]dxdy | (2.23)

(¢ 2

a matriz de rigidez de cisalhamento do .elemento, e

{Q} =‘ff{Nw}quxdy (2.24)

o vetor carga nodal.

(02

g) Integracdo numérica

A integracdo numeérica é.feita pela Quadratura de Gauss.
i[Ké] e {Q} sdo integrados totalmente com nove pontos de integra
gé&ne‘[Ké] € sub-integrada com quatro pontos. Desta forma, as e

quacoes (2.22), (2.23) e (2.24) sdo reescritas como:

[Kf] é.fiﬁ[;JBJTIDf][BllJldgdh

-1 .

[KS] _ ;] ﬁj[c]T[DS][p]lJJdgdﬁ L (2.25)

Q) = a2 N Valdfazdn

onde |J| & o determinante da matriz jacobiana,
[J1 = | | (2.26)

Os termos de [J] sao obtidos da seguinte maneira:

X,p = |
(2:27a)

!
Het He ™M
Z

Yfg

(i-=1,2,...,9)
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(2.27b)

(S N ST

(1 =1,2,...,9)

onde os X; e y; sao as coordenadas dos nodos do elemento, medidas
no sistema de referéncia global.

A localizacao dos pontos de integracao, bem como os
pesos, podem ser vistos no Apéndice I.

h) Determinacao das matrizes [B] e [C]

Conhecida a equacao:

'|_Ni’£ > Ni "T]_IT

91| Npoy 5 Nyoy | T 2.2

obtem-se:

T (2.29)

1

T -1 ,
--’_Ni"x s Ni 9y_, [J] ] J_leg s Ni,nJ
e desta forma [B] e [C] ficam determinadas.

Desenvolvendo-se, portanto, asaeqanGeS (2.16) e (2.17),

tem-~-se:

1°x E i 9°x
) i : . ‘
_ _ ) | _ P .
[B] = 0 N.],y 0 : 1 Q N9,y ) 0 (2.30)
I !
| i
I 0 _.N'I’X N_l ’y ' y 0 --Ng,X N9’Y‘_
T ' T 1
N1’X 0 N_l : : N9,X 0 N9
[C] = : : : (2.31)
N.],y ‘—N1 0 : : N9,y —N9 0

i) Momentos{M} .e cortantes{F}

Obtida a solucdo do problema {a}, calcula-se os momen
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tos e forcas cortantes pela equagéo:

L ta} (2.32)
F ‘[D.s] [c1 :
onde,
O} = MM MnyT (2.33)
e' | |
E T
{1_3} = J'Fx ; Fy_] (2.34)

E um elemento isoparamétrico, cibico, lagrangeano, tem

dezesseis nodos e trés graus de liberdade por nodo(Figura 2.3).

Y l}
Figura 2.3 - Geometria do elemento CLN, numeracao dos
nodos e graus de liberdade no nodo 3.
A formulacao deste elemento € a mesma do elemento

| QLR/S, poié usa o0 mesmo funcionél e a mesma teoria de placa;

As diferencas sdao apenas quanto ao numero de nodos e
quanto a integracdo numérica. Conseqlientemente, as funcoes de in
terpolacao sao as lagrangeanas de dezesseis nodos. Ver Apendice H.

A integracdo numérica da rigidez de flexd@o e de cisalhamento €
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feita total, ou seja, dezesseils pontos.'Os-pesos e = localizacoes

destes pontos encontram-se no Apendice I.

2.2.4 - Formulagio do_elemento HETEROSIS de HUGHES e COHEN
E um elemento isoparamétrico, quadratico, lagrangeano
e serendipity, tem nove nodos, trés graus de liberdade em cada no
do externo e dois graus dé‘liberdade no nodo interno(Figura 2.4)
Eliminando o grau de liberdade de deslocamento, w, no

‘centro do elemento, HUGHES e COHEN conseguilram um'aperfeigoamento

do elemento QLR/S quanto a presenca de modos falsos de energia.

"_"(Wa’ 6X.3 ’ 6)’-3]

-~

-Figura 2.4 - Geomeffia do elemento HETEROSIS, -numefg
cio dos nodos e graus de liberdade nos no
dos 3 e 9.
OBS: o> Grausvdé iiberdade w, GX e ey.
e > Graus de liberdade 6, e 6
0 HETEROSIS usa o mesmo funcional do elemento QLR/S, e
portanto tem formulacao identica. Comenta-se a seguir, apenas as
diferehgas encontradas.
| a) Funcoes de interpolagéo

Usa as funcoes lagrangeanas de nove nodos para as rota

/S,
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coes e as serendipity de oito nodos para os deslocamentos trans

versais. Ou seja:

w =2 S.w. i=1,2,...,8
i i’ ( ‘ ’ ’?
0,= L N;8. | (i =1,2,...,9) r (2.35)
1 1
& = &£ N.© (i =1,2,...,9
y § 1y, ) J

onde,

S ~ sao as funcoes de serendipity. Ver Apéndice H.
N. > sao as funcoes lagrangeanas. Ver Apéendice H.

b) Coordenadas do nodo 9
As coordenadas do nodo 9 sao definidas pelas coordena
das dos demais nodos do elemento usando-se as funcoes de serendipi
ty. E admitido que o nodo 9 1oca1ize—se'na origem do sistema  lo.
cal £-n, ou seja, (0;0).vDesta forma, témése: |
Xgq =-§Z'Sj(0,0)xj
J | - (2.36)

Yg = ?SJ(O’O)}’J

1,2,...58)

i

(3

onde x. e y. sao as coordenadas dos nodos do elemento, medidas no

sistema de referencia global.

c) Integragcdo numérica

Como no QLR/S,.rKé] e {Q} sao integrados " “totalmente
com nove pontos de integracao e‘[Ké]ESSUb-integrada com quatro

pontos. A Unica diferenca esta no calculo da matriz jacobiana, on
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de se usa as funcoes de serendipity, ou seja:

. =X S.,
X, L S5 ng
J - .
’ = E'S-,
S TS N6
‘ r (2.37)
x, =2 8., x
n - )N ]
J
y,n ='}; SJ’an
J
(3 =1,2,...,8) '
onde Xj e yj sdo as coordenadas globais dos nodos.
-d) Vetor solucao para um elemento
0 vetor solucdo tem um termo é menos, correspdndente
ao deslocamento, w; no . nodo 9. Ou seja:
{a} = LETH ex S I P GX ; 6 .;...; 6 ; © T (2.38)
T X2 Y2 X9 = Yy

e) Métrizes [B] e [C]
Em decorréncia da retirada de wg,'e da utilizagéo das

funcoes de serendipity, as equagoes (2.30) e (2.31) sao .modifica

das para:
I~ ‘ 1 I ‘ T
0 0 N1’x | i 0 N9’x
. | ! .
= _ I [
[B] = 0 .N1,y  0 ! ! Ng?y 0 (2.39)
! |
I 1
i 0 -Nysy NT’y : : “Ngsx N9’y=_
: S, 0 N, . 0 N ' :
cy = | X R 9 (2.40)
S1’y —N] 0 . : -Ng 0

den
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f) Vetor carga nodal
Como as funcoes de serendipity. sao usadas para os des
locamentos..transversais.,-consequentemente.-o. vetor—carga-nodal, .. e

quacdo (2.24), sera reescrito como:

{Q} = ff{SW}quxdy | (2.41)

onde,
{Sw} =-.]_S1 E 0‘ 3 058, 5050 5...5 85 50 ; Q_ (2.42)
LEE e WONG! 1] mostram que esta formulacao pode ser

feita de maneira diferente, ou seja, utilizando, desde o inicio,
as funcoes de interpolacao lagrangeanas de nove nodos para obter
‘a matriz de rigidez do elemento e o vetor carga nodal. Em segui
'da,'w9~é eliminado pela restricao:

w

9
-

£ S.(0,00w. . (2.43)
. ] ] o
J
1

,2,...,8)

e 6 e Gy, sao eliminados por condensacdo estatica. A vantagem €
9 9 .
a diminuicdo do numero de equacdes para a solucao do sistema glo.

bal.

2.2.5 - Formulacao do éiemento_T1

E um élemento isoparamétrico, bilinear, tem €uatro no
dos e doze graus de liberdade.
| Sua geometria e dados cineméticos.podem'ser vistos na
Figura 2.5.
Por ser um elemento Mindlin-deslocamentos, a  formula
cao do T1 € idéntica. a do QLR/S. As diferengés bésicas entre o T1

e 0 QLR/S sdo: 1) 0 elemento T1 & bilinear, 2) O T1 nado usa inte

gracao reduzida e 3) Para o T1, as deformacoes cisalhantes trans
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versais sdo definidas, de maneira especial, através de uma inter

polacao das variaveis nodais dos nodos dos vertices do elemento.

Ya

Figura 2.5 - a) Geometria e dados cinematicos para o €
lemento T1; b) Variaveis nodais e orienta

' ¢6es no nodo genérico i.

OBS:_{eij}ﬂé um vetor unitério}

a)‘Matrig.de rigidez de flexéoiIKf]_

A matrizl[Kfj ¢ obtida da mesma forma que a equacao
(2.22). Entretanto, [B](Z.SO) é modificada, pois o elemento & bi
linear, e para uma maior simplicidade das equagées,btoma—se uma
nova orientacao para as rotagéeé(Figura 2.5(b)), tal que exa=w;x
e 6. = w;y quando sao assumidas as suposicoes de Kirchhoff. Desta

b4
forma, [B] & dada por:

b— } 1
0 Ny, 0. 0 Ny, 0
i |
. | } .
(B = |0 0 N, - 100 Ny (2.44)
. 1 .
I f
0 Npy Ny o L0 Nysy Npoy
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onde Ni(i =1,2,3,4) sao. funcoes de interpolacao lagrangeanas de

quatro nodos.

b) Matriz de rigidez de'cis&lhamenté[Ké]_»

Tal como no»Caso'da matriz de rigidez de flexao, a e
quagéo.da matri; de rigidez de cisalhamento € idéntica_a equacao
(2.23), diferindo, entretanto, quanto a formacdo da matriz [c1,
pois as deformacdes cisalhantes transversais sdo definidas de uma
manelra diferente, ou‘seja:

1) Para cada lado do elémento e definida uma componen

te de deformacao cisalhante,'ga, localizada no meio do lado e em

uma direcao paralela a este(Figura 2.5), ou seja:

g, = hia(wb - w;] - %{ea1}.[{eb}.-+ (o)) (2.45)

2) Para cada nodo é definido um vetor deformacao cisa

lhante, {Yb},v(Figura 2.6)7

{1} = o1{eb1) * Yp2{®h2} (2.46)
onde, | |

= (1 ) oz - o) |

o1 = (- “é]_1[gb1 - 2% o

oy = {ep1}-{°b2} . b (2.47)

g1 = 8p

B2 = “Ea |

3) O yetor-deformagées cisalhantes transversais & obti
do com o uso das funcoes de ‘interpolacao, Ni,‘tal'quq:
{¢}.=.§ Na{ya} : | | (2.48)

(a = 1,2,3,4)

ci

ob
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OBS: - O subscrito "a" estd relacionado ao subscrito

"b" pelas seguintes relacoes:

a =1 > b =2
a = 2 > b =3
a=3 - b =14
a =4 > b =1

- Os‘vétéres {ea} e {eb} sao:

6
Xy
.

5]

x

{ea}»=r;e e (o) -

y

a

b

Figura 2.6 - Definicao do vetor deformacoes cisalhantes

transversais.
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Usando-se as equacoes (2.45), (2.46) e (2.47), e deseg>

volvendo-se (2.48), obtem-se:

9 -1'
{¢} = N1[1 - a1} W,

- %ey1[ e + a1e41J’- %e e

1 | | ~%q 1 Y Y4
- =6 a.e" e - jw, - 4+ —1 + =0, - =— - —0 o.e'
20y, 1741 { 11} 1(&H h4] P R x1( 1911

1 2 4
+B_] "R, T E,© - 50

=1
By

\_

. eh1] - 1e {a1eq1 + €' ] - Yo o e, - =0 a. el

1 " ' " ) g
- = e e - - - =
zeyz[“z 11t €21) - 3 x;%21 7 20y,%21 T k%20

w w '
1 ' 1 _éa N le a,e'
- 20y, %2° 111{ 21} [ [ +.h1] *R%2 TR, xz[ 221
+ € ) - 18 (a e 4 6%1] - 19 azeb1'- 16 a2€é1
| 11 | 2°Y, 2721 2 Xq 2ys

1 . 1 l \3)
- 0% ST zey1e11]{ezz}}



ay - _ex3[“3ei1 + €51 ]

1 . "% ) Wy LES
- —6_ a,e! e - |w - + —| 4+ —0Q, - —= - =6 a,e
2 Y5 4531 {ear} - 4[}14 h } h,4 "Ry T2 x4[ 4541

1 l \R l ¥ -
+ ey - 26y4[“4e41 + %) - 2%, %4%41 3% %

T 1 " }" |
- 56X3e31 - Eeysesu{e“}} - (2.49)

Reagrupando-se os termos de (2.49), correspondentes a

cada variavel nodal, e definindo-se o vetor variaveis nodais, {al,

para cada elemento, como:

_ T
{a} = |w, ; © ; 6 Pe..3 W, ;B ;0 (2.50)
~L L S 47Xy Y4J'
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obtem-se a matriz [C], como se segue:

© - oot

E {c4‘1}{c42}{c43}j (2.51)
(orh = el N
(G2} = 3(0fS) - Salse)) e

(s} = 314200} - *hf))

ey = [ 9 T (fear} - afear))

) o) - et

(2.53)

. . e' ' ’ -
, (% | .
{eb1} = .d' -, etc. (2.54)

¢) Momentos e cortantes

Em decorréncia. da mudanca no sentido das rotacoes, a e

quacao (2.32) sera reescrita como:

M TP e
{E}z[,[ﬁ{]ﬁﬂ}{a} | | (2.55)
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2.3 - Modelo hibrido

2.3.1 - Selecao dos elementos

Cita-se os seguintes elementos hibridos: LORA[7] (Mode

lo de equilibrio), Hsl19) uynl3* (apendice By, nerl*3!  mrl431,

[6 e 42]

HSM e uma familia de elementos hibrido-tensoes (Referen

cias 11 a 15 - Apéndice'E).

Destes elementos,. seleciona-se para implementacao o e
[11 a 15]

', pols apresenta

leménto QH3, da familia hibrido-tensdes

boa convergéncia, € invariante, ndo apresenta travamento e nao
possui modos falsos de energia. Os demais elementos ' .-apresentam
problemas, tais como: o H5 € ndo invariante e ndo foi . . :testado

quanto ao fenomeno de traVamento; o UH foi pouco testado e apre
sentou alguns resultados nao convincentes, como, por exemplo, pa
ra placa fina engastada com carga concentrada; o HSM nao inclui a
energia de cisalhamento; para o LORA, como ja se comentou, ROBIN
SON e HAGGENMACHER[7],ﬁ§o apresentaram a formulagcao do elemento;
o HCR e o HT somente foram testédos para placas finas, e nada foi
comentado quanto ao travémento, modos falsos de energia e invari

ancia; e o QH1, da familia hibrido_—tensées[11 a 15]

, 0 qual apre
senta convergencia superior ao QHS,'é um elemento nao invariante
(ver Apéndice E). O QH2(Apéndice E) também apresenta convergéncia
superior ao QH3, entretanto o seu campo de tensces foi obtido for
cando as condicdes de compatibilidade(Beltrami-Michell), desta

forma o QH2 nao deve ser aplicado em placas: laminadas ortotr6pi

cas.

2.3.2 - Formulacao do elemento QH3

E um elemento isoparamétrico, quadratico, serendipity,

tem oito nodos e trés graus de liberdade por nodo(Figura 2.7).
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Ya

Figura 2.7 - Geometria do elemento QH3, numeracao dos
nodos, graus de liberdade no nodo 3 e sis

temas locais (x,y) e (&,n).

a) Deslocamentos, deformacOes e tensoes

Mindlin[18] admite para os deslocamentos as seguintes

expressoes:
ulx, y, z) = zey(x, y)
vix, y, z) = +zax(X, y) r (2.56)
>W(X’. Y Z) = W(X’ Y) )

Pelas relacOes deformacGes-deslocamentos, obtem-se as

deformag5es;

€ = zey,x = 2By
= -26_,. = zE

“y xy y

e. =0

Z : b (2.57)

= z{6._, -~--0_, = ZY

Yxy= 2%y X_XJ Txy

Yxz©™ Wox * ey = Vxz

Yyz= w’y = 8y = Yyz J
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Observe-se que, como ex, ey e w sdo calculados na superficie m§
dia da placa, e sdo funcGes somente de x e y, coloca-se uma barra
sobre o simbolo das deformacoes, pois sdo também funcoes somente
de x e y. O mesmo far-se-a para as tensoes.

Em vista das deformacOes, as tensoes no plano x-y de
vem ser linear em z e, desde que as tensoes devam satisfazer as e
quacSes de equilibrio, as tensdes cisalhantes trahsversais devem
ser proporcionais a.zz e a tensao normal deve ser proporcional a

23. Em adicao, as tensoes cisalhantes transversais devem ser nu

las nas superficies superior .e inferior da placa e, para um carre
gamento transversal, a tens3o normal deve ser nula na superficie

descarregada da placa. Desta forma, pode-se expressar as tensoes

como:
GX(X’ Y, Z)= ZOX(X’ y)
’ , Z) = IO (X’
oy(x Yy, 2) Oy y)
| (L3 2 o 3) (= _ :
O?(X’ y, z) = E{Z - 3h"z -+ 2h J[Oxz’x OYZ’Y]
- %[23 - 3%z + 2h3]0 (x, y)
oxy(x, Yy, 2)= zoxy_(x, y) . r'(2.58)
\ 1.2 2} (- —
Oxz(x’ Y, z)= Z(h - J[OX’X XY’Y]
1(,.2 2) .
= E[h -z )ze(x, y)
1(,.2 2} (= _
OYZ(X’ y, z)= E(h -z ,[GXy’x + Oy’y]
1(.2 2) - :
= "z'[h - 20y )
Define-se o vetor deformacoes {E} e o vetor  tensdes
{5} como:

(B} =[5 5 8y 5 By 5 Ty 3 Ty 5 Ty| (259
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{5} = SX ; 6y 5 G Oxy ; GXZ : OY?J¢ (2.60)

b) Funcional hibrido-tensoes para um elemento

Usando-se a matfiz [E], equacao (2.3), o funcional

I [12 e 22]

me pode ser escrito como:

noo- %III{G}T{E]{O}dxdydz - [78{c} (e}dxdydz

4+ Jrqudxdy (2.61)

Substituindo-se (2.57), (2.58), (2.59) e (2.60) em
(2.61), e fazendo-se a integracao em z, de -h a +h, obtem-se:
2131 T - LT, -
= S EII{G} [E]{5}dxdy - sf{5} {El}dxdy

mc 3

+ Slqwdxdy ' | (2.62)

onde [E] € dada por:

r a2 .
y v v(zh™) 0 0 0
5
2
e d
‘52h
o T05 0 0 0
2(1+v) 0 0
(SIMETRICA) AP i) 0
— 5
‘4h2('1:+\))
5 .

c) Campo de tensdes (Apéendice E)

- Partindo-se de uma polinomial completa do - terceiro



grau, € assumido o seguinte campo de tensoes para o QH3:

OX = Bi +-82x~+83y + B4x + Bsxy + B6y + B7x + ng y
+ BoXy  + BygY
5 = B.. + B..X + B ¢ Bl X% 4 B,Xy + B.vE o+ B.oxD
y 11 12 137 14 15%Y 167 17
: 2 2 3
4 BygX Yy o+ BygXy  + Bogy

P ='2[B4 * Byp * B25] -
S.= By + BooX + Booy + Bo X 4 BocXy + Byl 4 BooXO
Oxy™ P21 T Paa¥X T Faz¥ ¥ PagX v PasXY ot PaeY  * PpX
3, .2 1 2 3
- EB7X y - Engy + BZSY

5xz= [B + 823} + [284 + BZS}X + [85 +v2826]y

(38, = Byo)x” + [Bg = 3850)xy + [Bg + 38,4)y

5y2= (P13 * Baz) * (Bys * 2Bpq)X + (2846 + Bps)y

+ [818 + 3BZ7JX2 + (-387 + 819]Xy +'%(f88 + 3820JY

Entao,
{o} = [P1{B}
onde,
1 x y x2 Xy y? x3 x2y xyz y* 000 O 01
'
000 0 O O 0 0 0 1 x y x2 Xy,
(p) - |000 2 0 0 0 0 0 000 O 05
000 0 O 0 -3x2y/2 -xy2/2 0 00O0 O '
0102x y 0 3x2/2 xy y> 00000 0
[ooo0o 0 0 0 -3xy -y2/2 0 0 001 0 x|
10 0 0 0 0 000 0 0 0 0 07
1 y? X3 x?y  xy? ys 0000 0O 0 0 "0
12 0 -0 0 0 0000 2 0 0 O
E 0 0 0 -x2y/Z -3xy2/2 1 x y X2 xy.y2 X3 y3
0 0 0 -x2/2  -3xy 001 0 x 2y 0 3y
.Ezy 0 0102x y 0 3x* 0.

X2 Xy 3y2/2

2

J
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(2.64)

(2.65)

(2.66)
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: . L (T |
{8} =I_B‘| > BZ 1 83 LIRS ] BZSJ ) (2.67)

Como sera comentado posteriormente, x e y sao coordenadas dos no

dos do elemento, medidas num sistema'local, (x,y).

d) Matriz operador diferencial[L]

Utilizando-se as funcoes de interpolacao serendipilty

([S] - Apéndice H), os deslocamentos sao dados por:
W = I Sjw.
j .
6.=% S.6 + (2.68)
x T Ti7x.
J ]
6y=-2 S.86 v
j JYj ,
(J = 1,2, ,8)
e
(6} = |w; 6 ;6 |T = [s]{a} (2.69)
IR -

€ o vetor deslocamentos generalizados, onde {a} € o vetor das va

ridveis nodais. Para um elemento:
{a} =‘Lw1 ;6 5 0, 5w, ;’9 ;08 A P ;)
(2.70)

Da matriz de transformacao jacobiana([J](2.26), pode-se

escrever:

ly(X,)d,x.;W(x,y)”dT.=[J]'Wﬁ(é,n),g ;W(i,n)MJT .(2.7U

onde,
- v, Yo -
PR B FTRET |
[J1 = : (2.72)
"X X ‘ v
BAREENPIIN
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e |J| € o determinante da matriz jacobiana. Portanto,

T ,
wix, y),X TET(y,nw(é, n)-,a - y,gw(ﬁ, n),n}
1 . - (2.733)
W(X’V y)’y - m(_x’nw(g’ n)’a + Xs/gw(g’ n)’n]
Analogamente, pode-se esérever:
| 1 ]
0,0 ¥),y = TET(y,nex(a, MLe - Va8 (8, ), ]
| -1 .
6 (X, ¥,y = |J|[ X, 08 (B M)yp + X, 0, (8, M), ] [ 2.75m)
| 1 '
0,(x, ¥),y = TET(Y’”GY(E’ N g - ¥sg8y 6, M, }
g |
6 S 0
y 5 ¥y IJI{X, Y(E, n),g + X,g 0y €, n, ] ,

Partindo-se das equacoes (2.56) e (2.57), as deforma

coes, {€}(2.59), podem ser reescritas como:

2

0 0 3%

0 —%_ 0
oY Jw(x, )

¢ 0 0

{E} = 0 ‘g— é___ : SX(X, }’) (2.74)

aX 3y te (x, y) '

3 A

S0 1

aX

9

S 1 9

19y "

Introduzindo-se as equagoes (2.69) e (2.73) em (2.74),

obtem-se:

(e} = L [L1{6} = ——[L][S]{a} = ——[R]{a} (2.75)
- lal 9] 1l
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onde,
- I
0 0 (y’ns1 ’E - Y’gs-l ’n] : .
}
0 -[x,€81,n - x,nS1,gJ 0 E
0 0 0 !
0 ~(YorSiog = YoeSion)  [%o£Ston - XonSpog) 1
: _ !
(y’ns1 n - Y’ES"I ’n] 0 S1 lJl E
onSion o) L o :
| 0 | 0 (VonS82 = Yo¢500)
¥ ’ .
! 0 ~[%ogSgon = XonSgrg) 0
]
0 0 : : -0
E ' | 1 (2.76)
| o “[FonSere = YogSen)  [(oeSeon - Xoneoe]
E(y’nSS’n - Y’ESS’n] -0 S8|J|
f .
E(X,nSS,n - x,nsg,g] -Sg{J| 0 N
e
_ : : -
0 0 [}’,n(éz) Y’E(ﬁ)]
ad 3
0 0 - 0 ﬂ
[L] = : ' (2.77)
‘ 3 P ) 20
0 —[y’n('gg) - y’g('ﬁ)} [ng(_aﬁ‘) - X,n(sz)]
d 3 4]
d d
(X’E(—ﬁ) - X,n('a—g-)} —lJl 0
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e) Discretizacao e minimizacao de Hmc

Substituindo-se as equacdes (2.65) e (2.75) em (2.62),

obtem-se:

3 _
. z%—[%ff{B}T[P]T[E][P]{B}dxdy - fle—{e}T[P]T[R]{a}dxdyJ

| J]
+ ff{a}T{Sw}quxdy . (2.78)
ou
3
T
o= Z%f[%{B}T[H]{B} - {8} [G]{an + {a}TiQ} (2.79)
onde,
[H] = s/[P]1T(E][P]dxdy (2.80)
[G] = fleT[P]T[R]dxdy (2.81)
J ' .
Q) = ff{Sw}quxdy o (2.82)
{a}T{SW}T - w - (2.83)

{Sw} + Equacao (2.42)v-
A minimizacao de Hmc(2.79) em relacdo a {B}, da:.

 [HI{B)} - [G]{a} = O
ou (2.84)

{8} = [H]™'[G]{a)

Com a substituicido de (2.84) em (2.79) e a minimizacio

em relacdo a {a}, obtem-se a equacao final de elementos finitos:
[Kl{a} = {Q}.

onde,

3 )
[K] = 3%—([G]T[H]“[G]) ' (2.85)

-

- € a expressao para a matriz de rigidez do elemento.
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f) Integracdo numérica
SPILKER nao especificou a ordem de integracao para es

te elemento. Entretanto, ZIENKIEWICZ[Q] da a seguinte férmula pa

Ta determinagao da ordem de integracao pela Quadratura de Gauss:
n=2(p - m . ' (2.86)

onde,

n - Nuimero de pontos de integracdo numa direcio
p —+ Ordem da polinomial a ser integrada

m - Fator dependente da continuidade. Para C°, m = 1

Logo, para o elemento QH3, pode ser visto que a ordem de integra

cao deve ser 4x4(n = 4). A localizacao dos pontos de integracao e

pesos constam do Apéndice I. | |
Com a utilizacao da integracao numérica, as equacgoes

(2.80), (2.81) e (2.82) s3o reescritas como:

[H] = {i{i[P]T[E][P]IJIdEdn N (2.87)
(6] = 12 [P1 [R1dedn (2.88)
@ - s, jalslase o aw

- E importante também observar que as matrizes [H] e [G]
podem ser obtidas analiticamente. Desta forma, obtem-se uma gran
de reducdo no tempo de computagéb para formacdo da matriz de rigi

dez do elemento.

g) Momentos e cortantes

~Da teoria de placas, sabe-se que:

[0}
X
M = /P 2ls laz - | (2.90)
Wy [ -
o
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- h|%xz
{F} =.[h “idz ' (2.91)

S UYZ
Substituindo-se as expressoes (2.58) em'(2.90)_ e

(2.91),_e fazendo-se a integracao, obtem-se:

(5
3 X
My = Bs . (2.92a)
3 y :
- |0
L XYy
3{5 -
() = 224 %7 (2.92b)
| Uz,
ou
M 3.
{..} - 2Py (2.92c)
\F 3 | |
Substituindé-se (2.65) e (2.84) em (2.92c), obtem-se:
—=b = 22 rpyHy (6] La) (2.93)
F} 3 ' _
h) Inversa de [H]
Observa-se que:
1) A matriz [H] pode tornar-se muito ma condicionada,
quando coordenadas globais sao usadas na definigcao do campo de

tensdes. SPILKERL!1°]

mostra que € possivel usar coordenadas 1o
cais na definigéé do campo deltenséés do elemento QH3, pois ele &
invariante. Desta forma, [H] fica melhor condicionada. Este recur
so € utilizado na implementacao deste elemento.
2),ZIENKIEWICZ[ZO]_afirma'que a utiliza¢éo de uma intg

gracao reduzida pode causar singularidades. Portanto, € .aconselha
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vel nao utilizar a sub-integracao na formacao de [H].
3) 0 método de inversd@o que da melhores resultados pa

ra a inversa de [H] € o método de pivotacao total.

2.4 - Modelo misto

2.4.1 - Selecdo dos_elementos

No modelo misto destacam-se os elementos(ver Apéndice
G): PLAT8(Sa, 6a, 8a)1'01; PLATSH(Sa, 6a, 80) 100 R24, MR24A, R18,
- MR18, MR18A, todos citados na Referencia 17. ' |

Escolhe-se para implementagio computacional o elemento
PLAT8H(8a), pois nao apresenta modos falsos de energia, mesmo u
sando integracao reduzida 2x2 para a rigidez de cisalhamento, e o
fenomeno de travamento SO acontece para relacoes t/L abaixd de

1073,

As versoes 5a e 6o dos elementos PLAT8 e PLAT8H e o e
lemento MR24A'apres¢ntam.modos falsos de energia. Desta forma, es
tes elementos nao sao escolhidos, embora apreésentem melhor conver
géncia que o PLAT8H(8a) .e sejam menos sensiveis a distorcao da ma
lha. O PLAT8(8a), MR24 e R24 apresentam tendéncia a travamento.
Os triangulos R18, MR18 e MR18A aprésentam convérgéncia inferior
aos elementos citados acima, e quanto a-travamenfo e modos falsos
de energia, nada € comentado d respeitb deste assunto na Referen
cia 17.

2.4.2 - Formulacao do elemento PLAT8H(8qa)

- E um elemento isoparamétrico, quadratico, serendipity
e lagrangeano, tem nove nodos, tres graus de liberdade em cada no
do externo e dois graus de liberdade no nodo interno.

Sua geometria ékidénticavé geométrié do elemento HETE

ROSIS(ver Figura 2.4).
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Este elemento €& equivalente ao HETEROSIS, e a diferen
ca consiste fundamentalmente do funcional‘utilizado. LEE e WONGHS]
afirmam esta equivaléencia, mostrando quevo numero de quatrd ‘paré
metros, para cada deformagéo cisalhante transversal no PLAT8H(8a),
€ igual ao numero de pontos de integracao usados para a matriz de
rigidez de cisalhamento do elemento HETEROSIS.

a) Funcional modificado de Hellinger—Reissner[17]

Usando-se as equacoes (2.1), (2.2), (2.6) e (2.7), es

creve-se o funcional Hmr como:

Ty = 20700 D] b0daxdy + 7 (tn o] (03 - LT ] () axdy
- [/qwdxdy i (2.94)
onde,
T
{v} = |Yxz Yy_zj (2.95)

Comparando-se o funcional Hmr(2.940 com o funcional I1(2.8),
conclui-se que a métriz de rigidez de fleiéo;t[Kfj, e o yetor car
ga nodal, {Q}, sao os mesmos do elemento HETEROSIS. A diferenca
esta na fofmagéo da mgtriz de rigidez de cisalhamento,:[K;]. Em
conseqiiencia desta semelhancga, dar-se-a uma maior atencao a obten
cao da matriz_[Ké].
b) Campo de deformacdes cisalhantes

E suposto para o campo de deformacdes, versido 8a, as

seguintes expressoes:

YXZ = OL_I + OLZX + 0(.3}’ + OL4X}’

as + aex + asy + g Xy

(2.96)

sz

onde x ey sao coordenadas dos nodos do elemento ou pontos de in

tegracao, medidas num sistema de referencia local para o elemento.
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Alternativamente, podem ser usadas as coordenadas do sistema 1iso

paramétrico (§,n).

Substituindo-se:as equagoes (2.96) em (2.95), obtem-se:

{vy} = [Pl{a} (2.97)
onde,
o - ) T
{al =.]>o¢1 ;oo ,...,,a8J (2.98)
e
_ | 1 X y Xy 0 0 0 0
[P] = ' (2.99)
10 0 0 0 1 X y Xy

c) Discretizacao e minimizacao de Hmr(2.94)

Usando-se as equacoes (2.35) a (2.40), obtidas para o
elemento HETEROSIs; tomando-se por base a formulacao do QLR/S e
substituindo-se a equacao (2.97) na expressao de Hmf(2'94)’ obtem-se:
1= lrrta)Te1TTD .7 (81 (ataxdy + £ria}T[B1T[D T1C]I {a}dxdy
me = [P 0]

= 3t BT T 1P) taddxdy - £r{a} (s }Tqdxdy (2.100)
L I B {Sw}

A minimizacdo de N__(2.100) em relacdo a {a}l, da:

[G]{a} - [H]{a} = 0 .
ou _ | (2.101)

{a} = [A]17'[G]{a}

onde,

[H] ff[?]TrDé][ﬁ]dxdy | - (2.102)

,_|
(ep}

[ S—
Wl

ff[?]T[D;][C]dxdy ' (2.103)
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Substituindo-se as equacoes (2.22), (2.41), (2.101),

(2.102) e (2.103) em (2.100), obtem-se:

. %{a}T[Kd{a} 4%{a}T[G]T[ﬁ]’1[G]{a} - {ay Q) (2.104)

Com a minimizacao de (2.104) em relacdo a {a}, obtem-

se a equacao final de elementos finitos. Para um elemento:

[K]{a} = {Q}
onde,
(K1 = [Kg] ;[KS] | (2.105)
‘[kf] +~ Equacao (2.22)
. _
TR = 61T 6 (2.106)
5] . -
€ a matriz de rigidez de cisalhamento.

d) Integracdo numérica

A integracdo € feita tal como -nos elementos HETEROSIS
e QLR/S, ou seja, reduzida/seletiva.i[K{} e {Q} sao integradas ﬁg
talmente(SxS)f.[R;]-é sub-integrada(2x2). Entreténto, uma integra
cao(3x3) para.[Ké} pode ser usada sem maiores problemas, ja que o
CQntroie do fendomeno de travamento nos elementos PLAT8 e  PLATS8H
¢ feito pelo nimero de parametros, a, adotados para o campo de de

formacoes cisalhantes.



56

CAPITULO 3

RESULTADOS

—— o —— -

3.1 - Introducao

Analisa-se placas quadradas, com material isotropico e
homogéneo, carregamento transversal, sem efeito de temperatura e
forcas de corpo. Desta forma, € possivel comparar os resultados

[27] e rTesultados

numéricos com solucdes analiticas de TIMOSHENKO
de elementos finitos publicados por outros autores.

Obtem-se Valores’huméricos para momentos no centro e
no meio dé lado da placa, reacao no canto e deflexdes no centro
em placas semi-espessas(t/L = 0,1), finas(t/L = 0,01) e muito fi
nas(t/L = 0,001); onde t e L sao, respectivamente, a espessura e
o comprimento-do lado da placa. Os momentos no centro sao obtidos
no ponto devintegfagéo mais proximo ao nodo do centro da pléca, e
0S demais valores sao obtidos nos reépectivos nodos dos elementos.

Devido a simetria do problema, apenas um quarto da pla
ca é'analisado;

Malhas normais e distorcidas sio utilizadas para a dis
cretizagéo do problema continuo (ver Figuras 3.2, 3.3 e73.4).

Os resultados estao apresentados em forma de gréficgs,
para as malhas normais, e tabela, para as malhas distorcidas e pa
ra os modos falsos de énergia. Para os graficos, nas ordenadas es
tdo plotados os erros(%) em relacdao a solucao analitica e/ou valo
res analiticos; na.abcissa esta, em escala logaritmica, o nimero

! .
tofal_de graus de liberdade analisados(G.D.L.) ou a relacao t/L.

Na Figura 3.33 estdo tracadas curvas para verificacio

da eficiencia computacional dos elementos implementados, onde,
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nas ordenadas estao as malhas normais, e na abcissa o tempo de e
xecucao (CPU, segundos), em escala logaritmica.
Quanto as propriedades elasticas do material, sdo usa
dos os valores de 210.000(MPa] para o modulo de elasticidade, E,
0,3 para a razao de Poisson, v, e o modulo de elasticidade ‘trans
versal, G, dado pela expressao:
| | S
e ‘ 201 + v)
Define-se agora, .no Quadro 3.1, os casos testados com

condicoes de apoio e carregamento.

QUADRO 3.1 - CASOS TESTADOS

CONDICOES
CASO OE. CONTORNO ~ CARREGAMENTO
CASO 1  SIMPLESMENTE DISTRIBUIDO - CD
SUPORTADO - SS (UNIFORME)
- DISTRIBUIDO - CD
CASO 2 | . ENGASTADO - CL’ (UN L FORME)
CASO 3 SIMPLESMENTE CONCENTRADO NO
SUPORTADO - SS | CENTRO DA PLACA - CC
| CONCENTRADO NO
CASO 4 ENGASTADO - CL |  cpniob ma oipea? cc

3.2 - Solucao analitica

3.2.1 - Valores analiticos

A Tabela 3.1 mostra os valores analiticos, extraidos
da Referéncia 21, para o calculo das tensdes e deflexdes em pla
- cas finas e muito finas. Para placas semi-espessas(t/L = 0,1) u
[3] |

sam-se os valores citados por PUGH e outros , Ou seja:

(09

it

0,00427, para o caso 1(Quadro 3.1)

o

0,00150, para o caso 2(Quadro 3.1)
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Com base nas Figuras 2.1 e 3.1, especifica-se as condi
cbes de contorno para um quarto de placa como:

a) Simplesmente suportado

w=20ce ex =0 » para x =0

w=0eo06 =0 -+ paray =0

6X= 0 - paray =;L/2
. 6y= Oi '~ » para x = L/2

"w=20,6_=0e6_ =0 -+ para x =0ouy-=0

X y
6X= 0 ~ paray = L/2
9y= 0 + para x = L/2
yt —1/2—
; | |
s | s
! | :
M 1
x; |ib (] S R S
g T
L/2
.-‘T.M X
Xy,
Figura 3.1 - Localizagao dos pontos para .calculo das

tensoes e deflexdes, e sentido dos momen

" tos.
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2x2 o 4x4 6x6 ~ 8x8 . '16x16

Figura 3.2 - Malhas normais para um quarto de placa.

> [

de o
4x4 (QLR/S, PLAT8H
e HETEROSIS .

4x4 (CLN)

e

O

- 8x8(T1)

Figura 3.4 - Malhas distorcidas para um quarto -de placa.



61

3.3 - Resultados

As Figuras 3;5 a 3.33 e as Tabelas 3.2, 3.3 e:3.4 mos
tram os resultados obtidos pela coﬁputagﬁo. Podem ser vistos tam
bém alguns resultados dos elementos DKT[6], DKQ[S], HSM[6]EBM[ZOL
Osvvaloresvnuméricos para estes elementos foram extraidos direta
~mente das referéncias citadas.

O Quadro 3.2 mostra a simbologia utilizada para as Fi
guras‘5.5 a 3.33 e o numero de graus de liberdade por malha.

Para uma melhor compféenséo, observa-se que:

1) Os resuitados dos elementos HSM e DKT dependem da o
rientagio da malha. Foram extraidoé os melhores valores em rela
cdo a solucdo analitica.

2) O elemento DKQ apresenta diferentes resultados. em
alguns casos, dependendo do vetor carga nodal ser completo ou nio.
Foram tomados os melhores valores em relacao a solucao analitica.

3) Nas Figuras 3.25 a 3.32, os resultadoé sao para a
malha normal 8x8 para todos os elementos; menos para o CLN, onde
sao usados os valores da malha 6x6,e para o T1, onde sao usados

os valores da malha 16x16. Isso € feito para que se tenha aproxi

madamente o mesmo numero de graus de liberdade.



QUADRO 3.2 —vSIMBOLOGIA,.MALHA.E GRAUS DE LIBERDADE

ELEME NTO STMBOLO MALHA Ggﬁgg(gEDLiBfﬁ
; 2x2 24
—C— Ax4 63
QH3 | 6x6 ‘ 120
Qe 8x8 195
! 10x10 . | . 288
HETEROSIS | | B
PLATEH(S _ ——, 6x6 138
, o) ! 8x8 227

! | _

! ; 2% 2 27
j QLR/S — | 4x4 75
DN 6x6 147
8x8 . 243
2x2 48
LK —o— 4x4 147
" O 6x6 300
- 8x8 507
| L axe 27
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c

eTTo em w

9
0

C

erro em w

9
(]

64

12,4

b4

+5
—12,0

_4—111,6

411,2

fator a X WOB'

—410,8

-10 ‘ Z , ' 10,4

20 | | 100 G.D.L. 600
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no centro. Fator a em funcao do numero
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Figura 3,16 - Placa quadrada semi-espessa. Deflexoes
no centro. Fator o em funcdo do numero
de graus de liberdade. Caso 2(CL-CD-
t/L=0,1). |
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Figura 3.17 -
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Figura 3.18 -

'Placa quadrada semi-espessa. Deflexoes
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Figura 3.19 - Placa quadrada semi-espessa. Momentos
no centro. Fator g em funcao do numero
de graus de liberdade. Caso 2(CL-CD-
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graus de liberdade. Caso 3(SS-CC-t/L=0,1).
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Figura 3.28 - Placa quadrada. Deflexoes no centro. Fa

tor o em funcao da relacao t/L. Caso 3

(Ss-CC).
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MALHA NORMAL (*)

8x8 P _136)(16
6x6 12x12
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, SR
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Figura 3.33 - Malha em funcao do tempo de execugao.

(*) Elementos : QH3, HETEROSIS, PLAT8H, CLN e QLR/S.

(**)Elemento TI1.

TABELA 3.2 - NUMERO DE MODOS
‘ FALSOS DE ENERGIA

ELEMENTO | OO e N Rara
QH3 - 0
HETEROSIS 0
PLAT8H (8c) 0
QLR/S . 1
QLR/S(1) 0
can 0
T1 B I

(+) Usando método de controle de
modos falsos de energia[44]
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TABELA 3.3 - ERRO(Q) DA MALHA DISTORCIDA(4x4) EM RELAQAO A

(OBS: Para o T1,

além

: 8x8.

da.malha'4x4,

. DEFLEXOES_NO | MOMENTOS_ N0 | MOMENTOS N0 MEIO | REACAQ NO
ELEMENTO | CENTRO-w, CENTRO-My DO LADo-MXb CANIO - R,
. C '
CASO.1 - PLACA SS-CD, t/1=0,01
QH3 1.2 12,0 | - 15,2
PLAT8H(Sa) P ) 3
o TETRROSTS 2.5 4,9 25.9
QLR/S ST 0.5 | - 9.7
CIN. =72.6 “T1.4 )
T1(8x8/4x4) 7.0/3.9 3, 2/15.4 0 3/4 6
CASO 2 - PLACA CL-CD, t/L=0,01
Rt g o — N _
PLATS8H(8a) 3 ) - :
e HETEROSIS 11,8 20,2 20,2 -
OLR/S 17,0 16,8 277 -
CLN 7.0 TTI4L8 =12.4 =
TT(8x8/4x4) | 3,8/-58,0 6.47-51.0 =70 7/ 70,8 =
CASO 3 - PLACA SS-CC, t/L=0 01
O R - _ "
PLATSH(8a) ,_ 3 K )
| e HETEROSTS 1,5 7,8
QLR/S -T.0 R = 724
CLN I B z - =71
TT(8x8/4x4) | 0.0/1,6 - - S0,972.7
CASO~4 - PLACA CL-CC,. t/L=0,01
QH3 =7.9 = S =
PLAT8H(8a) 3 B ; i}
e HETEROSIS 16,9 21,7
QLR/S -10,2 - 6,9 -
CLN -1.5 - 8,0 -
TT(8x8/4x4) | 0,2/-61,6 - =5.87-77.38 =

foi usada também a malha
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TABELA 3.4 - ERRO(%) DA MALHA DISTORCIDA(4x4) EM RELACAO A MALHA
NORMAL (4x4) EM PLACAS SEMI-ESPESSAS(t/L=0,1)

| DEFLEXOES NO | MOMENTOS._NO | MOMENTOS NO_MEIO.| ‘REAGAG-NO-|- . -
ELEMENTO | CENTRO-w. | CENTRO-My DO LADo—MXb CANTO - R,
o | CASO 1 - PLACA SS-CD, t/L=0,1 |
QH3 0.2 2,0 = 12,3
PLATSH(Ba) — -
e HETEROSIS 0,8 2,3 - 16,9
QLR/S 770 33 - 7.7
CLN =0T 0.0 = 0.1
TT(8x8/4x8) | 1.0/4 .4 3,3/14,6 = 0.8/4 .8
CASO 2.-.PLACAACLfCD,.t/L:O,l.
o3 — e B _
PLAT8H(8a) i
e HETEROSIS 2,0 6,7 -4,5 -
QLR/S T3 Y- S D =378 -
CLN . 0.7 =37 -
TT(8x8/4x4) | 3.9/17.3 8,1/40,7 TT.3/-75.0 -
CAso.s‘-.pLACAxssfcc, t/L=0,1
QH3 0.4 N - g3
PLAT8H(8a) - -

e HETEROSIS 0.7 8,8
QLR/S 08 - - 0%
CLN 0.3 - - 0T
TT(8x8/4x4) | 0.9/2.5 - - 05727
CASO 4 - PLACA CL-CC, t/L=0,1
Q3 7735 = —0.3 =
PLATSH(84) — 3 -

e HETEROSIS [ 0.6
QLR/S | =02 - 1.7 -
CLN 1.5 - =36 -
TT(8x8/4x8) | Z.779,2 = "% 8/=76.3 -
a o Tl, além da malha 4x4, foi também usada a malha

yOBS : Par
L

8x8.
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3.4 - Comentarios

Todas as figuras, de 3.5 a 3.24, eStéo tracadas com a
mesma escala de'efro em relacao aos valores de cohvergéncia. Pre
tende-se com isto, dar uma melhor visualizacao para o comportamen
to global dos elementos.

As Figuras 3.5 a 3.8 mostram resultados para deflexoes
no centro de placas finas. Pode ser visto .que todés 0s eleﬁentos
apresentam um bom comportamento para. os casos 1 e 3(p1aca.simp1e§
mente suportada). Ja para.os casos 2 e 4(placa éngastada) tem-se
uma malor disperséo dos resultados. Para casos particulareé, des
taca-se o bom desempenho dos elementos DKT e DKQ(caso 1), Ti(caso
2) e QLR/S, DKT e T1(caso 3).

As defiexaes no centro de placas semi-espessas(Figuras
2.15 a 3.18) apresentaram-se de maneira diferente; ou seja, pode
ser visto um bom comportamento global para os casos 1e 2 (carga
distribuida). Porém, para os casos 3 e 4 nao houve sequer uma con
vergénéia bem definida'por parte de qualquér dos elementos. Entre
tanto, pode-se destacar os elementos QH3 e CLN como sendo 0s - me
lhores.

Nas Figuras 3.15 a 3;18 podem ser vistos também Tresul
tados para o QLR/S onde foi usado o método "e", proposto por COOK
(Referéncia 44), para controle de modos falsos de energia. Este
método € usado para elemento de nove nodos, e consiste em multi
plicar os dois ultimos valores da diagonal da matriz de rigidez
do ‘elemento(nodo do centro) por um fator(l+e), onde "e" & um nu
mero pequeno. Pelos resultados pode-se observar que seria necessa
rio?encontrar'um fator "e" para cada caso, e alem disto, foi veri

ficado no calculo dos auto-valores e auto-vetores que dois auto-

valores nulos, associados a dois movimentos de corpo rigido, desa
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pareceram com o emprego deste método. Isto ocorre porque o elemen
to se torna muito rIgidQ. ’

As Figuras 3.9 a 3.14 e as Figuras 3.19 a 3.24 apresen
tam os resultados para tensoes em placas finas e semi-espessas,
respectivamente. Os melhores resultados globais foram-para momen
tos no centro - caso 1(placa simplesmente apoiada, carga  distri
buida). Isto-jé era esperado, pois foram usados valores  obtidos
nos. pontos de integraéﬁo. Observaﬁse_também que a convergéncia em
placas semi-espessas & bem superior a convergéncia obtida = para
placas finas. Os resultados mais desfavoraveis sdo para momentos
no meio do lado - caso 3 e caso 4(placa fina). Isto_também era €s
perado, pois foram usédoé valores obtidos nos nodos do elemento.
Inclusive, o elemento T1 por ser linear, apresenta resultados bem
dispersos para momentos no meio do lado, e isto pode ser verifica
do pela curva dos momentos em cada elemento, na linha de Centro
da placa(Figuras 3.29 a 3.32). O elemento CLN também ndo apresen
. tou bom comportamento .para tensoes.em placas finas, embora que pa
ra reagao no canto(placa fina), e de um modo geral para tensoes
em placas semi-espessas, a convergencia tenha sido boa. Individu
almente e para casos particulares, pode-se destacar bons resﬁltg
dos para os elementos DKQ, QH3, HSM e QLR/S. Como se esperava, Os
elementos hibridos QH3 e HSM apresentaram fesultados satisfato
rios em todos os casos. E verdade, porém, que o elemento QH3 nao
apresenta excelentes resultados para momentos no centro (caso 2).
SPILKER[15] mostra que os pontos etimos para o calculo das ten
s6e§ seriam os correspondentes a uma integracao numérica 3x3,; ao
coﬂtréfio do que realmente se usa, ou seja, uma integracao 4x4.

Deve-se ressaltar que para placa semi;espeésa dispoe-

se apenas de dois resultados analiticos, ou seja, deflexGes para
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0s césos 1 e 2. Para as demals situacoes, o que se pode observar
€ a convergéncia dos element&s ﬁaré um determinadélvalor.

Para placas finas, estao tracadas as curvas dos momen -
tos(MXJ para cada elemento, ao longo da linha do centro da placa
(Figuras 3.29 a 3.32). Qbserva—se um melhor'comportamento dos ele
mentos.QHS, HETEROSIS .e .PLAT8H(8a), enquanto o T1 apresenta resul
tados mails diépersos por ser um elemento linear. Entretanto, pode
ser Verifiéado-que a média nodal para o T1 éorresponde aos  valo
res-apresentadbs pelosAdemais elementos. Estas curvas nao | estao
mostradas para placas semi-espessas, pdis neste caso o . comporta
mento apresentado € bastante semelhéﬁte.'

O fenomeno de travamento pode ser analisado pelés Figu
ras 3.26 a 3.28. O comportamento global &€ bom, com destaque para
o caso 1, Figura 3.25. Entretanto pode ser visto uma ligeira ten
dencia a travamento dos elementos CLN, HETEROSIS, PLAT8H(8a) e
T1, todos para .o caso 4; porém com erros abaixo de 0,8% em rela
cao a solucao analiticé.'o QH3 também apresenta um leve efeito de
travamento para o caso 3. Escolhe-se o QLR/S como o melhor elemen
to quanto a travamento. Inclusive OrCI(Econstraint index“), calcu
lado para este elemento(Apéndice C),.cdnfifma 0s resultados obti
dos. Observa-se também-que, na maioria dos casos, o QLR/S apreseg
ta uma flexibilidade excessiva, tanto para placas finas como semil-
espessas.

Quanto a modos falsos devenergia, ve-se pela Tabela 3.2
que somente um modo falso foi encontrado para o QLR/S. Os demais
elementos e o QLR/S utilizando o método de controle "e", nao apre
seﬁtam modos falsos de energia.

As Tabelas 3.3 e 3.4 apresentam oS erros (%) da malha

distorcida em relacao a malha normal, em placas finas e  semi-es
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pessas, respectivamenfe. De um modo géral, os resultados sao bem
melhores para placas semi—espeséas. Somente o elemento T1 tem um
comportamento diferente, ou seja, € ligeiramente melhor para pla
cas finas. Os elementos CLN(maiha 4x4) e T1(malha 8x8) sdo os que
apresentam melhores résultados. Entretanto, para a malha 4x4 do
CLN o numero de graﬁs de 1iberdade envolvidos & bem superior ao

-

dos demais elementos, e a malha.8x8 do elemento T1 tem uma rela
cao de distorgéo bem menor. Para uma malha 4x4 o T1 apresenta TEe
sultados muito inferiores, e em alguns casos sao- decepcibnantes,
mas o numero de graus de liberdade envolvidos € muito - pequeno.
Desprezando-se o numero de graus de liberdade.e analisando-se so
mente quanto a sensibilidade a distorcao da malha(malha.4x4 para
todos os elementos), classifica-se como melhor o elemento CLN. O
QH3 apresenta comportamento’satiéfatério na maioria dos casos, em
bora que para reacao no canto -0s resultados sejam muito ruins. O

HETEROSIS e PLAT8H(8a) decepcionam para os casos 2 e 4 em placas

finas, e o T1 € o mais sensivel para a malha 4x4.
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" 'CAPITULO 4

CONCLUSOES E SUGESTOES

4.1 -.Introdugéo

Tal como se afirmou no inicio deste trabalho, o elemen
-to 1deal paré flexao de placas parece nao ter sido ainda formula
do. E'diﬁiéil, inélusive, selecionar o melhor entre os elementos
testados, pols os requisitos para.um elemento ideal sao apenas
parcialmente satisfeitos. Entretanto, conlui-se que os elementos
que mais se aproximam do procurado elemento de aplicacao geral
sdao aqueles que tém inclusa a energia de deformacao " cisalhante
transversal, ou seja, os elementos baseados na teoria de placa de
Mindlin ou Reissner.

As conclusoes e sugestoes, aqui apresentadas, mostram
que muito:ainda devera ser feito para que se formule um elemento

que satisfaga a todos 0s requisitos desejaveis.

4.2 - Conclusoes

Péra os elementos analisados neste trabalho, e ém face
dos resultados apresentados, chega-se as conclusdes que se seguem.

a) Quanto ao fenomeno de travamento

O problema do fenomeno de travamento, que surge em de
corréncia das funcbes de interpolacdo nio serem capazes de repre
sentar; exatamente, a restrigéo'de energia de cisalhamento trans
versal nula(placas muito finas) em elementos baseados na ‘teoria
de>}1aca de Mindlin, é resolvido no modelo dos deslocamentos com
a utilizacao de integracao redu;ida.ou.definindo—se as deforma

coes cisalhantes transversais, de uma maneira especial, tal como
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foi feito para o elemento T1. Ja nos modelos hibrido e misto, o
problema d@‘tfavamento'é solucionado afravés da es;olha da polino
mial ideal para interpolar o campo de tensOes ou deformacoes. En
tretanto, & solucao do problema.travamenfo pode dar origem a inva
riancia e modos falsos de energila. E importante salientar que o0s
elementos serendipity, baseados no modelo dos deslocamentos, apre
sentam travaﬁénto,.mesmO'que seja usada uma 1lntegracao »reduzida
para obtengao de sua matriz de rigidez. P

b) Quanto a invariancia

0 problemé da nao invariancia ocbrre quando polino
miais incompletas e nao simétricas sao utilizadas para a defini
cao do campO de tensGes.ou deslocamentos de um elemento. Para ele
mentos nao isoparamétricos, este problema € solucionado obtendo-
se a matrii de rigidez do elemento em um sistema local de coorde
nadas, e girando-se, em seguida, toda a rigidez, para o sistema
global. Pata elementos isoparamétricos nao existe opcao para eli

minar a nae¢ invariancia de um elemento, a nao ser que se altere a

convergencia do elemento, atraves do uso -de polinomiais completas.

c) Quanto .a modos falsos de energia .

Os modos falsos de energia.sao eliminados no modelo
dos desloczmentos com o uso de formﬁlagGes especificas, tais como
as formulacoes dos elementos HETEROSIS e T1. Nos modelos hibrido-

tensoes e misto, os modos falsos de energia sao eliminados com a u

tilizacao de uma ”polinomial ideal'" (obtida através de testes do e
lemento) para interpolar o campo de tensoes ou deformagoes. Os mo
dos' falsos de energia, eﬁtretanto, podem ser eliminados sem se al
terar as polinomiais ou funcoes de interpolagéo. Iéto é feito a

través de nétodos de controle de modos falsos de energia, tais co

mo os apresentados nas Referencias 39, 40 e 44. Estes métodos nor
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malmente trazem inconvenientes como, por exemplo, poder tornar um
elemento invariante em um elemento nao invariante, ou como foi
- [44 ~
K[ ] em que a solucao

visto para o método "e'" proposto por COO ,
do problema fica dependente do ajuste de um parametro para = cada
caso a ser analisado. O método "e" também traz o inconvenilente

que € tornar o elemento muito rigido e eliminar, inclusive, al

guns movimentos de corpo rigido.

d) Quaﬁto a convergéncia para deflexdes

Pode—se concluir que, no caso de deflexoes de placas
finas, os elementos -que melhor se apresentam sao os de baixa or
dem ou com integracao reduzida; e, no caso de deflexoes em placas
semi-espessas, os melhores s3o os de maior ordem quanto ao campo
de tensoes ou deslocamentos ﬁo-interior dos elementos..E evidente
que para placas semi-espessas, a utilizacao de fungées»de interpo
1agéd.de maior ordem possibilitam uma melhor representacao das dg
formacoes da placa.»Desta forma, explica-se o comportamento dos e

lementos para os casos -3 e 4(Figuras 3.17 e 3.18) em placas semi-

espessas.

e) Quanto 3 convergéncia para tensoes

Em placas finas, a convergéncia para tensdes € bem in
ferior a convergéncia para deflexGes. Este € um problema ligado a
formulacdao do elemento, pois para placas semi-espessas Vefifica—
se uma melhor cohvergéncia para tensoes, em funcao da teoria de
placa em que sao baseados(teoria de Mindlin); De uma manelra ge
ral, os elementosfhibrido—tensées apresentam resultados bastante
sapﬁsfatGrios em todos os casos testados. Os resultados mais des
favoraveis séovpara momentos na borda da placa(placa fina) e prin

v

cipalmente para elementos lineares, como € o caso do T1.
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f) Quanto a sensibilidade a distorcao da malha

Este & um problemé inerente a elementos finitos de um
modo geral e somente elementds.com nodos internos, o que signifi
ca elementos de alta ordem, sao 0s que'apresentam um bom comporta
menfo. Entretanto, os resultados para um elemento de alta ordem
correspondem aos resultados de.um elemento de baixa ordem com ma

-

lha mais refinada, e conseqlientemente menos distorcida.

g) Quanto a eficiénciaAcomputacional

Quanto i eficiéncia computacional, pode-se generalizar
que, em decorrencia da ordem dos elementos e da integragéo numeri
ca utilizada, a Figura 3;33_em conjunto com as Figufas 3.5 a 3.24
comprovam a maior eficiéncia computacional do elemento T1(linear)
e dos elementos quadréticos com integracao reduiida. Entretanto,
como jévfoi comentado, o QH3 podera ter a sua efitiéncia bastante
melhoradé se as matrizes [H](Equacao 2.80) e [G](Equacao 2.81) fo

rem integradas analiticamente.

h) Quanto a selegao dOS'melhorés elementos

Observa-se que os problemas ligados a elementos de fle
xao de placas ainda nao foram totalmente solucionados, bem como
problemas inerentes a elementos finitos de um modo geral, como €
o caso da sensibilidade i distorcdo da malhae a convergencia "para
tensdes em placas finas. Isto levara i escolha de um elemento ape
nas razoavel.

Para os elementos que foram testados, o elemento que
se propbe em primeiro lugar para uma aplicacdo geral € o QHS."EE
te klemento e escolhido.por ter apresentado uma maior constancia
em todos os casos testados, aléem de aiguns bons resultados em mul
tasfsituag6es-desfavoréveis; e, apesar de sua eficiencia computa

cional ser bastante prejudicada pela ordem da integracdo numérica,
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€ possivel uma integracdo analitica. Entretanto, € importante .ob
servar que o elemento QHZ‘pode'ser usado com vantagens em relacao
ao e}emento QH3, desde que nao seja aplicado a placas laminadas
ortotr5picés.,

Um segundo elemento capaz de satisfazer. parcialmente
os requisitos do elemento procurado seria o HETEROSIS, principal
mente pela s&a boa éficiéncia computacional. Pérém, deve-se tomar
preéau;ﬁes com .a diétorgéo.dos elementos. Alternativamente pode-
se escolher o elemento T1 por ser o melhor elemento em eficiencia
computacional, tendo maiores cuidados quanto a distorcao dos elé
mentos, principalmente em placas espessas, e quanto aos momentos,
estes devem ser obtidos através da média nodal ou nos pontos de
‘integragéo; |

Conclui-se afirmando que todos os elementos que foram
testadbs, com excecao do QLR/S, satisfazem quanto a travamento,
modos falsos de energila e invariéncia. Os maiores problemas sao:

1)*Convergéncia para tensoes em placas finas, em al

guns casos(casos 3 e_ﬁ);
.2) Sensibilidade a distorcao da malha para elementos
de baixa ordgm; |

3)'Eficiéncia computacional para elementos de alta or

dem.

Como observacdo final, pode-se afirmar que ficou cons
tatada a equivalencia total dos elementos HETEROSIS e PLAT8H(8a)
em todos os casos testados. Uma pequena diferenca & observada
quapto a efiCiénéia computacional, pois o PLATSH(S&) exige a in

| .
versao de uma matriz.
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4.3 - Sugestoes

Para prosseguir na busca do elemento ideal, sugere-se

os seguintes trabalhos:

1)

3).

4)

S)

6)

7).

8)

Estudo do fenomeno de travamento e invariancia para
os elementos LORA, HS5, A-9 e UH, assim como estudos
de convergéncia em placas finas e espessas para es
tes mesmos eiementos;

Pesquisa de uma maneira para tornar invariante o e
lemento QH1; |

Pesquisa Sébre métodos de controle de modos falsos
de emnergia, em espeéial para o elemento QLR/S.
Desenvolvimento de um novo elemento de placa pela
teoria de Mindlin.e usando o novo funcional  misto
de DAY e YANG' 381,

Pesquisa sobre novos funcionais para flexao de pla

cas;

‘Desenvolvimento de um elemento triangular, tendo

por base a formulacdo do elemento T7;

Estudo dos elementos que foram selecionados neste
trabalho para’outrés configuracdes de placas que
nao as quadradas, e com a'utilizagéo de outros Caz
regamentos e outras condicoes de contorno; -
Desenvolvimento de um trabalho semelhante a  este
que foil fealizado, mas dirigido para elementos de

cascas.
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APENDICE A

ELEMENTO DKQ!>]

A.1 - Resumo

O elemento DKQ € um quadrilatero baseado no modelo dos
deslocamentos, usa a "Discrete Kirchhoff Theory", tem doze graus
de liberdade, € compativel, nao apresenta modos falsos de ener

gia, € pouco sensivel a distorcao da malha e apresenta convergéen

cia nao monotonica.

A.2 - Formulacgao

A.2.1 - Geometria do elemento(Figura A.1)
Y
Figura A.1 - Geometria do elemento DKQ. Numeracao dos
nodos e variaveis nodais no nodo 2.
{
OBS: s - Ny +~ orientacao mno lado ij
Yij + angulo entre o eixo x e a direcao nij

ij = 12, 23, 34, 41
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1 Trn 7
U = Eff{x}‘[Df:l{x}dxdy . (A.1)

onde'[Df] € a matriz de propriedades elasticas de flexdo (equacio

2.1 - Capitulo 2); {x} € o vetor curvaturas dado por:

T

T {x} = B + sy,_XJ (A.2)

,LBX,X ; By,y ; x’y

e B e By,séo as rotacdes da normal a superficie média indeforma

da no plano x-z e y-z, respectivamente(Figura A.2) e dadas por:

Pode-se observar que os graus de liberdade sao w, ex e

ey‘nos nodos dos vértices, e suas orientacées podem ser vistas na

Figura A.2(a). ’ )

z? ﬁz
N
& )
ol A2
B
—g Y By
Yy
(b) Y X ()

Figura A.2 - (a) Sentido positivo das deflexoes e rota
¢oes no nodo genérico ij; (b) Sentido posi

tivo de By e (c) Sentido positivo de BX.
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A.2.3 - Variaveis nodais transitorias

z .

1 1 b (A.3)
-

1

onde S sao as funcoes de interpolacao serendipity de oito nodos
(Apéndice H).

Observa-se que BX e By sao tomadas como variaveis no
i 71

dais transitérias. Na realidade usa-se como variaveis nodais  as
deflexoes w e as rotag6es,eX e ey(Figura A.1) nos nodos dos veéerti

ces do elemento.

A.2.4 - Suposicoes de Kirchhoff

xg o Uxy S (A.4a)

'Nos nodos do meio dos lados,

B, o+ W, =0 ~ (A.4b)
Sk Kk

(k = 5,6,7,8)

onde s &€ a coordenada ao longo do contorno do elemento.

{ .
A.2.5 - Deslocamentos transversais no contorno

Os deslocamentos w sao definidos por uma expressao cu
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bica ao longo de cada lado do elemento. Desta forma,

W, o= =3 [w. - wl] -1 W, + W, (A.5)
k 21,01 34 i j
ij :
onde 1ij € o comprimento do lado ij dado por:
1/2
2 2 :
1ij = (Xij + Y- J] ‘ (A.6)
Xj5 = X - Xj e yij = ¥y; - yj (A.7)
e para:
k=5 ~» 1ij = 12
k=6 > 1j = 23
k=7 - 1 = 34
k =8 =+ 1ij = 41
A.2.6 - Rotacoes ao_longo dos_lados
As rotacoes tém variacao linear ao longo dos lados e
sao assumidas como:
1
Bnk - E[Bni * Bn ] .
ou J (A.8)
1
B e w,n + W,
Tk 2[ i nJ]
A.2.7 - RelacGes entre as variaveis nodais transitorias, B, e B,
e as variaveis nodais w, 6_ e 6
———————————————————————— X y
Considerem-se as segulntes relacgoes
B C, -S,][8
xl ) k k n (A.9)
8 f s, ¢ |8
Y L k k S)y
‘ ,
E w, C -S w, :
Lok TRy (A.10)
LA Sy Ck Wiy
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onde Ck- = cosy, € Sk = sen.yk;

Definindo-se:

)
a, = :EEI
_
1]
3
bk = -7 Cksk
) 121 Q2
e = -5 Gt 7 Sy b (AT
b
K =
ij v
1.2 1 .2
ek—-—z—Sk+ZCk
. J
e substituindo-se as equacoes (A.8), (A.9), (A.10) e (A.11) em
(A.3) obtem-se:
B, = L N.© +uZ-Nk{§ak}[w - W ]
X i Vi k 2 1 J
+ I N [b. 6 + b, 0 - c,. 0 - c, b
X k{ k X5 k Xj k Y3 k yj]

“Ou
¢ 3T
B, = {HX} {a} (A.12)
onde;
{HX}T = |HY ; HY ... HY | C (A.13)
=M By oo By :
() = |w. 3 8. 38 saee:ow, 5 0. 56 |1 (A1)
l' 1 ’ X1 3 y1 1t 4 *? X4 ,' y4_ .
v 0 = W, (A-15)
i % Vi
6, ==w, : (A.16)
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Analogamente,
| TS |
B, = {Hy} {a} (A.17)
onde,

{HY}T =‘IH¥ : H{ s...; HY J (A.18)

A.2.8 - Matriz de rigidez. do elemento

Substituindo-se as equacoes (A.12) e (A.17) em  (A.2)

obtem-se:
{x} = [B] a (A.19)
onde,
_ T
X
[,

[B] = {Hy}?y (A;ZO)

Lo, )

) s () 0 estie reracionases con ()

{HX}Tn; {Hy}nge {Hy}Tn pela matriz de transformacao jacobiana.

Entao, pelo modelo dos deslocamentos,
(K] = 'ff[B],T[D,f] [B]dxdy (A.21)
é a matriz de rigidez do elemento.

Como nao foram usadas funcoes de interpolacao para o0S
deslocamentos transversais internos na formacdo da matriz de rigi

E

dez, o vetor carga nodal € ndo consistente. Porém, como-w € cubico,
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pode-se considerar uma funcao de interpolacao cubica para defini-

lo.

Teoricamente seria necessaria uma integracao 3x3, mas

a 2x2 pode ser usada sem surgimento de modos falsos de energia. -

A.2.11 - Momentos

M} =[fo] (Blial | (A.22)
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APENDICE B

ELEMENTO DKT L0}

0 elemento~DKT.tem caractefisticas e formulacao identi
‘éas ao elemento DKQ(Apéndice A).

As diferencas basicas sio:

a) O elemento € triangular(Figura B.1);

b) Tem nove graus ae liberdade;

c) Usa coordenadas de Qfea;

d) Os resultados sao .dependentes da orientacio da ma

lha(Figura B.2).

6, . 8
X2 Yz)
"X
Figura B.1 - Geometria do elemento DKT. Numeracao dos

‘nodos e variaveis nodais no nodo 2.(0s sim

\ bolos sao os mesmos usados na Figura A.1).

OBS: G + centro geométrico do elemento
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(a) - ®)

Figura B.2 - Exemplo de orientacao de malha.
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APENDICE C

C.1T - Resumo'

Sao lagrangeanos ou serendipity, usam integracao total
ou reduzida, tem tres graus de liberdade por nodo[w, éx e ey}, a
presentam cbnvergéncia nao monotonica em alguns casos, sdo formu
lados pelo modelo'dos deslocamehtos e usam a teoria de placa de
Mindlin.

O Quadro C.1 mostra a geometria, ordem de integracao e
a.simbologia dos elementos. |

0 numero de modos falsos de energia para a matriz de
rigidez do elemento & apresentado na Tabela C.1.

No Quadro C.Z.comenta—se sobre o efeito de. travamento

para um carregamento distribuido e uniforme.

C.2 - Formulacao

As formulacoes de todos esses elementos sao identicas

a do elemento QLR/S(Capitulo 2).

TABELA C.1 - MODOS FALSOS DE ENERGIA

ELEMENTO | LN | LR |QSN{QSR|QLN|QLR|CSN|CSR|CLN|CLR

NO DE MODOS FALSOS
! DE ENERGIA

SINAL DO INDICADOR >
DE SINGULARIDADE(S)| . |Pos| ~ |Pos| . jPos} = INeg) — |Pos

.

~Pos ~+ Positivo | Neg ~+ Negativo
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QUADRO

C.2 - EFEITO DE TRAVAMENTO PARA PLACAS
FINAS(RELACAO t/L = 0,001), QUA
DRADAS, MALHA DE 8 ELEMENTOS.
L i CONDICOES DE EFEITO DE
LN SS SIM -5
LN CL SIM -5
LR SS NAO 1 | 16
LR S CL Y 1 8
QSN $s SIM - -9
QSN CL ) - SIM _ -9
QSR SS ' LEVE 1 16
QSR CL - SIM - 1 0
QLN SS *NAO =6
QLN . CL **NAO - -6
QLR ss NAO 4 | 64
QLR CL | NAO - 4 | 48
CSN sS | SIM | -17
CSN CL : SIM -17
CSR sS SIM -3 | -48
CSR cL. SIM -3 | -72
CLN SS. NAO -5
CLN CL NAO ' -5
CLR 'SS NAO 9 144
CLR CL NAO 9 120
(*) ~+ Um pouco rigido para placas finas
(**) » Muito rigido para placas finas
SS - Simplesmente suportada nas bordas
CL -+ Engastada nas bordas
CI -+ Constraint Index »
S. » Indicador de travamento e singularidade
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D.1 - Resumo

0 A-9 € um elemento triangular, compativel, clbico, su

as funcoes de interpolacao sao independentes no contorno e no in

105

APENDICE D

terior do elemento, & formulado pelo modelo dos deslocamentos, a

energia de cisalhamento esta inclusa, tem nove graus de liberda

de, nao apresenta modos falsos de energia, o vetor carga nodal €

consistente, apresenta convergéncia monotodnica
6 e 30
M[ ].

ao elemento HS

D.2 - Formulacao

Ya

[6]

e € equivalernte

/

y

Figura D.1
0OBS: G
1.

Geometria do elemento A-9. Numeracao .dos
nodos, direcoes no elemento e graus de 11

berdade no nodo 1.

centro geométrico do elemento

angulo entre as direcdes "x" e '"n" para

o lado 1ij

comprimento do lado ij(ij = 12, 23, 31)
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D. 2 2 - Funcional da energla potenc1a1 modificada (1)

Para m elementos, II € dado por:

it =-$ {foodxdy +~§ Ri[wi - wi] f,fCVn[w - w)ds
ICMn[ﬁ’n__-w’anS - [fqwdxdy - £ RIW.

; 1
- fCVnwdS + ICan’ndS} ' (D.1)
(i.=1,2,3)
onde
1 2 12 | | 2
Ug = ED{[V w]' - 2(1-—v)[ ’x ’yy - w,xg]} (D.2)
€ a densidade de energia de deformacao do elemento,
2 2
v2 _ 3 - 3 .
aX 3y
e um operador diferencial de Laplace, e
EtS
D = >
12(1 = v?)

[ON

a rigidez de flexao da placa; t, E e v sao, respectivamente, a
espessura da placa, o mdodulo de Young e a razdo de Poisson. Os
termos com um asterisco no funcional (D.1) sao esforcgos prescri

tos e:

R; > forca cdncentrada'nO'nodo i

Vn +~ forca cisalhante(Kirchhoff) normal

Mn + momento fletor normal B
contorno do elemento

0
4

q —+ carga distribuida
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D.2.3 - Deslocamento transversal interno

. »

Os deslocamentos no interior do elemento sao aproxima

dos pela polinomial cubica,

W o= a4 3,X 4 3 Y 4 X7+ 0,XY 4 Ogy

+ Q x3 + X2 + 0.X 2 + 0 (D.3).
Oy s* Y 6% 7)’

onde a a, € a; representam os movimentos de corpo rigido .para

1’ 3

os deslocamentos no interior do elemento.

Usando-se (D.3) e apliéandoese o Teorema de Green, tem-

se que:
~§ Riwi + ICVnwds -.fCan,nds = 2//Ugdxdy (D.4)
(i=1,2,3)
onde,
2 2 |
Mn‘= chos Y .+ Mysen Y + Mxyse§2y
Vl'l = Fn' + MIIS’S | : r (D.S)
R, = M__ +S
> s
M, = _D(w’xx + vw,yy)
M = -Dfw vw (D.
y [ ’yy + ’XX] 4 (D 6)
Mxy= "D(‘] "'\))ngy )
- | - | )
M= E(My - MXJsenZY + M, ;osZY
S (D.7)
t F = M syt M >
: n n’n "ns’s

e Fn sao forcas cortantes.



108

As derivadas direcionais em (D.5) e (D.7) sao obtidas

por:

-seny%§-4 cosY%7
' (D.8)

c05y%§

3y

wlew o|w
=

+ senyl.
Usando-se (D.4), TN(D.1) & reescrito como:
H-=-£{§ Riwi + fcynwés - ICMny,nds
_-fodedy'—'g Riwi - ftVnwds
+_féan,nds.- fqudxdy} o _ (D.9)

(i = 1,2,3)

D.2.4 - Vetores forgas é désloéamenfaé generélizados

Substituindo-se (D.3) em (D.2), obtem-se a energia de

deformacao de um elemento.
1 T , '
ffU,dxdy = z{a} [Hl{a} - (D.10)
onde,

ST
{a} 5.{91_, Gy 5een; Oy (D.11)

eb[H] € uma matriz.positiva definida a ser obtida por infegragéo
analitica. |

Sobre os 1ado$ do elemento, € admitido uma-Variagéo 1i
near do momento fletor normal[Mn} e também € admitido_que a forca

cisalhante[Vn} seja constante. Usando-se um parametro adimensio

nal, & = s/lij, tem-se:

. M
# n

V5 R
Mn (1 - &) «+ Mn 3 _
.. D.12
i (D.12)

Vv :
n n -
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onde i e j sao os nodos do lado 1ij(numerados no sentido de. s - Fi

gura D.1), s & medido com origem em j e M;J € o valor de M, no fi
nal do lado 1ij.

Usando-se (D.1Z) obtem-se o vetor forcas generalizadas,

{p) =lR1 ;R 5 Ry ;'v:l2 S Mglz ;Mrzl1 S M:fJT | (D.13)
e com a utilizacao dasﬁequagées (D.S), (D.5), (D.6) e. - (D.7),
{P}(D.13) sera reescrito como: -

{P} = [B] {a} | (D.14)

onde [B] € uma matriz 7x12 e seus termos envolvem as propriedades
[30]

N J .

Substituindo-se (D.12) em (D.9) e usando-se a relacao

elasticas do material, coordenadas dos nodos e os angulos Y5

ds = 1ijdg, encontra-se o vetor deslocamentos generalizados:

= .= = 1 ) X 1 _ .
{(S}v_“Lw1 Wy 5 Wg o 112% wdg ,--.,.131&)w,n(1 £)de

- T-
113%1w,ng4gj - | (D.15)

Para os termos prescritos na equacao (D.9), pode ser
criado o vetor {P*}(ver (D.13)),vdesde que os. esforcos prescritos
no contorno .do elemento tenham distribuicao linear.

Os deslocamentos ao longo dos lados sao aproximados pe

la expressdo cubica(Polinomiais de Hermite):

— 2 3 - 2 3] -
w(g) = (T - 387 4+ 2% Jwi + (E - 287 4+ & ]wi,g
+ [3g2 -‘zgSJﬁ. + {—gz + 53]ﬁ., (D.16)
‘ J 7€
onde wi’& e'ﬁj,g sao obtidas usando-se a primeira das equacoes
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A derivada normal de w(lado ij) € tomada linear, ou se

ja:
w,n(E) = (1 - Ej.)wi,n + ij,n (D.17)
onde ﬁi’n e ﬁj’ﬁ sao obtidas usando-se a segunda das equacées(D.8).
'Substituindofse (D.16) e (D.17) em (D.15) obtem-se:
{8} = [T]{a} (D.18)
ondé,
fa) = |W, 3 Woy 3 Wey seves a3 wa, s we, T (D.19)
L‘l b ‘I’X b ‘l’y E A | 3 3 3’X b 3’y_J b
€ o vetor das variaveis nodais para um elemento e [T] € uma ma

-triz de ordem 12x9.
Usando-se as equacoes (D.10), (D.14) e (D.18), o funci

onal T(D.9) € reescrito como :

T =3 {{a}T[B] [T]1{a} - %{a}T[H]{a} - (P37 [T]{a}
m

- fqudxdy} (D.20)

D.2.5 - Carga distribuida

Admitindo-se uma distribuicao linear de carga sobre o

elemento, q(x,y)'pode‘servexpresso por:
q(x,y) = By + BoX + Bgy (D.21)

onde os Bi(i:: 1,2,3) sao expressos em termos dos qi(i = 1,2,3) e

qi-é o valor de q(x,y) no nodo i, ou seja:
Toxg vl (8 qy |
1 X, ¥, 82 .= qu | (D.22)

3 1 X3 Y_3_ 83 q3
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E conveniente expressar os movimentos de corpo rigido
dos deslocamentos 1nternos[ 1 a, e a3(D.3)] em funcao dos deslo

camentos nodais, ou seja:

oxy yq] ey Wy |
1 X, Yoliayf = {Wyp - [G]{al} - (D.23)
1 x3 y3 a3 w3

onde- [G] &€ a matriz cujos elementos sao termos da polinomial (D.3)
calculados nos nodos do. elemento.

Substituindo-se as equacoes (D.21) e (D.3) na  expres
sao da energia potencial do carregamento distribuidO'para um ele

mento, tem-se:

.o xz P QX . 2, 5, xz
+ oy + 0oXY + OgYT + G,XT 4 QgXy

+ q6xy2 + a7y3]dxdy (D.24)
Com o desenvolvimento e ihtegragéo da equacao acima, obtem-se:

{q)! S.:T{a} 4: S: T{a} (D.ZS)
.[1] [So] t7

onde 0s termos a, e 8 de (D. 24) sao eliminados com o uso das e

JSqwdxdy

quagaes (D.22) e (D.23); [Si] [82] sdo matrizes cujos elementos

sao obtldos por integracao analitica e {q} e 0 vetor:

{q} %Lq1 P a4, d_BJT | (D.26)

‘ Usando-se (D.26), o funcional (D.20) € reescrito como:
i

1 {{a} (B][T]{a} - —{a} [H]{a} - [P*][T]{a}

- {q} {[81] {a} + [Bé] {a}]} - (D.27)
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A minimizacéo de N(D.27) em relacao a {al, da:

{a} = [H]"[[B][T]{a}'_f[si]{q}] (D.28)

Com a_substituigéo de (D.28) em (D.27) e minimi;agéo em relacao a

{a}, chega-se 2 equacao final de elementos finitos:

£ [K{a} = £ (D.29
(%] - 2 (%) e
onde,
[Xa] = (1) T (By 1)) (D.30)
é a matriz de rigidez do.ﬁ;ésimQ,elemento, e

{qp) = mTeey [[51] (e em)) Ton 5,7 [t @.30)
€ o vetor carga nodal do m-ésimo elemento.

D.2.7 - Tensoes

Para o calculo das tensoes, € usado um procedimento al
ternativo para a obtencao dos parﬁmetros‘a, ou seja, como a equa
cao (D.3) satisfaz a equacao diferencial[v4w = 0], a densidade de
energia de deformacao(D.2) e interpretada como uma densidade de e

nergia complementar de deformacao; desta forma, o principio da e

nergia complementar € estabelecido para um elemento como:
ff8Udxdy = 6{P}T{s) | (D.32)

Usando-se (D.10) e substituindo-se (D.14) e (D.18) em
(D.32), obtem-se:

{

‘ | e} = (HITNBICT] (D.33)

Os momentos fletores e torsores sao obtidos com o uso
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das equacoes (D.6) e (D.3) e sao dados por:

. R ¥ T_
'I‘MX P My M= M) (D.34)

onde [M] € uma matriz das coordenadas x e y e das propriedades e

lasticas do material.

Os cortantes sao dados por:

|Fx 5 By = [Flied o (D.35)
onde, .

F_ =M, + M__,

X x’x xy’y

F. =M, +M_,

y Yoy Xy X

As forgas cisalhantes resultantes (Kirchhoff) sao:

v ;3 vo|T = vite) (D. 36)

AR AL ‘ .
onde,

V. = F_ + M__,

X X xXy’y

V.=F +M

y y Xy’x
As matrizes [F](D.35) e [V](D.36) sdo formadas por de

rivacdes dos elementos de [M](D.34).
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APENDICE E

UMA FAMILIA DE ELEMENTOS HTBRIDO-TENSOES COM

E.1 - Resumo

Sao -quadrilateros serendipity;‘tém'trés graus de liber

dade por_nodo(w, 0, e-ey}g e sao baseados na teoria de placa de
Mindlin.
0 ‘Quadro E.1 mostra a geometria, simbologia e numero

de parametros B para.o campo de tensées.

O campo de tensoOes para os elementos lineares € defini

do a partir das equacoes:

2 3

ox(x,y) 81 + ByX + By + ByoXy + 5812x

oy(x,y) = 84.+ BeX + Bey + By Xy = 5813y
o (x,y)= B, + BoX + Bgy + B Xy

Xy A L (E. 1)
Oz (5¥)= By + Bg)] + [Byg + Byg)x + Bygy

o Z(x,y)= [86 + Bg}f; 811X + [812 - 813]y

/

0, (,y) = 2By,

Desta forma os elementos lineares sd3o obtidos por imposicao - das

seguintes restricbes as equacoes (E.1):

a) Elemento LH3 -

Bio0 = B1q1 = Byp = By3
b) Elemento LH4

= 0 v . (E.3)

=0 (E.2)

ume

efi
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c¢) Elemento LH5

(E.4)

n
o

d) Elemento LH11

612 =0 ; (E.5)

O campo de tensoes para os elementos quadraticos € de
° i . . —_—

"finido a partir das equacgoes: -

o » 2 2
81 + BZX + BSY + B4X + Bsxy + B6y

3 - 2 2 3
+ B7X + 88X y + ngy + 810y

cx(x,y)

Bpq * BygX + Bz + BygX ¢+ BygXy
2 3 2 2

(x,
oy 0y) = 8 ]
* BreY  * BypXo o+ BgX Y+ BygXY o+ By

Oy (Xs¥)= By 222X * Bgsy * B24"2 + BasXy + BoeY
+'82 X" 4+ BZSX y + Bzgxy + BSOYS

, 2 .
f 823 + (284 ¥ 2826}y.+ (387 + BZSJX + (E.6)

zecx’y)f.(BZ
+ ( + ZBZQ}Xy + (89 + 3830]Y2

Oz (X5 = (313 * Bp) * (Bys * 2Bya)x + (284 st]y
v (Byg + 38y9)x" ¢ (2849 + 28,5)%y
+ (3850 + Byo)Y

o, (x,y) = 2[54 v Blg By5) + 2[387 + Byg ZBQSJX

+ 2(88 + 3B, + Zszg]y

7

Os elementos quadraticos s3o obtidos por imposicao das
seguintes restricdes as equacOes (E.6):

1 a) Elemento QH1
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b) Elemento QH2

Byg = -5(387 + 819}
1 :
Byg = -5 (Bg + 3B5¢]

687 +'89 + 3817 + 2819 +_828'= 0

+ -

288

~ J

3819 + Byg * OBy + 2Byg = 0
OBS: ‘Estas restricoes sao obtidas forcando a condicao
de compatibilidade de tensoOes(Beltrami-Michell) sobre as equacoes

(E.6) e com o uso das restricoes (E.9).

c) Elemento QH3

—

By = 5387 *+ By

_ (E.9)
(88 + 3820] ,

Bag

d) Elemento QH4

Sem restricoes as equacdes (E.6).

A Tabela .E.1 esclarece quanto ao fenomeno de travamen

to, invariancia e quanto a presenca de modos falsos de energia.

E.2 - Formulacao

A formulacdo de todos estes elementos € idéntica a - do

~ elemento QH3 e'pode ser 'vista no Capitulo 2. -
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APENDICE F

ELEMENTO UH[34]

F.1 - Resumo

E um elemento triangular, formulado pelo modelo. hibri
do-tensodes usando o funcional misto de Reissner. Nele esta inclE
sa a energia de cisalhamento, tem nove graus de liberdade, nao ‘a
presenta travamento, € o efeito de cisalhamento para placas espes
sas & tratado usando o principio do controle de'enefgia, ou seja,

81

controlando o fator de correcao o , que considera a distribui

cao nao uniforme de tensoes cisalhantes transversais.

F.2 - Formulacao

F.2.1 - Geometria do elemento(Flgura F.1)

—_——

X

! Figura F.1 - Geometria do elemento UH. Numeracao - .dos -
nodos, direcdes no elemento e graus de 1i

berdade no nodo 1.



F.2.2 - Funcional de Reissner, He, para um elemento

Usando-se notacao indiciai, HR pode ser escrito como:

Tp = I1 { 15%571 +'Fj( ’J] [ ] ) BZ[Fj} ) qw}dA»
- g (F wo+ M6 . M es}ds - I { w - WJF |
+ [en - 6n]Mn ‘ [ es]Mns}dS ' | (F.1T)

onde M, F e 6 sao, respectivamente, momentos, forcas cortantes e
rotacoes. So € a parte do contorno onde os esforcos sao /prescri
tos e S, € a parte do contorno onde os deslocaméhtos sao prescri
tos(a barra sobre os simbolos'indica prescricao). B1{M1§J € a den
sidade de energia complementar de flexao e BZ[Fj} ¢ a densidade
de energia complementar de cisalhamento.

Se as forgcas cisalhantes sao eliminadas no funcional
(F.1) pelo uso das equacoes de equilibrio, Mij’i - Pj =0, e se

as condicoes de contorno geométricas sao satisfeitas, a integra

cao por partes de (F.1) da:

- sr - {[Mij,ij v a)w + By (M) BZ[Mij’,i}}dA

+ fs(Mij,injw + Mo+ Mnses]ds
- fS (an + Mne.n + Mnses]ds (F.2)
onde w sao as deflexoes no contorno,'S € todo o contorno do ele

‘mento e nj sao cossenos diretores da normal 'n'" em relacao ao sis

tema (x,y).

‘ O campo de momentos dentro do elemento &€ - aproximado
i

por:

L
{mM} = LMX., My ; MXyJ = [P1{B} - (F.3)
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onde,
1xy 0000600
[P] = {0001 xy 000
00000O01TxyYy
e
{B} = {B, 5 B, .; ; B‘ T
=By 5 By eees B
Observa-se portanto,que,-como o campo de momentos € 11
near, oS termos Mij’ij em (F.2) desaparecem.
F.2.4 - Deflexoes no_contorno
As -deflexoes no contorno sdo tomadas como clbicas. Uti
lizando-se as funcoes de interpolacao de.Hermite(Hij,...,ﬁji - A
péndice HJ, obtem-se: :
_ _ _ T - |
W= W ;W ;W = [N]{a} v (F.4)

onde ﬁi. € a distribﬁigéo de w.ao longo do lado i-j e é¢ dado por:

Ww.. = H..w. + H..w. + H..6 + H..9 (F.5)
ij. ij’i ji’j 1§ s ji's :

fa} = [wy 3 6 -3 6, 5 W, ;5 6 ;6. ;Wg 6. ;8
S L TR A T S S & T YsJ
€ o vetor das variaveis nodais para um elemento. Com base na Figu

ra F.1, as rotacgoes es e es sao obtidas em funcao das._variaveis
o ' i j o .
nodais. Desta forma,

= COSy:. - S )
esi Byi Ylj exi eny1j
(F.6)

D
1]

. 8 c05y.;'- 6. seny. .
j yJ 1ij Xj . 1]
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e
— — . — _-ﬂ |
I-I12 —I—I1zseny12 H12cosyl12 HZT H21seny12:
]
[N] = | 0 0 0 H, - "HZSSenYZSE
| | i
- . - 1
_H13 —H1356nY31 H13c05y31 0 0 E
| Y 0 0 0]
| 1210572 :
]
1 - . - -
g | H23¢05723 Hgp, -Hgpseny,; Hgyc0sy,4
1 ' _ _
i -
; 0. . Hgy -Hgysenygy Hyjcosygy

F.2.5 - Rotacoes no contorno

As rotacgbes sao supostas lineares ao longo do contorno

entre elementos, ou seja:

. 0 .= N.8 + N.©
: S : i's.; s -
e ' ' 1) 1 J : . (F.7)
’ 0 = N.b + N.B :
. in j n.
1] 1 J
Logo,
{es} = Les ;0 ;8 -JT =i[yé]{a}
o , 12 23 31 (F.8)

]
]

{en} | - :_»I:Njn] {a)

Com as equacoes (F.6), (F.7), (F.8) e

D
1]

; §) isenyij + exicosyij
' ' - (F.9)
8 seny.. + 6_ cosy.. )

. . 1 X - 1
i 73 ) j .

len)
U}
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obtem-se a matriz

- - I
0 -N1seny12 N1cosy12 0 fﬂzseny12:

. . ] : 1
1

'[NSJ = {0 0 0 0 -Nyseny,;
!

1

_0 -steny31 Nzcosy31 0 0 !

Nzcosy12 0 0. Ov

N1c05y23 0 -NZSeny23 Nzcosy23

0 0 --N1seny31 N1cosY31_

e similarmente pode-se deflnlr'[ﬁn1. As funcoes N, e N, em _[Nsl

sao:

onde g,g s/lij e 1.. € o comprimento do lado 1ij.

1]

F.2.6 - Momentos e cortantes no contorno

De acordo com as orientacoes na Figura F.2, ,dedUZ—sé
que: |
M = M Coszy.t + M senzy.. + M sen2y. . \
nys x ij y ij Xy ij
Mnsiﬁ= %(My -'Mx}senZYij‘+‘Mxyc052yij r (F.10)
Fnij = PXC?SYij + Fysenyij )

De (F.3) e (F.10) obtem-se:

t

\- {Mn} .=‘an12 ;Mn23.;_Mn3A_IJT‘=:]:Pin:l{8} | | (F.11)
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M = |M ; M ; M = (P {8} ' (F.12)
{ ns} .L ns., ns,; nSS[J' ‘[ sI
{Fn}--= Foo 3 Fp 3 F) Toouieiier o (F.13)
| | Mz 23 31 |
onde,

rcoszy xcos? cos? sen? sen® :

12 Y1z YCOS Yy S€MYqp XSER Vg

A 2 2 2 2 2.

_[PnJ = |cosTy,3 xcosTy,z ycosTy,; sen"y,; Xsen YZSE

2 L2 2 2 20

‘_COS Ygq XCOSTyzy ycosTyz; sen‘y;, Xxsen y31i

2
YCcos Yy, senZy12 vxsem(l2 yseny12

2 o _
YyCOS Y,z senZy23 Xseny, - yseny,z |

2 ~ ‘
ycos»y31 senZy31 XSenyz, ysenysq;

Analogamente'obtem—se.[PS].

[L] e [P'] sao:

fcosY12 seny12ﬂ
[L] = 'COSYZ3 seny, -
. COSY31 senyg
0 100 0000 1
[P'] =
looooo0o1010]

Observa-se também que:

. 1 T 1 .
") - Fos T et (F.14)
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® © ﬁl
Fx
i B
& Xy N d
z X z ’ ’
(a) - (b)
Figura F.2 - a) Notacao para momentos e b) Notacao pa
ra forcas cisalhantes.
F.2.7 - Densidade de energia complementar

A densidade de energia complementar de flexao pode ser

expfessa com o uso de (F.3) por:
LTIV S (PP (R S | -
B1[MijJ. = M} .[C'f]{M}.y > (8} [P]_[c:f][P]{s} (F.15)

E a densidade de energia complementar de cisalhamento pode ser ex

pressa com o uso de (F.14) por:

By(My505) = BZ[Fj] - %{p}?[cjsjm : %{B}T[P']T[C_sJ[P']{B}
(F.16)

onde,
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- C o 1 0
~[>é]_ Gt 0 1

E, G, v e t sdao, respectivamente, o modulo de Yéung, o modulo de
elasticidade transversal, razao de Poisson e a espessura da placa.

O fator o em:rﬁé} desempenha papel impbrtaﬁte. nesta
forhulagéo, pois ele & qJe regula a energia de deformacao da pla
ca. Testes realiéa@os por:CHANG-CHUN-WU[34] mostram que para uma
placa quadrada, simplesmente apoiada com carga uniformemente dis
tribuida e v = 0,3, um valor de a. = 0,6»1evé a resultados seme
lhantes a teoria de placas de Reiséner. O valor de.a = 0,6 € usa
do para todas as condicoes de contorno e carregamento, ao contré
rio de a = 1,2, como citado na Referencia 8. Observa-se que este
éontrole foi necessario devido as restri¢des de Kirchhoff (discre

tas), © = -w,. e 06 _ = -w, terem sido admitidas ao serem usa
i %Yy Vi -

das as funcoes de interpolacao de Hermite para a distribuicao de
w. Entretanto convém salientar que o, € diferente de W,  ao longo
de um lado do .elemento. Desta forma, a deformacao cisalhante trans

versal € mantida.

F.2.8 - Deflexdes no inferior do element
| As deflexoes no interior do elemento podem ser cubi
caé,‘de maneira a"concordér com w, ou lineares, de acordo com a
continuidade requerida, C°.
Admitindo-se uma variacao linear para w, e se coordena

das de area forem utilizadas, obtem-se:

w = (N} {a} o (F.17)

onde {N}' ='LN 3

denadas de area.

0 ;0 ;N,;03;0 ;AN ; 0 OJ e Ni sao coor
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Substituindo-se as equacoes de (F.3) a (F. 17) em (F.2)

obtem-se, em forma matricial, a expressao de 1, ou seja:

e - _%{B}T[H]{B} . (81T (G1{a) - {a} Q) (F.

onde,

[H]

i

[G]

"

[} - ffA{N}quA . fso{{_ﬁn}-T[N]_ {Mn} [N] i) ~[NS:]]dS

(F.

Fazendo-se a variacao de m®(F.18) em relacado a {B}

{a} tal que 61 = 0, obtem-se:

{8) = [H1™'[Gl{a} | (F.
(k1= 617 (117" 6] | (k.
onde [K]{a} = {Q};‘sendo [K] a"matriz de figide; do elemento

{Q} o vetor carga nodal equivalente.

.ffA.{‘[P]T{C:f]_[P]‘; [P,]r;[c‘s] [P'_]]_dA | (F.

fs{i[P' N [L]T ['N]» + [PH]T[:ND] " [PSIT[NS]]ds (F.

18)

19)

20)

21)

22)

23)

(&
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APENDICE G

UMA FAMILIA DE ELEMENTOS MISTOS COM INCLUSAO

———— - —— - - - m e e E— M e - R e A e e o - e - A

G.1 - Resume
Sao triangulos e quadrilateros isoparamétricos,  tém
tres graus de liberdade por . nodo e sao formulados com o uso do

funcional misto de Hellinger-Reissner.

G.2 - Formﬁlagéo

A formulacdo é idéntica & dos elementos PLAT8H(8a) e

QLR/S. O funcional de Hellinger-Reissner, Hr’ e o funcional modi
ficadq,'nmr, sao dados por:
5 - ff[{;(}T Dx} - LT, 1000 ] axa
1 [Pg] 2 P Y

: T = 1 T o : L

+_ff[{y},[ns]{¢} -E{Y}_[DSJ{Y}]dxdy

- J/qwdxdy ‘ : (G.1)

Ty Equagao_(2.94)

onde {X} € o vetor curvaturas, e os demais simbolos sao os mesmos
usados para o elemento PLAT8H(8a)(Capitulo 2).

Para as curvaturas & sgposto que:
) =‘ [13._:8]{8}. o 6.2)
E para as deformacoes cisalhantes transversais: |
{v} =:[?;]{a} | -_ ' (G.3)

O Quadro G.1 esclarece sobre o campo de deformacoes ci

salhantes e/ou curvaturas usadas para os elementos.
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APENDICE H

:FUNCOES.DE INTERPOLACAO

H.1 - Polinomiais.de Hermite

Dado um elemento (Figura H.1),

Figura H.1
utha polinomiallcﬁbica»de Hermite & dada por:

u(g) =90_Q

r-°r

(r = 1,2,3,4)

onde,
_ 2.3 a2
0, = Ho, =1 - 38° 4 28 ¢, = Hy, = 3t
s 2 .3 a3
0, = H, =& - 26% 4 ¢ 0, = Hy, = €
Q =y Q= Q = Usg], Q

—
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(H.1)

(H.2)



H.2 - Funcoes de interpolacao lagrangeanas

n
3V A
y uT ' ,
c ]
i (1,1)
(o;;) ------- T
|(-1,-1) ) .
@ ¢ C
Z,W. 1 2 X,u
Figura H.2Z’
u=19
n
(n = 1,2,3,4)
o1 = Ny = Lighyy ©2 = N3 = Lpxlyy
03 = N3 = Lyyloy o4 = Ny = Lyglyy
onde
Lix =1 - & Lox = ? - L]y =1 - ﬂv LZy -
A matriz das funcoes de: interpolacao & dada por:
- 1 A 7]
N1 0 0 ' ! N4 0
N ]
NP = fO N0 0 g 0
! 1 I
0 0 N, . 0 N,
— 1 i -~
se
_ T '
{U}=I_ ’ v ’ w_l - = [N]{a}
e
T
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(H.4)

- (H.5)

(H.6)

(H.7)

(H.8)
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n
y,VT A
7 8 2
! (1,1)
|
]
(0,0)
(-1,-1) JJ .
zZ,W 1 2 .3 X,u
Figura H.3
u=0u (F.9)
(n=1,2, ,9)
o0 = Nyo= Lty % = Ny = Lty |
' ' (H.10)
23 = N3 = L3, Ly ®9 = Ng = Lz L3y
onde
L.=lece -1 L. =1-¢82 1. -=teces 1) |
T1x 2 2X _ 3x 2 (H.11)
L. = 2n(n - 1) .L =.1—n2 L, = an(n + 1)
ly 2 2y -3y 2

A matriz [N] das func¢oes de interpolacdo ¢ definida a

nalogamente a equacao (H.7).

Identicamente pode ser construida uma polinomial cubi

ca para um elemento de dezessels nodos,

H.3 - Funcoes de interpolacao serendipity

H.3.1 - Linear

S3o idénticas as lagrangeanas lineares.
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H.3.2 - Quadratica (Figura H.4)

Y,V
q
(-1,-1)
(0,0)
8 . l.7__._____.._ - -

\
o >
Z,W3 6
v
n

Figura H.4

o, = S, = 1(1 + €€-)[1 + nni](éei + oy - 1}
(i=1,2,3,4)
0p = 85 = 51+ &5 0 R | - (H.13)
(i =5e 8)
0. = S, = %(1 + ) (1 - £2)
)

~
fur
]
(o))
]
)

A matriz das futhes de interpolacao e dada por:

S 0 0

3 1 1
[S] = | 0 S, 0 1. . .1 0 S 0 (H.14)
_ | | o
0 0 s, E 5 0 0 S-s_
se
{u}. =|u ; v ; wlT = [S]{a} - (H.15)

{a} =.LU1 5 Ve 3 Wq ... Ug 5 Ve W8JT
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APENDICE 1

INTEGRACAO NUMERICA PELA QUADRATURA DE GAUSS

Para elementos retangulares bidimensionais € tido que:

1r1 g - 5.
[1f1£0E,n)dEdn _§ E wiwjf(gi,an (I.1)
(i=1,2,...,n)e(j = 1,2,...,n)

onde -

Wi + pesos
gl,nj + coordenadas dos pontos de integracao
n » total de pontos de integracao numa direcao

- A Figura I.1 esclarece sobre as coordenadas.

n

(=1,1) S,
(0,0) ¢
(-1,-1) (1,-1)
Figura I.1

A Tabela I.1 da-.as coordenadas  dos pontos de integracao

e pesos para cada ordem de integracio.

TABELA I.1 - COORDENADAS E PESOS DOS
PONTOS DE INTEGRACAO

n 1 E. W,
1 1
1 1 0 2
é_ 1 1/V/3 1
2 -1/7v3 1
1 0 . 8/9
3 2 V15/5 5/9
3 -¥15/5 5/9
1 0,861 136 31 0,347 854 85
4 2 -0,861 136 31 0,347 854 85
3 0,339 981 04 0,652 14515
4 -0,339 981 04 0,652 14515




APENDICE J

J.1 - Variaveis utilizadas ho'fluXOgrama
NULE - numero do elemento

NELEM - nﬁmefd tQta1 de elementos

NP 5> nimero do §ontoAde.intégfag§oA.
NPINTB - nimero ‘ ‘

134

de~pont0$}&e integracdo-patra a matriz de rigidez

de flexao -

-pontos .de integracao para a matriz de rigidez

NPINTC - numero de
de cisalhamento
NNO - numero do nodo
NNEL -~ numero de nodos do elemento
NI + numero da iteracao.de leitura do disco
NIT - - nuamero total de iteragoes de leitura do disco
J.Z2 - Fluxogramé'

/

INICIO®

LER DADOS INICIAIS: fiimero de elémentos, nume
ro total de nodos, numero de pontos de integra /-
cao, etc.

DEFIKE: tamanho do vetor .de alocacao dinamica,
enderegos para matrizes de propriedades, matri
zes de dados e enderegos para areas de: trabalho

///ZER DADOS NODAIS///
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DEFINE areas para matrizes de rigidez dos. ele
mentos, para vetores carga nodal e para matrl
zes aux111ares no calculo das tensoes.

@‘——<NU.L.E =1, NELE@
@‘——<1\1> =1, NPINTB}'

Calcula a matriz de rlgldez de flexao e vetor
carga nodal.

@———<Np =1, NPINTC>

Calcula awmatriZ~de~rigidez.de cisalhamento.

OBTEM A MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

‘tsoluciona
0 auto-
problema




Calcula matrizes para calculo das tensoes. nos
nodos.

:Buffér esta
ompleto .7

GRAVA no-disco todo o
buffer dos elementos.

A

dal, etc.

Redefine areas para ma
trizes de rigidez, pa
ra vetores carga

no

GRAVA no disco .os ‘Gltimos elementos calculados

A

Calcula o nUmero.de iteragoes de leituras do
disco para sobreposicao ‘das matrizes de rigi
dez e vetores carga mnodal.

1
Define areas para matriz de .rigidez - 'global,
|vetor forga global, buffer dos elementos, ve|
tor solugao.

N

LER DO DISCO

136



SOBREPOE OS ELEMENIOS - rigidez e vetor carga
nodal.

@

N

COLOCA CARGAS .CONCENI'RADAS

COLOCA CONDIGOES DE CONTORNO

SOLUCIONA O SISTEMA DE EQUACOES

Recupera do disco as matrizes para calculo das
tensoes nos nodos e pontos de integracao.

CALCULA TENSOES

Z//rSAIDA ////

FIM
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