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RESUMO

Este trabalho apresenta um algoritmo alternativo
para resolver modelos basicos de programaégo linear, que
apresentam instabilidade numerica quando sao efetuadas
operagoes com as matrizes que os compoem, objetivando mi

nimizar os erros gerados por tais operagoes.

Para tanto, utiliza-se a decomposigao de matri-

zes em valores singulares e sua aplicagao no calculo da -

inversa de uma matriz.

Mostram-se resultados de vBrias aplicagoes, onde
podem ser vistas as vantagens do algoritmo quando compara

do com o simplex usual,
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CAPITULO I - INTRODUGAO

1.1 - ESTABILIDADE EM ANALISE NUMERICA

Considerem—se problemas do tipo:

(1) F(x,y )=0

Ll . - . - o -
onde x e uma variavel desconhecida e y e uma variavel

dada da qual x depende.

Diz-se que o problema (1) & estavel se a solugao x depende
de modo contInuo da variavel y; isto &, se {yn} € uma sequencia de
valores tendendo para y os valores associados da soluggo {xn} tendem
para x. Ou, equivalentemente; pequenas distancias* a y implicam em
pequenas distancias a x. Problemas estaveis sao tambem chamados pro
blemas bem—-condicionados e usam-se os dois termos indistintamente.

- - ~ - 3 - . .
Se o problema nao e estavel, e chamado instavel ou mal-condicionado.

1.2 - EXEMPLOS

1. Considere o sistema de equagoes

'd
Xy o+ Xp=2
4
Lxl ¥ 1,01lx,=2,01
Aqui 1 1
y= "le o sistema
1 1,01
e
possui a solugao exata x; = X, =1

Por outro lado, o sistema
X3 + Xo = 2
1,001x; + x, = 2,01
possui a solugao x; = 10 e x, = -8,

Portanto, a valores proximos de y estao associados va

* Uma métrica em um conjunto M € uma funcdo d:MxM-R, que associa a
cada par ordenadc de elementos x,y ¢ M um numero neal dix,y), chama
do a distancia de x a y.



lores distantes da solugao x. Logo a solugao x nao depende
continuamente de y; conclui-se que este problema & instavel

ou mal-condicionado.

Existem muitos problemas que sao estaveis no sentido
dado anteriormente, mas cuja resoluggo ¢ muito trabalhosa, exi

gindo que se apliquem calculos numericos, os quais comprometem

sua estabilidade,como se ve no exemplo abaixo. Ver ref [ll].

2, Considere a matriz nao-singular
1 1/2 1/3., . 1/n+ﬂ
1/2 1/3 1/4. . 1/n+2

y= . . . .

. . 3 .

1/n+1l 1/n+2 ¥n+3 1/2n+1

(. -

chamada matriz de Hilbert. O problema de encontrar a
inversa de Y & um problema estavel. A métriz inversa Y“l pode
ser obtida por um numero finito de passos usando apenas opera-
goes aritmeticas simples; mas, 2 medida Que n cresce, o problema
se torna muito trabalhoso, exigindo assim o auxilio de um compu
tador; e al que o problema se torna mal-condicionado. Ao dar-se
entrada da matriz Y em um computador o mesmo arredondara os ele
mentos de Y transformando-a na matriz ?, a qual apresentara er-
ros relativos em torno de 10_6em cada um de seus elementos (su-
pondo-se que se uée um computador IBM 360 gque armazene a ma-
triz de entrada usando um Format ponto flutuante de precisao
simples).

Usando maiores precisoes numéricas, pode-se calcular
um valor mais exato de ?—1 . A inversa Y '@ conhecida analitica
mente, e pode-se compara-la com ¢! . por exemplo, para n=6 al-
guns dos elementos de §_1j5 no primeiro digito nao nulo diferem

1

do seu correspondente de Y . Os elementosna linha 6, coluna 2,

sao:

_ .~
(y )en= 83 160,00 e (y )¢,=73866,34



- -1 ..
Isto torna o calculo de Y um problema mal condicio

nado, sendo que esse mal-condicionamento aumenta a medida que n
cresce.

O presente trabalho visa estudar problemas mal-condi
cionados do tipo do exemplo 2, mais especificamente em problemas

de programagao linear.

ii



CAPITULO II - DECOMPOSIQKO DE UMA MATRIZ EM VALORES SINGULARES

2.1 - INTRODUGAO

Listam-se abaixo, alguns conceitos e resultados de
Algebra linear que sao utilizados neste trabalho. Nenhum esfor
o e feito para apresentar uma sequencia logica destes dados,
pois a intencao e introduzir brevemente alguns conceitos e re-
sultados que estao diretamente relacionados com o trabalho. Pa

ra um estudo mais detalhado ver referéncias [2] ,[3] e [7]

2.1.1 - Sistema de equagoes e determinantes de uma ma

triz A de ordem n:

det A=A # O det A=0
Existe uma unica matriz invern Nao existe uma matriz
_ . -1
sa A 'tal que: inversa A o

-1 -
AA = A A =1,

Toda equacgao Qualquer equagao
Ax = b, b # 0 Ax=b, b # 0
tem uma soluggo. nao tem solugao .
A Unica solugao de Existem solugoes
Ax = 0 e x = 0, de Ax=0, com x # 0,
A solugao para toda equacgao A solugao de Ax=b nunca
Ax=b & unica. ¢ dnica. Se existir qual-

quer solucao x, existira

outra solucgao X, ¢ x,

Posto A=n, Posto A<n,




2.1.2 - Autovalores e Autovetores

Definigao: Se A e uma matriz quadrada de ordem n, defi-
nem-se como autovalor de A os numeros A para os
quais a equagao caracteristica Ax=)x tem uma solu
gao x#0, o vetor x é chamado autovetor associado

ao autovalor A.

Teorema 2.1.1: O nimero A & um autovalor de uma matriz

gquadrada A se e somente se det (A-)I1)=0.

Teorema 2.1.2: Seja A uma matriz de ordem n com n autova-

lores distintos X;,...,A_ . Entao A tem correspon-

n

dentemente n autovetores X oseee,X linearmente in

n

dependentes. Além disso, o autovetor X3 associado

ao autovalor A, € uUnico ou apenas um multiplo es
: 3 s

calar deste.

Definicao: Duas matrizes A e B de ordem n sao chamadas e-
quivalentes se existe uma matriz T com detT#0 tal
que: -1

T AT=B

Teorema 2.1.3: Matrizes equivalentes tem os mesmos autova

lores com a mesma multiplicidade.

Teorema 2.1.4: Uma matriz A de ordem n & equivalente a uma
matriz diagonal se e somente se A tem n autoveto-
res linearmente independentes. Isto &, A € equiva
lente a uma matriz diagonal se A tem n autovalores

distintos.

Definigao: Dada uma matriz A qualquer a adjunta de A & de

finida como sendo A*=A' (& a matriz transposta da

conjugada de A).

Definigao: A matriz A de ordem n é dita ortogonal se Abta=

AAt=In (matriz identidade de ordem n).

Definigao: Uma matriz de ordem n e dita simétrica se ajj=

aji para todo 1 e j.



Definicao: Uma matriz A de ordem n & dita hermi-

%

tiana se A = A".

Teorema 2.1.5: 0Os autovalores de uma matriz her-
mitiana sao reals, e 0s autovetores corres
pondentes a autovalores distintos sao or-

togonais.

Este teorema mostra que, se A = A* tem autovalo-

res distintos, entao A pode ser diagonalizada pela matriz or
togonall de seus autovetores, associados aos n autovalores dis
tintos, i,e '
-1
U AU = U*%AU =A = dlag(>\1,...,>\n)
Teorema 2.1.6: Seja A uma matriz hermitiana de or-
dem n, com autovalores A,...,A

n-*

Entao A tem n autovetores unitarios mutua -

mente ortogonais u;,...,u,, cCom
AUj=ijj (j= 1,...,n) e U*AU = A,
onde U & a matriz ortogonal com colunas
Up,...5Up e A= diag(Xl,...,Xn)
Um estudo da demonstragao deste teorema, mostra

que, se A e real, nunca aparecerao nUmeros complexos, uma vez
que os autovalores sao reais. A matriz U ,que diagonaliza A,

tera todas as componentes reais. Assim, temos:

Teorema 2.1.7: Se A & uma matriz simetrica real,
existe uma matriz ortogonal U , para a qual
UYAU & a matriz diagonal A formada pelos

autovalores de A.

Definigao: Define-se a norma de uma matriz A como

sendo:

| (norma da maxima

soma por linha).



Definicao: Seja A uma matriz nao-singular. Defi-

ne-se o numero de condigao de A, anotado

cond (A), como sendo o numero dado por

all <1la {di |
.Para a norma euclidiana observa-

se que: ||A||= U e ||A—ﬂl=ﬂ: onde H1 & o maior

valor singular de A e yuy, €& o menor. Des-

LA
\All|=%n>/ 1

Definigao: Uma matriz A quadrada & dita ngo—singg

ta forma:

cond(a) = [[al] -

lar se A #0 (determinante de A for nao-nu-
lo).

Definigao: Uma matriz simetrica real A & dita de
finida positiva se sua forma quadratica as-

sociada

n n
) )X a..x. X,
i=1 j=1 131 ]

for positiva definida.

Definigao: Uma forma quadratica & dita nao negati-
va definida se tomar somente valores nao ne-
gativos quando se atribuem valores reais ar
bitrarios a X;,X;,....Xp. Uma forma quadrati
ca definida nao negativa que toma o valor ze

ro somente quando X;= X,=..=x,=0 € chamada

definida .positiva.

2.2 - DECOMPOSIQKO DE UMA MATRIZ EM VALORES SINGULARES

Teorema 2.2.1: Seja A uma matriz nao-singular de
ordem n. Entao existem duas matrizes ortogo-
nais U e V de ordem n e uma matriz diagonal

S de ordem n, tais que:

(1) s=yutay ou A=USVE e os elementos da diagonal



estao em sucessao nao crescente, i.e

. . > s. . s 5
Si,i 7 Si+1, i+1 (ou i® i+1)

Demonstragao: A matriz simetrica definida positi
va A'A tem a seguinte decomposigao autova-

lor autovetor
(2)  AfA = v Dyt

onde V & uma matriz ortogonal (matriz dos autove

tores de AYA) e D e uma matriz diagonal (matriz
dos autovalores de AYA) cujos elementos da dia-

gonal sao positivos nao crescentes.

Seja S uma matriz diagonal de ordem n cujos ele-
mentos da diagonal sao as raizes quadradas dos e

lementos respectivos de D.
Assim:

(3) Dp= 8'S =5

e

(4) s Dpg =1
Seja uma matriz U de ordem n dada por:
(5) U= avs™

De (2), (4) e (5) e do fato que V e ortogonal,

| W
(6) utu = s?vtatayst= s'ps's 1,

Portanto U & ortogonal

De (5) e do fato que V & ortogonal

(7) Usvt= AvsTisvt= aAvyt= A,

. N -
como querlamos .,

Embora nao sendo um resultado a ser utilizado no presen



te trabalho, observe-se que o teorema (2.2.1) apresenta uma

sencralizagao cujo enunciado & o seguinte:

Teorema 2.2.2: Seja A uma matriz de ordem m X n
e posto k. Entao existem duas matrizes or

togonais U de ordem me V de ordemn e uma

matriz diagonal S de ordem m x n, tal que:

(8) utav = s ou A = USVE,

onde os elementos da diagonal de S podem ser arran
jados em ordem nao crescente e exatamente k de-

les sao estritamente positivos.

Demonstracgao: (ver ref. [8] , pag.20)

Sabe-se, atraves da algebra linear, que uma dada ma-

triz A de ordem m x n & equivalente a uma matriz B do tipo:

Se existirem matrizes nao-singulares P de ordem m e Q

de ordem n tais que

B= PAQ

Comparando-se este resultado com o que estabelece o
teorema (2.2.1), nota~-se que no teorema P e Q foram substituidas
pelas matrizes ortogonais U e vte B foi substituida pela matriz
diagonal S. Para fins computacionais, a decomposicao em valores

singulares & bem mais Gtil, pois a multiplicagao de um vetor por
matrizes ortogonais preserva comprimentos (||Uxl|= ||x|] , onde U

¢ uma matriz ortogonal),ao passo quea multiplicagao de um vetor

o, ., 7
e S 2o
L P
;.O Q. D I I I %:kxk 0
0 O0.........0 -0
L Jm x n, onde k= posto A,



por matrizes nao-singulares gerais pode altera-los bastante.

Seja A de ordem n, a representacgao matricial de uma
transformagao linear T de um espago n-dimensional X sobre um
segundo espago semelhante Y, isto &, y= Ax esta em Y para to

do x em X.

Observe-se que, na representacao matricial da trans
formaggo linear T, pela matriz A, supoe-se que ambos os espa
cos X e Y sejam dados em coordenadas ortogonais. Faz-se en-
tao uma troca de coordenadas ortogonais em X, onde o vetor X
obtém a nova representagao x', tal que x= Vx' e uma troca de
coordenadas ortogonais em Y obtendo-se y' como a nova repre-
sentacao de y tal que y= Uy' (aqui U e V sao as matrizes do

teorema 2.2.2).

Resulta desta troca de bases em X e Y uma nova re-

presentacao matricial para T, dada por:

y'= Uty = utax = uta(vx') = (Utav)x' = Dx',

ou seja: y'= Dx'

Em termos de componentes,.esta nova representa-

cao e:

1= le;

2= HaX,

| . 1

TkT Pk

' =

Yesr™ O

yn =0 N

Desta forma, a transformagao T apenas relaciona o

primeiro eixo coordenado de X com o primeiro eixo coordenado
de Y por meio de um fator de significancia u,> 0 . Acontece

o mesmo com o 29, 39, ...,k-esimo eixos coordenados com os

respectivos fatores de significancia Y2 ,..., uk . 0s (k + 1),

v+ ..., N—esimos eixos coordenados de X estao relacionados com

o vetor zero de Y.

-10 -



Ve-se, entao, que a decomposigao de uma matriz A em

valor singular ¢ simples ¢ eficiente para fins.computacionais.

Fsta afirmagao ¢ comprovada no calculo de inversao de matri-
zes e, conseqllentemente, na busca da solugEo de um PPL, ainda

neste trabalho.

Sendo At atransposta de A, tem-se:

pDED = (utav)t (utav) = vtatyutav = vEatay
Assim vE(A®A)V = DD & uma matriz diagonal cujos ele
- 2 2 2 _
mentos da diagonal sao UI,UZ,..”uk, 0,....,0; como V e

’ -1 ~ ~
ortogonal, V= V'e entao a transformacao V'(AYA)V preserva os
. ~ 2 2 2
autovalores de AtA,os gquals sao |, uz,---,uk,O,----,O.
Conclui-se entao que os valores singulares de uma matriz A

sao as raizes quadradas dos autovalores de Ata.

Ainda tem-se que:

Se A= usvt & a decomposigao em valores singulares
t t ot t N t. _
da matriz A, onde UU = U U = Ip, VV =V V= 1p e 55 =D en-
a -t t
tao aat= (usv% (vs"uf = usstu®s uput.

- . t
Logo U e a matriz dos auto vetores de AA .

Portanto, se A= usv'e a decomposigao em valores sin-
gulares da matriz A, entao U & uma matriz ortogonal formada
pelos autovetdres de AAt, V @& uma matriz ortogonal formada
pelos autovetores de AtA e S & uma matriz diagonal cujos ele
mentos da diagoﬁal sao as raizes quadradas dos autovalores de

Ata.

Observe-se que sendo A uma matriz nao-singular tam-

bém S o sera.
2.3 - EXEMPLOS

Para ilustrar os resultados do teorema (2.2.1), apre

sentam—-se tres efemplosno anexo 1.

._.ll.._



CAPITULO I1II - INVERSAO DE MATRIZES

Definigao: Uma matriz A de ordem n & dita uma
. . - . . -1
matriz 1nversivel se existe uma matriz A

de ordem n tal que:

-1 -1
AA = A A= 1

onde I @ a matriz identidade de ordem n.

3.1 - DETERMINAQAO DA INVERSA DE UMA MATRIZ USANDO
A DECOMPOSIQKO EM VALORES SINGULARES.
(Método DVS)

Teorema 3.1 - Se A & uma matriz inversivel de
ordem n e A= USVt & a decomposicgao em va
lores singulares de A (conforme teorema

2.2.1), entao a inversa de A & a matriz

-1 . ~1 -1 !
onde, S = diag(¥, Uyl ).
Demonstragzo: |
De fato:

-1 - -
A A = (vS'ut)y(usvt) = vsi(utu) svt=

-1

=V(s 's) vbt= vyt= 1,

(usvt) (vsuty=us (vty)s Uk
v(ssHut= vut= 1.

-1
AA

Portanto: AA'= AA =1

Mostram—-se alguns exemplos.no anexo 2:

-]12-—
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3.2 - METODO DA ELIMINAGAO

Teorema 3.2: Se A & uma matriz de ordem n inver
sivel e se uma sequéncia de operagoes ele
mentares sobre linhas reduz A a matriz i-
dentidade I, entao aquela mesma sequencia
de operagoes elementares sobre linhas
quando aplicadas a I produz K?

Demonstracao: Ver ref [4]e [7]
0 método da elminagao proposto no teorema 3.2, pode ser r

esquematizado como segue:

a) Parte-se da matriz aumentada, que tem a forma [A,I]

onde, se A tem ordem n, I sera a matriz identidade de ordem n.

b) Inicialmente, normaliza~se a primeira coluna da ma-
triz aumentada, dividindo-se seus elementos por all(piva). Assim,
tem-se para j= 1,2,...,2n

1 a,

J
a_ ==
IJ dll

Aqui, o indice superior 1 indica a nova linha.
1

Observe-se que a = 1 @ o primeiro elemento da matriz
11

identidade .

¢c) A seguir, reduzem~se os demais elementos da coluna 1

a zero por meio de uma sequencia de operagaes representadas por

a,.= a.. - a. a’., i= 2,3,...,n

j= 1,2,...,2n

Ao final desta etapa ter-se-a:

1 1 -
1 a [ - 1 - 1/a 0.........0
12 In 11
0 al 11 -a a 1 0
B ] o ‘21/ 11 e e e e
0 a !
anz ann anx/all O"""""‘l
-
L.



~-14 -

. ~ . ~ a
d) Passa-se a normalizacao da 27 coluna, como segue:

a4 = e s, J= 2,3,...,2n
2] al
22
2 1 1 2 ) .
aij= aij - ay, a,y o, i 1,3,4,...,n(1 #2)

j= 2,3,...,2n

Agora as duas primeiras colunas da matriz [A,I} assumem

a forma das primeiras colunas da identidade.

e) Passando-se as demais linhas, chega-se ao final de

n etapas a:

-
n n n
1 0........0 e e e e
4 a4y, in
n n n
0 1........0 a a e e e e
21 22 4n
. P | n n o..... . .al
0 0 aj, al, ann

Neste ultimo quadro:

1. As n primeiras linhas e colunas contéem a identidade;

2. A partir da coluna (n + 1) (metade direita da ma-

triz) tem-se a matriz inversa, ou seja,

-1 n .
A = [éij} , 1= 1,2,...,n

j=n + 1, n + 2,...2n

Desta forma, utilizam-se, ao longo de n etapas, os se-

guintes calculos:

para k = 1,2,...n,

calcula-se:



=~
—

Il
F}J??‘
e |

—

©
~
=1

—
(5]

]

=

Fo

+

-
N
=

3.2.1 - Exemplo
Considere-se o exemplo:
Determinar a inversa de
1 1/2  1/3 |

A= 1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

1 1/2 1/3 1 0 0
1/2 1/3 1/4 0 1 0

1/3 1/4 1/5 0 0 1

TL1/2 1/3 1 0 0
0 1/12 1/12 -1/2 1 0
0 1/12 1/45 -1/3 0 1

rio12 1/3 1 0 1
0 1/12 1/12 -1/2 1 0
0o 1/180 1/6 -1 1

-1 1/2 1/3 1 0 0
0 1 1 -6 12 0
0 0 1 30-180 180
112 0 -9 60 —60
0 1 0 . -36 192 -180
0 1 30 -180 180 |
1 0 0 9  -36 30 |
0 1 0 -3 192 -180
0 0 1 30 -180 180




Portanto:

9  -36 30
Al = ~-36 192 -180
30 -180 180

3.3 - ESTUDO COMPARATIVO ENTRE 0S METODOS DE INVERSAO DVS E
ELIMINAGAO

Com a finalidade de proceder a analise do processo de
inversao de matrizes utilizando-se a decomposicao em valores
singulares, procedeu-se a um estudo comparativo deste metodo
com o da eliminagao, anteriormente exposto.

Para tanto, foi utilizado o algoritmo DVS para a in-

versao de matrizes, cujo esquema geral e o seguinte:

1. Leiaa matriz A;
2. Decomponha A em valores singulares, encontrando-se U,
t
S e V 5

3. Determine S tal que

-1 . .
.. = . s se
SlJ $1 ] 1 #J
Too= 1/, se i = j;
SlJ le >
t

4. Determine U e V
5. Faga o produto v.s™ vt A[l

-1 -1
6. Calcule A" A e A A,

Da mesma forma, utilizando~se um algoritmo que aplica

-~ . ~ -1
o metodo da eliminagao em A, encontra-se A, e calcula-se A, A

2
-1
e AA2
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Sendo I a matriz de mesma ordem dos produtos, proceder-

se-a como segue:

. -1 ; ) -
1. Para cada algoritmo, calcule Ie= A A (identidade a



I

-1 . . ~ . .
esquerda) e Id= AA (identidade a direita);
2. Para cada algoritmo calcule OHF)ij, matriz di-
ferenga:

15

3. Aplique a norma da maxima soma de linhas sobre

(DIF)ij. Compare com zero;

4, Determine, para cada algoritmo, (DIF% e (DIF)d

tal que
(DIFe )ij= [kle)ij - (I)ij](dlferenga a esquerda)
(DIFd)ij= [}Id)ij - (I)ij}(dlferenga a direita)

5. Aplique a norma da maxima soma de linhas sobre aﬂFe)i

]
e (DIFd)LT(mmpare com zero.

Considera-se o seguinte:

0 melhor algoritmo sera o que apresentar menores valores
das quatro normas citadas.
Na pratica, verifica-se que I.= I,
-+ . . ~ ~ ~
Dai, utilizar-se-ao como padrao de comparagao as normas

aplicadas as matrizes (DIFy) calculadas em cada algoritmo.
Apresenta-se, @ seguir, um exemplo preliminar.

Seja a seguinte matriz

10 9 7 3 1
50 45 40 22 145
123 33 35 54 40
~-60 =53 7 20 30
46 56 20 45 11

(63

L
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Ao aplicar-se o metodo da eliminacao para determinar M—l,
observa-se, na listagem, que no passo 2 do algoritmo foram gera
dos nimeros muito grandes em modulo. Para se ter ideia destes
valores, eles sao apresentados de forma especial na propria lis

tagem que encontra-se no anexo 3.

Tais nlimeros geram forte instabilidade no algoritmo de
eliminagao de forma a afetar significativamente o resultado fi
nal, gerando uma inversa que produz, quando multiplicada pela

matriz original, uma matriz muito diferente da identidade, fato
atestado pelo calculo da norma da maxima soma da matriz diferen

ca, cujo valor foi de 11,692,

Isto mostra que este algoritmo e ineficiente para deter

minar a inversa desta matriz M que parece ser bastante simples.

Ja utilizando-se o metodo DVS tal problema nao acontece.
Como a matriz e simples, as matrizes U, S e V sao de facil cal
culo, reproduzindo com exatidao a matriz dada quando se efetua
o produto U.S.Vt. Assim a inversa obtida reproduz, quando multi
plicada pela matriz original, a identidade exata, como se pode

ver pela norma resultante, cujo valor e zero.

Este exemplo mostrou a eficiencia do metodo DVS para o

calculo de inversa de matrizes.

Tal eficiencia foi testada em muitos outros exemplos. A
tabela a seguir resume 59 casos dentre os estudados. Aqui, nota-
~se que o método DVS & melhor em 54 deles; em 4 o método da eli
min agao e melhor (porém, @ muito pouco melhor, pois a norma

DVS tambem & pequena) e ha 1 empate.

Nesta amostra, o metodo DVS foi melhor - para fins de
inversao de matrizes - em 91,5% dos casos. No anexo 5 deste tra
balho, encontra-se a listagem dos exemplos 2, 3, 19, 23, 24, 36,

43, 51, 55 e 56,“nesta ordem.
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cAPITULO IV - O METODO SIMPLEX REVISADO

4.1 - INTRODUGAO

0 metodo simplex revisado e um aperfeigoamento do me to
do Simplex (convencional) do ponto de vista computacional, ja
que trabalha com os valores intermediarios de forma mais compac
ta, reduzindo as necessidades de memdria do computador para o

armazenamento desses valores,

O simplex revisado apresenta duas caracteristicas basi

cas:

1. Utiliza uma abordagem matricial ao problema de pro

gramagao linear;

2, Calecula e armazena apenas as informacgoes necessa

rias a cada iteragao.

A notacao matricial pode ser esquematizada como segue:

Max z = ¢x
Sujeito a: Ax < b
x > 0
onde ¢(l x n), x(n x 1), A(m x n), b(m x 1), O(n x 1)

Na forma padrao, tal notagzo se transforma em:
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onde I @ a identidade real de ordem m € X sao as m
s

variaveis de folga.

Assim: [A,I
L ? ]m x {(n+m)

x
L8 (n+m)x1

o
L (n+m)x1

Observe-se ainda que, a cada iteragao,as unicas in-

formagoes relevantes sao:

a) Coeficientes das variaveis nao basicas que vao en

trar na base;

b) Coeficientes das variaveis nao basicas na equagao

( 0 ) (fungao objetivo);

¢) As constantes da coluna b.

4.2 - NOGAO GERAL DO METODO

x
Considere-se a matriz |xg|; observe-se que existem n
variaveis nao basicas cujo valor inicial & zero.

Eliminando-se estas n variaveis nao basicas, ter-se-a

como solugao basica inicial:

X
Bl

X
X = B2

B
x_ -
Bm
Constroi-se, a seguir, a matriz base B, de ordem m,

formada pelas colunas correspondentes as variaveis basicas da

matriz [A,I] que & a matriz original do problema.

Logo: B. xp= b - Xp~= B . b
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Considere-se a matriz [ﬁ,ﬂ . Eliminando-se os <coefi
cientes das variaveis nao-basicas encontrar-se-a a matriz de
ordem (lxm). Assim,para a solugao basica encontrada, o valor

-

de Z sera:

onde 0 representa a matriz nula.

-1 -1

como xB=B .b e Z=cB.B .b , tem-se:
-1 7 -1
z {1 © B 0 ¢.B b
B
—_ -] = -1
X, Lo B b B b

EFsta matriz, de ordem ((m+1)x1l) e o lado direito atua-

lizado do problema.

como

=)
—
[e]
&=
>
!
e}
]
lo~]

1 " c¢c_,.B 1 -c

ol
o
ol

A

—
=
>
=

O conjunto de equagoes, apos qualquer iteragao sera:

-1 -1 -1
1 CBB A-c CBB (i CB.B .b
0 B'a B! |_x o L Bt

lk'm resumo, portantb, o simplex revisado tem 0s mesmos
critérios de inicializacao,de entrada e saida de variaveis da
base bem como de parada do algoritmo simplex. Mudara, apenas,
o calculo de B™'e de xg= B'b. Além disso, o simplex revisado,
para efeito de simplificacoes, apresenta um modo de se determi-

. -1 . ~ . . . ! .
nar a matriz B da iteragao 1 a partir da matriz B da itera-

gao (i-1).
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Esquema de Algoritmo

Dado o problema: max 2= cx
s.a: Ax<

b
xz 0
O simplex revisado segue os seguintes passos:

1. Fornega A (m x n), b(m x 1), c¢(1 x m), x(n x 1).

2. Determine a matriz basica inicial B.

(evidentemente , como Ax< b, entao B=I)
—1 -« - . 1
3. Calcule B. (no inicio B =B)
4, Entrada na base:
-1

4.1 - Calcule P'= CB-B , P'"(1 x m)

4.2 - Seja Aj(m x 1) o vetor coluna que representa
os coeficientes das variaveis nao basicas X3
no problema original.

N - ‘ i PR C.= "Ae—- C.

4 3 Calcule os wvalores z3 j P AJ j

4.4 - Se para todas as variaveis nao basicas,
zj = >0, pare. Atingiu-se a solugﬁo otima.

4.5 - Se existe 2y - c;< 0, entra na base a varia-

-4
vel que tiver o valor mais negativo (indice k) o
5 - Seja xg a variavel que entra na base;

-1
calcule yx = B . Ak

6 - Saida da base:
Considere os valores do vetor coluna yx (m x 1)
para cada yki >0 (i=1,2,...,m)efaca
'

b: . ,
1 s 1=1,2,...,m

Yki

onde b% sao os valores atuais das constantes do la-

do direito das restrigoes.

Saira da base a variavel da equacgao r onde o valor
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b . .
—hey Yki> 0 seja o menor.

Yki

7. Calculo da nova inversa:

7.1 - Calcule y= 1 , _yz,..., 1 ,..:ym
Yr yr Yr Yr

7.2 - Determine a matriz E como sendo a i1dentidade

exceto a coluna r substituida por u
—1 -1
7.3 - Calcule: Bnova= E . Binterior
8. Atualizagao do lado direito

b'= Bp b
nova .

9. Atualizar ¢g , B e b.

Retorne para 4.

.3 - EXEMPLO

Considere o problema:

Max z = X, + X, + X, + X,
s.a X, o+ 2x2 < 4
2x, + X, < 5
XTj + X“ < 8
x1 + x2 + x3 + Xu < 10
X 2 0 (1= 1,2,3,4)

1 2 0 O 4 X,

0 2 1 0 5 X,
A= ; b= e X=

0 O 1 1 8 X,

1 1 1 1 10 X

Inicialmente,colocado o problema na forma padrao, ter-

e-3a:

w

cg =[0 0 0 0]
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© O = O
o = O O
= O O

¢ = P'Aj] - €] . Dai zy — ¢ =-~1
Z2 T Cp =~
zy — C3 =-—
Zy, — Cy T~

Entra na base, por exemplo, x; pois houve empate.

Entao k=1 e

4

e como & < 10
1

Ak = A] = 1

Logo yx = vy,=

OO O M

= O O

saira X -

Dai r =1, ¥ =100 -1}

1 000
E= 0100
0 01O
-1 0 01
A nova inversa sera E . B‘, ou seja,
1 0 0 O
-1 - 0 1 0 ©
nova o o 1 o0
-1 0 0 1

atualizando o lado direito:

i

[*X TN e s BN ¥}



Yki

da linha 2 (Y =

Aqui, u=
1 0
g= | 0 1
0 -1

0 -1

Dai: P' = cp
assim: Lo - Cy
z - (o4
2 2
Z, - C,
2, - Gy
0
k=3, e yk =
1
1
1
Y -
1
El_ » tem-se 5, 8,

o = o O

~27_

B =[1000]

= -1 X3 entra na base,

calculando os wvalores

6 de onde sai x. que e a variavel

- O O O

A nova inversa sera:

1 0
pl={ 0 1
0 -1

-1 -1

o B O O

~= O O C

Atualizando o lado direito tem-se:

=W U



-28-

De onde: g = Gy = 3
7, - g =-1
zZy, - c, = 1
Zy - c, =1

(0]

Entrara x, o, k= 4

0]
Yy = 0 . Calculando os wvalores
1
1
bi tem-se 3 , 1 saindo X, que e a variavel da linha
Yki L L
4 (r = 4)

Aqui, W =[ 00 -1 1]

5
( 1 0 0 O 4
=10 1 0 0] pr=)s e P'=[0 0 -1 1]
0 0 1 -1 2
0 0 0 1 1
de onde: 2z, - ¢, = zg - cg5= zg - cg= 0 e zyg = 4= 1
como para todas as variaveis nao basicas z: - «c¢:> 0, a

solugao otima foi alcangada e é:

X1 = 4
x, = 0
X3 = 5
X, = 1 com Z= 10
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CAPTITULO V - ALGORITMO DVS-PLEX

5.1 - INTRODUGAO

Ainda que o simplex revisado tenha, em termos compu
tacionais, consideraveis vantagens sobre o simplex usual,per
manecem em aberto problemas devidos as instabilidades numeri

cas que ocorrem durante a resolugao dos modelos lineares.

Tais problemas existem, muitas vezes, devido a arre
dondamentos, operagoes com numeros grandes e pequenos (prin-
cipalmente multiplicagoes e divisoes) além de condigoes espe
ciais relativas as restrigoes, como situagoes de quase para

lelismo.

Neste ultimo caso, o simplex revisado que trabalha
com a matriz B dos coeficientes das variaveis basicas na for
ma exata em que ela foi estruturada a cada iteraggo, nada po
de fazer para contornar o problema. Da mesma forma, o método
simplex revisado nao evita a geracao de erros de arredonda
mento durante as operacgoes nem consegue impedir sua propaga-
¢ao, sobretudo considerando-se que a matriz B gerada em uma
dada iteragao € determinada pela matriz B da iteragao ante
rior e que esta matriz determina o valor b', que reune os va

lores atuais do lado direito, valores estes que determinam o

resultado final do problema.

Desta forma, embora seja inegavel a eficiencia ob-
servada neste método, o simplex revisado apresenta a des-
vantagem de nao evitar instabilidade numérica durante o seu

desenvolvimento.

5.2 = IDEIA GLERAL DO ALGORITMO DVS-PLEX

A proposta basica do algoritmo DVS-PLEX que & o te-
ma principal deste trabalho,eé a de promover um eficiente con

trole de erros durante a resolucao de problemas de programa-
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¢ao linear,

Para tanto: 1) O algoritmo estrutura o modelo da mes

ma forma que o simplex revisado,

2) aproveita suas vantagens,

3) permite que, a cada iteragao, se desen
volva um controle de erros,

4) reduz o aparecimento de erros,

5) impede a propagacgao de erros,

ou seja, minimiza as desvantagens do

simplex revisado.

0 algoritmo DVS~-PLEX utiliza a notacao matricial do
modelo e sua estrutura basica & dividida em areas interdependen

tes, como mostra-se a seguir:

- - . ~ o~ . . .
1. Area de definigao: Dado o modelo, sao identificadas
as matrizes A, b, ¢ e o numero de restrigcoes e de variaveis,

bem como a natureza das restricoes.

2. Area de formagao da base: Identificam-se aqui as
variaveis basicas e nao-basicas. No inicio, as variaveis basi
cas sao as de folga. Depois, esta area transforma-se no local
de atualizacao da base, substituindo-se a variavel que sai pe-
la que entra, ou seja, a variavel da linha r pela variavel de

indice k.

Definida a base, montam-se as matrizes MB e cB forma
das, respectivamente, pelos coeficientes das variaveis basicas
nas matrizes iniciais A e c.

No inicio, MB=1 e c¢B=0. Depois, de acordo com a varia

vel que sai e a que entra, atualizam-se MB e cB.

3. Area de operagao da base:
Aqui utilizam~se dois sub-programas, alternando-se
sua utilizagao, com a area de operagao das variaveis nao-basi-

cas.

Inicialmente, utiliza-se o subprograma 1 que tem como

entrada as matrizes MB e b.

Subprograma 1:
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a) Decompoe a matriz MB em valores singulares, encon

trando as matrizes U, S e V;

b) Determina, usando U, S,e V a inversa de MB que

a matriz MBI;
c¢) Determina MBI, usando o metodo da eliminacgao;

d) Promove o controle de erros gerados nesta etapa

minimizando-os (ver area 6);

e) Atualiza o lado direito do problema, calculando

a matriz BD dada pelo produto MBI.b.

As saidas do subprograma sao as matrizes MBI e BD.
A seguir, aciona-se a area 4 que,apos ser executa-

da, promove o retorno a esta area, para fins de execugao, do

b

subprograma 3.

0 subprograma 3 tem como entradas as matrizes MBI e

o indice k definido na area 4.
Subprograma 3:
a) Localiza na matriz A, a coluna k;
b) Caicula a matriz BA, dada por:
BA=(MBI) . Ax
c) Calcula os valores F; , dados por:
BDj

F{ = ——= , BA; > 0 onde BA{ & o elemento
BAL

e

b

da i-esima linha da ma

triz BA.

As saidas deste subprograma sao os valores F:.
g i

A segulr, fixa-se r como sendo o indice da variavel
que saiu da base, determinado pelo indice i do menor Fj.

O controle do programa retorna, neste ponto a area

de formagao da base (area 2).

4. Area de operagao das variaveis nao basicas:

Aqui utiliza-se o subprograma 2, que tem como entra

das as matrizes cB, c, MBI e os valores de j (indices das va
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riaveis nao basicas).

Subprograma 2:
a) Calcula o produto c¢B. MBI = PBl;

b) Para cada valor de j, determina-se PB2= PBl. A.

J
e lj= PB2 - cj
As saidas do subprograma 2 sao os valores Tj'
Caso todos os valores de T:; sejam nao negativos, pas

J
sa-se para area 5 (calculos finais).

Se houver algum valor de Tj negativo, fixa-se k como

sendo o valor de j para o qual se tem Tj mais negativo. A se

guir, retorna-se a area de operagao de base.
5. Area de calculos finais

Aqui calculam-se os valores finais das variaveis,uti

lizando-se a base atual e o vetor atual b'. Calcula-se o va-

lor de Z, utilizando-se a funcgao objetivo.

6. Area de controle de erros

Esta area e usada no calculo da inversa da matriz ba

- ~ C o -1 -
sica B. Dois metodos sao utilizados para calcular B - o meto
do da decomposigao em valores singulares e o método da elimi-

nagao.

Uma vez determinada a inversa de B em cada um dos meé
todos, calcula-se o produto desta inversa por B, comparando-
se este produto com a identidade, escolhendo-se, entao, aque-

la que gerar menor e€erro.

Tal comparagao sera processada pela escolha da menor
norma de maxima soma por linhas, aplicada sobre as matrizes di
ferengas?

=

D= |B B - Il. (conforme capitulo 3, deste traba-
lho) . Idealmente, a norma deve ser zero.
5.3 - ROTEIRO COMPUTACIONAL

Considere o seguinte problema:
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n
max 2= jil Cyx;
()
n B
sujeito a: jél aj; x5 <€ by parai=1,2,3,...,m
xj > 0 para j=1,2,...,n

0 algoritmo DVS-PLEX para resolver este problema uti-

liza o seguinte roteiro computacional.

1Y)

2)

3)

Coloque o problema na notacgao matricial:

a) variaveis: x (n x 1)
b) coeficientes da funggo objetivo: ¢ (1 x n)

c) constantes do lado direito:; b (m x 1)

d) coeficientes das restrigges: A (m x n) de modo que
problema (P) assumira a forma max 2z = CX
s.a : Ax
X >

Complete o quadro inicial:
X
a) adicionando variaveis de folga: X (m x 1) > |.....
Xs

b) adicionando os respectivos coeficientes: I (m x m)

tal que: max z = cx
vs.a [A, I} [x]
v =b
| ¥s
x >0
Xg
L °l
Determine:
a) ¢B inicial (1 x m) (vetor c)
b) MB inicial - (m x m) (matriz B)
c) MBI inicial (m x m) (matriz Bﬂ)

d) BD inicial (m x 1) (vetor Bb)



4) Calcule PBl1 (1 x m) como sendo: PBl = (cB) . (MBI)

5) Defina as variaveis nao basicas je {1,2,..., n + m}

6) Calcular Tj(l X 1) como sendo:

T;= [((rB1 . Aj) - Cj] , ¥5 e{1,2,...,m + n}
7) Se Ty > 0, va para (31), caso contrario va para (8).

8) Seja k = j tal que T; € o mais negativo k & {1,2,..

9) Calcule BA(m x 1)
tal que: BA = (MBI) . (Ak)

10) ¥i, 1i=1,2,...,m e todo (BA){ > O,
BDj
‘BAj

Calcule Fj = , ie {1,2,...,m

11)Seja r o indice do memor valor do conjunto de Fj
r € {1,2,...m \

12)Componha a nova base, substituindo a variavel basica

equagao T POTr Xy .

13)Defina a nova matriz MB(m x m) como sendo a matriz MB

~34-

.,m + n}

da

atual

na qual substitui-se sua coluna i pela coluna da variavel xi

que se encontra na matriz A.

l4)Determine Bl, B2, B3 tais que:

MB= (B1l) (B2) (B3) onde as matrizes sao de ordem m X m.

15) Determine BlT (m x m) tal que:

(B1).. se i.= ]
(B1T);j - i -
‘(31)ji se 1 # j

l16)Determine B3T (m x m) tal que:

(B3)ij se 1 = j
(B3T),, = . .
ij (83)ji se 1 # j



-35-

17) Determine B2I (m x m) tal que:

(B2)ij se 1 # j
(B2I):: = . ..
1] l/(leJ se 1L = ]

18) Determine PPl (m x m) como sendo

PP1= (B3T) . (B2I)

19) Determine PP2 (m x m) como sendo

PP2= (PP1) . (BLT)"

20) Faga MBIS = PP2

!

21) Gere I (m x m) tal que

1 se

i = j
(1)ij =0 se i # j
22) Determine SI = (MB) . (MBIS)
23) Calcule DIF = (I - SI) e aplique a norma da maxima soma so

bre DIF. Seja SN tal norma.

24) Calcule a inversa da matriz B, usando agora o método da eli

minagao. Seja MBIG esta inversa.
25) Determine GI = (MB) . (MBIG)

26) Calcule DIF (I - GI) e'aplique a norma da maxima soma so-

il

bre DIF. Seja GN esta norma.

i

27) Se GN > SN , faga MBI
Se GN < SN , faga MBI

MBIS
MBIG

28) Calcule BD (m x 1) tal que BD = (MBI) . b

29) Defina os novos valores para c¢B a partir das novas variaveis

basicas.
30) Retorne para (4).

31) Determine a solucgao do problema, definindo XB (1 x m), tal

que:
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XB = BD

e calculando

n+l
z =1 (D) . (BD);
i=1
c (1 x n) se 1<n
onde (CT)j= 0 se n<ig m + n

5.4 - EXEMPLO

Desenvolve-se, a seguir, um exemplo preliminar.

Considere o problema:

max: 2= 1818001x; + 93601,0625x,+ 13822401x,

s.a: 4545x%, + 234x%,+ 3456x%, < 8235
A 676x, + 87987x,+ 0,384475%, < 88663,375
0,87234x% + 5,93746x, + 984x%, < 990809326

X, > 0 para i=1,2,3

conforme listagem apresentada no anexo 4, foram obtidos
os resultados: o

19) pelo metodo simplexf
solugao otima: x, =1
x,=0,999999464
x;=0,999999702

com Z = 3294003

20) pelo DVS-PLEX

solugao otima: x,=1,760736068
X;=0,994146142

x3=0.0
com Z= 3294073,06804963
Observa-se que o algoritmo DVS-plex nesse exemplo - que

apresenta apenas 3 variaveis e 3 restrigoes sendo, portanto, um

modelo de pequeno porte - melhora o valor de Z em 70,068 aproxi-
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madamente.

Essa melhora deve-se ao fato de que, no desenvolvimen
to do método simplex usual ocorrem alguns erros de arredondamen
tos e /ou truncamento dos numeros do modelo, causando perdas nos
valores que levam ao resultado final. Tais perdas sao bem me-

nores no DVS-plex.

0 efeito mais significativo dessas perdas, e o erro
por elas gerado, esta no fato de que, no segundo pivoteamento,
a solugao otima nao foi alcangada ja que o coeficiente da x,na
fungao_objetivo e negativo (-1,006). Isso faz com que X3 entre
na base dando uma solugao final um pouco melhor que a solugao
que havia ali, solugao essa que também & bem pouco melhor que
aquela do primeiro pivoteamento. Esses resultados sao inferio-
res aos obtidos pelo DVS-plex, que coloca na base - tal como no
simplex usual - inicialmente x) depois x2;  porém, para nesse
ponto pois os coeficientes da fungao objetivo, neste momento,

sao todos positivos.

Observa-se, portanto, que os métodos geraram bases di

ferentes; isso @ perfeitamente normal na resolugao de proble
mas lineares. Nesse caso, entretanto, a base encontrada pelo
DVS-plex, em cujo desenvolvimento ocorreram menores erros de

operagoes efetivadas com os numeros, mostrou um resultado fi-

nal melhor.

Nesse modelo observou-se ainda, que o DVS-plex encon-
trou a solugao em apenas duas iteragoes, enquanto que o simplex
encontrou em trés iteracoes. Nesse caso especifico foram exe-
cutadas, em ambos o0s casos, o nimero minimo de iteracgoes ne
cessarias para atingir o resultado final. Entretanto, como se

vera, isso nao ocorre no geral.

0 algoritmo DVS-plex foi aplicado em varios testes.Os
resultados de alguns exemplos desses testes encontram-se na ta
bela a seguir. No anexo 2 deste trabalho, encontram-se lista-
dos os exemplos 2, 7, 13, 20, 22, 25, 27, 30, 33 e 34, nes

ta ordem.
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Para proceder a analise dos modelos resolvidos pelos
dois meétodos DVS-plex e simplex, considerou-se o seguinte cri
terio fundamental: como se tratam de problemas de maximizagao
e evidente que o melhor resultado e aquele que, apresentando

valores viaveis, fornece um maior valor para Z.
Alem disso, observou-se:

19) nUmero de iteragoes de cada método

29) base otima

39) porte do modelo

49) no caso do algoritmo DVS~plex observou-se a uti-
lizagao do metodo DVS ou eliminagao para a inversao da matriz

basica formada a cada iteragao.

Cabe ressaltar ainda que o método simplex usual foi
inconclusivo em alguns exemplos, nao identificando a solugao
final nem determinando a natureza da solugao. Como se ve, is-

so nao ocorreu com o DVS-plex.

Utilizando exclusivamente o criterio fundamental (maior

valor de Z) dos 39 exemplos listados observou-se:

19) 0 DVS-plex melhorou a fungao objetivo em 27 exem

plos, isto &, 69,2 Z.

20) O simplex usual &€ melhor em 3 exemplos, isto &,
7,7 7. _
39) 0 DVS-plex encontra solugao em 4 exemplos nos

quais o simplex & inconclusivo (10,3 7).

49) Ambos os métodos apresentam o mesmo resultado em

3 eéxemplos (7,7 Z%).

59) O DVS-plex encontra solugdo finita, enquanto o
simplex encontra solugao ilimitada em 2 exemplos, isto e,
5,1 7. i
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CAPITULO VI - CONCLUSZAO

6.1 - ESBOCO DO TRABALHO (AVALIAQKO DE OBJETIVOS)

O presente trabalho procurou apresentar um méetodo alter
nativo para resolugao de problemas genGricos de programagao 1i
near. Sua utilizagao foi feita em diversos exemplos, comparan
do-se os resultados obtidos de sua aplicacao com o método sim

plex classico.

Cabe observar, inicialmente, que o metodo simplex e
um algoritmo de extraordinaria eficiencia, Sua utilizagao tem
sido estudada e aperfeigoada ao longo dos anos e, ate esta data,
nao se conhece algoritmo mais eficiente que o simplex para re
sultados nao-otimos, devido, sobretudo, ao mal-condicionamento
das matrizes de coeficientes dos modelos., O presente trabalho,

portanto, nao pretende apresentar um algoritmo que substitua o

simplex mas sim deseja corrigir falhas que aparecem na sua
aplicagao. Para tanto utilizou-se o método da decomposigao em
valores singulares de matrizes, que, como foi demonstrado no
capitulo III, @€ um metodo adequado para inversao de matrizes

mal-condicionadas.,

Neste sentido, o objetivo do presente trabalho pode
ser avaliado pelos resultados observados nos exemplos estuda
dos - alguns dos quais foram aqui apresentados.

Cabe observar que o DVS-plex destina-se, essencialmen
te, a modelos mal-condicionados., Em modelos lineares pequenos
e simples sua utilizagao nao determina resultados piores que
os dados‘pelo.método simplex - ainda que de pequena monta, obser
vam—-se nestes casos melhoras no resultado final., Parece eviden
te que, para estes modelos, o simplex € o méetodo mais indica

do devido a complexidade do DVS=-plex.
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6.2 - CONCLUSOES GERAIS

Os resultados aqui apresentados mostram que o metodo
da decomposiggo em valores singulares & extremamente eficien-
te para inversao de matrizes - mesmo aquelas simples e de or-
dem pequena, como a mostrada no item 3.3. E bastante visivel
sua adequagao a matrizes mal-condicionadas e as vantagens que

apresenta sobre o método classico de eliminacgao.

Outro fato importante e que o metodo DVS permite ri
gido controle de erros no seu desenvolvimento. Quer na gera
cao das matrizes U e V, quer na geragao da propria inversa,ca
da passo do algoritmo permite verificar se algum erro foi ge
rado , podendo-se identifica-lo para uma possivel corregao.

a2 nos processos normais de inversao, uma vez gerado o erro,

[

cste se propaga rapidawente, sem que haja meios de evitar tal

situagao.

A ohtengao das matrizes U, S e V e a inversa a par-
tir delas torna este metodo mais complexo do que os convencl
onais de inversao. A programagao computacional aqui @ de gran
de valia e pode-se observar que obter U, S e V atraves de um
algoritmo programavel e assunto ja desenvolvido na literatura
técnica especializada (ver, por exemplo, ref.: [ 8 ] ). Pa

rece obvio que a aplicacao do DVS a modelos mal-condicionados

traz resultados que compensam largamente sua complexidade.

A partir dos bons resultados obtidos na inversao de
matrizes pode ser desenvolvido o algoritmo DVS-plex. Sua apli
cagao pratica permite concluir que o algoritmo melhora os re-
sultados obtidos pelo simplex usual na grande maioria dos ca
sos. Alem disso, o DVS-plex encontra a solugao do modelo em
casos onde o simplex usual e inconclusivo. Este Gltimo fato,

por si mesmo, ja bastaria para atestar a eficiéncia do DVS-

plex e sua grande utilidade.

Outra observagao importante sobre o DVS-plex & que
este metodo tende a encontrar a solucao otima em um nimero de
iteragoes muito menor que o simplex usual. Isto se deve ao fa

to que, quando uma variavel entra na base, pelo DVS-plex, ela



tende a ficar al ate ser alcangada a solugao otima. No sim
plex usual, existe um grande numero de entradas e saidas da

base de uma mesma variavel.

6.3 - SUGESTOES DE ESTUDOS

O presente trabalho, ainda que tenha levado a con
clusoes efetivas sobre a utilizagao do método DVS-plex, mos-
trando suas vantagens sobre o simplex usual, nao esgotou - e

nem o pretendia - o assunto.

Desta forma, para futuras pesquisas, ficam em aber-

to as seguintes questoes:

a) Estudo da influéencia do numero de condigao sobre
o processo de inversao de matrizes.

A utilizagao do nimero de condigao aqui proposto ou
a determinagao de um outro podera permitir a classificagao

previa das matrizes para fins de determinagao de sua inversa.

O presente trabalho nao chegou a determinar de ma-

neira clara como esta influencia se processa.

b) Os exemplos aqui considerados nao utilizaram va

riaveis artificiais nem minimizagao de Z.
Sugere-se a generalizacao do algoritmo para estes ca

SOS .

c¢) Desenvolver a analise de modelos de grande porte
- a tendencia do DVS-plex e ser bem melhor que o simplex a
medida que o porte do modelo aumenta. Entretanto, os progra
mas computacionais utilizados nestes casos, utilizam muita
memoria e tempo excessivo de computacgao. Desta forma, poder-
de-iam desenvolver programas mais eficilentes para o estudo de
tais casos. Isto nao foi feito aqui por nao ser a otimizagao
do metodo computacional objetivo do presente trabalho.
d) Estudar, com mais rigor, os casos em que o DVS-

plex teve desempenho inferior ao simplex.

~42-
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ANEXO 1 - EXEMPLOS DE DECOMPOSIQKO DE UMA MATRIZ EM VALORES
SINGULAR
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CALCULO DA INVERSA DE UMA MATRIZ USANDO 0 METODO DVS.
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FRESLENMA Ne i
CRCEM CA MAT«l o 5  FOR 3

CACUS CE E4TRAUA
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AC 1, 1)= L0 L006COCCO

A{ 1, 2)= © =10 .CC0CC0CCO

A{ 1. 3)= 22400 C0COICO

AC 2, 1)= 40.C0CCCOCCO

AL 2. 2)= . LzeliL CCCOCCO

AL 2, 2)= —-L+lLCOCUCCO - ) R
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/ /—/"
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ANEX0O 3 - LISTAGEM DO EXEMPLO DO CAPITULO III



3 0 R A

FRCBLENMA N, 1

CREEM

Al 1,
A | O
Al 1,
Al 1,
Al 1,
Al 2
A 2
AL 2
Al 2
Al 2
A 3
Al 3o
Al 3
AL 3
Ia( 3'
A 4y
Al 4y
Al 4
A Gy
Al 4y
A 5
Al 5o
Al Soe
Al S
Al S

VALORES

s 1
3¢ 2
s( 2
5¢ 4
S g

NATRIZ U TRANSPUST A~

kT (
UxsT (
UzexT (
Ux3T (
U T (
UxaT (
Ux&T (
Us%T (
Uk T (
U xT(
UksT (
CURRT (
Uk ET(

CA MAaTklc 5 R
LASOS OO CHTHKALA
MATRIZ -

1)=
2)=
)=
4)=
S)=
1)=
2)=
)=
4)=
£)=
1)=
2=
)=
4)=
€)=
1=
zZ)=
3=
4 )=
)=
1)=
z)=
3)=
4)=
5)=

)=
Y=
)=
)=
)=

)
1
1o
1l
-1
2

-~
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2
2>
2y
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3
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«0eCuCCCUCGO
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11.00C0COCCO

Ll ACCNAL DA MATRIZ S
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121.28393£726
775591206827
4163411320226
Es86G4E21949

1= .
2)=
3)=
3)=
)=
1)=
2l=
3)=
Ta)=
5)=
1=
=

G)=
<

PLCR L INHA
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0.06063$334
—-0 337611741
0035421543
~0e455328033
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“0e£0738%4¢5
02183544058
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557765668
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v ( )
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v ( 4
v ( 4
Vv ( %
V( 4
V( 4
Vv( £
Vv( £
v( £
V{ o)
v ( g
AT Z

ISR B
VaexT (
VaET |
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VR XT (
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VERT
VEED
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	* Uma mttfilca em um conjunto M e uma função	R, que aòòocía a cada pax. ofidunado dz nlo.m<intoi> x,y e M um numzno Kcal d[x,y\, chama do a dL&tancía dz x a y.


	si,i > si+x, i+1 (ou V Si+1}

	—bl- , i = 1,2, . . . , m

	yki

	cB =[0 0 0 0]
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