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RESUMDO

0 método de matriz de transferéncia € utilizado na obten
cao de frequéncias naturais de sistemas de vigas e de cascas ci

‘1indricas com reforcos longitudinais.

Apresenta-se, inicialmente, uma revisdo de alguns elemen

Vi ) . .
tos de matrizes de transferéncia e introduz-se os conceitos = de
campo e segmento para o' estudo de sistema de vigas para mostrar a

eficiéncia do método.

Resultados numéricos sao apresentados e comparados com

conhecidos.

Estuda-se a resposta de um sistema de cascas cilindricas
reforcadas por‘"stringers",utilizando—se a técnica de reducao de
graus terminais de liberdade,para contornar as dificuldddes compu

tacionais inerentes ao metodo.

“As matrizes de transferéncia dos elementos de casca sao
determinadas a partir dos autovetores e autovalores obtidos pelo

metodo de Leverrier com modificacao de Faddeev.

Y

’,

I

-Os resultados de umexemplo sao comparados com os de Hen

derson e McDaniel que se utilizam da técnica de super-matriz.



ABSTRACT

The transfer matrix method is used in the calculation
'of.naturalrfrequencies of beam-type systems and cylindrical shells

stiffened by stringers in the -axial direction.

A review of some aspects of the theory of transfer
matrices is preéented and the concepts of field and segment ' fofv
. study the beam-tYpe system are introduced and  discussed as. an

'effiCientfconcept in the preparation of general programs.
Numerical results are presented and compared.

The response of cyllndrlcal shells, stiffened by stringers,
is studled through the use of a reductlon technlque of terminal

' degree of freedoms.

'The transfer matrices of the shell elements are
calculated from the eigenvectors and elgenvalues obtained by the

. Faddeev Leverrier method.

{

The numerical results are.cdmpared with published

literature on others methods.



CAPITULDO .l

INTRODUCAO

0 estudo de vibracées por matrizes de transféfénéia'jé e
 feifo a algum tempo, ja que estas se mostram uma poderdsa ferrgl
menta na analise de estruturas periddicas, como.mostram os traba-
lhos de Lin e Donaldson |3], McDaniel |4], Mercer e.Seavey 6] e,
mais reéentémente, Irie, Yamada e Muramoto |17|. Este tipo de es
trutura € de muita ﬁtilizagéo na atualidade como mostram os - se
guintés exemplos: grandes olebdutos com anéis de rigidez igualmen
te espacados, altos edificios tendo uma estrutura uniforme e anda -
res_idénticos, fuselagem de aeronaves consistindo de cascas cilin
‘dficas uniformes reforcadas com "stringers" igualmente espacados,

etc...

Este trabalho se insere numa linha de estudos sobre apli
cacoes de matrizes de transferéncia, em curso no Laboratorio de
Vibracoes e Acustica, tendo ja produzido alguns resultados |21,

|14], |1s].

0 que aqui se propoe a fazer € estudar inicialmente o]
comportamento de_um sistema de vigas com a introducao dos concei
tos de campo e Segmento para mostrar a eficiéncia do método de ma

triz de transferéncia.

Posteriormente far-se-a o estudo de um sistema de..cascas

com reforcos longitudinais onde o fato relevante é a utilizacdo
~. '



- da técnica de reducao de graus de liberdade ‘terminais e o uso de

autovalores e autovetores no calculo da matriz de transferéncia.

Sdo descritos agora os conteudos dos capitulos e apéndi

ces que aparecem na sequéncia.

” No Cdpitulo 2 séo_aprésentados o vetor de estado eiaS'mg
trizes de -transferéncia que funcionardo como ferramentas basicas
‘no desenvolvimento de todo o estudo. Espécificamente,_ far-se—é
‘referéncias a um sistema de vigas onde apresentam-se élguns-.exeg'
plos'por,este métodp e faz-se comparacao com resultados Conheci

dos.

No Capitulo 3 € apresentada a teoria basica do estudo de

cascas com reforcos longitudinais por matriz de transferéncia.

No Capitulo 4 sao apresentados estudos de um sistemaabég
to de cascas reforcadas, bem como € introduzida a técnica da redu
'¢do de graus de liberdade terminais.  Define-se também as caracte
-risticas estruturais de um exemplo onde compara-se os resultados
obtidos com a utilizacao da técnica de redugao e_aﬁtovalores e au

tovetores com os obtidos por Henderson e McDaniel [1].

O Capitulo 5 reune conclusdes e sugestoes de continuida-

¥

'de.deste estudo.

-

No Apéndice I €& apresentada a técnica de reducdo automa-

~tica de graus de liberdade terminais.



No Apéndice II € apresentado o método de Leverrier commo
dificacao de Faddeev para célculo de autovetores e autovalores de

uma matriz quadrada.

Finalmente no Apéndice III apresenta-se a teoria de um
sistema fechado de cascas com reforcos longitudinais, discute - se.

as dificuldades numéricas para calculo de sua resposta, bem como

c Y,
s
:

~apresenta-se uma sugestdo para possivel solucdo. i

i

s
A
B
— g

o3
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CaPfTULO 2
VIBRAGOES DE FLEXA0 DE ViGAs
2.1, Vetor de Estado e Matriz de Transferéncia

2.1.1. Generalidades

O vetor de estado de um certo ponto de um sistema elasti

co € uma coluna cujas componentes sao o deslocamento neste pontoe

as forcas internas correspondentes. Este vetor permite identifi

car

‘que se refere; dal a sua denominagao.

No caso em estudo, da vibracdo transversal de um sistema

com massa distribuida, tem-se dois deslocamentos independentes,

que sdo o linear transversal w e o angular Y. As forcas - inter

" nas sao o esforgo cortante V e o momento fletor M. Dessa forma,

'-pbde-se montar o vetor de estado para um determinado ponto i:

CHZy) o= (2) = Dwg, g, My, VT (2.1.1)

A ordem dos componentes foi eécolhida de forma que, comb
se podera consta%ar posteriormente, as matrizes de transferéncia
resultem simétricas em relacdo a diagonal secundaria. A  conven
gio,dg orientaééo dessas componentes pode ser observada na Figura
2.1.‘5 ' : | A

f
-~ !

os estados de deformacao e de tensao do sistema no ponto a

RETVERS
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“pigina’ 2.

Sejam agora dois vetores de estado do sistema considera-

~)

&oa

do.  Se um-vétor:de estado, quando multiplicado por uma ‘marri
fornecer o outro vetor, diz-se que estz e a 'matriz de transferen

cia’ que oS relaciona.

Se os dois-vetores representam pontos distintos .de um sis
tema continuo, por exemplo, os pontos i e i-1, diz-se que.a matriz
de transferéncia é uma matriz de campo. Esta situacdo pode  ser

descrita matematicamente da seguinte forma:

-

3

bio= (TegdiZd;y (2.1.2)

-onde [Tci] € a matriz de transferéncia campo que relaciona os ve

‘tores de estado nos pontos i e i-1.

-
T

Se, em outra -situagcao, tiver-se, por exemplo, uma massa’
concentrada aplicada em ponto i do sistema, os vetores de estado
“ime@iétamente antes e imediatamente apOs este ponto sio diferen

‘tes, em funcdo da forca de inércia da massa. De um modo geral, ca



da ponto em que haja uma descontinuidade no sistema, necessita ser
descrito por dois vetores de estado, que serao identificados da

seguinte forma:

{Z}E (3 esquerda) e {Z}? (a direita)

Estes vetores estao relacionados por uma matriz de tfang'
feréncia; e esta recebe a denominacdo de matriz de transferéncia
ponto, ou puntual, ou de estacdo. O relacionamento acimapode ser
descrito matematicamente pela seguinte equagao:

D E o ey
{Z}.l = [Pi]{Z}i - . (2.l.31
onde [Pi] € a matriz de transferéncia ponto que'rélaciOna os veto

res de estado no ponto i.

Se, por outro lado, tiver-se uma situacido onde no siste
ma elastico existe uma descontinuidade no final do campo definido
pelos pontos i e i-1, a matriz de transferéncia que relaciona os

vetores de estado nestes pontos € representada matematicamente por:

5 ‘

{24] = [Te;l{z}, 4
RV A ReaY:
logo o 28] = [Py 0Te 12

ou a

(2 - Ty, (2.1.4)

A\

Yo



onde.se o sistena for,pgriédico, a matriz [T]*dénominaase matriz
-de transferéncia-perfqdég
Quando se tem esforcos externos agindo sobre o sistema,a
suavpréSengazSe faz notar matematicamente pela adicdo de vetores
_;pluné que -0s representam. Assim sendo, 1o caso @nqmzmzténham es
fbrgoé concentrados (por exemplo em i), a equacac (2.1.4) ~ deve

_ser modificada da seguinte forma:

(3D = rriizy, o« Py, - (2.1.89)

ofrde {F}i representa o esforco externc concentrado em i.

2.1.2. Equacao de Estado

0s pfincipios basicos de matriz de transferéncia. foram
referenciados né secao anterior e podem ser encontradOS'ém mujtoé
textos Que tratam de engenhafia estrUtuialne cGntrole automatico
(por exemplo |8| e |9]). Contudo, algumas consideragées. deven

-aquiser feitas.

Estas consideragGés foram feitas por Espindola |2| e, a

-

partir de um modelo matematico M de um sistema fisico S, tem-se O

.

conceito de estado do sistema.

0 papel do modelo matemitico & descrever alguns aspectos
do comportamento real do sistema. Neste trabalho, o modelo mate-

matico & constituido de equacdes diferenciais.



Em teofia de cpntrole, o conceito de estado de um siste
ma'fisico~€ normalmentezgssociado a um instante particular de tem
po. Por exemplo, aplicando—ée uma certa entrada ao sistema fisi
co e'observandd-se a saida, esta dependera do estado inicial do
sistema e da entrada aplicada. Portanto, o modelo matematico do
'sisteﬁa consiste de duas classes de equagcles: aquelas que 'dé5crg’
vem o estadd do sistema e aquelas que descrevem a saida do siste-
ma, dés quais s as primeiras sdo relevantes neste trabalho. Para

um sistema fisico a equacdo de estado pode ser escrita como:

()} = g{z(D)}, (£}, ©) (2.1.6)
onde {Z(t)} & um vetor coluna, representando o estado do sistema
no instante t, {f(t)} & um vetor entrada e {Z(t)}" & a derivada de

{Z(t)} no tempo.

' 'Se o sistema & linear a equacdo (2.1.6) pode ser escrita

~ como

n

(Z()} = [ACE)TLZ(D)} W+ [B()TLECE)) (2.1.7)
‘ohde [ACt)] e [B(fi] sdo matrizes ﬁxﬁ é nxp, respectivamente, e
{£(t)} & um vetor coluna pxl.

-
¥

Agora,'para a finalidade deste trabalho, o conceito de
estado deve ser adaptédb. Em vez de referir-se ao estado do sis-
-teﬁa'ﬁo instante t, falar-se-a sobre o estado do sistema em uma
estaéio,particular. 0 estado inicial passara a ser uma estacgdo

de referéncia. Portanto, a dimensdo tempo sera substituida  por
.. :



uma dimensdo espacial s. Feita esta adaptacao na equacao (2.1.7),

ter-se-a:
{Z(s)}’ = [A(s)1{Z(s)} + [B(s)1{f(s)} (2.1.8)
onde {Z(s)}’ & a derivada espacial de {Z(s)}.
_ Na maiorié das estrufurés de engenharia, as ~matriZes~
[A(s)] é [B(s)] independem de s. Neste céso, a equacao de estado
(2.1.8), pode ser.escrita como

(2(s)} = [AMZ(s)) + [BI{£(s)) (2.1.9)

Se nenhuma entrada for aplicada a equacao acima, ela sim

plificar-se-a para:

{2(s)} = [AI{Z(s)) | (2.1.10)

onde [A] & a matriz de estado.

2.2. Matriz‘de‘Transferéncia para'um Elemento de Viga

Considera-se o caso de um segmento de viga continua de
secdo transversal constante entre duas estacoes i-1 e i (Figura

2.2).

-3
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El, C.A

Figura 2.2 - Elemento de Viga

A equagao do movimento deste segmento pode ser derivada

da equacdo basica de flexdo de uma viga |3|. Isto &, .para. mov i
mento vibratorio,
—oatw : ' : . :
Ele—= = -pAW ' £2.2.1°
= -0 (2.2.1)
onde o é a densidade -de massa, A-a area da secao transversal, ‘e

cada um dos pontos acima em w indica uma diferenciacao parcial em

‘relagao ao tempo.

iwt

Supoe-se que w(x,t) =X e e a equacao do - movimento
reduz-se para

d*X 2 .

. . | EI a-)zt,—— = QAU) X v (2-2.2)
. qu ‘ . . ‘

ou . v W - AX =0 (2~.2.3)

Aw’ o
i : = PAW e (2.2 4
- onde | | X = SET . (2,2.4)
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Das relacoes de deslocamento e esforgos internos tem-se

dw _ . dy M . dM v 2
a—)—(-:l,a—-:-—.g—r-,&:\/ea;c‘—-pAwAw.

que podem ser reesc¢ritas na forma matricial: .

- : : 10
w1 f 0 1 0 - 0 w
v 10 0 -1/EI 0 ¥ : B
7 = : T 0 (2.2.5)
M 0 0. 0 1 M . _
i A 0 0 ol |v
/ L _ - L 7

onde o iIndice "linha" representa derivacao em relacdo a x.

A equacdo (2.2.5), quando em notacdo simplificada, se -

“apresenta da seguinte forma:
(z}* = [A1{Z} S (2.2.6)

A equacdo diferencial matricial (2.2.6) possui, 2 seme
lhanca das equacles diferenciais comuns, a solucio apresentada na

equacdo (2.2.7) abaixo [10]. .

2z = Xz (2.2.7)

Comparando-se as equacdes (2.1.2) e (2.2.7) chega-se a

conclusao de que;

-

[Tc,1 = eMIX (2.2.8)

-desde que se considere que os pontos i e i-1 eéstao distanciados

R A - - N
K - © . . @
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de uma distancia x entre si; de forma que {Z}i_l = {Z(Oj} e

{2}, = {Z(x)}.

De acordo com o teorema de Cayley-Hamilton pode-se escre

ver que

Alx . L . 2 ] S . ' . E N
eI MX ety v cyral 4 CIAlT + G LAl = LAl (2.2.9)
As constantes Cy, i = 1,2,3,4 podem ser obtidas da solugdo das
equacoes abaixo
_ ;\\:lX . . . L2 s - ‘
f(>\i) = e h = Cl + Cz’i + CE}I:L + k-}i . ’ (1.’..2-’10) L
onde 0 xi;s sac os distintos autovalores de [A].
Obtem-se entao
>\1X 2 3;_
e = Cl + Czkl + Cskl + C4A1 
R R IS GRS LN,
= - + - )
1 271 371 4”1 (2.2.11)
)\ZX _ . . 2. 3 :
")\2)\ ‘2 .23
= - - \
\
De onde tem-se
.2 2
. . Al cosh(kzx) - A, cosh(klx)
1 2. 2



C, =

Ay

'

2 2
AZ(Al - A,)

A;'senh(kzx) - }; senh(xlx)

2

cosh(klx) - cosh(xzx)

(A= A5)

Ay senh(xlx) -kl senh(Azx)‘

A

2 2
172 = A

Utilizando-se as seguintes relagoes:

obtem-se:

cosh(1ia)

senh(ia)

2 .

1

2%1

N

AN

-

1
2X

(2]

cosc

isena

l [cdsh(xlx) ; cos(Alx)]

[senh(X;x) % sen(A;x)]

[cosh(A;x) - cos(A;x)]

[senh(xlx)_- sen(klx)]

.13

(2.2.12)

(2.2.13.a)

(2.2.13.b)

t2.2.14)
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Aplicando-se os resultados de (2.2.14) na equagio (2.2.9),

tem-se a matriz de transferéncia para um elemento de viga unifor

me de comprimento X:

) c 2% _ G
1 2 EI EI
N C
2 - » .
[Tc] - BA ¢, ¢y i L3 C(2.2.15)
ET EI El -
-pAw: Cy; -pAw? C,  C ,
. - pAw?
- pAw? C, —pAwz C, RAWZ ¢ C
L 2. S TR 1

2.3. Preparacao para Tratamento Numérico

Na obtencao das constantes (2'2714) asvfaiZes AqX podeﬁ

assumir vélqres elevados e, em consequéncia.disto,'cosh(xlx)_ e
senh(xix) tornam-se muito grandés, dificeis de serem tratados nu
"mericamente. Isto ocorre quando se pesquisam modos elevados, Cg

mo ocorre em linhas de transmissao de energia eléetrica.

Em funcdo destas dificuldades, aplicam-se alguns artifi
cios para adequa-los a um melhor tratamento numérico, que passam

a ser aqui descritos.

Multiplicando-se estas constantes por cosh(klx) e divi

P
<,

dindo-se tem-se

..COSh(AiX) ‘.cos(xix)'
C1 = — [l ——— ]
2 cosh(klx)



e usando-se as seguintes relacoes

o o~
cosha = ‘ (2.
o -0
senho = &= € (2.
2. -
cosh(Xx.x) - 2cos (A, x)
Cl = —~-—‘f—————-1~~-' [1 + ”ﬁ—-]-) -1-*]
. 2 € 1y e 1
“wdu ) cosh(A,x) 2671N Gos(h.x)
C1 = e [T 4 ] (2.73.
X

2 1 oy e"?1

De maneira analoga tem-se

cosh()ix) { “2h.x . %enixkx]]
cosh(),X) cos (A,X)
2 . -
2 1ee™2M % |
coshX) | 1 g2 X Ly x SenOq¥) ey,
C4 = v - 2e 1 —_—
3 - . -7 '
23, 1ee ™ 2R 1% lee™ 21X
Adotando-se a seguinte notacao:
.- ze_xlx.cos(klf)
- : T 22A.X
: l:e 1
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AL X sen(A,Xx)
R (2.3.4)
14e“2x X

~-2X,Xx
y=dtoe 1 | (2.3.5)
--e-lex

tem-se’ entao

cosh(xlx) .
C, = ——————(1+)
.2 '

' cosh(xix)
C, = ————(v+8)

Zkl

(2;3.6),

cosh(llxj
Cy, = ————(1-0)

9
234

'cosh(Alx)
———s—(Y-8)
2%1

~
il

As constantes acima agora podem ser tratadas numericamen
te, a menos do termo em cosh(klx), sem dificuldades. Este, entre
tanto, podera ser eliminado nas computacdes numéricas, como se ve

ra adiante.

2.4, Sistema de Vigas

Tratar-se-a aqui de vigas sobre apoios rigidos. Para a

abordagem numérica geral desses sistemas introduzir-se-a alguns

FETER AT TR T T e e T 6 ey ORI I T T TR s 5 pnens e N — RRo—— R L P T T
IS PN . . ; K L e . RN el . o 5y T A .
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conceitos.
Campo - O campo de um sistema de vigas € delimitado por
dois apoios rigidos; ou por um balanco delimita-

do por um apoio simples.

Segmento - O segmento & delimitado dentro de um campo  por
descontinuidades, ou seja, cada - descontinuidade

_representa o fim de um segmento e o inicio-de ou

I
i

tro. - - - L

Vi

&

 Sao consideradas descontinuidades, por exemplo, mudanca
de area da secao transversal, massa concentrada, rotulas, apoios

simples (extremo dos campos).

A seguir apresenta-se alguns exemplos simples de sistema
de vigas onde determina-se a matriz de transferencia, 1levando-se

em consideracdo campos e segmentos.
Exemplo 1. Massa Puntual

Seja a Figura 2.4.1 onde tem-se uma viga simplesmente
apoiada com uma massa concentrada, os apoios indicam que tem-se
um campo e a massa concentrada indica que se tem dois segmentos

qué sao representados por A e B de comprimentos 21 e L, respecti

vamente.

v
\‘ .

.

°

..
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—— ————

et
fﬁEE_}F-
P

Figura 2.4.1 - Viga com Massa Concentrada

vy
Seja a matriz [Tm] do ponto 2:

1 0 0 0
(m] = 0 . 1 00 (2.4.1)
0 0 1 0 -
Moz 0 0 1
~onde | {Z}B = [Tm]{Z}g (2.4.2)

Chamando-se de matriz de transferéncia [A] a matriz que
relaciona o vetor de estado {Z}1 na estacao 1 com o vetor de esta

do'{Z}g, a que representa o segmento A de éomprimento 2, e de [B]

1
a matriz de transfereéncia que representa o segmento B de compri

mento 22, pode-se escrever.

2 (1} = 1A, (2.4.3)

{2}y = [B1(Z}) - (2.4.4)

com (2.4.2), (2.4.3) e (2.4.4) tem-se

T
LI
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it

Hz)g = [BIUTMITAIGZY,  (2.4.5)

ou : {2}3 ’[T]{Z}l o . (2.4.6)

“onde [T] € a matriz de transferéncia que relaciona os vetores de

estado dos apoios.

Exemplo 2. Rotula Perfeita § “ -“ﬁ

Vi
_ ki : _ _
Seja a Figura 2.4.2 onde tem-se uma viga simplesmente
apoiada caracterizando um campo, e uma rotula que delimita os

dois segmentos A e B de comprimentos %, e 4, respectivamente.

B
T
G_PL__JL

~ Figura 2.4.2" - Viga com Rotula Perfeita’

tem-se {2} = [Al{zY (2.4.7)
onde {Z}g = vetor de estado 3 esquerda da rotula
[A] = matriz de transferéncia do segmento A de comprimen-
to 2, '
{Z}, = vetor de estado no apoio 1



Levando-se em consideracdao que no apoiolw;

nao tem momento, ou seja, M,=0, pode-se escrever

r' 4 Ei -

. %34

k24

ou na forma matricial

a

- 8z3tdgy

20 ) % *iz %13 f1a
¥2 1a  ayn as 824
B T L T
L Vzd L a5 a,, 2,z :‘a44‘
\‘ou -
Ty =appup v oaggMy v oag,Vy
Wy = agaup + aggMy + Ay
0 - aszwi + aéle v agVy
Vo = agpiy + gy v oagVy
De (2.4.9.c) ’ _
Vs - ;L (ag¥y + agghy)
azy
Substituindb-se (2.4.10).em (2.4.9.a):e (2.4.9.b)
’ v, = (a, - 3§§i31i)¢1 + (agg -
34 -
vy = (a7 - féZLfZi)¢l v oy -

34

- PR |
;éé——ZiJM

=0

M

20

e a rotula

-f (2.4{8)v

(2.4.9;3)
(2.4.9.5)-

(2.4.9.0)

(2.4.9.4)

(2.4.10)

(2.4;11)

(2.4.12)

(2.4.13)
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~Escrevendo-se agora a matriz de transferencia do segmen

to B de comprimento 22

N {2z}, = [B11Z}D (2.4.14)
g 2 -G
ou (we)] [ b b, . b, | [ w,
o 3 11 12 13 14 2
¥g ba1 by b3 b4 ¥
¢ L: : o : ﬁ > (2.4.15)
M3 b3y D32 b3 by | | My
: Vs Lb41 by bys by | VZAJ
 LeVando—se em consideracao que na estacao 3 tem-se um.

apoio simples, ou seja, w3=0 e na rotula M2=0, pode-se escrever

(2.4;15) como

1; 07 = bygwy + byyly + byyV, - (2.4.16.2)
gg Vg = bypwy + byouy + by,V, (2.4.16.b)
| s M3 =‘b31w2 + b324?"+ b34V2 (2.4.16.¢)
Vg = bW, b4247 + by ,V, (2.4.16.d)
De (2.4.16.a) tem-se
Vo = - <X (boow. 4 boo¥) | (2.4.17)
2T T 11%2 1272 (2.4
':.l . 14
Substituindo-se (2.4.17) em (2.4.16.b) e (2.4.16.c)
bygb,, . bj,eb |
¥ = by, - 11 24)w2 + (by, - 224y (24.18)
' b1y 14



by b,

o 11°°34 - 12°°34
He U : 14
ou na forma matricial
Y. w . . |
3 .[— 2
='|B ©(2.4.20)
M3 H“@} ) |
Substituindo-se agora (2.4.13) em (2.4.20)
3 =I=ll"1 U
M, - [B}[Ané } . (2.4.21)
ou ) -11) ' .
~ou o X H[ ) o
o _ 2r = |T (2.4.22)

onde [T] ¢ a matriz de transferéncia reduzida que relaciona o: ve

. tor de estado na estacdo 1, com o vetor de estado na secdo 3.

Considerando-se agora o caso da Figura 2.4.3 onde tem-se

uma viga com varios apoios e dois campos: em balanco nos extremos.

.

o--

=4-

1

it
E-Y

Figura 2.4.3 - Sistema de Viga

x

Tem-se entdo quatro campos que sao delimitados pelos

apoios e balancos e suas matrizes de transferencia serao represen
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tadas por [Al, [B], [C] e [D].

Das relacoes de matrizes de transferéncia pode-se escre .

‘ver

D

(z}; = [BI{2}] - (2.4.23)
R D ' .' v g
{Z}3 = [C]{Z}2 | (2424

Considerando-se que nos apoios ndo se tem deslocamento
transversal, ou seja, w=0, pode-se escrever a equacao (2.4.23) co
mo:

T ( \

b b

0 b1 012 13 14 0
Y2 | {P21 By bas by | g
$ooor=l. ' | R b (2.4.25)
My 31 P3z Pz by || M -
E - . - o D
V2 ] | Pa D42 b3 a0 ) | V1 |

onde apenas os esforcos cortantes sao influenciados pela presenca
do apoio que fara aparecer uma forca adicional, porisso que se re
presenta na equacao (2.4.25) acima Vg e V?, apenas.

Pode-se escrever a equacdo acima de forma expandida:

P
s

(2.4.26.2)

S PR R Fi B PAL
¥y = byyly + boygMy & by VY (2.4.26.b)
| ’ - D o
M, = bgyUy + bygM + by V0 (2.4.26.c)
. V5= by, Uy + oMy + bV (2.4.26.d)
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De (2.4.26.a)

D . f
1 = - = (byy¥ + byaMp) (2.4.27)
14 '

Substituindo-sé (2.4.27) em (2.4.26.b) e (2.4.26.c), tem-se

b,,-b . b,.'b |
12°%24, - 137724,
Vo= (byp = ==+ (byy - ==,
| 14 14
b,,:b " byg'b.,
2 .
M, = (bg, - _l_*wéi)qi + (byy - _lé__éé)Ml
14 biyg
ou na forma matricial,
Y r 12
2 =1/%1 _
= B] (2.4.28)"
M, [ My °
onde
b, b ) b,.b,, |
bo. - 1; 24, (b, . - 13724,
22 T T 23 T T
= 14 14
[B] =
b, - 127734, b, - 13734,
32 b 33 b
| 14 14

Substituindo-se (2.4.27) em (2.4.26.d), tem-se

2 b..:b b..:b ‘
12°°44 13°°44)

14 14

E 7
Vo = by, -

Formulas analogas podem ser escritas para {Uﬁ}, Vg e VE.
M
3
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Atencao especial merecem os dois campos em balanco AeD.

Considerando-se o campo em balanco A, tem-se que na estacdo zero

o

M0=V0=0 e representando-se a relacao matricial entre a estagao ze

r0o e a estacao 1 por:

(23] = a1z}, (2.4.30)
e que no apoio 1 w1=0, pode-se escrever que:
1 ( 3
0 a7 312 313 314 g
! 321 322 423 324 Y
ﬁ > = ﬁ 0 {
My 31 a3, 33 a3y
VE' a a a a 0
1 41 242 43 44 J
l / L ’ ) - L
ou ainda
¥y = aggWg + 3y (2.4.31.b)
M = oaggWy * a5l (2.4.31.¢)
VE o ag Wy a,yY (2.4.31.4)
. 212
De (2.4.31.a) Wy = -~ g (2.4.32)
a11
Substituindo-se {2.4.32) em (2.4.31.b) e (2.4.31.c), tem-se
.a «a
Yy = (aZZ - _l_z__il)wo
411
: Ay,
2
Ml = (332 - —l——}—l) wo
- - ' a1
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ou na forma matricial

cw:,l- _ 'v .
My [ - K1 (‘2.4..33)
onde
. /’ N
a +a
(ayp - =2
a
. 11
Ky - 5 o
a a :
12 %37
(332 - )
_ 211
| v . )
e em (2.4.31.4d)
a «a .
vE o (a,, - —2 41)% ' | (2.4.34)
, 411

Considerando-se o efeito do esforco do apoio conforme Fi

gura 2.4.4

Ny
T

. Figura 2.4.4 - Esforgos no Apoio Rigido

" escreve-se V 1 + Py (2.4.35)
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Tendo-se entio\ub, pode-se construir o vetor na estacio
zero e determinar-se os yetores intermedidrios entre as estacdes

- . E- .
zero e 1 e também Vl’ “ﬁ e Ml'

Deve-Se notar que esta representacao com um campo em ba
lango’E'bastante genérica e engloba o caso em que'tendo—se um cam
po de comprimento nulo, ou séja, a viga nao tem balanco, o equa
Cibnamentofpermanece valido, sem perda de sua generalidade e favo

recendo a programacao para computador digital.

Se o campo tem comprimento nulo, [Al=[I] e a11=15 512=0,

levandp—se a.concluir quelMl=0, w0=w1=0 e Yy=1uy=1.

Formulacdo analoga deve ser feita para o campo em balan

.¢co D.

2.5. Programagcao do Metodo

O programa € geral, considerando n_ campos, cada campo

Cc

com n, segmentos, ng podendo ser diferente de campo para campo.

Os extremos do sistema sao dois campos em balanco, poden

do, entretanto, esses campos, ter comprimentos nulos (Ver Figura

2.5.1).
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Figura 2.5.1 - Viga com nc Campos

A idéia basica do programa pode ser desenvolvida a par

tir do esquema da Figura 2.5.2.

Bt
.

Figura 2.5.2 - Viga Bisica

Na programacao geral, entretanto, a matriz representando

o campo B equivalera ao produto das matrizes C C oo C

nc-1’ "nc-2 2?

da Figura 2.5.2. Tomando-se, pois, como referenciaa Figura 2.5.2,
" 0 algoritmo pode ser desenvolvido como segue:
Baseando<se na formulacao feita anteriormente para os.cam

pos A e B, formuld-se o desenvolvimento para o campo embalanco C.

Na estacao 3 em balanco tem-se M3=V3=O e na estacao 2 que

B B et I T A T T
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e um apoio rigido tem-se w,=0, entao pode-se escrever que

o D
2y = (C14z)

) r 3 )
ou | . WS, r Cll Clz C13
b3 €21 €22 €23
J . ? =
0 €31 C32 C33
0 €41 a2 €43
ou ainda

W, = C SYs + Cq.M, + C VD
3 = C1p¥; 13M 14V2
D
b = Coa¥y ¥ cpsMy + oy,
. N ) R D
’ D
+ c43M2 + c44V2

De (2.5.2.d) vem que

N B

. 1 ‘ .v
= - T leggvy v cysMy)
44 S

Substituindo-se (2.5.3) em (2.5.2.b) e (2.5.2.c) tem-se

~

C xC _ )

Ca4

24

34

44

23

14

44

(2.5.

(2.5:2.
(2.5.2.
(2.5.2.

(2.5.2.

(2.5.

: -C
43 Eﬂ)M

2

1

a)-

b)

a



C ' C C < C
P 42" 34 ~ 43" %34
0 = (c35 - ““;“’“')wz + (cqq - M
Sy a4

-ou na forma matricial,

‘};l_. \: T _ '} ( 1&)7_ . ! . »
| = ICjiM: | RS EEERS
D R S | .
“onde
r C « C. C +C
42. 724 3,724
(cyy - A2 2%, (c,y - 4352
“44 Cayg-
(Cl =
C,,Co cC. ..c., |
(CzHp - “ﬂ:'- J:‘l) (ng - _N:SM_J}“)
“44 “44 ]

Substituindo-se agora em (2.5.4) as expressoes (2.4.28Y

e (2.4.33) tem-~se.

T | |
S {CJ{B}{A ¥w (2.5.5)
M. 0
3 v
- ou
U |
M, 0= FCT ©(2.5.6)

onde {FCT} & uma funcdo que define o sistema de viga a ser progra

“mado.
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Fazendo-se os produtos de expressao (2.5.5) tem-se que

(cy9Pyq + P98y + (cqqby, + ¢ ,b,00a,

{FCT}. = (2.5.7)

(cp9P19 +Cppbppday + (cp1Py, +€,,0,00a,

" onde a1 = alla22 - 321a12

32 = 311%32 7 #31%12

Byp o= bygby; - Bygbyy
D1y = bysPig - Pysbyy
ba1 = P3gbyg - byobyy
by = byzbyy - bysbsy
311 = €22%4 " ©42%24
Cy2 = 2344 - ©43%24
€21 = €32%44 " ©34%42

Na expressao (2.5.6), sabe-se que M;=0 e substituindo-se

(2.5.7) em (2.5.6)

N R TR P I R IR C LI PR PLYFOLY .
I T - .
0.1 [ CegyPyi+cypbyplag + (Cy9P9,5 + Cy5P5,)a,

Conclui-se portahto que

[(-621511 + 622521)31 + (C21512 + CZZbZZ)aZ] 1110 = ’Ov (2.5.8)

K g . ° ' ®



32

que € a equacao transcedental que fornece as frequéncias do siste

ma. Esta equacao € resolvida pelo Metodo de Muller Illl.

A seguir apresenta-se o diagrama de fluxo (Figura 2.5.3)

. para a solucao do problema da Figura 2.5.1.

Leitura dos dados
estruturais, F,
n2de campos,
n2desegmen.
por campo

Cdlculo da matriz do segmento

Cdlculo da matriz do campo

Cdllaunlodamatriz dosistema

é solugdo

~ Escreva as

frequéncias

naturais

Figura 2.5.3 - Diagrama de Flwo



2.6. Exemplos Numericos

Com o objetivo de testar o método e o programa, alguns

exemplos foram ensaiados.
Exemplo n? 1.

Eixo cilindrico simplesmente apoiado com 3m de comprimen-

to, cujo esquema € apresentado na Figura 2.6.1.

3m

Figura 2.6.1 - Eixo Cilindrico Bi-apoiado

- Dados estruturais

Diametro 0,19 m

2 x 101} N/m2

Modulo de Young

Densidade do Material

7833,53 kg/m?

Dividiu-se o campo entre os mancais em quatro’ segmentos

7/

ficticios de comprimentos a partir da estagao 1 de 0,5 m, 0,7 m,

1,0 m e 0,8 m respectivamente.

O programa sempre testa a existéncia de massa concentrada

"ao final de cada segmento. Nio a havendo, esta & tomada como sendo

Cos
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zero. Assim, ao final de cada segmento ficticio, considerou-se .

uma massa concentrada nula.

O presente exemplo tem trés campos, sendo que os dois ex

tremos sao balancos de comprimento zero.
0 que se deseja com este exemplo € cotejar os resultados.

numéricos do método com aqueles conhecidos de uma viga  uniforme

simplesmente apoiada; cujas frequéncias naturais sao dadas por

iz 2\ [ED PRI
£, = S AR (2.6.1)
292 pA '

‘onde % &.0 comprimento do Vio, EI a rigidez a flexao, p a densida

~de de massa e A a area da secao reta.

Os resultados do programa, bem como os calculos pela fér

mula acima, sao comparados na Tabela (2.1) abaixo.

Tabela 2.1.- Frequencias Naturais do Eixo - vao 3m

Freq.Naturais[Hz] | Formula(2.6.1) Programa

1 41,89 41,89

2 - 167,56 167,57

3 - 377,0 | 377,0




Vé-se que o programa fornece resultados praticamente

iguais aquele da £5rmula (2.6.1).

Exemplo n? 2.

| Neste exemplo considerou-se os mesmos dados estruturais
do exemplo anterior e um eixo cilindrico com um vao de 20m de com
pfimento. Foram feitas as mesmas cqnsideragGes anteriores e | To
‘dou-se o mesmo exemplo para dois casos:

| Caso 1. Considerou—ée um ﬁnico segmeﬁto no campo entre os
mancais. o |

| Caso 2. Considerou-se umardiviséo em.quatro segmentos

ficticios de comprimentos.4m; 10m, 3m e 3m a partir do}manCal"daw

esquerda.
Os resultados do programa para os casos 1 e 2, bem como
os calculos pela formula (2.6.1), sao comparados na Tabela (2.2)

abaixo.

Tabela 2.2.- Frequencias Naturais do Eixo - vdo 20m

‘Freq.Naturais[Hz] 'F6rmu1aC2.6;1) "Prog. Caso 1j Prog. Caso 2
1 0,94 0 0,94 0,94
2 z 3,77 3,77 3,717
3 . 8,48 8,48 8,48
4 15,08 | * 15,08
5 23,56 . LA 23,56

* Nao foram executados
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-Vé-se que o programa fornece os mesmos resultados.

EXemplo n® 3.
0 método foi aplicadoaocaso pratico do cémputo -da rotagao
critica de um rotor de ventilador de exaustdo de fabricagao nacio

nal, cujos dados foram fornecidos pelos fabricantes.

0 esquema do rotor e os demais dados estao colocados
abaixo:
—
176, 240 ' 1622 i|1a0, 240 |
!
139,755 190,5 |
A ' A
A B c

Figura-é.é.z - Rotor de Ventilador

-

B

Dados Estruturais:

2 x 1011 N/m2 (ago)

Médulo de Young

Densidade do Material = 7833,53 kg/m* (aco)

\'A W
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0,139755 m

i

Campo A - diametro D

it

comprimento 21

®

0,175 m

0,139755 m

Campo B - Segmento 1 diametro
'comprimento = 0,24 m

Segmento 2 diametro = 0,1905 m

| comprimento = 1,622 m .

massa concentrada = 2000 Kg

Segmento 3 diametro 0,1905 m

comprimento = 0,14 m

0,139755 m

Segmento 4 diametro

comprimento = 0,24 m

Campo C - diametro = 0,139755 m
comprimento = 0,381 m
massa concentrada = 212 Kg

Sao consideradas massas concentradas no final dos segmen
tos, 2 do Campo B e no segmento do Campo C; as demais massas nos

finais dos segmentos restantes sao consideradas nulas.

. Os resultadbs sao apresentados na Tabela 2.3 abaixo.

Tabela 2.3 .- Rotacoes Criticas do Rotor do Ventilador

Rotacdo | NO 1 2
{.Critica | RPM | 3587,9.| 6809
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Os conceitos de campo e segmento permitiram, pois, a ela
boracao de uma técnica cémputacional geral das frequéncias nétg
rais dg‘sistemas unidimengionais. Por ser geral, a tecnica, quan
do iﬁplementada em computador digital, produz um pfograma de uso

extremamente simples.

Outros exemplos de vigas sobre multiplos apoios foram
rodados, mostrando-se o programa altamente eficiente em tempo de
computacao, requerendo um minimo de memoria e fornecendo resulta

dos extremamente precisos.

Efeitos, tais como inércia rotatoria, cisalhamento e gi
roscopicos podem ser facilmente introduzidos por rotinas ja imple

mentadas.

y
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Q‘A PfTULO 3

ViBrAGOES DE FLEXRO DE CAscas CILINDRICAS coM REFORCOS
LONGITUDINAIS

3.1. Generalidades

.Béseando—se nos conceitos de vetor de estado é matfiz de
transferéncia,ldesenvolve-se aqui o estudd da vibracio de uma cas
ca cilindrica com reforgos longitudinais, onde tem-se quatro'.deg
locamentos independentes, que sio o longitudinal u, 0 rédialtv; o]
‘transversal w e o angular V. As forgaé internas sao o esfor¢o
cisalhénte nd plano Nsx’ é tracao no plano Ns, o esforco cortante”
V. e o momento fletor MS. Dessa forma, pode-se montar o vetor de
e;tadd para um.determinado ponto i: o

Y

T
i, V s —N N i] (3.1-1)

{Zi} = {Z}i = luj si’ “si’ si?® “'sx

1? Vi: wia‘ 11’

0 sinal e a ordem dos componentes foram-escolhidos de
forma'que; como se podera constatar posteriormente, as matrizes
de.transferéncia resultem simétricas em relacao a diagonal secun-
daria. A convencao de orientacido desfas componentes pode ser ob

servada na Figura 3.1.

-
<’



Figura 3.1 - Convéngéio de Orientacgao
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3.2. Matriz de Transferéncia

°

3.2.1. Matriz.de Estado

A matriz de estado [A]- € o elemento basico para o vcéltg
lo da matriz de transferéncia campo. Aparece na equacao de esta
do'(z.1.10), onde € real para sistemas nao amortecidos e cdmplexa

para sistemas com amortecimento.

O tipo de éstrutura,considerado”heste_trabalho cdnsiste:
de uma‘casca cilindrica fina suposta simplesmente apoiada'nos ex
tremos. Esta hipotese se justifica em estruturas éefonéuticas por
que as vibragéeé entre ségmentos de fuselagem adjacentes a um mon
tante, nao sao correlacionadas |7|. Os montantes funcionam, pois,

como apoios simples.

Assume-se que o material e as dimensoes da estrutura se

jam tais que as suposicgoes ﬁsuais para cascas finas sejamvalidas,
“isto €, que a espessura (h) seja muitb'menor que o raio de curva-’
tura (a), que os deslocamentos e deformagSes‘sejam lineares, o0 ma
terial seja elésticp;’as normais a superficie média  indeformada
permanecam retas e normaisiisuperffcie-deformada; e as tensoes nor
mais e deformacdes atuando em planos paralelos a superficie sejam
negligénciadas. -

-

No que segue; mostrar-se-a a derivacao da matriz de esta
- do [A]. ' 0Os passos dados seguem de perto aqueles de Henderson e

McDaniel |1].

.,
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Utilizando-se as equacdes de Donnell para casca |[10] e
considerando-se a convencdo de sinal estabelecida na Figura 3.1,

pode-se escrever:

pu , (1-Vo'u . (1+Wd v _vaw _ phdu
ax2 2 3s? } 2 23x3s adx k3 te

=0

. 2 A 2 2 T 2 7
(1+V) 3 u N (1-v) 3. v . 3 v 1 3w ohd v
Z  3x3s 2 ox? 9s2 ~a 3s kot

Wu - 13v 1w hi(a“wi_ 294w _Fa“w) _ ph3zw _ 0
a’dx a 3s a® 12 ox* 9x293sz as* ko te

onde k = —E—h—?
(1-v)
Assumindo-se solucoes na_seguinte forma
S u(x,s,t) = z- un(s) cos (gx) et
‘ n=1 ' o
v(x,s,t) = ) vn(s) sen(qx) el®t (3.2.2)
=1 :
w(x,s,t) = Z wn(s) sen(qx) elwt
4 n=1 '
onde q - b
' b
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"Tem-se
wi(s) = —4— (@@ - 2M%y y (s) - TV qui(s) « 2y (s)
(1-v) k 1-v (1-v)a
vigs) = [ExMga phwzy ooy L M Guiegy o Lgisy (3.2.3)
n n n n
. 2 k 2 ' a
. ' ' 12 L N
Cwl(s) = - ARy sy o BB L phet RN, (o
' hza h2 a2 _ k 12
'.12 [ "
-+h2a'vn(s) + Zqzwn(s)

onde ' significa derivada espacial em relacgao a s.

Tem-se ainda as seguintes relacoes:

g = W
ds
M, = - D(Bzw ¥v62w)
as? 0Xx?
v o= - Di2Y L oy 2y O (3.2.8)
as3 ‘ 9x29s
N, = k(éx VL 1 W)

9s 9X a
NS T NGRS
2 9S 90X
Bhs
12(1-v2)

+ onde @ D



Aplicando-se as.expressoes (3.2.2) nas relacoes (3.2.4)

e considerando-se que as expressdes a seguir sejam da forma

B(x,s,t)
Ms(x,s,t)
VSCX,s,t)
NSFx,s,t)

Nsx(x,s,t)

Tem-se

Bn(S)

Mon (5)

VSH(S)

Nsn(s)

-~

Nsxﬁ€s)

1wt

u

' 2 Bn(s) sen(gx) e
n=1

= ) M;n(s) s.en(qx,)_'eiwt
n:l .
= ) vV ,(s) sen(qx) et (3.2.5)
n=1
= ) N, (s) sen(qx)'elwt
n=1
= ) Nsxn(s) cos(qx) e ¥t
~n=1 '
'wﬁ(s)
Dvgzw (s) - Dw;(s)
D(2-v)q2w (s) - Dw ' (s) - (3.2.6)

-kvqu_(s) - g wn(s) + kv, (s)

229 gqv_(s) + K2 s
2 2

Derivando-se as equacoes (3.2.6) em relacao a s e utili-

vzando—ée as equa¢6es (3.2.3) é'(3.2.6), tem-se as seguintes equa-

coes .



UA(S)

Vﬁ(s)

wﬁ(s)
B (s) =
Mg (s) =
Vi, (s) =
‘N;n(s) -

N;xn(s) =

onde ry 2(v-1)Dq?

(1-vw)Dq"

-
Do
!

(1-v)kq?

2

- qVv (é) y —= N (s)
4'n k(l-v) SXn
vqu, (s) + Loy +in (s)
n a n k “'sn

Bn(S)

vqrw (s) - % Msn(S);

Ty Bn(s) + Vsn(SJ
n

o _ 1 _
r, wn(s) + quMsn(s) -3 NS (s)

- phw? Vn(s) + qNSXh(s)

‘rs'un(s) - WNsnkS) .
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(3.2.7)

Pode-se escrever as equacoes (3.2.7) na forma matricial

que sera igual a expressao (2.1.10)

s

~onde

(Z2,())' = [A] {Z,())

(3.2.8)
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r o .
0 -q 0 0 0 0 0 2/k(1-v)
vq 0. 1/a 0 0 0 -1/k 0
0 0 0 10 0. 0
| 0 0 .vqg* 0 -1/D 0 0 0
[A] =
| 0 0 0 r, 0 1 0 0
0 0 T, 0 .vqi 0 1/a 0
0 phw? 0 0 0 0 0 -q
ry 0 0o 0 00 vq 0 -
I ’ ot
que € a matriz de estado.

3.2.2. Matriz de Transferéncia'anto"

| vPéfa.encontrafgse a mafriz'Qe transferéncia ponto. i qﬁé
transfere o vetor de estado através do reforco, deve-se analisar
seu comportamento. O refor¢o nao interfere na continuidade das
deflexoes e fotagGes da casca em qualquer dos lados da linha  de

"unido entre eles.
Entdo, de uma maneira simples, tem-se

- | S u(s) = ub(s)

D E

: v_.(s) = v (s)

2 . n n (3.2.9)
wg(s) = wE(S) '
8n(s) = 8E(s)

Contudo; o reforgo; devido as suas propriedades elésti
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'cas'e inerciais; prdduz uma mudanga bruSca nos esforg¢os normais e
cisalhantes e no momento fletor da casca na linha de unido. Para
determinar-se a»fdfma da mudanga nas comﬁonentes do vetor de esta
do{ deve-se fazer uso das teorias existentes (Timoshenko (1908) ;

Goodier (1941) e outros) que distribuem o momento e torcao em uma

" secdao transversal.

As equacdes basicas das deflexbes para o reforco . sao

‘(Vef_Figura 3.2)

EI, wy + EIﬁg Vo= p(x)

EI, vl EI , Wy = a(x) | (3.2.10)

o "wo_
ECW B - GCR" = r(x)

onde Ig R In e IﬁE sao os momentos de inércia e o produto de
inércia do centrdide; G & o mddulo eliastico de cisalhamento; CW e
a constante de empenamento da segao transversal do reforco com

frespeito ao centro de rotagao; C € a constante de Saint-Venant pa

ra torcao unifdrme; o subscrifo 0 refere-se as deflexSes de weyv

dd centro de rotacao; p e q sdo cargas distribuidas no centro de

rotacdao ao longo do reforco nas dirégGes z e s, respéctivamente;

‘ r\€ 0 tofque distribuido sobre o eixo de rotacdo; e o "Indice"
indica diferenciacdo em relacdo a x. A derivacao das equacoes

(3.2.10) podem ser encontradas em FlUgge'|12|.

)

C

24
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%o ©
p(x)
r{x) N
e .
qlx) i D E
uex Ay M~ ts D _E
C; A/ v, S m Ng -Ng
Y (LALL @
A
/ £ w2 . 0 €
/] c Co . Vg -Vg .
e
g \\\\
2z, —
/3

0- Centro de cisathamento Vo

A- Ponto de unido
C - Centroide

A
c.'

iFigura 3.2 - Secao Transversal do Reforcgo

As equagOes de equilibrio no reforgo sdo:

DB -

P(x) = VO - VD - pAii_

q(x) = N - NI - pAV_ ) (3.2.11)
E_\D: JE |

r(x) = Mo - M4 (ND-ND )A + (v -

- - pACSwC-prCZvC-pJCB

onde p, A, A, Ag, C,, C, e J_ sao caracteristicas fisicas do re

forco e o sinal * significa diferencial no tempo.

2

As relacoes de deslocamento sao:
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(3.2.12)

- Das equacoes (3.2.10), (3.2.11) e (3.2.12) tem-=se-

E . w " W : e,
M --MS = E(InEAS--IEAZ)vA-,LE(InAS 'InEAz)wA"ECwXE*'GCB f

n o

+ QA(CZ"AZ)VA”QA(CS"AS)WA"QJAB

) E - . L W W . . n ]
VS - VS = EIT]EVA+EI Wyt E(In AZ - InAS)B + pAwA+ OA(CS -AS)B (3.2.13)

D W ] ;J . W .
.NS‘- N~ = EIE"A* EIT]EWA +E(I5;AZ - IngAS)B + DAVA - DA(CZ —AZ)B
onde _

. . 2 . 2 .
CWA = CW + IE_,AZ + InAS - ZIHEAzAs
J J . L, ACC )
Jpy = Jd. 0+ A(CZ - AZ) + A( s - AS)
Das equacoes (3.2.2) e (3.2.5) em (3.2.13) tem-se
M2 (s) (s) . M (

sn(8) = Pyvp(s) + pyw (s) + pgp, (s) + M (s)

D (s) = p,v (s). 4 (s) (s) + VB (s) (3.2.14)
Vsn'S) = PyVpls).+ PeWp(s) = poB (s) + Vi, (s v e
ND.(S) = - v_(s) + w_(s) - B (s) + NE (s)

“sn o PeVn P4%n P1Pn sn
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onde

Py = Ea* (Ighy = TA) - ohw* (C, - A)
P, ='Equ(InAs ‘tJngAzj + psz(C; - A)
Py = - Echq’f - GCq? + pJ,w?
Py =‘EquIn€
Pg = EqHIn," pAu?

- Eq”Ig * bsz

=
(o)}
’ ]

Colocando-se agora as equagSes (3.2.9) e (3.2.14) na for

" ma matricial tem-se

(2. )Y = [p] (z (s)E - (3.2.15)
n : n . :
onde
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
: ' 0 0 0 1 0 0 0 0
[P} =
0 Py P -P, 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1

| ; | | -

que é a.matriz de transferéncia ponto de Henderson e McDaniel |1].

Bl

Deve-se notar que a matriz de transferencia ponto para o

reforco ndo considera qualquer mudanca no esforco cisalhante Nsx

.,
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através do reforco. Isto resulta da suposicao de que o efeito da

variagéo de u ao longo do' reforco seja desprezivel.

~ 3.2.3. Matriz de Transferencia Campo

Pode-se tambem dizer que uma matriz. de transferencia
[T(sz,s])] seja um operador linear que transforma o vetor de esta

do {Z(sy)} no vetor {Z(s,)}. Em notagéo matematica:
{2(s))} = [T(s,,s7)]1 {Z(s})} ~ (5.2.16)
Para o caso em particular onde S -0e S, = é, tem-se .
{Z(8)} = [T(s,0] {Z(O} , (3.2.17)

‘que & também um caso particular da equacdo (2.1.2) onde i=l e o
. ponto 1 esta a uma distancia s de zero, de onde se conclui que

. [T(s,0) e uma matriz de transferencia campo.
.Assumindo¥s¢ uma solucao para (2.1.10) na forma

{(z(s)} = elAIS (3.2.18)

pode-se ver facilmente que
’ ) \

.2

- e[A]s

[T(s,0)] (3.2.19) |
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Henderson e McDanlel ]1[ propoem um metodo baseado em
uma consequenC1a do teorema de Cayley Hamilton e nos constltuin
tes idempotentes de [A], cuja teorla e bem apresentada por Frame

3]

De acordo com este método, a matriz de transferéncia .cam
po de um segmento de comprimento % € dada por

] n )\ 9'_ :
[T(z,oy],=‘zl e”j" [pj]. -~ (3.2.20)

" “onde [Pj] sao os constituintes idempotentes de [A], kj's os  dis

tintos autovalores de [A] e n a ordem da matriz quadfada [A]; e
'ondeos[PLjséo calculados de acordo com a formula |

[A] = A, 01) L
(3.2.2D)

n
’ P.- = .7

(P51 =1y .
1#] J 1
Neste trabalho usa-se o metodo dos autovetores e autova

~10res de [A] para o calculo da matrlz de transferenc1a campo.
| A matriz de transferéncia campo pode ser expressa por |2|
[T(2,0)] = [Uleri%1v)T (3.2.22)

onde [U] e [V] sdb as matrizes dos autovetores a direita e 2a es

querda de [A]; réspectivamente, e os Aj sao os distintos autovalo

res de [A].
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A expressdo (3. 2 22) €& valida na condlgao em que o0s auto
valores sejam normallzados de acordo com a expressao
{Vj ol = 8. : (3.2.33)

nde 6. & i .  _ L 0 .
qnde jm © igual a um (Gjm 1) quando j=m e zero (6jm 0) quando. j

diferente de m (j#m). Assume-se também que Ai¢km se. j#m.

Como uma consequéncia de (3.2.33) pode-se escrever

T

(V] [U] = [I] - (3.2.:4):

: qué significa a o ' e
 [V]T - [yt | (3.2.25)

Os autovetores e autovalores da matriz de estado podem,

" naturalmente, ser calculados pelo uso de subrotinas padrao.

'Neste trabalho.utili;a—se uﬁa~subrotina desenvolvida por
-Espindola'|2| a partir do metodo de Leverrier com modificacao de
Faddeev. Este & um método direto que fofneée a equacao  caracte
"ristica de [A]l e pode ser aplicado também ao calculo dos autoveto

res a direita e a esquerda e autovalores.

.
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CapPiTULO 4

ESTRUTURAS DE CASCAS ABERTAS

~4.1. Generalidades

Reviu-se, no capitulo anterior, o désenvol?imento de ‘mgc
trizes de transferéncia para casca cilindrica fina; bem ¢omo para-
reforcos 1ongitudinais; neste considerar—se;é a vibracdo de es
irUturas constituidas de tais cascas com reforgos 1ongitudinéis«

. .As cascas consideradas aqui serdao abertas com reforcos igualmente

éspagados‘(periodos).

Inicialmente desenvolver-se-a o caso geral em que nao ha
vera preocupacao com as condicGes de contorno nem com o numero de.

" periodos.

Posteriormente adotar-se-a a técnica de reducao em virtu
de das dificuldades computacionais inerentes ao método e que sao

contornadas pela eliminacao de graus de liberdade terminais.

4.2, Vetor de Estado com Carregamento Externo

-

Seja a Figura 4.1 a representacao do campo carregado ex

. ternamente, simbolizado pelo j-ésimo periodo.

o
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n periodos m periodos

j-ésimo perfodo

‘Figura 4.1 - Vao com Carregamento Externo

Seja {Z}ﬁ o vetor de estado imediatamente § esquerda. do
carregamento externo {F};'o qual se relaciona com o vetor de,estg'
. do {Z}?—l a direita do (j-1)-esimo reforgo atrévés da matriz 7 de
_transferéncia campo como se segue

.E D. - P
-{Z_}.F = [Ty, 00112}, (4.2.1)

onde ¥ &€ a distancia do reforco ao carregamento.

Como foi dito anteriormente, o vetor de estado ‘.{Z}g ,
" imediatamente a direita do carregamento {F}, relaciona-se com
{Z}g da seguinte maneira |

D E |

{2} = {2}} - (F) (4.2.2)

Entdo pode-se esérever

D ‘ D .

{Z}g = [T(Y,O)]{Z}j_l - {F} (4.2.3)

Também pode-se diier que o vetor {Z}?.,'E esquerda  do
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. o . D - .
j-esimo reforg¢o, relaciona-se com {Z}F atraves da matriz de trans

~ feréncia campo como segue:

_{z}? = [T(2,2-) 12} | (4.2.4)

onde & € a distancia entre os dois reforcos.

Logo pode-se escrever:

. E , ‘
L] = ITOL e T, 010 ) - (TG, 00 1),
ou _ ‘ o
JE D ' , o
{Z}j = [T(SL,O)]{Z}j_1 - [T(R,2-v)I{F}, (4.2.5)
ou ainda | o
{Z}j = [T]{Z}j_1 - [TCL1{F}, (4.2.6)
‘onde :
[T]. = matriz de transferéhciﬁ campo de comprimento 3
[TCLj = matriz de transferencia campo de comprimenté(l—ﬂ

A expressdo (4.2.6) & fundamental para o desenvolvimento

que segue.

4.3, Vetor de Estado Reduzido

P

Considerando-se que o vetor de estado e o carregamento

externo sejam da forma

e - . .T
{Z}j = [u, vV, W, B, _M, V, —NS, NSX]j

_{F} =10, 0, 0,0, 0, F, 0, 07

R LT
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e, para simplificar a derivagcao, considera-se j=1 e a equacao

(4.2.6)»pode'séf escrité%assim:

+T

Up = TyaU0 * T32Vo * T13¥o * T1aBo * TasMo + T16Vo - Ty7Nso *

17 s

# T1gN_ g - TCLy (F . 4.3.1.8)
Vi = Tag¥o + T22Vo + To3Wo + T24B0 * T2sMo + To6Vo - To7Nsp +

+T28NSX0-TCvL26F | (4.3.1.b)
Wy = Tgqg * Tgpvg + Tagwg + TouBg + TagMy + TgeVo = TooN g+

¢ TogN o - TCLygF (4.3.1.0)
By = TaqUo*+Taavo + Taz¥Wo + TyaPo * TasMo * TyeVp - Tg7Ngo +

¢ TygNg o - TCL,¢F (431,
My = Toao *+ Ts2Vo + Tgs¥o+ T5aPo *+ T5sMo + T5eVo - TsoNso +
V1 = Te1%0 * Te2Y0 + Tos¥Wo * TeaBo * TosMo * Te Vo~ Te7Nso *

* TegNgxo - TCLggF (4.3.1.6)
N1 = T7qug * TyoVg + TysWg + TygBg + TygMy + TogVg - TygNgg +

+. TN o - TCLo F (4.3.1.8)

Nsx1 = Tg1%o * Tg2Vo * Tg3¥o * TgaBo * TasMo TgeVo = Ts7Nso *

Con51dere-se agora que nos reforgos ex1ste uma rlglde21n
f1n1ta na direcgao z, ou seja wJ =0, Esta con51deragao e bastante

_boa_e?pode ser verificada atraves da comparacao feita por~-Espindg

..



58

la IZl; entre a estrutura original e a com rigidez infinita.
Com wj=0 em (4.3.1.c) tem-se

0 =T

31% * T32V0 + T3480 * T3sMg *+ T56Vo ~ T37Nso * T5gNgxo = TCL36F
entao
o 1 ' : ; A
Vo = (=T33 = T52V0 - T54B0 = TasMo * T5oNs0 = TssNsxo)
Ts6 - .
TCL
P — 30 g (4.3.2)
T, |
Substituindo-se (4.3.2.)
_em (4.3.1.2) |
T, T | T, T T, T
| 16731, - 16732, 16134
s B M A R s Ll
36 | T T 36
. Ty Toe T, T
Lo 16735 16137
#(Tys - = Mo = (Tyg - ——INgq+
B T 36
T, T T, TCL
- 16138 - Ty67Clag
#(Tyg == IWNoyp + (7 — - TELyF
36 4 36
- em (4.3.1.b) ,
T, T ToeTon T, T
26131, N 26734 .
vp = (Tpp - =g+ (g == —=Vg+ (Tpg - =8+
36 36 36
T, T T, T
- 26735 26137
+ (TZS - I _)MO - (T27 - —T ) )NSO +
‘. 36 36
CoT,,T T, TCL
- 26738 261 CLl3g
- 36 36
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- Repetindo o processo para as demais expressoes de

(4.3.1,d;e,g,h), escrevew-se a expressao (4.2.6) como:

{7}§ - [Tl{f}g - {TCL}F (4.3.3)

onde (~) significa vetor ou matriz reduzida, tal como:

] : T
{Z} = [u, v, B, M, -Ng, N 1

[T]
{TCL}

matriz de transferéncia campo reduzida (6x6)

vetor reduzido (6x1)

Geheralizando (4.3.3)

B mi 5D N | .
(T3] = (THT}j_; - (TCLF (4.3.4)

Para se encontrar (4.3.4) utilizou-se a técnica de elimi

nacdo de graus de liberdade terminais. Esta técnica pode ser au
tomatizada via computador digital. Isto sera mostrado no Apéndi

‘ce I.

Pode-se também apresentar a equagid (2.1.3) na forma re

duzida como

7D o E -
(73 = (PUT); - (4.3.5)

onde [?] ='matrii de transferéncia ponto reduzida (6x6).

Substituindo-se (4.3.4) em (4.3.5) tem-se
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(Z¥® - M L - mTeDE
it j-3
ou
D i =D NP | |
{ZY. = [TPJ{Z}. - {TC}F (4.3.6)
J ~-1
onde [TP] = matriz de tranéferénciayperidddﬂ}éduzida
[TP] = [P](T]
- {TC} = [PI{ICL}
Generalizando a expressao (4.3.6) para o (j%m)—ésimO' pe
riodo |

D s (m41) ;oD . o
{Z}j+m = [TP] | {z}j_1 - [TP]" {TC}F (4.3.7)

e para os n periodos anteriores ao j-esimo
D

(7P = ™ D

i-1 D (4.3.8)

Logo para a estrutura da Figura 4.1 com (n+m41) periodos tem-se
(232, ey (el gy D _ TPI™ (TCIF  (4.3.9)

Como, antes de comecar o primeiro periodo, tem-se um refor

¢o, entao

"y
~ L

. _.D o E
(2 ey = PN,

J"(n';'l (4.3.10)

e podefse escrever a equacdo (4.3.9) como:
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@ ey (e pppE

—_—Mm e :
j4m S_(napy - [TP10 (TCIF (4.3.11)

Aplicando-se as condigdes de contorno nos extremos j+m e
j-(n+1) obtem-se um sistema de trés equacles com trés incognitas.

A partir desta solucao, pode-se determinar o vetor de estado em

cada ponto do sistema. Isto € ilustrado na secao abaixo.

4.4. Sistema Aberto: Carregamento no Primeiro Vdo

- Considerando-se que o carregamento externo atue no 'pri
meiro periodo, entdo tem-se que j=1 e n=0 e a equacdo (4.3.11) tor

na-se

BN LS nR i SRV s SRS (S S CO IED

" Considerando-se ainda que os reforcos externos atuem co

mo apoios simples, tem-se as seguintes condicoes de contorno

E E _E . T
} 0° BO’ 0, 0, 0]

= [uE v
0 0>

H{z

=D D D D
-{Z}m+l - [um+1’ Vm+1? Bm+1’ 0, 0, 0]

Pode-se escrever a equacao (4.4.1) da seguinte forma

DD = [QUZE - (DIF (4.4.2)

71 ™) (7
TPI™ (TC}

onde . [Q]
| (D}
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Aplicando-se as condigoes de contorno em (4.4.2) e deseg

volvendo tem-se

-~ E =~ E = E =
Une1 = QYo * Qavp + Q48 - DyF
D =~ E = E = E =
Vel = Q1Y *+ QoVvy + Q8 - D,F
D ~ E =~ E =~ E
Bne1 = Q1Y + UpVg + Qz38p - DsF
- E -+~ E = E =
0 = Q¥ + Q2o * Q3B - DyF
= B = E = E = _
0 = Qs1Yp * Qs2Vp * Q3Bp - DsF
= E = B = E =
0 = Qg1% + Q62V0 + Q3Bg - DeF

e escrevendo-se as trés ultimas equacoes acima na forma matricial

- Se o carregamento externo fof‘nulo, ou seja, uma vibra
géo_livre, a equagiq (4.4.3) torna-se um sistema linear homogéneo
cuja condicao de solucao nao trivial fornece as freqﬁéncias natu
_rais'de vibracdo do sistema, ou seja, o determinante da matriz de
ve“ser nulo. |

Tendo-se vibragéb fdrgada e excitacao produzida  atra
‘vés de um esforco cortante harmonico de magnitude F; a equacio

(4.4.3) pode ser escrita da seguinte forma

: : 1 o,
_ ~ - . \E -
RFE Uz Qs ug | D, 1
Qg e, Qs 3 v, = { D, ¢ F ’(4.4i3).
%1 %z Qs J o L Do

B e R eI ey
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[Q*1(Z*)g = {D*}F - (4.4.4)

Sendo [Q*] nao singular,‘pode—se escrever
'”{Z*}g - @ 17" (D*3F (4.4.5)

: - o . = E
cuja solucao fornece os deslocamentos do vetor de'estadok{Z}O.

Conhecendo-se o vetor de estado reduzido {T}E, élesquer—”

da do primeiro reforgo, fornecido pela expressao (4.4.5) e utili-
zando-0 na equacao (4.4.1), determina-se o vetor de estado reduzi

do {7}£+i, a2 direita do ultimo reforco.

" Também a'partir de {E}E, pode-se determinar o vetor de

estado sem reducdo {Z}g a partir da equacao (4.3.2) onde

E T
{Z}O = [uO"VO’ 0, BO’ Voa 0’ 0, 0] .

r_Comf{Z}E pode-se determinar'q vetor de estado em qual
quer estacao.
4.5, Resultados Numéricos

Os parametros fisicos de um exemplo sao apresentados na

Tabela 4.1.




Tabela 4.1.- Dados Fisicos

pafa cada painel

=om o

0 -

v

‘numero de vaos: 05

'7,24x10

'1,016x10"

1,8288
0,5080

10
3

0,20828

2,80x10°

0,3

para cada reforgo

wn

N

=

s> B o TN o Y o TR @ TR - ~ T -
L

e
=3

—
™

In&

'3,455x10"

1,485x10 "

0,0

2,082-8x10‘3

9,419x10"

4,_428x10"12

0,0
2,037x107°

7,24x10%°

5,078x10'8

8

0,0

51,057x10‘7b

3

'2,80x10
0,3
‘0,05

11

[m2]

[m]

[N/m2? ]

m*]

[m*]

[m*]

[m*]

[kg/mfl

“distancia

64

raio de curvatura
distancia entre montantes
modulo de Young
espessura da casca

entre reforgos

densidade de massa

coeficiente de Poisson

- area da secao transversal

ver Figura 3

ver Figura 3

constante de torcao de St. Venant
constante de'empenamento

ver Figufa 3

ver Figufa 3

modulo de Young

momento de inércia
momento de inércia
momento de inércia
momento de inercia
densidade de massa
coeficiente de Poisson

fator de perda
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‘A Figura 4.5.1 apresenta a curva do deslocamento trans
versal wx frequéncia onde os picos repreésentam as frequéncias na
turais do sistema e a Figura 4.5.2 a curva momento fletor x fre

quéncia.

Utiliza-se um fator de perda nos reforcos para melhor es

‘tabilidade da resposta nas regides de ressonincia.. .

W[M]ﬂ

164t

.

5

.5
|° 1 l 1 d i 1 1 1 g 1 1 ]
100 HO 120 130 KO 150 160 (70 180 180 200 210 220
flHz]

. ; Figura 4.5.1 - Curva Deslocamento W X Frequencia f

p~

s — e e R s
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MIN.mJ]

T T v T

-

I.._
I
;1 1 1 ! 1 1 ) i 1 1 1 1 !
00 1I0 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220 {
. . fLHz] i3
. . B
Figura 4.5.2 - Curva Momento M x Frequencia f 4

Estas curvas sao resultado do sistema apresentado na Fi

gura 4.5.3.

S T e A W

. excitagdo

\
\
\resposta

AR W 42 e S T A N e

+  EAT A R e R

Figura 4.5.3 - Sistema Carregado no Primeiro Vao

g, .
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A Tabela 4.2 mostra as quatro primeiras frequéncias natu
rais obtidas, bem como os resultados de Henderson e McDaniel, es

tes computados através da técnica da super matriz.

Tabela 4.2 . Frequéncias Naturais do. Sistema Aberto

| Henderson e McDaniel ~  Este trabalho
12 | 113,4 _ % 112,6
2a 121,2 : i 117,2
 A3@ - 143,9 ' i 137,6
42 - 187,7 § - 178,5
'ﬁéd;gﬁﬁ“j O [Hz) E [Hz]
i L

T R P - i e et o 4t e e it

Comparando-se os resuitados obtidos por ambos os estudos,
verifica-se que o erro maximo € menor'due 5%, o que para métodos
nﬁméricos como os utilizados, & um valor aceitavel. Na primeira
frequéncia natﬁral o erro & menor que 1%, que & um valor bastante
bom, aﬁmentando‘gradativamente nao ultrapassandd, porém, 5%. Como
nio foram realizados trabalhos experimentais por Henderson e McDa

niel, nao existe, pois, base concreta para se afirmar quais dos

valores sao os mais precisos.

Entretanto, aplicando-se a teoria de reducao de graus ter
minais de liberdade a sistemas simples, pode-se avaliar a  preci
sao da mesma, como foi feito no Capitulo 2 e também como foi fei

to por Espindola [2].

© E apresentado também a curva deslocamento wx frequencia

i
i



68

(Figura 4.5.5) de um sistema em que: € aplicado um carregamento si

métrico como o apresentado na Figura 4.5.4,

AY
\ re_sposfc

Figura 4.5.4 - Sistema com Carregamento Simétrico

Para a obtencao da fesposta do sistema da Figura 4.5.4,
utiliza-se a equagao (4.3.9) onde faz-se j=3, n=2 e m=2; - tem-se

entao
2
- [TP}™ {TC}F

onde sao validas as consideracoes utilizadas na obtencao dos re

sultados anteriores.

Através da analise da Figufa 4;5.5; verifica-se que a
'aﬁiicagﬁo de um carregamento externo simétrico ndo excita os mo
dos pares e a estrutura so responde nos modos Impares e seu resul
tado corrobora 0s obtidos anteriormente para a primeira e tercei

ra frequéncia natural.

a

Nota-se,também,da analise das curvas de resposta do sis

tema que na primeira frequéncia houve uma menor resposta devido a

prdximidade do ponto de obtencao da mesma com o apoio simples do
.
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primeiro "'stringer".

wiM]

-5 . ’

'o L 1 L ] 1 N 1 1 1 1 i 1
100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 2i0 220
fLHz]

Figura 4.5.5 - Curva Deslocamento w x Frequéncia,

‘carregamento simétrico

Para a ebtencao dos resultados, utilizou-se um programa
computacional cujo diagrama de fluxo € apresentado na Figura

4.5.6. :



\Dodos fisicos w, swmgxrAw /
'

MeN

Wz w,
|-

k
wIwtAw].

|

Matriz de estado [ A1

l

Matriz de transf. campo [ T 1

|

Matriz campo red. L T Je{TCL}

!

Matriz de transf.Pontored.[P]

T

Matriz de transf. periodo red.v [TP1e{TC}

l

](n+rn+l) =

e 1™ ™, LT fere TP [P

Figura 4

I

Q1 e {D2

(d% ,d*1 e LI
123§
.E
123,

|

12}, Vetor de estado naresposta

sim

\ imprimir resultados /

.5.6 - Diagrama de Fluxo
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Nestes casos, tem-se uma meia onda entre os . montantes,
isto €, n=1 nas equacdes (2.3.2) e (2.3.5) e assume-se também em

todos os calculos um fator de perda n=0,05 em todos os reforgos.

Baseando-se em estudos efetuados por-Eépindola |2] onde

a técnica de reducdo apresentou uma diminuicao de tempo -de compu

' tagdo, bem como de memdria e a utilizacdao do método de autovalo-

res e autovetores apresentado no Apéndice II, em vez do método da

supermatriz utilizado por Henderson e McDaniel |1|. Como as di
ferencas entre os resultados dos dois méetodos nao sdo significa-
tivas, estes ganhos em tempo computacional e meméria sao relevan

tes.
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CaPfTULO 5

CONCLUSOES

Embora ja se tenha feito comentarios nos capitulos ante.
riores, quando das discussdes dos resultados, serdo aqui apresen.
-‘tadas algumas consideracdes finais, bem como a apresentacao de al

~gumas sugestdes para a continuidade deste estudo..

Primeiramente,,para um sisteﬁa-de vigas fez-se a. introdu
§501dos“conceitos de campo e segmento, que possibilitou a elabora
gio.de-dma técnica computacional.genérica para a determinacao das
frequenc1as naturais do 51stema. Esta técnica produz um programa
de uso extremamente 51mp1es, quando implementada em computador di

gital.

O programa téstado mostrou.resultados'éxtremamente preéi
sos quando comparados-com'conhecidos." Isto revelou sua efiéiég
cia ﬁuahto a utilizagéohdos conceitos de campo e_segmento, sendo
corroborado com os resultados obtldos no exemplo que determlnou as
'fréquenc1as criticas de um rotor de ventllador de exaustao fabrl-

cado por empresa nacional.

-
cs

Por ser uma formulacao geral, a técnica foi aplicada a
outros exemplos, de vigas de miltiplos apoios, mostrando-se um

- programa muito eficiente.



~ Para um sistema de cascas finas reforgcadas por ''stringers"
longitudinais, lancou-se mdo da técnica de reducdo de graus de
liberdade terminais que‘propicia uma diminuicao efetiva no tempo
.de computacdo, bem como da memdria reqﬁerida. Aliado a isto, uti
lizou-se ﬁa determinacao da matriz de transferéncia os autovetores
é.autovalores que foram determinados a:parfir do métodb apresenta

do no Apéndice II.

= ' Com as consideracoes anteriores, formulou-se um programa

' para c6mpﬁtador'digitai, onde levou-se em consideragao que o si§
“tema f¢sse aberto, definiu-se as cqndigGes de contorno e, os dados
estruturais tomados como exemplo foram para que se pudesse fazer
uma comparacdo entre os resultados obtidos pelo programa e os de
Henderson e McDaniel que utilizaram a técnica da supermatriz. Os'
reéultados mostraram-se proximos, o que demonstra a eficiéncia da

técnica empregada.

Como nao foram realizados experimentos, nao se pode afir

mar quais dos resultados sao mais exatos.

A partir desta constatagép-é que se sugere, para um estu
do futuro, a determinacdo experimental das frequéncias naturais
de um sistema aberto de cascas cilindricas reforcadas longitudi

nalmente para corroborar resultados.

Outro estudo a ser feito € o de um sistema fechado. de
cascas cilindricas reforcadas por "stringers" longitudinais, cujo
desenvolvimento tedrico e suas dificuldades numéricas, bem como a

sugestdo de uma possivel solucdo sdo apresentados no Apéndice III.
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APENDIC E 1

TECNICA DE REDUCAO AUTOMATICA DE GRAUS DE LIBERDADE TERMINAIS

- Quandd se conhece é matriz de transféréncia de um-sistema
na sua fofma'mais geral, a matriz de transferéncia,de um outro sis
,ftema, derivado do anférior, por imposicao de algumaléestrigio, po
 de ser de facil obtencdo numérica. Paré'deduzir a técnica ) ﬁéra
 efetuar tal operagio, 0 caso de um sistema com originalmeﬁte'dois

graus terminais de liberdade € tomado como ilustracao.

‘Assume-se que um dos graus'de liberdade & eliminado, en
- tao o sistema derivado tem somente um grau de liberdade. 'Mais es
~pecificamente: assume-se que a primeira coordenada do Vetor_deres
tado é anulada por uma restrigﬁo; A equacao (2.4.6) pode sér'ex

pandida para este exemplo particular:

0 ,='ti2q§ + "131315+ t14F§
.qg‘;'tzzqg + t23F§ * t241’5
F? = tszqg + tssF? * t34F§
F) = 1,05 + t Ff *‘t44F§ 

B =
(93]

onde q; = coordenadas generalizadas e F; = as forcas internas cor

respondentes.

Resolvendo a primeira equacao do conjunto acima para Fg e

substituindo nassegunda e terceira équacées, pode-se escrever

.,
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Y ¢ : t.
D 24, F - E
| RS U T ‘
(1.1)
‘ Tt . t .
D- . 34, B . 34, E
Fi = (t32 = t1p ) + (g5 - T3 —F
14 - tag

A equacao (I.1) pode ser escrita na forma matricial

" ST T
. D t t ! o ; E
[ q. ) : . 24 ' 24| f
i , - (ty -ty —) (tyz = ty13 =) 924
- , -t - - tig |
d , = 7 o D S : (I.2)
o St t !
, L 34 R . 34
S S IR B VA P R (33 - Y3 ) Fl*
3 _ 14 i ot )

‘na forma condensada

b _ _E . .
7} = [THD) - (I.2.a)

que & a mesma que (2.4.28).

Vale notar que, uma vez que este caso particular foi con
siderado, o resultado expresso pela equagéo (I.2) pode ser genera
lizado para o caso de n graus de liberdade terminais, olhando-se

'cuidadosamente os elementos da matriz quadrada reduzida.

Seja I, a ordem da coordenada generalizada eliminada e I,

a ordem de sua correspondente forca generalizada.

Provavelmente, o melhor caminho para mostrar como os ele

_mentos da matriz de transferéncia reduzida sdo formados, seja atra

.vés do giagrama de fluxo. Isto & feito na Figura (I.1).




Do 20
I =1L,N

JIFJJ+1

N _tl.lz'tll.d / fl..lz

Figura I.I - Diagrama de Flwxo

79
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Na Figura (I.1) t & um elemento da matriz reduzida, isto

€, a matriz de transferencia do sistema derivado.

Se se necessita de um maior grau de reducao, e so aplicar

esta técnica sucessivamente, quantas vezes for necessario.
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APENDICE I1

METODO DE LE,VERR'IER COM MODIFICACAO DE FADDEEV

0 metodo de Leverrier com modificacao  .de Faddeev 116|, é_‘-
um método direto para o calculo dos autovalores e autovetores de

"uma matriz quadrada qualquer.

Métodos diretos nao ééo normalmente a-melhor op§§opéfao
- computo de.autovaldres e autqvetbres de:matrizeé grandes, porque
sao geralmente mais sensiveis ao acﬁmulo de erros e requerem um "
- grande tempo de computagéb. O presente métddo,otodavia, € total

mente vantajoso para as necessidades desse trabalho porque:

!

As matrizes 550 usualmenté péquénas e; ém tais . casos, réquerém

menor tempo de computacao; o

- Permite‘vantagens pér ser utilizado em matriz simetrica em rela
¢do a diagonal.secundéria, o qué economiza tempo computacional;

- E totalmente insensivel as peculiari&ades das matrizes;

- Fornece o mesmo nivel de precisao pafa autovetores e autovalores.

Supoe-se que

NN - -
P(t) = (-1) (; ;-glxN 1-—g2A - e =-g) |16[
€ a equacdo polinomial caracteristica da matriz quadrada [A]. Po

de ser provado que o coeficiente g; pode ser calculado pela cons

trucdo da seguinte sequéncia:

on,
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g
o~

‘[All - [A] ; tr{Aly =g, 5 [Bl; = [Al;-gg[I]
| tr[A], ' '
' [A]2 = [A] [B]l s T—‘: = gz ’ [B]Z = [A]Z = gz[I]
. | L | . L.
oo , ‘cr[A]N__1 _ -
, ‘tr[A]N ' o ‘i
Ay = [AJ[BIg ; 5 - oty s Bl = Ay ey

i

Pela solucao da equacao caracteristica, os autovalores sao
encontrados. N € normalmente par e pode ser visto que g.:O, ] im
par, entao a equacdo caracteristica pode ser resolvida prlmelropa

‘ra Az e ter sua ordem reduzida pela metade

Supondo-se que os autoValores_sejam distintos, pode ser
mostrado que |16[ 0 autovetor correspondente a Aj ¢ dado por uma
das colunas da matriz quadrada

\N- N-

LU PR S S I S £ S Mt P TN ar.2)

que & a matriz dos autovetores a direita de [A].
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APENDICE 111

ESTRUTURAS DE CASCAS FECHADAS

IT1I.1. GENERALIDADES

- No Capitulo 4 desenvolveu-se uma teoria geral para casca
cilindrica fina com reforcos longitudinais igualmente espacados,

"esta teoria permanece valida para sistemas fechados.

Neste tipo de sistema, as condic¢oes de contorno sao bem

~ definidds, pois os vetores de estado extremos sao coincidentes.

' Com estas consideracées, & possivel formular o modelo ma

tematico.

- IIT.2. FORMULACKO MATEMATICA

A equacdo (4.3.9) & valida para estrutura fechada (Figu
ra III.1) como foi dito anteriormente e utilizando-se a condigéo
de contorno para estrutura fechada em que

D =D

D = D min) o (II1.1)

n

escreve-se a equacgao (4.3.9) como

- (TPI™(TC}F  (I1I.2)

o =D _ _:f——-(n%m+1)- 1D .
. (T}, _(ns1y = (TP (2} (e



84

ou
(n;m+1)

= - D | e M s )
[[TP] - [I]] {Z}j—(n+l) = [TP] {TC}F (III.3)

D

cuja solugao fornece {Z}J—(nél)'

Pode-se escrever a matriz [TP] como

TP) = (U AT (V)T ok (II1.4)

~onde [U] e [V] s@o as matrizes dos autovetores a direita e a es

querda, respectivamente e X, os distintos autovalores de [TP].

Utilizando-se as propriedades de matrizes de transferén

cia, escreve-se que

== N T .

[TP]" = [U][=A3=1(V] (II1.5)
que € a matriz de transferéncia de n periodos.

: - n
Se n for um numero grande, os Ai assumem valores eXxtre

mamente altos provocando dificuldades numéricas.
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153

'Figura III.1 - Casca Fechada



