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Resumo

O objetivo deste trabalho € investigar a existéncia de invariantes racionais para
sistemas Hamiltonianos unidimensionais nao-auténomos, isto é, com potenciais de-
pendentes do tempo. Discutimos resultados recentemente publicados por Lewis,
Leach e Goedert [10,36,37], onde estes autores consideram uma forma racional para
" 0 invariante, baseada em denominadores em ressondncia. Apesar de proporem um
método para o cédlculo de invariantes racionais, tais autores nao conseguiram obter
nenhum invariante genuinamente racional. Através do ansatz por nés desenvolvido,
que considera o invariante como sendo uma razao de dois polinémios em p de graun
trés, obtemos os resultados apresentados por Goedert e Lewis e um invariante mais
geral que contém estes dois resultados como casos particulares. Nosso método, com-
parado ao método desenvolvido por Goedert e Lewis, € bem mais simples, tanto na
teoria quanto principalmente na aplicagdo. A obtencdo de invariantes verdadeira-

mente racionais permanece um problema em aberto.



Abstract

The purpose of this work is to investigate the existence of rational invariants in

one-dimensional autonomous Hamiltonian systems, that is one-dimensional Hamil-
tonians not depending explicitly on time. We discuss results recently published
by Lewis, Leach and Goedert {10,36,37], where these authors consider a rational
form based on resonant denominators for the invariant. Although they propose
a method to calculate rational invariants, the mentioned authors were unable to
obtain a genuine rational invariant. By introducing a proper Ansatz which consi-
- ders the invariant as a ratio of two polynomials of degree three in the momentum
p, we obtain a more general invariant which confains those of Goedert and Lewis
as particular cases. When compared wiht the method of Goedert and Lewis, our
approach is more simple to apply. The determination of a truly rational invariant

remains an open problem.
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I. Introducao

1.1 Motivacao:
e
O propdsito principal na busca por invariantes para sistemas Hamiltonianos

é simplificar a solugao do problema matemdtico associado & dindmica do sistema.
Em outras palavras, simplificara obtengio de solugdes das equagoes de movimento.
O conhecimento de quantidades que se conservam durante a evolugdo temporal do
sistema permite-nosfazer algumas afirmacoes e suposicoes a respeito do sistema em
estudo antes mesmo de resolver as equagoes de movimento para o problema. Estas
quantidades que se conservam sao, em geral, fungoes das varidveis dependentes
do sistema e tém recebido na literatura diversos nomes, entre eles, “constantes

 de movimento”,“integral do movimento”, “segundo invariante” ou simplesmente
“invariante”. |

Quando se estuda um prdblema fisico especifico, em geral, representamos o
modelo por equagdes diferenciais nem sempre possiveis de serem resolvidas analiti-
camente. Nestes casos é importante se ter conhecimento se um sistema é integrdvel
ou ndo e, se ele o for, conhecer-se tantos invariantes quantos forem possiveis, pois,
como mencionamos, isto é de grande ajuda na solugao do problema.

O estudo de invariantes para sistemas dindmicos tem despertado atualmente
bastante interesse. Tal interesse pode ser avaliado citando-se alguns trabalhos re-
centes publicados na drea:|[1-11}. Um dos principais motivos deste interesse é a
possibilidade de a.piicar esses conhecimentos em outras dreas da fisica, tal como
fisica de plasma, fisica qudntica e astronomia [12,13,14].

A procura por invariantes tem uma longa histéria. Esta histdria estd inti-
mamente relacionada ao préprio desenvolvimento da fisica clissica. Por exemplo,
o problema de trés corpos, de fundamental importincia no estudo do movimento
de corpos celestes, foi assunto de livros ja no século XIX [12,15,16]. Este problema
pode ser resumido da seguinte forma: Trés particulas se atraem mutuamente, sendo

que entre cada par delas existe uma forga atrativa proporcional ao produto de suas
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massas e inversamente proporcional ao quadrado da distdncia que as separa. Elas
8ao livres para mover-se no espago e possuem um movimento inicial qualquer. A
questao que se deseja responder é, uma vez conhecido seu movimento inicial, qual
serd seu movimento subseqiente?

A equagao diferencial associada ao problema de trés corpos nao pode ser resolvi-
da de forma exata através de qualquer método analiticoconhecido. Em 1887, Bruns
mostrou que as dez integrais cldssicas conhecidas para o problema * sio os Gnicos
invarianteg independentes que 8ao fungoes algébricas das coordenadas, momenta €
tempo, que existem para o problema [17].

Através destes invariantes se pode reduzir a ordem do sistema de equagoes ori-
ginal do problema, 18, para um sistema de ordem 8, lembrando que 2 ordem de um
sistema de equagoes diferenciais € a soma das ordens de cada equagao que forma o
sistema.

Qutro caso bastante conhecido, € o problema “restrito” de trés corpos, isto
é, dois corpos giram em torno do seu centro de gravidade, em drbitas circulares,
sofrendo interagoes mituas. Um terceiro corpo que nao influencia o movimento dos
dois primeiros, mas sofre influéncia destes, move-se no mesmo plano que os outros
dois. Qual serd o movimento deste terceiro corpo?

Em 1889, Poincaré mostrou existir um invariante para este problema, conhecido
como “energia Jacobiana”, com a caracteristica de ser o dnico invariante explicita-
mente independente do tempo periddico nas coordenadas [17].

Nos nossos dias, uma importante aplicagao de invariantes explicitarﬁente de-
pendentes do tempo para potenciais que também dependem do tempo é a teoria do
plasma sem colisio [13]. Quando hd uma tnica dimensio espacial, as equagoes de
Vlasov-Poisson, que governam o movimento, descrevem um continuo de particulas

que movem-se no campo elétrico gerado pelas préprias particulas. A funcao dis-

¥ Estas integrais clissicas 530 os seis invariantes associados a0 movimento do centro de gravidade
(que move-se em uma linha reta com velocidade constante), os t1é invariantes associados ao
momentum angular dos t1és corpos (o momentum angular em relagio aos eixos coordenados
permanece constante durante o movimento) e a energia {constante para o problema)



tribuigao do espago-fase para as particulas, que é uma solugao da equacao de Vlasov,
¢ uma fungao de invariantes do movimento de uma dnica particula no campo
ekétrico. Neste caso, um invariante exato ou aproximado é dtil, juntamente com
as equacoes de Vlasov-Poisson, para a solugao de tais equagoes.

Um outro exemplo da aplicabilidade da teoria de invariantes é a solugao da

equagao do oscilador harménico com freqiéncia dependente do tempo:
F+wit)z=0. (£.1.1)

A obtengdo de solugoes para este oscilador harménico bem como eventuais constan-
tes de movimento tem sido estudado por muitos autores, tanto na drea da mecénica
cldssica [18-21]| quanto na drea da mecénica quédntica [22-27].

Um invariante para este sistema fisico foi obtido, j4 em 1880, por Ermakov |28].
Posteriormente, em 1968, Lewis [14-19] obteve uma derivagdo mais geral envolven-
do este resultado, que ficou conhecido na literatura como invariante de Ermakov-
Lewis. Lewis mostrou que um invariante para o oscilador harménico com freqiiéncia

dependente do tempo é dado por:
1, = .
I= 3G + (s i)Y, (112)
desde que z(¢) satisfaca a equagao (I.1.1) e p(f) seja uma solugdo da equagao auxiliar:

prwit)p= % (1.1.3)

/ Tém sido feito muitos esforqos para encontrar modelos Hamiltonianos in-
tegrdveis, onde o oscilador harménico dependente do tempo é apenas um exemplo,
dada a grande importincia que adquiriram atualmente. Para encontrar tais mo-
delos é preciso resolver a equagao diferencial parcial resultante da condicao que a
derivada total do invariante com respeito ao tempo deve anular-se. Contudo nao

' hd um método geral para resolver a equagao diferencial parcial que resulta desta
condicdo. Entao se deve fazer uma suposigac mais provédvel para a forma do in-

variante, introduzi-la nesta equagao diferencial e obter certas condi¢des sobre os
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pardmetros arbitrdrios do modelo de invariante escolhido. Este é o “método direto”

de busca de invariantes, ou seja, o uso direto da conhecida condigao:

df  aI
=gt {LH)} =0, (1.14)

onde {I,H} é o colchete de Poisson entre o Hamiltoniano e o invariante, definido

por:
A 0B J0A 0B

B = 255~ B0

Existem outros métodos de procura de invariantes, entre eles podemos citar
o método das transformagoes candnicas, que consiste em uma maneira de simpli-
ficar as equagoes de movimento através de uma transformagao das coordenadas
e momenta para outro conjunto de varidveis, sendo que nestas novas varidveis as
equagoes de movimento ainda estao na forma candnica. Outro método bastante

utilizado € o Teorema de Noether [20,30,31]. Segundo este teorema se o funcional:

2
J=[mem,

to

onde L & o Lagrangeano, permanece invariante sob uma transformagao infinitesimal

gerada por:
i d
X={g,t)5; + ’i(q,‘)ga,
entdao existe um invariante para este sistema Lagrangeano do tipo:

Ig,d,0) = (€4 - u)%—Lq.- — €L+ f(g,1).

As funcoes ¢, 5 e f sio solugoes da equagao diferencial parcial:

oL AL ., .. L . .
6—37+v55+(v—£q)3—6+511—f-

Nesta equagao, o simbolo — sobre uma letra representa o operador q'a% + 3%



Qualquer destes métodos tém como objetivo encontrar uma forma explicita
para o3 invariantes de um determinado sistema dindmico ou dar a base para algum
procedimento computacional ou ambos. Dependendo do Hamiltoniano considerado
e do modelo escolhido para o invariante, um ou outro método é mais eficiente, ou
seja, poderd levar a um resultado mais ou menos geral. A escolha é baseada entao
na experiéncia do pesquisador.

Veremos, a seguir, alguns trabalhos que usam o método direto para a busca de

invariantes, dando um rdpido apanhado do que se tem feito na drea.

O caso de sistemas Hamiltanianos bi-dimensionaisfoi tratado de maneira de-
talhada por Hietarinta [32]. O Hamiltoniano por ele considerado é bi-dimensional
e independente do tempo, sendo que a discussao pode ser extendida a sistemas
de dimensio mais alta. Embora nao seja objetivo do nosso trabalho tratar de
sistemas bi-dimensionaig, a discussao sobre integrabilidade e invariantes feita no
review de Hietarinta é bastante interessante. Neste review, Hietarinta aborda o
problema através da solucao direta das equacdes diferenciais obtidas do colchete de
Poisson. Seu propdsito € listar uma colesdo de sistemas Hamiltonianos integrdveis
e apresentar vdrios métodos de busca por invariantes para sistemas integriveis.
Seu estudo estd restrito a sistemas Hamiltonianos bi-dimensionaise independentes
do tempo, onde a abordagem é feita pelo tipo de invariante: seja ele polinomial,

racional ou transcendental.

Invariantes que podem ser expressos através de um polindmio, para sistemas
Hamiltonianos unidimensionais com potenciais dependentes do tempo, foram estu-
dados, por exemplo, por Leach et al. [33], Lewis and Leach [34] e Feix et-al. [35].
O método utilizado nestes trabalhos é o método direto mencionado anteriormente,
com excegdo de [33], onde foi empregado o método das tfansformax;éa candnicas.
Todos 0s potenciais que admitem um invariante linear ou quadritico em p com
geus respectivos invariantes foram encontrados por Lewis e Leach em [34]. Porém
invariantes que s2o polinémios de grau superior a dois nao puderam ser calculados

explicitamente.



Em [10], Lewis e Leach apresentam um dnsafz interessante onde a dependén-
cia do invariante no momentum é representada por denominadores com termos
em ‘“ressondncia”® . Deste modo eles conseguem unificar a derivagao de alguns
resultados obtidos por outros métodos. Em [36-37|, uma estrutura é apresentada
por Goedert e Lewis complementando a formulagao envolvendo ressonancias. No
capitulo II, apresentamos e discutimos a teoria desenvolvida nestes dois artigos,
onde o problema é tratado de maneira andloga a nossa.

Em nosso trabalho, estamos interessados em encontrar invariantes para o movi-
mento de uma ﬁarticula em {lm potencial unidimensional dependente do tempo ou
nao. Isto ¢, estamos interessados em invariantes para Hamiltonianos unidimensio-

nais do tipo:

H= %p’ +V{(g,1}. (1.1.5)

Nesta expressao, o potencial V(g,t) pode ou nao depender explicitamente da coor-
denada ¢ e do tempo {. Hamiltonianos deste tipo t8m bastante importdncia tedrica
e pratica e tém sido assunto de muitos trabathos. Como exemplo, citamos algumas
referéncias:[30,33-36,38-43].

Uma caracteristica interessante do Hamiltoniano (I.1.5} é sua depéndencia em
P, que aparece apenas na primeira parcela, ou seja, o potencial V(¢,t) nao depende
da velocidade. Segundo Lewis e Leach [10] “em casos onde um invariante é conhecido
analiticamente para um Hamiltoniano desta forma, o invariante pode ser expresso
em termos de uma fungao cuja dependéncia no momentum é simples e explicita”.
Entao podemos apresentar uma forma para o invariante que envolva fungoes em ¢
e { acompanhando poténcias distintas de p.

A forma que escolhemos para o invariante é uma ragao de polinémios com
poténcias no momentum de ordem trés, ou seja, um invariante racional. O método
utilizado é 0 “método direto”, citado anteriormente.

Numa primeira reflexao, a existéncia de invariantes racionais pode parecer um

¥ Veja na secgio IL1, pigina 11, 0 que significa “ressondncia’.



tanto quanto artificial. Entretanto é facil convencer-se que tal forma € de se esperar
jd para sistemas fisicos simples. Para tanto desejamos agora, seguindo Lewis e
Leach |7], considerar o cdlculo de invariantes para um oscilador harménico simples,

com freqiéncia igual a unidade, definido pelo Hamiltoniano:
H= (' +¢Y). (1.1.6)

As equagoes de movimento s3o dadas por:

dg 9H dp  9H

ot dp dt dg

Destas duas expressces obtemos:

dg¢ _ .
dp _

Eliminando p nas equagdes (I.1.7.a} e (I.1.7.b) obtemos a equacao diferencial:
§+¢g=0.
A solugdo desta equagao em termos dos valores iniciais da coordenada e do momen-

tum, ¢o € po, é bem conhecida:

¢ = posen(t) + gocos(t), (1.1.8.4)

? = pocos(t) — gosen(t), (1.1.8.5)
Estas equagoes podem ser facilmente invertidas para dar os “invariantes” go € po
em fungdo de (¢,p,t):

go = —psen(t) + geos(t), (1.1.9.6)
po = pcos(t) + qaen(t). (1.1.9.5)



Embora o Hamiltoniano H bem como ¢o e po sejam invariantes que nao se encontram

na forma racional, seus reciprocos podem ser facilmente colocados nesta forma:

1 _ —ifg | /g

H_ P"iq +P+iq’ (11104]

1 1/sen(t) ’

—=- 1.10.b

o~ " =qeosll) feen (D))’ (1.1.10)
1

1. o] (I.1.10.c)

PO (p + q cosS )

Uma outra forma para a solugao das equagoes de movimento é:
¢ = Asen{t — ), (I.1.11.0)
p = Acos{f—p). (I1.1.11.5)

Neste caso podemos isolar as constantes {“invariantes”} A e ¢ e obter seus valores

em fungao de ¢,pe f:

A= ¢ +p? = 2H, - (1.112.0)
p=1- arcscn-(—qai—z)‘—ﬁ. (£.1.12.3)

O invariante ¢ nao estd na forma racional , mas teny pode ser obviamente posta

na forma de denominadores em ressondncia:

go _ sen(t) g/cos{t)
= - (1.1.13)
po  cos(t) p+ qsen(t)/cos(t)

Em resumo, temos um exemplo de um sistema fisico importante, o oscilador
harmonico simples, cujos invariantes podem ser representados por funcoes depen-
dentes do tempo na forma de razdes com denominadores em forma de ressondncia.

A discussdo deste capitulo serviu de motivagao para o nosso trabalho. A seguir,

definiremos aspectos importantes a respeito de invariantes.



1.2 Definicio de Invariante:

A determinacao do movimento de um sistema dindmico com um nimero finito
de graus de liberdade, n, depende da solugao de 2n equagoes diferenciais de primeira
ordem *, conhecidas como “equagdes Hamiltonianas” ou “candnicas” do movimento.
Para achd-las em termos das coordenadas e dos momenta introduzimos o Hamilto-

niano do sistema que fisicamente representa a energia total. Uma vez determinadoo

Hamiltoniano,a evolugao temporal das coordenadas é dada em funcao das equagoes

hamiltonianas:
. _OH
= 1.2.1.
Ol s (£.2.1.0)
) oH
com kF = 1,2,...,n, onde n € o nimero de graus de liberdade do sistema. O

Hamiltoniano H é uma fun¢ao das coordenadas ¢, e dos momenta p;, podendo
ou nao depender explicitamente do tempo {. A solucdo do conjunto de equagoes
diferenciais {I.2.1) levard a um nimero de constantes arbitrdrias de integragao.
Temos um conjunto de 2n equagdes de primeira ordem, a solugao de cada uma destas
equacoes levard a uma censtante de integragao, logo o nimero total de constantes
arbitrdrias para o sistema serd 2a. Como jd haviamos falado na secgao precedente,
podemos fazer algumas afirmagoes a respeito do sistema dindmico em estudo usando
estas constantes.

Daremos agora uma defini¢do formal do que s8e entende por invariante.

Uma determinada fungdo I(g,p,!) serd um snveriante para um Hamiltoniano
H{q,p,t) se satisfizer a condigao:

dI _3f Q8H@3I oHAI _dl _
37_5+_1‘??% Wé:t—)-_af_*-(l,H}—O. (1.2.1)
Porexemplo, I (g, p,?) poderd sero valor inicialde ¢ = ¢{0) ou p = p(0) expresso
em termos de ¢{t),p(f) e t. Para um Hamiltoniano independente do tempo, um

invariante € obviamente o préprio Hamiltoniano.

* A ordem da equagio ¢ ignal 20 grau da maior derivada que aparece na equagio.



O conceito de invariante é Gtil porque nos permite usar I{g¢,p,t) para diminuir
a ordem do sistema de equagoes diferénciais do problema, onde a ordem de um
sistema de equagoes diferenciais € a soma das ordens de cada equagao que formam
o sistema. Num sistema arbitrdrio de equagoes diferenciais um invariante diminui
a ordem do sistema em uma unidade. Em sistemas Hamiltonianos a ordem pode
ser reduzida até duas unidades através de um inico invariante. Quando existirem
exatamcris @ invariantes para um sistema com n graus de liberdade, dizemos que

o gistema € “integrdvel”, desde que estes n invariantes satisfagam a condigao:

{Zi,I;} =0, i,)=12,...,1, (£.2.2)

ou seja, estejam em “involucdo”. Em principio, de acordo com Hietarinta [32],
podem haver mais que n invariantes funcionalmente independentes, mas eles nao
estario todos em involugdo. O nimero maximo de constantes de movimento & 2a.
Um sistema com N graus de liberdade é chamado de superintegrdvel se se conhecer
para ele mais que N constantes de movimento. Cabe aqui fazer uma observagio,
tirada de Hietarinta, Phys. Rep. (1987) 89, sobre uma relagao existente entre
sistemas autdnomos e nao-auténomos. Um sistema D-dimensional nao-auténomo é
equivalente a2 um sistema D+1-dimensional autdnomo, onde f e p 830 as varidveis
candnicas adicionais e:

Hnovo = Hyetpo + pi.

No capitulo II néds, como jd dissemos, apresentamos e discutimos a teoria de-
senvolvida por Goedert e Lewis em [10,36,37]. O método por nés desenvolvido é
formalizado nos capitulos IIl e IV. Também no capitulo IV, através do Ansafz por
nés desenvolvido, obtemos os resultados de Goedeft e Lewis estudados no capitulo H

e um invariante mais geral que contém estes dois resultados como casos particulares.
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II. O Método de Goedert e Lewis.

H.l O Método de Goedert e Lewis:

O método de Goedert e Lewis foi desenvolvidoa partir de um trabalho anterior,
publicado por Lewis e Leach [8], cuja teoria pode ser entendida com base numa série
de trés artigos:|10,36,37|.

Nestes artigos os autores investigam a possibilidade de existirem sistemas
dindmicos que possuam invariantes “racionais” dependentes do tempo, isto ¢, en-
volvendo a ragio de dois polindmios, como mencionamos no capitulo anterior. A
motivacao que levou os autores a procurarem tals invariantes é que um grande
nimero deles pode ser representado como funcdes racionais. Além disso, como uma
fungdo de um invariante é também um invariante, segundo eles, a forma escolhida
¢ suficiente para considerar uma boa quantidade de invariantes.

No primeiro artigo |10], Lewis e Leach propde invariantes através de um Ansafz
que possui uma dependéncia no momentum p em forma de denominadores com

ressondncia do tipo *:

I{g,p,t) = ¢(g,1) +Z:‘ﬂ32f (I1.1.1)

onde o8 v, € ¥, sao fungoes da coordenada ¢ e tempo {, para um sistema Hamilto-

niano unidimensional dependente do tempo:
H=%ﬁ+V@ﬂ. (I1.1.2)

Para que a expressio em forma de ressondncia (II.1.1) seja um invariante é

necessario que a sua derivada total com respeito ao tempo seja nula, ou seja, que:

‘% 3[ +{l,H}= 31 ﬂ?_fi_gf_ggzq ({1.1.3)

* Note-se que, em [10], Lewis e Leach usaram # = 0 nas suas equagdes (1.8), (2.1) e {2.8) e nio
definiram os limites do somatério em (2.4), (2.7), (2.10), (2.82) e (2.48), o que torna dificil
o entendimento destas expressoes. Outro aspecto que deve ser salientado € que para obter 2
expressio (8.1) é 6bvio que, em (2.49), eles precisam tomar a soma de 4 = 1 até N, 0 que ndo
estd explicito em seu trabalho.

11



onde H refere-se ao ITamiltoniano dado pela expressio (I1.1.2) e {I,H } é o colchete
de Poisson entre o invariante e o Hamiltoniano. Este requisito gera um sistema de
equagoes que impoe condicoes sobre as fungGes da posigao e tempo, c(g,),vs{q,!)
e t,(¢,f), que aparecem na expressio (II.1.1). Substituindo (I.1.1) e (II.1.2) em
(II.1.3), obtemos um polindmio em p. Para que este polindmio se anule para qual-
quer valor de p, como & requerido pela expressio (I1.1.3), & necessdrio que os coefi-
cientes que acompanham cada poténcia de p se anulem. Isto gera o seguinte conjunto
de equacoes dxferencnals parciais que envolve o potencial:

g: 0, (I1.1.4.0)

Z ovn _ g, (11.1.4.5)

dvy . O(ugvy)
T 3¢ 0, (11.14.c)
OUy 4y, 200 OV | (I1.14.4)

u .
¢ T U d¢q dg
A seguir mostraremos como se obtém este sistema de equagoes. Levando-se em
conta a expressio (I1.1.2), a condigao (II.1.3) dada anteriormente pode ser escrita

como:
I 3I 31 oV oI _

R (11.15)

Substituindo [ por sua forma (II.1.1) e definindo X = p — u,, teremos apds

rearranjo de alguns termos:

dl 8(‘ 8% Bv,,,

dat a1 Z 8t )
+N L2, 2 0 ([1.1.6)
;Xz T ””aq ag v o

A primeira soma de dois termos entre parénteses em (II.1.6). pode ser substi-

tuida por outra de trés termos:
dva, dv, _ duy

dvy, du,
3t Py T o 2rr

+{p—u 8q+“ag

12



_ du, +xo LO0Ug 8v,,

=0 Bq + 4q a (1117)

e, no segundo parénteses, somando e subtraindo a quantia 4, v, 5> a"" , teremos:

Ous + pvu dtn + ?Y—v =

T "dq ' aq "
n aun aun av _
LY +(P un)"n aq T U,y 3 + ’a—q—un
d /] d Vv
Uy ;;'v + Xv, atm + Up vy ;n T \ ({1.1.8)

Com isto podemos reescrever a equagao (11.1.6) como:

df ac 30 3% dv, Odv,
T w Zx Tt )
N
1 du, duy o, v
+’;X2 (XUn aq n ot + tun n'a—q"'f'vna_q)
_dc de X dv, L v, du, duy,
“wt?3 *;W*;X(“”a TGyt o)
Yo du vV du
® 2
+;F(uuvu 3¢ + v, 3 + v, N ). ({1.1.9)

Observando-se que:

Jvg 38’; _ Jtgvs

5= B (11.1.10)

a expreszo (I1.1.9) pode ser reescrita como:

dI ac dvy N aunun dv,,
- ”aq ; g‘f o¢ T at)

aun BV Oty
+sz("~ tragy Ty ) =0

Para que esta igualdade seja identicamente nula para variagoes arbitrdrias de p,

todos os coeficientes de p~2,p~1,p° e p devem ser nulos. Deste modo obtemos o

13



sistema formado pelas quatro equagoes diferenciais definidas anteriormente pelds
equagoes ([I.1.4.a-d).

Obtivemos assim quatro equagoes diferenciais parciais que implicam numa
condi¢ao necessiria e suficiente cujas fungoes c,v,,u, € V devem satisfazer para
que a expressio racional dada pela equagao (II.1.1) seja um invariante. Para um
dado potencial V, serd possivel encontrar invariantes na forma (II.1.1) se o sistema
{I1.1.4) for solivel para um dado N.

No segundo artigo |36], Goedert e Lewis apresentam uma formulagao que em-
prega um conjunto de “momentos discretos” que, segundo eles, é bastante til no
cdlculo dos invariantes. Em vez de determinar o8 v, € 08 u, diretamente, eles in-
troduzem novas incognitas gi, fungoes dos v, € u; de modo a obter um sistema
de equagoes algébricas lineares, mais conveniente de se trabalhar do que o sistema
de equacoes (I1.1.4), além de uma tnica condigdo necessdria e suficiente sobre o
potencial para este admitir um invariante do tipo {II.1.1). ‘

A definicao dos N momentos discretos ¢; introdugidos por eles é:

N
9:(0,0) = ) wzva, (/1.1.11)
: 2=1

Segundo os autores, se, para fixos ¢ e f, considerarmos as quantidades v, (g, {) sendo
os valores de uma fungao v(g, p,f) que é definida em um conjunto de valores discretos
de p, dados por p = u,(¢,¢) para 1 < n < N, entdo g;(¢,1) é o k-ésimo momento
de v{g,p,!) naquele espago discreto de valores de p.

Através de manipulacao do sistema de equagGes {II.1.4) é possivel encontrar-se
duas relagoes de recorréncia para os ¢;. Uma delas permite calcular os momentos
discretos ¢; a partir do potencial V{g,f}, sem resolver (I.1.4c-d). A outra é uma
relagao de recorréncia adicional algébrica, complementandoa relagao de recorréncia
diferencial anterior, que relaciona os ¢; aos coeficientes 4, de um polinémio em p
cujas raizes sao os ug.

Para encontrarmos tais relagoes de recorréncia, consideraremos as equagoes

(II.1.4.c)e (II.1.4.d). Multiplicandoa primeira por uﬁf‘ , asegunda por (k—1)ui~?

14



vamos ter:

. ‘aa"‘“+ uh" ‘a‘;’;"“ = ut- l(""“ aa“” a"")— (I1.1.12.6)
du du v
k-2 9%n Vg2 B (b \yk-2
(k- 1)us, ¥TE + (k — 1jus “u, 3y (k- 1)u; Tk (11.1.12.5)

Agora, se adicionarmos as duas expressoes acima e tomarmos o somatério em

n de 1 até N, temos:

il dv, &
Sude it
n=1

n=1 =1

= —(k-1) Z wtty, OV s WV o (1119
que, rearranjando os termos, torna-se:
i( 18 4 (et ’vua‘;““
+ Z(“a-l »au“ tu bav” + (k- 1)ug” aau;)
=—(k-1) Z ut Ug, (11.1.14)

Como ¢; = Ef:l vt v, (expressio (I1.1.11)), os momentos discretos gi—2 € gi—1

SEerao:

N
ez = ) i tu,, (I1.1.16.0)
s=1

.
1= ) i lvg, (11.1.15.5)
' r=1
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e a derivada parcial em relagdo ao tempo de g¢—1 (II.1.16.b) serd:

By & dy du
9;:l=;l“5' —r (= Dvgug? 2.

Logo a equagao (I1.1.14) vai ficar, se substituirmos os valores g;—2 e 9%*—;2:

ad il du N du
Lo I+Z n lnan) Zuﬁ—lvn a;z
n=1

"N
3V E—1 3!!,;,
(}.‘ l)gk._z—a? Zun Un—‘a—q‘. (1[116)
Se derivarmos a expressio para ¢; {I1.1.11) com respeito a ¢, vamos ter:

dgp Ic dv OV k 13 n

7 :;( Jg TRt ), (I11.1.17)
que é igual ao primeiro somatdrio em (I1.1.16). Considerando isto, a expressio
(11.1.16) pode ser escrita como:

ogk g oV
agq = 93:‘ (k= Ngp-2z, k21 (11.1.18)

Para k = 0 devemos considerar as expressdes (I1.1.4.b) e (IL.1.11):

N
go=)  va, (11.1.19.0)
2=1 .
N ov
ai Z '?a";}t‘ (11.1.19.5)

Se substituvirmos (II.1.19) em (II.1.4.b):

de 890



integrando ambos 08 termos da equagio acima em relagao a ¢:

dc
go = —z7¢ + aolf), (11.1.21)
onde ao(f) representa uma fﬁnc&o em { arbitrdria. Como ¢(g¢,¢) ¢ apenas fungao de

t, por (I1.1.20), podemos escrever esta expressio coma:

fo.=— 554+ olt). (I1.1.22)

Asexpressoes (I1.1.18) e (II.1.22) formam a primeira relagio de recorréncia para

o3 g definidos na equagdo (II.1.11). Com esta relacaoc de recorréncia diferencial

obtemos 0s momentos discretos g; em fung@o do potencial V(¢,t) e dos proprios
momentos discretos ¢;.

Uma segunda relagdo de recorréncia algébrica fornece os coeficientes ay, a partir

dos momentos discretos g;. Para se chegar a esta segunda relagao de recorréncia

lembremos que as quantidades 4 830 coeficientes de um polinémio em p cujas raizes

830 as fungoes u;:

N
D(p) = H {p — uz). (11.1.23)
k=1
Efetuando este produto temos:
N .
D{p)=p" + Z appN -t (I1.1.24)
k=1 .

Uma vez que 08 u, sio raizes de D(p),entao D(u,) = O:
}\7
uﬁ + Z aguf"‘ =0 ande 1<a<N. (11.1.25)
k=1 i '

Usando a defini¢go (II.1.11) dos momentos discretos ¢z, podemos escrever:

N

- N {(-N
gt = E Up U Vg
k=1

17



N N
==Y @) u g, (11.1.26)
2 6

desde que I > N, para evitar poténcias negativas para os u; ou indices negativos
para o3 momentos discretos.

Entao, o8 momentos ¢; podem ser escritos como:
N
- Z Gnfi—n com I>N, (11.1.27)
z=1

Esta é a segunda relacdo de recorréncia, a qual, juntamente com (II.1.18),
fornece 03 valores para as fungoes ¢ e os coeficientes a,. Os momentos discretos ¢;
podem ser calculados a partir do potencial através de (II.1.18). Os resultados sao
usados em n das equagdes de recorréncia dadas pela expressio (I1.1.27) para obter
um sistema de equagdes algébricas lineares que determinam os coeficients a5.

Até aqui o que fizemos foi mudar as fungoes desconhecidas da forma inicial do
invariante, 03 vy € 4y, para 0s ¢; € 6,. Agora temos que reescrever a equagao para
o invariante racional (II.1.1) em termos destas novas varidveis. Para tanto, primeiro

mostraremos que o polindmio D(p) pode ser escrito como:

N k
Dip)=(p—ua) Y p¥*) apsui™!,  1<n <N (11.1.28)
k= =1

Efetuando o produto do primeiro fator em (I1.1.28) temos:

N b |
=3 VY ;. | (I7.1.29)
k=1 s=1

18



Agora fazemos a mudanca de fndices parax = k—1eo = 6—1 e reescrevemos

(I1.1.29) como:

N-1 X
D(P) = Z PN_’C Z [ 4
=0 ag=0

N k
N-k
- E ? E Gp_s¥y.
=1 s=1

Através de manipulagao direta é ficil mostrar que esta igualdade pode ser escrita

como:
N-1 N
Dip) = Z pV—% g, — Z 6N sU}. (11.1.30)
x=0 s=1

Se somarmos e subtrairmos nesta expressao a quantidade p®ayu$, podemos

E€8CIeVer.
N

N
D(p)zZpN’ka;;—ZaN—su;. (11.1.31)
£=0 $=0

Esta expressao pode ser escrita como:

N N
Dip) = Zp”"‘at - z aul s, - ({11.32)
k=0

$=0

O segundo somatdrio identifica-se como D(us) que é igual a zero, logo:

N
D(p) = ZpN"kak. (17.1.38)
k=0

Esta definicao é a expressao (I1.1.24) do polinémio D(p), portanto (II.1.28) estd
provado.

Podemos reescrever a forma racional para o invariante (II.1.1) multiplicandoe
dividindo esta expressio por D{p):

N
I{g,p,8) = c(t) + Dtp) Y Dip)va (I1.1.34)

n=1 P~ Un
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Substituindo D(p) pela sua expressio equivalente (I1.1.28),temos:
;] XX
Hgpt)=clt)+ 5y D va ) pVF) aruyh. (11.1.35)
(p) n=1 k=1 s=1

Lembrando que a definicao de g; € dada pela expressio (II.1.11) e a definicao
de D(p) é (11.1.33), teremos:

N N—n T\
I{g,p.t) = oft) 4 2a=tl " 2ok=y Gk-1fa-k 11.1.36
(Q)p ) ( ) pN + E{:’:l anpN—ﬂ' ( )

lembrando que ag = 1.

Para o caso N = 1 temos o invariante (II.1.36) como:

I{g,p,0) = e(t) + > f’al, (11.1.37)

sendo que as relagoes de recorréncia {II.1.18), (II.1.22) e (II.1.27) fornecem as
seguintes equagoes:
de
o= —grqt aoft),

_ 990 _
1= =3 §1=~d1g,

=0 W
§2 = a‘ Jdo aq) g2 = —a16:.

Quando N = 2 o invariante serd:

+tgi+a
I{g,p,0) = c(t) + ’;f - : 1p n ;Z° (11.1.38)

e as relagoes de recorréncia levam a:

20



d¢s oV

g3 = T 2¢, qu_’ g3 = "(“19: + 61241),

d¢s g v

§4 = 3 925? 94 = —(a19s + 6292},

E finalmente, se N= 3, teremos:

200 +plg1 +6190) + g2 + g1 + 0290
P2+ apt+agp+ag

I{g,p,8) = clt) +

e o geguinte sistema de equagoes para 0s gy e d,:

go = ‘;‘q +ao(t), @ = "%0, g2 = “%%1‘90%,
g3 =—%gtl"2gn%1-;-, gz = —(6192 + a2g1 + 6340),
§4 = “%%“‘3%%, 94 = —(a193 + 6292 + asgy},
95 = ?‘4 493%%, g5 = —(6194 + 0295 + dalfz),
ags Vv

de = T bgs — 3’ g6 = —(61g5 + aag4 + 4393),

A igualdade (I1.1.36), acima, nos fornece o valor do invariante em fun¢do dos

momentos discretos ¢; e dos coeficientes a,,. Para encontrarmos o invariante usamos

as duas relagoes de recorréncia (I1.1.18) e

fungdo do potencial V (g, !) e a segunda os valores dos &, a partir dos ¢;. Se V' (g,!)
admitir um invariante com N ressondncias, entdo este invariante pode ser escrito na
forma (I1.1.36) em termos dos momentos g; e dos coeficientes 6,. Os ¢; podem ser
calculados de (II.1.18) em fungdo do potencial e 2N + 2 fungdes desconhecidas de

1 (“constantes de integragao ”}. Os @, sao as solugoes do sistema de N equagoes

algébricas lineares (I1.1.27).

(11.1.39)

(I1.1.27). A primeira fornece 03 g; em
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Goedert e Lewis complementam a teoria por eles desenvolvida apresentando
um teorema por eles chamado de Teorema da Linearizacdo, isto é, derivam uma
condicao necessdria e suficiente para um invariante com N ressondncias existir.

Definem matrizes quadradas A; por:

o 1 .- Gk
T A (11.1.40)
gk gk+1 ... g2k
e matrizes colunas, X; e Y, por:

U
a2

Xe=] . (11.1.41)
i
S
k

Y, = | ¥+ (11.1.42)
d2i—1

As primeirasN das equagdes de recorréncia (I1.1.27) podem ser escritas a partir

destas matrizes, através da equagao :
Ay 1 Xy =Yy (£1.1.43)
Para o caso N = 3 terlamos:
A X5 = Y5,

A condicao necessiria e suficiente para (II.1.43) acima admitir solugao é que
detA N-1 # 0.
Um potencial V{¢,f) admitid um invarianie se as condicdes impostas pelo

seguinte teorema forem satisfeitas:

22



Teorema: Um invariante com N ressondncias eXisfiré para o Hamiltoniano
(II.1.2) com potencial V(¢,f) (3V/d¢ # 0} se e somente se existirem momentos
ge(g,0) , 1 < k< 2N, tal que:

dethy =0, (11.1.44)

onde Ay é a matriz definida por (I1.1.40). Entdo:

%:O(—-& detAy = 0. | (11.1.45)

Para provar (II.1.46) fazemos uma expansio nos indices de g; e a; definindo:
-t =a_p=anN4+t =0, com k>0 (£1.1.46)

Definimos também um conjunto de fungoes auxiliares:
S
As = Z an_ lg\S"ﬂ" (11-1-47)
2=0

Com estas definigoes poderemos rearranjar os somatorios que aparecem na expressao
do invariante (I1.1.36) e usar a condicdo (I.1.3) para provar (I1.1.45). Isto serd o

que faremos a seguir.
Observa-se que (I1.1.44) e (I1.1.47) implicam:

Ag=A_; =0, para k>0,
enquanto que (I1.1.46) e (I1.1.27) implicam:
Anxip =0, para 1<k<N.

Considerando {I1.1.46) e (I1.1.47), Agp ;1 pode ser escrito como:

N
Asny1=gaN + Z Gr9aN k-
k=1

23



Esta equagao juntamente com as N equagoes dadas por (I1.1.43) formam um

sistema de N+1 equagoes tendo como incognitas Agy 4y € a3 N quantidades a,:

N
énpAeN+r — Z“n9N+ic-—n=9N+k, com O0<k<N.

n=1
onde by i € o delta de Kronecker.
A solugao para Ayn 4, €, de acordo com a regra de Cramer para a solugao de

um sistema de equasoes lineares:

" detAn
A2N+l = m (11148)

Em termos de a; € A o invariante (I1.1.36) é:

Ar
1
He,p,6) = c(t)+ —— > pY¥ 4. 11.1.49
{¢,p ) () D(p)I;P k ( )

onde D(p) estd definido em (I1.1.33).
A condigdo necessdria e suficiente para / ser invariante pode ser expressa a

partir de (II.1.5), multiplicando-a por D?%(p):

a1 -
a0t _ e 7t - .
+DYg —Diga =0 (11.1.50)

31

g
Dal

Para satisfazer a condigdo (I1.1.50}, que é uma equagao polinomial, é preciso
que o coeficiente de cada poténcia distinta de p anule-se. Calculando-se ag derivadas

parciais presentes em (II.1.50) a partir de (I1.1.49) chega-se a:
N N _
SN PN -5 — Bachr + a5y 14} — Ards — ghoser

s=0%t=0

+{k -8+ l)as_lA;;?I—/]
dq

L A4
+Zp (}:—N—I)GNA;;_I—&(—

=0

. |
+3 pNF4h, =0 ({1.15])
k=0
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onde foi definido fs = fioi + fs para qualquer fungao fr que depende de g e, a
linha representa a derivada espacial e 0 o ponto, a derivada temporal.
A equagdo (II.1.51) pode ser organizada em poténcias crescentes de p usando

a identidade :

N N N N | N-1 s '
DY Qer=) Y Onierrt ) ZQ s— b,k (11.1.52)
$=0k=0 E=0k=s $=0 k=

onde ¢ = Q; ; € uma matriz quadrada arbitrdria.

Entao a equagao (I1.1.51) fica:

N N
AY’ ’ A
E PN lonso—iAr — Apingsoi
Lt
s=0 k=s—1

oV
+(2k—-s—-N+ 1)aA’+s—1c—1Ak-3? —~ 08LEN +s—F)

N- S
z Zas JcAk"Akﬂs k

Vv
(2k— s+ l)as_t_le;%}— — go6E6s—k) =0

Pode-se iniciara primeira soma em k em zero até N e o mesmo para a segunda
soma sobre k£, uma vez que estas mudancas 86 adicionardo zeros aos somatorios .
Para a primeira soma sobre & pode-se mudar o indice para ¢ = 8 + N, com isto

obtemos o somatorio :

- N N
Epm"g Z[aa—kAL- ~ Ardo-t
= k=0

v
+(2}? -0+ l)ao—k_lAk-a—q——goakag_bl.

Fazendo uma nova mudn¢a no indice k,x = 0 — k, vamos ter:

N

ZP'N a Y (65 Ag—k — Ag—rbt — gher6o—i
ag=0 k= U—N
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4o -2k + l)ak_lAa_k%] =

N ]
Y T, =0, (11.1.53)

o=0
védlida para 0 < o < 2N.

Notamos que o limitemais baixo da segunda soma em (I1.1.53) pode ser definido
gero sempre que ¢ # 0. Isto é verdadeiro porque ou o < 0, fazrendo com que todos
03 d,6; € & sejam nulos, ou ¢ > N, onde todos os Ao, Ag_t € 6g_y 830
nulos. Quando ¢ = 2N | haverd um termo nao nulo que deve ser eliminado da

soma. Entao escreve-se I'; como:
g
~ , '
e = Z[W:Aa—k — Ag—ikGi — goGiGo-t
k=0

o - 2k + 1)ak_,Aa-k%] — Ay 1B o (I1.1.54)

A soma que envolve A,_; pode ser escrita como:

feg
Z arAo_p =
k=0

c o-k

. Z ak[Z(ga—k—sa‘s-l + 8s—1fo—k-s) + “a-—kﬂé]. (II.1.55)'
k=0 s$=0

A primeira relagao de recorréncia ,equagao (II.1.18), € usada para transformar
© 0 termo com Jo—k—s €m um termo proporcionala ¢gy—-s—1. Transformamos entao

o primeiro termo em (I1.1.55) usando a relagao algébrica:

m m-—k m Mm-3
Z Bsjp = Z Bs,k
£=0 =0 $=0 k=0
 m om-s _
=Y Y Big, m20 (11.1.56)



Usando (I1.1.56) e (I11.1.46}, transformamos ({I1.1.55) em:
] .
Y (oot~ 6o-parg) =
k=0

o 0-s av
ZZ[ak—;fa—k-sas Grs— 190 —k—s— 1(0 }"8)"—] (11-1-57)
§=0&=0

Notando que o primeiro termo no lado direito de {(II.1.57) contém Ay, pode-

MOS €3CTEVET!

(6pAo_r — Go_pargh) =

7

.3
1l
[

o

. — oV
[Ag—rdr — ;::\E)[akas_ggo_g_s_l(o — k- 6)3}—] (17.1.58)

%

=0

Substituindo {I1.1.568) em (II.1.54}, obtemos a seguinte igualdade:

¢ o-—k

Ty + 62h’,oA’2N+1 = Z Z 05—1[(0 ~2k + l}ak— 1§0—k—s

k=0s=0

oV

—(o—k—8)argoi-s- ‘]aq (I1.1.59)

Fazemos uma mudanca de indice ¥ para k + 1 no segundo somatdrio do lado

direito de {I1.1.569}. Com o uso de {II.1.46) podemos reajustar os limites da soma

para obter:
g ok oV
Po +ban 04“N+1 =Y Zflg . 1( k)gg._g;_s—a—g—. (11.1.60)
k 0s= )

onde foi usada a relagao (I1.1.56).
Como ji foi dito, I'; & nulo exceto para ¢ = 2N. As equagoes (I1.1.56)
(I1.1.48) implicam: '

ol defh x
D 2?_ Bq{deIAN 1}
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Como detAn_1 # 0, sempre teremos df/df = 0 quando defAny = 0. Por outro
lado, se dI/dt = 0 entdo { %ALY = 0, isto implica defAy = ¥(f)detAy_y, onde
¥(¢) é uma fungdo arbitrdria do tempo. Expandindo-se o determinante de Ay em
suas matrizes menores, ao longo da ltima linka ou coluna, observa-se que o termo
acompanhando ¢s & € exatamente defA v 1. Uma veg que g2 jd contém uma fungao
aditiva arbitréria do tempo, ¥(f) podeser escolhida zerosem perda de generalidade.
Isto é, d//dt = O implica que podemos escolher gsx tal que detAy = 0. Como a
escolha de ¢o v dete}-mina a escolha dos outros g;, essa possibilidade de escolha, tal
que detAy = 0 é uma condigao necessdria e suficiente para que df/dt = 0. Assim
estd completa a prova do Teorema da Linearizacio, dado em (I1.1.45).

Esta é a teoria desenvolvida nos quatro artigos citados no inicio desta secgao. A
seguir rediscutimosem detalhe dois exemplos de invariantes para potenciais obtidos

por Goedert e Lewis através desta teoria.

I1.2 Exemplos do método de Goedert e Lewis:

Goedert e Lewis apresentam dois exemplos de invariantes com trés ressonéncias
e 08 respectivos potenciais, a saber:
1) O potencial V {g,{) = Atg'/? possui o invariante:

, |
I{g,p,1) = 7+ 3AptglT — 2AT 1 1J24%05 — 3B

(11.2.1.6)

2) O potencial V(g,t) = —A/2 £ (A% + 4C + 4B¢)'/? possui o invariante:

I{g,p,t) = :
00,8 = p> £ 3p{A? + 4C + 4B¢)/* + 6Bt

(£1.2.1)

Para encontrar tais reseltados eles partem da seguinte particularizasao: Con-
sideram N = 3 e valores especificos para alguns momentos discretos ¢;: go = ¢1 =
gs = 0 e g: = 1. Estes valores para os momentos discretos estao de acordo com
a primeira relagio de recorréncia dada por (II.1.18). Todos os demais g;, ou seja,

¢4,95 € ¢go, podem ser calculados a partir da relagao:

dgr _ _agk—l T v
3y = T (k l]gg_g—a—q—, k> 1.
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Entao vamos ter para ¢4:

094 _ 995 4, OV
I THRRCLY I

Apés integrar esta expressao segundo a varidvel ¢, temos para ¢4 o seguinte

valor:

g4 = -8V (g,4) - -g-Vl (t), | (11.2.2)

onde —3/2V; (¢t} é constante de integragao.

Analogamente obteremos os seguintes valores para ¢s5 € ge:

a g 3 dV
0 _3EY, .
36‘:2 d‘r[ by =g ¢ g ¢
—Va(t) + —Z—V, ()Vig,t) + 7V’(g,t). (11.2.4)

onde V() e Vs (f) sao fungdes desconhecidas do tempo *.

A condigao (II.1.44), ou seja, o determinante da matriz A 5 reduz-sea :

go §1 2 ¢a 0 0 1 O

A, = g1 92 93 Gs _ 0 1 0 g4
* g2 g3 g4 @5 1 0 ¢4 g5
g3 94 95 g6 0 g4 95 9o

Considerando-gse os valores dos momentos discretos que foram definidos, obtém-

se a seguinte equagao:

g6 — g1 =0,

* Observamos aqui que, no artigo |87, hi vm erro: a férmula acima para ge 30 invés de conter
—8/4 no segundo termo depois do sinal de igual, contém 3.



qne, ao se substituir os valores de g4 e g dados nas expressoes (11.2.2) e (I1.2.4) ,

fornece a seguinte equagdo integrodiferencial para o potencial :

a3t 9 ¥ |
Vie,0) + ViV {e,0) + 207 [ f Vie t)dedy = -8(q,t),  (I1.2.5)
onde:’
1V, , 34V 2, 3.,

A procura por solugdes para a equagdo integrodiferencial (I1.2.5) é simplificada
considerando a seguinte equagao:

QO BV LW &

Gt g tiag T g (11.2.7)

obtida tomando-se a segunda derivada parcial espacial da expressio (I1.2.5).
Qualquer solugdo de (I1.2.7) é também solugdo de (I1.2.5), sendo que ([1.2.7} €
mais simples de resolver.

E ficil checar que duas solugdes para (I1.2.5) e (I.2.7) sio:
Vig!) = Atg2, Vi=0, V= %A%” +B e Vi=0, (I124)

Vig,t) = —A4/2 % (A? + 4C + 4B¢)'/?,
Vi=4, Ve=-6Bt+D e Vi=27/84%-6C. (11.2.9)

Usando estas solugoes em (11.2.2},(I1.2.3) e (I1.2.4) podemos obter g4,¢5 € ¢o €

calcular os coeficientes a,, através da expressao:

n!
g==) Gagi-a, 2N (11.2.10)
n=1

Uma vez conhecidos todos 03 g; e ¢, podemos construir o8 invariantes corres-

pondentes aos potenciais (II.2.8) e (I1.2.9) usando {II1.1.39).
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Para o potencial explicitamente dependente do tempo V'(¢,f) = At,/g encon-

tramos deste modo o invariante;

1

I{g,p,4) = TS AN = TAg Vi T 1/IAE B (I1.2.11)

epara V(g,t) = —A/2 £ (A% + 4C + 4B¢)'/?, potencial que & explicitamente inde-

pendente do tempo, temos:

I(g0.1) = ’
TP 5 = X (AT + 40 + 4Bq) 'Vt + 6Bt

(11.2.12)

Estes dois invariantes sao explicitamente dependentes do tempo, sendo que
o primeiro potencial estd relacionado a um sistema nao-auténomo € o segundo a
um sistema auténomo. E importante observar que ambos o8 invariantes nao sao
estritamente racionais como seria de se esperar, ji que o método fol proposto com
o objetivo de determinar invariantes racionais, € sim, sao apenas o reciproco de

invariantes polinomiais.

I1.3 Generalizacio dos resultados de Goedert e Lewis:

O objetivo desta secgao € mostrar que as duas solugoes encontradas por Goedert
e Lewis, apresentadas na secao anterior sao, na realidade, casos particulares de
uma solu¢ao, mais geral, por nés obtida, que contém as deas anteriores. Nao nos
preocuparemos aqui em obter tal invariante, apenas o apresentaremos. No capitulo
seguinte discutiremos os cdlculos que levam a tal invariante.

A solugao mais geral é encontrada para um potencial :
- Vig,t) = viy/qt + va /g, (I1.3.1)
onde vy e v s3o constantes. O invariante mais geral associado a este potencial é:

d
I(g,p,8) = p-——————3+A‘;+B, (11.3.2)
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onde os valores dos coeficientes A = A(g,) e B = Blg, 1), sio:

A=28vigt+3v2/§ ¢
B = —2v1g/q + 1/2011% + 8/2v vat? + 3/2v31 + o,

onde do e ho 830 constantes.
Se considerarmos v, = 0 em ({I1.3.2), teremos o invariante encontrado na secgao

anterior (I1.2.11), com seu potencial correspondente. Analogamente quando vy =0

obtemos o segundo resultado apresentado por Goedert e Lewis, com a restrigao que-

A=C=0em (I1.2.12).

E importante observar que , através do método desenvolvido na secgao ante-
rior, o potencial (I1.3.1) nao é uma solugdo ficil de ser encontrada para a equagao
integrodiferencial (I1.2.5). Ainda se pode notar que tanto os invariantes (I1.2.11) e
(IL.2.12), calculados por Goedert e Lewis, como o invariante apresentado aqui nao
s&o racionais, mas apenas funcdes de invariantes polinomiais, o que estd de
acordo com o fato de uma fun¢do de um invariante ser também um invariante.

O assunto do préximo capitulo serd um método extremamente simplese difeto
para o cdlculo do invariante (I1.3.2) apresentado aqui através do método direto, ji

apresentado na introdugao deste trabalho.
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III. O Método Direto.

II1.1 Desenvolvimento:

Neste capitulo utilizaremos um método mais simples e direto, ou seja, a
condigdo dI/dt = 0, para a procura de invariantes racionais com potenciais as-

sociados a sistemas Hamiltonianos unidimensionais dependentes do tempo:
H=3p +V(g1). (L11.1.1)

Este método consiste em assumir uma forma funcional para o invariante I, depen-

dente de fungoes A,B,C...H, a serem determinadas, e usar a condigao:

a3l _
5= 3t LHY=0, (111.1.2)

para obter um sistema de equagoes diferenciais parciais acopladas relacionando as
fungdes A, B,C...H, com o potencial V (g, 1) {veja as equagdes (HI.1.5.a-h) abaixo}.*
Quando for possivel resolver o sistema de equagoes (III.1.5) teremos encontrado um
potencial V (¢,!) que admite, por construcao, o invariante I{g,p,!).

A forma que escolhemos para o invariante racional é uma razao entre dois

polinémios de grau trés:

A3+ Bat +Cz+ D
Ez3+ Fzt + G+ H

IHz,20) = ({11.1.3)

Nesta expressao, 4,B,C...H sao fungoes da coordenada x e do tempo { que
desejamos determinar. Representamos o momentum como &, a derivada temporal
da coordenada. As fungoes A B,C..H nao dependem do momentum 2, pois isto

implicaria simplesmente em redefinir os coeficientes das poténcias dos momenta.

¥ Usamos, neste trabalho, 3 letra H para identificar o Hamillonizno ¢ também para o termo
independente de & na expressio (II1.1.8). Como o Hamillonizno nio ¢ muito citado 2qui,
acreditamos que a5 duas definigdes ndo causareo confuszo. Entretanto, sempre que quizermos
nos referir 2 ¥ como Hamilloniano, deixaremos claro esta intengio. Na,s outras vezes H de\rera
ser tratedo como a fungdo de « ¢ f que aparece em (I11.1.3).
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Nossa escolha particular de /{x,#,¢), dada pela equagdo (III.1.3), é motivada
pelo desejo de obter invariantes realmente racionais, conforme discutimos no final
do capitulo anterior. Relembramos ao leitor que o método proposto por Goedert
e Lewis resultou numa formulagdo integrodiferencial-parcial, equagdo (II.2.5), mas
nao produziu nenhum invariante verdadeiramente racional, apenas reciprocos de
invariantes polinomiais. |

No seu caso mais geral, o invariante na equagdo (II1.1.3), acima, pode conter
até trés ressonincias, permitindo estudar, inclusive, ressondncias miltiplas.

A condigdo necessdria e suficiente para que /{x,z,¢) seja um invariante, como

jé fol apresentado nos capitulos precedentes, é dada por, conforme equagao (I1.1.3):

df 8l  .3f oV éor

=3 tias = sz =0 (711.1.4)

onde V{z,t) é o potencial correspondente a este invariante.

Para simplificar a notagao, a partir daqui denotaremos as derivadas parciais
em relagdoa r e a ! de uma fungao através de um Sub-indice na letra que representa
a fungdo e a derivada total em relagdo ao tempo com um ponto. Ou seja: £; =
%E{;Ex = %%;E" = %3-; etc.

Introduzindo {III.1.3}) em (III.1.4), obtemos uma equagdo nas varidveis r, £, 2
e {. Substituindo-se nesta equagao & por -—%%, Lei de Newton, e fatorando todas
as poténcias do momentum, obtemos uma equagao polinomial no momentum de
grau 7. Para que esta equagao se anule para valores arbitrrios de x € necessdrio
que cada um dos coeficientes que acompanha cada grau desta varidvel também se
anule. Desta forma obtemos oito equagoes que devem ser satisfeitas pelas fun¢oes
A,B C..H eV|xtf) para que o potencial admita um invariante na forma {I11.1.3).
Estas equagoes sao:

AE; —FEA; =0, (111.1.5.q4)

A(E:+ Fz) + BEs — E(A¢+ Bz) — FAz =0, (I11.1.5.5)

A(Fi+Gs)+B(Et+ Fu)+ CEz— E(Bi+Cx)— F(A1+Bs) - GAs = 0, (I11.1.5.c)
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A(-2FV; + Gt + Hz) + B(-3EVz + Ft + G3) + C(E:
+F;) + DE; — E(=2BV; + C; + D;) - F(~34V; + By
+C;) — G(At+ B —HAz) =0, (I11.15.4)

A(-GVz+ Hi) + B(Gi + Hg) + C(—3EVz + Fi + G4)
+D(E;+ Fg) — E{(—CV; + Dy) ~ F(C; + Dy)
—G(—8AV; + By + C;) — H(A: +B;)=0, (IIl.1.5.€)

B(—GVgy + Hy) + C(—2FVy + Gy + Hg) + D(-3EV,
+F; + G;) - F(-CV; + Dy) — G(-2BV,; + C¢ + Dy)

CHi+ D(~2FVs + Gt + Hs) — GDy — H(=2BVz + Ci+ Ds) =0, (II1.1.5.9)

D(-GV: + Hi) - H(-CVz + Di) = 0. (I11.1.5.5)

Note que este sistema contém equagdes que nao envolvem o potencial {equagoes
(III.1.5.a-c}) e outras que o envolvem (equagoes (II.1.5.d-h})).

Agoraa procura por um invariante correspondendo a um potencial V{z, ) resu-
me-ée simplesmente em procurar valores para as fungoes 4, B,C...H que satisfagam
o sistema de equagoes {[II.1.5). Ou seja, assumimos uma dependéncia analitica
em & e { para algumas destas func¢oes e tentamos resolver o sistema de equagoes
que resulta da substituiao destas fungoes em (HI.I.S).' Em geral, se a escolha
inicial para as funcoes A4, B,C...H for simples, teremos um sistema a ser resolvido
também sjmples, onde podemos “m'anipular” a forma das fungoes até obter um
resultado ou descartarmos a possibilidade de obté-lo. Comega-gse com as equagoes
nao envolvendo V{z,t}, obtendo-se entdo o mdximo de informagoes a respeito de
~ A,B,Cetc, independente do valor do potencial. Entra-se com estes valores nas
equagoes restantes, resohvendo o sistema dai resultante.

Na préxima secgao consideramos alguns exemplos, que nos darao uma visao de

como é o processo da procura de invariantes através deste método.
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I11.2 Alguns casos estudados:

Faremos aquialgumas aplica,céés do método descrito na secgao anterior. Encon-
traremos alguns casos jd discutidos na literatura e obteremos para os dois potenciais
de Goedert e Lewis, estudados na secgao (I1.2) do capitulo anterior, 03 respectivos
invariantes, sendo que um deles corresponde ao invariante por eles encontrado e o
outro é verdadeiramente racional. Encontraremos também o invariante geral (11.4.2)
envolvendo {I1.2.1.a) e (I1.2.1.b), invariantes calculados no capitulo anterior.

Primeiro vamos supor um invariante geral da forma:

I{e,4,0) = A+ B.éf +Cz+D ’

xF

(111.2.1)

onde p € uma poténcia arbitrdria. Introduzimos este invariante na expressio
(I11.1.4), condicdo necessdria e suficiente para que I{#, ,{) seja invariante. Obtemos
assim uma equacio polinomialem &, sendo que cada poténcia de £ ¢ acompanhada
de uma fun¢do de x e {. Cada coeficiente de & deverd se anular, para que a equagao

seja nula. Com isso obtemos o seguinte sistema de equagoes:

4o =0, ([11.2.2.0)

A+ Bs=0, (111.2.93)
B;+C;+ (p—-3)AV,; =0, ({11.2.2.c)
Ct+ Do+ (p—2)BVs =0, (111.2.2.d)
Di + (p— )0V, = 0, (I11.2.2.0)
DV, = 0. (111.2.2.f)

Agora supomos valores para p e vemos se é possivel encontrar-se solugdes.
Primeiro supomos p > 4, para que as igualdades em (I11.2.2) sejam satisfeitas
devemoster A = B =C = D = 0, uma vez que nao desejamos ter ¥, = 0. Entao
concluimos que nao existe invariante do tipo (II1.2.1) com p > 4, para um potencial

V(z,t) qualquer.
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O invariante

_ A#* + B2+ Cs+ D

! s

(111.2.3)

é obtido tomando-se p = 3, na expressio do invariante geral (I11.2.1).
Neste caso o sistema de equagdes diferenciais (II1.2.2) se reduz a seis eqnagoes

que devem ser satisfeitas pelas fungoes cujos valores permanecem ainda arbitririos:

A; =0, (I11.2.4.6)

Ai+B; =0, ([11.2.4.8)

By +Cp =0, (I11.2.4.0)
BV:+Ci+ Ds =0, (111.2.4.d)
20V, + Dy = 0, (I11.2.4.6)
3DV = 0. (111.24.f)

Analisando estas equagoes vemos que, como o caso trivial V; = 0 nao € interes-
sante, a equagao (II1.2.4.f) implica termos necessariamente D = 0. Se D = 0, pela
equagao (II1.2.4.e) vamos ter ¢ = 0. Pelo mesmo motiw, na equagdo (I11.2.4.d)
somos obrigados a escolher B = 0. Finalmente em (II1.2.4.b),4 = 0. Neste caso o
invariante {II1.2.3) é identicamente nulo. Conclui-se entdo que ndo existe invariante
na forma (I11.2.3), qualquer que seja o potencial considerado, para p = 3.

Considerando agora:

= A.z'~‘+B:&;+ O.é+D’ (L11.2.5)
onde definimos p = 2 em (I11.2.1}.
O sistema de equagoes (I11.2.2) assume a forma:
Az =0, (I11.2.6.0)
A1+ B; =0, (111.2.6.})
AVy; — By — 0z =0, (I1].2.6.c)

Ci+ Dz =0, (111.2.6.d)
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CVi + D; =0,  (H126.)
9DV, = 0. (111.26.§)

Pelo mesmo raciocinio que tivemos no caso anterior, vemos que se V; # 0, temos
que ter necessariamente D = 0 na equagdo ([11.2.6.f). O que leva, em (I11.2.6.c},

definirmos C = 0. Desta maneira o invariante (II1.2.5) se redug a:

38

I= K’-‘l’%B—“’z ~ 4i+B. (I11.2.7)
e temos o sistema de equagoes diferenciais:
Az =0, (£11.2.8.6)
Ai+ Bz =0, (111.2.8.5)
AV — By =0. (111.2.8.c) -

Este invariante polinomial linear foi discutido em detalhe em (8] e [39]. Concluimos
entdo que ndo existem invariantes racionais na forma (I11.2.5}. Como o objetivo
deste trabalho € tratar invariantes racionais abstemo-nos de discutir {I11.2.7} aqui.

" Um outro invariante que podemos considerar e tentar encontrar o potencial

correspondente €:
_A#*+Bi*+Cz+ D

I = , (111.2.9)
Para obter este invariante de {I11.2.1) fazemos p = 1.
O sistema de equagdes diferenciais (I11.2.2) para este caso torna-se:
Az =0, (111.2.10.q)
A+ By =0, (111.2.10.5)
94V, ~ B, - Cy=0, (111.2.10.c)
BVy;~Ci—D; =0, (111.2.10.d)
D; =0, (111.2.10.¢)

DV; =0. (111.2.10.§)



_ Novamente aqni temos D = 0, j4 que, caso contrdrio Vz = 0, o que nao € interes-

sante. Este requisito leva a uma nova forma para o invariante (I11.2.9):

_ Az*+ Bs*+Cs
z

I

Este ¢ um invariante polinomial de grau 2, que também jd foi discutido em [39)].
Concluimos que ndo existe invariante racional na forma (III.2.7). Com isto fica
demonstrado a inexisténcia de invariantes racionais da forma geral (II1.2.1), qual-

quer que seja o valor de p. O sistema de equagdes (II1.2.10) se redug a:

Az =0, (111.2.12.q)
At+ B; =0, (11.2.12.5)

94V — By — Cz = 0, (111.2.12.c)
BV, -Cy=0. (I111.2.12.d)

Este sistema foi resolvido em 8], onde foi encontrado o potencial correspondente.
Na préxima sec¢ao vamos ver dois casos de invariantes que a primeira vista

parecem ser racionais, mas que na realidade nao o sao .

= A#* + Bi+C. (111.2.11)
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I11.3 Invariantes Psendo-racionais:

Vamos considerar aqui uma outra forma para o invariante, ou seja, permitire-
mos para o numerador uma dependéncia no momentum # e consideraremos uma
forma especifica para o potencial. Isto é, para um potencial determinado veremos se
pode existir um invariante de forma definida, mantendo a flexibilidade das fungces
que acoﬁpanham 08 momenta.

Consideremos o invariante do tipo:

_ Bi* + D
I=s5Feraerm (11.3.1)
e o potencial: }
Vi{z,1) = va'/2, (111.3.2)

Na forma (III.1.3), temos A = C = 0 e E = 1, entdo as equagoes (III.1.5}

reduzem-se a;

B =0, (111.3.3.0)
BF;— B =0, (171.3.3.3)
~BVy +BF:+BG,— D, —FB; =0, (I11.3.3.c)
BG; + BH; + DF; — D; - FD; — GB; = 0, (111.3.3.d)
V,(BG - 3D) + BH, + DF;+ DG, — FD; — GD; — HB, = 0(I11.3.3.¢)
9V, (BH — DF) + DGy + DHy — GD; — HD; =0, (I111.33.5)
DGV, — DH; - HD; = 0. (111.3.3.4)

De acordo com a equagao (I11.3.3.a) devemos ter:
Bz, 1) = b{t), (111.3.4)

ou seja, a fungao B(x,t) é apenas funcao de t. Consideraremos somente o caso
mais simples dado por #(t) = bo, onde by € uma constante. Conforme a equagao

(I11.3.3.b), F{x,t) € apenas funcdo de f se b{t) = do:

F(z,t) = f(f). (111.3.5)
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Escolhemos a forma para G(x,!):
G(x,t) = 3V (x,1). - (111.3.6)

Esta escolha é feita com base na forma de G(x,¢} encontrada para os invariantes na
secgao anterior e nos exemplos de Goedert e Lewis.

A équaqio (I11.3.3.c) d4 a forma para a fungao D(x,¢):
Dz = -BV; + BF1+ BG;z — FB;.

Considerando as fungoes V,B,F e G nesta equagao e integrando em relagao a

varidvel x, obtemos a seguinte expressio para D(z,¢):
D(x,1) = 2bovs'/? + bo f()x + d(t), (111.3.7)
A equagdo (I11.3.3.d), fornece H (x,():
BH,=-BG; - DFx + Dy + FD; + GBy,

D: F By

sz"'Gt Fx+B+BD$+BG

B

Substituindo nesta equagao as fun¢oes B,D,G e F e integrando a respeito da

varidvel x ambos os lados, teremos:

H(z,1) ——f(t)x + dbm.r+ 2f(t)vz'l?

+ F{0) £()= + A(0). (111.3.8)

As equagoes que restaram em (II1.3.2), sdo agora usadas para determinar as
fungdes que ainda nao foram definidas nas formas de D(x,t) e H{x,!).

Através da equagdo (II1.3.3.e), obtemos:

[y

6:}.1‘“”[36@3:”* ~ 3(2bove/® + bo f(t)x + d{1))]

bo(§ w5 0)s* + S s 2ottt 4 f0e + 1070 + hi0)
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+1(8)(2bovs'/® + Bo f(1)x + d(t))
+gvx"/’(2bovx'/’ + bof (f)x + d(t))
=1 (6)(bof ()= + d(¢))
—.311.'14/2 (bove™ Y% + bof (1)) = 0. (111.3.9)

Efetuando alguns cdlculos nesta expressio teremos:

— 3 - . .
“hovs + ghos J{1)s® + (d(1) + +2b0 1))z + bof(f)us'?

+ bof (vz/? + boh(t) + f{1)d(t) — F(1)d(1) = 0. (111.3.10)
Cada coeficiente de x e t deve separadamente se anular, logo teremos:
3
-;?gf(t) =0, (I11.3.11.6)
d? |
ﬂ—gd(f) =0, ([11.3.11.5)
d
i (t) =0. (111.3.11.c)
Logo dai vemos que:
it} =fo, (I11.3.12.0)
d(f) =dyt + do, (111.3.12.D)
com a equagao restante:
~ Sbov* + bok(1) - J()d(0) =0, (1113.13)

Consideremos agora a equagao (I11.3.3.1):
2V,(BH-DF)+DG;+ DH;-GD;-HD; =0
Esta equagao fica, ao se substituir as fungoes de V,B,D F G e H:
ve~ 2 (1) + 2bofove'/? + boh(t) — 2bofova? — fod(t})

+(2bguet/® + d(f)(iigl + vfor~ ) — 3uzt/2d(¢)
0

—(gg)—lx + 2fovae® + A(1)) (bove™ ) = 0, (I11.3.14)
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que, efetuando alguns cdlculos, torna-se:

2vd, 21/ + f’%ﬁ — 3dyvr!/? =0, - (111.3.15)
(o) .

Desta equagao vemos que d; = 0, logo:

d(t) = do, (111.3.16)

com do uma constante.

Voltando & equagao (I11.3.13), vamos ter:

2 .
—%bovz + boh ()

0.

Portanto podemos ver que:

h() = SvPt+ho. (11.3.17)

vo] oo

A equagdo (I11.3.3.g) é anulada com as condigoes ji impostas pelas equagoes

anteriores para os coeficientes:

B(z,t) =bo, (111.3.18.4)
D{z,t) =2bovz* + do, (I11.3.18.5)
F(=,t) =Jo, (111.3.18.¢)
Gz 1) =3vzl/? (£11.3.18.d)
H{z,1) =2fove/? + gv“'! + ho. (111.3.18.¢)

A forma do invariante (I11.3.1) se reduz a:

boi? + 2bovr!/? + do
P _ | 11319
&3+ foi? + Juxli2d + 2foval/? 4 $ud 4 ko v )

para o potencial V (z,f) = ve!/2,
Poder-se-ia pensar que o invariante (I11.3.19) fosse um invariante verdadeira-

mente racional. No entanto, a expressio no numerador de (HI.3.19} é apenas a
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energia do sistema 1/2i* + vs!/* multiplicada pela constante 2bo. No denominador

também temos um termo associado a energia, ou seja, o termo fo£? + 2fovx!/2.

portanto o invariante para o potencial V (z,{) = vx!/? ¢ dado pela forma:

TS+ Burl/2E + SuBt 4 kg

I (111.3.20)

jd discutido por Goedert e Lewis no capitulo Il e que ndo é racional.
Procuramos, agora, um invariante racional com uma ressonincia, ou seja, o

invanante de forma:

;_Ci+D
T 2+ H

([11.3.21)

Este invariante é obtido da forma (I111.1.3) definindo-se as fun¢oes 4, B, F e F como

iguais a zero e G igual a unidade. Levando-se em conta estes valores, o sistema
(II1.1.5) se redus a:

C; =0, (111.3.22.0)

CH, - C, - D, =0, (I11.3.22.8)

CH;+ DHy - D, — HD; — HC; =0, (111.3.22.c)
DV, - DH, — HCV, + HD, =0. (111.8.22.4)

Observamos que apenas a equagao (I11.3.22.d) possui uma dependéncia no potencial
dada porV,. Astrés primeirasequagoes formam um sistema que nos permite encon-
trar a forma das fungoes desconhecidas C, D e H, independentemente do potencial.
Uma ver encontrada a forma das fungdes €, D e H, podemos usar (I11.3.22.d) para
obtermos o potencial que corresponde ao invariante (I11.3.21).

Comegamos analisando a primeira equagao em (II1.3.22). De acordo com esta,
C deve ser funcao apenas de {. Vamos representar esta dependéncia como uma série

de poténcias:

Clz,t) = co+ cif + cat® + cat®. (111.3.23)



Da mesma maneira escolhemos para D) e H, agora fangoes de x e {, uma forma
em série de poténcias nestas duas varidveis:

D =doat® + dogt® + dogt + doo + diox
dgox‘z + dsol’a + dyxt + Jg,x’l + d,gxt’, (1113246)

H =h03f3 + hog‘z + hogt + koo + Byox

heox? + hsox® + hiyet + hoyxtt + huxt’, (111.3.24.6]

Estas formas sao sugeridas porque, em principio, qualquer fungao pode ser
representada como uma série de poténcias. A seguif, entramos com estas formas de
C,D e H nas trés primeiras equagoes (I11.3.22). Com isto obtemos trés equagoes
polinomiaisem x e {. Como cada uma destas equagaes deve ser igual a gero, cada
coeficiente de cada poténcia de x e f {ou seja, funges que irao envolver as constantes
€1,Cz,...,d03,do2, ..., ko3, hoz,...) deverd se anular. Para efetuar estes cilculos
usamos um programa Reduce (ver apéndice}. Este programa:

a) considera C, D e H como uma série de poténcias em x e f,

b) fatora x e ¢, indicando o coeficiente correspondente a cada grau destas
varidveis.

O sistema de equagoes formado pela condigao de que os coeficientes de cada
poténcia de x e ¢ devem ser nulos determina os valores das constantes presentes nas

fungoes C,D e H. Ou seja, as fungoes:

C = cit + ¢o, ([11.3.25.q)
D= g—kog 0113 + (hog co + %’30101){2 + hojcof +dog — €12, (1113251))
H= hog(z + ho]f + hoo . (111325(,‘]

satisfagem as equagoes (I11.3.22.a-c). Para encontrar o potencial correspondente a
este invariante, devemos considerar a equagao diferencial (II1.3.22.d), esta equagao

fornece para V{z,t) o valor:

v _ DH.— HD;
= "D-HC °
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cnja solugao é, a menos de uma fungao em ¢, constante de integracao, arbitraria-

mente tomada como sendo nula:
V(x,l) = (’tozl + hoy ).r. (111.3.26)

Entao temos o potencial e seu respectivo invariante.

Pode-se notar que o potencial {II1.3.26) é dependente do tempo, portanto cor-
respondente a um sistema nao-auténomo.

O invariante (Cz + D) /(¢ + H), com o3 valores das fungoes C,D e H dados
pelas equagoes (I11.3.28), é uma razdo de dois outros invariantes para o mesmo
potencial (I11.3.26). Isto é:

11 20.1‘ + D
. 2 3 1 2
=(c;f + 00).2' + §hoz cif” + (hoz co + 5]&0101](

+ hoi cof + doo — €12, (111.3.27.4)
Is =i‘+H=i‘+hoz(2+k01I+hoo, (111.3.27.5)

830 também invariantes para o potencial {I11.3.26).
O invariante £ + H € trivial e dd a equagdo de movimento para x. Qu seja,
podemos escrever:

£‘=I—H=I—h02f2“k01f—hw.

Integrando esta expressio nés temos a evolucao temporal da coordenada =, ou
r = z(t).

O invariante C2+D € um invariante polinomialde grau 1 em x e ja foi discutido
na literatura [34].

Em resumo, até aqui,obtivemos dois invariantes que, a primeira vista, pareciam
' ser racionais, mas nao eram. Num caso o invariante continha apenas um termo
relacionado com a energia e, no outro caso, era apenas a razao entre um invariante

trivial por um outro nao trivial jd estudado na literatura.
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I11.4 Obtencio de Invariantes Usando Computader:

Nesta secgao mostramos como se pode obter o sistema de equagdes (II1.1.5)
através de um programa de computador usando a linguagem REDU C’E’._Este pro-
grama permite gerar analiticamente as equagdes (III.1.5) para o invariante (I11.1.3) e
também qualquer outro sistema de equagses para formas de invariantes que tenham
sido originadas de (II1.1.3).

Este programa além de fornecer o sistema de equacoes desejado, partindo da
forma do invariante previamente considerado, ¢ de grande ajuda na andlise das
equagoes resultantes, uma veg escolhidas as formas para as fungoes A, B,C...H.

Embora todos os cdlculos deste capitulo tenham sido feitos sem ajuda de com-
putador, isto 86 possivel porque o sistema de equagoes nao foram complicados,
cdlculos que exijam um desenvolvimerto matemdtico mais sofisticado podem ser
efetuados através de programas em REDUCE.

O programa por nés usado é dado a seguir.

PROGRAMA:

OFF NAT$
LINELENGHT 70%

COMMENT - PROGRAMA PARA GERAR EQUACOES - (TEMPO=4) §
OPERATOR INV,4$,B,C,D ES,F,G H;

DEPEND ASX,A; DEPEND B X, 4;

DEPEND C X A; DEPEND D,X,A;

DEPENDESX,A; DEPENDF XA;
DEPEND G X,A; DEPENDHXA;
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COMMENT - FORMA PARA O INVARIANTE INV$ -
INV:=(AS*P*#3+B*P**2+C*P+D)/(ES*P**3+F*P**2+G*P+H)$

COMMENT - DERIVADAS PARCIAIS DO INVARIANTE A RESPEITO DE X,T,P §
INA;INP;INX;

INA:=DF(INV,A);

INP:=DF(INV,P};

INX:=DF(INV X);

COMMENT - DEFINICOES$
AT=DF(AS,A)$  ET:=DP(ES,A)$
AX:=DF(ASX)$  EX:=DF(ESX)$

BT:=DF(B,A}$ FT:=DF({F,A)$
BX:=DF(BX)$  FX:=DF(FX)$
CT:=DF(C,A)$  GT:=DF(G,A)$
CX:=DF(CX)$  GX:=DF(G X)$
DT:=DF(D,A)$  HT:=DF(H,A)$
DX:=DF(D,X)$ HX:=DF{H X)$

COMMENT - DERIVADA TOTAL COM RESPEITO AO TEMPO$
FACTOR P;
DINT:=INA+P*INX-VX*INP;
END$
Este é o programa que gera o sistema de equagoes {I11.1.5).
No préximo capitulo obtemos através de nosso método um caso curioso de

invariante racional.



IV. O Caso Geral.

IV.1 O Invariante:

Neste capftulo encontraremos os resultados obtidos por Goedert e Lewis no
capitulo II, secgao (II.2) e o caso geral contendo estes resultados, apresentado na
8eccdo (H.3).

Para tanto, consideramos um invariante do tipo:

D

I= g5Ferorrm (V-1.1)
para uma forma de potencial dada por:
Viz,0) = v13™0 + vex™e?. (IV.1.2)

Nesta equagao vy € v, 830 constantes. Esta forma geral de V {z,f) contém, como caso
particular, os dois exemplos discutidos por Goedert e Lewis no inicio da secgao (I1.2)
do capitulo anterior. O potencial (I[.2.1.a) é obtidode (IV.1.2}fazendo A = vy +vs,
m=n=1/2e¢= p*: 1, enquanto que (I1.2.1.b) é obtido tomando-se A = C = 0,
vi+vy=2BY? m=a=1/2eq¢=p=0.

Para o invariante {IV.1.1), o sistema de equagoes diferenciais {III.1.5) se reduz

a:
D; =0, (IV.1.3.4)
DF;—-D;-FD; =0, (IV.1.3.3)
3DV, — DFy— DG, + FD; = 0, (IV.1.3.c)
9DFV, - DGy -DH,+GD; =0, ° (IV.1.2.4)
GDV; — DH;+ HD: = 0. (IV.1.3.¢)

De acordo com {IV.1.3.a}, D(«,f) é apenas funcdo de {. Comegamos escolhendo
D(x,t) = do, onde dy é uma constante. Com isto, a equagao (IV.1.3.b) se reduz a

Fz =0, 0 que implica F(z,{) = f(f)
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A equagdo (IV.1.3.c), torna-se: 3Vy — Ft — Gz = 0. Temos, entdo, para G(,¢)
a seguinte fungao: :
G(x,8) = 8V (x,8) — f(t)= + ¢t). o (IV.14)

A equagao (IV.1.3.d) conduz a seguinte forma para H(x,():

H(z,t) =2f(t)(viz™1% + vox™tP) — ?l(—”-“%tmr’”‘*'tq‘l

2

+ L) + f(0T - e+ b (VL)

Por outro lado, a equagao {IV.1.3.e) da o seguinte H(x,!):

H{z,t) =3 m Uf.‘rz""‘“fgg"'l +3 m+n vy ve g TR
2g+1 ¢+p+1

:
% _ .
+32p — lvg.r“ Tegp+l _ mv,xm/ Fy)yPdy

t . ¢
— nvgx® / fly)yPdy + my ™! / g(y)yidy

t -
+nv2x”“’[ g(y)y¥dy + h(z). {IV.1.6)

Obviamente estas duas formas de H{x,t) devem ser equivalentes.

Vamos, agora, especificar explicitamente alguns valores para m, n,p e ¢. Desta
forma definimos o potencial (II.2.15) e simplificamosas equagoes (IV.1.4), (IV.1.5)
e (IV.1.6), encontrando o invariante correspondente.

A)Param=n=1/2 e ¢=p =1 temos o potencial:
V(z,1) = vell?y, (FV.1.7)

onde denotamos v = v; + vs.

Neste caso, a forma (IV.1.4) torna-se:
Q(z,1) = 3uz'/? — f(1)z + ¢(1). ‘ (IV.1.8)

Asg duas formas que tinhamos para a fungdo H (x,) sdo:

H(z,t) = 2f(t)vx/2t — 2052 + f(t)f;—. — g(t)= + A(1), | (IV.1.9.4)
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H
B =Lt - et [ i

1 ¢ -
+ vt [ glo)ady + (o),

(IV.1.9.5)

as quais devem ser iguais. Igualando estas duas equagoes teremos uma expressao

em £ e{ ,sendo que os coeficientes de cada poténcia de = e { devem anular-se para

que a igualdade seja verdadeira:

- 2
2f{uatlt - 2wl 4 f) T - g0+ () - %v2{3+

~

1 ¢ 1 e
§vx"’[ f{s)ydy — 5vs "’[ g(y)ydy — h{x) = 0.

Entao devemos ter:

h(z) =~ 2vz®? + ko,

h(t) = 0% + ho.

1
2
Com estes valores para as funcoes arbitrdrias:
D(x,t) =dg,
F(x:‘) :f(‘):
Gz,t) =3vz'/t,

H(z,t) = — 2023 + %0253 + ko.

o invariante (IV.1.1) assumird a forma:

1

I == - .
£3 + Bual/2E — 2ue3/? + Lu21d + ko

(/V.1.10)

(IV.1.11.¢)
(IV.1.11.3)
(fV.1.11.c)

(IV.1.11.d)

(IV.1.12.6)
(IV.1.12.5)
(IV.1.12.¢)

(/V.1.12.4)

(IV.1.13)

Este invariante corresponde exatamente aquele discutido no capitulo anterior,

na secgao (II.2),caso (I1.2.1.a).
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B)Param =n = 1/2 e ¢ = p = 0, temos para o potencial o seguinte valor:
Vi{z,f) = vz!/2, (1V.1.14)

onde definimos v = vy + vs.

Neste caso, o potencial corréspondente da seccdo (I1.2) é o caso (I1.2.1.b),
V(g,t) = -4 £ (A* + 4C + 4B¢)!/?, desde que tenhamos A =0,C =0 e 4B = v.
Este potencial estd associado a um sistema autdénomo.

Para as fungoes em (IV.1.1), temos:

D{x,t) =do, (IV.1.15.4)

)
Flz,1) =1{t), (IV.1.15.5)
G(x,f) =2ve'* — f(0)x + ¢{0), (IV.1.15.c)

e duas formas para H(z,():

H{x,t) = 2vzV2 () + f(!)i;— —glt)z+ k(2), (IV.1.16.4)
_ 3 . 1 1ye Lo _1)e ' 7 |
Hizt) = S0t~ Loatlt7(0) 4 os~! / o5)dy + F(z).  (IV.L164)

Estas expressoes , quando igualadas, fornecem:
l/n 7 x“"‘ . 3 9
20212 (1) + f(‘)? —g(t)x+ A{t) - FV I+

vel/? f(t) - —;—‘u.rc“‘/-2 ftg(y]dy — h{z)=0. (IV.1.17)

eS| -

Cada coeficiente correspondendo as diferentes poténcias de x e ¢ terd que anular-se
para que a expressic acima seja igual a gero. Isto nos levard aos seguintes valores

para ag varidveis arbitrdrias:

¢(t) =0, (IV.1.18.0)
16 =fo, (IV.1.18.5)
h(z) :éwl’lzfo + ho, : (fV.1.18.¢)

h(t) :%v% +ho. (IV.1.18.4)
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O invariante que corresponde a estes valores, derivado da expressao (IV.1.1}, com

os valores para as fungoes:

Dfzx,t) =do, - {IV.1.19.4)
F(z,0) =fo, ' (IV.1.19.5)
G(z,1) =8val/?, (IV.1.19.¢)
Hz,1) =2fovz"/? + %u% + ko, (IV.1.19.4)
terd a forma:
1 do (IV.1.20)

T Bq Joi? + 3vxl/2g + 2 foval/2 + Svit + ko

Este invariante difere daquele apresentado na secgao (I1.2} por apresentar uma
poténcia quadrada no momentum e o termo 2fovz'/?, que o invariante do caso
(II.2.1.b} em (II.3) nao contém. Contudo, estes dois termos adicionais estio asso-

ciados a energia do sistema, ou seja:
1. 1/2
E= ¥ + vz

logo nao representa um resultado novo.
C) Vamos supor agora os seguintes valores: m =n =1 ¢=1ep = 0. Isto

leva a um potencial da forma:
Vie,t) = vyet/* + ver'/?, (IV.1.21)

que é o potencial apresentado na secgao {I1.3) do capitulo anterior, relacionado com
o invariante geral (I1.3.2), o qual contém as duas formas invariantes apresentadas
em (I1.2}. Veremos aqui que nao é possivel encontrar um iﬁvariante mais geral que
contenha as formas (IV.1.13) e {IV.1.20).

Com os valores acima definidos de m, n,¢ e p, temos:

Gx,0) = 3vix 2 + v V2 — f(0)x + g(1), (fV.1.22)
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e duas formas para a funcao H(x,{):

- 2
Hiz,t) =2/ () (v15"2 + vyz'/?) — 20,2%/% 4 f(t)%—

— §(t)= + A{8), (IV.1.23.0)
1,. 8 8 1 b 1 ts
H{z,1) =-2~vff“ + —z-vlvgfz + Evﬁl - §v1x‘/’/ f{y)ydy — fvlelzf f(y)dy
1 —1]2 ! 1 —1f2 ¥ Iy
tguz g(y)ydy + 52T g(y)dy + a(z). (IV.1.23.5)

Como estas duas formas devem ser iguais, teremos a equagao:

2f () {viz' /2t + vpx!/?) — 2u,23/% + f(f)‘%z — §(6)x + A{t)

3 3 1 v 1 i
v%("" - §v,v2f2 - §”§‘ + —2—U1.‘L‘1/2/ f(y)ydy + 51’231/2/ f(w)dy

CO| et

¢ ¢ -
—-%v,x“/2 / g(y)ydy — -;—vg.r“/’[ ¢{y)dy — h(x) = 0.(]V.1.24)

Novamente aqui temos que cada coeficiente em x e ¢ deve ser identicamente

nulo . Paratanto as funcdes f{t),h(x),k(f) e ¢(f) devem assumir os seguintes valores:

g{t) =0, (IV.1.25.4)
1(8) =0, (IV.1.25.)
h(x) = — 20,232 + ko, (IV.1.25.¢)
h0) =3930 + guint® (IV.1.25.4)

O invariante {(IV.1.1) assumird a forma correspondente aos valores das fungoes:

D{z,1) =do, (IV.1.26.4)
F(z,1) =0, (1V.1.26.8)
G(z,1) =8vie"/2 + Jugx!/® (IV.1.26.c)

H(z,t) = — 2v,2%/* + %vft"’ + gvlvgl"’ + %vgt +ho.  (IV.1.26.4)



Entao o invanante serd:
_ do
x4+ (301;‘1/" + 3021“/2)i‘— 2!)1:.‘5/2 + i—v%ta + %vlvgt’ + %U%f + ko |
(IV.1.27)

Em resumo, para o potencial V{x,¢} = v;2!/2{ + v,2!/2 soma dos dois po-

{

tenciais V; = vyx1/%t e V, = vyx'/? para os quais jé conheciamos os invariantes,
encontramos um invariante mais geral (IV.1.27}. Este invariante mais geral contém
os dois exemplos de Goedert e Lewis, como discutido na secgdo (I1.3).

Podemos notar também que nenhum dos trés invariantes apresentados agora,
nem os dois exemplos de Goedert e Lewis na seccao (I1.2), sdo verdadeiramente
racionais . Eles sdo apenas os reciprocos de invariantes polinomiais.

A forma de D{z,t}, que deve ser apenas fungao de f, foi modificada para uma
fungdo de até poténcia dois em ¢, porém, em todos os casos, D{x,f) sempre se
reduziu ao seu caso mais simples, ou seja, igual a uma constante. Isto nos leva a
pensar que nao existe uma forma para D(x,t) dependente de { nesta escolha de

invariante (IV.1.1).
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Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi investigar a existéncia de invariantes racionais
para sistemas Hamiltonianos unidimensionais dependentes ou nao do tempo, isto é,
Hamiltonianos da forma H(p,¢,t) = 39 + V(g,1).

Para iniciar este trabalho comegamos discutindo uma série de trés artigos pu-
= blicados por Lewis, Leach e Goedert [10,36,37]. Em seu trabalho, os trés autores
citados acima se propuseram a ercontrar invariantes racionais partindo de uma
forma para o invariante que € uma razao de dois polinémios. Apds desenvolverem
uma teoria bastante elaborada, eles chegam a uma série de equagoes integrodi-
ferenciais, (I1.2.5-6}, que precisam ser resolvidas para se obter o invariante para
um determinado potencial (veja, por exemplo, o sistema de equagdes gerado para
os invariantes do tipo {I1.1.37-39)). Estes sistemas de equagbes nao sao triviais
de serem resolvidos. Isto pode ser observado de um exemplo apresentado pelos
autores e que foi discutido na secgao (I1.2) do capituloII deste trabalho. Os autores
tentam chegar a um invariante racional com poténciasem p de ordem trés, para dois
potenciais, um dependente do tempo e o outro nao, nao obtendo ao final nenhum
invariante verdadeiramente racional, mas apenas reciprocos de invariantes polino-
miais.

No capitulo IIl discutimos a aplicagao do método direto, apresentamos um
invariante que é razao de um polinémio de grau 3 por um outro de grau p, neste
caso chegamos a conclusio que nio existem invariantes do tipo (I11.2.1) para p > 4.
Ainda neste capitulo, calculamos e discutimos dois invariantes que a primeira vista
parecem ser racionais, mas que na realidade nao sao.

No capitulo IV, através do método direto, obtemos os resultados apresentados
no capitulo Il e uma forma mais geral de invariante contendo estes resultados, que,
a principio, nao € uma solugao trivial. _

O sistema de equagoes gerado a partir de nossa forma de invariante é bastante
simples se comparado com o sistema de equagoes que precisa ser resolvido dado no
capitulo II. A teoria desenvolvida no capitulo IIl é bastante direta e nao envolhe
calculos matemdticos elaborados. No capitulo IV encontramos um invariante mais
geral, que contém como casos particulares os resultados (I1.2.1.a-b) dados na litera-
tura. Este invariante foi obtido para um potencial que é uma soma dos potenciais
correspondendo aos invariantes (II.2.1.a-b).
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Como contribuikao, este trabalho trouxe um novo resultado de invariante para
um sistema Hamiltonianounidimensional definido na equagao {IV.1.27). A obtengdo
de invariantes verdadeiramente racionais permanece um problema aberto.
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Apéndice

Neste apéndice apresentamos o programa que foi utilizado para chegarmos aos
coeficientes de x e f das equagoes (IV.1.2), eles foram gerados em um computador
IBM 4341 usando a linguagem de manipulagao algébricaREDUCE 3.2 . O programa
 édadoa Seguir:

Programa:

OFF NAT$ LINELENGTH 70§

COMMENT  PROGRAMA §
COMMENT  ESTUDO DE INVARIANTES RACIONAIS - TEMPO=A$

ARRAY COFX(10),COFA(10)$
PROCEDURE EQUACOES(INVAR)$ BEGIN SCALAR KONT$
NXMAX:=COEFF(INVAR(X(COFX)$
FOR JJ := 0:NXMAX DO
BEGIN
NYMAX := COEFF( COFX{JJ),A COFA)$
FOR LL := 0:NYMAX DO
IFCOFA(LL) NEQ 0 THEN
BEGIN KONT := KONT + 1%
CFT(KONT) := COFA(LL)$
END$
END$ A
FOR III := 10KONT do WRITE CFT( I, )= ,CFT(I)$
RETURN KONT § |
END$

OPERATOR CC,DD HH EQN CFTS

GMLX := 38 C:=D:=H:=0%

FOR J := 0:GMAX DO C:= C+CC(J)*A**]$
FOR I :=0:GMAX DO



FOR J:= 0:GMAX DO IF I+J LEQ GMAX THEN
BEGIN

D := D+DD(IJ)*X**I*A**]$

H := H+HH(LJ)*X**I*A**J3

END$
C,D;H;

HX := DF(H X)$
HT := DF(H,T)$
DX := DF(D,X)$
DT := DF(D,T)$
CX := DF(C X)$
CT := DF(C,T)$
FACTOR X,A$
EQN(1) := CX;

EQN(2) := C*HX-CT-DX;
EQUACOES( EQN{(2) );

EQN(3) := C*HT+D*HX-DT-H*DX-H*CT;
EQUACOES( EQN(3) );

COMMENT - VALOR DO POTENCIAL$
VX := (H*DT-D*HT)/(H*C-D)$

V = INT(VX,X);

END$

b9
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