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RESUMG

Necste trabalho ecstudamos o modelo de Ising em  uma rede
cubica semi—-infinita. Consideramos um modelos magneto—elastice cam
uma pressﬁo.uniaxialg onde oz ilons vibram somente em uma direcg3c
perpendicular aos planos cristalinos. Na aproximagdo de cCampc
médio, determinamos o diagrama de fases pafa o=z acopla¢entos
criticos de superficie em fungdc da press3o, e o perfil ds=s
magnetizacg3c. Utilizando o grupo de renormalizac3o de campo  médio,
determinamos as superficies criticas do modelc de Ising ne rede
cubica semi—infinita considerando blocos de até 25 spinzs. ©C
resultado que obtivemos para o acogplamento critico de superficie ¢
comparavel! aquele obtidc através de simulacao de Monte Carlg nesse

mesmo modelo.
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ABSTRACT

In this work we study the Ising model on =2 semi—infinitE‘
cubic lattice. We consider a magneto-elastic model under the
influence of a uniaxial pressure and where the ions oscillate only
in & direction perpendicular to the crystalline planes. In the
mean—field approximation, we have determined the phase diagram for
the surface critical couplings as & function of pressure, and the
profile of magnetization. By using the mean—field renormalization
group, we have determined the critical properties of the Ising
model on & semi—infinite cubic lattice, considering blocks of up to
2% spins. The result we have obtained for the surface critical
coupling is comparable to that determined through Monte—Carlc

simuiations on the same model.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

O inﬂeresse pelo estudo do magnetismo de superficie tem
aumentado muito nos Gltimos anos. Com o desenvolvimento de técnicas
exﬁerimentais gque permitem obter informagd®es acerca do ordenamento
magnético  na superficie dos cristais, houve também,
simultaneamente, um grande interesse tedrico com aplicagBes de
di versas técnicas e métodos desenvolvidos em Meclnica Estatistica.
Entre as técnicas experimentais de maior sucesso no estudoe do
ordenamentoc magnético de superficie estZo a difrag3io de elétrons
polarizados de baixa energia, espectroscopia de captura de elétrons
e a ressonincia de spins eletrdénicos. No trabalho de revis3o de
Celotta e Pierce (113, podemos encontrar uma descrig3o das técniéas
recentemente utilizadas.

Un problema gue despertou um enorme interesse foi o
aparecimento de wuma fase ferromagnética acima da temperatura
critica do cristal. Ou seja, para uma rede semi-infinita de spins,
gue apresenta assim uma superficie livre, é possivel de se ter uma
configuragfo do sistema a uma dada temperatura, na qual apenas os
. planos préxi mos a superficie livre do cristal estejam
magneticamente ordenados, enquanto que os planos mais internos ja
se encontram em uma fase paramagnética. Por exemplo, para o ion
terra rara, ©Gadolineo, observou-se gque a temperatura critica do
cri'stal ¢ de 293K, enquanto que ¢é possivel de se encontrar um
.ordenamento magnético de superficie até a temperatura de 307K [21.
'Esse:tipo de comportamento também tem sido observado emvdiversos'
elementos dé familia das terrés raras. - v . ' ' o
‘ Os mecanismos que levaﬁ’a esse tipo de comportamenteo nZo
s¥o suficientemente conhecidos,‘ pois existem poucas informagBes
acerca do tipo de ordenamento, se ferro ou antiferromagnético, se
Oos spins séo localizados ou itinerantes. Por outro lado faltam
£ambém informagBes sobre as magnitudes dos acoplamentos de
intercambio préximo a4 superficie, se existe uma reconstrug3o

cristalina préximé a temperatura critica do cristal; etc...



Do ponto de vista tedrico, diversas técnicas tem sido
utilizadas: Teoria de Campo Efetivo [{3-5), Expansfes em Géries de
Altas Temperaturas [6], Simulac®es de Monte Carlo [7,8]1, Grupo de
Renormaliza¢c3o [9-11], Método das Fung@es de Green [12-14]. Uma
revis3o sobre os diversos tratamentos tedricos utilizados pode ser
encontrada nco trabalho de revis3o de Binder [13].

Neste trabalho consideramos um modelo de Ising em uma
rede cubica seﬁi-infinita. Além disso, vamos supor gue os .iDnS
possam realizar peguenas oscilag®es em torno de suas posicBes de
equilibrio, numa qiregio que seja perpendicular aos planas
cristalinos. Uma press3o uniaxial também € aplicada nos planos da
superficie. |

0 estudo de modelos magnéticos compressiveis ja vem sendo
realirado ha bastante tempo. Entre os modelos mais discutidos temos
o modelo proposto por Domb [161, no qual a integral de intercambio
degeﬁde apenas do espagamento da.rede; o modelo de Baker e Essam

{171, onde as flutuagdes microscédpicas da rede s3do consideradas,
porem s3o desprezadas. as tens8es de cisalhamento .entre as cadeias e
o modelo de Jasnow e Wagner [18], onde as flutuag®es . micréscépicas
s¥0 caonsideradas, mas a tens3o de cisalhamento ¢ considerada
infinita. Em um trabalhg recente Henvrigques e Salinas [19] revisaram
esses mbdelos no contexto do grupo de lrenormalizagzo e obtiveram
diferentes Hamiltonianos efetivos\>de spins de a&acordo com as
condi¢Bes de cantornd utilizadas.

' Mo  capitulc .2 deste traﬁalho, derivamos diferentes
Hamiltonianos efetivos dé spins para o maodelc de Ising numa reds
cubica semi—infinita5 submstida & uma pressiﬁ'uniaxiéi. |

No capitulo 3, estudamos o perfil da maQnetiza@SQ- e o
diasgrama de fases obtidos paré dgiferentes combina¢gdes ‘dos
parametros de intercambio da superficie e do volume. Discutimos o©
problema da_descsntinuidadé da derivada da - curva de magnetizagio
dosﬂplanos_supe;ficiais na temperatura critica de voiume. Como em
nosso Hamiltoniano efetivo de spins a integrél de ‘intercambio entre
planos ¢ dependente da press3o externa, discutimos também o
compartamento do diagrama de fases embfungio deste parametro. Os
resul tados nesse capitulo foram obtidos na aproximagio de campo
.médio.

No capitulo 4,brealizamos um estudo do modeloc de Ising
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numa rede cdbica semi—-infinita através do grupo de renormalizag¢3o
de campo médio. Utilizamos as duas versdes deste método, a fim de
determinar o acoplamento critico de superficie e os expoentes
criticos do modelo. Consideramos blocos com até 25 spins e os
resul tados indicam que, dentro do grupo de renormalizag3o de campo
médio, & medida que os blocos comegam a crescer ds valores dos
parametros criticos nfo variam apreciavelmente. Em particular,
para os sistemas acima de duas dimensdes, ocorrem oscilagdes nos
valores dos parametros criticos, fato ja apontado anteriormente por
Indekeu e colaboradores[Z21] para o modeleo de 1Ising em trés
dimens®es.. 0Os valores obtidos para o acoplamento critico de
superficie, sXo cada ver mais préximos daqueles determinados por
simu}ag&es dg:ﬁonte Carlo, 2 m=dida que auméntamos' o tamanho dos
blocos. _%inalmente, apresentamos no capfitulo 5 as principais
conclusBes deste trabalho e discutimos algumas possiveis extensSes

do mesmo.
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CAPITULDO 2 - MODELOS MAGNETO-ELASTICOS EM REDES GSEMI-INFINITAS Dt
SPINS DE ISING ‘

Neste primeiro capfitulo, estamos interessados.unicamente, .
em obter Hamiltonianos 'efetivos de spins. para alguns' modeles
magneto—elasticos. Nosso objetivo ¢ eliminar as variaveis puramente
mecanicas do Hamiltoniano original (momento € posig3oc dos f{onsj,
para obtermos wuma express3do para a @ energia em fungio - da
distribuigdo dos spins e da press3o exercida sobre o sistems. OA

modelo por nés considerado, pode ser visualizado na figura 1.

v // s PLANDE
i S 7 CRISTALINDS

™
N
N
N
AN
“
AN

L)
P
o
~

ANALATARANARAAANAA AN AN
AN
AN
N _
' .
AN
\J

W
N
N
AN
\\\
N

Fig.i— Representag¢gdio esquemadtica da rede considerada com -as

intera¢®es utilizadas neste trabalho.

Consideramos uma rede cubica simples de spins de Ising,
com uma superficie livre. Vamos supor ainda que, a nossa rede possa
ser dividida em N planos paralelos. & superficie. Ecstaremaos
particularmente interessados no comportamento uniaxial do wmodela:
apenas o movimento dos ions na direc3o perpendicular aos planaos
seri considerado. Sob este aspecto, o modelo mecanico &
essencialmente unidimensional. Como veremos, podemos considerar o
movimento dos Atomos dentro de um dado plano como independentes,

ou ainda, como se movendo rigidamente com o plano.
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Em ambas as Sinuagbes; assum mos que‘a constante de
troca entre os fons do mesmc planc € lndependente da’s vibragBes dos
mesmos, j& gque mecanicamente o sistema ¢ unidimensional.

Relativamente 2a cinética da rede, esta pode sofrer
deformagdes macroscédpicas e microscédpicas, a saber: macfoscépicas
s3¥o aquelas variag®es do par&metro de rede, devido as mudangas de
temperatura em relag3o a uma dada temperatura de referéncia To e a
ag3o da forga A. Assim, chamando-se de a © parametro de rede, a
temperatura T e press3oc A, a=al(T,X>, aoc=alTo,0>. As oscilag¢Bes
microscdpicas sao aquelas que surgem aleatoriamente como
decorréncia dos deslocamentos dos ions em relag®3oc as suas posiges
de equilibrio na rede.

Os dois tipos _de deformag:&es sZo igualmente importantés e
devem ser incluidas no problema, para vrr‘xelhor descrever as
propriedades termodinadmicas do sistema, pois possuem 2 mesma
constante elastica e participam com energias da mesma ordem de
grandeza. Por .exemplo c modelo utilizado por Baker e Essam [17],
leva em conta os dois tipos de Adeformagio, ao contrario dec modelo
de Domb {16], gue sé leva erh conta as fldtuag&es macroscédpicas.

Devemos mencionar ainda, o fato de que ¢ sistema
puramente elastico, possui algumas anémalias. Em primeiro lugar, o
sistema € mecanicamente instavel ;‘xa auséncié de interagdoc com os
- segundos vizinhos {18]. Sabemos ainda gue, para gue possa haver
contragdoc da rede, deve existir um termo anarmdnico no potencial
elastico, _problemav este, bem conhecido em fisica do estadec sélide
[221. | "

Comeo estamos interessados no vaiment,o dos fons, apenas
na direg3o perpendicular & superficie, podemos considerar um
conjunto de linhas de fions perpendiculares a superficie. Portanto,
n3c consideraremos vibrag@es idnicas dentro dos pﬁl.anos cristalinos
ou varia¢ges do parametro de rede em géral, sendo gue suas
constantes de troca, ser3o independentes de quaisquer efeitos de
temperatura e press3o. |

Dentre os cinco tipos de condigBes de contorno gque
usaremos, em trés o volume da rede sera fixado e o trabalho da
forga A n3o aparecera explicitamente no Hamiltoniano. Neste caso,
cbteremos © Hamiltoniano efetivo de spins com a dependencia da

variagdo do volume da rede (Ca-aod). Quando n3o fixarmos o volume,

s,



estaremos trabalhando ..no ensemble de pressBes e o© Hamiltoniano
efetivo sera obtidd como fung¢Zo de Z\.

Neste trabalho, vamos considerar gue as defdrma;:ESes sejam
. do tipo harménico e sé dependa da disténcia entre os ions vizinhos.
O potencial de interagloc ¢ dado por,

' 2
“P-(X}L-\-l - xA): (‘po"+ %): K (x,u»x' XJ-—&O) i=1.2,....N1 <2-1>

Onde Xi e Xi+1s S3Fo as coordenadas dos ions vizinhos, ¢o e K sZo
constantes positivas. As constantes de intercambic s3o linearmente

dependentes da distAncia entre os ions e s3c dadas por,

I = Xa) = T - F(Xy,, - K- Q) B | ca-2>

onde J e j s3o constantes positivas no casc ferromagnético. No
primeiro plano representamos por Js a constante de intercambioc e
nos demais planos por J.- Apenas entre-o primeiro-e o segundo planos

a constante ser& dada por,
. L i
J (X%, - Xy) =J -4 (X2 — X3 —Qs) . -2

A seguir, estudaremos cinco casos particulares com.

condigoes de contorno distintas.

_1_9' caso - Planos rigidos - Ultimo plano fixo:

Neste caso, ©s planos de ions se movem rigidamente, com
a superficie livre movel e o UGltimo plano imével. O Hamiltoniano

para este caso e o seguinte:

N-i - & N-) v
o 2
= Ns g 2 + Ns ; [%1‘—% K (Xpey = Xim @) ]+ Ns)\[X‘N-Xr(N’i)&o +

- JSZ Oin Gin — J Z X_—_ n G, Z. [3 k- xa- %85m6u+

Lz2 AN
- .LZ;; ZJ\: [J - J'.(X*+l —x*"&")]a&n Gaws n - (2-4>

&



Onde Ne ¢ o numero de spins em cada piano, N em cada linha, pi o
momento linear da 1-ésima particula e m a sua massa; é e a forga
gue atua em cada uma das linhas. O primeiro tefmo representa a
energia cinética dos ifons .o segundo a energia potencial elastica,
o terceiro, o trébalho realizado pela forga externa. Os demais
termos s3o as contribuig¢Bes devido a interagdo de intercambio entre
os spins de Ising Coir=*1>. Os indices r e r’' s80c para designar

posig¢des dentro dos planos. Escrevendo que,
e fazendo-se a seguinte mudanga de variaveis,

= Maey =M
2-5>
U = My
pocdemos escrever a seguinle espress3do para a fungdo de partig3o

desse modelo:

oo

Z(T: >\f NT) - Z.. (f‘i di}*) (}:‘1 d-‘,\r*) e‘ﬁH 6 (N—N)

J
-{Gu\} J Ce-6>

onde introduzimos a fung3o delta de Dirac para fixar o dUltimo
planc, Nt=NNs & o numero total de spins e =1/KT (sende K a
constante de Boltzmman e T a temperaturad. Podemos integrar em {pi)

separadamente,

N wu-.\ v-pﬁ ‘
Z(T‘)\lNT) :{E} j (I‘L dl\)';.) é)(N'N)J }’ll:ldrh € ; Ce-75
ou seja,
o0 - [ Pf— T Ei'__l_; .
J T dp. exp(-pNs > Zm\) = (—Z—ﬁ—rfl | cz-8

-a

Explicitando a fung®oc de partig8o,



N’l i I ) -
Z(T X Ng) = i%ﬁ—s—) gg——_\ exp 'B{JS };; € Gipe * JZ_ Z—- @r\an‘_\t :

A=3

‘. * N . u- o | i
[ I;&N* exp "ﬁ[NSi .((po+él—}<m32)+m)\§ n, - (Jl 4 NL)ZG'lnGZR-»

-

N-i : ,
- E,;;U-&“&)Qn@m}é(m‘u) . c2-9>
. e
Como o integrandce independe de ¥rn , podemos escrever gue,

f §(wa) i = 1

Separando © gue vai ser integrado em {vil,

(Z;Tt m 52:,; A o
e ) exh [N 0Ge] S expal 3 Gag +
{G‘;\} axnt

Z(T M Nq) =

.+JZ__Z——6;;\C).,;J+J*Z___G:;\GZ}\ +J£Z&n@;;r\ }‘
) ~ A= N

fjr expﬁ,{mxsz LS GG + Nsh) vy +
+ Ns)“}:z .+ 4 f (5 Gn@m)mj (2-10>
A= A=z=2 n

Integrando,temos finalmente,

‘ ' N .
Z(Tl>\‘:NT): (_/i_-::;Th_ exb[BNs(N l)(‘f’°““)1z}exb/ﬁ"

1 . S | o o
A [ (5 Gn )+ ¥ 2 3 GG + (3 A S G o +

+'(J+—);f)f26,@+m +Jo 2 G Gm.+J}:>: hﬁ;c} ca-11>
. =2 N _ ARt x=2 AN

O Hamiltoniano efetivo de spins para este caso fica :

i = g [ (2 n ) + 8 52 (20 V(00 4 ) 56,600

_(U"' _St)gz J\G#ln = Js §‘6_;,\6‘U" ‘JZNZ 6;;\ Gint 2z-12>
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Podemos observar que a medida que a forga A aumenta, a
magnitude das constantes de intercambio também aumsnta, como era de
se esperar, pois a distancia entre os spins tende a diminuir.
Notamoz o© aparc«cim«:«nLo de interagBoz de longe alcance entre eopine
de planos vizinhos, © que na prética. ajuda a impedir flutuagBes de

s_pins‘ [18), pois agrupamentos 4424 € 44,4 S3do menos energéticos

que g1l

29 caso - Planos rigidos - primeiro e ultimo planos fixos:

.Aqui n3o apar»evce explicitamente o trabalho da forga X,
pois © primeiro plano ¢ fixo. O Hamiltoniano neste caso ¢ o

seguinte:

.

¥ Ng Z‘fj [‘P';."'—L(‘ (X—Lur“nx*;a‘J)ZJ - Z; [Jl—él(xz“ Xy -O‘)]an@_n +

bl
M AL=1 Z

. M-y
A =2

nant

— g Zn: [J 'J_(Xu.\-‘ X*‘GO)]@“CHJ\ - J.S 2_6;;\62:\ -7 ; g‘ GinGres n

C2-13>

A fung3o de partigdo para esse modelo torna-se,

Z(T,N¢) = {Z} S (F, db) (R dx) $0x,-0) § (u-Na: @
Gin) Lo ‘ '

= | R (F dis) § ) $(2 ) €7

c2-14>
i'ﬁn} - —;

Obser vando gque escrevemos,

X ‘-‘-J- a + M

e fazendo-se a seguinte mudanga de variaAveis,

e = M)

, C2-15>
W = My — Mo

e notando que a fung3o delta, que fixa o Ultimo plano, pode ser



‘representada por,

é(f”x)=ﬁj exp (1/35-;?:"&)‘15 ) c2r1ed

ocbtemos, apés integrarmos sobre todos os valores de pi , vi e s, a

seguinte express3o para a fung3o de pariigzo:

T N2 N-z ‘
Z(’T.N‘r) =(Z) ﬁ-ﬁz exp -piwsm-x)[(w Kla-ag?] -
- [Jl-—é}(a -c.,,):, ;Gn\ Gzn -{J - (Ha'a‘)] E Z 6:1\6;11:\.— m [‘}1 l( ;Gn@n)2+

2N , 2 1 » Nl 2
+ ¢ g(; G:m .uin) J+ ZM.NS(N-l)K ((}igan on + (}Lﬂ%\_an@ﬂ,\) c2-17

T

cujo Hamiltoniano efetivo de spins sera:-

Hgg = f[JL-JL(G-'Go)] 4;6»@;\“ [J—J’ (Q--QJ]

N-} .
+ 1 1 + 2
c2-18d
Observamos. portanto, gque no caso de planos rigidos e volume

constante, surgem no Hamiltoniano efetive, interag@es de pares de

. spins - de planos vizinhos, por toda a extensdo destes planos e

. interagBes de pares de spins de planos vizinhos com pares

- semelhantes de guaisquer cutr_ds dois planos.

gg caso - Planos n3c rigidos - ﬁltimo.plano fixo:

No caso de planoslngo rigidos, as linhas de spins podem

se movimentar independentemente umas das outras, Ja4 gque nosso

10 -



modelo mecinico é essencialmente unidimensional. Neste caso, temos

o seguinte Hamil toniano:

s )_’_— .P_L_L N ; NZ-[LYO+ LKy - X )z] + zﬂ:)[xu‘xl‘(N'l)Qg)+

Aw L A=)

AR

- Js J\Z!;‘ 6:\3\.6.1)\‘ - ; [Jj-él(XZn- Xin -.0‘°>]6“,6;,\ -J Z 6‘;" 6”" B

- Z‘ Z [‘] JO(M"‘“ _. “" Q°)] 6:.1\ 6:(*1)'\. (2-19>

Escrevendo que:

Xi= Lag +uy
e fazendo—-se a conveniente mudanga de~Variéveis,
VL= Ajey —My

' c2-200
'\"-N:JJ-N

podemos escrever a seguinte express3o para a fung3do de partigHo:

ziran =2 T j (F* dpon) (7 ) ) €]

6.} (2-21>
Realizando-se essas integrais, obtemos,
(N-L)Ng (N-uNg .
= (2% . 2
2T ANe) = ( 3) (52) * Ex}; —/B)Ns(N 1)(90—1- _
_ 2 v_ . i ‘
R ) F exp pl(ate ) 3 GGt
Gu\} ' -
N | 3
+(J+—)ZZ A41A+ISZ: '+JZ.;-;\,6:U\6;R'.}'
, cz-22>

O Hamiltoniano efetivo que obtemos ¢ o seguinte:

11



Hl—f = _(Jl + '_kil); GinG2n —(J*.\ lk'&)i Z 41\6-).417\ +

~ 1, I G,

D S o

2-23>
Observamos que o Hamilitoniano efetivo de spins obtido
ensemble de press@es n3ao apresenta intera¢3c de quatro spins

no
4= caso — Planos n&o rigidos - Primeiro e dltimo planos fixos
O Hamiltoniano para esta condig3oco de contorno. ¢ o
seguinte
N-L bfi N-L « ' v
-5 5 B S e famxen’]- g G +
)} iy
S [F - - %m0 [GnGon ~ I3 566
- 1422 nxt
g ft; [T ¢ Oues = X &) |CinGaey c2-24>
Com a seguinte mudanga de variaveis,

X‘,.:./LC\. + AL
WL-_MJ..,* —J
f\S‘e ="Ml

a fung3o de partig3o tdrna-se.

e-25>

.

. dpur) (T (1
2000 =2 1 [ [ CF, o) (F, ) 818 (52 ) €

'R

L2262
iz -



A fung3o delta toma a ‘mesma representagio do segundo caso, e a

fungio de partigdo fica,

2o = (25 (N [ | enpalusfag,

+ 3 (N-1)(a-a.)’ - [ £ (N- 2) ¢ ]} Z ex[:ﬁ“J -4 (0-ad 2 Gl

| N-3 ' 2
+[J 10-a9)] 3 T i = T (P GG 4} 5 GinGesn) +

2(N-1)K N
- N ‘ ,
+ s 2_ GaGn + J2_2 0.6, . - c2-27>
nn A=2 nnt

O Hamiltoniano efetivo é,

an = —‘[Jl— Jl(a'ao)} 2; GinOzn _—[3‘3(6“0“’)] i ZJ;—— OinGoin +

Z_((} OinGon + &Z A)\G-A#l}'\) Js ; 61:\611\' -

Z(N J.)\-\

-J izanﬁn‘ v \

q=2 N : _ c2-28>

e vemos, que neste caso, as interag¢gdes entre pares de spins, sé

ocorrrem dentro da mesma linha.

52 caso - Planos n3o Rigidos - comprimento total ‘das linhas €&

constante:

Assumi fnos’. por razSes fi éi cas, gue o ’l:Il time plano & fixo
e usamos - como condi¢io de contorno, que o comprimento total | das
linhas €& constante, ou seja, a soma dos compri méntbs de todas as
linhas n3o varia. Mas comé o volume do sistema & proporcional ao
comprimento total das linhas, ent3o esté sera . constante e
consequentemente, o trabalho da forga A n3o estar& representado

explicitamente no Hamiltoniano. O Hamiltoniano do sistema ¢ dado

i3 -



pela seguinte expressio:

T’N

=Z;f ~ +>;_Z—_[(P+—(xm,\- ‘-ao)]—

. Az

1 Cn G =T 5 GaGw — 5 [ 7= 0t 4

"'2— Z [J d’(xuu,n" XL:\—a°)}6:U\ G,L-H,}\

nou=

(2-283

Com a mudanga de variaveis,
Xi=_Lo + i
o= May AL

= u

N-1
> (xe=Xy) —~Ns(N-1) a = ;;Nﬁ( . |
" B c2-30)

A fung3o de.parti ¢3o torna-se,

7 (TN = 3 W[,S (“n’ Abm)(n dﬂr)é(nru 'B“Jé(Zan) .

{GAJ\‘ -0 “=d
C2-31>
Representando a fung3o delta por,

<S(2: ;;;nﬁ)"'—~‘ j (ﬁS<3xb()%55 z::z::m-)

A=)

Obtemos a seguinte express3o paré. a fung3o de partigzo:

14 -



(N -l) Nsg

- | (Nﬂ Ns 12
Z(TNr) = (B2) 2 (ﬁ—'} (‘;ﬁ;"g) exp "/SiNs(N—-l)[(Po +
+ %(o,-aa)?‘J - E’% [J‘Z + ola(N-z)]} Z EX)O/gi[J‘—J*(a-ae)}}:@n@n-r
+[3-Ha-0a] 5= 37 GaGuin + 1, T Gnlin * T2 Gnlin +

_ m(&‘;an@;\ +&Z_Z +xn)} c2-32>

O Hamiltoniano efetivo neste caso ¢ dado por:

My == [0} 400 0] 57 Gaon = [3- 0 (60015232 G G +

A*l N

JETET LRSS B ab ag SN SS9 MR

n

N

—IT 0 GnGin .

AN a=2 2-33

Observamos que os interag¢gdes de quatro spins s3o entre pares de
spins sobre toda a rede.

Podemos agora tirar algumas conclus@es dos resultados
obtidos. Em primeiroc lugar, quanto a forga A, atuante sobre cada
fon da superficie, podemos observar que, se o seu sentido positivo
é aquele mostrado na figura 1 C(que comprime a rede) ent3oc o
trabalhe desta forga, ¢ definido como negativo sobre o sistema,
pois a deforhagao volumétrica faz-se em sentido contréario
(Xn-X2-Cn-12ad. Por outro lado, vemos que J(xX) cresce com a
aproximaggt) dos spins, e conseqﬁentemente, com A, como podemos
constatar nos Hamiltonianos Efetivos'Cch3=Jo+jk/kD Entgo, como Jo
& constante,poderiamos solicitar a. rede com uma forga A negatlva,
no sentldo de trac1oné—la, e tornar JCAY negatlvo, passando o©

‘acoplamento. de ferromagnétlco para antiferromagnético.

Desejamos agora, tecer algumas considerag@es a respeito
do aparecimento de 1ntera¢6es de quatro spins. Nos casos 42 e Sg,
observamos que, se fixarmos o comprlmento de cada linha Ccaso 4,

aparecem interagBes de quatro spins entre pares de spins dentro da

15



mesma linha, e, se‘fixamos o comprimento total das linhas Ccaso /5
surgem interagBes entre pares de spins de qualquer linha. Notamos
também, que estes termos sZo sempre positivos no Hamiltoniano
efetivo. No 22 caéo; em que os planos s8c rigidos, também fixamos
o comprimento das linhas, e embora haja do;s termos no Hamiltoniano
efetivo com intefa¢8es- de quatro spins, o© térmo"positivo é
dominante, pois apresenta um produto de pares por toda a rede e
-contém  todas as combinac&és do termo negativo. Portanto, se
fixamos o comprimento das linhas, teremos no Hamiltoniano efetivo
um acréscimo de energia devido aos termos com produtos de pares de
spins. _ ‘ '

Noe caso de planos n3o rigidos, se n%o fixamos o
- comprimento das linhas, n3o surgem 1n£era¢Ges de quatro spins. Mas
no caso 1, planos rigidos, onde n3oc fixamos o comprimento das
linhas, surgem interag®es de guatro spins entre dois planos, porém,
de sinal négativo. A diferenga, ¢ gue neste caso, as flutuagles
microscépicas s%o também flutuagBes macroscdpicas, pois os planos
s%3o rigidos, e isto o torna semelhante ac medelo de Domb [18], no
qual também surge um termo, de produtos de pares de spins, gue é
negativo diferentemente do model o com linhas de spins
independentes, modelo de Baker-Essam [17], em que as interag¢g®es de

quatro spins s¥o positivas.

i



CAPITULD 3 - PERFIL DA MAGNETIZAGAO NA APROXIMAGAD DE CAMPO MEDIO

_ _ -Nesté capitulo determinarémos a energia livre de G6Gibbs,
‘do sistéma_ de  spins na aproximag¢3o de ca%po médio, e
consequentemente as magnetizagdes dos‘planos cristalinos a partir
de um aado'HamiltonianoAespecifico, obtido no capitulo anterior.

| Assumiremos que .a magnetizaglo ¢ uniforme em cada plano,
variando-analiticamenta da superficie ao interior do cristal.
Poderiamos tratar qualquer um dos Hamiltonianos efetivos de spins
. obtidos anteriormente, mas optamos por aquele que obtivemos para o
caso de planos nio rigidos com o dltimo plano fixo (3g caso). Os
cadlculos serfio mais faceis de se realizar e os  resultados obtidos

podem ser comparados com os existentes na literatura.
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3.1 ~ ObtengH3o das magnetizag¢Bes planares:

Vamos obter a energia livre, através da desigualdade de
Bogoliubov, j& que n¥o temos como desenvolver exatamente a fungdo

de partig3o. Representamos o Hamiltoniano genericamente por,

H= _é—%‘ J.,G. 6, , | C3-1>

onde Jij descreve a intera¢Xo de troca entre ions nos pontos‘f e 3,
gue s3o primeiros vizinhos. Vamos wutilizar a desigualdade de
Bogoliubov para determinar um limite superior para a energia livre

do sistema. A desigualdade de Bogoliubov pode ser escrita na forma,
F(H)C FHD + <H-Hy, C¢3-2>

onde FCHD e FCHo) 's&%o as energias livres relativas aos
Hamiltonianos H e Ho respectivamente. Escolhemos como Hamiltoniano

tentativa,

H,,=‘§."hﬁ ) C3-3d

onde os n, s%o par&metros variacionais. Calculamos o valor médio de

o, no ensemble definido por Ho:

>
(Gy =402 E
) e”
o}

T%hﬁ"hz"ﬁi )

C3-4>

onde ml-é a magnetizag¢3o por spin, que serd portanto, a magnetizagl3io

do planc que © contém. Calculando a fungdo de partigZc para Ho,

{Zﬁ:} e = IT(Z corh 2, ) 3-8

e a enérgia livre torna-se,

18



I
: ¢
. J
onde Ns ¢ o numero de spins por plano e N ¢ o0 nuamero de planos

cristalinos. O valor médio de Ho é,

<H0>H — {6"‘ ( ;"]}6}) eXP(ﬂ§ ",‘ -‘:%-")ij

2 explp G ) '
{6} | | (3-7)

e o valor médio de H fica,

2— [-4 ¢.q6,] e” ° D
<HY,, = g =3 T Ty
Z: e“ﬁ*”o o ) AJ'
iG} :
(3-8)
Entaoc,
F(H) ¢ FHa+ <H-Hady =K TNgNLm2 + Ke] }:,@“(J rm?)—
i
f}‘gj*&"”“’““el*z;’v"m—f ‘ (3-9)

A equa¢io (3-4) pode ser escrita como,

mMi= .l_;. anc tgh v = L IM(.A_‘L__’V“Z.) ,

4
P2 l‘-nm;
que substituindo-se em (3-9), torna-se,

| F(T,ma2, Ns,N) ‘% g J,L} v, oy ¥
Pt I [(A5) 110 (5 b 1)

Como a energia livre é minima no estado de equilibrio,

@.E.:O

g ) i=1,2,...,n (3-11)

obtemaos o sistema de equag¢gdes,
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-2(2.3sm, + 24 Jl(x)"“z) + KgT Am lel_) =0
’ l-rmny

—2(21 JL‘X) my +Z, 3"“2 +"Zi J()) My ) + KBT ,em (—__i+mz ):O

- Mg

Y-y

2(Z I L, 42 T s+ 20T ) + ke T Am (hﬂm):o

(3-120

onde Zo & © ndimero de p.rimeiros vizinhos no mesmo plano e Zi, entre
planos adjacentes. No caso de uma rede cuUbica simples, Zo=4 e Zi=1.
As constantes de interc&mblo para o modelo compressivel que estamos

consi der ando s3o,

Js — constante de troca do planc superficial
J - constante de troca dos demais planos
J'en = It s )\ji/K + constante de troca entre os

spins do plano superficial e do segundo plano

JCAND = J + AJ 7K »> constante‘de troca entre os

épins dos planos i e i+l

Distante da superf‘icxe. no interior do sistema, as

magnetlzac;Bes dos diversos planos serdo as mesmas

Fazendo-se A=o, teremos,

2_(z°+ZzL)Jm—Ke,T,(’m(%_"_""%)=o |
C3-13

Expandindo o termo que contém o logaritmo em série de Taylor

20



‘e tomando apenas o termo linear,

2(20 +'221)Jf“\'ka‘rcv .2mMmm =0

KB T(:V - Z J’ J (3—14)
onde Z=Z0+2Z1 é o numero de coordenagdo da rede e Tcv é a
temperatura critica na aproximagZo de campo médio para o sistema

infinito. No caso da rede cubica simples,
J/KeTev =1/6 =0,163 .

Para conhecermos as curvas de magnetiza¢3o de um nuamero
finito de planos, devemos resolver o conjunto de equa¢®es n3o
lineares (3-12). Para que um conjunto de N equagdes seja
autoconsistente, devemos escolher uma cpndig&o de contorno
apropriada para a magnetizag3oc do (N+1)-plano. Podemos assumir que
esta tenha a mesma magnetizagdo do plano N, ou seja, Mn+1= mn, ou
ainda que mnti=mv, onde mv & a magnetizag3o de um plano no interior
do voclume do cristal, cuja magnetizag3o ¢ dada pela eq. (3-13).

Nas figuras 2,3,4,5,6 e 7 mostramos os graficos com as
curvas de magnetizag3do obtidas para alguns casos particulares.
Fazemos X=ao e J1/J=1. Nas figuras 2,3 e 4 resolvemos.
simul taneamente duas, quatro e oito equag&és com Js/J=2,53 e fazemos
mn+s=mv. Podemos ver que quanto maior o numero de @ equag¢Bes.
acopladas, mais e aproxima a magnetizag3o do Qltimd plano
considerado em relag3o a do volume. Na figura 5, temos as mecsmas

curvas para quatro equag¢®es acopladas, mas com Js/J=1.5. Nas
figuras 6 e 7 fazemos Js/J=1 para 0s casos de Mn+1=SMn € Mn+1=Mv.
Observamos que as curvas est3do abaixo daquela da magnetizag3o do
volume.

Vemos que quande Js/J=2.3 ou 1.5, as ' curvas de
magnetizagdo dos planos considerados ficam acima da curva
correspondente ao interior do volume do cristal e quando Je/J=1
aquelas passam abaixo (dbviamente considerando J‘/J=1). Perguntamos
ent3o, para qQais valores de Js/J e J'/J as curvas de magnetizag3o
de todos os planos s3o idénticas? Para calcular estes valores,
substituimos nas equag¢gBes (3-12), todos os mi por um dunico valor m,
mas como a equagdo (3.13) serd preservada, consequantemente todas

as curvas de magnetiza¢l3io ser3o  idénticas aquela do volume. As
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2 Eq acopladas - 3'plano volume

]
Pl

Haghetizacdo

Js/J=2.%

Ji/Jd=1 pres=0

FIGURA 2 -

Magnhetizagdo

N S S O A 2T S S e

temperatura

Magnetiza¢3o dos planos 1, 2 e do interior do volume em
fung3o de KBT/Jd para duas equagdes acopladas com mn+1=mv

e J'd=1, Je/J=2.5, A=0.

4 eq acopladas - 5%plano volume
1 —

Ji/Jd=1 Js/J=2.5

1 2 LS Y ¢ 2 ¢ §  de 1

temperatura

FIGURA 3 — Magnetizag¢Zo dos planos 1, 2, 3, 4 e do interior do

volume em fungdo de KsT/J para quatro equa¢d3es acopladas

com mnr+1=mv e J'/J=1, Js/J=2.5, A=0.
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8 Eq acopladas - 9%plano volume - plancs 1,2,3,8,9

~.

Magneerzaglo

. NJ;[ © Jssd=2.8 Press@
\\ . :

FIGURA 4

A {e2
22
1] =
. vi& :
¢ i 3 ) 4 3 ¢ F) ) 3 1o af
temperatura
- MagnetizacZo dos planos 1, 2, 3, 8 e do interior

volume em fung¢3o de KeT/Jd

com mnes=mv e J /J=1, Je/J=2.5, A=0.

4 Eq acopladas - -S*plano volume

"~

.
Maghetizdgdo

Js/J=1.5

Pres=@

temperatura

FIGURA 5 — Magnetizac3o dos planos 1, 2, 3,

4

e

do

interior

do

para oito equag¢des acopladas

do

volume em fung3o de KBT/J para quatro equagBes acopladas
com mnev=mv e J /J=1, Je/J=1.5, A=0. ’
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8 Eq Acoﬁladas - M(8)Y=M(9) - planos 1,2,3,8

JiL/7J=1 Js/Jd=1

Hn;he\lldcle
®
a

Pres=0@

!

a.s

temperatura

FIGURA &6 — Magnetizag¢3o dos planos 1, 2, 3, 8 e

do

interior

do

volume em fun¢3o de KsT/J para oito equagdes acopladas

com mnei=mn e J/J=1, Je/J=1.0, A=0.

8 eq acopladas - 92plano volume -planos 1,2,3,8,9

Js/Jd=1

_\ Ji/Jd=1

magnetizaonao
-3 [
n L

d ;;5/////

Pres=@

¢ 5 1 1ls 1 25 3 3ls L a4l

S

s.5

temp reduzida

FIGURA 7 - Magnetiza¢3o dos planos 1, 2, 3, 8

e-

do

interior

do

volume em fungio de KsBT/J para duas equagdes acopladas

com mnet=my e J/J=1, Je/J=1.0, A=0.
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equagdes (3—-12) tomam a forma:

' =l Ke T |
z‘,%ﬁ+z;%— = 4 ;L'lm('“”“)

)

) ) ' (3—-153)

2 M

zll+7_°+zl 4 l‘g_. {

| 1

2,422y = —

2, T
sendo que todas as outras equag¢des tornam—se idénticas a terceira.
‘Da primeira e segunda equag¢des, tiramos que

Zo

s

(316}

que para o caso da rede cubica simples,Js/J=1.25. Da segunda e
terceira equag¢des,
i
% =1 (3-17)
Vemos_asSim, que a condigido necessaria e suficiente para que todas
as curvas de magnetiZa;Eo,' péra qualquer namero de equac¢gdes
acopladas, sejam idénticas & que Js/3d=1.25 e J1/J=1. |
Nos dirigimos agora para a andlise de um outro problema,
referente ao comportamento das curvas de magnetizagdo nas
'proximidades do ponto critico do sistema infinito, quando estas
curvas est3o acima daquela do volume . Observamos que estas curvas
s3o continuas, porém n3oc derivaveis no ponto  mencionado. Esﬁe
problema sé ocorre quéndo assumimbs que a magnetiza¢3o do planoc N+1
€ aquela do volume (mn+t1=mv). Derivando  as equagdes (3—12) em

relagdoc a y =KeT/J, obtemos,

2.3 - Ydm L2 Pde, ) | |
(3 ) S P - e o
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2,dm,., + (2 - 2 >d~m_+zldmﬂ -_éum(g:m_g)_o
J i -0

Ab‘ - rn d» dz\ A-rmy
(3—-18)
Tomandd a mesma equag¥o para o interior do cristal,
“ SN ) dm _ 1 ¢ 1+rm)
Z *221‘ - XM -4
( ° 1ot/ dp 2 4-rm (3-19)

Quando y aproxima-se de Zo+271 , m tende a zero; e neste limite, o

termo logaritmico pode ser expandido em série de Taylor, como feito

-anteriormente, tornando a eduaggo (3—-19),

Logo,
boann dom = -0 .
- 0 8
Fazendo,
o, = d m;
da»

A dltima das equag¢gdes (3-18) toma a forma,

iy + @ ely oy = by . (3-20)

Teremos ent3o para o conjunto de equacdes (3-18),
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O s+ X2 = bs

oy, TOuo+oly = bu
(3-21)

onde o indice N significa o dltimo plano considerado e V o volume.
-Por exemplo, podemos considerar dois planos independentes, como

feito no caso da figura 2 e teremos

°<S: ba -y —o‘st

l-0ga,

'°<.L= bs‘asds .

Como y» + Zo+2Zs, ait < -2 e bi > 0, entl3o, quando oav » —®m; os + —® €
o4 » —00. ‘

NSo & dificil mostrar que se tomarmos um conjunto de N
planos, que as pode ser escrito como uma fun¢g®o linear de av. Desta
forma, se considerarmos mn+1=mv, os € todos os o (i=1,2,;..,N)
terdc um comportamento divergente gquando nos aproximamos da

:temperatUPa critica do sistema infinito. Calculos baseados no
.grupo-de renormaliza¢3o [9-11] e no método das fungdes de Green
[12-14] também predizeh que a derivada' das curvas de magnetizac3o &
descontinua na temperatura critica de wvolume. Por outro 1lado
- simulag¢Bes de Monte Carlo ‘[7,8], predizem que ' n3o ha
-descontinuidade na derivada. Embora Moran—Lopes e Sanches [23],
considerem que a descontinuidade seja devida ao limitado numero de
planos independentes do volume, nossa anAlise acima indica gque ela
‘deveri sempre existir. Do ponto de vista experimental, medidas
realizadas no Gadolineo [2] parecem indicar gque de fato nXo ha
nenhuma descontinuidade, muito embora nZo possamos afirmar que o

modelo de Ising seja apropriado para descrever esse sistema.

.
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3.2 - Acoplamento critico de superficie

Vamos analisar as relagdes entre as constantes de

interc&mbio, quando a temperatura critica de superficie é igual a

de volume. Proximo a temperatura critica de volume (Tev), oOs

IogaritmOS‘nas equagdBes (3-12) podem ser expandidos em séries de

Taylor, como anteriormente. Tomando-se N . planos independentes,

chegamos a uma equa¢fo matricial da seguinte forma:

ém =0 (3-22)
onde.ﬁ é a'matriz- dos coeficientes e m, a matriz coluna das
magnetizagBes. Podemos escrever gque,

KeT-ZoJs  ~Z, 7N - 0 0+ --0

~Z, THN KeT - 203 -2, 3O 0
A=1{
© L -2, 3(N) '
O —ZJJ (X) KBT ‘Zo] 2‘13 ;
0
R 4 (3-23)
‘Para Que ocorra uma solu¢fo n&o trivial, deveremos tér,
dt A =0 . (3-24)
Resolvendo o determinante da matriz A,
. N .
dn.',' A :(KST‘Zojs) Amq"ZLJ (>‘) Am—.l. 3

o~ .

onde An—t e An—2 s80 os determinantes, uma Vez retiradas a linha e

a coluna do elemento respectivo do determinante original.

28



dot A = (KT - 238) [(KT-23) 8z +2, 30V Ay )= (2, 7'OV) Ay
= (KT -2 30)[(KT-23) Bz = (2,I0) Aoy ] = (22PN Ay

No ponto T=Tev, KBTev=Z0J+2Z1J(A), entZo,

4 . )
det A =(z3+22, IN -zols)[zzﬁ(» Do,” _(.ZLJ(X))ZA,,.-;]- (2,7N) Ama s

Fodemos ent3io escrever que,

Am =€2.3)7 D, (3-26)
onde,
-2 1L o 0---0
Do |1 7210
o 1 "2 1 . ‘ ‘
Porem, como
D,m ==2 Dnm-,\ e D'm-z ) 2
obtemos a segquinte expressio para Dm:
3(3—28)

™
Substituindo as expressdes para Dm-z e Dm-3 em (3-25) e aividindo

por (Z1J(x))2, chegamos a

ZoT+ 22,3\~ 2o Js ( m ):[J‘(A)r D
2, J) m=d T - (3-29)

Esta equa¢do esta baseada no seguinte: prédximo ao ponto

critico, ela fornece os valores dos parametros de intercambio, tais
que as magnetizaglies dos n primeiros planos sejam diferentes
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daquela do volume. Ela fornece os valores criticos para os
parametros de troca, com os quais se pode.obter uma magnetizacio de
superficie acima do volume parahagnético.

Se, por outro lada, a equag3o matricial (3-22) fosse
obtida fazendo-se mn+t=mn , ent3c o elemento Ann da matriz em
(3—23) seria KBT—ZoJ—ZxJ(kj e por sua vez terfiamos o seguinte valor

para o determinante Dm,da equag3io (3-27):
™
Do = E1) (3-30)
e a express&o"(3f29) torna—-se—ia

KeT =235 _ ['almr |

2, J(N _J (\) (3-31)

Se‘C010carmo§ que T=Tev, a equag¢io anterior se reduz a
equag3c (3-29) no limite gue n+w. Isso de certa forma ¢ evidente,
pois a hipétese que mn=mn+1, s6 deve ser valida gquando penetramos
profundamente dentro do cristal.

Podemos considerar alguns casos particulares & partir da

analise da eq. (3-29), guando n-+w. Se Ji(k)=J(K), determinamos que,
35=J+4_22_£‘J()‘) ) » (3-32)
©

no caso da rede cubica simples, quandao A=0 , fornece Js/J=1.25.
' Dutro caéo de interesse especial é aquele para o qual, Ji(K)=O para
todo A, ou seja, o0 primeiro plano estiA magneticamente isolado do

resto do sélido semi-infinito. A equacXZo (3-29) nos da,
'35=J+2_Z}_4J(>\) ) _ (3~33)
.-

que para o nosso caso,  quando A=0, proporciona Js/Jd=3/2. Podemos
ainda'indagar sobhre como se relacionam as constantes de troca,
guando Js=0, ou seja, O0s spins da superficie, nZo interagem entre
si. Nesse caso obtemos,

(02 2.3+22,300

I

(3-34)
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sendo que para A=0, Jts7a= (6)1/2 ou J'/73= -—(6)’/z . Por ultimo, se

Je=J, obtemos de (3-2%9) a seguinte_éxpressso:

J3on = 2V2 I
- (3-35)

que nos fornece Ji/=t(2)1/z quando A=0 na rede cubica simples.

As expressdes acima (3—32) a (3-34), nos impSem aqueias
relagBes entre as constantes de troca para que a temperatura
critica do plano da superficie seja igual aquela do volume.

Finalmente, vemaos na figura 8, a superficie no espago de
parametros (Je/J, JilJ, A) ﬁa qual Tece=Tev, ou seja, qualquer panto
abaixo ou sobre a superficie corresponde 3 1igualdade entre
.astemperaturas criticas de volume e superficie. Acima desta
superficie temos uma superficie magnética'ofdenada sobre um volume
paramagnético;Podemos gntender a superficie da figura, como um

conjunto de parabolas, dadas pela expressio,

J 1 o\ E:gj:iélé]
s _ L -
?_‘*[6+2 JER D )

(3-36)

sendo que para cada valor particular de A, existe uma parabola de
Js/J em fung3o de J'73. Mostramos na figura algumas destas curvas
l'pérticulares (A =2, %1, 0, -0,5). A 1inha no planc Js=0, sobre a
gual estSo os vértices das parabolas, e a secg3o no plano J'= 0 s30
mostradas na figura.
_ Interesante tambeém, & anélisar o comportamento das curvas
(Je/Jd, J1/J),. dadas pela eqdagzo (3-29) para um barticular valor de
A; quando variamos o numero de planos n. Mostramos, na figura 9,
as curvas com A = 0 para 2 planos, que ¢ o numero minimo, 4,6 e
infinitos planos; Podemos notar, mais uma véz, gue com um numero

reduzido de planos, podemos simular o sistema semi-infinito.



e

FIGURA 8 — Superficie delimitadora para a condigZo Tecs=Tev, no
subespago de parametros (Js/Jd, J1/J, A}, com Js/J>0. S3o
>mostradas as parabolas geradoras da superficie em
A= —0.35, 0, 1 e 2 3 a linha sobre a qual est3o os seus

vértices e a secgio no planoc (Jds/Jd, JJ)J).

-4

e

15

10

1,0 ' ’ 2,0 50 . R
J

FIGURA ? - Diagrama de fases no plano (Js/J, J1/J) para A=0 obtido
através da teoria de campo médio considerando—se que a
.magnetizag3o de 2, 4, 6, ou infinitos planos, diferem

daquela do volume.
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3.3 — Calculo da temperatura critica de superficie.

Novamente, faremos a anAlise da relagfo entre as
constantes de troca, préximo ao ponto critico, mas. com a
temperatufa critica de superficie sendo diferente daquela do
volume. Neste caso, estaremos interessados na . determinag3o da
temperatura critica de superficie (Tes). Na vizinhanga de Tbé,as
_magnetizacdes sio préximas de zero e a matriz dos coeficientes &

dada por,

[ ¥-0 - 0 o .,.,\

-C X -l 0

>
i

onde,

X = KeTc,s - 2o0Jd
Z, 3N

- ZO(SS_J)
v Z, IO

XN

. ' 3-38
I (3738)

Seguindo os mesmos passos dados anteriormente, podemos escrever

que,

dn.i A= (X“O.) [X Am—z - l] - C?' vAm-z

=0 )
Am-a Am-S ‘

(3-39)

onde,
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(3—-40)

e podemos verificar que,
A= X A,m,; - A2 : ' — (3-41)

Quando n -+ o (sistema semi—infinito), a frag3o continuada tem o

seguinte limite .

YAV Amnr-.l Y

e

JAVOSNY B Drn-2

Substituindo-se em (3—-41), chegamos a
2
§-x¥+L=0 (3-42)

e de (3—-39), vemas que,

(3-43)

L.ogo, obtemos a seguinte equag¢l3io que fornece a temperatura critica

de superficie para o sistema semi—-infinito:

(-1)x*+a@-hx-a*-c'=0 .
: (3-44)

A equag¢fo (3-44), que relaciona as constantes de troca
para Tecs 2 Tev, ¢ mais geral que a equagfo (3-29), que relaciona
,estes-parametroé para Tes = Tev. Se fizermos KeTes = KBTev = Zod +
2Z1d(\}), a equag¥o (3—44) se reduz A eq. (3-29) no limite n-+w. Como

‘podemos verificar, a equag3o (3-44) apresenta dois valores para
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Tcs, polis é uma equagdo de segundo-grau nos mesmosS parametros a e
€. No caso em que ¢ ¥ 1 ¢é facil mostrar que a solug¢3o fisicamente

aceitavel sera dada por,

2 : , i
.o 20¢ _ 4 _C o +4c* - 4
_X-z_ o > l_czl ) K

{3—435)

onde deveremos ter a? > 4(1—c2).

| Notamos, anteriormente, que a condig3o para que. Tee=Tev,
corresponde ao caso no gqual a=2—c? . se colocarmos 'eésé valor na
equagio (3—-45), obtemos ‘a eqg. (3-29). VPDrtanto, a eg. :f3—45)
fornecera os valores de temperatura critica de subérfiicie quando
os'parémetros envolvidos est3o fora da regi3o critica_defini&a pela
equag o (3429}. No casoc particular, ¢ = 1, A S VATt 1, anbeq;

(3—-44) se reduz a,

2 2
_ p A A
KQT&S=Z° 35 + ___l_Jl_)._ b}
20(35’3’)
A3-46)
gque. ficara igual a equag¢3c (3-32) se fizermos Tcs = Tev.
Se colocarmos que Js = J, a = 0, teremos de (3-44) que,

R =

X = )

: 2

c -4

gue nos fornece,

KoTeo = 207 + 23N

veray o - - (3-47)

Se fizermos c = 0, 1isolando magneticamente o primeiro

plano, obteremos de (3-44),

‘ou seja,
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KBTes = Zods. (3—48)

Portanto, a temperatura critica do plano da superficie isolado ¢é
menor que a do interior do volume como seria de se esperar. As
equactes (3-47) e (3-48) também podem ser reduzidas as equagdes
(3—-35) e (3—33),, respectivamente, se fizermos KpTes = KpTev = Zod +
275 J(A). | -
Finalmente, mostramos nas figquras 10, 11 e 12, as
superficies ho espago (A,  Jds/d 4 .Tcs/Tcv) para trés valores

selecionados da razfo J1/J.

Lo

FIGURA 10 - Superficie no espago (Js/Jdy A, Tes/Tev), para J'73=0.5.
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FIGURA 11 ~ Superficie no espago (Js/d, A, Tcs/Tev), para J73=1.0.

FIGURA 12 — Superticie no espago (Js/d, A, Tes/Tev), para J'7a=1.5.
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CAPITULO 4 — COMPORTAMENTO CRITICO NA APROXIMAGAD DO GRUPO DE

RENORMALIZAGAD DE CAMPO MEDIO

Neste dltimo capitulo, introduzimos o chamado Grupo de
RenormalizagZo de Campo Meédio (GRCM) , para determinar as
propriedades criticas do modelo de spins apresentado nos capitulos
anteriores. Inicialmente, relacionamos dois blocos de spins, da
forma como o mé&todo foi 1nicialmente sugerido [20]. Estes blocos
de spins s3o relacionados dois a dois em cada plano cristalino, -
para os casos de ‘temperatura critica de superficie igual ou
superior a do volume. Em seguida, o método ¢ modificado,
relacionando—se trés blocos de spins, do mesmo tipo que os
anteriormente considerados. Em nossos calculos, blocos com atée 25

spins s3o analisados.



4.1- Grupo de renormaliza¢3c de campo médio [20j

Suponhamos uma rede cdbica simples, infinita, de spins
de Ising. Tomamos agora, um bloco de um ou mais spins como vemos

na figura 13 abaixo.

L~
16" 65
‘
b : -
[3 G - ¢ Gy
b b X
Gy IR
j{; NN I -
b . 16
6! G‘
Fig. 13 — Blocos de 1, 2,"e 8 spins, mostrando as bintera¢8es

com os campos efetivos b em uma rede cdbica simples.

Sabemos das relagdes de escala para as fungSes
termodinamicas magnéticas, que a magnetiza¢3ao satisfaz a ’seguinte

lei de escala:
Yr YHHY - d-Yu ' '
(L4, L )—L m (2, HY , (4-1)

onde L ¢ um comprimento em unidades da constante de rede a,
t=(T-Tc)/Tc é a temperatura reduzida e yr e yH s3Io os expoentes
" associados a temperatura e ao campo reépectivamente.

Calculamos a média 1/N<{o1+oz+...+on> para um bloco de N
spins, tal que os spins da superficie do bloco est3o sujeitos a um
campo efetivo b, que- simula o efeito dos spins restantes da rede
numa aproximacX¥o de campo médio. A presente média - sera fun¢3o de
K=J/KBT, sendo J a intera¢3o de troca entre .spins primeiros
vizinhos, do campo reduzido h = H/KsT, onde H ¢ o campo magnético
externo aplicado e de b. Vamos denominar a média 1/N<o1+oz+...+ton>
de magnetizagido calculada sobfe os N spins mn(k, h, b).

Tomando -se um outro blocb, de N’ spins, e calculando-se
a magnetizag3o, teremos mn (K", h", b°). De acordo com-o-gfupo de
renormaliza¢io de campo médio vambs assumir a seguinte relag¢gao

entre as magnetiza¢®es dos dois blocos:
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Nﬂﬁ(kuknbv'=[ﬂ-w*ﬂﬂu{th'b) v (4_2f

Na equag¢3o (4-1) definimos L como sendo um inteiro, mas
para dois blocos de spins genéricos L=(N/N‘)1/d, onde d ¢ a
dimens3o espacial do sistema. |

Expandindo a equagl3oc (4—2) para pequenos valores de h e
b em torno de h=0,b=0, e para K em torno de Kc, onde Kec & 6 seu

valor no ponto critico, temos
. _ - . ,. |
(ke + LAk, 1™h B) =L " (kevak, h b)) - (4-3)

Portanto, nés assumimos que as magnétizagSes Mmn € mn, €
os cambos efetivos b e b’ se relacionam da mesma forma, ou seja,
b'= LY Y™ b. Fazendo-se h=0 e linearizando a equag3o (4-3) para b
muito pequeno, teremos a relag3o desejada K =K' (K). Como o campo b
¢ a magnetizag¢io do sélido como um todo, désejamos que b se
apfoxime de zero, para encontrarmos Ke=K’(Ke), no ponto fixo.

Podemos ainda obter os expoentes yH e yr. Uma ve:z
linearizada a equag¢3o que relaciona as magnetizacﬁeé, equagic
(4-3), determinamos yH igualando os coeficientes de h nos dois
lados da equag¢XZo. -Analogamente, podemos determinar o expoente yr.
No ponto critico ele pode ser determinado pela equagio aK’/aKIKC=
R
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4.2- Blocos de spins no plano

Em todo este capitulo, consideraremos que A=0, ou . seja,
n3o estaremos interessados nos efeitos especificos da forga
aplicada. Vamos inicialmente relacionar blocos de um spin com

cutros de dois spins, no mesmo plano, como mostrado na figura 14.

7ﬁ ' 7f_ rc 1
My G 716 6 \
oy PLANOS
. . 'Ml . .
o~y o~ 4 _ 2 CRISTALINOS .
A o~ G R 716

" Fig. 14 - Blocos de um e dois spins para cada plano

cristalina.

Para um spin no plano i de uma rede cristalina temos Zo
ligagSes neste plano com.um campo efetivo mi, que ¢ a magnetizac3o
no plano i, Zi: liga¢Bes com o plano i—1 de magnetiza¢3o mi-+ e Z1
ligag®es como plano i+1,} de magnetizag3oc mi+1. Estes mi, mi-1 e
mi+1+ S3I0 equivalentes aos campos b que foram anteriormente
introduzidos. Para o bloco com dois spins no plano i, cada um
deles possui Zo-1 ligag®es com mi, Zi1 ligag®es com mi-1 e Z1 cam

mi+1. 0 Hamiltoniano para um dado spin ¢i, no plano i, é dado por

Hi==ZuJaes iy 0 — Zodamg iz = 2,300 00000, G (a-2)
ev a média sobre ol nos da ,
2 G, ~AH
- &y U+ € — {- }.' (Z K,., n + '
i = = G Ky, +72 Kem, 42k
<61>1 F e-ﬂﬂ* & fM,+72, ux‘mnAu) ) (as)
@}
onde Ki=Ji/KspT como j& estabelecido anteriormente. Agora,

expandindo—se (4-5) em série de Taylor para valores pequenos de

mi, obtemos:



<0:L>1 = 2) Keeprmyuy Z°‘ Kytm, + 43K MMav .
{(4-6)

Fazendo a mesma coisa para o bloco de dois spins do

i—ésimo plano, cujo Hamiltoniano ¢ dado pela equag3o abaixo:

He = ~L GG — (6 +G) (D) s = 20Ty sy~ ZaTaes s ]
, (4—-7)

obtemos o seguinte valor,péra a magnetizagzo,pot spin do bloco:

.{Z—_ ¥

’ — 1 6;:6‘7. )

6 =7
16,63

-aH :
er™ (G +6;)
e

Saneh fa [Zl KA-.I "y + (Zo'.L) Kirwu_ + 7y Kasy ™M, ]}

. (4-8)
conh { Z[Zl'Kl-l v+ (Ze-1) Ky omy, 4 23 Kagmugy ]} + e ks
linearizando, ficamos com,
<01>2: __—_——_—Z*ZK [Zlk-lm\l-L+ (Zo_l) k“ml*‘zlkAfl m\)#l] .
lve (4-9)

Escrevendo a equag3o (4—-2), para os nossos blocos de 1 e

Z spins,
A_
Gy, =L "6, (4-10)

e assumindo gue as magnetiza¢Bes dos diferentes planos seguem as

mesmas rela¢®es de escala, obtemos:

) J‘YH
omy.y = S My

S d-y
e, = L Y"’“ni

t LJ"'\/"

MNaaL = 12347 TY] P ' : (4-11)

onde os mj° se referem aos blocos com um Unico spin e mj aos

biocos de dois spins. Podemos ent3o escrever:

42



{ S [l i
Z_L qu MMy, + Ze k_; m, + Z, KJu Myay

= rjéq,;‘[zx Kiep oy 4 (ze-DKarm; 4+ Zi Ky mngyy ] . (4-12)

Adotamos a seguinte notag3io: Ks para a interag3o entre
spins do _primeird plano, 5" para a interagd3o entre spins do
primeiro e segundo plénos'e 'K para as demais interag@es. Teremos

partanto, o seguinte conjunto de equagdes lineares:

} Z(2e-1 K i} ! Zy ki -‘

l+e™" i+e
7. Kt - ———— : o 2(zem i)k . 2K _
{ 1 l+.e2l\ ]ml+{2°k 14 e_‘u‘ may 4+ zlk T:e—_z‘k nr-n3._O

. L)

.

2 uK K ) -~ . i 2UK — =
[Zlk"i—l-—zn}m,-ﬁ[zok ~.2_&zi25]rm; +[zlk -—Z—L_Z-K],mm' O . (4-13)

l+€ J+ ek 1+€
No interior do volume cristalino (i>>1), mi—1 = mi= = m+1, ent3o,
(2ot22,)K = 2(2e ¥ ZZfZK 1) K . (4-14)
l+e
As equacBes (4-13) podem ser escritas como AM = O, onde A&

¢ a matriz dos coeficientes,; dada por,

Z,Ks—2(2o-4) Ks Z Ko oo Kt o . . .
1 e | VL
4= ' | -1)K .
~ Z, k¥ - 22, K Zok'— 2(2.74 7K — 22K
J +e'2 133 I e‘;k _ l+e'2K
] 2,k - 2LK Zok' - 2(271)K
116" 1+ 6"
L O : _J (4—15}

E para gue ocorra uma solugdo n3o trivial, devemos impor que,
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dmt;ﬁ==o' .

. (4—16)
Seguindo os mesmas passos da secgdo 2 do capitulo 3, obtemos a

seguinte equagio,

2K - L‘P—-%’—"—] 2o Ki ’Z_Llﬁ_l_)ﬁ}m A, -
! ° I +e-2 Ks 1+ ézk

- Pz,x zz.K 2,k - 220K ‘dng | Izlk -2%K ]z,;e 22,K ddAno =0
| 1+6°2 1+ e""“ m3 1+€> lr e 47

E observando gue, da equac3io (4-14) para o volume,

ZoK'- 2(2.-0)K = <Zﬂ< -22,K ) )'

l + e-ZK l + e_zk

o determinante da matriz Am em {(4—-17) fica,

det Amn (Zlk-zzlk )’m 9 1 0 O.--
i+é 1 -2 L o
1

o 1 -7

.

.
-

ou seja,

lte

det Am = (zlk - 22 M) ™ (mer)

e obtemos finalmente,

s s e o),
) j+e A\ i+ e m- ‘l . _j_+evk‘ l*@m (4-18)

Podemas agora, de posse das equag¢des (4-14) e (4-18), e,

considerando que no ponto critico K= K =Ke, K =kl =kl e Ke =Ks'=
Ksc, encontrar Kc e uma relag3io entre Ke e Ksc.Resolvendo (4—14)

obtemos Kc= 0.2027. Assumindo agora gue K'= k''= K e N=o, OUu . seja,
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© numero de planos QUe tem magnetizac¢3o diferente daquela do vaolums
¢ infinito e através de (4-18B), chegamos a Kse= 0.2741, 0o que nos

da uma raziao,

Kse _ 95 _ 1,352

Y 3
ou seja, Ac=0.35. Comparando este resultado com os obtidos ~na
literatura, temos que Ac = 0.6 * 0.01 das expansdes em séries [7];
Ac = 0.5 = 0.03 dos resultados do méfodo de Monte Carlo [8]. Vimos
que a teoria devcampo médic nos fornece Ac=0.25. 0 resultado
acima, obtido através do gfupo de renormalizag3do de campo médio,
para blocos de 1 e 2 spins, pode ser melhorado, uma vez que
aumentemos 6 numeroc de spins dos blocos. Quanto aoc resultado
Ke=0.2027, podemos compara—lo com o valor Ke= 0.222; obtido através
de expanses em série para o modelo de Ising tridimensional.

Da mesma forma como fizemos anteriormente, tomamos agora

usm bloco de quatro spins.

YS!
/ ) . o
, Y s // )
/ 76; , /6, / 7 -£51M0 PLANC
/ i
//’Wl; (! /)c'f‘ /
L
M
Fig. 1% - Bloco de quatro spins no i—ésimo planoc.

0 Hamiltoniano é,

Hi=-3.(6.6: +& 6y 056y + GuGi) = (6 + G 4G+ Gy)-

' : 4—1
* [(20“2) 34. mny + 213.*-1 oy + Z,L ],H».l MM g4y ] . ( 7

8 valor médio da maghetizag3o para este bloco, apdés linearizada

fica,

H[ZLRA-JM\‘_‘\ + (Zm“Z) Koo, + 2, Kaas qu_J.] (e‘.“j‘ +1)

<@>q=

YK L :
e +e’ +6 | | (4-20)
Relacionando com. a equag¢3o (4-9), obtemos inicialmente a
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equagio para o interior do valume,

(zot22,-1)K' - a(zo+zzl-2)K(e%+1)

Impondo que Tes=Tcv @ seguindo exatamente os - mesmos
passos dados no calculo anterior, chegamos & seguinte express3o
final, similar a equagdo (4-18), que relaciona Ks;,Ki-e K para o

conjunto de blocos de 2 e 4 spins:

. . - Yxs
[(Zrl)Ks _ (ea)(eTay) Ks (.:!n.
T pon

2K ) 31 TN -\ 9)]
- l & ‘ , '
i1+ e cosh (UKs) +3 1l +v g2k conh (4 Ks)+3 (4-22)

Resolvendo—-se a equag3o (4—21) para Kc obtemos Kc=0.2055. De (4-22)

'= K e n=o, obtemos Kec=0.2847 e Ae= 0.385 , que

e tomando-se K'= K
¢ um resultado um pouco melhor que o anterior. _
Podemas aqui, tragar uma curva de Js/J x J*73 para A= 0 e
comparar cam a curva Similér da figura 8 (que por sua vez, esta em
fung3o de A). Na figura 16 vemos esta curva tragada a partir das
equagdes (4—-14) e (4-18), que ¢ simétrica em relaglSo ao eixo Js/Jd,

como na figura 8.

il

'J'J
1 2 3 J

Fig. 16 — Diagrama de fases no plano Js/J versus J*s3 para
Tce=Tev, proveniente do GRCM para blocos com um e

dois spins. .

Observamos que a forma da curva € a mesma, no entanto, as valares

. . 1 3
nos quais a curva cruza o0os eixos J/d e Jds/d sXo diferentes.
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Enquanto que na curva 8, Js/Jd=1.3 para J'=0 aqui temos Js/J=1.71.
Por ocutro lado, se Js/J=0,tinhamos J'73=2.45 saqui temos J*ra=2.22.
Como anteriormente, nos perguntamos, qual o comportamento
dos resultados, com relag3ioc ac numeroc de planos acaoplados, de forma
‘que as suas magnetizag¢gdes sejam diferenteé daquela do volume.

Mostramos, na tabela 1, o resultado desta comparac3o.

Teori o de GRCM - Blocos GRCM - biocos
campo médio 1-2 spins 2-4 spins
'n Ksc A ' n Ksc A n Ksc A
Z | 0.229 | 0.375 Z | 0.310 | 0.530 2 | 0.327 | 0.589
4 0.219 0.313 4 0.292 0.441 4 } 0.305 0.486
& 0.215 0.2%92 6 0.2846 ‘0.411 & 0.299 0.433
o 0.208 0.250 (o o) 0.274 0.352 w© 0.285 0.385

Tabela 1 ~— Comparag3o dos valores de Ksc e A para 2, 4, & e
infinitos planos, nas teorias de campo médio e GRCM (blocos com 1 e

2 spins € blocos com 2 e 4 spins).

Podemos observar gque, quanto menor o namero de planaos,
cqjas magnetizagBes diferem daquela do »volume, maiores s3o o=
valores de Ks e A nas trés tabelas. Vemos também que os valores de
A para n = 2 sd@o cerca de S0%Z maiores que para n=w. Devemos
acreditar ent¥o, que se trata de um problema relativoc ao processo
de calculo, que € o mesmo para a teoria do campo médio ou para o©
GRCM.

Sendo mais explicitae, no nosso método, resolvemos um
sistema de equag¢Bes com as magnetiza¢fSes planares acopladas. Comao
a maioria das interag¢®es dos spins, em blocos pequenos, se da com a
magnetiza¢io do préprio plano; e em ménor grau com os planos
vizinhos, quanto mais suave for a transi¢3o da superficie para o
volume, ocu seja, quanto maior ny, mais indireto ¢ o contato
magnético entre a superficie e o volume, sendo que a constante de
troca do plano da superficie poderia assumir valores menores para
satisfazer a condig¢3o Tes=Tev. Com base neste raciocinio,
adiantamos que, quando aumentamos o tamanho dos blocos de spins que
estamos uéando, 0o numero de intera¢des com a magnetizagio dos
planos vizinhos, tornar—-se—-& t8o importahfe quantag as 1interag¢gdes

com o prépria planc. Desta forma, para um mesmo numero de planos
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acoplados no desenvolvimento dos calculos, se aumentarmos o tamanho
dos blocos de spins na equag3c do grupo de renormaliza¢Xa, os
valores de A encontrados ser3o crescentes.

CAlculos similares aos nossos faram realizados por
Marques e Santos [23]. Eles consideraram dois planos de spins como

mostrados na figura 17.

‘// (} // ‘
/ // i . 7 d / i
0 P c g f

7 ! 1 | 1

G v 0z Gy -
v /’/ ‘ //

Fig. 17 — Blocos de 2 e 4 spins, entre o primeiro e segundo
planos.

Os «cAlculos s3Za realizados determinando—se as médias
<o>i e <o1 + 01211, € assumindc que a magnetizag3lo (ou sejs, o
campo efetivo) do segundo plano em diante € nula. HRNestes calculos
é obtido o valor A = 0.64. Neste modelo, apenas a magnetizagzd do
planoc da superficie & diferente daquela db volume, justificando um
alto valor para A. E no entanto peculiar, o fato de que O0s spins
da superficie interagem com os spins do volume da rede, estando
sujeitos a suas flutuagdes. Acreditamos que o modelb adotado por
esses éutores é¢ demasiadamente simplificado, pois n3o leva em
consideragio a variag3o da magnetizag3do com a profundidade,
caracteristica dos sistemas semi—-infinitos.

Vamos generalizar o método por usado néds até agora, para
qu9'possamos_relaciohar dois blocos de spins de quaisquer tamanho,
ainda no mesmo plano. O Hamiltoniano reduzido do bloco em um plano
1 sera, |

I

-pAH = Tk, +T" Ky + T (Kg.l oy o+ Koy g, ) _ (4-23)

onde T~ é o termo de interagZo de todos os spins do bloco entre si,
T°" o termo de ligag¢3o dos spins com a magnetiza¢3o do seu plano, e

T°°° & a soma de todos os spins. 0O primeiro, segundo e terceiro
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termos de (4—-23) s%o respectivamente, as energias de ligac3oc GJos
spins entre si, com a magnetiza¢¥io do mesmo plano, e com as
magnetiza¢g®es dos planos vizinhos. A média sobre os spins de um

bloco sera,
‘l_ g R1 T‘:“ exh [TA‘ Kl t T,L" KJ_ an“+ T;'f(KJ.1m1'1 + Klu ’Vn).kl)J )
N> 2_ R, exp [T}_‘ Ky + T "Kym, + 17}"1 ( Ku-10nyy + Keoy Mgey )]

P . _

<6>I =

(4-24)

onde Ni & o numero de spins do bloco e Ri s3o 05. nameros de
repeti¢c®es que ocorrem, guando da determinag3o das cdmbinag&es dos
spins, ou seja, o numero de vezes em que diferentes combinagdes
resultam nos mesmos valores de T, T°° e T°"°". Como os termos em
mi-2, ML e mi+s1 sTo muito pequenos, ‘.podemos éxpandir as

exponenciais de (4-24) em séries de Taylor, ficando,

;: R;Lm e‘ﬁ Ky [l +BNK—Q/W‘,L + T*m( Kp_.j MWig. g *‘Kgu AL )]

<G> 1= ﬁix Tk v w .
; R-l e [lfT,L K,Q/VV\,Q+TJ. (K;,L/WU_-, + Kast mq}ul)]
. {4-25)
Notando gque, por simetria,
e _TKs
STRTL e T =0
A
.o denominador paode tomar a forma,
. T«L‘K,Q " . iy
Z_ RL eTAK‘E l + ? R) e [Tl k‘gm\‘:—TTA (Kk'irhql-l + ’<i"-1 NY\}*L)] }
r. .LK R
SR e
s

ent3o, o termo entre chaves, gue ¢ da forma (1+x)_1, pode ser

expandido em série, tal que,
-1 ..
EntXo, desprezando no numerador os termos que contém

produtos de magnetiza¢Bes da forma mjmk, chegamos finalmente a,
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<0'>I - 1 Z R} T;ln eT“KL [T;Kl wm, + T‘Lm (k,l-)Nﬂld + KA«{ Mriici)) ’ '

R, €W #
Nx 2 Ry (4-26)

De posse deste resultado, podemos, através das relagdes
(4-10) e (4-11), obter as express®es para Kc e Ksc. A expressio

que relaciona as médias (4-26) para dois blocos com N1 e N spins

no volume é:

i [/ TKe o A‘
(._J___R_}__T&r_ EA R T. -le e K‘) ( 1 Z RJ. TLN 7’-‘m eT chc) |
4 ‘ A
| - I

@]

1 - nya oK, ) 2 ’ |
ol E ) (ke e
. . i d 1 NIJ;RJ@*K‘ A -

e a equac3io que relaciona as constantes de troca na superficie

{(4-27)

equivalente as equag¢8es (4-18) ou (4-22), ¢ dada por,

| 1 SO oy ™ . K ’ .
R,T, T, € ) L —tiw ST'K ] -m 3
\ .'. < F AP S § —_ _ ‘ Rllx TA S5¢ . -
i )z s £ A k(]

-

‘ -L R TI” a TL‘KsL i _m 2 TL’KSC C - j 2 ) - .
[(NIZR.»eT*"‘ﬂ}; 8 e rem E R € 21 A
, ¢ A S ¢ (4-28)

Podemos agora relacionar blocos de qualquer nuamero de
spins e de qualquer forma desde que os spins dos blocos pertencam
ao mesmo plano. »Nos restringimos em nossos cédlculos, a blocos
quadrados, pois estes est3o de acordo com a simetria da rede.
Relacionamos através das equagdes (4-27) e (4-28) blocos de 4 e 9,
? e 16 e 16 e 25 spins. 0 processo consiste em estabelecer o
Hamiltoniano (4—23) e através 5este, déterminar numericamente, para
cada uma das 27 configurag¢des, o conjunto de valores de T°, T°° a

T "', e o namero de repeti¢gdes Ri de cada uma delas. Mostramos

abaixo, na tabela 2, o resultado destes c&lculos para El= K e noo.
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. ?\.ocoa Kc Kes A
rel acronados :
1 -2 0.2027 0.2741 0.39522
2~ 4 0.2035 0.2847 . 0.3850 .
4 - 9 0.2063 0.2880 0.3960
g - 16 0.2070 0.2210 0.4036
16 - 25 0,2074 0,2920 ] 00,4079

Tabela 2- valores de Kec, Kes e A determinados através do GRCM

para diferentes blocos de spins.

Observamos que ha uma pequena melhora em todaos os ﬁrés
parametros, quando do crescimento dos blocos e .uma tendéncia - dos
valores se estabilizarem. Calculos feitos com blocos de spins
tridimensionais, de lados iguais; no volume da rede [20], mostram

resul tados de Kc¢ quase iguais aos nossos. Na referéncia [20] foram

relacionados blocos de 1 e 8, e, 8 e 27 spins apresentando,
respectivamente, os valores Kc = 0.207 e Kc = 0.212, sendo que o
melhor valor encontrado na literatura €& Kc = 0.222 (expangdes em
série}. Quanta aos valores de A, podemos observar que. nos

aproxXximamos um pouco mais daqueles valores obtidos através. do

método Monte Carlao.
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4.3— Comportamento Critico Acima da Temperatura Critica do Volume

Vamos agora observar- o comportamento das curvas J*sa
versus Je/J quando a temperatura critica da superficie esta acima
daquela do volume. A matriz dos coeficientes (4-15), que relaciona

os blocos de um e dois spins, toma a forma,

~ -
Y a. %) o .-
"A _ X 1 0
G 4 X ji !
0 o 1 X
L ] ' , - (4-29)
onde,
Y:[ZcKsc ~ 2(2e-d) Koo j/C.
-2 Ksc
i+e
X=/-zo Ke -  2(2-1) ke Ke | c
: Lyelfe
i 1
&zlziki - 2K J/C
J.-Hf SC
: 22K
b;:[ZJK: - ——__i_i—‘j//c
it+e
C = ZJKS - __Z_ML
' L1+ el g
sendo que escrevemos’ Ko= J/KBTcs para diferenciar de Ke = ‘J/Kch,

obtido da equac¢3o (4-14); definimos ainda que Ksc = Js/KBTcs e Ki=
*/KBTes. Seguindo os mesmos passos dadqs na secgio 3 do capi tulo
3 e calculando o determinante de A, obteremos a seguinte expressio

para det A = 0O:

acb_abx L) -0 .
Y* Y

(4—-30)
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Na figura 18, apresentamos as curvas relacionando J/J e

Je/J para Tee = Tevy, Tce = 1.25 Tev € Tee = 1.50 Tev.

1

als

3

-

i _ 51,
é
Fig.18— Curvas relacionando /5 e Js/d para Tes=Teov,

Tece=1.25Tev € Teo=1.50Tev, obtidas a partir da equacg3o (4.30)

Podemos comparar os resultados acima com agueles gue obtivemos

anteriormente com a teoria de campcr' médio . para Tee/Tev=1.25

encontramos Js/J=1.873 se J-’“/J=0 e se Js/Jd=0, J’“/J=4.86. " Para
Tee/Tev=1,890 tinhamos que se J1/J=0., Js/d=2.25 e se Jds/J=0,
J*73=6.57.

o
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4.4- Grupo de renormaliza¢3o de campo médio — Relag3io entre trés

blocos de spins [21]

Na se¢g3o 1, apresentamos o grupo de renormalizagfo de.
campo médio, que tem como premissa basica o fato de que as médias
térmicas sobre os spins de dois diferentes blocos se escalam da

mesma forma que os respectivos campos efetivos b, a saber,
1 . b' d-yu ' K. h b)
my (K h8) = | r, (Kih,

bl = LA-YH'E .

No entanto, pode ser mostrado que para blocos wmaiores,
esta aproximag3do ¢ em geral, incorreta. BGuando aumentamos o tamanho
dos blocos, somente oz spins da superficie destes, estar3o sujeitos
a um campo efetivo hs= kb. Fortanto, préximov a criticalidade, a

magnetizag¢fo efetiva deve se escalar como um campo de superficie.

be b | sy

Consideraremos trés blocos de spins de tamanho KN, N7 e
N°° (tal gue N > N° > N’ ') que. se escalam como anteriormente,
P! ; L)' , d-yh K, h b)
’mN(klht )=L1 (YY\N( i '
J-YNZ R i
s (KRB = Lo wa (KRBT (4-32)

e cujos campos superficials se escalam Ccomo;
Ew YHsi b.
=L,

" yHsz (4~-33)
b = Lz b‘ J

onde L= (N/N‘)i/d e Lz=(N‘/N"§1/d. Linearizando-se as equagdes
(4-32), nos permitira determinar os valores criticos de interesse,
Ke e Kes @ 05 expoentes criticos do modelo. Para que possamos

determinar esses parametros devemos, por fim, impor a relagfo,

Ld “Yu1-Yusy B Lj"?"’- >‘\/”52

L = =9 - | (4-34)
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5.5— Relacionando trés blocos bidimensionais de spins

- Vamos utilizar os mesmos blocos de spins qgque usamos
anteriormente e aplicaremos a técnica sucintamente descrita na
-se¢io anterior. Se tomarmos blocos de 1 e 2, e de , 2 e 4 spins,

teremos inicialmente que,

vy Wd i3
N
() =2
l -

‘) :Z €
' (4-35)
Relacionando as médias (4-6) com (4-9) e (4-F9) com (4-20)

L

Z |z

da seguinte forma,

(o= L6,

d- Yui
/ - .
. {4-36)
As magnetizag¢des dos planos se escalam como.,
S i YHSZ ‘
.’YT'\a = L /yv\é
1 YHS1 )
m, = L my e (4-37)
Desta forma, obtemos imediatamente as seguintes equagﬁes ja
linearizadas: '
i o !
21 Kl'l fm)_l ‘f‘Zp Ki /YV]‘L +:Z_L Ki#i 'fml*l. =
d-YH2-VYusz | 2 2, Ki- 2(2o-L)K
A e TR R I
i+ € 1+ e j+ €
{4-38)
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N - Hk‘ 3 y L“(L . A
__ Lf‘ Ve -YHsy [z,(e +1))<A-_+ s, + (209(e u_) Ke o, + 2. (€™ 1) Ky, |
Conh (k) +3 ceshHk) + 3 cesh(Yk)+3

(4-37)

Impondo a condig3o (4-34) obtemos de (4-38) e (4-3%9) a equag3o de
renormalizac3o K'= K'(K) e no ponto critico K= K’ (K), tiramos ent3o
gue K= 0.2121. Obtemos também que g = 0;9927. Segundo os mesmos
passos que anteriormente nos levaram as relagBes para Ksc, obtemos
duas équécﬁes equivalentes as (4-18) e (4-22). vPara a relag¢3o

entre os blocos de um e dois spins temos

}Zo Koca — 2g(2h) "\‘sca] Kc( il ) = (-2.1 - 2321 Hla

J-“’ €'2-K5Cl m-~J ~2Ksc2

1+é (4-40)

e para os blocos: de 2 e 4 spins,

[ gé;l—)_— _ g,(zo"?.) (e‘”(x‘,i_ l)} Kse, Kr_( - ) _[.A_ - .L(ZO‘Z)(ﬁqhscl_l_ l)]}(lz .

v - 52Kscy
pegee Cosh (fkses) + 3 m-i/ o [L+E cosh ([{Ksey) + 3

(4-41)

A equacgio (4—-40) nos fornece o valor Kscz= 0.28364, sendo
gque Az= 0.3376. A equag3o (4-41) nos d& Ksct=0.2907,° sendo
A1=0.3710. Comparando estes valores encontrados relacionando trés
blocos de spins, observamos gue Kc e Ksc s¥o maiores ‘que agueles
determinados quando comparamas apenas dois blocos, ﬁorém os valares
de A s3o ligeiramente menores.

_ Vamoé agora, calcular YH, YHs e Yr para os blocos de 1 e
2 spins. Para calcularmoé YH somamos primeiraménte no Hamiltoniano
(4—-4) um termo devido ao campo externo h’'’  ,dado por —-h' o1, que &
equivalente aos campos Kjmj. Da mesma forma, somamos no
Hamiltoniano (4-7) um termo —-h’ (ottoz}. Teremos -assim a relag3o

geral, equivalente a equag¢3oc (4-38), entre os dois blocos que &,
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W | n. -
Z, K:A NY\,:.;L +2: Ky N\'\: 2 Koy oy, h =

i i S .

é~\/ﬂ 22, Ky M U4 2 (2o-1) K: ,ml ¥ 2L Kies NV\A‘#L + 2 N
L) ———— A=1 —_—— ¥ eyt
= h KJ‘ - a " -2"..

Je e 1+e’ 1+e%" i+€

=L
(4-42)

No interior do volume da rede, mj e K; ser3do unifaormes. Podemas
'YH2

ent3io, fazer m°'= m’'= 0 e através da relagd3oc h° "= Lz "h",
abteremos,
Y- 2yHz .
t=b e —o
IT - | (4-43)

da qual determinamos YHz= 1.91046. A segunda relag3o seria obtida
. YHS2

fazendo-se h' "= h'= 0, e usando a relagXo de escala m’ = L m,
podemos escrever,
- d-yHz - YHse 2_[(Zc~.l_)'f224] K )
(Z'°+ZIL> Kc = 2 ~2.Ke
l+€ (4-44)

encontrando Yusz = 1.1215.

0 valor de ¥r € obtido, como j& discutimos anteriormente,
fazendo-se Yr= &K /8K|kc. Derivando K°'° em relagio a K’, na
_equac3o (4-42) (para o volume da rede), cbtemos Yr2=0.6710.

Desejamos observar a tendéncia dos resultados aobtidos
relacionando—-se trés blocos de spins, quando aumentamos o tamanho
‘das meSmDs, para depois compararmos os  valores encontrados com
aquelas da literatura. Podemos, atraveés das equagSes (4-26)
relacionar trés blocos de spins. Encontraremos uma_relagﬁd para o
volume como na equacfo (4-27), e relag®es para Ksc, similares a
equag¢3o (4-28) (deve-se, entre as relagles 1inserir o fator g}.
Podemos generalizar também, os procedimentos para encontrar YH, YHs
e YT a partir de (4-26). Nastramas; na tabela 3, os diversos
resultados obtidos para agueles blocos de spins ja considerados na
sec¥o 2. . )

Fodemos observar que os valores determinados para Ke e

para os expoentes apresentam uma certa oscilag8o. Essa ¢ uma
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caracteristica do GRCM,hquandc considefamos blocos | dé spinzs com
tamanhos crescentes em dimens®des superiores a dois {[21]. Essacs
anomalias, acreditamos, sXo ocasionadas possivelmente, pela falta
de simetria dos blocos em relag3o ao sistema que tratamos. Devemos
.observar que os nossaos blocos de spins, s%o planos, e por isso,
todos 0s spins de um planoc est3oc sujeitos ac mesmo campo efetivo
dos planos vizinhos, além daquele campo do préprio plano, ou seja,
os blocos grandes, por nés considerados, em geral apresentam
superficies muito grandes em relagZo aoc numero de spins, visto que

esses blocos s%o planos.

N N N Kc Kscz Az " Kaex As
1 2 4 0.2121 0.2836 0.3376 0.2907 0.3710
2 Q.2130 0.2910 0.3659 0.2931 0.3758
4 g 16 0.2048 0.2874 0.4031 0.2911 0.4212
? 16 2% 0.2062 0.2920 0.4158 0.2940 0.4256
N N N "| YTz YT1 YHz YHt1 |  YHs2 YHs 1
i 2 4 0.6710 0.8138 1.2106} 1.9989) 1.121%5 1.0334
2 4 g 0.6982 0.6524 2.0014] 1.8902| 1.1468 1.0302
4 g 16 Q.6226 0.5066 1.8702) 1.7979] 1.1230 1.1926
5 g 16 25 0.5119 0;4193,y 1.8011} 1.7448} 1.1954 1.2507
Ref.[22] 1.59 2.42 | 0.8

Tabela 3-Resul tados dos cidlculos com GRCM relacionando—se trés
Bklocos de spins, onde sX%o usados blocos de 1, 2, 4, 9, 16 e 25
spins. Sio mostrados os valores de Kcy Ksc; Ay YT, YH; YHs e os

valores de referéncia.
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4.6- Relac¥o entre dois e trés blocos de spins distribuidos entre

dois planos cristalinos.

Vamos agora formar blocos de spins que nXZo est3o num
-unico plano cristalino, mas sim, distribuidos entre dois planos

vizinhos. Blocos com dois, quatro e oito spins s30 mostrados na

fig. 19.

G Gz G S L

///‘ o | - e
4// ' Gx Gy & G g :

Fig.19- Blocos de 2, 4 e 8 spins pertencentes a dois planos.

L3l

0 Hamiltoniano do bloco de dois spins & dado por,

H’Z ‘—‘-JLJ G_J_Gé —L.l J‘\-jﬂ oy -ZO.JA G.ANV\‘_ -
. 4-45
-=ZeJy Gary = 2, Jgna o Wges B ( )

onde os indices i-1 e j+1 referem—se aos planos acima de 1 e
abaixo de j respectivamente. #A média sobre os spins, depacis de

linearizarmos para peguenos valores de mL € dada por,

Py
. f ' R ' ' ¢ e ‘
<6-*> = (7_1 Kaes !»MJ_"L +2¢ Ky )+ 2Ky my + 2 K "W‘Ju) _—
Ai/2 . eK‘),‘F éKQ

0 Hamiltoniano para o bloco de guatro spins é&, .

Hy = 3.6 6 - Ty (GG + G2 G4) = TG0y - 2, T (Gr62) iy -

(213 6+ 6 ) iy LoD T, (63 Gy) oy = 20 Tos (6564) Wyar 3 (5-47)

e a média sobre os quatro spins do bloco torna-se,
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A 2 [22: K,y s+ 22e-0) K ] [ (1,4 2 Kig +K3) + €xp (-K))]+

{é(Z-c'l) k}NY\) +22; KJM {YV\A&,LJl exr) (k, +2 K;&,‘F k;) +€;<}o(KJ." KJ.)]}/

[Ex/a('rm 2Kep+ ko) @xp (K- 2Ky + Ky) + Exp(-Kat2 K= 1) +

exp (-1u - 2K,y =1y) + 2 exp (K- Ky) + 2exp (K-1)]
(4-48)

Como feito anteriormente, impomos que as relagdes de

escala s3o,
<G, = "Gy

[ d-\jﬁ -
’Y“LA: L m g

e ohtemos a seguinte relag3o para o volume:

[(7-0‘1)-1”11] (’e‘/ﬁc+l) Ke - (Zc?’z.i.) eKC Ke - O
cosh (4 Ke) +3 efre™ S

FPara encontrar a relag8c envolvendo Kec, escrevemos a equagio

matricial,

AM = 0, . (4-50)
onde
[ a a a o O oo |
b 3 .2 3
b1 c C b Q
(4-51)
0 b c c b *

Sendo que
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4

: - k
o, = 2(2071) [exp (Kst2kier) v exp (Ks=K)ks _ ZeKs €'

N e ‘+ e"“
oz 2(zo)[exp(Kst2k v k)& exb(i-ko)] ks _ 2.KE"
2= R
N ' e+ er
o _ 2%, [e:c}a(k5+2}<“-+f<) + €xp (k-ks)] k 2,k el
2T ’ a4 Y
I e veh
b, = z(e™e) Kt 2K e”
cosh )+ 3 e+ "
l} - .2,\ (6%4—4) Kk _ 2, K 3K
cesh ‘(‘f I+ 2 e“; eh

A= 8x}o(k;+2kl+k) +Cxp(Ks -2k 4 H) + €xph (~Ks+ 2K _K) +
+ exp (-Ks-2K'-k) + 2exp (Ks-K) + 2 exp(-Ks + k)

Fara que ocorra uma soluc3ic n3o trivial,

det A = ¢ . | (4-52)

Assim,

&1 dﬂjAm-L-blazdtiAM-Z +blba3 MAM‘S =0 J (4—:3)

onde a matriz Am ¢ dada por,

(5 -b b 0 0]

Amn = - -p -b b 0

b

06 b -b b b

0 .
LI‘ | | J
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Da equac¢io (4-49) para o volume, sabemos que c=—b.
Fazendo-se esta substituig3o em (4-54) podemos obter a seguinte

express3o para o determinante de Am:

PN

(4—-35)

Substituindo em (4-53) chegamos finalmente a eduagﬁo que relaciona

. P . v
Escy; Kc Ke, a saber,

oy )amnli 1+ ”"2‘* - %'i: [14— (’J_)M-L]}(‘(".l)M‘l—- }31 &, bm-zil s ’“2-2 _

) . . ~— ' . o “m-3 . m-3
4Lt e s bbes e AT e 20

Resolvendo a egquag3o (4-49) .para o volume, obtemos
1e=0.2055, que foi o mesmo resultado obtido com a equagid (4-213,
quando relacionamos blocos de 2 e 4 spins no mesmo plano. Este
resultado 34 era esperado, pois no interior do volume n30 ha
disting3o entre planos cristalinos. Guanto ao valor de Ksc para
K= K, obtido da equa¢3o (4-546), constatamos que este ¢ altamente
dependente do valor de n e so se.estabiliza guando n torna-se muito
grande. 0 valor encontrado para Ksc neste limite ¢ Ksc=0.27346; gque
nos da um A = 0.3410. Este resultado ¢ préximc, mas um pouc0 ‘
inferior ao obtido com os blocos de mesmo tamanho guando no mesmo
plano.

Generalizamos o processo de calculo, para as relacdes
entre os atuais blocos de spins, nNos mesmos moldes daguela
generalizac®o da sec¢3o 2, de forma | que possamos aumentar o
tamanho dos blocos de spins. Pudemos assim relacionar um bloco de
8 sbins, mostrado na figura 13, com aquele de 4 spins. Obtivemos
desta relac¢%o um valor de Kec = 0.2091 e Ksc = 0.2881, o gue farnece
A = 0.3778. Podemos ver claramente, gque ha uma melhora em relag3o
aos resultados anteriores para blocos de mesmo tamanho no plano,
-principalmente em relag8o a A. 1Isso ¢ devido ao fato que esses
blocos espelham melhor a simetria cubica da rede.

. Finalmente, relacionamos os blocos de 2,4 e 8 spins, e
aplicamos a técnica de grupo de .renormalizagzo da seg3o 4.

-
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Obtivemos os resultados apresentados abaixo.

para as constantes criticas obtivemos,

KC.:O.ZJ.55 J KSCZ = 0‘2258 ) KSCJ = 0:2,333

p, = 0.3263 8, = 03633

e para os expoentes criticos,

YHz
YH 1

i

2.00%3 , Ynsz=1.091¢

2.14%0 ‘/Hsl:O.QOJﬁ ) \/Tl' L.0Y0¢

Vemos'que os resultados obtidos

para Ke¢ s3o
entretanto os resultados para A e para os

préximos daqueles mostrados na tabela 3,

para blocos de
equivalentes-

Em primeiro

expoentes criticos

lugar,

melhores,

s3o

tamanhos



CAPITULO 5 — CONCLUSZES

Neste trabalho consideramos um modelo de Ising numa rede
cubica semi—infinita, submetido a uma press3c uniaxial dirigida
perpéndicularﬁente aos planos cristalinos. Do ponto de vista
mecanico, permiltimos somente vibragaes idnicas tambem
perpendiculares aos planos cristalinos. 0 modelo que tratamos &
mecanicamente unidimensional e do tipo Baker—-Essam, visto que n3o
levamds em consideracgao as tensB@es de cisalhamento entre as linhas
de ifions. Através de condigBes de contorno convenientes, pudemos
derivar Hamiltonianos efetivos de spins, nos quais aé interagdes de
intercambio, em diregfes perpendiculares aos planos cristalinos.
s3o dependentes da pressdo externa.

Dentro do esquema da teoria de campo médio determinamos o
comportamento da magnetizagdo em fung3oc da temperatura e da
profundidade a partir da superficie. Mostramos que, dependendoc do
acoplamento de intercambio na superficie, as curvas de magheticac3o
dos planos superficiails podem estar abaixo ou acima da
correspondente curva do volume. Acima de determinado valor critico,
aparece uma fase ‘ferromagnética para Dé planos préximos a
superficie, enquanto que no intereior do cristal, temos uma fase
paramagnética. Discutimos o comportaments da descontinuidade da
derivada da curva de magnetizacio de superficie na temperatura
critica de volume. Mostramos gue a descontinuidade apareceré, para
qualquer numero de planos diferenciados do volume, desde gue
impomos a condig¢3o de contornc mn+t=mv. Sem esta condig3o, &
derivada das curvas de magnetizagioc em funglo de temperaturs,
torna—se conﬁinua na temperatura critica de volume.

Ainda na aproximagdo de campo médio determinamos ©
diagrama de fases no espago Ksc {acoplamento critico de
superficie), K {acoplamento critico para a intera¢3o entre spins
da superficie e do segundo planoc) e A (press3c externa). Os pontés
internos e na superficie do diagrama representam os valores dos
parametros para os quais a volume e a superficie tém a mesma

temperatura critica. Por outro 1lado, o©os pontos acima dessa
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superficie critica; representam os valores dos parametros tais gue
a temperatura critica de superficie & maior que aquela do volume.
Mostramos ainda que quanto maior for o numero de planos
diferenciados do volume, menor sera o acoplamento critico de
superficie para o aparecimento da fase ferromagnética.

Aplicamos o grupo de renormalizagdo de campo médio para
detefminar as propriedades criticas do modelo de Ising numa rede
cdbica semi—infinita. Utilizamos as duas vers®es do método: a
primeira, que relaciona apenas dois blocos e onde o tamanho da
superficie dos blocos n3oc ¢é importante; e a Segunda5 onde treés
blocos de spins s3o relacibnados e um expoente critico, VYus, é
introduzido para se corrigir os efeitos de superficie dos blocos de
spins.

Mostramos gue os resultados dbtidos para o - acaplamento
critico de superficie. e do volume, s3o tantoc wmelhores guanto
maiores os tamanhos dos blocos = empregados. Por. razdes
computacionais, utilizamos blocos com até 25 spins. Pudemos
observar gue ha uma tendéncia para a estabilizac3o dos valores
criticos com o crescimento do tamanho dos blocos utilizados. Também
pudémas mostrar uma certa oscilag¢3c nos valores calculados daos
expoentes criticos. Essa ¢ de fato uma caracteristice do grupo de
renormalizagio de campo médio, quando aumentamos o tamanho dos
blocos em dimens®es maliores gue dois.

Determinamos os valores para o acoplamento Critito de
superficie para diferentes tamanhos de blocos e numero de plénas.
Notamos que nossos resultados est3o préximos daqueles determinados
através de simulag®es de FMonte Carlo. Calculos semelhantes aos
nossos, realizados por Marques e Santos [23], dac um valor muito
agrande para o acoplamento critico de superficie. Mostramos gue
isso ¢ devido ao pequenc numero de planos diferenciados do volume
{no caso desses autores, apenas a superficie ¢ diferente).

Em nossos cAlculos, consideramos blocos de spins no mesmo
plano, e em planos vizinhos. ‘Embora o blocp de spins entre planos
vizinhaos apresente uma maior simetria cabica, os resulfados obtidos
para os acoplamentos e expoentes criticos foram praticamente os
mesmos para blocos de mesmo tamanho.

' Finalmente, algumas sugestdes quanto a possiveis

trabalhos a serem realizados no contexto do grupo de renormalizac3o

&5



de campo médio para sistemas de spins semi—-infinitos:

a)

b))

c)

Seria interessante conhecer gual o namero de planos
cristalinos independentes do volume e qual o tamanho ideal
para os blocos de spins, para gue se obtenha bons valores

para os parametros criticos dos modelos:

Lim outro aspecto importante ¢é gue n3io estudamos os fluxos
no espaco de parametros, o que seria desejavel para um

melhor conhecimento das propriedades criticas;

3] modelo’ magneto—elastico por nés considerado =3
demasiadamente simples, visto que desprezamos (a]
cisalhamentoc entre as cadeias. Um modelo um pouco mais
realista do ponto de vista mecéanicc poderia descrever
melhor éa propriedades magneto—elisticas dos sistemas de

spins de iIsing com uma superficie livre.
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