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RESUMO 

Neste t1'a.ba.1ho demo11st1'amos os teoremas da. N-rep1'ese11tasçäVo para, S, o 

espaço de Sc1'1\\fartz, e S”, o espaço das distribuições te1npe1'adas, usando como 
elemento'essencial as funçoes de Hermite e como a.plic.a.çóes destes teoremas 

a.prese11ta.1nos uma. demo11st1'a.çà.o dos Teoremas do Núcleo e da. Regula.rida.de,.
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ABSTRACT 

This work presents theorems co11cer11ing the represen_ta.tion of 15', the 

SCl1vva\1'Í.z*s space, and 5”, the te111pe1'a.t'.ed distributions space, as Spaces of 

sequeuces using Hern1i'te functions as an essential ingredient. De.1'no11stra.- 

tions of the Nuclear Theorem and the RegL11aWrit.y Tlleorem are. givem aos 

a.pplica.tions. 
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INTRODUÇÃO 

O espaço das funções de 1'a'pido decrescimento (ou o espaço de 
Schwartz) denotado por S'(R") é o conjunto da.s funçoes «,-2 : R” -› 
C de Classe C” tais ( ue '

-

l 

= 1' ) "“_D""'l¬(i.1')|<oo (il) 
1`€Rll 

para. todo cr,/_? G lj; onde Ii representa 0 conjunto de n-uplas 

de inteiros não nega.ti\-*os Q- = (a1,_.a,¿), fr” = .rfl ....1fÇlL"", com 
|;1'¡l -l- (.1'¿> 0 G 

" 
l."3 

l 

n' 

Dfi=šfiÉLf¬T¶ WV=§:Ê 
Ôafll . _ . Ô;1f";," ¿:1 

O espaço .5'(R“) .munido da. topologia. gerada pela.s seminor- 

mas (l) constitui um espaço localmente convexo, cujo dual S"(R“) 
chama-se o espaço das distribuições ten1pera.da.s sobre RD. 

Um dos aspectos importantes do e.spa.ço .S"(R“) reside no fato 
de que seus elementos possuem transformalda. de Fourier, 0 que o 

faz adequado para. a. analise de opera.dores diferencias e equações 

diferenciais parciais a eles associados. 

Nosso objetivo principal nesta disserta.ç.a.o é a.presentar os teo- 

remas de representa.çào para os espaços .5'(R“-) e .5"(R“) no caso 

n=1, isto é, identifica.-los com espaços de sequências . Isto será. feito 

seguindo as linha das referêiicials [1] e ['2], utilizando como elemento 
essencial as 'funções de Hermite. Em linhas gerais -eorlsideramos o

1
V



espaço topológico 51 das sequências {‹'/,¡},,€¡i ta.is que, 

. 1 sup lz/..,,l |n|'" < oo `v'-m. G 1+ 
eli 17. 

e provaremos os seguintes fatos: 

1) A aplicação que a. cada _f E .$'(R) corresponde un1a.s‹z*.qL1¿-'-n 
cia. an 6 51, onde an = < c,-5,1 ,f > e {Ó,¡_}n€¡1 denota o conjunto 

ortonormal das funções de Hermite em relaçao ao produto interno 
de L2(R) é um isomorfismo topológico (Teorema da N-representaç,ä.o 
para b'(R) ). ' ' 

2) A aplicaçao que a. cada T E S'(R) associa ba. 6 sá onde 

bo = T(çÓ¿.) e denota as sequências de números complexos {l›¿.,} 

tais que ba É (.7(o' + 1ç)'3 para algum ,z-'3 G Ii e para todo 0' E é 

uma bijeçao (Teorema da N-representação para S'(R)) . 

Provaremos os Teoremas do Núcleo e da Regularida.d‹? 

e outros corolários interessantes dos “l`eore1na.s da N-represe1it.a.çao 

para 5'(R) e .5"(R). 
V

V 

4) \f"eren1os como se comportani algumas operações em S'(R) 
e 5"(R') quando le\fa.da.s para. os espaços de sequências c.orrespon- 

dentes. 
' Esta dissertação está.orga.11izada da seguinte forma: No capítulo 

I colecionanios alguns resultados ref‹-frentes a. espaços localmente 

convexos necessarios para a. leitura. deste traballio; introduzimos os 

espaços 5' e 5”, o mergulho -m., m : S -+ 5”. e a. derivada fraca em 
S". Para fixar os conceitos damos alguns exemplos de distribuições 
.temperadas e. cálculos de deri\»'adas fracas incluindo o cálculo das

2
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soluções fu11da.1'ne11ta.is dos operadores de onda. e do calor unidimen- 

sio11al. - 

No ca.píl.ulo II det1er.mina.mos as í`unç.oes de Hermite, introdu-
4 

zimos os operadores A e A+ junto com alguns lemas que em-'ol\fen1 
propriedades desses operadores. .~'-\lén.'1 disso introduzimos um novo 
conjunto de seminorma.s e pro\-'amos que este novo conjunto é eq ui\'a.- 

lente a.s seminorma.s mencionadas no começo dessa. introdução ‹?. 

para. finalizar provamos que o conjunto {Ó¡n}`,f`=0 onde çán sào as 

funções de Hermite formam uma. base ortonormal pa.ra. L-2(R) 
No capítulo III a.presen1.a.mos os teoremas da N-1'epr'ese1r1.a.ç.ao 

pa.ra. S e S' e corno a.plica.çÕes desses teoremas demolrstramos os 

teorema.s do Núcleo e da R.eguIa.ridade. Por 'fim Ie\‹'a.remos algumas 

operações de S' e S” para .S1 e acrescentando diversos aspectos a. 

N-1'epresentaç.à.o. Será. notado que séries que ocorrem sao inte- 

grais 'sob uma medida. discret.a.._ possibilitando o a.p1'o\feitar11er1to dos 
teoremas de Lebesgue. Operações como derivada., produto pontuaI._ 
tra.nsla.çà.o, diIataç.à.o, trarlsformada. de Fourier serao levadas para 

sn. Calculamos as sequências Tu para. algulnas da.s distribuições 

mais conhecidas como polinômios e transforma.da. de Fourier de uma 
distribuiçà.o, inclusive para a "função" delta de Dirac que figura. no 

primeiro ‹:apítuIo.
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Capítulo 1 

Preliminares 

Neste c.a.pít.ulo a.prese11ta.mos alguns ‹:.onc.eitos e resultados funda.- 

mer1ta.is que possibilitam a. compreensão deste t.ra.ba.lho. As demon- 

strações omitidas podem ser e1.1c‹›nt.ra‹las na ref Os resultados 

de espaços localmente convexos e funções de decrescin1enÍ.o rápido 

e in'c.lusi\'e as notaçöes são a.prese11ta.da.s segundo a. ex`posiçä.o da. ref 

[ay 

1.1 Espaços Localmente Convexos 

DefiniçáÍo. Uma. seminorma sobre um espaço vetorial é uma 
a.plicaçá.o p : X '-› [0, que .sat-isfaz.: ' 

(Í) /›(1f+ 11/) S /›(;v) + My) 
(ii) p(o';r) = |a|p(.r) para (mf G (ou R) 
Diz-se que uma. fallrília. de semillornlas {p0}o,e 4 separa. pontos 

se: 

(iii) po(;zf) = O V cr G A implica. ;r = O 

Defimção. Um espaço localmente convexo é um espaço vetorial 
'
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X (sobre R ou C) com uma família de seminor1'na.s {¡›C,.}OV€l_¡ que 

separa pontos. 

DefiniçàÍo. A topologia natural solm-3 um espaço localnleute con- 
vexo X é a topologia mais fraca na. qual todas as pm. sao Contínua.s 
e na qual a. ope1'alç.ào de adição é C.o11t*inua.. lsto é, as a.pliC.a.çöes:A 

pol : X -+ l0, para Cada Q' E A 

- e 

5 : X >< X -› X 
V 

(;1',y_) ›-› ;zf+yV 

sao co11tí11L`1as. 

Proposição 1. A topologia. natural de um espaço Iocalmentze cou- 
vexo é Ha usdorƒf. 

Definição. Uina, rede {z1f,3} em um espaço localmente convexo X 
cliama-se uma rede de Cauclly, se e somente se, Ve > 0, e para 

cada. seminorma pa, existe um índice _,-“JO tal que: 

pQ(;1'_,-3 -1¬¬_._) < c, se .z'3,^,‹ > /30 

X é chamado completo se toda. rede de Caucliy co11\‹'e.1'ge. 
Defiilição. Duas fa.mília.s de semiuormas {po }0_e 4 e {‹l,-3},,3€B sobre 

um espaço \feto1'ia.l X são equivalentes se elas geram a. mesma. 

topologia natural.
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Proposlçao 2. .Seja {p¿, }OE_¿ e {(l,.¿;}_¿.€B duas Íaimlias de sem111o1'- 

mas. .-'-\.'5 .'§¬'e,g11i11lfes a,fi1'111açÕc+s são cquí\-'alciilesr 

(Í) As fa.1'm'lia,s sào I'a11'1í1ia..s e‹.p1i\'a]‹.›11t,es de semino1'ma.s. 

(if) Cada, pa é contínua. na. cl-nat-ural topologia e cada ‹/,3 ó 

conti'nua, na. p-natural topologia. 

Para cada. ou G A, existeiii _,z1i*1._._,-13,1 G B G (Í > O tais que 
para. todo ;1' G X: 

/)o.(.Zf) É (.:.'((Í¡3¡ (lí) + ___ + (l¡3" ' 

e para cada ,ii/3 G B,Ve_\*isíiei'11 o¡,_›,o«,,,. G Á 6 'D > 0 tais q11€¬ 

Va' 6 X: . 

É '[)(/)Ú1(`l,›) + _-_ + pÔm(I)) 

Definição. Uma. família. de seniiiiornias sobre um espaço v‹z¬toria] 
X chama.-s‹z¬ dirigida se._ e somente se, Vo, /3 E A,exist.en1'y G A e. 
um C 6 [(). oc-) tais que: 

p@(-^1')+ p,ú(11f) É (Í'f›¬.(-P) 

para todo af G Equi\-'a.le11ten1e11te por indução, para todo ol , _, 0,, E 

A existem 7 6 A e D G [0, oo) tais que: 

¡›_;.1(;1r) + _ + p¿,,,(;1') É I)p.,.(;z') Vr 6 

Obse1'va.çã.o 1. Se {p¿,.}Q¿A é uma Í`a.1'n1'1ia dirigida. eiltão {{;1f 
| W 

p¿,(;1f) < of G /1,6 > 0} é uma base' do sistema de vizi11h.anç.a.s 
de 0.
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Proposição 3. Todo espaço ]oca1111e.nt.e com/¿exo tem uma. {a.1m'].ia. 

di.1'Ígída. de semí11o1'ma.s equí\~'a.1enl.e a fa.1r1Í1ia. de .s'emmo1'1nas que 

define 0 espa.ço.
í 

Defi11íçaÍ‹›. Sejam X, Y, Z espaços \-feíoriaís topológicos e 

B:X><Y-›Z 
uma. a.plica.ç.à.o bili11ea.1'. Diz-se que B Ó separadamente contínua 
se para todo .ro G X, yg E Y as a.pli<'a.çÕes

Y 

BIO : Y -› Z 
y *-> Bz0('y) = B(_~1f0«I/)

e 

Byo : X-›Z 
1? I-› B¿¡0(;I`) Í B'(';If,yL-,) V 

são ‹_¬o11t1'nua.s 

Proposição 4. Sejam X e Y dois espaços Jlormados com uma 
faznílía e¡1111ne1›'á.\f'eI e diúgíclam de normas e 5'0_Í¿~1 

B uma forma bílíneal' sobre X >< Y. Se B é cont1'11ua e11íráÍo exÍs1.eu1 
12 ,\_, e C tais que: 

|B(-luz/)¡ S C' fil,-Ill/||,\ \'/(=1'zy)€ X × Y 
De111o11stra.çà,o. Como B é c0nt1'11ua` B é co11t.1'11ua em (0, 0) logo 

existe uma vizinllança. V de (0, 0) tal que B(V) C (-1, 1)- ÍÍSâl'l<'1f›

7



a. (lefiniçào de topologia procluto e o 'lfato (le que as no1°1na.s são 

clirigíclas existen1 ín‹;lices 1' e /\ e consla.11.t‹~:s C1 e C'-¿ posit.i\fa.s tais 

que, 

{(~1'¬..1/) 
I 

II=1'II,\íCf`1 <=“ lluIIz,.íC-'~z}CV 

Agora sejam 1' e 3/ al1'bit.1'á.1fios, eom # O e ][y||T # O 

Qiflfl z 
<11.z-¡|,\“11zz11¢> 

Êl
e 

Ú1H* C2!! 
ÍB (mmll <1 

Por outro lavclo (la. l;›ilinea.1'icla.cle de B segue que 

'Bl*“'l' : ¿'2`lB 
<|lLi~|`|,«11Là|l,.>l 

'z||\||y1|f
2 

Desde que 

Concluímos que, 

Se ||.1f||,\ 
= O ou = O então 1* = O ou y = O logo.. 

- B(f1'¬2/)= ||1“||,×H1/II.,. = 0 

Portanto para .r e y a1'l)it1'á.rios existem 1", À e C 2 0 tais que 

_ 
B(f«.!/_) S €'||-1'l|.\|Iy||7z 

Teorema 2. S'eja.1n X e Y espaços Ioca.I11'1ente con\~'exos com fa.1111'Iía.s 
de se1'11Íno1'111as { po }._¬€_4 e {‹l,5},3e3 1'especti\='â.111enle. En irão ao apIÍca.çâÍ‹) 
l1`11ea1*T : X -› Y é contzínua. se, e so1'11e11te se, para. todo ,3 E B, 
exisí.e1n c›¡,_,c\'n 6 e C > 0 com - 

‹1,z<T«f› 5 <if‹z›m‹;z~› + __ + z›lzl,1<zf››

8



Se a. fainília {p0.}(,.€_4 dirigida. então T é co11 t.1'11ua. se. e somente se, 
existem cr G A e D > 0 tais que 

V/5' G B. cl¿,('T.1f) É DpQ.(.If) 

Teorema 3. Seja X um espaço lo‹'a.l1ne11te co11`\‹'exo. Então as 

seguilzles afiri'1¡a.çÕes são e‹.¡ui\l'alent.e.s': 

(a.) X é n1et1'izá.\-'el. 
(b) Existe uma. base enumerá.\fel de vizinha.11ça.s de zero. 

(C) A topologia de X é gerada por uma família. enumerável. de 
semi11o1'n1a.s. 

Obse1'\fa.çàÍo 2. Seja. {p,,},,,:¡_«2,___ uma. família. enumerá\›-'el de semi- 

nornias que gera. a. topologia de um espaço \'eto1'ia.l Definimos 

_lI:X×X-›R. 

M(_,.__,,) Z L (U7) 
1z=1 

[\'J 3 r---¬ 

\-^ + P , 
»zf~./› 

M assim definida. é uma métrica. e a topologia. na.tura.l gerada. pelas 
semi-11o1'1na.s coincide com a topologia. gerada. por essa. métrica. . 

P1'oposi‹_;ão 5.' lfma rede {z1',,} é de (Í'auch_x›'11a.mét1'ica. 1.1 se, e 

somente se, ela é de (_.'au‹:l1_i' em cada. pn. Assini um espaço local- 
mente comfexo inet1`ízá\~'el é completo como um espaço inétrico 
se. e somenie se, é completo como um espaço localmente coiivexo. 

Definiçãfio. Um espaço localineiitze convexo n1etrizá.\fel e completo 
cl1a.n1a.›se de espaço de Frécliet.

9



Teorema 4. Se X e Y são espaços de Fréchet e f : -› Y é uma 
bijeção conI..inua eiitão f é aberta. 

Teorema 5. Sejam X e Y eszàaços de Frécliei... Seja .7-_ a fainília 

de a.pIi‹:a.ções c‹'›nlz1'11uas de X ein Y ta] que. para toda. seminorma. 
co11tÍnua¡› sobre Y e Lodo ;1: Q X, o ‹:‹›1iju11to {p(F(_;r)) | 

F 6 Í) 
é Iizni tado. Eiitão, para cada. p existein uma seininorrna. contiínua ‹l 

sobre X e um (7 > 0 tais que: 

É C(](;r). V1' 6 X e VF G Í: 

Corolário. Se X é um espaço de Frécllet, então um funeionai bi- 
liiiear separa.da.1nente Co11›t1'11uo. B, (5 contínuo, isto é B(f.y)| É 
C'p1(_f)pz(g), para alguinas semíiiorinâs coiitíiluas pl, p-2. 

1,2 As Funções de Decrescimento Rápido e as 
Distribuições Temperadas ' 

Nesta seção nós \-'amos descrever o espaço das funções C7* de de- 

crescilnento rápido S' e seu dual fi”, as distribuições temperadas. 

Para que as definições ocorram naturalineiite nós vainos introduzir 

algumas notações. .f-\s 'funções sobre R" serao escritas apenas como 
_f(.1f). onde .r = (_.r1._, ;r,1). If; denotará. o conjunto das n-uplas de 

inteiros nao n.ega«t.i\fos Q = (c\¡._,0zz) 6 = cr,-; Il = I+. 
Todas as integrais ein que náo figurem os limites de integra.‹;ào são 

integrais sobre R. O espaço L2(R) será. denotado apenas por L2.

10



F 

_ 
Usaremos as noítaçóesz 

DO ÔIOI 
' _ Ôfi' . . . Õ;zrf,f;"

G 

;r“' = ff* ....'zf§f", se [zr.¿| + 01,- > O, Í = 1,_. 12 

Defiiliçab. As funçoes de de‹:.resci111e1'›t«o rápido S'(R“) é o conjunt.o 

da.s funçoes as valores complexos i11fi1iit.ame11te diferelrciáreis â,f,¬(1*) 

sobre R” para as quais, 

i.Í - ‹ 

II-zz^'ila...-a É S1;i>n|11'°U3v(-1')l < DO 
JE 

para todo ci-.,;'3 G Ii. 

Assim as funções em 5'(R“) sào aquelas funçoes que junto com
I 

suas derivadas decrescem ma.is rapidamente do que o 111\fe1'so de 

qualquer poliiiômio. Quando n = 1 denotareinos .'5'(R) simples- 

mente por 

Teorema 6. O Espaço .S'(R“) com a topologia na.tura1 dada. pelas 
s‹-vmi11o1'n1as O 3 é um espaço de F1'f`Ê‹;'I1et. 

Obser\~'a.ça`.o 3. Por raz.óes técnicas. nós vezes queremos uma. 

família dirigida de seminormas. assim nós definimos para ls, m G 1+ 
G. _f é .s'(Rfl›z 

~ V

i 

||fIIr-,«,,z '_= 2 II.fI.¬,,«3 

|‹.z|s^- 
|_;3|S1n

11



Definição. O espaço dua.l de .Ê›'(R") denotado por S' (Ru) é chamado 
o espaço das distribuições t.empera.das. N o c.a.so n = 1 denotaremos 
S'(R) por S”. 

Definição. A topologia. fraca-* de S”, a 0(S',S)- topologia., é a. 

topologia mais fraca na qual os funcionais lineares 'T -› T (/1) 11. G É 

sao contimias. 

Para um funcional li11ea.r T, sobre S'(Rn), estar em .5"(R“) ele 
deve ser contínuo. Pelo teorema 2, isto é equivalente al existência 

de uma seminorma hm com
` 

lT(~,°)| S C +¬llz..,m. 

para todo 5: G S'(R“). Agora darenios alguns exemplos do caso 'n = 
1. A extensao para o caso geral nao apresenta maiores dificuldades. 

Exemplo 1.. Seja g G S e sej a. -rng un1 funcional sobre S' definido 
por 

mg(ó) = fg(;1')o(:z')(l.1f (l.2V) 

mg é claramente linea.r e 

I'mg(_;)1 S lly||L1‹n,II¢I|,x. gr 

Como é uma seminorma. contínua entao 111.9 é contínuo e por- 
tanto é um elen1ento de 5”. Além disso, se gl gš gz como funçoes em 

então -nim 36 171.92 como elementos de S'. lsto é, a. trans'formaçâ.o 

que a cada. g associa o funcional definido por 1.12 é uma aplicação 
injetiva. de 5' em 5”. Esta. aplicacao é contínua quando em S' é dada 
a a(S"¬ S)~topologia. 

12
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Definiçáb. Seja. m a. a.plica.çà.o definida por: 
-m. ': S' --› 15" 

g --› -:ng 

Isto é, 

m.(g) = 'mg 

Onde, ` 

mg : S i› C 
' 

çá i› 1n.y(l¢)
V 

mg(',) = [g(:z')çô(1f)dzr. Q` 

A aplicação m assim definida. dare111os 0 nome de mergulho. 
\f"e1nos assim que S está na.tu1'a.ln'1ente n1ergull1a.do em S' a.tra\~'és 

(le ~m..
' 

Definição. Seja f uma funçao contínua. tal que V9: G S t.e11han1os 
_f~,^‹ G Definamos o produto de f por T E S' ‹¬o`n1o sendo a 

distribuiçao temperada dada por 

(fT')(¬0) = T(f<P) 

Exemplo 2. Sejam g E S' e f contínua. tal que fg E S. Assinx, 

‹.fmg›‹ = l››z,,‹.f~,¬› 
' = /g‹éz-›<.f»z›<;›f)‹l.z‹ 

= /g‹zf>.f‹â~›l¬»‹w›‹1;zf 

= /‹fg›‹;z¬)»z‹«zf›‹11- 

=q m¡g( 7) 

fi 

'(3
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Logo. 

ƒmg = m¡_‹-, 
Exemplo 3. (A ”Íu11çã.o" delta) 
Seja b G R. 

_ 

Defina. Õz, como sendo o funcional ‹5z,(çö) E Ç›(Í›)-, 

Vçà G S. Já. que |‹5z,(Ç>)[ É ||çö||0?0, entao o funcional ‹5¡,(.) esta' em S”. 
Não existe função i11t.egrá.\'e1 g(;1f) tal que: 

I 

6¿,(¡V-,¬) = [g(;zf),:(;1f)‹l;1r 

para todo cp G S . Ainda que exista. u111a. medida. ,u¿, (medida dis- 

c.1'et.a.) com: 
H 

ö‹›(f»2) = [<P(1') <//1~z›(~l')- 

mas o simbolismo de 1.2 é tao sugestivo que, as vezes, escrevemos, 

*B 
_ 

6¿,( =[<p(.1f')‹5(;zf-l›)(l;r 
V 

(1.3i). 

‹5(.z' - bi) não uma funçao e ai equação 1.3 será t-ratado meramente 
como uma not.a.çao simbólica; ‹$(}zf~b) é chamada. a ” função” delta 
em b. . 

“

A 

Defiiiiçäo. Seja. T E .S"(R“). cr G IQ. A Derivada Fraca. D'”1`, 
ou a derivada no sentido das distribuições é definida por: 

‹D°T›‹.f› = ‹-1o›""'T‹eD°.f› 

Seja. Ó E S' e D°'‹í'› E S' a. derivada. de qi e seja T == m,_¿ e 

111-D¢›¢ = (D°`T). O funcional (D°'T),é ao de1'iVa.da. fraca. de T, isto ‹-3, 

(D“T) -E D°'(1n¢') 

14
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onde a. identidade a.c.in1a. apenas n.o1'a.cío11al. Logo temos: 

.D“-m¿, = m Dz_\¿, 
Isto significa que a. de.1'i\`a.da do mergulho é o mergulho da de1'i\'a.da. 

Portanto. 

v/(/)°Ó)(;1f)f(;z:)(Lr z (-1)|`›'¡ /çä(4:1:)(D°_f)(Íl')(II. 

Logo temos a seguinte igualdade, que é uma notação simbólica, 
que. também exprime que a. derivada. do mergulho é o mergulho da. 

de1°i\*ada.: 

/(D°¢)<.z~)_f(.z~)z/`z- z (-1)|°'f¢›(.-z~) (;z=)‹/.zz 

Provemos que D assinl definida. é a única. t.ra.ns'fon11aça.o lineal' 
contínua. em 5” com a proprieda.de -md = Dm. Suponha.mos que 

exista. outra tra11sforn1aç.à.o linear contímla. E de S' em S' tal que 
-md = Em. Logo Dm-Em = 0, ou seja. (D-E)Wm = 0. Porta-nto 
D = E em m(SE), isto é._ para todo g G m(S`) temos Dg = Eg. 
Como E e D são c.ont.í11ua.s D - E ta|11bén'1 é contínua. Por outro 
lado m(S') é denso em S' (Corolário 1 do Teorema. 1 do Capítulo 3 

(leste Tra.|)a.]ho). Assim D - E se. anula em um subconjunto denso 
de S' e sendo D - E contzímla temos que D -DE se anula. em S”, 
deste modo D - E = 0 em S”. Port1a.nt.o D = E 

E.\'emplo 4. 

Seja, 
. . . V. _ _, .DEO 

g(;1f)={á 
s ;í0 :UER

15



A fu11çá.‹› g assim d‹~ffi11ida. é cont-ínua. mas não é <1iferen‹tiá.\'el em 
todos os pontos no sentido ‹t1á.ssic.o. Desde que, 

`6 If/( =

É

É 

temos que g E S”. Assim g ta.mbém tem uma derivada, en1 S”. Pol 
definiçàloz- 

\11>.,zER |(1 '+ .1f`2)2

8 
/' 

g(;1f)~`,-,^-(.'r)‹1.z: 

Í 1+ .r2)2',;('.1')‹Í.1" `v'»^- E
0 

X1 

;r<,:›( ;r )‹l.z" 

1+.r` A 
` Y 

(;l')| *S 
1-«I-;` 

af 

/O 
‹||»z|10_., + -2||¢||z,0 + ||«z||4..,› Vl + ;If2)2 

›

_ 

I .[55 
°" 

, 

"` 
6-gt (Q) = -g = - 

/ .1\p(;r_)(Í;>zf = X ;,:(;r) ‹Í;1' 

_ 

(LL c1.z. _ O O _ 

Assim., 

L 
mz /0Wzz‹`zf›‹1zz'= H‹zz~>,z‹«z~›‹1«z-=@‹zz› 

Isto é: 

:É-líg/(;1f)= ()(:1f). 

onde 0 é a função de Heaviside: 

A função 9 ta.1nbé11'1 nào é derivável em todos os pontos. mas 

1. ;'>U 
”(”"):{o 

Ç z-120 

ela. ta,1,11bén1 tem uma ‹_leri\-'a.da.V em SÍ' dada por, 

'(5 

(1 _ (lp 'X' 

^, A __ A _ A 
( ): _9 : _/O H×(-1-)d-l~ - YÍÚ) - Ôo(~r')
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Assim (10/‹l;r = 6 e Õ por sua. vez 1‹a‹1'1'1bé.m tem uma. derivada.. 
Nos exemplos seguintes pro\z'a.re1nos que as funções 

` 

G(i¬

G 

;z*) : %0(i. + .z')0(í' - af) r 

rf f> O 
H(t,1`): ihrtc Pa 1 . 

O pc/,ra Í É O 

onde G, H G .'5"(R2) são soluções Íundarmentais das equações da 

onda. e do calor unidimensionalrespect'i\fament.e. Antes 'de coineçar- 

mos os exemplos daremos ai definição de solução fundamental e 

faremos alguns comentários pertiiieiites a. operadores dife.rencia.is. 

Seja. P(§) um polinômio em §1,{«¿, . . . .Êzz 6 seja P(D) um operador 
diferencial linear trocando-se §~ nor .D 

escrito como P(D) = Za CQDÓ., onde 0' 

.rl J P(¶D) pode ser 

(O-lflíço-7l) e' DO' : 
Dá” D? _ . . D2". Por uma solução funda.men1-al de P(D) nos enten- 
demos uma. dis1.1'ibuiçà.o E em S"(R“) tal que 

P(1))13 za 
onde Ô e â "fu11çào" delta. de Dirac. Obtendo-se uma solução fun- 
damentral E de P(D) a fuilçáo u obtida por 

11: E az _/' 

onde o $ina.l * indica 0 produto de co11\*o1uçàro e f €›S'(R”). fornece 
uma. solução da equação: 

_1›>(D)zz z _/'

17



De fato, pela. regra. de (lifere11cia.ç.à1‹› do produto de convoluçào 

temos, 

E P(_D)H=(P(D)E)*.f=ö*.f=.f 
A existê.11c.ia de uma. solução fuu‹1amenLa1 para todas e(p1aWçà.‹› 

dife1'e.11c.ia1 parcial 1i11ear com ('o@'fici‹.¬ntes constantes foi p1'o\-'àda 

indepe11(le11t.en1enLe por B. 1\fIa\].g1'a\1'1g‹.› ‹z* L. Ehrenpreis por \fol1a. do 

195-1--35 para. um espaço de dist.ribuiç‹`›‹¿›s maior que S"(R") (a sab‹:r 
D' (_R")). Em 1958 Hor1na.nde1' pro*\«'ou este mesmo resultado para 
o espaço S'(R") (ver ref [-5] pag. 182 G ref [10] pg 342). 

Exemplo 5. 
Sej a. -

' 

G(í,.1fV) = .];“9(1.-1-.1')0(i -I)
H 

'\f'a111os most.ra.1f agora. que GU, .1') assim definiclam é uma. solução fun- 
da.menta.l do P(Dç) onde, 

V _ 82 _ 

P D == - - -_- 
( 1) ((912 ÔI2) 

Assim de\*e.mos mostrar que 
~ 

1)‹oD›‹G‹w›› = õ‹n.z<› 

Ou seja, 
~.2 ~.2 

" 0” + ;z›w‹f ~ .z~› = 2õ‹f›õ‹z›f› 

Então para todo u €.$'(R2) de\'emos ter
_ 

fx' ~:-:- 
, 

-'2 ~"2 
E 

Í zu / ‹1.zzô(f+..zf)f)(1.-zu) 
_' =2~zz(o.o)

18



De fa.t.o: 

[wo 
(lt l2()( 1 

012 Oii) lo 
‹1t[_i‹Í.z. (mz (_..)_l_¿> 

Sejam. 

0211/ (7211 °` Í 
f) 'll O 11 

zú-'f+;z~)0(-/-.~) z › ~ ---â 
f' Ô u Õ' 

11. 
" 'Y 1 Ô211, 

'xx 1' Ô211. 

z - ~ U.z:,.1' 4:- 
A 

[-‹¿_,,(i,1)--z1`F(1 -í)](lf 

O. 

I1 = -'Í u,(_|.1']..1')‹l.1' 

.)¿, 

31

8

V

_

- 

/

2 

z<_,~` 

... 

F:

~ Í; 

z-` L. V

V 
1,

< 

flz z-\ 
#6- 

Â.

- 

§,_<

V 
`‹ ̀ §~ 

f.\~ 1 2 2 

[0 
(lt iqcllf - : 

O 
(li-/_1‹l.1'(f)í¡ 

- ‹/.T 

/it 
‹lz'1f¶ 

'X' Õ211 Í' Ôzll z 
‹l.1'/I7:| clí-Ô-Í; -/O k 

(lí .Lt.‹l.1'ã? 

zz 
cú 

[~u.,_(=;×:=, zr) - 'u,( |;z'|._ .r)]‹Í1' 

f -u -, (,, 

12 I /L 'l/,¿,(Í., 

_ I3 = -[Vl/A,`(1,t)‹/Í*
0 

I4 : -/› u.,(|;zf 
.o 

Para. 11 temos 0 seguinte._ 

Logo 
X. 

V 0 

Il : -[ u.,_(|;r|,.1')(l`1v 

o\ 

33 

'l/f(._§ 

I-âf) 

-.s)ds 

11 + 12 :I [u.z_z($. -5) - u,(.s,--s)]‹l.s
0
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o _/"(5) = u,(.s, -s) - u._1.(s, -5) e daí con- Seja = 1/.(s, -5) entà 
cluimos que 

1. + fz z /'xi-.f"‹›~›‹1.›» = ~f<u>‹›› + _f<0› = ‹L‹0.0)
0 

Tambénl 

[3 -|_ 14 z _! [¿¡u_,¡(.â..s) + u,(.s,s)](ls 
V o 

Seja, g(Vs) = u(.s, e11trà.o g'(.s) = u,V(.s. s) + uz/,¿,_.(s, 6 avsshn 

I3 + I4 = - [g'(s)cls = -g(=:>'o) + g(0) = 'u.(0,0) 

Portanto 
Vxz 1 

H V › 

/O 
(lt/Í‹l;1f - = Il + I-2 + Ig, + .Í4 = '21/(0,0) 

Exelnplo 6.
_ 

Seja.
_ 

1 -li .
_ _-cz âf para f > O 

\/4-nt H(t"$) : 
O pc/.ra t Ê 0 

\f'a111os n1os1.1'a.1' que H(f,1') assim definidau é uma solução fun- 
da1nent.al de P(DÍ) onde 

Õ Ô2 P D =' -.~ -- 
( ) Õi ÔF2 

No\*a.111e11te de\'e1n0s 1nostra.1' que P(I))(dH(i¬;1*)) : ‹5(1.Jf). Para 

p1'o\-'annos este fato necessitamos do .s‹:'gui11t-e resultado: 

2 ,.2 

Ô 6i_:_* Ô: (`:__JÍ¡ 

ã \/4n1. : ÔI2 \/zlirt
20



P1 = lin1¿_0 

Vamos provar agora que P(D)(AH(1¬. .zf))u = u(0, 0). De fat-o¬ 

P(D)(iÍÍ(t,;zf))u = - u = -H - 

~P(íD)(11(z,zzf))~zL z H + H 

- 1i1'n(__ 

LÊ

+ 

11_-3 

1 c"lÂ_Í()(f)ä 
\/áfiíb 

4 

ÔÍ 

z // az: ff 
// 

1 12 82 
.. zzfz-w0(f)_›-lá 

-7¡'_ LÍ / / ×/4, f , 
äl

, 
, 

°" “` 
1 ._¿ du. = I1n1¿__0 di cl;1f--c':f1f-_- 

r \, (Í 
; ×/V 9 

+1' ud-/f 
1-~

l 
1I11¿_0 

6 

‹.. 
_'x¡(..Z ÕJT2

2 
É

d

É
& 

›-À 

. 1 ; '

~ 

l1m¿_0 dfr (li if." 4f __- 
__o¿ C (Í 

lin1f__0 da' -í‹ 4f 1/(6 1')} 
. -CQ ¬ln-6 

,.2
_

3

6 
Pdf

- 

'Ê 

0 flw/ ~z1(i,;1*)(,)ƒí-í_íf`¬I_f‹lI. 
I _lx| 6 

-, ,X, 

-` 

. _ 

1 _¿Ôu. flríc H 
- 

\/4fit; 
19 all 

\/Jvri )» 

12 

z2 X, 
'N 

Í) » 1 _¿1 
lin1(_0 (Lt ----f:`Tu(1'.,,1f)|;' -Í «l/(1.a,..z')_----ff 4' 

_‹ P 1
6 ÔÍ \/Llfif 

= V-u.(0.0)-li1'n,;_0/ diff -1/(t..1')-Q;-Q-c._':_Í(li 
_,-, 

_ 

` 

' 

Ôfx/4771 

Onde a. última igualdade segue do fato: 

'u(0,0›) = (l.1f [-Êc`%Í`~z1(6,.r)
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Para. vermos isto fa. .amos . l 

P2 =« l1n'1(_.0 
V 

(lr - 

ç a muc ança. de \'a.1'iá¬\«'el y = aselm

8 

: lÍlÍ1¿_.0 _ 

>I

> 

74 

>1 

3|3Ê*\*“ 
_~×

ó
É 

¿É'~ 

Iíífi

/

Õ 
äfi

À 

§_ 
QR) --6-`Éu.(e Iü -É 

í‹5`\”2-z1(‹-1, 2\/Êy)'2\/É (ly 
ÍTÉ 

1 z 
l1n1C_ [--_ó`” u(c.`2\/Ê-z/) (ly 

_ z \/4-irc 
V L ' 

0 0 fl;1'c:`y2(Íy ' 

»(0z0)

É 
,A Ç Q yz 

>~° 

_ 

“X 'X' 
1 _¿ Õzu. P3 = 111n6_.0¿ (lt flmi/*mc 4135 

2 

› ‹

2 
Í_§_t .- 

V ø 

.z 
‹V Ô _;_§_, 

= 1in'1¿_¿-,Í (lí -/À (Í.ri~;- L- 
5 \/J,¡f 0.17 

^ 
_,X, 0.1* Ônf \/4m? 

= - link-io [df ‹l.z:í)l_Ô_ <;:1w
> _.×, Ô1'Ô.r \/«T1 

= - 1im€_0 (H <--Q- )~u(f 
f dm - ' 

›õ'¬'É` ~w>. 

-`¢~ 

fã 

. -OQ V 

- /X ‹1;vu(i,;1")í (--6-- 

_ 11nE___Q di (Í.z'11(1. .1')+ -- 
__,_., 

.AJ 
\/-_L,-¡f 

_ 1. 
«fz 

E \ ‹)l2
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-P(D)(H(t,a:))'u. = P1-¡-P3 

Po1'ta.11t.o 

Logo 

z --u(O.0)-lin1¿__0[ (Lvl '11.(t,;z*)¿.)_l~_-.4_Tl¢*: 

~ ~>=1 ô 1

2 ..» .- ._L_ 
+1' HÍX 1 (1 

)()9 É M 
. f_ _ / .ru ,,.r -¬ -f__ 1m O 

6 

( 
mx' 

( af ilfl 
= - -1/.((). 0) 

P(D)(H) : 6 

23 
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Capítulo 2 

As Funções de Hermite 

A represe11ta.çao de S e S' en\'ol\fe algumas propriedades especiais 
das funç`o‹-rs de Her1nit..e (as auto funçoes do oscilador harn1oni‹:o_). 

As funçoes de Henllitte sào as soluções da família. de equações ‹lif‹z*- 

renciais ordixlárias do os‹:ilado1' llarmónico e neste capítulo \fa.mos 

eu‹:onl.rar as soluções desta. família de equações in.t1'oduziudo de u ma 
nlaneira nat'u1'a.l os opera.dores A. e A+. Demonst1"a1'en1os a.1gu1'1s 

lemas que en\fol\-'em p1'op1'ie‹;la.‹_*les (1e..×^.S‹-fs operadores e usando essas 

propriedades valnos de.monst.1'a1f a,lgu.n..< lemas sobre equi\'alën‹¬ia de 

senlixlonnas. Por fim demonstV1'a.1'e111os que o conjunto {Ó-,-,} for- 

mado pelas funções de Her1'nil..e forma uma base o1'tono1'mal para 
De posse de todos esses r‹-fsultados estaremos em condiçoes de 

proceder a. N- represent açao de e .S", 

Co11sicl‹:1'e a família, de ‹â:‹;¡uações ‹'li|`eren‹:ias: 

(l2y .

' 

- Izy _+ ×\y = 0 0n(]‹1: À = 211. +1 11€ N
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E-sta,s equações podem ser e.sc.rit.a.s nas seguintes formas: 

1 . 

A.¡x+g z ¡(,\+1)_;, 

1, 
..4+Ay = 5-(À -1)y 

onde 
1 (Í 

` 

_\+ 
1 (l A:-.' -- =-;*-- 

ç\/Éh + (lar) e 
\/'Éh (lr) 

Logo, 

A+A(A+./› = ‹À+1›<ez4+y›= _‹<À+2)~1›z4+;1 
AA+(Ay) = -1)(Ay) : (À - ̀ 2)+1)A;1/ 

l\H1-'NI'-^ 

À>z lúh-^ z-× 

"¡{›-\ 

Assim se 3/ é uma. soluçao de 3.1 então Á+y é uma soluçao de 
3.1 com À 1'epa.ssa.do por À + 2 e da mesma forma Ay é uma s‹'›111çà.‹`› 
de 3.1 com À 1'epa1ssa.(1o por À - 2. Mas isso nos diz que se yu é uma 
soluçao da. equação y” - ;1V2y + (2-11. + 1)y = O entao y,,+1 = /z"Á+!/11 é 

uma soluçao dessa. equação com ~11.+ 1 no lugar de 11. A11a1oga1me11l'e 

yn_1 z k"Áy,¡ é uma. soluçao com -11 - 1 no lugar de 11, onde Á”, l.f” Q 

R. 

Ífma solução de 3.1 com 11 = O é = Ífãá, onde lr ‹-'~ ulna. 

Co11stant1e. e a. partir dessa. soluçao podemos agora (1e.l.e1'minar um 
conjunto de soluções para a falnília. de equações em 3.1. 

O1 nosso objetivo é e11contrar soluç<`›es de 3.1 pe1't-‹_=11cen1‹fs a 5' e 

com esse intuii..o vamos considerar os seguintes operadores 

A : 
S' -›
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A _ ._1__ .¡~ + I ` 
_ W 

fla' 

A+ : 
S' -› 5' 

1 (Í ›+____ .__ A ~ (1 

onde pa.ra_. cada. zu E S 
V

- 

A+‹.u:R-›C 

‹z~1+»~%›‹f› = (N ~ ‹f› = %f«zzu› ~ »~'‹f› 

A na1oga.n1ente 
(Áz.u)(i) = Ú/1-§í.ur(^/) +«.‹:'(í) 

e seja N = A+,~'{. 
Afirmação 1. é 0 adjunto de A+ ezn S. 

De111011sÍ-1'aVçà.o. Co11sidera.11d0 S' C L2 e 0 produlzo int‹‹-:rn_‹› ‹?1'n 

L2 dado por: 

. <f,9>=/Íy ƒ`-_y€L2 

D€`\'€l]10S l)l`O\'ñ l` (1L1€, 

- <..4_l`,g>=<_f.A+g> _f¬g€.'5' 
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De fa.t,o, 

<A.f.g> = /.4.f.g=\%/‹;z~+§1¿›.f.g
1 

,: _" «Ii/9+! = (l.fz1'_‹/+_/ ÊV-

T\ 
- 1- ¬. -5/_ _ _1_ - 

. _ f'_H ‹ ~ fiff 
_ ` 

1 _ '

V = / fff; - 
dl) g 

= / .fm 
= <_f¬A+g> 

(Íomo
, 

‹› 
Ir' 

z _ __. 
O0 I 'Ê 

\'an1os agora (leternlixlar /f de modo que t'.‹f:1111a.111os ||Ó0||z = l 

I\.Ó0|I§ = <í›z›¬¢U> 
'x' 

2 J. =/ Ízf2‹›"%‹-í.”`í2`‹1.1' 

l)\1+ 
. N _ .2 .-:P2 

¡ . _ À ‹; (,.1 

: À:27r2 

~› 

Logo lv : 7r'4¿ ‹a assim og = 7r"šê:“l*2_`. Sabemos que se 0,, é solugào 
de (`2.1) exltào lz~'A+Ó,, é solução de (1-2.1.9) com n r‹-.~1'›a.s5a(lo por 11 +1 
e l‹"'AÓ,, é solu‹;à.o de (2.1) com n 1'‹z~.passVa.do por 11- 1. mas ta111\›‹'=m 

deseja.mos que HÓ,,V+¡H_¿ = 1 e para. que isto aqcoúteça de\'‹>1m›s t.‹~r 

on+1 = (11 + 1)`šA+Ç`>,¡. P1'o\'e111os agora que çö,¡+1 assim ‹l‹?'Í'ir1i‹la 

sa.t.isfa.z ||o,,+1||.¿ = 1. Fa.1'emos isso por induç.à.o sob1'‹=: n. Sabemos 

que ||çä0||2 = 1. Suponllamos que = 1. Portanto para 11 + 'I 
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temos, 

|1¢n+1|Iš : <Ôn+1¬¢n+11> 
z (~zz.+1)-1< A+¢'›,,,A+ã›,z > 
z (fz +1)-1< , AA+¢,z >

1 = (n+1)_1< Ó" . ;(“2.11+1+1)Ózz > 
z (›z+1)(zz.+1)~1“< > 
= |I<`>›‹z||Ê

1 

|I<f”>›z.+1|1z = 1 

- 

. › ; __L ,
_ 

Ana.loga..|nent.e para que ||ç›,¡_¡ = 1. cleve111os ter ç>,,_¡ : (n) 2 ..›1‹;›.,, 

- 

, 
- _¿ . 

_. -L V, ,- Como çD,,V_¡_1 = (n + 1) 2Á+o,,,, Conclulmos que 0,, = (111) 2 (A+)"Ç›¿-,. 

_ , _¿ _¿ '

~ 
Des‹an\'o1\='endo (A+›)"cj>0‹›11c1‹z\ oo : ir 4 6 '2 obt.en1os a. ‹fxp1'essa‹›: 

_ _ _ 

I __ š (Í 
H 

_ 2 
¢›,,,=(2"-zz!)"ë(-1)“fi -í‹--z - f. 

J* 

‹l.z' 

que é a eXp1^essa.o mais conhecida. para funções de I-Ier111it‹z=. OI)- 

viamente on, é uma soluçao da. equa.ça.o y” + (211 + 1 - ;1f2)y = 0 G 

como esta é uma equação dife1'e11cia.l de segunda. ordeln _c>_\'ist0 um 
Conjunto de .soluções ~z_~Í',, ta] que para Cada n Ó,.¿ e '1_.-3,1 sejam li- 

n‹z'a.r11“1‹â~\1te i11(1‹_¬p‹-_¬11-de1V1tVe.s. A tzítzulo de i11fo1'1'1'1a.çào ‹:¬ a.1.›1'o\f‹i¬it.a11‹'.1‹) 

os opera.c1ore's e ,-4+ \-'amos d‹:.Le.rn1inar as soluções ‹¿`~,¡. U Liliza ndo 
o \v1'onskia.no e a. solução ção vamos agora. clet.er1111i11ar uma soluçao

/ 

14.-V'(). 

' z/ z ‹/ 
_., 

Ç›Q|.-“Q : '¡*.›*I¬`()(p0 
_ ¢()I.¿Ú 

D<?1'i\'a.ndo os dois lnenbros da igualdade a.c.in1a. temos, 

fl _ __.-_// _- /ll; 11 _ L,-O QQ - Ó0 1,40
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1\='Ia,s por l1ipót.‹à~se çào e sao solr1‹;o‹?s de y” - f(;1_')_y : 0¬ondc 
_f(;1f) = 1?? - (212. + 1). a.ssi|r1 

- _f*‹`z-ma, z o ‹zf› 

- .f‹r.z››«à, z 0 <z>zf› 

Mul`tip1i‹'ando por 1¿í\-, e (ii) por Ç-50 e diminuindo uma. da 

outra 1,‹fn10s: ' 

.-I/ f .-Il .- 

_ 
13000 _ ›@‹›`*í`‹› = O 

Logo W" = 0 e por c.o11s‹egui11t.e DV : lc onde lc é uma ̀ ‹fox1st.ant'‹.= 

diferente de zero, pois caso conl1rá.rio as duas soluções nao s‹-z\x'ac› 

linear1'11ent.‹-2. ind‹fpe11d‹_*nt‹Ps. 1105!'-e_~ modo temos a, equação ‹_1if‹>1'‹z>n- 

cial ordiná.ria. linear do primeira ordr-fm 1,-í`*6<_.ô0 - ç')§,'1_¿'0 : Ã' para '1,f'.,. 

-. 
4 _; _¿' ,, _; _¿ » V Como QO : fr ré. 2 ternos ou : -R «ct 2;1f . fazendo Á- = 1 e 

r‹â~sol\'‹‹:11do esl1av‹_>qua«çào d.ifor‹>11CiaI ordinária com a condição incial. 
-14.o-51, = O cons‹z~guin1os a seguinte exp1'‹z^ssào para. ':_í¬U: 

. .T 
, L _¿ 2 

190 = FH; 2 ] 6:1 (If

0 

Não é difícil d‹›n1onst.rar que :ro assim definida. é uma soluçao da 
equação para -n = 0. Quando ap1i‹i.a.1nos o operador A+ ern uma 
solução obt-‹:¬1nos outra. so11.1çà.o da equação 3.1 com -n.+1 no lugar do 
n. A funçao -1550 náo perl1enC‹.¬. a. 5' e para obt.ern1os a demais soluç‹"›‹z›.s 

vamos esI'.en‹_le1' os operadores A e A+ para 0 conj unto das f11xn;ó‹~s 
CX' ou seja vamos Considerar /LAJ' : C-"”°'(R) -› (Í"*'(R) onde* 

(.Í"*'(R) d‹z*nol'-ar o conjunto das funçó‹>s com delfivardas coniínuas de 

2.9



todas as ordens definidas em R e Lomando \'alo1'es co111ple.\'os. Com 
esta fo1'ma]iza.ç.ào podemos ‹-_~s‹_¬1'e\°er:

; 

'šÂ`«.+1 = A+'*Í`n 

isto é 

'L:"n+] : (*Á+ )” lrÃ`0 

Resta agora pro\'a1'1'11os que para. cada. 11., 1;ÍÉ,1 e ou sao L.I. (linear- 

mente illdepclldentesv). (Í7ousi<le1'a.ndo A,A+ atuando e111z(.Í"**(R) 
vamos agora. dctermillal' o núcleo do operador A+. Se «za E 1\'crA+ 

eutà.o A+w = O ou sejaf, í'zz.¬(í.) - w'(i.) = 0. Resol\-'endo esta EDU 
t2

_ temos que zu = /ceí., k constante. Assnn 

I\'c:-rA+ = [6 
, . , . Â zi Isto 0 Íx cr../'1+ 0 o espaço gerado pela funçao 6. 2 . P1Ío\fe11'1os por 

indução qu‹:' Ç-Ôzz 6 1;'*,¡ sào L.I. Para n = 0, se ‹/O0 + l›z;"0 = O com 
a.. b € R entao: V 

A(‹1,o0 + l1z_;'f(,) = 0 
f/,AÓU + l›_.›fh¿'f(, = 0 

l›Á1_.-50 = 0 
À 9 

'/T* 5- 0 Í)-\-/-if: 2¶ 

Logo b = O e como ¢0(.r) 76 O para todo .T É R onljào (1 = O ‹~r 

deste modo ÓU e -1,50 sào L.I. Suponllamos que ç}.,¡ e L_‹í'VwzV sào L.l. SP 

<lÓn+1 + Õ'l;“,z+1 = 0 entao A+(‹'1(-11 +p1)`šÓ»,1 + 1›-‹_,¿~,L) = O e com isvso 
a(n. + 1)`%<_Õzz. + 1113,, 6 I\'‹;.r..4+ ou seja a(11 + 1_)"%ç`›,¡ +1›z,í.',1 : Á'c:iií
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e aplicalldo AA* aos dois lados dessa» igua.lda.‹le \z'‹-rm, 

.f\A+(‹:.('n. + ])`šç5,1 + l›1,.-í",, = /‹,~*1z"{+f'% 

(211. + 1.)(‹'1.(7n. + 1)`šç-54,, + /›'‹;Í~n) = 0. 
Por 11i1›‹5t.‹:s‹: ç*›,,Íe 'àzíšn sào L._I ‹› po1't.a.111.o u : Íø = 0. 1\-las isto signil"i‹:.a 

que c)n+1 e 1,l'>,L+1 sào L.I. ` 

Afirinação 2. Seja. 0 o¡)<~'ra.‹1o1' c1râr.fi1'1.1`do por 

. [/'1,Á+] = A./{+ - A+..~1 ‹rntà,o [A, ,~\"`]_f = f, Vf G S' 

[.›zx._1»â+]_f' z o,~m+_f' - ,zx+,.â_f
_ 

Ê... 

..‹ 

<z|›-» 

Qi-' 

,_. 

/\ 

/Â 

›__.\ (I 
<oz« + 1» Ê1 ”.

` 

'~¿ À.-× 

\,›-A 

\_/' *s §.___,

Ç /'Â ~× 

`_ 

`,¶ 

g/' 

.1 

_~ 1.- 

+ (.,.f _ _ Z (.,. _ %) (If + 
.~.- .NU _.‹¡f .- flzf 
)_Í--1(.¡_I_+‹1(¡_V¡.+.Í_(¡l2z 

2-' 

\,x5~ 

(fi¡+,%"¬¿§_,_%¿) 
§f+§f=f 

NJ 

Ou seja. 
[A. A+] = I 

onde I Ó 0 o¡›‹>rê\.(lo1' i(le11l,idade. 

Obs‹-:r\façà,o. Sendo A+ o adjunlo de A temos que -\7 é o ad- 

junto de N, pois < .f\'_ƒ`__g > = < A+A_/',g > = < A_f,A_(/ > = 
< _f,A+Áy > = < _f.;\*'_q > logo < (_-\\~'+ m)_f,g > = < f,(.»\¡+ m)_q > 
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Logo + m ‹§ a.ul.‹›a.clju111..o e .na,t.ura.l11^1enL‹~: (N + m)¡`› Í.a.11'11;›é|1^1 

é a.uLoa.‹lj unlzo. 

Pelo ope1'a.‹lo1' N + m. nos ‹.:nt.‹z*1'1d‹_-*1.11os

r 

(Q'\" + 'nz)_f : ;\-*'_f + m.]_/' I -\'f + mf. 

Paortillclo da a.fir111a‹¿ào 1., 1611105 as ;s‹-fguilxtes fó1¡111ulas 

[A,A+]' z 1 
[A,A+] z .._1_»~\_+_.,~1+..~1 z-1 
AA+ = I + Afwx z 1 + N 
A+/Â = AA* -I. 

Da ‹_1‹z\Í"i11iç.à‹"› dc' t‹z'n1os as seguintes ide11Li‹.'la.<l‹.*s: 

[_-'\". A+] = _-f\~"_4+ ~ ..~1+.=\~' 
{_.z1, .z\'] z ,‹1..\-* _ .-\'.4 

É fácil Ver [__-\". A+] : A+ [A., .='\-7] : Á. Logo ter‹z>n1os ta111bé1.11 
as fó1'1m1la,s: 

[N...»â+] z A+ z;\i.z4+ _.z-â+_,\f 
A+.f\f z A+ _ A 
.z-\fA+ z .A+ + ...«-z1+_.›\' 

{..›â..z\f] _ _ z .za 

AN z A + 
_f\-yzâ = AA-' _ 

` Ó lema s‹-rguillte a1.›1'‹:s‹z¬11taV a.]g1.u11as ¡›r‹›pri‹_>(lad‹fs dos op‹?1'ad‹›1'‹-~s 
A, A+ e z'\', que Serão uí.i|i7.a.clos na d‹:~111o1|>'t1'açà.‹› da p1'oposiç.àc› 2. 

Lema 1. Os ‹)pe1'a.‹1o1'es /L .-'1+ e .-\-' possuem as s‹;*,g'1.1i1)f‹_r..< pro-
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priedad es: 

,z1+_z\ff" A z N(,-\f _ nf" 
Á+(,.-\="' + 111)”/\ = /\"(N +(~m-1))'" 

_f\-"" A+ : ..-^\" + 1)'"+1 
¿›1(,\-='+~m)"a4+ z (N + 1)(N+(m+1)y" 

Á(A+)"' : »n(A+')"`1 + (Á+)”Á 

D‹_=.n1o11st'.1~a.gà_o:
í 

A+.-f\'"'A = N(¿\f' - 1)'", ('22) 

\¡a.1nos fazer a. de111o11st-1'aVçà.o usando av indução sobrde -m. Para 

m=1 telnosz - 

..f{+.~\-'A = ..›'l+[A¿\f' - A] = ..=1+.»1z\*" - z='\+A = ;-\"2 - N : J\='( .~*\" - I) 

Supolllxamos que a. igual‹.1a.‹.l0 \'a«1‹_= pena -m.
_ 

A+z\z*~=‹+1A- z ,l\›'.›-x z A+,\-¬~‹,.-â_.f\f _ A) _ 

z .4+_z\'~"z›-mf _ A+;vm.4 
z N(z\f _ 1)"A\›' _ .z\f(N _ 1)” 
z 1\f(¿\' _ 1)m\›" _ 1) 
z Á-\'(.'\-'_1)~1+1 

.»1+(.z\f + ›zz.)'"..4 z A-='(_›\-' + (m. _ 1.))"1 (23)
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777 

z\ m 1 ¡'Â+(¿?\"v + '77Í)m.¿\ : V ';m_L.` -kz 

§›Mš 

Z 
) 
A+,-=\-'Y'" '¡",~"\-171.* 

z - 1)”"`¡` m *MQ 

Áf:(J

H WMNQ

C 

('ZÍ)(;\-É -`1)'"` ln 

A A 
- 1) + ~m¿)'“ 

= N([\" + (m -1)`)"1 

A+ = (A-f+1)”"¬“ (2 

Pro\›'a1'‹:1'nos lsso por i11du‹;á0 sobre m. 

Para. nz : 1 

A.-\"A+ = A(A¬` + A+.~\=` ) = AA* + Az~1+;\* 
: A/{+(1+N)=(;\'+1')(N+1) 
: (A7 + _ 

SL\])0lll1.âll\0S (]U(? \'?11(:` [)ã\~I`â HI 

AA-"'"+1,-x+ z A.\f~x-\z_á»~1+ =,4,\*"1(.4+ +A+z\f) 

z z1.~\<"“A+ + .f1l.~\*""A+;\f 
z (.\f + 1)"l+1 + (N + 1)'"+*À~' 

: l)nz+l(_¡\.'+ 

: (¿¿\' _+_ 1›)m+`¿ 
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1\f.Iost1ra«1'e11¢10s agora. a. setguillte identidade: 

Á(;\f' + m.)'"A+ z (N + 1)(A;\7+(1n+ 1))'" (2
'

z 

.»~x(¬,.-\‹›-' + zzz.)m,4+ 

fuA+rf=›úA+v~1+‹A+Yw4 If 

P1'o\fa.re111os usando indução sobre n. Para. n=1 t‹_¬1'11os 

oMš”É;%§ o 
) 
Arm -I¬› mL:A+ 

AN"'f"Á+1›1Vk 
7? 

M3

O 

_/_\ 
›~š 

.A 

/‹ 

/Í 

Mš 

+9 

›~ 

,_z 

7* + 
'- 

`› % N 
P* + ')Vm-11 V' 

7:' 

>`. 

(N+1)(( )+m) 
(.‹-\"+1›)(z\" -i-(-m.+1)')m 

AA+ = 1 + A+./4 

Supo11ha.n1os que a igualdade se \ferifi‹:a para 11. 

_.›â(.4+)“+1 = .4A+(.4+)" 

[1+..4+A](,z4+)" 

(_..z1+)" + A+..~â(A+)" 
(..4+)" +A+[~zz.(A+)"-1+‹A+)" 

= (..4+)"V + -zz(A+)" + (A+)"+1A 
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As equi\-'alê.11‹:ia.s das famílias de sc1ninoi'1na.s ein S api-‹âsen1adz1× 
nas proposições 1 e 2 seguintes são c1°uc.ia.is para as d‹~2n1onstia‹,o‹~× 

dos teoremas de repmseiit-a.ção. 

z (fz +1 1)(A+)"' + (..4+)'"~+1.»i 

Para f E Ê, Q,/3 E Ii., 12. E Í+, definimos 

Para distinguir as sen1_inormas 

i11ti"oduzi(las no capítulo Í, esC1'e\'e1ƒem‹.'›s , 
. 

I I 

ao i11\‹'és de apeuaw 

||.fIlQ,,à,_z 
= Il;1f"'13'3.f¡¡L-z(1z,z, 

|If||,, : +1),/i||L2(R") 

O_h¡3?.¿ das sen1111oi'n1a.s 

0,/Í,:<
› 

Usaimnos tambéiri a notação = ||.||¿2(R,,) 
Proposição 1. As faiziíliâs de se1111`1*1o1'1'11as e 

sobre S`(R“) são equi\~'a1e11tes. 

Denloiistraçào. Nós foi'111ec‹e.i'‹z¬.mos ai den1o11straçào no caso n : 
1 por simplicidade de 11ot.a‹;ào. Desde que (1 + .r2)”1 G 112. t‹ mo¬ 

que: 

Assim, 

o-._.'3'.2

É 

É
É 

1°D ' 

Í < +`.1'2)"1H2||(1 + ;'z'2);1'°D"i3/"||\ 

Hfllz É HU+@f2)"||z1l(1+1'2).f`||zI. 

<f1i\zz~°vfãf + 
<r‹ ||‹f°a1›;a*`f||,Xi + fu \› . ‹_ '› 

|ú+2.,3,f:<,-)
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Por outro lado, 

F' 

Como 

Logo V 

i¡` 

.zw = / ,f'‹f› ‹1f 

HfHx,==SflPLftvH 
13€R 

.X› 

nflnl = 
_ 

If'‹;z››|‹Lz~ 

I f 
I 

-/"<1f›‹l1I 

/ I./*'‹1›1‹lf 

/LM 
I./"‹1)|‹1f 

If(«1*)I É 

É

É 

Lflíflfm 
então 

Pe] 

Assiln 

o 

H./`IIV,¬ S 
I / f'‹f›‹1fz| 

É 
. 

(lí 

|| f'H1 

a desiguaol(.la.cle de Hölclm* Lemos 

||.f||.×. SH.f'||1 É Il(1+12)./"!|zl|('1+‹1'2)' ||z
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11.f||f.,,3.,xu 
= 

% 

.
. 

V + ;1r2)(;zf<"D"3_f)'\|2||(1 + ;1:2)`1H2 

«fun + .z~2›‹ozz~L~1›»ã/um
É 

: C‹|l(V;1?.u-D,'3'f)/ +1_'2(¿Z_@-l),«1%ƒ)/H2 

V : Cl|o~;z¬°""1l)*'3.f + ;1f“`D'5+1 f + :zf2(o'.'z'“_1D'ü.Í' + -1'-°.Ú“5+1 

5 cr (Q-|¡;z~°'-1¡)~fãf||2 + |\;z¬=¬*Df3+1.f||z 
+‹›l||w°+1Dfi.f||z + ||;z›°+2Dfi+1.f||2> 

É C (°'llfll.¬z-1,,.3,2 'l' 
a.,z~3+1.2 + Qllf O-+1,,z3,~z + 

Portanto pela Proposição itenl 1Í-ÍIÍ, do capítulo 1. temos que 

, _ . ao Ú m} sào equi\fale11tes . 

Proposição 2. As se1nÍ11o1'mas são uma família dí1'igÍ‹;1a 

equ1'\-'alente a. [am1'I1'a de semi11o1'1na.s Ú, lg 2} sobre 

Demonstraçao. A família. de seminorlnas é uma família 
dirigida pois dados m. n N temos que: 

lI.f||m+lI./`||,z = lI(.N +1)'”.fl|z+ (^"+1)“/`||z < ° (N+1)"'.f|l~z É Êllflll _ _. 

onde lc = ma.x{-n1.,'n.}. Para provar a equi\fa.lê11cÍa. das normas 

necessitamos da seguinte desigualda.d‹z' 

2 - f vz ` '~ " 
||Af*.4§* . . . .z-4ƒ,ff;_f¡¡2 g < J .ow + nz.) * f > (z.z) 

onde A# siguifica A+ ou A indiferelncmente, f E 
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Usaremos indução sobre m e os resu1t.a.dos do Lema. 1. Para 

m = 1 temos que p1'o\~'a.1' que: 

1lA#.f|1š S < .f.‹.\a'+1›.r' > 

Para A# : A temos:
M 

uàfllš = < A_f'.A.f%>z < .f.A+A.f> . 

= <.f`¬N.f>í<f¬N.f>+<.f¬f>
É 

Para. A# = A+ temos: 

||A+fHÍÊ = < ..â+`f,..â+_f' > z < _f,..4...-~1+_/P' > 
= <.ff(-\"+1).f> = < .fz-"`\*'./`+ f > 
= < .f`‹-'\'7.f>+< .f¬.f> 
= <_f.(.z\f'+1)ƒ>

H 

Logo temos que 

||A#_f|11§ 5 < f,(;\f'+1'›_f > 

Supo11l1a.mos que a. desigua.lda.dc 2.7 vale para vn. Para g = 
# r 

u 

. _ Ám+1_/ t.e1no§ que 

2 

H 

2 _ m 
|¡Aí* . ...z1:í›§.‹13Í§+1_f1¡2 z |¡.â;'*z. . _ A7;§g|¡.2 g < g,(_z-\›ú+ nz) g >
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a.) No caso mn que g = Af 0 obse1*va.ndo a. equafçào 2.3 obtemos 

< g ,(1\›-"+ n1.')'"g 

Disso resulta, 

W . . - f1,fiA.f||É 

b) No caso em que 
obtemos 

< g , 
(V;\~"' + m)"'g > àz

É 

Disso resulta. 

> < Af , (N + 1 )'“A_f > 
< _f , 

..»“.\+(,\*" + m.)'"Á_f > 
z < f,¿\"('¿\-'+('n1-1)) 'f> 

É < f z (N + (mv + 1)»)'"'+1.f 

S < fz(1\" +('m+1)o)'"+1.f>

9 

< Á+f É (Ay + m )nz.A+f > 
< f , Á(¿\="+n1)”"A+_ƒ' > -

> 

Aff e obser\«'a11do a. igua.1<la.cle 2.5 

< .f -A (N + 1,)(1\' +(1H+1)Y".f'> 
< f, (1\' +(~n1+1))(N+(m.+1))"'_/`> 

< _f,(N+(m.+1))"*'¬“_f > 

||Af*...A1§,â+_f||Í§g < _f¬(.\'+(-››z+1))"°'“_f> 

Porta.1í1t.‹) de ao) e b) segue que 

11441* » « .Á~1?ÍÍ+1.f||ÍÊ 5 < f ¬ 
‹z\f + ‹~z + 1››*"o+'.f' > 

Para ‹°011'1pI‹ât.a.1' a. demonst1'aç.à.o do Prop0si‹;à.0 2 Yan 

duzir as 11ota.çóe.s a, seguir: 

(A#)"` “Êêf Aí*...,-af 
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onde AÍ = A ou A+ para j = 1 ...Ãff Como: 

1 (Í 1 (I Á=_~ 1? -- .Á.+=í .f-_- 
\/§<l+‹l.1'> 6 

(Lv) 

então, ` 

cl A - A+ A + A+ 
6 11': 

Dese11\¿'o1ve.11do A Í A+_)° e usando a llossa, nota.çà,o concluímos 
QUCÍ ¡ 

(A ¬: A¬”›°u = ‹;4#›° 

Ou seja (AÍ A"`)“- é a. soma. de 2°' mouômios em A e A+ com 
coeficiemes -l ou +1. Agora. 

o 13 

nf z |1.›m~°1›mmá/'1¡z=||(fifi**Í) fu? 

= ¡Í,1)a-¬,81¡‹Á4+A+› ‹z›1~z1+›f*f||z m 

é -;§||2=*+-**‹A#›m~¬ 
. 2 

20-+-3 
I 0+? _ É HH ) 'fil-z o+¡3 

2 2

G 

S 2°5'_”||‹.z-1#r'+f3.r“¡|z 

F`a.z‹-:11do ls : Q' + /Ê e usando a. equação 2.7 temos, 
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I|‹«4#›*`.f' 

Assim. 

||<z11#›^°.f||z s2‹2k›*||‹. + ›- r 

Portanto: 

Hf o.¡'3.2 É

É 

Como A e A+ 

nã É 

É

É

É 

4+ 

< f , (N + À~)^` 

< .f`,((z\' + 1.) + (Á 
lv 

L. 

2z^*À~^<< 
_f ,( 

J=0 
L. 

ME.

O 

<2k›2^*1\<N 

Lt 

.Í =0

H 
2¬T“||‹A%#›f*+f3./'||z 

2”`zLZ(2(Q +:õ'))~¬+* \ +1 + - 

0- + [9 

›› 

são colnbilxaçóes líneales de 1 e fl (11 t‹›1no× qu‹ 

o.+_.í3
2 

.1 =0 

0- + fl-3

4 

Z<';f>‹/‹ - 1›f< f ‹

_ 

;1=0 

_z~\ +1 

‹j21zz)*¬< _f,(..\f+1)2“¬>f 

+1) ' fIi_ 

~2°`5_**'~2°+**<é~+,»éf›\ “||‹ + ›°+ ¬f|Iz 

‹2§‹‹›+fi››°+«fi§j|›.f +z-, 
1 0

2

ƒ>



AA* é um polinômio em 1' e cl/cÍ;1f, isto é: 

Á/_1+`f _: ü (zw -|› (I - 

Daí resulta. 

AA* 

wi-' 

NI*-^ 

×‹*-' 

/Â/Â/'Â 

/',_`\ 

*V 

_ .Í _, 
~ df 

I *¶Ê>@f'ãÔ 

\')1›-- 

--I- .. 

¢”+f”Ê%) 

1 12 .gz - z §(_(;T+,z. +1) 

« l V 

12 
zfäf - + %:‹z~.f› ~

f 

_ z

2
( __ ,.f¡f df ._1.f -[`.'7`f` _- .Z + «IT 

(LE + 

= (-;1f0I)2 + IZDU + ;zf°D°) 

E .J . . _ /_'-+ n m \1 à c o lesu ado ànteuol 0 opmàdox (AA ) é um polmonuo 
» 4 - 

' 
› \^‹` ' ›ó 1 1 1 em .1 e e ‹..omo tal e uma. com ›1uà.ça.o ]mea.1 e c omen o× ‹ à 

forma ;r“ÍD"3. Suponhamos que 

(A/{+ )n = 11¡z'zf°" D5' 
:GI 

onde I é finitzo e os coeficie11t-es 11,- são leais. 

Temos então que 

||fI|,,,

É 

||(f\'+1)"f||z = ||(‹414+)".Í`|I 

H§:ufi«D*fW 
i€I 2 5 2 nf 
I GI i€ Í 
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Com isso c.oncl`uimos a de111o11st1'a‹¿à.o do P1'oposiçao 2. 
A seguir p1'o\-famos que as fu1'1çö‹:s de Hermile coustit.u‹.=n1 um 

conjunto ortonorn1a.1 completo para o espaço L?(R) (Proposição 

3). 

Seja. 'H = L2(R,c:`1`2‹1:z*) munido do pro_‹;lu`to i11tz‹z-rno definiclo 

por < ,g >H = _fge¬”2‹lz.z' Seja.-'L;",, = I" e consiclere o ('onjun_t.o 
ortonorn1a.l {I-I,,V}',°f'=0 obtido de {~çÍÍ',1}Í;f“=0 pelo processo de o1't1‹;›go11a.- 

lizaçào de Gra.111rn-Scl1n1iclt¬ 

Afirmação 3. Se 1] G H e < .rm ,'17 >~,.¿ = O Vm então 1] = 0. 
.- 9 De fato a.pl1cando a. tra.11sfor111ar<1a de Fourler a funçao 11€:

' 

temos, 

(1];:"2)('.l/u) = (2»7.‹`Íi"Ê[‹ 1¡ê*""2e".*””cl;z' 

¿\, 

= (2fi)"' /‹ nó- 2 `(_'¡U)" 

\)i-l 

\)h-l

.

2 
6
2
¿

\ 
fz

H
¬ 

'

O

Z 
,¬

¬ 

;._ 

~ 

_. 

7.,-'~ 

/É

3 

F5:

Q

À 

z 
À 

dia 
. rn! 

'/2:0
l

2 

z (gm-:
" 

3% zf. 
- ¬-- (-il/)" 

\ 
11 ¬1'2 = (2,-«_) _ 

ã Í- 1¡.1f ei. ‹/.zf 

1z=0 _'×' 

V'¬* 

U*-¡ 

E

_ 

M‹

O

1 

5-G /\ /Q

_ 

I'

í V
.

I Ê : (2,-¿)_Í 1;*-V ;r~7 . 

`: 

V
2 Logo 1¡e"'r = O e portanto fz = 0. 

Lema 2. O conjunto {H',¡}”,Í':O é uma base ort-ono1'ma.l para L2(R).
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De111o11sI.1“á.‹?›. Úomo {]{,,}7:`:0 é um ‹'o11ju11t1o ort.ono1'n1a]'obtido 
de dy, : I" temos que: 

' Âvn 1 + + ' ' ' + /\",I{7¡y. 

Seja, P = {H,, I 
n = O. 1, 2, . . . Suponhamos que P não seja. uma. 

base o1't.ono1'ma.1 pa1'a.'H. Logo EP' Ç) P, e P' ;¿ P tal que P' é um 
conjunto orl-ono1'ma.l ,isto é, Êlg 6 P' tal que g J. H,,_, n. : O, _ . . 0 

g 31€ 0. Mas se g .L H,, ent.à.o y .L :z'"u logo < g ..1'" > = O G po1't.a.nto 
= O. Contmdi .à.o. Assim H l°Ê_ ‹Ê¬ uma. base ortonorma.¡ ›a.1fa. Ç 71 n-O 

H. 
`- .2 « ' 

Lema 3. Seja. on = Í1,,c'%. O c‹)1'1_jL1¡1tz`o {çã,¡}`,f¿0 é uma. Í›z1se 

o1'to11o1*ma.I para L2 ( R). 

D_e111o11st1'amçà.o. Co11sid‹?.1'e o Conju11t.o {¢,,}',Í'=0 tal que ,Ôvz É 
L2(R'). Deste modo obL‹fn1os¬ 

< Ófzêj >¿~z = Ófój 111* 

/\ 

mpagpjggíg

`

É = (;1')‹;`;`:2"I{¿(.1')‹~?`Í dzzr 

'> z 11,-11_,~‹z.-"f" ‹1;z~ 

I >H=Õ¡j 

donde vem que {¢,,,}`,f':0 é um coujumio o1't1ogoua.1.
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Por outro lado, 

< (Í`à'Il:q`511, : 
< 

/I;I(.'Tá'I1(I¿r)Ç`àI1-(¿l:)(,l) 

z 
< f ƒ1,1(;z‹)z-z-¿1â1',1(zf)@-*Êz1.-zf) 

R. 
` 

~ l 

= (lI{,1(.1f)]J,1(;z')f:`”2 (II)R 
= < 11,, . H,, >í,,z |¡Hn||.H z 1 

L é um conjunto orto1'1o1'n1a.l. Ogo 
‹ 
H n:-.O

I 

7 '_ O 1 `7,_. . . Suponllamos que 5/1. G .L2 

`

0 

Seja. R = {ç,7,,,, n _ , ,.. 
` 

/1 # O então < /1.,c,/5,, >¿z = tal que /1. .L ,n = 0,1.,'2,... , 

1\-'Ia.s, 

<Í1,<,:â,, >¿z = //z[Í.n(.z')6`%?`‹l;zf
R 

.7 Í-› = /À Í1.c¿?;ÍÍ,,,6""" (LI: 

R, 

z' < /z.@%,11,,_ >.H 

.2 .z
V 1 L ‹n.=0.1.,`2,...._ Í1.‹z'.r7= Assim < /1.672' , H.,, > = O. he .L IJ”, 

O pois H,, é ba.se. Deste moco 1 _ 
é uma. base ortono1'n1a,l para. L2.

L
2

L
2 

-'› 

1 I _ 0. (ÍÍont1'adiç.àuo. Logo {É›,¡}`,Í:0 

` = ff;-fg/'2H',L assim clefinidas P1'o\'e1nos a.gora‹ que as fu11çõ‹fs on 
são-justa.11'1‹:11te as 11-ésin'1a.s funções (lc I¶e1'111ite. 

\ onde Ó é a› 11-ésima fu11çàÍo de Her - Lema 4. O co_ujunt.o {¢›.,,}Í,¿“:0. ,L 

111ite_, é um conjunto o1't.o11o¡'1na.I de L2(R). 
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Demonsl.ra.í' cão. Seja <¡"›,, = (n!)”l/2(A+)`"q'›0 a. n-ésima. função 

de Hermii1e_ T9111-se: 

\.) C/J < (A+)"¢>0¬(AA+)"¢>o > =11-É (L ) 

Pro\-'a.1'emos usando indução solne. 11. Para. 1121 temos: 

< A+d›0,A+çö0 > = < ç-50 , A.-á+<ö0 > 
< ¢o ¬ (1 + A+-*Ú¢‹› > 
< «po , Q, > + < ¢›0 , 

A+A‹;'0 > 

1. 

Suponhamos que a. igualdacle se \-'erifica._pa.1'a. n. 

< (Â+)"+1<.Ô‹'› z 
(U-4+)"+1Ó‹› > = < ‹A+›"<>0 , 

A<z=1¬”›"“ó@ >
~ 

z <(A+)"ó(,,(1z.+1)(A+)"¢›0 +(¡'‹.\+)"*-+1,»'1¢f›(, > 

< (f\+›)".¢ú¬(f1+1)(z4+)”`¢‹› > 
z (_‹zz. + 1)< (f1+>)'Y¢>0,(,z1+)Y7óL,> 
= (n. + 1)n.! : (12 + 1)! 

Logo. utilizado o resuli'-a.‹lo acima. tzemos, 

<ó,,:¢›,z >, z < (›z.!)-%(_.z-1+)"¿›(,,(›z!)~~(A+)"ó0 m›_z > 
z (zz.!)-1< (A+)'1ó0.(A+')"¢›‹›> 

= (-n!)`1(~n.!) =1
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Supon11a1111‹›s que m 5:4 12., se lc Ê m e Áf É n. Temos assim qu‹:: 

< (A+)"ç§0 , 
(/1+)mÇ'›0 > = m(-nz-1) . . _ (m-(lc-1))< (,L1+)"'_¡"Ç*5U , 

(Á+)m~kÓo 

Provaremos usando indução sobre k. Para /zf = 1 temos, 

< (A-1-)nq=)0 ` 
(./._1+)1n¢0 > : < ('¿1+V)11.-16:50 7 

A(A+)1›1.ó0 >
H 

= < ‹A+›"-1%,~z‹A+›"“¢«› 

+ (/4+)'"'A¢5o > 
z m.< (A+_)"-*¢›(,,(A+)"'-1 >

' 

Suponhamos que a, igua.1<1a.de se verificau para lc - 1 e p1'o\~'e.mos que 
ela se \ferific.a. para If. Ê 

< (A+)" , 
(A+')'"@"0 > = m(m - 1) . . _ (m - (ík - 2)). 

< (A+)zz-(lv-1)¿)0 ¬ 
(_/-1+)1v1-(¡f-1)¿'¿0 > 

= m(m - 1) . . . (mu - (lc - 2)). 
< (A+)n-(k-1)-láo 3 

A(A+)v›1-(¡~'-1)@~'0 > 

1: m(m - 1) . . . (vn - (Áf - 2)). 
< ‹14+›'*"*õ›@, (nz - uz - 1>›<A+›"1'<*'"“'*<›‹z 
1+ (A+)/vz-(I.:-1)AÓ0 > 

= m.(m.- 1). ..(m - (ls ~ 2)). 
< ‹z4f›'1***é›U,‹¢›› -u-1›u›‹A+›'"“*ó.z > 

= 1n(~m. - 1) . ..(1n - (Í: - 2))(_~m. - (lc - 1)). 
< (A+)n-Iróo H 

(Á4+V)v11-Àrçôo > 

Se -m > 11. fazemos Á: = 11, assim: V 

` 
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< (A+)"¢›(, , (A+)mçb0 > = m(m- 1.)...('m- (11. -1))< Óo › 
(‹-4+)""_"Óg > 

' = m(m. - 1). . . (mo - (n - 1))< Aég ._ 

(.›'1+)'"`"`1d>0 > 
: 0

H 

Se m < n fazelllos Lv = vn, assim, 

< (A+)"_®0,(A+)m,Ó0 > == m!< (A+)""mc__§0 ,óo > 
= m.Í< (A+)"_m_1<_z50 . Ação > 
= O 

Po1't.â«nto se 'nz 7-É n telnos, 

< ‹Af›o'1ó0,‹4@1+>'"<f›‹z > = 0 

Assim, 

< Ófz -. Óm. > = U se rn 7É 11. 

Logo {<,á,¡}';Í`=0 é um conjunto ort.o11orma1. 
Proposição 3. O conjunto {çbn}`,Í:Ú, onde ou é a. 11-ésima função 

de He1'n11'te, é uma base o1'í.o1'1o.1'ma.I para L2. 
~.. 

De1no11sl›1'a.ça.o Seja 0,, = ç›,,c“'“ /2 deste modo 0,, e um pohnonno 
de grau 11. Assinl . . . ._ çäk] = [l,;1', . . . ,.r¡"] = [H0, . . . , IÍ¿.]. isto ‹.3._ 

ufik- ,'/.~ :_A- o espaço de pohnonnos gerado pelos coujuntoâ. {Q‹,-}]-:O , {.1f}J-:Of ‹+_ {1Í_,}¡:0 

é o Inesmo. Assim, 

@=%m+mm+m+mm.
49



Além disso Lenlos: 
A. 

<11,,1._<Ê,\. > = Z ap,-< I-1,,, .Hj > = 0, nz > lê. 

' _j:0 

Também Lemos que.: 

HI = 530630 + 31 51 + . . . + ,f3zzã>1 

e assim,
1 

< Óni, 7111 > : Z .›¿3j< Ónl -, > : 
.1=0 

Portaiiito se m 7% n temos < om ,HH > = O e sendo {If,,}',f':0 

uma base. ort,onorma.1 temos que: ` 

:mz 
v v 
Ôm : < Ônz ¬ 

: < (311 -»H1›z >Hm- 

: /\1vzH111 

i\fIa.s, < ç5,,,_ , om, > = 1 e assim ,\',2,,V = 1 logo Àm = il 6' Óm = 2i2Í'Ím- 
Mas 0 coefficieilte de maioi' grau de om e de Hm são positivos, isto 
implica que Om = Hm. Port-amo: 

Qmf 2 : 11111 
_ Á Om : Iímc 2 ~ 

Q'/n. : Qm 
Logo {ç'>›,,V}ff':0 é uma. basf-_*. ortonormal para L2 onfle a.š Ó” são as 

11-ésimas funçoes de Hermite. » 
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Capítulo 3 

A N-representação para S e S' 

3.1 Teoremas de N-representação para S e S' 
V 

e Aplicações ' 

Teorema. 1. (A N-1*ep1'ese11t.a,çàVo pa»ra« S)
¬ 

Seja. sk 0 coi1jLu1to das mult.iseqü‹Ê\11cias {(/k¬.}L__E¡§ com a. pro- 

priedade: 
717 sup na c\'| < oo 

oëli 

para cadav im-‹_>i1"o positivo m. Topologize .sk com as se111ino1'u1a.s¬ 

||mu1ã = 2‹‹1a+1a›”1‹zL¬a12 
0, 

id ' `_,_ k Ú, onde E Ii e (cx +1)” z HI¿=](n,-+1)2'°. 
Seja. _f G 5'(Rk). Então aa sequíi‹Ê¬V1cia« {‹1o,}, (10. : < Ó» -._f > 

com ¿›(.1f) = ç")¿,.1.(.z*,^) está ‹-tm sk G a. a.p1ic.a.çào f -› {‹1,a,} ‹¡~'~ um 
iso.n1o1'fismo vt-opológico.

V 

A expansão de Herlnite _fz = É ‹1(,,Óc_, co1'¡\fe1'ge em .5'(Rk). Os
O 

{‹1.L¬.} sào ‹'.l1a.111a.dos os coefi('i‹»11te.s de Hermite.
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Den'1o11st»ra.çà.o.\f'an1os fa.ze.r os (le.ta_l11es pa.1'a.o ca`õ‹› : 1 (- mo 
sabemos,

6 

AA+ : 

Assim, 

12 
‹2AA+-1›¢,z = (J-2+

) (lr 

= (211 -{-1)q5,1 

daí deco1're.111 als seguiníes ident.ida.d‹=s 

([2 2 I . 1 -W +1? Q,1=(2n+1)‹p,L 

1 (12 
. V 

5 + .T2 + 

(2(-f'\f"+1)~1)Ç<í,z = (211-+1)¿>n 

('2_-\f' +1)ó,, = (2-n +1)¢,,

1 

S_upo11ha f 6 S e co11sid‹~.›re a, expm1sà¬o L~2-Con\«'‹~1g‹11t‹\ 

Nózz 

X; 

: nf.)/1 

: 
ã (ÍHÔW. 

onde 

il: 

X. 

an _ < Ózz âf > - Í @.,l(;1')_f(;1*)(l;1 

Como .~\`T” G S' temos .-\›"”'* G L2(R). 1\*la.s._ 

.§¿. 

711 HI ' 

_f z N ' 

É ‹z.,,,<,zô,, z 
n.=0

1

‹ ̀) 

:~O
Q 2

2 

0,, 

3: 
2 

gsm



Assim 

/\ ZM* Ê
2 

< z\“"f',N"'f > = âén ,Ê flwók > 
: k:O

O O

Q : nãÍ< Ó'/L 1 Ók >nmkm 

gx. 

= 
V 2 

‹1.nfi1'z'"'11."'< çön ¬ Çfin > 
n=0 
.N 

: Z I(l'n{`2_n2111 
T¿::Ú 

Porta.nto 
OC' 'X' Z |an|n'" Ê Z |‹¿,,[211.2'"' oo 

1z.=0 'n=0 

Logo Sup" |‹1,,¡|12m < oo e daí c.o11C.luin1os que c1.,,¬ 6 .S1 

Definao agora a. a.plica.çàÍo: 

u : S -› s-1

: 

onde 0,7, = < >- 

Provemos que esta. aplicação é um ison1o1*fis111o topológico 

||.fHi = ||‹N+1›"*./'Iii 

= <‹f\f+1›"if,‹f\f+1›"'f> 
QQ -X. 

z < (N-|-1.)'"Z:‹1.n<__z5.,, , (N +1)'"'Z‹/.¿.i_o'¡,. > 
n=O l‹=0
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QQ 
z Z |«.,,|2< (N +1)"'¢'›,l¬(,\f+1)"*‹,â,1 > 

n=O 
Ixl 

= Í]%P<w+1W@Hw+1Wm> 
n=0 _ 

xa 

= Ê]%W~+u”<@M@> 
n=0 
K1 

: Z |(1..n12(12.+ 1')2m 
n=0

¿ 

= II{‹Lfl}IIÍz 

Como sào 11o1`111a.5 sobre S temos que se _f gš g então f - g 7É 
O e daí - gflm > 0. Seja 'u.(f_) = an e u.(g) = 0;, ent.â.o temos que 
Han - a.¡,.||m > O e a.ssi1n ‹1.,¿V 

- ak 7É O isto é u(f) # 'z1.(g). E com isso 
concluímos que u. é injet.i\~'a. 

Agora. seja. {an}',Í'=0 E 51 e seja. _f¡ = Eizo ‹z.nç'›,1 

Hfz - .fz-IIÂ = (N+1`)'"(.f`z-_f,z)IIÊ 

~ =‹«N+uWfi-flmN+UWfi<m> 
I 1' 

V = <(N+1)"*-<2‹znó,,_-Zzzm). 
= A~=0O 

1 1' 

(N +1)'"(Zc1f,¢5,z- ízcl-AÓ1.-) >' 
n=0 k=0 

= < (N+1)"* Z zz,¡_<,ân,(z\f+1)"1 2 zznón > 
n=1+1 n:l+1

T 

z Z |‹,.,,|2< (zz+1)('1¢,z,(n.+1)"1¢›,l > 
n=l+1 
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T 

: Z |(¿11I2(`n' + ]›)2m
l vz: +1 

- Concluímos daí que 

quando l, -r --› oo (pois |a,,,|2(n+1)2'" é co11ve1'ge11.te). Assim 

(_f¿)Í;0 é uma seqüência, de Cauclly em Cada ||.||m e por conseguinte é 

de Ca.uc.hy em (Proposição 1 e Proposiç.à.o Como S é completo 
Elf 6 S tal que fz -› f. Se fz --› f em S então ||f1_f ._zz 

_> 
ú .,.› 

0 quando l -› oo para. todo 0, /3 E 1+. 

0 É ||f1~f||~z 

5 %G||‹1+z2›‹a.fz-.f›||ao 
S (7`(H.fz - fH<×. + |l‹l”2(.fz - .f)||.\,`) 
É (7(||fl _ f||o_o +||f1_f“2,o) 

Mafls Hf1"fHo,o __) O 6 _ 
f||2.o __* O (íuaudo l '_¬` 

Logo ||_f¡ 
~ 

_/'||.¿ -› 0'quando l -> oo. Deste modo fz -› f em 
L2 e poflxamnto f = ‹1.,Lç-*›,,_ onde an = < ,f >. 

Deste modo da.do {(1.,,_}Í,°f'=0 6 S' existe f E S tal que u(f) = 
{‹1,,,}',Í`:0 onde an .= < on ,_f > e com isso u é sobrejet.i\'a.. 

Sejamf = \¿¬mc1,,(_f)<,5,,,, g = Zn a,1(g)¢n em S' onde ‹1,¡(~/') = 
< Õflz-.f >› ”fl(¶) = < ,-g > e seja z\ G R. Então. 

z\.f + Q = 2‹z\‹z,1‹a.f› + ‹‹,z‹go››¢›,z 
' 
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e 
1'-(×\.f + 9) = {×\”zz(.fl + f/.zz(.¶l}Í=ú 

` : + {(I`7l(.q)}$1;Y:0 
= À'U(.f) +1/i(.9)

_ 

Segue dai que u. é linear. Além disso -u”1 também é. linear e como 
H_f||m : ||{a.,z}||m pelo Teorema. 2, (Ía.p'Éulo 1, concluimos que u de 

u 1 sào coiitínuas e por conseguinte 1: é. um isomorfismo topológico 
de S em sl. 

Teorema 2. ( O Teorema. da ;\f'-1'ep1'e..<e11t.açã.o para .S"_) 

Seja. T' G .'§"(Rk). Seja. ba. = T(Ç›¿,) para cada. 0' G Ii. Entao 

pafa. algum ,z-3, bal Ê C(o- + 1)” para todo ou 
Reciprocamente, se bo. Ê C(a + 1)*'3 para. todo 0, existe um 

U1 única T E S' com T(_o¡Oi) = 110.. T G e ba. = T(<,àL.,) sào 

seus coeficientes de Heiímite entao 20, bo.q§L¬ converge na. rf('.^§"., S)- 

topologia. para T. 

‹De111o11st.raçà.o. Consideremos o caso l§=1. Seja. T E 5”. (Í01110 

{ é uma família dirigida de seminormas em 5' e T é coiitíuuo 
pelo Teoreina. 2 do capitulo 2, existem C > O e inteiro posi1'i\fo -m. 

if'-ÍS que lT(<5)l É C'||¢||m VÓ É 5' E11'11>fii1`f-¡9“1fi1` lT(z®')| É (-`||€>|l,,z- 
VH G I+ Ago1'a.¬ _ 

HÇÔTÍHI71 : +1)7'zÓnl|2 

= ||‹›z.+1a›w..||z 

= (n+1)'"
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âSSlI'l1 

|T(¢511,)|í Ch-73v1H1›z 

logo 

|1›,z| 5 C‹o›z+1«›'“ 

R.eciproca.me11te, supo11ha.1nos que |b,1§ í C'(Vn+1)" Pala. 0,, ,ÍIU 6 

.s defina., 

B({(1.,¡}) = bnan 
. 'n:0 

Como V 

eo 2 |bn‹1,, |

= 
r1.=0 n=1 

g ÊC(-›z.+ 1)
E O 

.x. 

z» C7Z[(1.n{(11.+1)'7' 
7z.:() 

fazendo k = n. + 1 temos 
~x. cx- Z |b,,(1,¿| Í C É |(1¿.|/fm É C`í:1‹z¿.|2/fm < oc 

I1=U À'=1 1~:=1 

Logo esta. clefiulliçäo faz sentido. Usando a c1c«1guàlc1<:‹l‹ ‹l‹ 

Hölcler e a. ide.ntida.(1e 

1 
° 

1
` 

Z(n+1)2 Z 
n=U \ 

' k=] 
A2 6 
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obtemos o seguinte, 
T 

|B‹{‹zn}›1 5

É

S 

' É

É 

S

É

É 

Assim, pelo Teorema. 2, Capítulo 1, B define um funcional ]1ne~<u 
contínuo sobre Defina. T : -› C por T = B 0 u onde 11 0 a 1\- 

representaçào de S. Logo T é cont.i11uo e a.ssim T 6 S”. SP f 6 '¬ 

fx.-z 

n=0 
-'JC 

C7Z(12+1)"1|‹:,l| 
n:0

` 

|1›,,| |an| 

°° 
. mV(1z+1). 

cv š(1z.+ 1.) _-(._n+1) ¡‹z.n| 

OC! .

l 
_ 

m+1 
C'š)(n4¡-nl) |czzz|í_“(n:+1)

Q 
/'T 

3

. 

mz
1
5 

(77.+1)2nz+2I(lnl2) _ 

T

Y 
Cv I{(.l"1}H1n+1< (7?'+1)_2) 

¿f(pÍ6Í|\{‹zm}\1,,1+1)

O 

ÍT 
(n +1)'2

O

L
2 

3

. 

Mz
O 

'2 

cf%||{‹z.z}||m+1 

, __ 'X' '
. com f -_ Enio a,,,<p,, segue que, _ 

T(f') = B('U(.f)) 

= B({an}T)
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isto é,

T
( 3

. 

MY
O 

K1 
:' 

E ‹/,nbn 

-0 71-_' 

Z* 3 _©` E 

Como cada. ou 6 5' Lemos que: 

¬ _): 

) 
: 

ã Ú 'fz n 
_ 11 O 

rx. 

T(:Ç”>fz.V) = T( Z (fl.-Ózz) 
1. o 

onde ak = Õkvn. Logo. 

SeT 'li' I - E L e _›,,, _ T(<,›,¡) são seus coeficientes de H‹~1nnte enlzno 
zzçz _. z ` . 

Í. = Enzo 1›,¡o,¡ e a. sua e_\'pansa.o de He1'11'11te . P1'o\-'elnos que nz, = 
T,-de fato:

g 

: Êa'k¢k> : Zakbk : bn 
À 0 À O

õ 
1n¿(z,-2) = f,(;1')«,;(1f)‹l;1r 

= Êf'~Ê«k /W ¢›n<ézf›¢zz‹zzo-›‹1z 
n=0 Ã'=O ` WI' 

.›_\_

É 
‹ 'X-'

O
? 

: 
É Unbn 
11=0 

'z 

(nf) Z ‹1¿.¢'k(.1f)¿Í.1 
k=0 

= T<Ê:‹¿n¢n)
U 

n=O
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= TW) 

Assim ~n'1.¿ = T e porl.ant.o b,,_Q',, converge para T E 5"11a 

a(.Ê”¬ topologia..
' 

Corolário 1. S' é denso em 15" na a(S", S) topologia.. 

Demo.nstraç.à.o. Dado T G S” temos, pelo Teorema 2, que 

Z:¡o4|<N b.,.q5¿,. ‹:o11\fe1'ge para T na 0(.'5", topologia. onde bo. : T(_ gi.) 
e 2|ú,¡SNlJ0óQ. G Ê. 

Corolário 2. S' é sepa1'á\-'eI. S' é sepa1'á\-'el na. a(S', S) t.opoIogÍa. 

De.monst.raça.o. E-m primeiro lugar vamos den1onst,ra1' que S' é 

separa vel. a.

1 

A = {f¿f_1 lf;z,1= Z¡>Az,n¢›zz¬ 00111 bi-,zz. € Q 6 Â' É Nl 
n.:0 

Logo .Á é enume1'á.\'el pois Q e Nsào e11ume.1*á.\'eis. Assim .Á 

é uma Coleçao enumeráxel de funções pertencentes a S. Pi'o\›'e- 

mos que A é denso em S. De fato, dado f 6 b' temos que 
1 . . . .. 

Enzo ‹1.nq›,,V -› f quando n. -› oc. Seja fz = Eizo (1--,,Ç>,,. (l€S1'‹1 

maneira - f||m --› O quando Í. 
-› oo para cada vn, isto é. 

dado 6 > O Êll,-, 6 N tal que
6 |m~nu<; Wzw 

1 , › Dado _f¡ = Enzo a.,,o,,, como Q e denso em R, para cada a-,I E 

R, existe uma seqiiêmria {b¡.‹,z,z}¡.-=1.._. C Q tal que b¡_.,,, 
-+ un 
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quando lzr -› oo, logo: 

:W 

:~ O
V 

P:-_. 

_-. X,

l 

'm lwfiëfi 

: 
( ã bÁ",71Ó/1) l l 11:' 

= lim f¿¬,¡ 
À'-›=>o 

e. portanto H_f¿.,¿ 
- ƒzllm -› O quando Lv -~› oo. Aâsim dado f > 

0, Sieg E N tal que., g l 

llf/.-,1 ._ f1||,,l < 

deste modo, 

llfk›l0 _~fll-nz É
<

6

2 
Vl: > Ivo 

II./¡\`¬10 
_ ./llüllm + “flo __ .fllm 

6 6 
VIC->]~‹T0 

Po1't.ant.o _ƒ`¿,¡0 -› f quando À' i› oo e _ƒ'¡,,10 E .Á.(ÍÍom isso prova- 

mos que .Á é denso em S, isto é, é sepa.1'a'\«'el. 

P1'o\›*emos agora. que S' é sepa1'á.vel. Se G 5' e T G S” e1'111§\‹e› 

== 2 ‹/l,z¢3,, e T('¢) = 2‹1.,,bn. 
Seja. Q = sup.nV6N |‹/V,¡| ent.à‹,› o' < oo.. .lá que 1/2' -+ O quando 

1 -› oo dado ‹5 6 0._ 311 tal que 
- 1 6 VÍ>Í1. 

_. › 

Como ízanbn é convergente temos que 20, flzzbn ** Ú (lua-11(l0 

l --› oo ,assim 312 6 N tal que, 
|Z ‹1,,l1,,| < 
11>1 

(z

2 
Vl>I2
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Seja. agora. 10 = n1azx{l¡, Í~¿}. Para cada 1 seja qm; E Q tal que
1 

ibn. _ qn.1| < OT 
e seja. t.a.1nbé1_nz- ,

I 

É (/¡z.lÇ.)n 

71: 

Po1*taV11to,

O 

1 |x~ 

_ : (¿nqn.,1 _ Z (Í-nbn.| 
n=O 1120

I 

É |Z|ÚnHqu,l_bnH`+'[Zanbn| 
=O n,>l 

É 2 + 
I 

a.,J›,, 

n>1 

/1.

1

C

J

1 É 199-1 + |Z(L,1bn|
6 

-n>1 

<o)O+2 e 

Com isso conclui mos que T1 
1) 1`OVfl- (llle

1

( 
_e`_ )->T( .®` 

_- Ê: v1>1., 

) quando l -› oo. Isto 

D : 
| 

: Z ([n.,1¢1za I É N: q'n,l 6 
'11 :O 

é denso em S' sendo 'D é. e11u111e1`á.\fel, isto é, que S' é sepa.rá«\'e]. 

Corolário 3. Para todo 1. .§'(Rl) e S são iso1norÍos como espaços 
\~'eto1'íais topológicos. Ass1'111 pa.1'a quais‹¡ue1' .s e 1, .5'(R1) e S(RS) 
são Íso1no1'fos. 
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Demo11straç.ào. Nós fa.ren1os a. demo11st,1'a,ç,ào pzua o caflo Í = _ 

. ` 1 . . ‹ 
') 

Para o caso Z > 2 a. den1onstra.ça,o e s1m1la.r. Sendo 5 R 1f¬om‹›1 10 

a. sz pa«ra¬ pro\-'a.r111os que S'(R2) e S são isommfoó bzmia àpfnas 
prova.1'11'1os que .S1 e .sz são isonlorfos. 

Considere a ap1ica.çà.o 

u:N×N-› 

Seja F a. aplicação: 
H 

F : 

Onde a = {(/V.,z},L€¡+. 
A 1›a1't.ir da defixliçào obtemos as seguinÍ,e.s mlàçöcfl 

^u.(-r, 5) +1

N 
(11 1-› 1/.('l*. 

.S1 --> S2 
(I '_› (F((¡))1',s : Ú/-u1,s 

7. É
É
É

S 

E destas relações segue. que: 

liffzzzllíz =

É

S 

2] 
n=1 

‹: ,- 
`‹'

. 

¿M‹¿ 

__,

_ 

V4 

|l( 

›-1 

F(a ) ),.,s 

=§(z~+.‹)(v+_+ - 

u.(1". 5) 

z-` 

r‹› 
_` /-` É 

_. 

"13 \/ 

1' +1_)2(.s + 2 

11«+1»)2'"|‹/1,(,.,s)›[2 

(u('r. 5) + 1)2'" |‹1.,,(, 5¡| 

‹v~+1›'”'‹z‹ +1›”=l‹P‹‹z›)
I 

kl ¬]\`2
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onde /fl = là:-2 = lc = 2m. E t.a.mbé.111 segue que: 

I|(Í:¬((¡/~))7__s“m1¶m2. : E (r + 1)2m.1(-S ++1`)2n12|l?((¿)7"s|2 
fl: ,_. 

3

_ 

Z 

._

Ê 

Mz 

Má 

›-4 

›-I 

ht

“ 

+

. 

P-4 

5 à) + 1›2"“ ‹zz‹a›~,z‹› + 1>2'**a*‹‹z.,‹T.5› 

É + 1)`21n¡(,n + 1)2v›1.2i(ln|'2 

S )`2(2m¡1n2)ian|`2 

s ||‹f,z|§ 

ondej = 2m¡¡n~z. 
Portanto pelo Teorema 2, ‹_¬aapítulo 1, telnos que F é bicont..ínua. 

e assim sl e .sz sào ison1ori`os. 

Corolário 4. (O Teorema da Regu1a.1'ida.de para. Dí.síz1'i¡)11íg:‹5c3) 

Seja. T G .5"(Rk). Entao T = Digg ¡.›a.1'a. alguma fizriçáo co1'1t1'nua 

poIíno111ia.I1ne11t;e1i1nít;a(1a. 5/ e algum ,3 E .Íf¿,1'sto é, 

W) = /1%-1a›'”'g‹.zf>‹D%<`z~›‹1'*z= 
para. todo ap É S. 

De111o11st1'a.çà.o. Outra vez. nós son'1‹?11te Vamos co1>1si<lera-r 0 caso 
Ã' = 1. Desde que É + :z."¿).f'||2 nós tc-1'11os que: - 

, , . 
z. 1 V 

Ilfzfiflllw É C HU + ‹1”¿)á§<P«z||2
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M as, 

V “Ê (1+.z§2)L' 
‹Í1 

' 1+<
A 

21/2 

-_ A _ A+ A2 + :z..4#,à# + (A+)2)( 4 _ A 

A +A+ 2 ,_-1_,»x+ 

21/2 21/2 

-A+ (..4+A+)'2 
4 ) 

,__+ 

_ 
21/2 + 23/2

1 z É/¡(2..›-â _ 2...4+ + A3 + 2,_1#A# 

Assim, 

É
É 

É
É 

.Utilizando a. desigua.1‹lade› 2.7 e 0 Le111^‹1 L calntulo 7 o|›t‹*mo× 

+(.zx+)`2..4_ _ .42,»¢a+ _ -zA#._1# 4+ _ 
( 
1+)3) 

1>uw«›fi|¡z s Dn\_*‹z>zz||z 

D(2I|A<*>zzi|z + 21!-4+«>zzVllz +I|f13<>nl1z 
+2||A#A#A#¢,,,||2 + ||(A+)2Aâ›n| 

p(4||,4#@,Z|12 + s¡|A#A#.4#@,,||.) 

.4D||A#¢n||2 + sD||A#.»1#,zâ#¢n||2 

IIz4#@ zz|Iz¿ 

+HÁ2A+c'›.,,H2 + 2||A#..-'~1#A#Ó HZ + \3ó›,,H¿) 

2 5 < Ó-n¬(N+1)¢›n > 

< Ón :(77 + >
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||‹4#¢>›zl|z 

Analoga.n1enLe 

||A#A#A#«›,z||š S

É

S 
|¡A#A#A#¢,,||_¿ _< 

(zz + :af z (1-z.+1)=“ + (zz.+1.)22 +(›z.+1)22 + 2° 
%<

S 

n + 

(nV+1')< Ç/5,, ,q'›,,m > = n. +1 
(›z+1)1/2 5 (zz+1)3/2 

1)3 + 2(zz+1)3 + 2'2(-zz.+1)3 + 23(zz+1› 
15(›zz + 1)3 * 

151/2(n+1)3/2 I 

A pa.1't,i1' dest.e.s msultados obt.e.111os a‹ segi11t.e desigL1aVlda.c1e, 

llózllxá 

Seja T E .5"Ae seja. {1›,,} seus co‹:~ficientes de I¶er111i1Í‹e, ‹nt‹1o 

[buf É E(-n + 1)” para. algum rn. Seja az,,_ = (n + 1`)"""3l›n_. G do 

co 2 lavll-||¢*H 
n=(J 

Assim Z a,,<,-5,1 con\*e1'g‹e unifo1'111em‹3nt.e para. alguma. funçao ‹ ouulmà 
e limitada. F sobre R. F tem coeficie11tes de Hermiíze (como el-

É

É

É 

É

É 

-.z11)('›z +1?/2 + 501.51/2(n +1,)3/2 
D'(zz + 1)3/2 

C-

O 
Í” + 1-)Í_m_3|b›2| ||<:5n||.×, 

.L-:(if' Zgz, + 1)-3/2 < ,O 
n=0 › 

G6 

(n+1.)_./vv.-3E(,2|+1.)1v;.CI‹/(N + 1)3/2



emento de 5"), {an}. Estelldelldo os operadores A+, A , 
íz\" z 

%(-(12/‹l;1'2 + I2 - 1) para S' temos que: 
~ Y 'n1+.'3 T- Nf 1"'*+~'*1‹¬---1 Â #2 1 F _(^/ + ) _2m+3 _([12+'1 + ` 

1 
'A m+3 

_ _

_ : .)m+I3 < 
_ + 'F2 + 

A gora.,' 
V

V 

(12 
- 2 

n. 
V 

ÍÍ2 2 
n¬.

. (-$5+(1+.r )) F(gV,¬V) = ][<-p+(l+:zr )) ]'}(;1f);,ø(;zf)‹1:z. 

‹/2 " dk z F+§:c1'k;¡¿FI'¬ (;r);,:›(;1f)d 
, .. k .. 

â f(-1)" (zz-)-,Q(;z~)‹1;zz 

+ 
tl 

o'¡\.(;1f) (.1f);;~(;1') ‹l;1: 

= -. -%F (›.1r)zp(zz¬)‹Í;1f 

+<

: 

*M

Q
\ 3 

ãfà. 

¢*\__/ 

fã. 
~*¬z \_/ 1' (1) - Inf 

= ‹»1›"<~1›2'2 f 
1. 

+ %(-1 )¡`‹ ](a¡`.F)(V;zf) < (Jr) (l.r 

Seja gk = I2""°(o~I¡`) onde I é 0 operadol' de i1'1tegra«ç.à.o,
I 

(Ih)(V;1f)=/ /1('y)(ly 
.o 
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então int.eg1'a.n(l‹›Apo1' partes 211.-ls vezes a. função g¿.(;1*)(‹l2"/‹lz.1'°2"à,;›)(1f) 

OI)Í‹€1`1`lOS O S€gUi1']Í~€I 

À. ¬ dk 
, 

. 

‹l2" 
(-1) l(o'¿.I')(_;1') kg; (.zf)(l.1f-= /g¡`..(V;1j) --2-N-àp (.r)c/.r 

¿l_z: (lar 

Assim, 

‹/2 7 
T1- 

7"] / (12 n . 

<-ZH;-2+(l +.1")) F(A,ô) : (-1) '[F(.1f)\w¢>(z1')(Í.:* 

Seja 

assiln . 

./ 12”
V 

EL; Í 5/z¬(H'_) \Ê+¬)(_-1f)‹1@1“ 
_ 1211 

= f [‹-1›"F‹;zf:›<(-,fl_-W>‹;z-› 

+2 (')/¿lí^)(T) df 
1; 

gk 1 \\ ‹l;¡›`2'"-5" 
" " 

= / {‹-1›"F‹zf›+2g¿z‹;z<›} 

G(.zf) z (-1.)"F(zf) + Z¿,k(;zf) 
À. 

12 H 12'/1 

{( 
- ( 

_ +1-F 12) F : (Í.lf 

(11 clzr
2 

2/7 ` 

z (-1)2"v/`G(A.l')(%5:>(.1*)‹/zzê 

z 
/ ‹j 

D2'1(:)(.z-)¢(;z~)‹1.z- 

= ‹D”"G›‹~,¬›
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Logo 

: ~<D2(712+I3)G>(%9) 

Seja, g = ‹zm+._. z 6 = ̀ 2(ma + 3) -. Porta.nt1o T(Lp) = ('Df"3y)(-¬S)z -ÍSÍ0 

é, T = Dfig. 

Corolário 4. (Teorema. .\?11cIea.1') 

Seja B(f,g) um fullcional bilinear ‹:ontí11uo se1›a1'a.da1ne11te so|)rc› 
5'(R“) × 5'(_R'“). Entao ex-'iste-,u111a única. dist.1'ibuiçä.o ten'1perada. 

T G .5"(R“+“1)dc.on1 B(_f,g) z T(f g) onde 

g)(V¿¡-`l.¬ __ e -'l`n+nz.) : 111-, _ ~. ¿l?n._)g(°Tn+1 ¬ _ 1 ¿1?n+n1._)' 
' De1`11o11st.raVça.o. Em d‹¬cor1'ênc.ia. do Teorema. G e do Corolário do 
Teorema 5 (Capitulo 1) vfrmos que ao comzilluidade separada i.mpli‹:a› 
na. colltimlidade . Em vista. disso darc-finos ao de111o11st.ra.ç.aao para o 

caso em que B (f , g) é cont.ínuo. 
Sendol3confinuoJLNjÇg)\§ C¶j¶LHgHSparaêügun1r 6 liff 

5 e I$.1mnà0, -

' 

|B(¢'.z.¿>,aA)[ S C~'||€>«z||,.I\¢`>‹.-.elis 

= C'('0'+1)T(.›-3+1)S 

z q<aõ>+u“” 
onde 

V < QV: 5 >:< ahi à QV/1-, .-31' __: > G Ii*-m' 

5@.ifi11<@.ø> 
Cg 

B(</>«.¢5.‹e:), logo ~ 

é cf{< > +11<f»S>
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0: port1a.nt.o existe um T G .5"(R“+m) tal que 

-T(Ó<z.›.¡3>) = T(G>‹.¬ 'ill' Óa) I b<c~,¡3> 

Seja. f = Z nação e g = Zcj,-¿Ç'›_¿. ' desde que estas expa.1'1'sÓ‹f:s 

co11\ferge111 em .'5`¬ temos que
d 

1¬(_f‹_z:zg) z 1¬<2zz0.ó@,z:;z..§:‹z,3¢,,) 
U 3 Í 

' Í 

Í_\M = T czooér,-¿;¢_,äO da,-3) 

: 
É (lo~C/3T(Óa Ó/3) 
o.ƒ3 

: 
É b<(x.¡3> 
cv ._‹'3 

: Z (toc/3B(§ào¬ 
:'.\,‹¡:`Í 

` z B< 2 ‹z;,,_óL.. 2 zz,3¢,..;> 
U B 

= Í3(f¬y) 

3.2 Aspectos da N-redpresentação 

No capítulo ant.‹§rioVr vimos como dete1'111ina.1' os Coefic'ie11t‹fs de Í:l‹z¬1'- 

mite de funçoes pert-e11C‹ë111‹-_¬s a. S' G 57'. Nosífe capítulo \'‹-_'r‹>1n‹›s 

como se con'1po1't.a.1n algun'1a.s (›pe1'a.çÕ‹?s simples de S' e S' quando 
1e\'a\da.s pa.1'a‹ os espaços de s‹%‹¿uô.11‹7ia.s cor1'espo11d‹-rntes, mais ‹_*x]¡›]i‹"'i- 

tament-e \'aV1nos det.e1'n1i11a.r os coeficientes de .I'¶‹f1'111il.e de aI.gu1na.s

T0



fLu1ç.Õ‹rs 1'‹:¬sl1lt.a.m1e.s de o1.›e1'amçó‹:×s sin1p1es efe1'.ua.da«s sobre ele11'1‹>1'1- 

tos de (1'esp¢ctiva.111c>11tc ,5"). Est-es co‹:¬.fiCi‹-:.11'r.‹:s serão dados mn 
funçáo dos coe.ficie11te.s das funçoes iniciais nus quais efctuamos al- 

guma. operaçao. 

De1'i\fada 

V 

\*'a.n1os agora. dete1'1ni11.a.r os coefícieloltes de He1'mit.e para. a, d‹z-ri\'a.- 

da de uma função _f G Se f 6 S' temos G S. \='imos no capítulo 
. 

, _ _; , _ I. L 
a.nt.er1o1' que <p,¡+¡ = (n + 1) '2Á+¡o,, asslm Á+ç>,, = (-11. + 1)2‹,*›,¡+¡ 

. 

` L , . 

A11aloga.n1e.11t.e para. n 2 1. 1-enlos AÇ>,¡ = n2ç›n_1. Com lsso obte- 
mos, 

.-¡ _ (pp '_ 

Denotemos por 
Logo 

(ln 

§?É"°3“

‹ 

I11tzegra1'1d‹› por pa.rl1‹§s temos. 

-_(fâ - A+)¢,, 
~ ‹~ + 1›%¢›fl+1›

1 
5 . ,I 1 5 

) Qu-1 _ @n+1 

. . . , (U os cof-_~f1c1ent›es de Hern11t.e para a. fun<,a.o 

1 .Í 

(ln = < Ó" . > = [Ç"›,,(;lf)i(;z')‹l;zf 
dz lr _ ‹; 

(ln : _ 
m L 

: _ .f(¡17) 
5 
Ó11-1(-16)- 

2 

(.^TV)':2-i-1(.¡r) (II

L 
: (17. :Ê 1)2 an+l _ (L \.‹{Z

À
2 

Ózz+1f- 'v/Ón-1./`

)

L 
'.> 

Ú-12-1

T1



onde os an são os coeficieiites de Her111.it.e da. fungao f 

Para 11=0 tenios 

‹1¿-,_ 

.. _r _z.£ Mas ¢0=7r 46 12 

A+_o¡0 == çól e da de.finiçà.o de A+ segue. que .zf_Ó(, = -“ol Intefliando 

por partess temos 

a = awMwni,+/fowaf‹z 

.If . U «a%>=/ mwäuz 
e consequeiiteiiiente ÇSÉ, = -:zoo Por ouho lado 

Q/M1 
-.fm 

Seja ¡: a. medida definida por: 

onde ¡1.(E) = oc» se E C N é um conjunto infinito e ;1 F = 1 

se E é um conjunto finito. À medida. ¡_1, assini defiiiida e chamada 

amedida. da contagem. Seja _f 6 5' e (1. : N -› C a ÍLu1‹‹u'› 

definida por ‹z.(-nf) = a.,,V onde ‹1.,, = -,;»,,_f. Pa.ra. cada 1 6 R ‹~ 

ap, : N -› C definida. por 5.:,(n) = ç5,,(.r_). Portanto 

f a(i'n)\,:,,(n)‹l;: == 
N . 

-i, . 

/1. : P(N) -> R

O

O 

Q

Q 

Â

. 

Ê..

2 

T2 

(11)vz(f1) 

(I)



- P_1'odul1o Pontual 

Seja. w(.1¬) : ̂ u,(_;1r)z›(.1f) onde u, v G A funçà.o assim ‹l‹í>fini‹.la. 

é chamada o pxfoduto pontual de -u e v. Denotemos por -10,1 os 

coeficientes de Hermite de uv. 

ui” : < ç~5,1_;u-v > 

= Í Óqz mf 
: /Éán Ê U-'nzónz ã vl‹ÓÀ' 

m Ã 

= Í 
' 

(zr)‹l.1¬/u(111.)úp_,,(›n)cl,¿1[ -1'(Í×'V)',:,,.(Íf)rÍ,1/ 

R N N 
' 

_ Pek) Teorelna de Fubini vem 

LG 

wn : /*dpi dp/ 'u(m.)¬v(Í:)çä,,(.1v)«p,,(n1Í)L,;*¿.(Íf_)‹l.1' 
N N R 

: Clllf un1Í¿`kÓvz.Ón1,Ó1‹ .N N R 
: 

ã Uvrlrk'/Ç')nC,”§1›1(¡áL' 

1 À 77.' 

C-0nside1'a.11d0 T,,,,,,,_¿. = ,Ó`nç5ma__5¡, 

. 

wn. : Ê 
»'l¿11'z.rÀ']¬1z,111..k 

m.k 

Onde -um e vk são os c‹›‹~_~fic.íe11l.es de I'Ie1.'n1ite de 11 e 1.' 1*‹â*.._×¬p‹;*‹ft.¡- 

xfamenlze 

T1'a.11sla ção ' 

Seja Í..~",, : -› S' definirla. por (U,,_f)(.1f) = f(.1' - (1). Denotenlos 
por (Ua__f)n os coeficielúes de Ilermite da. função U,,_f. Então: 

(II-/T‹1./`)n : [¢n(¿l7)./`(*l: _ a)(l'l' 

T3
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fa.ze11do fg 
= 1' ~ a temos 

(1í'z.f')fl = o (y +' ff)./`( ;1/)‹1.u 

z + ‹1¿)Z ‹/,,,,¢,,,V(;j)‹ly 

Onde T;1),111. 
: + 

Para. uma distribuição T E S' a. tra.11s1açào em S' e<ta ckfiruda 
pO1`I 

zM\ Q 

š 
(I 

vn 

(ÍzzzT)(¬2) = TW-¿z»<=f^') 

H 
T1! 

¢>n.(;1/ + (1-)¢m(A;1/4)fl.u 

71.777 

Logo os coe'fiC.ic~.nt.es de H‹:rn1i1“..e para (}",,,_T` são 

(U.zT")A‹ = (¡.~'Íz.'T)(<z5fz»`) 

T (Vl-«".zzr‹/fizzf) 

112 Tniifm
N 

Z]3¬,:zrT‹¢zz› 
11 

f' Y-fl 

É Imk 1)" 
'Il 

onde bn são os coefic.i‹r11tes de I~Ier1nit‹f para. T. 

Dí1a.ta.çãÍo 

Seja, \-Í, 1 
S' -› 5' defilrida por (\'Í,._f)(;I'.) = _f(‹/.;1f), u. 75 O pe (1 6 R. 

Denot.emoš por ( \‹Í1f`),, os coeficientes de Hermite da 'função \-'Í,_f, 

então
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onde \";;'¿. = /ou q'›¡L.(_1¡)‹/-g e os ‹1¡_ sao os co‹¬flc1‹nt‹õ de 
V , U 
Hernlite para. al funçao f. 

Para um fullcional T E 5” a. dilataçao enl Ê eàta defilllda ›ol 

(\*'ÍzT)( 

Seja (\-'LT)‹zz, os coefic.iellte.š de Hermiie pala a dlstllbulçao 

assim `

» 

(\*ÍzT)l~ = (Vz.T)(0 

onde os bn sao os c.oefi‹fic1|tes de Herllllíe pala a dlwtllbulçao 

Full‹;a.o Defla. de Dil'a.‹: 
V 

Va.lllos agora. _ca.1Cu1a.l' os ‹'oeficiellt‹5~.s de H‹ lllllte pala o Íullclonal 

Iilleal' 6 E S' ( ao í'lll1ç.à.o delta de Dirac). R‹pleflentenlo× pol ‹\ <×\‹¬ 

coeficielltes. Pol'tal'1t«o, 

_ 

6"

/

L 
(L

L 
(I 

z %1¬(Z\,,"¿¢›,,) 

: %Ê"nÀT(0n) 
«z }-,xml 

: 6(.On) : 

‹\«í¬l_f›,,l = / ‹:›,,‹zz-›./'‹‹zz 

/ 2‹zlóz.‹zz›‹/U 

Z ‹1.¿.¿. 
lc 

`€š 

. 1,.. )=-1(\_ 
(I. G

1 : On ) 

77 
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Com isso prGcisa.mos det0r111i11ar @,,(0). Sabemos que: 
' 

d 12 

N.. 

Seja. 
_

. 

‹oz›,,.‹zf›o=<2"1z!›¬‹-1›'*w~~ 
,-- 

L 
›-n 

Ú) .Q 

*N 

/X Â. 
_,

_

V
Õ 755 

IQ 

Dn(;1`) = 61% €."T2 
(lr 

Como sabe1nos (ver ref [11] pag 61) os polinômios de Hermite fiao 
dados pela. {`ó1“mu1a. ' 

N: z H 1» -1 n-`2k Hn(.z¬)z1z!Z L);(2;zz) 
l‹=O 

onde é o 1na.ior in_Leiro menor ou igual a. Pela. fórmula ‹= 

lc! (n ~ 2/zf)É 

Rodrigues para os polí1'1Ô1í1ios de He1'1nil'‹: conseguillilos, 

H,,(.1f) _ (-1.)"c'T'2 

Logo - 

[%] 

'› - JT ` 
6: 

11 _.£Ê.- . 11 

- 

. 71-`2Íf` .D (.1')=e: 2 (-1) 11ÍZ:,í'_"_'"-,(2;1f) ) 

_

A 

se n = 2211. ,m = 1¬'2,3._ . .. 

.-_ 

D2” 
(.1f_) = (-1')2'"'e`1"T2(`.2›n') 

77' 

¡_¡ 

to If. (11. - 2-Áf). 

~› 
vz 

×_zC> 

_`,' 

)¬ 

73"' 

77' 

, 

'"_1 ' 
. __ 

' mv-lv) nz H ‹- ‹2«z›“ (-1) _ 6 z(zV›zz)r{2 k,(_2(m__¿_))! + ml 
A 0 

Assim, 

D21›z(0) : (_']-)m(2'nI')! 
-rn!

_ 

T6 

'(2l')2T›2-2/c



Se 11 = 2nz+1, m. = 112.3, . .. 

`_z 

P* O 
?."'¬ 

._,_¡ 

tvyz 

.z¬' 2% `-“. 
~z ?z` + U-¡ __ À ) 2(n- 

D'2'"+1(.1'V) = (~1)6:`¿;`(2'rn +1 
( (nr - .1:)+].)1 

Assim D'2"'+1(0) = O -dpois se O É Á' É nz. terenlos selnpre ̀ 2(m ~ Ãf) + 
1 > 0 Conc.1uindo, H 

pg» 

@,z‹0› = <2"~››1!›o ‹~1›"f%D"<0› 

>i 
.õ››.-\ 

A 

2-m -- m 
<?zm_(0) = 

_ 

111.21,-m.€ N 
Ç5zm+1(0)V = A 0, 171.2 1, m G N 

>1 Ã_ YORK) 

(D ~o hd Mas Ó0(.1') = "' _ ' 

(V1) = 2%7r`Êéz"%a'. Deste modo ‹ƒ›@(0') = 
1 , ' 

. . :FI e _®1(0) = 0. Deu podemos conclun' que: 
Tll.

' 

11. = 2m 
611. : l 

0, 11 = 2m + 1 

para m = 0,1.2.3. . .

1 

T1'a.11sfo1'1na.‹.lâ de Fouriel' . 

Seja f G Ll(R). A t1~a.11sfo1'n'1a.da de Fouxjier de _f é a função 

ff = dada. por:
_ 

‹f.fí›‹ê) = fm z ‹2f›% f .f‹.z-›¢*“*‹1«z- 
onde :lg § G R 

Como S' C L1(R) podemos aplicar a. t.1'aVnsfora.mda. de Fourier 

a« e.1en1e11t.os de S e além disso se _/16 S então G e \fa.len1 aos 

fórmulas, 1 

' 

'

1 

“TT



<ê) = zff.f°‹â› ~ 

~ 

‹â› = f(¿§._/°)‹â› 

=<,f¬â> = <.f,é/> 
` Além do mais se 

.'_7 

^/(I) - fã' 

então 

í‹ê›=@-§Ê=v‹ê¶› ~

~ 

ou seja = 7; Se T Ê' a, t1'a.nsfo1'n1ada. de Fourier de T é definida 
por: 

T‹»›› = T‹$› 
P1'o\*en1os que G S'. A definição de Í nos diz que: 

1“‹»»›=‹T‹›f › ×_z /'É `G 

Como, - 

Hf(<;)HÍz = |ls3llÍzf |¡{$¿¿}IIÍz 
1 O ~ ||{‹¬› ‹‹uz}||,,1 - Zu + 1) |‹~zf›" 

: Z(”'+1)2m¡('fl-Ig : H{(¡fl}”z2n 
'Il

z _' H\"lH11¡ 

\f'e1nos que .F é uma. a.plica.çãuo co11t.ínua. de 5' em S. Maus sabcn1os 
/\ 

que T é coutílluo e com isso T 0 f é co11t.1'nuo, ou seja T é contínuo.
^ 

-1 Portanto T E 5

TS



Nosso o|)je.1z‹i\fo agora. é ‹1e.t,e.1'n'1i11a1' os coeficient‹=< de H‹=1m1t‹› 

para. a. t1'a1'1sí'or1na.cla. de [¿`ou1'ier de uma. função pe1ten‹e~111e a S 

Logo se. 

f V _ 1 
-.›~.' 

(Z 
f + _- 1 

.. ___ Ari _ <.z._+.dlÍ) e A _- <.1 ) 

Então 

/\ 
' 

(z4f)(€) Í 

‹/"H è W./'›< = 

Ou s_cja., = 'zÍ..4fe A+f = -1ÍÁ+_1?e com isso 5; = (n )( 
l+^" 

Para -n = 1 temos, 

‹š1‹â› 

É 
â-Lê 

›`. 

‹zí(,. A - ‹oâ› d¿,«f‹›:›) 

-H ((-;~'¿-ê).?)‹f› 

›‹ê› 

N» 

"5 ¬¬ 

..z 

._: 

›_¡ 

/'Ê 

..z /\ 

.`¬./\¬â 

/× 

zg 

(Í

( 

(1- 

`_; 

+\J 

¡_\/J¶ 

rn/'\× 

\/ 

›-\ 

F.-T.-^\~ 

-7 *UC/>\o( 

-z;4+(-- 
_zf..4+ 

-ÍA+(7r" 
~ÍA+¢o(§) 

1(€) _¡¢

Q 

(?1¬“Ç'>o(.íf)

H 

/\ 

_i

2 

'°|^:×›

U 
Law 

'° 

Hu 

*z 

\_/ 

`_z' 

/-\ 

_z-\ 

'I`t\ 

‹l`m 

×_z 

\_z 

T9 

Má 

(zz`+ f<â› 

-.- o + (;§,`f‹â>) é ‹ê›+z'â.F‹â› ~ ~+é)í)‹¿:› 

CY*



u E por indução podemos p1'o\'a.r que : 

Zig) = (~›zí)"'¢z›,,(¿), -zz = 0,1.-2,3... 
_ 

I 

.f,'._....(J 

Obser\-fe que aVsz`fL_'111ÇÔeS de He1'n'1it.e sào aeutofunçöes do opemdor 
integral t1'a.11sfor111a.d`à.f de/ Fourier e o autovalor de ou é (Í-'1Í)“

A 
Seja _f E S e denotemos por fu os coeficientes de He1'1nil1e para 

f assim, _

` 

.fu : < ¢n¬_f > 
H: <4l.'n¢1¡.-,,f> 

= -zí`“< ' 

: Ôn1f> 
= (-fz')"a,l 

Onde os an sào os coeficientes de He1'1nit.e de fz 
' 

_/ /\ /\ 
›_' w I Para T G .°.¬' seja. T" os coeficientes de Hermite para fl G .S 

logo 

= T((_1Í)"'¢5zz) 
: _Í)nT(¢11) 

,.`_ 

,-\ 

~. 
\_z 

LT' I 

f \ onde os bn são os coefic.i‹z>n1«e$ de Iflermite de T. 

PoIÍ11Ó111Íos 

Seja. JV" G S' e 1 E S' os Í`unciona,is 1inea.res definidos por: 

:1'"'(V_f) = 
/ ;1f"_f(.z*)‹/zr 

I(__f) = [f(;z*)‹l.1f 

' S0



Um polinômio ¡›(.zj) E S' da. forlnâ 

p(.1') = (¿,¡,;r" + (1,,_1;r"°1 + _ + (11;1'+ (LU 
deve ser ent.endido c_o`1'nod o seguinte funcional linea.1' 

z›‹.z~›‹.f› 
dz + _ + «zz-<.f› + «U1‹.f› 

I11iciâl111e11t,e \famos d‹z›te1'mi11a.1' os coe'ficient.es de Herm.it.‹-3 de 1. 

RepreLse11t.e111os por In os Co‹;'ficie11tes deste funcional. Assim-, 

In : ](@Vvz):l</511 
1 ¡1'Oa: 

= (2rr)% '--Que 
,‹1;zf 

5»

É -:.. 

Ê>zz›\ 

5;
3

` 

93

_ 

‹-› -. 

Jäh-1 

\J

O Q)-\ 

(2Y«')5 

In: 

`

1 

0 n , 
= 2111 + 

(2(2m)!)§zš -1 -z' 

Para -m = 0,1, 2. 3, . .. 

_ 

\-'amos agora (let.e1'111i11à1' os coefiCi‹fntes de He1'mit.e de .z'( c- 

2-'ff((2nz)!)%z-~(-1)"(-z)r(-é)2"" 
_” _ m' ` ' '_ 

( ) ( ) _ . 
_

d 

I _ V 

2"' 171.! ” n ~ 'zm 
,L
_ 

0. -n
1 

= 217 

nota.remos por .r.,¡ estes ‹'o‹rfi‹'i‹z\11tes. Porta.ad11t.o, 

81 
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ay, : .:1f( Qu) 

= f z1f¢5,,)*‹1;1{ 
V 

' n 
= I\A,,/afe? -(~ e"”2

V 

' 

(Lv L 

'

7 

7 TI 
n+1

2 : I\›1› (€í% Ê_T2|Í;×; _ /65% f:Í_`r 
› ~ 0.1 

n 1 
. 1 

+ 
._ z ¢},zz¬« (L) ' 

_ dl; 

= (2(~f1+1)')% /ó,1+1¬ 11: 0¬1.¬2¬.- 

rn = 

z-× 

lx'/' 

z¬ n+1))%1.,z+1 

v~.›~ 
,¡z.... 

\z` 

..z 

Para. rn. = 1 2. 3. . .. 

(s››z(2nz)!) ~"(-1)'"(_z')'2"* 
nv' N 

O 11 

= 2-m - 
= 2(m - 1) 

Seja .zffz 0 n-ésimo c.oefi‹:ie11te de Hermite do funcional IA . Í¬ . 

Neste caso se k = 0 entà.o .rg = Í". \¡amos agora. clete1'n1ina.1' os 

coeficiffntes .zfffl para Ã' 2 1., Áf G N a.t1'a.\~'és de u111a\fór1'nula de 
1“‹-fcorrência.
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_.. ..z...h. .-. 

«z~š;+1 
%= 

ff'*+*‹‹:›,1› = 

Az .. - -

z 

'Az

_

~ 

:›" 

×\~« 

-. 

." 

"I. 

Ã” 

~. 

, 

_\>

\ 
4=.',¿¿z 

= 

_` 

(3 

'-`5 

‹\ zv

À
V 

:1

O 
F:Q Q. 

^f+1<,â,,,(.z›)‹1.z- 

_
n _ ..k .-" W V' 

= ‹2‹›z + 1››f 
/*\ [O (11. + 1`))'13;z 

¿¬z¿'››\\l 

.íš (,_ +1_.'2 ._ . 
12 

Á(I›'” 
.1 g›,l|_oo- zzf/`Í\,¿e2 ‹-1 

«I +/f L 1 

<d2) c

1 

71 
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J"- 
ÀL ÇDn+1 _- A 1- 

-1.~.z~¢¿-1 % 
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