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RESUMO

Neste trabalho demonstramos os teoremas da N-representagao para .S, o
espago de Schwartz, e S’, o espago das distribui¢des temperadas, usando como
elemento essencial as funcoes de Hermite e como aplicagoes destes teoremas -

apresentamos uma demonstragao dos Teoremas do Niicleo e da Regularidade.



ABSTRACT

This work presents theorems concerning the representation of S, the
Schwartz’s space, and S’, the temperated distributions space, as spaces of
sequences using Hermite functions as an essential ingredient. Demonstra-
tions of the Nuclear Theorem and the Regularity Theorem are givem as

applications.
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INTRODUCAO

O espaco das fungées de rapido decrescimento (ou o espago de
Schwartz) denotado por S(R") é o conjunto das funcoes ¢ : R" —

C de classe C™ tais que

i3

def : »
w3 = sup |[e°D7(r)] < o (1)
1~€Rll

Il

para todo «,3 € I} onde I} representa o conjunto de n-uplas

de inteiros nao negativos a = (aj,__.ay,), % = &' ... x5", com
|;1',‘| +a;>0e
o .3' n
; o _ Z
dayt ... 0ay” P

O espago S(R™) munido da topologia gerada pelas seminor-
mas (1) constitui um espago localmente convexo, cujo dual S’(R")
chama-se o espaco das distribuicoes temperadas sobre R™.

Um dos aspectos importantes do espago S/(R™) reside no fato
de que seus elementos possuem transformada lde Fourier, o que o
faz adequado para a analise de operadores diferencias e equagoes
diferencias parciais a eles associados.

Nosso objetivo principal nesta dissertacao é apresentar os teo-
remas de representagao para os espacos S(R™) e S/(R") no caso
n=1. isto é, identifica-los com espacos de sequéncias . Isto sera feito
seguindo a linha das referéncias [1] e [2], utilizando como elemento

essencial as fungées de Hermite. Em linhas gerais consideramos o



espago topoldgico s, das sequéncias {"’n}neu tais que,

sup |a, | |n|™ < o vm € I}

nEIi

| m

e provaremos os seguintes fatos:

1) A aplicagao que acada f € S(R) cdrresponde wma sequén-
cia a, € s;, onde ¢, = < d,.f > e {On}nes, denota o conjunto
ortonormal das funcées de Hermite em relacao ao produto interno
de L*(R) é um isomorfismo topolégico (Teorema. da N-representagao
para S(R)). |

2) A aplicacao que a cada T € S’(R) associa b, € s} on‘de
by = T(¢.) e 57 denota a.s.sequéncias de nimeros complexos {b"o,}

b

tais que

[}

< Cla+1)? para algum 3 € I} e para todo a € I} é
uma bijecao (Teorema da N-representacao para S’'(R))

3) Provaremos os Teoremas do Nicleo e da Regularidade
e outros corolarios interessantes dos Teoremas da N-representagao
para S(R) e S'(R).

1) Veremos como se comportan alguma‘s operagoes em S{R)
e S'(R) quando levadas para os espacos de se‘quéncias COLTESPON-
dentes. |

- Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: No capitulo

I colecionamos alguns resultados referentes a espagos localmente
convexos necessarios para a leitura deste trabalho; introduzimos os
espacos S e S’, o mergulho m, m : § — &', e a derivada fraca em
S'. Para fixar os conceitos damos alguns exemplos de distribuigoes

temperadas e calculos de derivadas fracas incluindo o calculo das
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solugoes fundamentais dos operadores de onda e do calor unidimen- |
sional.

No capitulo II determinamos as {ungoes de Hermite, iutrodu-
zimos os operadores 4 e A* junto com alguns lemas que envolvem
151‘0])1‘iec1acles desses operadores. Além disso introduzimos um novo
conjunto de seminormas e provamos que este novo conjunto é equiva-
lente as seminormas mencionadas no comego dessa introdugao e
para finalizar provamos que o conjunto {é,}.2, onde as ¢, sao as
fungoes de Hermite formam uma base ortonormal par& L}(R)

No capitulo IIT apresentamos os teoremas da N-representagao
para S e S e C011]d aplicacoes desses teoreﬁla‘s demonstramos os
teoremas do Niicleo e da Regularidade. Por fim levaremos algumas
operagoes de S e S’ para s; e ] acrescentando diversos aspectos a
N-representagao. Sera notado que as séries que ocorrem sao inte-
grais sob uma medida discreta. possibilitando o a.p1'0\»'eitélplento dos
teoremas de Lebesgue. QOpera¢des como derivada. produto pontual,
translacao, dilatacao, transformada de Fourier serao levadas para
sn. Calculamos as sequéncias T, para algumas das distribuigoes
mais conhecidas como polinomios e transformada de Fourier de uma
distribuigao, inclusive para a "fungao” delta de Dirac que figura no

primeiro capitulo.



Capit ulo 1

Preliminares

Neste C.é.pft.ulo apresentamos alguns conceitos e resultados funda-
mentais que possibilitam a compreensao deste trabalho. As demon-
stragoes omitida.s.podem ser encontradas na ref [2]: Os resultados
de espacos localmente convexos e funcoes de decrescimento rapido

e inclusive as notagoes sao apresentadas segundo a exposigao da ref

[2].
1.1 _Espagos Localmente Convexos

Defini¢ao. Uma seminorma sobre um espago vetorial X é uma
aplicagao p: X — [0, 0c) que .sa‘t-isfaz:

(2 plx+y) < ple)+ply)

(1)) plax) = |a|p(a) para o € C (ou R)

Diz-se que uma familia de seminormas {pa },c4 separa pontos |
se:

(itt) po(x) =0V a€ Aimplicaa =0

Defini¢do. Um espago localmente convexo é um espago vetorial



‘X (sobre R ou C) com uma familia de seminormas {pa} ¢, que

separa pontos.

Defini¢ao. A topologia natural sobre win espaco localmente con-
vexo X € a topologia mais fraca na ¢ual todas as p, sao continuas

e na qual a operagao de adicao é continua. Isto é, as aplicagoes:.

po i X — [0,0c), para cada a € A

s XxX - X
(v.y) = aty

sao continuas.
Proposigao 1. A topologia natural de um espago localmente con-

vexo é Hausdorff.

Defini¢do. Uima rede {3} em um espaco localmente convexo X
chama-se uma rede de Cauchy, se e somente se, Ve > 0, e para

cada seminorma p,, existe um indice 3y tal que:
pals —ay) < ¢, se 3,5 > [

X é chamado completo se toda rede de Cauchy converge.

Defini¢ao. Duas familias de seminormas {p.}.c, € {ds} cp sobre
um espago vetorial X sao equivalentes se elas geram a mesma

topologia natural.

<t



Proposigao 2. Seja {p.},c4 € {ds} ;cp duas familias de seminor-

mas. As seguinles afirmacoes sdo equivalentes:

(#) As familias sao familias equivalentes de seminormas.
(77) Cada p, é continua na d-natural topologia e cada d3 é
continua na p-natural topologia

(i) Para cada a € A, existem 3;.__.3, € Be (' > 0 tais que

para todo @ € X:

pa(r) < Cldg (x) + __ + d3s,(r))

e péra cada 3 6 B, existem ay.__.a, € Ae D > 0 tais que,
Vo e X |

dp(x) < D(pa, () + _ + panm(2))
Definicdo. Uma familia de seminormas sobre um espago vetorial
X chama-se dirigida se, e somente se, Va,3 € A, existemy € 4 e

um C' € [0.20) tais que:

pa() + pa(x) < Cps(x)

para todo @ € X. Equivalentemente por inducao, para todo oy, __.ay, &

Aexistemy € Ae D € [0,20) tais que:
por (®) + __ + pa, (2) < Dp,(2) Vo € X.

Observagio 1.  Se {pa}acs ¢ uma familia dirigida entao {{x |
pal() < €}| o € A e > 0} é uma base do sistema de vizinhangas

de 0.



Proposicao 3. Todo espago localmente convexo tem uma familia
dirigida de seminormas equivalente a familia de seminormas que

define o espago.
Definigao. Sejam X, Y, Z espagos veloriais topoldgicos e
B:XxY -2

uma aplicagao bilinear. Diz-se que B ¢ separadamente continua
se para todo 29 € X, yo € Y as aplicagoes
B, : Y—oZ

y — By (y) = B(xo,y)

B, : X—-7

T — B‘,,o(;l‘) = B'(V;I.'._yo)
sao continuas

Proposigao 4. Sejam X e Y dois espagos normados com uma
familia enumerével e dirigida de normas {|| ||} e {|| \}. Seja
B uma forma bilinear sobre X x Y. Se B é continua entao existem

r. A, e C tais que:

Ble.w)l < Clleldll,  Vie.p) € X x ¥

Demonstragao. Como B é continua, B é continua em (0,0) logo

existe uma vizinhanga V" de (0,0) tal que B(V) C (—1,1). Usando
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a definicao -de topologia produto e o fato de que as normas sao
dirigidas existem indices r e A e constantes ('} e (y positivas tais
que,

{(vay) | 2y Croe fyll, <G} CV

Agora sejam x e y arbitrarios, com [[x][y #0 e |yl #0

Por outro lado da bilinearidade de B segue que

s (3]

e = 1
iyl onde €= e

Desde que

1 . .
Concluimos que,

ol = el iyl
|B(x.y)| = C-'1\ ,

< (|

Se |lx]|, = 0 ou {jy||, = 0 entao x = 0 ou y = 0 logo.
B(x.y) = [zl llyll, = 0
Portanto para x e y arbitra'.ri(_)s existem r, A e C > 0 tais que
B(r.y) < Cllxflyllyll,

Teorema 2. Sejam X eY espacos localimente convexos com familias
de seminormas {p, }se4 € {ds}3ep respectivamente. Entdo a aplicagdo
linear T : X — Y € continua se, e somente se, para todo 3 € B,

existemay, __.a, € AeC >0 com
ds(T2) < Clpm () + __ + pan(2))

S



Se a familia {pa}aca é dirigida entao T' é continua se, e somente se,

existema € A e D > 0 tais que

Vi3e B, dy(Tx) < Dp,(x)

Teorema 3. Seja X um espaco localmente convexo. Entao as
seguintes afirmacgoes sdo equivalentes:

(a) X é metrizavel.

(b) Existe uma base enumeravel de vizinhancas de zero.

(c) A topologia de X é gerada por uma familia enumeravel de

Seminormas.

Observagdo 2. Seja {pn}n=12... uma familia enumeravel de semi-

normas que gera a topologia de um espacgo vetorial .X. Definimos

M:XxX >R
X 1 /)n(;jl‘ - 7/) :
M=) s \T e n .
(r.y) ;Qn L+ pp(x—1y)

M assim definida é uma métrica e a topologia natural gerada pelas

semi-normas coincide com a topologia gerada por essa métrica .

Proposicao 5. Uma rede {z,} é de Cauchy na métrica 1.1 se, e
somente se, ela é de Cauchy em cada p,. Assim wmn espago local-
mente convexo metrizdvel X, é completo como um espago métrico

se. e somente se, é completo como um espago localmente convexo.

Definicdo. Um espaco localmente convexo metrizavel e completo

chama-se de espaco de Fréchet.

9



Teorema 4. Se X e Y sao espacos de Fréchet e f: X — ¥ é uma

bije¢ao continua entdo f é aberta.

Teorema 5. Sejam X e Y espac¢os de Fréchet. Seja F a familia
de aplicagées continuas de X em Y tal que. para toda seminorma
continua p sobre Y e todo x € X, o conjunto {p(F(x))| F € F}
é limitado. Entao, para cada p existem uma seminorma continua d

sobre X e um C' > 0 tais que:
p(F(2)) < Cd(z). YeeX e VFeF

Corolario. Se X é um espago de Fréchet, entao um funcional bi-
linear separadamente continuo, B, é continuo, isto é |B(f.¢)| <

Cpi(f)p2(g). para algumas seminormas coutinuas py, pa.

1.2 As Fungoes de Decrescimento Rapido e as
Distribuicoes Temperadas

Nesta secao nds vamos descrever o espago das fungoes €' de de-
crescimento rapido S e seu dual S, as distribuigdes temperadas.
Para que as definigdes ocorram naturalmente nds vamos introduzir

algumas notagoes. As funcoes sobre R" serao escritas apenas como

f(x).onde & = (x1.__.2,). I} denotara o conjunto das n-uplas de
inteiros nao negativos a = (a;,__,a,) e la] = S, o I} = I4.

Todas as integrais em que nao figurem os limites de integragao sao

integrais sobre R. O espa¢o L?(R) serd denotado apenas por L2

10



Usaremos as notagoes:

dlel

N dal' ... dagr

D(.’i

o oy pn

¥ =it se jv;|+a; >0, 0 =1.__.n

Definicao. As fungoes de decrescimento rapido S(R") é o conjunto
das fungoes a valores complexos infinitamente diferenciaveis @(x)
sobre R™ para as quais,

lles < sup e D7 ()] < oo
re

para todo a, 3 € If.

Assim as fungoes em S(R™) sao aquelas fungoes que junto com
suas derivadas decrescem mais rapidamente do que o inverso de
qualquer polinomio. Quando n = 1 denotaremos S(R) simples-

mente por S.

Teorema 6. O Espaco S(R™) com a topologia natural dada pelas

seminormas |||, ; € um espaco de Fréchet.

Observagao 3.  Por razdes técnicas. nos as vezes (ueremnos uma
familia dirigida de seminormas. assim nés definimos para k,m € I

e f€SRY):

e = D Ul s
la|<k
13]1<m

11



Defini¢ao. O espago dual de S(R™) denotado por S/(R") é chamado

o espago das distribuicoes temperadas. No caso n = 1 denotaremos

S'(R) por 8.

Definicao. A topologia fraca-* de S', a (.5, S)- topologia, é a

topologia mais fraca na qual os funcionais lineares T — T(h) h €

sao continuas.

Para um funcional linear T, sobre S(R™), estar em S'(R") ele
deve ser continuo. Pelo teorema 2, isto é equivalente a existéncia

de uma seminorma Wy, com

IT(p)| < C|

SDHL-,m

para todo » € S(R™). Agora daremos alguns exemplos do cason =

1. A extensao para o caso geral nao apresenta maiores dificuldades.
Exemplo 1. Seja g € S e seja m, um funcional sobre S definido

por

my(o) = /g(;l‘)é(:z‘)(ll‘. (1.2)

mg é claramente linear e

Imy(8)] < ”g”LJ(R)‘”(;’)”,x.
Como |[¢]|., é uma seminorma continua entao m, é continuo e por-
tanto é um elemento de S’. Além disso, se ¢g; # g3 como fungoes em
S. entdo my, # my, como elementos de S’. Isto é, a transformagao
que a cada ¢ associa o funcional definido por 1.2 é uma aplicagao
injetiva de S em S’. Esta aplicagao é continua quando em 5’ é dada

a a{S’, S)-topologia.



Defini¢do. Seja m a aplicacao definida por:

m S — 5
g — My
Isto e,
m(g) =m,
Onde,
myg : S—C
¢ — my(J)

my(¢) = /g(;’l')é(at)d;r.

A aplicagao m assim definida daremos o nome de mergulho.
Vemos assim que S esta naturalmente mergulhado em S’ através -

de m.

Definigdo. Seja f uma fungao continua tal que Vo € S tenhamos
fy € S. Definamos o produto de f por T' € S’ como sendo a

distribuigao temperada dada por

(fT) ) =T(fe)
Exemplo 2. Sejam ¢ € S e f continua tal que fg € 5. Assim,

(fmg)(@) = my(fp)



Logo.
fmy=my,
Exemplo 3. (A "fungdo™ delta)
Seja b € R. Defina §, como sendo o funcional é,(¢) = ¢(b).
Vo€ 5. Ja que [6(8)] < [|@]] 0. entdo o funcional é,(.) esta em S

Nao existe fungao integravel g(x) tal que:

) = [ gtereta) da

para todo ¢ € S . Ainda que exista uma medida g, (medida dis-
creta) com:

o) = [ ola) dusta).

mas o simbolismo de 1.2 é tao sugestivo que, as vezes, escrevemos,
Sp() = /g;)(.lt)(S(;zt —b)dx ' (1.3)

6(r —b) nao é uma funcao e a equacao 1.3 serd tratado meramente
como uma notacao simbdlica; §(x—0b) é chamada a ”fungao” delta

em b.

Definigao. Seja T € S'(R™), o € I}. A Derivada Fraca. D"T,

ou a derivada no sentido das distribuicoes é definida por:

(D°T)(f) = (-1)"'T(D" )

Seja ¢ € S e D¢ € S a derivada de ¢ e seja T = m,; e

Mmpagy = (D°T). O funcional (D°T) é a derivada fraca de T, isto é,
(D°T) = D*(my)

14



onde a identidade acima é apenas notacional. Logo temos:
D*my = mpag

Isto significa que a derivada do mergulho é o mergulho da derivada.

Portanto.

/ (Do) (x)f(a) de = (1)l / é(x)(D° f)(..r)(l;r.

Logo temos a seguinte igualdade, que é uma notacao simbdlica,
que também exprime que a derivada do mergulho é o mergulho da

derivada:

lol
/ (D°6)(w) fla)dw = (=1)! / o) (dl—a—an ) L) .

Provemos que D assim definida é a tinica transformagao linear
continua em S’ com a propriedade md = Dm. Suponhamos que
exista outra transformagao linear continua E de 5" em 5 tal que
md = Em. Logo Dm—FEm =0, ouseja(D—E)m = 0. Portanto
D = E em m(S5). isto é. para todo ¢ € m(S) temos Dg = Eyg.
Clomo E e D sao continuas D — E também é continua. Por outro
lado m(.S) é denso em S’ (Corolario 1 do Teorema 1 do Capitulo 3
deste Trabalho). Assim D — E se anula em um subconjunto denso
de ' e sendo D — E continua temos que D — E se anula em S,
deste modo D — E =0 em S’. Portanto D = F

Exemplo 4.

Seja



A funcao g assim definida é continua mas nao ¢ diferenciavel em

todos os pontos no sentido classico. Desde que.

lg()l = / | g(x)pe(@)de

0

= / ~ rp(r)dr

= / (1-?—1—22)2(1 + .1‘2)2',;(,1‘)(1.1'| Vooe S
0 x

/"’Q T /
—s 5
0 (1 + ;1'2)2

(“5‘9”0.0 + 2||9¢’||2,0 + “S’“40)

IA

sup,er (14 22)2p(2)]

; - /'X‘ 2 .
X
‘ - 0 (]. + 1’2)2

temos que g € S’. Assim ¢ também tem uma derivada em S’. Por

deﬁnigio:-

] A o o
(_gt (p)=—y9 (_[I_ = — / o (a)de = / p(r)de
\ dx dx Jo 0 .

Assim,
[ ‘ o~ b
((I(_zq> (¢) = / plr)dr = / O(a)p(r)dr = 0(¢)
o Q -0

Isto e:
d

() = 0(x).

[¢ [ Z

onde € é a {uncao de Heaviside:

1, 20
‘9("’):{0 v <o

A funcao 6 tambémn nao é derivavel em todos os pontos. mas

ela também tem uma derivada em S’ dada por,

! | I o
(5(—9) (¢) =—0 (,—*) = - / £(@) da = (0) = &)
LT ad 0

16



Assim df/dr = 6 e 6 por sua vez também tem uma derivada.

Nos exemplos seguintes provaremos que as fungoes

G(l,x) = %0(_1 + .0)0(t — ) |

e
1 -2
——c 41 para t >0
H(t,z)={ Vit
0 para 1 <0

onde G, H € S'(R?) sao solucoes fundamentais das equagoes da
onda e do calor unidimensional respectivamente. Antes de comegar-
mos os exemplos daremos a definicao de solucao fundamental e

faremos alguns comentarios pertinentes a operadores diferenciais.

Seja P(£) um polinomio em &;.&,.....&, e seja P(D) um operador

diferencial linear trocando-se &; por D; = (,; , P(D) pode ser
N M) . .

escrito como P(D) = Y ¢aD., onde a = (a1,__,a,) e Do =

D' D32 Lo Dl Por uma solugao fundamental de P(D) nos enten-

demos uma distribuicao £ em S'(R") tal que
P(D)E =&

onde é e a "fungao” delta de Dirac. Obtendo-se uma solug¢ao fun-

damental E de P(D) a fungao u obtida por
u=FE=x*f

onde o sinal * indica o produto de convolugao e f € S(R"). fornece

uma solugao da equacao:
P(Dyu=f

17



De fato, pela regra de diferenciacao do produto de convolugao
temos, |
P(D)yu=(P(D)E)« [ =b6xf=f

A existéncia de uma solugao fundamental para toda equagao
diferencial parcial lincar com coeficientes constantes {oi pro‘\-'a.(la
independentemente por B. Malgrange e L. Ehrenﬁreis por volta de
1954-55 para um espago de distribui¢oes maior que S(R") (a saber
'D’(R")). Em 1958 Hormander 1)10\ ou este mesmo resultado para
o espaco S'(R") (ver ref [5] pag. 182 ¢ ref [10] pg 342).

Exemplo 5.

Seja

G(t.x) = %9(1. 4+ r)0(t — )

Vamos mostrar agora que G({,x) assim definida é uma solugao fun-

damental de P(D) onde,

) 82 ()2
P(D) = ("ai_z - Ez)

Assim devemos mostrar que
P(D)(G(t,2)) = §(t,2)

Ou seja,

9t 9 ,
(ép - 5—1—2) O(t + 2)0(t — x) = 28(1)6(x)

Entao para todo u € S(R?) devemos ter

2
/ (lf/ dz6(t + 2)0(t — ) <% —'(; “) = 21(0.0)
O axr

18



. De f{ato:

> S d*u v 9t
' rO(t+2)0(1—2 -
/—N(H/_x‘(/z((i—}-z)O(/ 1)(012 ) / (h‘/ (()lz 5o )

o t v J*u u
/0 (lf/_rd.'zf <7)—t7—;)—l—2> = / (H/ (11(—)—2———/ (/f/ (h—-
2
= / / / (/f/ (llc—)l

]

[u,(x x) — uy(|xf. 2)]de

/\[ul ) — u,(t, —t)]dt

= / w(]x], v)de —/..[u_,_.(i,i)——-u,lj(i,—t)](lt
o 0
o
L, = 4/ u(|e]. v)de

I, = / (1. —1)dt
Jo :

I, = —/)'-'z/A,‘(f,t)(l{'
0,

Iy = —/ u(|x]. @)
JO

Para I, temos o seguinte,

, 0
I, = ~—/ wy( ||, v)da

Sejam.

Logo



Seja f(s) = u(s, —s) entao f/(s) = wy(s, —s) — uy(s, —s) e dai con-

cluimos que

L+ = / T [(8)ds = — f(50) + £(0) = u(0.0)
0

Também

I+ 1= —/ [t (5. 5) + uels, s)]ds
: 0

Seja g(s) = u(s. s) entao ¢'(s) = uy(s. s) + up(s, ) € assim

I3+ 1, =— /g'(s)cls = —g(20) + ¢(0) = u(0,0)

Portanto

2
/ (h‘/ (d “_a“) Iy + I, + I 4 Iy = 2u(0.0)
;lf

Exemplo 6.

Seja
L% >0
— € para t >
H(t,2)={ Vil
0 parat <0

Vamos mostrar que H(f.x) assim definida é uma solucao fun-

damental de P(D) onde

J 9
PD)=——-—
( ) at 041?2
Novamente devemos mostrar que P(D)(H(1,x)) = é(1.x). Para

provarmos este fato necessitamos do seguinte resultado:

2 2

9 e 9w
ot 2




Vamos provar agora que P(D)(H(!.x))u = u(0,0). De fato,
PD)YH(t.x))u = ((_i# ()zll)l _ (“é_) o (glu

—P(DYH(t e = H (%) + 1 (24)

://Hfldu //Hfl i
I’

z//@‘ g:

S

= lim,_ (h.

-l—hm,_o/ df/

= —u(0.0) —lnn,_o/ (I;zf/ -u(_t._.r)f()—

o = I3

Onde a ultima igualdade segue do fato:

821/

\//* |

2

e 1 22
1(0.0) = lim / d [— 6_4—6'11(6,.1’)}
) e—0 o~ V 4776
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Para vermos isto fagamos a mudancga de varidvel y =

- 1 .
P = lim._ u/ { 6'_FU(GJ')

r / H/ _2 9%
1me_, @ €7 —
° V- ixt 0.‘1‘2
¥ /\ ()uI ] @i
Htle—0 ) mm - “dzdl
lf/ ()u 1] e
lim,._¢ « ()1 I —’ =
I / It ——C_JT w(t. )|
— N1 f— . mr.xr .
m 0 j [( ()1 ,7‘_’( : —N
2
> dz 61_%
_ Jvult R
/ dru(t,x )dl (ﬁ)]
12
fim, . / dl/ dru(l.x) -
0 <V—L/« )

[SV]
[ S

assm)
\/_

(7

€

w

P sl
1t

)



—P(DYH(t,x))u = P+ Ps

= —u(0,0) —hmc_u/ / t(t, ) l
—{-hmf_o/ (/f/ ( - )

= —u(0.0)

6‘ —Sdt

Portanto
((30_1;1 (3)1H> u=u(0,0) = é(t, x)u

P(D)H)=6



Capitulo 2

As Funcoes de Hermite

A representagao de S e S’ envolve algumas propriedades especiais
das fun¢oes de Hermite (as auto funcoes do oscilador harmonico).
As funcoes de Hermite sdo as solucdes da familia de equagoes dife-
renciais ordinarias do oscilador harmonico e neste capitulo vamos
encontrar as solugoes desta familia de equagoes introduzindo de nma
maneira natural os operadores A e A*. Demonstraremos alguns
lemas que envolvem propriedades desses operadores e usando essas
propriedades vamos demonstrar alguns lemas sobre equivaléncia de
seminormas. Por fim demonstraremos que o conjunto {¢,}.=, lor-
mado pelas fungdes de Hermite forma uma base ortonormal para
L?. De posse de todos esses resultados estaremos em condicoes de
proceder a N- representacao de S e S'.
Considere a familia de equacoes diferencias:
d*y

T y+ Ay =0 onde A=2n+1 neN (2.1)
a:r



Estas equacoes podem ser escritas nas seguintes formas:

1,
Adty =S\ +1)y

1, |
At Ay = _—)-()\ — 1)y

onde
) 1 d A
A = -\/—5(.1—5-;1—;) e AT = \/_5(.1 cl.r)
Logo.
A*A(Aty) = T+ Aty = L(a+2) - nary
AAt(Ay) = o -y = Ho -2+ 1)y

Assim se y é uma solugao de 3.1 entao Aty é uma solucao de
3.1 com A repassado por A+2 e da mesma forma Ay é uma solugao
de 3.1 com A repassado por A — 2. Mas isso nos diz que se y, ¢ uma
solucao da equacao y” — a2 ). 1 =0 tao - = kAt A
solucao da equacao y” —a*y+ (2n+ 1)y = 0 entdo y,41 = K ATy, €
uma solugao dessa equagao com n+1 no lugar de n. Analogamente

, ~ - " -
Yuo1 = k" Ay, é uma solucao com n —1 no lugar de n, onde A, k" &

R.

2

Uma solucao de 3.1 com n = 0 é ¢y = ke~ 7, onde & ¢ uvma.
constante, e a partir dessa solucao podemos agora determinar uin
conjunto de solugoes para a familia de equag¢des em 3.1.

O nosso objetivo é encontrar solugoes de 3.1 pertencentes a S e

com esse intuito vamos considerar os seguintes operadores



t:8§ -8
onde para cadaw € S
At R — C
(ATw)(t) = \*}—E (ilw - %w) (1) = 71—§t‘w‘(i) —w'(t)

Analogamente

e seja N = At A,
Afirmagao 1. A é o adjunto de At em 5.

~ . ] 4) ' . . . - -‘
Demonstracao. Considerando S C L? e o produto interno cm

L?* dado por:
<f.g>= /.79 f.g €l
Devemos provar que.

<Af,g>=<f.AYg> f.ge s



De fato,

1
<Af.g> = /Af.gz—

Como

vamos agora determinar & de modo que tenhamos ||og||, = 1

ool = < ¢ov,00 >

L 5 22 _a2
= e~ 7Te 7Tdr
—00

o e

— 2 N

= A ¢~ da
.y

5 1
= }.327'('5

M

_4 1 x
4 4

Logo k = 777 e assim ¢y = 7~ 1e¢” 7. Sabemos que se o, ¢ solucao

de (2.1) entao M A%, é solucao de (2.1) com n repassado por n + 1
e k" Ad, é solucao de (2.1) com n repassado por n —1. mas também
desejamos que |[0,41]], = 1 e para gue isto aconteca devemos ter
Ont1 = (n+1)"7.4%6,. Provemos agora que ¢,4; assim definida

satisfaz ||@,41]], = 1. Faremos isso por indugao sobre n. Sabeinos

que ||00||2 = 1. Suponhamos que ||¢,||, = 1. Portanto para n+ 1
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temos,

2 :_ .
H¢n+1 ||2 = < Op41 - ¢n+l >
(n + 1)—‘< Ato, AT, >

= (n+ 1)< ¢, AAT ¢, >
= (n+1)7! }(’n—{—l%—l)d)n
= (n+1){n+1)" T« On's On >
= ”@nH‘z
= 1
||<,7!)n.+1H~2 =1

- R . . N B
Analogamente para que ||¢,,_1 |, = 1 devemos ter ¢,_; = (n)7 7 Ag,.

) ) . 1 . . ; L n i
Como ¢pyq = (n+1)"2A4%¢, concluimos que ¢, = (n!)72(A%)" ¢g.

2 .
. , _1 a2 .
Desenvolvendo (A%)"¢p onde @g = 7~ 7€~ 7 obtemos a expressao:

2 (_/ " 2

dr

25
=
Il
—
ty
=
=
-
~—
|
(S
—_
I
[y
~—
=
|
PR
o~
ml
™
"

que é a expressao mais conhecida para as fungoes de Hermite. Ob-
viamente ¢, é uma solugao da equacio y” +(2n+1—a%)y=0e
como esta é uia equagao diferencial de segunda ordem existe um
conjunto de solugoes ¢*, tal que para cada n ¢, e ', sejam li-
nearmente independentes. A titulo de informacao e aproveitando
os operadores A e AT vamos determinar as solucoes «,. Utilizando
o wronskiano e a solu¢ao ¢y vamos agora determinar uma solugao
Ll‘o

. i i i
Wogue = P00 — gt

Derivando os dois menbros da igualdade acima temos,

W = o0 — ot



Mas por hipotese ¢ e vy sao solucoes de y” — f(a)y = 0O,onde

flx)y =22 — (2n + 1). assim

B~ [(a)go =0 (i)
Wl — )by = 0 (i)

Multiplicando (z) por @y e (ii) por ¢o e diminuindo uma da
outra temos:

W Mo
Q0 — Oy = 0

Logo W' = 0 e por conseguinte W = k onde k é uma constante
diferente de zero, pois caso contrario as duas solugoes nao serao
linearmente independentes. Deste modo temos a equagao diferen-
.'rl cAdindria 13 . 3 . - i A oy _..A PTT

cial ordinaria linear de primeira ordem 13500 — ¢gt'o = k para .
- ‘ -1 22 iy 1 22 . :

Como 09 = 771¢”7 temos @) = —r~ 7¢"7a . Fazendoh =1¢e
resolvendo esta equagao diferencial ordinaria com a condigao incial

1o = 0 conseguimos a seguinte expressao para y:

E J
, 1 _xf 12
Yo = w162 / e di
0

Nao ¢é dificil demonstrar que vy assim definida é uma solugao da

W

equacao 3.1 para n = 0. Quando aplicamos o operador 4™ em uma
solugao obtemos outra solucao da equagao 3.1 com n+1 no lugar de
n. A fungao v nao pertence a S e para obtermos a demais solugoes
vamos estender os operadores A e A' para o conjunto das fungoes
('™ ou seja vamos considerar A, A+ 1 C¥(R) — C~(R) onde

C*(R) denota o conjunto das funcoes com derivadas continuas de

20



todas as ordens definidas em R e tomando valores complexos. Com

esta formalizagao podemos escrever:

L ntl = At Uy

isto é

Uptl = (A+)” Yo
Resta agora provarmos que para cada -n..; ¥ € Oy 520 L.I.. (lincar-
mente independentes). Considerando A, A1 vatuan(lo em -C(R)
vamos agora determinar o nicleo do operador A*. Se w € NerAt

entao Atw = 0 ou seja, fw(l) — w'(1) = 0. Resolvendo esta EDO
+2 '

temos que w = ke 7, k constante. Assim

KNerAt = ¢ {T]

[¥]

cope , o, - 2 .
Isto é NerA* é o espaco gerado pela funcao 7. Provemos por

inducao que ¢, e v, sao L.I. Para n = 0. se agg + by = 0 com

a.b € R entao:

A(aog + biyg) = 0
adog + bAvy = 0
bdyy = 0

- = 0

bELeH =

V2o
Logo b = 0 e como ¢g(x) # 0 para todo ¥ € R entaoa = 0 ¢
deste modo ¢y e vy sao L.I. Suponhamos que ¢, e ¢, sao L.I. Se
UOng1 + bty = 0 entdo AT (a(n + 1)726, + bry) =0 e com is50

a(n+ 1)"%(,511. + b, € NerA* ou seja a(n + 1_)“156)” + by, = ke

30



e aplicando AA* aos dois lados dessa igualdade vem,
172
AA M (@(n +1)"76, + b, = kAATeS

(2n 4+ 1)(a{n + 1)_%’),, + byy) =0

Por hipdtese ¢, e 1, sao L.l e portanto « = b = 0. Mas isto significa

que 9,41 € Py sao L.
Afirmacgao 2. Seja o operador [...] definido por

(A AT = AA'F — AtAdentao [A, AT f=f, Vfe S

[AAT]f = AA*[ — A+AS

Ou seja
(4,47 =1
onde I é o operador identidade.
Observagao. Sendo At o adjunto de A temos que N é o ad-
junto de N, pois < Nf.g> = < ATAf,9g> = < Af.Ag> =

<f.AYAg>=<f.Ng>logo <(N+m)f,g>= < Fo (N +m)g>.

31



Logo N + m é autoadjunto e naturalmente (N + m)¥ também
é autoadjunto.

Pelo operador N + m nos entendemos

:

(N+n))f=Nf+mlf=Nf+mf.
Partindo da afirmacao 1, temos as segumtes formulas
[A,AY] = 1
[A,AY] = AAY —AtA=1T

AAT = T+ ATA=T4+N
ATA = AAY -

Da definicao de [...] temos as seguintes identidades:

[N.A*] = NA+ — A*N
[(4,N] = AN - N4
E facil ver [N. A*] = A* ¢ [A.N] = A. Logo teremos também

as formulas:

[:\r. ,-4+] = r‘+ = f\’ .r'{+ — ‘4+4\"
ATN NAT — 4

NAY = AT 4 ATA
[A.N] = AN-—ANA=4A
AN = A+ NA

NA = AN-A

- O lema seguinte apresenta algumas propriedades dos operadores

A, AT e N, que serao utilizados na demonstragao da proposicao 2.

Lema 1. Os operadores A. At e N possuem as seguintes pro-
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priedades:
ATN™ A N(N =1)"
AT (N +m)mA = NN+ (m - 1))™
ANT AT (N 4 1)
AN +m)ymA* (N + )N+ (m+1))"
A(AT)" = n(AT)" 4+ (AT)"A

H

I

H

Demonstragao:

!v
BV

ATN" A= NN =)™ (:

Vamos fazer a demonstracao usando a inducao sobrde m. Para

m=1 temo;s:
ATNA = ..»'l+[..4N — Al = ATAN —ATA=N? - N = N(N =)

Suponhamos que a igualdade vale para m
AYNIA = ATNTNA = ATN"(AN — 4)
= ATNTAN — ATN™ A
= NN-1)"N-NN-1)"
= NN =1)""(N-1)
= N(N - 1)

AYN +m)" A = N(N + (m = 1) (2.3)
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AT N +m)mA

m
At E (",z)x\f’”‘_knz.kA

k=0
m

Z () AT —k Amk

1 ) nm—k m k

‘4;\'/77 f,r}— — (1’\'7 + 1)7771‘-1

Provaremos isso por inducao sobre m.

Para m =1

ANAT =

A(AT + ATN) = 44T 4+ AATN

= AAY(14+N)=(N+1)(N+1)

= (N+1)?

Suponhaimos que vale para m

ANTHIAY =

ANTNAT = AN (AT + ATN)

= AN"AY 4 AN AN

(N 4+ 1)+ 4 (N + 1) H N

— (‘\'_*_ 1)m+1(“,\,’+ 1)

(‘\ + 1)m+‘2

34



Mostraremos agora a seguinte identidade:

[V}
[
~—

AN +m)" AT = (N + DN+ (m+1))" (2.

4( N4+ m)", Z \ m—k ik A+
1\_—.

Z (CYANTTR Ak

= ( _)(1’\ + )™= kb1 k

= (j\:'_’_l)(Z(m)(/\r_*_l)m ~k, A)

k=0
= (N+DL((N+1)+m)"

3I|

>
1l
<

= (N+1)(N +(m+1)"

A(AT) = nATY 4 (A" A (2.6)
Provaremos usando indugao sobre n. Para n=1 temos:
CAAT =1+ 474
Suponhamos que a igualdade se verifica para n.
AAT™T = aar(aty

= [L4+ATA)4t)"
= (A" + AT A(AT)"
= (AN) 4 AT[(ATY T 4 (A1) 4]
= (AN) (AT + (AT A
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= (n41)(AT)" + (A

As equivaléncias das familias de seminormas em S apresentadas
nas proposigoes 1 e 2 seguintes sao cruciais para as demonstragoes
dos teoremas de representacao.

Para f € S, a,3 € I}, n € I, definimos
1l 52 = 12 D7 Il L2y

1AL, = 1N A+ 1) 2 moy

Para distinguir as seminormas ||.||, 5, das seminormas |||, 4

13,2

introduzidas no capitulo I, escreveremos || f||, ; .. a0 invés de apenas

f1lo5- Usaremos também a notacao |||, = |||l 2 mn

Proposigao 1. As familias de seminormas {||.||, 5...} € {ll-

5.7.2}
sobre S(R™) sdo equivalentes.

Demonstracao. Nos formeceremos a demonstracao no caso n =

. P N 2\ — 2 -

1 por simplicidade de notagao. Desde que (1 + 2?)"! € L?, temos

que:
1A, S N+ ) LI+ 2?) Ml
Assim,

I1f

vor = 1D fl, < L+ 22 L+ 22)a DS
Clla® D] + 2427 £

C(lla DI, + 4207 f]l,)

< UMy ne + I

IN

IN

l(\+2.,.3,co)
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Por outro lado,

() :‘/\ r'(t) di

/1l = sup [£(2)]

i
c
e, = /1 L ()| da
C'omo
ol < 1 sl
< / (1) e
< f%ﬁf'mwf
Logo
A<,
entao

1. < | " 1'(t) di|

—Ci

/ T d

10

A

I

Pela desigualdade de Holder temos

1 lle < HFNy < MO+ 2210+ )7

Assim,
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I

11l .00 |
I+ ) DY L+ 22

= C(1+2%)(2°D? fY]],

Dl < DA

IA

— Cl DAY + 1% DY
= Cllaz® DA f 4+ 2> D+ f 4 a(a® ' DI f + 20 D [,
< C (a2 DA S, + [l D,

+alle DAL, + 2 D)

o+1,3,2 + Hf

a1z T allf

s_c@mmwmg+w

a42,34+1 ,2)

Portanto pela Proposicao 2 item iii, do capitulo 1. temos que
-l a2d e Al

Proposigdo 2. As seminormas {||.||,} sdo uma familia dirigida

0 dec) S80 equivalentes .

equivalente a familia de seminormas {||.

.32} sobre S.

Demonstracao. A familia de seminormas {J|.]|,} é wma familia

dirigida pois dados m.n € N temos que:

WAL A+NAL, = IV

FFlly < 2010

onde k = max{m,n}. Para provar a equivaléncia das normas

necessitamos da seguinte desigualdade

AR ARLIL S < [N m)" > (2

[ O]
-1
-

onde A* significa A* ou A indiferentemente, f € S.
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Usaremos inducao sobre m e os resultados do Lema 1. Para

m = ] temos qlle provar que:
IA#Fl3 < < [N+ 1)f >

Para A# = A temos:
JAfI; = < Af. Af>=<f,ATAf>
= <f.Nf><<[.Nf>+<f.f>

< <[UAN+Df>

Para A* = AT temos: |
JA*FIE = < AYfLAYf> =< [ AAYf >
= <f.N+1)f>=<f.Nf+[f>
= <f.Nf>+<f.f>

= < fAN+1Df>

Logo temos que

IA#f1I; S < SN+ 1) >

Suponhamos que a desigualdade 2.7 vale para m. Para ¢ =

A#* +1f temos que

m

2 2 e n
A% . CARAR L = AT AL < < g (N+m)g >
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a) No caso em que g = A [ e observando a equagao 2.3 obtemos
G (N+m)"g> = < Af (N+1)"Af>

= < f. AT N+ m)"Af >
= < f.NN+(m-=1)"f>

< <f AN+ MFL)Y"f>

Disso resulta

147 ~-AﬁAf“; S < fo(N+(m+1))y"tf>

b) No caso em que ¢ = At f e observando a igualdade 2.5

obtemos ,
<g.(N+m)"g> = <ATf (N4+m)"ATf >

= < f.AN+m)"AYf >
= <[.NADN+(m+1))"f >

< < fNFHmFDUN+m+I)" >

= < f AN+ (m+1)"'f>
Disso resulta
JAF L AZAFFL < < fO(N 4 (m+ 1)) >
Portanto de a) e b) segue que
llAl# AR f||2 S < AN FmA 1)) >

Para (ompktal a demonshagao do Proposicao 2 vamos intro-

dllZlI as notaqooq a se gllll
k def
(A¥*) L 4F . AF
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onde Aj# =A ou At paraj=1...%k Como:

1 d 1 d
A= — — oAt = |2 —
ﬁ(l+(11> © fz(l (h>

(l__A-—A+ ‘.__A—l—A”L
C];l‘ h \/:): c \/5

Desenvolvendo (A4 ¥ A4%)° e usando a nossa notagao concluimos

entao,

que:

(AT A7) =2 (4%

Ou seja (AT AT)® é a soma de 2° monémios em A e A+ com

coeficientes —1 ou +1. Agora,

P £ £ + — +
”f 032 T ”131)11”2 - ”(A j_/51 ) < - \/fl ) fH
= (A + A1) (A - A1)
< n+3||>‘+’ A#)e
< :}a;éﬂ(:i#)“*ﬁf‘llz
< )+ 1,

Fazendo k = o + 3 e usando a equagao 2.7 temos.
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IA#FFS < < N+ >
= <[ ((N+1)+(k=-1)F>
k

= D (k-1 <f.(N+1)f >

1=0

L‘
SR [N 1) >
=0

<
k .
< YR fAN ) >
=0
< D RPN + 1L
1=0
Assim.
k
1AL, < Do @RI + 1411,
=0
Portanto:
fllope S 2555 (A%)+ 1,
’ ?a+ﬁ
< 25 (2a+ )N + D
o443 ]=j .
_ Z.zm;» 204.,;‘4(0_‘_/3)0+_13H(1\r+l)o+;‘3—jf”2
7=0
o+
= 27+ DY N llagse;
=0

Como A e A* sao combinagoes lineares de v e d/dx temos que



AAT é um polindmio em z e d/dx, isto é:

w7 = (e ) 47

dr) 5 \¥ €
- () (-
= {; (:1'21" - l% + d%t(ﬂ*f) ~§T§>
< (oo 2h)
Dal resulta
AAT (—%w + 1)

. . ’ n - . A .
Em vista do resultado anterior o operador (AA*)" é um polinémio
oo : binacio linear de el os d:
en ¥ e - € como tal é uma combinagao linear de elementos da
forma x°D?. Suponhamos que
n . oy .'/,'
(AA)" = E wa®iDP
' el
onde [ é finito e os coelicientes v; sao reais.

Temos entao que
1L = N+, = HA4) 1l

= || Z wx* D% f||

el

< Z lwix®i D), < Z II.f

el €l

o3.35,2
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Com isso concluimos a demonstracao do Proposicao 2.

A seguir provamos que as fungoes de Hermite constituem um

conjunto ortonormal completo para o espago L*(R) (Proposigao

3).

Seja H = L*(R, 6:‘”’2(111‘) munido do produto interno definido

por < f.g >y = [ fge™" dv Sejay, = 2" e considere o conjunto

ortonormal {H,}>=, obtido de {¥,}2%, pelo processo de ortogona-

lizagao de Gramm-Schmidt.:

Afirmagao 3. Sen e He<a™.n >y = 0 Vm entio n = 0.

. . . 2
De fato aplicando a transformada de Fourier a fungao ne™

temos.

—

(ne="*)(y)

2
Logo ne™*

Lema 2. O conjunto {H,}>-, é uma base ortonormal para L*R).

[T 2 _;
27)72 ne " eV da
]
—_— 'N
] N n
1 _ex—(—ty)
27)72 ne™”" "da
(27) /_N ! nE_ "

L[ e (—iy)ma”
27)7F : da
oot [ ()

o o -2 P on
1 ne”" (—uy)'a
(27)~2 / da
HZ(:). e n!
i~ ~
—in)? 2
(ZT)_% ( nl!’) / 1]1‘."6. " da
n=0 >
_1 —iy)" .
(27) 22( :ff) <atim >y =
n=0

=0 e portanto n = 0.
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Demonstrao. Como {H,},_, ¢ um conjunto ortonormal obtido

de Y, = 2" temos que:
" = /\OHU + /\]Hl + A + /\n[{n.

Seja P={H, | n=0.1,2,... }. Suponhamos que P nao seja uma
base ortonormal para H. Logo 3P D P, e P' # P tal que P’ é um
conjunto ortonormal ,istoé, 3¢ € P'talqueg L H,, n=0.... ¢
9 #0. Masse g L H, entao g L 2" logo < g.a" > = 0 e portanto
g = 0. Contradigao. Assim {H,}>%, ¢ uma base ortonormal para

H.

|\>| -

Lema 3. Seja 6, = H,,(‘ O conjunto {6,322, é uma hase

ortonormal para L*(R).

Demonstragao. Considere o conjunto {¢,}2%, tal que ¢, €

L*(R). Deste modo obtemmos,

<§'§)i7.:07j>142 = /\é dx
R
= / Hi(a HJ»(.I-)G-%(LE
R .

= /HH( T de
R

= <H.H, >H_<s,J

donde vem que {¢,}22, é um conjunto ortogonal.



Por outro lado.

[STTN

~ y ~ ~ L ~ ~ B
”énl'iﬂ = < Qn. On > = ( / (.‘7’7?(3")@"-(;17) (]’I)
: JR

g2 2 3
= (/ Hn(;lf)e:_T[tl'n(;r.)e_T(l.'lt)
. R
= (/]{n(J")]:[n(il')fi_r? (].T)
R

= < 1171 .H-n >‘}3-{: ”[{n”H =1

=

Logo {6,}2%, é um conjunto ortonormal.

Seja R = {qjﬁm n = 0,1,2,...}. Suponhamos que 3% € L?
tal que h L ¢, ,n= 0,1,2,... ,h#0 entao < h,on > 2 = 0.
Mas,

. 2
<h.op>p = / hH, (2)e™ 7 dx
R

= / h.cirziHn.e"l“"2 da
R

= < heT  H, >y

[N
W
[

z 2

Assim < heT H, >=0. he™ L H,, n=0,1,2,.... heT =
0 pois H,, € base. Deste modo h = 0. Contradi¢ao. Logo {c})n};}":o
é uma base ortonormal para L.

Provemos agora que as funcdes ¢, = e~ 12[, assim definidas

sao-justamente as n-ésimas funcoes de Hermite.

- Lema 4. O coujunto {¢,}%,. onde ¢, é a n-ésima fungéo de Her-

mite, é uin conjunto ortonormal de L*(R).
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Demonstra¢ cao. Seja ¢, = (n!)~Y2(A+)"¢g a n-ésiima fungao

de Hermite. Tem-se:

< (AT) @0, (AT)"¢g > = n!

—
o
o

~—

Provaremos usando inducao sobre n. Para n=1 temos:

< ATdp. AT oo > = < b0, AAT G >
= < ¢o.(1+ATA)dy >
= < dp.00>+ < do. ATAG >

= 1

Suponhamos que a igualdade se verifica para n.

< (AT oy (AT o > = < (AT)"do, A(AT) G >
= < (A)"6o. (n+ 1)(AY) 00 + (AT)"F Ao >
= < (AT)"¢0.(n+1)(AT) 60 >
= (04 1)< (AF) 60, (AT)" 60 >
= (n+1n!=n+1)!
Logo. utilizado o resultado acima temos,
<éu.0n> = < ()7HAY) 6o (n!) 77 (AY) 00 >
= (nY)7l< (A1) 0. (AT) 0y >
= () ) =1

47



Suponhamos que m # n, se k <m e k < n. Temos assim que:
< (AT)'6o, (Ao > = m(m—1)... (m=(k=1))< (A*)" "oy, (AT Ry >,
Provaremos usa.n.(_lo inducao sobre k. Para k = 1 temos,
< (AN "G (AT "¢ > = < (AT g, A(AT) "0 >
= < (AF)" g, m(A) o
+ (A7) Ado >
= < (AF) g, (AT >
Suponhamos que a igualdade se verifica para k — 1 e provemos (iLw
ela se verifica para k.
< (AN (AT 00> = m(m—=1)...(m — (k—2)).
< (AF)yhtgy (AT D6, >
= m(m—1)...(m— (k—2)).
< (A+)n—(k'—1)—lo;-0 JA(AT) g0 >
= m(m—=1)...(m— (k-2)).
< (AT Fog, (m — (k= 1)) ATy g,
(AT 4G, >
= m(m—1)...(m—(k—2)).
< (AN F oy, (m — (k= 1))(AT)" oo >
= m(m=—=1)...(m—(k—=2))m—(k—-1)).

iy -k
< (Ah)" Foo. (x“ﬁ)m Qo >
Se m > n fazemos k = n, assim: -
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< (AT)"ho (AT > = m(m—1)...(m —(n —1))< ¢g, (AY)" "y >
= mm-=1)...(m—(n—-1))< Agop. (,/<1+)"1_'i_1¢0 >

= 0

Se m < n fazemos k = m, assim,

< (AN)"00,(AT)" g > = m!< (AT)" g0, do >
= ml< (A+)r‘"n_1<_bo ,Adg >
= 0
Portanto se m # n temos,
< (A%)"60. (A*)" 60 > = 0
Assim,
< 0p.0m>=0 se m#n
Logo {¢,}2%, é um conjunto ortonormal.

Proposicdo 3. O conjunto {¢,}2%,. onde ¢, € a n-ésima fungao

de Hermite, é uma base ortonormal para L?.

N « oY . .1.2/-2 v . A e
Demonstragao Seja ¢, = @,¢* /2 deste modo ¢, ¢ umn polinomio
de grau n. Assim [¢g.....0p] = [Loa...., 2% = [Ho..... H;]. isto é.

oA . v 3 Ik Tk
o espago de polindémios gerado pelos conjuntos {6;}r_, . {v'}ie. e M} =0

é 0 mesmo. Assim,
¢k = Q‘QI{O + O.]]Jl + ...+ O],-Hk.
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Além disso temos:

A.
< H, .0p>= Z o< Hyp Hj > =0, m > k.

7j=0
Também temos que:
]{[ = ,‘30@0 + ;3] o1+ ...+ ,f’3nc")1
e asslim,
!
< Om 7111 > = E _f3j< Om @l > = 0.
=0

Portanto se m # n temos < o, ,H, > = 0 e sendo {H, ]},

uma base ortonormal temos que:

. a
ém = Z < @m R I'_{]\ >I?[[\

1=0

= < Cﬁn -»Hm >Hm.

= /\m Hm

Mas, < & . &y > = 1 e assim Ao=1llogo A\, ==1 e ¢, =1H,,.

Mas o coeficiente de maior grau de ¢,, e de H,, sao positivos, isto

implica que ¢,, = H,,. Portanto:

O = @y

,

Logo {¢,}2%, ¢ uma base ortonormal para L* onde as ¢, sao as

n-ésimas fungoes de Hermite.



Capitulo 3

A N-representacao para S e S’

3.1 Teoremas de N-representagao para S e 5’
e Aplicagoes

Teorema 1. (A N-representacao para S)
Seja s; o conjunto das multiseqiiéncias {aa}, ¢ [p com a pro-

priedade:

sup 15

oEI_’";

aqlta < ¢

para cada inteiro positivo m. Topologize s, com as seminormas,

”{(’u}Hzi = Z(Q + ]-)2'81(’012

o

onde 3 € ]i e(a+1)¥ = Hle(ﬂ; 4125,

Seja f € S(RX). Entao a sequiiéncia {a,}. ¢ = < ¢, .f >
com @r) = Hf:, Oy, (7)) estd em s e a aplicagao [ — {(r{,_} é um
iso.1norfisn‘16 topologico. .

A expansao de Hermite f. = g (1,0, converge em S(RK). Os
fa)

{ao} sao chamados os coeficientes de Hermite.
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Demonstragao. Vamos fazer os detalhes para o caso k = 1. Como

sabemos,
& 2\
—F-kr, on = (2n 4+ 1)9,
dr
. ‘
1 d? 5
+ _ = _ .2
AAT = 2 ( da? ot 1)
Assim,

d? .
(2AAT — 1)¢, = <——,. + ar2> P
| = (2n +1)o,
dai decorrem as seguintes identidades
2(N+1)=1)é, = (2n+1)0,
(2N +1)d, = (2n +1)o,
No, = no,

Suponha f € S e considere a expansao L2-convergente

N

f: g (lno‘n,

n=0

onde

ay =< 0,.f>= /\ op(a) f(a) dx

N

Como N™ € § temos N € L*(R). Mas.

oG [ ey
A ]l — Nm™ § (’-n.(,’jn — § :an;\;m On-
n=0 n=0

52



Assim

o

0
<N"f N"f> = < Zan??'"@ ,Zﬂ-kkmék >
n=0 '

k=0

A aE< Gp Ok >0 E™

]2

el
n=0

o]

= E apa,n"'n"< ¢, . o, >

n=0

oo
— Z I(Ln“Z.nl?.m

n=0

k=

[e=]

Portanto

oQ

(o)
Z |(Ln|nm < Z |a7,[2n.2’"' < o
n=0

n=0
Logo sup,, |a,|n™ < oo e dal concluimos que a, € 5

Defina agora a aplicagao:

u: S — s

U(f) = {("n :;:u
onde a, = < ¢,. [ >.

Provemos que esta aplicacao é um isomorfismo topologico.

12, = [N+ D" f

= <(N+1)"[(N+1)"f>

s3] >

= <(N+ 1')'"2(1.”(__,5.,, (N + 1)""2(/.;.@'1; >

n=0 k=0
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= D e’ < (N + 1) (N +1)"0n >
n=0

(o)

= ) lalP< 2+ 1)"¢n, (n+1)" ¢, >

n=0

= D lanl* 0+ 177< 660 >
n=0

= Z|a 1 n+ 1)*™
= ”{(l”ﬂ}”:n

Como ||.||,, sdo normas sobre S temos que se f # g entdo f—g #
Oedaif—gl|, >0 Seja u(f) = an e u(g) = a; entio temos que
lan — arll,, > 0 e assim @, — ax # 0 isto é u(f) # u(g). E com isso

concluimos que u é injetiva.

. - . 1 i
Agora seja {«,}22, € sy eseja fi =, o nbn

Hfl - f7||iz

(l\’. 4 1-)71z(f1 _ f1)||_22
= <(N+D"(Hi—f)AN+)"(fi—=f)>

! r
= <(N+ 1)’”-( > andn — Za@k).

n=0 k=0
1
(N +1)" ( > andy — Zamk> >
n=0 k=0
= <(N4D™ D @b, (N+D)" D a6y >
n=Il4+1 n=i+1

= Z la < (n4+1)"¢, . (n +1)"6, >

n=l41



=S bl

n={+1

Concluimos dal que

1fi = folly, — 0

n

quando [,r — o0 (pois 3 |au|*(n+1)*™ é convergente). Assim

(fi)i%, é uma seqtiéncia de Cauchy em cada ||.]|, e por conseguinte ¢

de Cauchy em S (Proposigao 1 e Proposicao 2). Como S é completo

1f € Stalque fy — f. Se f{ — fem Sentao||fi — f

o3

0 quando | — oo para todo a,3 € 1.

0 < =1l

< Ol +a*)(fi = Dl
< CU = flloe H 2L = D)
< C = flloo + 1L = flly0)

Mas Ifi = flloo — O e llfi = fll,o — 0 quando [ — oc.
Logo ||fi = [ll, — 0-quando | — oo. Deste modo f; — [ em
L? e portanto f =3 > a,0, onde a, = < ¢y, f >

Deste modo dado {a,};2, € S existe f € 5 tal que u(f) =
{a,}0, onde a, = < 0,.f > e com isso u é sobrejetiva.

Sejam [ = 3" au([)0n, g = ., an(g)on em S onde «,(f) =
< n.f >, an(9) = < 9n. 9> eseja X € R Eﬁtéo.

M4g=3 Qanlf) +an(g))en

n

ot
(W1



’U(/\f + _(j) - {/\(In(f) + (1'71(.(])};‘?!:0
- /\{a'n(.f) 7?:0 + {(I-”(g) 5\':0
= Au(f)+u(g)

Segue dai que u é linear. Além disso u~! também é linear e como
Lfll,, = I[{@.}l,, pelo Teorema 2, Captulo 1, concluimos que u e
u”! sao continuas e por conseguinte v é um isomorfismo topolégico

de S em ;.
Teorema 2. (O Teorema da N-representagao para S')

Seja T € S'(RX). Seja by = T'(¢,) para cada o € IX. Entao

para algum 3, |bs| < C(a +1)? para todo a.

Reciprocamente, se [b,] < C(a + 1)? para todo a, existe um

unica T € S com T(¢,) = by. Se T € S e b, = T{0,) sao

seus coeficientes de Hermite entao Y _ b,@. couverge na (5", 5)-
topologia para T.

‘Demonstracao. Consideremos o caso k=1. Seja T' € 5’. Como
{ll-Il.} é uma familia dirigida de seminormas em S e T ¢é continuo
pelo Teorema 2 do capitulo 2, existem ' > 0 e inteiro positivo m
tais que |T(9)] < (4], Vo€ S Em particular ]T(,o’)| < Clléll,.-

Vn € I, Agora.

”9511”,” = ”(i\f + 1)“1@nt|2

||(n + 1)7" (_5571”2

= (n+1)"

36



assim

|T(6.)] < C

‘O” Hm
logo
[ba] < Cln+ 1)

Reciprocamente, suponhamos que |b,| < C'(n+1)™. Para {a,}.>, €
s defina,
B({a,}) = Z boay,
. ) n=0
Como

[ N

Z Ibn(ln = Z lbn(ln|

n=0 n=1

z\: C(n+1)™

n=0

= CZ lanl(n+1)"

=0

IA

|

fazendo & = n 4+ 1 temos
oG . D) o)
D Ibaaa] S C Y Jarlk™ < O PR < o
n=0 k=1 k=1

Logo esta defiunicao faz sentido. Usando a desigualdade de

Holder e a identidade



obtemos o seguinte,

IB({a})] < > |bnl lan]
n=0
< C Z(n + 1) ay,]
n=0
T~ NUES)
< C Z (n+1) +1)! o
S CZ77+1/)1+1I |
n=0
o L
< C‘( Z(n + 1)2m+2|an|2>
n=0
(Z(n + 1)-2)'
n=0 »
< Cletlan ( X0+ 1)
n=0

o=

< (5ol )

7i_2
S C"F”{a”}”m-i—l

Assim, pelo Teorema 2, Clapitulo 1, B define um funcional linear
continuo sobre s. Defina T : S — C por T'= Bowu onde v é a N-
representacao de S. Logo T é continuo e assim T € S’. Se [ € S,

com [ =Y " a,, segue que,
T(f) = B(ulf))
= B({a.})

Ut
[V}



(o]
= E G bn,

n=0
isto é,

T( i (ln¢n> = i(lnbn

n=0 n=0

Como cada ¢, € S temos que:
T(o,) = T( > amk)
k=0

onde a; = é;,,. Logo.

T(én) = T( iakm) = Zﬂ-kbk = bn.

k=0 k=0
SeT € S"e b, =T(0,) sao seus coeficientes de Hermite entao
t = Z;zo b, 0, € a sua expansao de Hermite . Provemos que m; =

T. de fato:

my(p) = /\ i(x)e(a) de

= i by,
n=0
=T ( i anén )



= T(p)

]

Assim m; = T e portanto >~ b,9, converge para T € S'na

(S, S) topologia.
Corolario 1. S € denso em S’ na o(S5',S) topologia.

Demonstracao. Dado T € S’ temos, pelo Teorema 2. que
Z' <N b, ¢, converge para 1'na o(S’, S) topologia onde b, = T(¢,)
e EIG’ISN booo € S.

Corolario 2. S é separdvel. S’ é separavel na o(S',S) topologia.

Demonstracao. Em primeiro lugar vamos demonstrar que S é

separavel. Seja.

{
A = {fk.l lf;;,/ = Zbk,nén, com bA-,n €Qeke N}

n=0

Logo A é enumeravel pois Q e N sao enumeraveis. Assim .A
¢ uma colegao enumeravel de fungoes pertencentes a S. Prove-
mos que A é denso em S. De fato, dado f € S temos que
meo @y — [ quando n — oc. Seja fi = Zi;:o U @n. desta
maneira ||f; — f||,, — 0 quando I — oo para cada m., isto é.

dado ¢ > 0 41y, € N tal que

Wi~ fll, <= Y=l

N

! , . ’
Dado f; = Zn=0 a,,. como Q é denso em R, para cada a, €

R, existe uma seqiiéncia {bg,}r=1... C Q tal que b, — a,
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quando k — oc, logo:

- Alﬂll fit
e portanto || fir; — fill,, — 0 quando k — cc. Assim dado € >
0, ko € N tal que,
. . €
Wfea = Nl < 5 Vh> ko

deste modo,

I foto = Flloe < Wfkito = oMl + IUfie = Fll
< %—}—g-—_-e Vk>ko
Portanto fi4, — f quando b — oc e fiy, € A.Com isso prova-
mos que A é denso em S. isto ¢, S é separavel.
Provemos agora que S’ é separavel. Se ¢ € SeT € 5 entao
6= anén e T(6)=3 anby. |
Seja a = sup, N || entao o < oc. Ja que 1/‘2’ — 0 quando

[l — oc dado e € 0. 3/ tal que

l €
?<Z VIi>1.

Como ) a,b, é convergente temos que Zn>, a.b, — 0 quando
[ — 0o Lassim A/, € N tal que,

| Z a,b,] <

1>l

\V/l>[2

o] o
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Seja agora ly = max{ly,l;}. Para cada [ seja ¢,y € Q tal que

1
lbn. - (In.ll < m

e seja também:,
!

Tl - Z (/iz.lq)n

n=0

Portanto,

X

l
!I}(@) - I(O)l = [Z Apgnl — Z (l-nbn.l

n=0 n=0

{
|3 laal gr = ball 413 @bl

n=0 n>1

]
Z Q;T + | Z a0y

n=0 n>!

1
102—1 + | Z Dy |

n>l

IN

IA

IA

: €
< (\i+§:e Vil

Com isso concluimos que Tj(¢) — T'(¢) quando I — oo. Isto

prova que

li
T'I = an,léna [ € N: qn,l € Q}

1=0

D ={T

é denso em S’ sendo D é enumeravel. isto é, que S’ é separavel.

Corolério 3. Para todo I. S(R!) e § sdo isomorfos como espacos
vetoriais topolégicos. Assim para quaisquer s e [, S(Rl) e S(R®)

sao 1somorfos.
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Demonstragao. Nos faremos a demonstragao para o caso [ =2.
Para o caso | > 2 a demonstracao é similar. Sendo S(R?) isomorfo
a s3 para provarmos que S(R2) e S sao isomorfos basta apenas
provarmos que $j € s sao isomorfos.

Considere a aplicagao:

v : NxN — N
(r.s) — u(r,s)=3r+s)(r+s+1)+s

Seja F a aplicagao:

F : 5 — 39

onde a = {a, }ner, -

A partir da definicao obtemos as seguintes relagoes,

r < u(r,s)
s < owulr,s) -
u(r,s)+1 < (r+1)%(s41)°
E destas relacoes segue que:
O
2 132 :
“(1’7?”711 = Z(n‘ + 1)2 2I(’u(r,.s)[2
n=1
= ) (u(res) 4+ 1)y I
u(r,s)=1

< (r 4+ 1) (s + D)*|(F(a))rs]®

r

il
—

s

|I(F((‘))7',S||A-l,1\-2

IN
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onde ky = k; = k = 2m. I também segue que:

HF@)rsllgyy = >+ 1270 (s 4 1)l + 1)272 | F(a),,f

:‘Mg

»
I
—

( ( )+J)27711(u( )+1 7712)‘([“(rs l)

‘
[
|
—_

IN

2

IN

(n 4+ 1)*™ (n + 1)*™2|a,|?

1

il

(77. + 1)‘2(2mlmg)|an|2

IA

3
ﬂ‘

IN

el

onde j = 2mymy.
Portanto pelo Teorema 2. capitulo 1, temos que F' é bicontinua

e asslin $; € s, sao isomorios.

Corolario 4. (O Teorema da Regularidade para Distribuigoes)
Seja T € S'(RK). Entio T = D%g para alguma funcio continua

polinomialmente limitada ¢ e algum 3 € Ii,isto é,

T'(p) = / (—)lg(x)(D7p(x) d'x
para todo ¢ € S.

Demonstracao. Outra vez nds somente vamos considerar o caso

k= 1. Desde que || f]l . < C||(1 + ;1.'2);['“2 nds temos que:
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Mas,

— : < g e : ) +

= 172 + 5372 (A—AT)

_ A At AT 2aRaR 4 ()4 - AT)
— 2172 7

= (24 =247 + 47 4 24% 4% 4

F(A)A = A2AT —24FAF AT — (AT

Assim,

lonlle < DiiVoull, < DiVenll,

D(2||Adnll, + 2| AT oull, + |40,

IA

FRY|A% AR 4% 6, |, + [|[(AF)? A6,
HAZAR6, ], + 2| A% A% ARG, [, + [ 4%0,1],)
< D(4“A#@n“2 + SHA#A#A#OH||2)

< 4-D||‘4#C;)vn”2 + 8D|| A* A# A*o, ||,

Utilizando a desigualdade - 2.7 e o Lema 4. capitulo 2, obtemos.
2 v . .

A% 0ull, < < on (N +1)o, >

= < O17 . (TI + 1)0” >
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= n+1)< @p,0n>=n+1

HA#O,,H; < (n+ ])1/2 < (n+ 1)3/2

Analogamente

JA#A#FA#G. 02 < 43P =(m+ 1+ (n+1)24 (n+1)224+2°
< m+1P 420+ 12 + 22+ 12 + 2% + 1)
< 15(n+1)°

[A*A* A% o, |, < 152(n +1)*/?

A partir destes resultados obtemos a seginte desigualdade,

]

l|n

< 4D(n + 1)** 4+ 8D152(n +1)*/?

[

< D'(n+1)%?

Seja T € S" e seja {b,} seus coeficientes de Hermite, entao

1bal < E(n + 1)™ para algum m. Seja a, = (n 4+ 1)7"7?b,. entao:

o0 N '
D lanllonle < D1 bl llonll
n=0 n=0
< Z(n n 1.)_177.—3E(n + 1‘)77;.(:7/(‘” + 1):}/‘2
n=0 .

< ECY (n+ 1)<

n=0
ASSilll Z ay (,'571 converge uniformemente para alguma. fl_l]'lg‘&iO contimua

e limitada F sobre R. F tem coeficientes de Hermite (como el-
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emento de S’), {a,}. Estendendo os operadores AT, A, N =

H=d*/da? + 2% — 1) para S temos que:

‘ 1 (]2 7 m+."3
(AT pym+3 g IR 22 5
F=+ )™ _‘2'”+3< (1;172_*-1 +1> r

] 2 ns
T(‘I:) = .2m+3 ( - (1;1,2 + '1‘2 + l) F(H’)

Agora,

; (]2 . n v (]2 n
(‘ ez T4 +~1‘2)> F(y) = / K —=t (1 +:zr2)> F] (a)o(a) de
| " n (1"
. ) F+ ; A= F
» 1271
/(—] )" K—_(;v?” >F] (2)p() dr

, &
+;L/ak(;lf)(mf)(l‘-)?(@l')‘-]il’

. l'2n
— (—1)"/(ﬁlf)(.zr)kp(m)dar

(v)p(x)de

o
—
| mane—
N
|
NN ~

Seja gr = I?""*(aF) onde I é o operador de integragao,

(Ih)(x) = /I h(y) dy

JO
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2 2 .
entao integrando por partes 2n—=k vezes a funcao g (a (/ " dat ) ()

obtemos o seguinte:

lk . 1271
(—1)k/(0’;\.1?)(_;1')(#99>(.zr)(lar = /ng(';lr')(;;TlTZ—’;?)(I)d‘r

Assim,

]2 2 " 7'1 d")n.
(—;;:3+(1+.1~-)) F(e) = (1) /F(.lz)(m¢

k
’ . /2/1
= / ( 1)'1F(7)+qu(a‘)] ((; MY»)(z)(ll
< ‘
Seja
G(x) = (=1)"F(2) + Y gil)
A.
assim.

2 n ]2,
[( d +1+ ) F} (¥) = /G ( ‘ 5P )(1‘)(]1?
d2? dr



Logo

1 aY : '
T(k,?) — 2m+3 (1)2("74—3)(.7)(99)

Scja g = 57 =G e B = 2(m + 3) . Portanto T'(p) = (D?g)(¢), isto
é, T = D%
Corolario 4. (Teorema Nuclear)

Seja B(f.g) um funcional bilinear continuo separadamente sobre
S(R™) x S(R™). Entao existe,uma tnica distribuicao temperada

T € S'(R™M) com B(f.g) =T(f ¢ g) onde

(f & g)(i‘h I ¥1‘71+711.) = f( Tye s «T‘n,)g('rn+1 A In+m‘)-
Demonstracao. Em decorréncia do Teorema 6 e do corolario do
Teorema 5 (Ca pitulo 1) vemos que a continuidade separada implica
na continuidade . Em vista disso daremos a demonstracao para o
caso em que B(f,g) é continuo.
Sendo B continuo,|B(f.¢)} < CI Sl llgll, para algum r € I} e
s-€ IT. Entao, V
|B(das93)] < Cligall, oz,
= Cla+1)(F+1)
= Cl<a.8 > +1]<"
onde

< 035 >:< Ovl’—’ 071‘»:"’31'_—: j'm > € I_’*i-Hn.
P def .
Seja beo s> = B(da. d3), logo
|b<cn,,13>| S C[< (1,13 > +1]<T’s>
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e portanto existe um 7' € S/ (R*™)  tal que
T(¢<ai>) = (9o © 03) = beap>

Seja f =D a0y € g =73 czps.  desde que estas expansoes

convergem em S, temos que

T(fog)y = T

N

—_>_ ao-éo' o E C,’3¢/3>

o 5‘3
o3
= E (lo-CﬂT(éa o éﬂ)
a.3
= E b<(l .,?>
o3

= Z“OCBB(C)O’OB)

e} .,}3

= B( Z o 00 Z Cﬁ¢;3>
Q 3

= B(/f.9)
3.2 Aspectos da N-re‘presentagéo

No capitulo anterior vimos como determinar os coeficientes de Her-
mite de fungoes pertencentes a S e S’. Neste capitulo veremos
como se comportam algumas operagoes simples de S e S’ quando
levadas para os espacos de sequéncias correspondentes, mais explici-

tamente vamos determinar os coeficientes de Hermite de algumas

0



fungoes resultantes de operagoes simples efetuadas sobre elemen-
tos de S (respectivamente S’). Estes coeficientes serao dados em
fungao dos coeficientes das fungoes iniciais nas quais efetuamos al-
guma operagao.

Derivada

Vamos agora determinar os coeﬁéientes de Hermite para a deriva- |
da de uma fungao f € S. Se f € 5 temos % € S. Vimos no capitulo
anterior que ¢ 41 = (n + 1)_%‘4+¢7, assim AYo, = (n + l)%On.*.[

. o, .
Analogamente para n > 1 temos Ao, = n2¢,_;. Com isso obte-

mos,
yoo— L4 atye
o = \/E(l AT)o,
= i = (n 4 1)F60)

2

o=
o=

= (%) @71—1 - (II :E 1) ¢71+1

- . . df
Denotemos por d, os coeficientes de Hermite para a fungao %

Logo

b = oulr)f(x)] s ~ / F(x)ol(x)da

1 1
n+1\2 ny?
v ) Ap41 — (7) Uy
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ounde 0s «a, sao os coeficientes de Hermite da fungao f.
Para n=0 temos

! - {
d0=<¢of%>=/ qﬁo(")(f( da

-~ dz

N

; -1 :
Mas ¢p = 7~ 7e” 7 e consequentemente ¢ = —xgy. Por outro lado
R ; R : 2 : e p
A%y = ¢, e da definicao de AT segue que xoy = %@1. Integrando

por partess temos

dy = o)+ /f Jxgo(x)da
= \/—/fél

= —Ta]

Seja i a medida definida por:
e P(N)—= R

onde u(E) = oc se E C N é um conjunto infinito e /l( )= #E
se E é wmn conjunto finito. A medida p assim definida é chamada
amedida da contagem.v Seja f € Sesejaa: N ~ Ca fungao
definida por a(n) = a, onde a, = [p,f. Para cada + € R scja

2> : N — C definida por ¢.(n) = ¢.(r). Portanto,

B

/N ampsln)dn =3 a(n)pa(n)

n=0
X3

= Z a nv,ojn('r)

n=0

~1
1OV



Produto Pontual

Seja w(x) = u(a)v(x) onde u,v € S. A funcao assim definida
é chamada o produto pontual de u e v. Denotemos por w, os
coeficientes de Hermite de .

Wy = < Gp.uv >

= / v

- /¢71 l’-‘mém § Vp O

m k
= /c,-*')n(.-r)(l.r/ u(?'n.)g&l,(m)cl,u/ v(k)e(k)dp
R N N

- Pelo Teorema de Fubini vem

wy = /(l/l/ (/,u/ m)e(k)dn(x)pr(mp,(k)de
= /C[,U/ d:“‘/ U Uk Oy O Ok

= § Um Uk / On Om @l.

m.k

Considerando Ty pmx = f OnOm Ot

Wy, = E 'l"-‘rl'z,rl\']vz.,771..k

m.k
Onde u,, e vy sao os coeficientes de Hermite de u e v respecti-
vamente |
Translacao
Seja U, : S — S definida por ((v"(,f)((zr') = f(x — a). Denotemos

por (U,f), os coeficientes de Hermite da fun¢ao U/, f. Entao:
(Uaf)n = / bul2) (2 — a)da
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fazendo y =  — a temos
(Uaf)n = /Gin(y + (l»)./'('y)(l.l/

= /On( +(/ Z(’m¢m )(ly
= Zam /o,, (y + a)oun, y)(lz

m

. § 1
- iy Tll m

m

Onde T: m = /¢n(!/ + (I)Om(y)dl/

Para uma distribuicao T € S a translacao em S’ estd definida

por:
(UaT)(¢) = T(U_ay)
Logo os céeﬁcientes de Hermite para (7,1 sao
(U.T) = (UaT)(¢n)
= T(U-a6n)

= T Trion
= Z[‘“T )
= ZJ”“ZI),,

onde b, sao os coeficientes de Hermite para 7.

Dilatagédo

Seja V, : § — S definida por (V. f)(x) = f(ex), « ;é OeacR.
Deﬁot.emo.é por (V,f), os coeficientes de Hermite da fungao V, f,

entao



(Vol)u = / Oni) f(a)d

= %/On (%) ;(’kék( y)dy

b4

_ 1
= 'a Ap Vi k
k

onde V¢ = /cf)n (_li) or(y)dy e os ap sao os coeficientes de
, ' u
Hermite para a funcao f.

Para um funcional T € §’ a dilatagao em S’ esta definida por:

(VaT) () = —1 (Vi)

. 3!'—‘

Seja (V,T), os coeficientes de Hermite para a distribuicao VT

assim

(‘;T)]\ = (‘;,T)(On)

= 1T(‘1On)

= E ‘ n. l\é"
== E ‘ I\T On
= E ‘ 1., /\
onde os b, sao os coeficientes de Hermite para a distribui¢ao T
Funcao Delta de Dirac
Vamos agora calcular os coeficientes de Hermite para o funcional
linear 6 € S’ ( a fungao delta de Dirac). Representemos por &, estes
coeficientes. Portanto,

bn = 6(0n) = 0n(0) -
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Com isso precisamos determinar ¢,(0). Sabemos que:

2

. » 1 1 x (] " 2
on(ar>-=(2’%!)‘5(—1)”%“‘6?( )

(l &€

D"(x) = fi% <i> e
dx

Clomo sabemos (ver ref [11] pag 61) os polinémios de Hermite sao

Seja

dados pela férmula

onde [%] é o maior inteiro menor ou igual a 3. Pela formula de

Rodrigues para os polinémios de Hermite conseguimos,

n
2

] 2
man=per (L) e
dx
Logo
n _.!.3. SRR NN [%] - (_-l)A 9 n—2k"
D (J‘):E: 2 (——l) I?.kz_% m(yl‘) )
sen=2mm=1,2.3,...
' [%] 3
4 . 2 _ (—=1) o ok
DZm T — -1 2m =34 9 ! : 2 2mi—2k
() = (=)7em7 (2m) £}l 2m —2h1 )
e m—1 1K Qr 2{m—k) —1)y™
= e"f?(‘lm)! (=1)"(22) -+ (=1

EV2(m =k m!

Assim,
(=) (2m)!

m!
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Sen=2m+1.m=1,23,...

l\)

) )l )Z(m —k)+1

A (2(m = k) +1)!

D2m+1(1,) = (_1) ¢—T 2m + 1) 12

k=0
Assim D?"*1(0) = 0 pois se 0 < k < m teremos sempre 2(m — k) +

1 > 0 Concluindo,

on (0) — (2"7?')_%( )n ——;—])71(0
. 27 (2m)) T E (=)™
o(0) = o < m>1, meN
¢2m+1(0j = A 0‘» m 2 1’ m € N
2 . 2 z2 o
Mas o) = TTieT e ¢(x) = '237r‘i6_7.-r. Deste modo ¢o(0) =
i e o (0) = 0. Dai podemos concluir que: |

n=2m

n=2m+1

patam =0,1,2.3.
Transforimada de Fourier
Seja f € LYR). A transformada de Fourier de f é a fungao

Ff= )? dada por:

(FAE) = T16) = (2m)} /f g

onde ., ¢ € R
Como S C L'(R) podemos aplicar a transforamda de Fourier
a elementos de S e além disso se f € S entdo f € S e valem as

formulas, -

-1
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(;—’f) (€) = iEf(e)
dd)© = i(4£7) @
<?7 = <f,9>

~ Além do mais se

Hr) =7
entao
F(6) =% =€)

ousejay =v. SeT € S’ a transformada de Fourier de T é definida

por:
Provemos que Tes. A definicao de T nos diz que:
T(p) = (T o F)(¢)

Como,

|71

G

Mo = 8l = @I
= (=)@}l = D0+ D™ (=) ]’

n

= ) (4 D au? = [{aaHIE,

7 9
- ”\‘;”m
Vemos que F é uma aplicagao continua de S em S. Mas sabemos
que T' € continuo e com isso T o F é continuo, ou seja T é continuo.

Portanto T e v

-~
(v 4]



Nosso objetivo agora é determinar os coeficientes de Hermite °

para a transformada de Fourier de uma fungao pertencente a 5.

L 1 d
! 44 = —= :' _— - Vs + = —— T — -0
' V2 (l"+ (1.17> e 4 V2 <1 d;l?)

Ent ao

Logo se,

|
S-S S

It
ol
SRR

AR

SN
SN’
=

~

= iane
ANE© = s (w0~

It |

l_

= T
S
=7

—— -~

Ou seja, /1\f =iAfeAtf = —iA*fecomisso &, = (n!)(AT)"¢p.

Para n = 1 temos,

$1(6) = (AToo(€)
—iA*ou(¢)
= —z'A+(n—%e-%z—)(§)
—iAH (r i e T)(¢)
= —iAt(rie~T)

[
.
:S}\
~



E por indu¢ao podemos provar que :

—

on(€) = (—2)"0n(&). n=012373...

e

e ; . - .

Observe que as fungoes de Hermite sao autofungoes do operador
integral transformada dé Fourier e o autovalor de ¢, é (—:)"

Seja f € S e denotemos por f, os coeficientes de Hermite para
[ assim,

fn = < én af >
.: <i11¢71-,,f>

"< Q. [ >
(_,1')':z< On 7f >
= (=2)"a,

Onde os «, sao os coeficientes de Hermite de f.-

o~

Para T € S’ seja I, os coeficientes de Hermite para T' € 5’

logo

Tn = T¢n)

[((—i)"n)
(_i)nT(@n)
= (=i)"D,

|
=4

onde os b, sao os coeficientes de Hermite de T'.
Polinémios

Seja 2" € S"e I € S’ os funcionais lineares definidos por:

/ " f(ax)de

If = /f(;l‘)cl.v

~
=
~=
—
-
i



Um polinomio p(r) € S da forma
pr) = a2 + a2+ 4+ ao
deve ser m}1tendido c‘lo'in(:)‘ Q' seguinte funcional linear
PO = 0 U 4 ™)+ anelf) 4 ol ()

Inicialinente vamos determinar os coeficientes de Hermite de /.

Representemos por I, os coeficientes deste funcional. Assim,

]n - ](évz):/évz

= (27)76,(0)
= (27)3(—i)"6,
b LTS TR | %--_"' 1Y (9~ .f), \2m
= Em))e 4_,(7111) (27)2 (=) , n=2m
1, = :
0, n=2m+1
. BID] 1 %Tl- 1y syem
(2(2m)!) ()21(171'1) Gl)
]n = - '
0, n=72m-+1

Param=10.1,2.3,...
Vamos agora determinar os coeficientes de Hermite de (.). De-

notaremos por r, estes coeficientes. Portaanto,



n+1

R 12 n 2 o ﬁ (1 2

= w (# () e - R (L)
da ' dx
1

b1 IN 22 d n —2
= On|l_ — \ €2 - €

o . n (ll?

2n+1))z /c,s,m, n=0,1,2,.

— (..4

= (2(77_*_1'))2]”4_1
N 5 I %/T:lf _1\ni(__\2m
(Sm(2m)Y) Lk ( : 1) (=) n==%n-—1
o 2" m!
0, n=2m-—1)

Param=1.2.3....
Seja x, o n-ésimo coeficiente de Hermite do funcional 2(.) € 5'.

k
Neste caso se k& = 0 entao 2% = I,. Vamos agora determinar os

coeficientes x*+!

recorrencia.

V2]
8™

para & > 1, k € N através de uma férmula de



S
‘ln -

AN e
= (2(n+1))

K . k-1 :
/3’ Pnt1 ~ A /‘1- On :

= (2(71 + 1))

=

(S
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