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-Resumo

Estudos visando a obtengdo de invariantes de movimenfo sdo bastante comuns de se |
encontrar na literatura devido ao grande nimero de situagdes onde podemos utilizé-los. Entre elés,
existem varios trabalhos, empregando diversos métodos, destinados a obtengdo de invariantes

racionais, isto é, formados pela razdo de dois polindmios na varidvel momento p, para sistemas
Hamitonianos ndo-auténomos, ou seja, cujos potenciais sdo dependentes do tempo. Embora em
alguns destes trabalhos foram obtidos invaﬁantes racionais contendo polinémios quadraticos em
p, nenhum deles obteve invariantes contendo polindmios cubicos em p. Em vista disto, neste .
trabatho, desenvolvemos um proc_edimento para a obtengio de invariantes racionais de movimento
contendo polindmios cubicos em p, mas de umavfonna matis simples que os sofisticados métodos
existentes na literatura. Desta forma obtivemos, nos casos mais simples, resultados tdo gerais
quanto os vexist_entgs_ na literatura e, nos outros casos, reduzimos o problema de se obter
mvariantes a resolugio de um sistema de equagdes para os quais er’)c_o,ntramovs solugdes
particulares. Desta forma, foi possivel obter-se invariantes racionais de moxdrﬁen_jto para todos os

casos estudados, incluindo o caso onde o invaniante contém polindmios cubicos em p.
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Abstract

Studies looking for the determination of the invariants appear very often in the literature,
because we can use them in a large number of situations. Among them, there are several works
employing different methods to find invariants that are rational functions of the moment p, that is,
rational invariants, for non-autonomous Hamiltonian systems (time dependent potentials).
Although in some of these works were found rational invariants with quadratic polynomials, none
of them found invariants with cubic polynomials in p. In this work we devised a procedure to find
these invariants with polynomials of degree three, which is simpler than the sophisticated methods
employed before in litérature. We applied this proceduré from the simplest possible rational
invariants to those containing polynomials of cubic order. As a result, for the simplest cases we
were able to reproduce the best results found in literature. In the more complex situations we
reduce the problem of finding invariants to the solution of a system of equations, for which we
- found some particular soluticns. In this way, we found invariants of motion for all the studied

cases, including the more difficult case containing cubic polynomials in p.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao aos invariantes de movimento

Pode-se observar que nestes ultimos anos foram pubiicados diversos trabalhos!""''! com
0 proposito de se encontrar invariantes de movimento. Este interesse deve-se tanto ao fato de
podermos utilizar invariantes de movimento para obtermos informages sobre a estrutura dos mais
diversos sistemas dinamicos, quanto a possibilidade de usarmos invariantes de movimento em
diversas dreas da fisica, tais como astronomia, fisica de plasma, fisica quintical'> 1> 14 etc.

Historicamente a procura de invariantes de movimento esta intimamente ligada ao.
desenvolvimento da fisica classica. Este tema ja foiﬁ abordado, por exemfnio, em livros do século
XIX'- 15181 com o propésito de se encontrar solugdes para o classico problema dos trés corpos,
que ¢ de fundamental importincia no estudo do movimentd de corpos celestes.

Atualmente uma importanie aplica{:éo de invariantes de movimento, para hamiltonianos
do tipo qué iremos tratar, é seu uso em fisica de plasma, mais especificamente para sistemas que
podem ser reduzidos a um sistema equivalente unidimensional. Isto porque, nestes casos, a
equagdo que descreve estes sistemas, chamada de equagdo de Vlasov-Poisson, € exatamente a
equagio que define um invariante de movimento.

De modo geral, ao encontrarmos um invariante de movimento podemos usa-lo para

diminuir a ordem de um sistema de equagdes diferenciais, isto €, a soma das ordens de cada



~ equagdo que o compde, que descreve a evolugio temporal de um determinado sistema dinamico.
Assim, num sistema arbitrario, a existéncia de um invariante de movimento diminui a ordem do
~ sistema em uma unidade, enquanto que, em sistemas hamiltonianos, a ordem pode ser reduzida
em até duas unidades. Desta forma, dizemos que um sistema com » graus de liberdade ¢ integravel
se ele possuir exatamente » invariantes (7, 5, ....[) em involugdo, ou seja, que obedegam a

seguinte rela¢do:

{1,1} =0, i,j=1,.,n,

onde {1, [} é o colchete de Poisson entre os invariantes /, € /, que € definido, para duas fun¢des
A e B quaisquer, por: -

(5 - AB A

8¢ &p  dp oq

Lembramos que, de acordo com I—_ﬁetarinta“”, podem existir mais de # invariantes ﬁmcionalmgnte
independentes mas, neste caso, eles nao estardo entdo todos em invdlucﬁo.ﬁ '

Um invariante de movimento €, como o proprio nome sugere, uma fungdo que
permanece constante durante a evolugdo temporal de um determinado sistema dindmico. Assim,
se um sistema dindmico € descrito por um hamiltoniano 74q, p, t) em termos de seu momento p,
sua coordenada ¢ e do tempo ¢, um invariante de movimento para este sistema ¢ uma fungio, que

representamos por / = I(g, p, 1), que satisfaz a relagao!"™ ' :

% = % + {L3H} =0, S (1.1)
onde {1, 4} é o colchete de Poisson entre o hamilvtonianer o invariante.

"~ Esta fungdo recebe também outros nomes na literatura como, por exemplo, constante
de movimento, integral de movimento, segundo invariante, etc. Neste trabalho, por questdo de
comodidade, chamaremos freqiientemente esta fung¢do simplesmente de invariante.

v Um invariante de movimento € assim uma fungdo composta por uma determinada
combinagio das variveis q,p e t e pode, por exemplo, ser o proprio hamiltoniano se este for
independente do tempo. No caso de hamiltonianos dependentes do tempo, um invariante pode ser

o valor inicial de g ou p expresso em termosde g, p e t.



1.2 Método para a determinacio de invariantes

Existem diversos métodos para se obter invariantes de movimento como, por exemplo,
o teorema de Noether e a teoria de Lie de grupos extendidos. Os mais utilizadas sio, no entanto,
o método das transformagdes candnicas e o método direto. Basicamente, o método das
trénst'onnacées candnicas consiste em simplificar-se as equagdes de movimento através de uma
transformac¢do das coordenadas e momentos para outro conjunto de variaveis, de forma que,
nestas nbvas variaveis, as equagdes de rhovimento permanegam na forma candnica.

- Poroutro lado, o método direto, que empregaremos neste trabalho, consiste na escolha
de uma determinada dependéncia funcional para o invariante envolvendo fungdes arbitrarias de
4. p € ! que €, em seguida, substituida diretamente na equagdo (1.1). Com isto, obtém-se um
sistema de equagdes que, se resolvido, fornece o invariante para o sistema em queétio, definido
pelo hamiltoniano utilizado. Desta forma, para utilizarmos este método precisamos escolher, a
priori, o tipo de sistema que desejamos tratar, através da escolha do hamiltoniano, e uma
dependéncia funcional para o invariante em relagio as variaveis existentes neste sistema. Assim,
NOSSO Primeiro passo sera o bde estabelecer a abrangéncia dos resultados que obteremos através

da escolha do hamiltoniano e da forma do invanante.
1.2.1 Foerma do hamiltoniano

Embora seja comum procurar-se invariantes em sistemas continuos e em sistemas
discretos ndo-hamiltonianos, neste trabalho: iremos tratar de sistemas hamiltonianos

unidimensionais, do tipo:
. 1 | | :
H(q.p,0) = -Epz + V(q.0), (1.2)

devido ao seu grande interesse teoricol” * ' 21,

Vale lembrar que podemos encontrar na literatura diversos trabalhos visando'a obten¢do
de invariantes, através do método direto, que utilizam outros tipos de hamiltonianos. Assim, por
exemplo, temos o trabalho de Hietarinta!'”' que estudou hamiltonianos bidimensionais mas

independentes do tempb, éuja forma geral ¢ dada por:



| 1 |
H(x.y,p,.p,) = 5([’: * )+ AwY)p, + Byp, + Vixy).

Este trabalho € particularmente interessante pois, além de apresentar invanantes racionais €
transcendentais em p, e g inéditos, o autor faz ainda uma revisdo de todos os invariantes
polinomiaié em p, e p, conhecidos, onde; nestes casos, 4 = B = 0.

Apesar de nosso hamiltoniano parecer mais simples que o utilizado por Hietarinta,
devér;xbs lembrar que qualquer sistema D-dimensional dependente do tempo pode ser escrito como -

um sistema D+ /-dimensional independente do tempo. Neste caso, sendo ¢ e p, variaveis candnicas

adicionais, temos que: H,,., = Hipo + 2
1.2.2 Forma do invariante

Como mencionamos mais acima, € evidente que necessitamos dar explicitamente a -
dependéncia do invariante em fun¢do de ao menos uma das variaveis independentes que compde
esta ﬁmcéo. Bem que poderiamos explicitar, neste caso, qualquer uma das vanaveis ¢, p e t que
compde o invariante, escolhe-se, em geral, explicitar-se o momento p. A principio existem uma
dezena de fun¢des matematicas “de base™ que poderiamos escolher para expressar a dependéncia
do invariante em fung¢do do momento p. Entretanto,‘ o invariante poderia ser dado por uma
combinagdo destas fungdes de base e, neste caso, teriamos um grande nimero de possibilidades.
Desta forma, a maneira mais conveniente de se procurar invariantes de movimento € comegando-
se a-se estudar 0s casos em que a dependéricia do invariante com o momento for a mais simples
possivel e, obviamente, que ndo tenha sido ainda estudada, antes de procurar-se invariantes com
formas mais complexas, usando-se outras ﬁiﬁqéo de base ou combinagdes delas. Pode-se observar
entdo que a dependéncia para o invariante que preenche estes dois requisitos € o caso de
invariantes formados por uma razdo entre dois polindmios em p, isto €, invariantes racionais.
Antes de vermos alguns aspectos relativos a este tipo de invariante, veremos o que existe na
literatura em relagdo a um caso mais simples, onde invariantes foram expfessos como polinémios

emp.

Invariantes polinomiais. Invariantes deste tipo podem ser escritos, em geral, como:



) N
Hgp,) = Y. f(a.0p", - (1.3)
n=0

e foram estudados, em particular, por Lewis e Leach™. Utilizando-se entdo o método direto, o
hamiltoniano (1.2) e a forma (1.3) para o invarante, estes autores obtiveram uma relagdo de
recorréncia entre os coeficientes £,(¢, ¢) que os possibilitou encontrar pares potenciais-invariantes

para s casos ondeN=1leN =2

Invariantes racionais. Este tipo de invariante € dado por uma razdo entre dois

polinémio em p, podendo serem escritos pela seguinte forma geral:

o '
| Y fanp” , o
1q.p,0) = S (1.4)
Y g(a.0p" | -
n=0

Embora a procura de invariantes racionais em p deveria ser o préximo caso a se estudar
apos ter sido estabelecido a existéncia de invariantes polinomiais em p devemos considerar que
procurar invariantes deste tipo pode vir a ser uma tarefa muito dificil e trabalhosa. Assim, é
interessante termos, antes de comegar um trabalho como este, algumas indica¢des sobre uma

possivel existéncia deste tipo de invariante, e € isto que veremos na proxima se¢io.
1.3 Evidéncias da existéncia de invariantes racionais

Estudos ihiciais de invariantes racionais, bem como justiﬁcacéés de sua existénciav toram
inicialmente apresentados por Lewis e Leach™. Duas foram as razdes principais que levaram estes
autores a procurar invanantes desta forma. A primeira deve-se a observagio, feita por Lewis e
Leach, de que quando se conhece analiticamente invariantes de hamiltonianos do tipo (1.2) é
sempre possivel escrevé-los como uma fungio cuja dependéncia no momento ¢ simples e explicita.
Como exemplo disto, os autores citam o caso de um osciladér harmonico simples, com freqiiéncia

igual a unidade, cujo hamiltoniano € entdo dado por:



2

H(g,p) = —(p? + ¢7). (1.5)

1
2

A equagdio de movimento para este sistema pode ser facilmente encontrada,
utilizando-se, vpor exemplo, as equagdes hamiltonianés. Se representarmos ent3o a derivada de uma
fungdo em relagdo ao tempo com o simbolo | temos que a equagdo de movimento para o sistema
(1.5) sera dada por: ' '

q" +q=0 (1.6)

Com a equaqﬁo (1.6) pode-se encontrar entdo que a posi¢do ¢ € 0 momento p da

particula serdo dados por:

g = pysen(t) + q,cos(t),

. : (1.7)
p = pycos(t) - q,sen(s),
onde g, e p, sdo os valores iniciais de g € p.
| Podemos agora usar (1.7) para isolar ¢, e p, € assim obter-se que:
g, = -psen(r) + gcos(s),
| ' (1.8)
P, = pcos(f) + gsen(l).

Como mencionamos anteriormente, g, € p,:sa0, juntamente com o hamiltoniano (que é
independente do tempo), invariantes de movimento. Sendo que o reciproco de um invariante ¢

também um invariante, temos com (1.5) e (1.8) que.

_ ilqg _ ilg

1
H  p+ig p-iq

R 1/sen(f)
q, p - qarctan(f)’

(1.9)

R 1/cos(?)
py P *+qtan(t)’

~ ou seja, os invariantes formados pelos reciprocos de p,, g, € H 'se escrevem numa forma racional,

6



como observaram Lewis e Leach.
Podemos encontrar ainda outros invariantes para o hamiltoniano (1.5) se levarmos em

conta uma outra solu¢io bem conhecida para a equagio (1.6), que é:

q = Asen(t - ),
p = Acos(t - ),

(1.10)

onde 4 e ¢ sdo a amplitude e a fase, respectivamente, do movimento, ou seja, constantes
relac:onadas com a posu;ao inicial da partlcula Desta forma A e @ sdo tambem invariantes que,

em termos de g e p, podem ser escritos como:

A% = pt + g = 2H

6 g (1.11)

I
.~
i
V]
—
[¢]
wv
o
=}

Com a primeira relagio de (1.9) podemos, facilmente, ver que a amplitude 4 pode ser -
colocada numa forma racional, embora o mesmo ndo acontece com a fase ¢. Entretanto, se a fase
ndo pode ser escrita numa forma racional, pode-se ver que sua tangente pode, pois, com (1.11),

temos que:

| tand = _9 _sen(r) _ _gq/cos(s)

Py cos(t) p + qtan(d) (1.12)

Veremos mais tarde que esta forma racional de (1.12) € o que Lewis e Leach denominam de um
invariante comvuma ressonancia.

- A segunda motivagio apresentada por Lewis ¢ Leach paré se procurar invariantes
racionais provém da sﬁposicﬁo que invariantes de movimento possam possuir singularidades para
valores finitos de q € p, suposigdo esta proveniente de estudos numéricos com invariantes
adiabéticds. Sendo que invariantes polinomiais ndo permitem o aparecimento de singularidades,
uma maneira de se estudar a existéncia de singularidades seria de se supor que os invariantes
pudessem ser dados como uma razdo entre dois polmomlos em p.

Baseados entio nas consideragdes acima, Lewis e Leach!"”! propuseram a seguinte forma

geral ou ansatz para se estudar invariantes de movimento:

7



Yo v (g,
q,p,0) = () + - -,
(¢.p,0) = (1) ;p_un(q’l)

(1.13)

onde o invariante € escrito como uma soma de termos, chamados de ressonancias, sendo que o
numero de ressonancias ou de singularidades do invariante ¢ dado pelo limite superior N do

somatorio.
1.4 Estudos anteriores de invariantes racionais

Utilizando-se entdo o hamiltoniano (1.2), o ansatz (1.13) e o método direto, Lewis e
Leach conseguiram obter trés relagdes de recorréncia que os pbssibilitou encontrar todos 0s
potenciais que admitem invariantes com uma ressonancia, isto é, quan'dd temos N = / em (1.13).
Posteriormente, Goedert e Lewis”” desenvolveram a teoria de Lewis e Leach e conseguiram
* encontrar classes de potenciais que admitem invariantes com duas ressonancias, ou seja, N = 2 em
(1.13). Ao aplicarem 0 novo método para o caso N = 3, ou seja, para o caso de trés ressonancias,
Goedert e Lewis obtiveram dois pares potenciais-invariantés. Entretanto os invariantes obtidos
ndo eram de fato racionais, como se desejava, mas polinomiais em p.
Assim, recentemente, Grigoletti® concluiu um trabalho de dissertago cujo objetivo era
o de encontrar invariantes racioriéis com trés ressonancias, mas de uma forma mais simples e direta
que o metodo empregado por Goedert e Lewis. Neste trabalho foi utilizado também o método
direto e o hamiltoniano (1.2) mas, diferentemente dos autores anteriores, foi utilizado o ansatz
(14)comM=N=3
Em resultado, Grigoletti obteve um sistema de equagdes diferenciais felacionand'o 0s
coeficientes f, f. 8. -...,g. Por ndo conseguir resolver genericamente este sistema de-
equagdes, Grigoletti supds que estes coeficientes pudeSsem ser escritos como séries de poténéias
em q e ¢ e substituiu-as no sistema de equagdes que obteve. Com isto foi possivel generalizar os
dois pares potenciais-invariantes encontrados por Goedert e Lewis para o caso de invariantes com
trés ressondncias. Entretanto, o invariante que obteve também ndo era verdadeiramente racional

e sim polinomial em p.



1.5 Objetivos do trabalho

Sendo que o problema de se obter invariantes racionais com trés ressonancias continua
em aberto, este trabalho €, de certa forma, uma continuag@o do trabalho de Grigoletti, ou seja
desejamos encontrar invariantes verdadeiramente racionais de uma maneira mais simples do que
a empregada por Goedert e Lewis. Para isto utilizaremos também o método direto, o hamiltoniano
(1.2) e 0 ansatz dado em (1.4).

. Como método de trabalho, comegaremos nosso estudo com o caso mais simples que
permite o ansatz (1.4) para, em seguida, aumentarmos sucessivamente 0 grau dos polindmios do
numerador e do-denominador do invariante e, assim, o grau de complexidade do problema. Uma
diferenca entre este trabalho e o de Grigoletti € que nos casos onde ndo foi possivel resolver
completamente o sisterﬁa de equagdes necessarias a obtengdo do invariante, resolvemos tantas
equagdes quantas foram possiveis genericamente. Desta forma, fornecemos, em cada caso, pares
potenciajs-inva;ﬁantes em fung¢do de alguma incognitas com o sistema de equagdes que estas
incognjtas devem satisfazer. Desta forma, para se encontrar soiucées particulares diferentes das
que obtivemos, ndo é mais necessario retomar-o problema desde o inicio. Basta utilizar-se
diretamente o par potencial-invariante que obtivemos com o réspectivo sistema de equagdes.

Como resultado deste trabalho, conseguimos obter pares potenciais-invariantes tao gerais
quanto os obtidos por Lewis e Leach pra o caso de invariantes com uma ressonancia. Nos outros
casos ndo foi possivel resolver genericamente todas o sistema de equagdes, mas conseguimos
reduzir signiﬁcativamente o nimero de equagdes de cada sistema, sendo que as equagdes que
restaram foram bastante simplificadas. Enfim, de forma a alcangar os objetivos deste trabalho,
determinamos solug3es particulares para estes casos, 0 que nos permitiu encontrar invariantes
racionais e seus respectivos potehciais para todos os casos estudados, ou seja, para os casos de

invariantes com duas ressonancias e trés ressonancias.



Capitulo 2

Obtencio de invariantes racionais através do método direto

2.1 Introducio

Como vimos no capitulo anterior, o objetivo deste trabalho € o de se obter invariantes
racionais de movimento de uma maneira mais simples qﬁe a empregada por Lewis, Leach e
Goedert. Desta forma, iremos neste capitulo descrever primeiramente as linhas gerais do método
utilizado por estes autores para a obtengdo de invariantes racionais. Em seguida, veremos alguns
aspectos relacionados a forma na qual abordaremos o problema, bem como a maneira de comparar

nossos resultados com os resultados obtidos por Lewis, Leach e Goedert.
Lembramos novamente que os dois métodos tem em comum o fato de utilihzarem 0
..método direto e que seus resultados pddem' ser enipregados em qualquer sistema cujo

hamiltoniano possa ser escrito como:

Hig.p,0) = =p* + V(g.0. 2.1)

isto €, para sistemas dinimicos ndo-autdnomos.

10



2.2 Resumo do método de Lewis, Leach e Goedert

Este método para a obtengio de invariantes de movimento pode ser visto mais
detalhadamente no trabalho destes autores” ! ou também no trabalho de dissertagdo de

Grigoletti®®. Utilizando-se entdo como forma para o invariante de movimento, ou ansatz, a

seguinte expressao:

N ,t
lq.p.t) = e() + Y v, (q,0)

ERE— 2.2
net P un(q,t) (2.2)

Lewis e Leach mostraram, utilizando o método direto, que (2.2) € um invariante de movimento

ara o hamiltoniano (2.1) se as funcdes ¢, v_ e u_ verificarem as seguintes rela¢des:
‘ GOe: " C U, ,

2 nelY
Sy ==0, (a)
¢t n=1 aq
cv, v, . '
— + ———— =0, (b) (2.3)
ct cq

cu, cu, Y4 ]

ot " 3q —vg' ©

Este sistema de equagdes pode entdo ser resolvido para o caso N = /, isto €, para

invariantes com uma ressonancia, através de um conjunto de N transformacdes de coordenadas

lagrangeanas dependentes do tempo. Com isto, pdde-se encontrar todos os potenciais que

admitem invariantes com uma ressonancia. No entanto, nos casos onde N > /, Lewis e Leach ndo
conseguiram encontrar nenhum invariante verdadeiramente racional.

Em conseqiiéncia, Goedert e Lewis™”” desenvolveram, posteriormente, um método para

"se resolver o sistema de equagdes (2.3) nos casos em que N > /. Este método consiste,

basicamente, na série de etapas apresentadas abaixo.

Primeiramente, constroi-se com as fung¢des #, € v, um conjunto de N momentos discretos

g4q, 1), definidos por:

AY
g.(q.0 = Z u"k v, 0 <k < N-1. ' (2.4)
=l - ' .

e mostra-se, em seguida, que estes momentos satisfazem a relaggo:
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N '
gl = —Z a" gl'n’ [ = N, (2.5)
n=1

onde os a, sdo os coeficientes de um polindmio cujas raizes s3o os u,, obtidos da relagdo:

IV ’
w'+ Y a, u¥t =0, L <n=< N ' (2.6)
P

Devido a esta transformagdo de variaveis, o invariante (2.2) sera agora expresso em

“termos dos momentos discretos g,(¢, #) e dos coeficientes a, (g, ¢), sendo dado entdo por:

AY

Z p A Enic

n=1. k=1

Hqg.p.0) = c(t) + : @

n

ondé, p(ﬂ)r> deﬁnicﬁo,ﬁ a,=1.

Em seguida mostra-se que os momentos discretos g,(q, ¢) devem satisfazer a relagdo de

recorréncia:
egk. g ar T | :
koo - (k-1 g, —, k=1 : 2.8
3 £y (k-1)g., 3 (2.8)
com a condigdo inicial
&40 = ~al(ng ~ ay, a0 =c). (2.9)

Finalmente faz-se uma pequena transformagdo com os #,, de modo que estes sejam dados
por:

N

u, = A + YA 1<k=N, (2.10)
)72

sendo que 0s ¥, s3o definidos de acordo com a tabela abaixo:

12




£3RF3 0

ondew = ¢

, L _
N ]L u,

2 Tu,=A,~f-A_,,
u.=A,-4,.

3 u,=A, ~wd,+w Ay,

-«
u; =A,+w A, +wd;.

u,=A,-A,+id;,"
4 ffu,=A4,-4,-iA4,,
u;=A;, ~A,+iA,,

u,=A,~A,-id,.

.

27 eyt = wl =t

Com estas transformagdes pode-se ver que a equagdo (2.3a) ¢ satisfeita enquanto que '

a equagdo (2.3b) sera dada por:

) N ag . a[/’ |
—: D a8y = ; -+ (N-1) gy, —. , (2.11)
q -1 1

Como resultado destas mudangas, em vez de se resolver o sistema de equagdes (2.3)
para se obter um invariante com /N ressonancias, devemos solucionar agora as equagdes (2.3c¢),
(2.4) e (2.11) sendo que, neste novo sistema de equagdes, devemos sempre expressar oOs u,
correSpondentes a cada caso de acordo com a tabela acima. Fazendo-se entdo V = 2 no sistema
de equagdes (2.3¢), (2.4) e (2.11), obtém-se um sistema de equag¢des para o qual Goedert e Lewis
conseguiram encontrar duas sblug:ées particulares. Desta forma estes autores obtiverai'ﬁ dois pares
potenciaisngariantes_ onde o invariante possui duas ressonancias. Destas duas solu¢des, uma
corresponde ao caso €m que o termdf(t) de (2.2) é uma constante, e foi obtida com ajuda do
codigo de computagdo macsyma, escrito por J. L. Schwarzmeter, baseado na teoria de Lie de
grupos extendidos. Ja a outra solucdo, que corresponde ao caso onde c(¥) € uma fun¢do qualquer
de ¢, foi obtida fazendo-se uma série de transformagdes de varié.veis_, resultando num trabalho
relativamente extenso.

Ao utilizarem este novo método para o caso N = 3, Goedert e Lewis obtiveram duas ﬂ

solu¢des que resultaram, no entanto, em invariantes polinomiais em p. Estes invariantes, como
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mencionamos, foram mais tarde generalizados por Grigoletti.
Apresentaremos os pares potenciais-invariantes obtidos através deste novo método nos
capitulo onde trataremos com invarnantes equivalentes. Com isto, poderemos comparar, quando

possivel, nossos resultados com os resultados destes autores.
2.3 Consideragées gerais sobre o procedimento adotado neste trabalho

Como veremos nos proximos capitulos, nosso método para a obten¢do de invariantes
de movimento utiliza, basicamente, operagdes mafeméticas elementares de derivagdo e integragao.
Entretanto, como em alguns casos obtém-se equacc’)es. relativamente extensas, foi necessario
utilizarmos um programa de resolugdo analitica de equagdes chamado reduce, de forma a nio
restar duvidas quanto a exatiddo de nossos resultados. Além do reduce, utilizamos também
algumas fungGes polinomiais que se mostraram ser bastante uteis na resolugdo e simplificagdes das

equagdes que deveremos manipular. |
| Uma das diferengas entre nosso método baré a obtengdo de invariantes de movimento
e 0 método de Lews, Leach e Goedert € quanto a escolha do ansatz de partida, ja que utilizamos

um invariante racional com a seguinte forma geral:

M
> S@0p”
Iq.p,t) = S, - (2.12)
DIFACRN A
n=0

sendo qﬁe, por defini¢do, f,, (q, 1) = 1.
Se desenvolvermos o ansatz empregado por ﬂé“ds, Leach e Goedert, a fim de compara-

lo com o ansatz (2.12), podemos ver que (2.2) pode ser escrito também como:

N
Z F(g.0p"

1(‘1:[7,’) = _V___—_’ (2'13)
): G, (q.0p" |

n=

sendo que Clq ) =1leFyq 1) = c(t) enquanto que 0s outros termos £, e ( sio dados por.*

combinagdes dos coeficientes c(?), v (q Yeufq,t)
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Comparando-se entdo (2.12) e (2.13) vemos que, aparentemente, (2.13) parece ndo ser
téo geral quanto (2.12), ja que o coeficiente /), que acompanha P em (2.13) é uma fungio
somente do tempo. Entretanto, veremos mais tarde que os coeficientes que acompanham p" sdo,
de fato, fungdes exclusivas de 1, isto €, em (2.12) teremos sempre que £,,(¢, 1) = £,,(), de forma
que em generalidade (2.12) e (2.13) sdo equivalentes.

Por outro lado, podemos observar em (2.2) que se ¢(t) for uma constante, ela pode ser
incorporada ao invariante /. Em conseqiiéncia, se ¢(?) for uma constante temos como resultado
um polinémio racional tal que ba diferen(;a entre o grau do polinémio do denominador e do
numerador € igual a um e, caso ¢ontrério, esta diferenga € nula. Como Lewis, Leach e Goedert
ndo distinguem estes dois casos, e denominam ambos os casos de invariantes com o mesmd
numero de ressonénciés, € interessante, por uma questdo de clareza, diferenciarmos estes dois
casos. Assim, vamos chamar os casos em que c(?) = cte de caso particular dos casos onde c(?) =

cte. Embora esta nomenclatura ndo seja a mais conveniente, ela nos ajuda a nos situarmos em cada

~ - capitulo.

A impbsiqﬁo de quef, (q. Y) = [ em (2.12) corresponde, na verdade, a uma simplificagdo
que pode-se fazer no invanante e que, .ponanto, ndo a.lfera sua generalidade. Assim, por exemplo,
se todos os coeficientes de (2.12) fossem fung¢des quaisquer, constantes ou nio, diferentes da
unidade, poderiamos multiplicar o numerador e o denominador de (2.12) por (/)" e, assim,
obteriamos ﬁmcées td0 genéricas quanto antes para Os varios g,, (n= 0N) ef (n=20,..., M-1),
com a diferenga que agora teriamos f,, (q, ¢) = /. Por outro lado, como o reciproco de um

invariante é também um invariante, pois:

b

SR AY S W 7 QR £ R
Codt dt

¢ indiferente darmos ao coeficiente de f,, ou de g o valor /. ,

Obviamente poderiamos fazer esta multiplicécﬁo cbm qu’akju’er’um dos coeficiente

existenté em (2.12). Entretanto, escolhendo ter valor unitario o coeficiente que acoinpanha 0

termo de maior poténcia em p ndo corremos 0O risco de. encontrarmos solugdes que anulem este
coeficiente. |

A principio existem uma série de ansatz equivalentes que podem ser expressos por uma

razdo de polinémios em p, como, por éxemplo, os ansatz (2.2) e (2.12) ou ainda o ansatz:
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YN A(q.0)p - B.(q.0)
Iqp,0) =Y, .
n=0 p - Cn(q7t)

Dizemos que estes trés ansatz s3o equivalentes pois podemos sempre escrever, por exemplo, 0s
coeficientes f, e g, de (2.12) em fung¢do dos coeficientes c(¥), v, e u, de (2.2). Entretanto, bem que
existam vanas formas equivalentes de se expressar ansatz racionais, o conjunto de equagdes que
se obtém para tornar cada um destes ansatz um invariante de movimento nio devem apresentar
necessariamente 0 mesmo grau de complexidade. Desta forma podemos supor que, entre os varios
ansatz existentes, alguns sdo mais convenientes ou adequados que outros, no sentido de
fornecerem um sistema de equagdes mais simples de se resolver.

Como ndo ha maneiras de se saber, a priori, qual a melhor forma de se expressar um
invariante racional para um determinado hamiltoniano, podemos escolher qualquer um dos ansatz
dlspomvels Assim, no nosso caso, resolvemos utlhzar o ansatz (2.12) pois ele nos pareceu ser
. mais versatll que o ansatz (2.2), no sentido que ele podena ser transformado mais facilmente, se
necessario, num outro ansatz equivalente, mas que expresse uma forma mais adequada para 0
invariante, caso ela exista.

Se substituirmos entdo o hamiltoniano (2.1) e o ansatz (2.12) na equacéo (1.1) que
define um invariante, podemos obter uma razdo entre dois polindmios em p que deve ser igual a
zero. Como a tnica maneira de se conseguir isto para qualquer valor de p é anulando -se os.
coeficientes do polinémio do numerador, obtemos assim relagdes que, se satisfeitas, nos permitirdo
encontrar o invariante.

| Diferentemente de Lewis e Leach, que obtiveram um sistema de equag¢des geral para um
namero N qualquer de ressondncias para, em segﬁida; determinar invariantes para N = / e 2,
partiremos do caso equivalente a NV = /, mas separado em caso geral e particular, de acordo com
nos_sa convengio, e aume_ntaremos em seguida o numero de N até o caso N = 3. Desta forma, cada
caso € trabalhado independentemente dos outros. Mesmo que, por um lado, este procedimento
seja um pouco trabalhoso, por outro lado, ele nos da uma melhor compreensio do problema e
permite-nos observar a dinimica propria de cada caso.

Com estas consideragdes, iremos agora apresentar os resultados que obfi_vemos em nosso

estudo dos invariantes racionais.

16.




Capitulo 3

Caso particular de invariantes com uma ressonincia

3.1 Introducio

Neste capitulo vamos tratar do caso mais simples que se pode obter com o ansatz (1.4).
Sendo este caso relativamente simples, vamos aproveitar para mostrar como se obtém o sistema
de equagdes que torna uma certa fun¢do um invariante de movimento, ou seja, vamos mostrar
mais detalhadamente o método direto. Em seguida faremos a determinagdo do par potencial-
invariante resolvendo este sistema de equagdes da forma convencional e utilizando fungdes
auxiliares pré-definidas, a fim de vermos a simplificagio que o uso destas fungdes nos

proporcionam. Finalmente iremos comparar nossos resultados com os existentes na literatura.
3.2 Determinacio do invariante da forma convencional

Conforme estabelecemos no capitulo 2, vamos .comegar a investigar a existéncia de
invariantes racionais fazendo M = 0 e N = 1 em (1.4). A fim de simplificarmos o trabaiho de
escritura desta dissertagdo iremos, daqui em diante, escrever os coeficientes do ansatz (1.4) com
letras diferentes, em vez de utilizar a mesma letra com sub-indices diferentes. Assim, com esta

terminologia, a forma geral para o invariante pode ser escrita, neste caso, como:
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h(q,1)
lg,)p + m(q,1)’

lg.p.0) = (3.1)
'que, de acordo com a convengio feita no capitulo anterior,vdenominaremos de caso particular de
invariantes com uma ressonancia.

Como regra. geral, usaremos, daqui por diante, letras maiusculas para representar tungdes
que dependem da coordenada g e do tempo ¢, e letras minusculas para representar fungdes que
dependem exclusivamente do tempo. Caso desrespeitarmos esta convengdo, como o fizemos na
rela¢io precedente, assinalaremos nosso deslize. Também convencionaremos, a partir daqui, que

a representagio de derivadas parciais em relagdo a uma variavel sera feita alocando-se esta Vé_riével
como sub-indice de uma letra ou expressdo que represente uma fungdo também desta variavel,
enquanto que cada derivagio de uma fungio exclusiva do tempo sera representada por um simbolo
"apos a letra ou expressdo que represente uma fungio desta variavel.

> Podemos observar agofé que (3.1) representa a forma mais geral possivel de se escrever
um invariante formado pela razdo entre dois polindmios em p, sendo um de grau zero e outro de
grau um. Como ndo tem sentido A(q, ¢) ser igual a zero, podemos dividir o numerador € o

denominador de (3.1) por h(q, t). Desta forma obtermos:

1
Lig,)p + M(g,n)"

M(g.p.) = (3.2)

onde, obviamente,

ou seja, obtemos um invariante mais simples que (3.1) sem nenhuma perda de generalidade. Isto
exembliﬁca a afirmagdo, feita no capitulo anterior; que sempre podemos igualar a unidade um dos
coeficiente dos polindmios que compde o ansatz (1 4) sem alterar sua generalidade. A escolha de
dividir (3.2) por h(q; t) deve-se a convengdo feita anteriormente de igualar a ﬁhidade o coeficiente
de maior grau existente no polinémio do numerador do ansatz (1.4).

'Como,vpor defini¢do, para uma fungdo ser um invariante de movimento seu valor ndo
deve variar com 0 pzissar do tempo, temos que a funcdo /(q, p. ¢) dada em (3.2) serd um invaﬁéﬁte

de movimento para o hamiltoniano H(qg, p.' t) dado em (2.1) se / e H verificarem a relagdo (1.1),
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que pode ser escrita como:

A, 3 A _,

3t dq ép - dp Jq

Substituindo-se entdo (3.2) e (2.1) na equagio acima, obtém-se a seguinte relagio:

L,p* + (L, +M)p + M, -LV)
(Lp + M)

= 0, _ (3.3)

isto €, uma razdo entre dois polindmios em p.

Como a fungdo /7q, p, 1) deve ter o mesmo valor sempre, ndo importando, por-exemplo,
~ que valores p possa assumir, temos, em conseqiiéncia, que a equagdo (3.3) deve também ser valida
para qualquer valor de p. Assim, para verificarmos (3.3) devemos anular cada coeficiente existente

no polinomio do numerador desta equagio, o que nos da o seguinte sistema de equagdes:

L =0

. =0 (a)
Ll + A//q_z O, (b) (3-4)
M, - LV, =0. (©)

Rigorosamente falando, o sistema de equagdes (3.4) verifica a equagio (3.3) sempre que
o polindmio do denominador de (3.3) for diferente de zero. Entretanto, como o polinémio do
denominador somente é igual a zero quando L = M = 0, ou seja, quando o invariante qﬁe estamos
estudando, dado em (3.2), no existe, temos que a solugdo da equagio (3 3) € idéntica a solugdo
do sistema (3.9). B

Sendo agoraa, b, ced ﬁ1n¢6es dependentés apenas de ¢, obtemos de (3.4a) que:

L(g,)) = a(s). | . (3.5)

Substituindo-se agora (3.5) em (3.4b), podemos obter, apos uma integra¢do em relagdo
agq, que | '
Mgq,) = b - a'q, (3.6)
onde b = b(1) é a constante de integragdo. _
Substituindo-se finalmente (3.5) e (3.6) em (3.4¢) e fazendo-se, novamente, uma
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integragdo em relagdo a ¢, obtemos a seguinte equagio:

al(gn) = -(c - b'q + ~a’q?, | (3.7)

onde ¢ = ¢(1) é outra constante de integragao.
Como nio foi feito nenhuma restri¢do quanto aos valores que podem assumir as variaveis

utilizadas, devemos agora, de acordo com (3.7), considerar dois casos: um quando a = 0 e outro

quando a=0

3.2.1 a = 0. Neste caso, podemos obter de (3.7) que:

c-blg=0 = c=0 e b=b,=cte

Substituindo-se estas relagdes em(3.6) obtemos que M(q, 1) = bo = cte. Desta forma,

o invariante (3.2) sera dado por:

[(q,p,0) = (b)) = cte,

que, obviamente, ndo tem interesse fisico, pois ja que sabemos que uma constante ndo varia.

3.2.2 a # 0. Neste caso, com (3.7), temos que o potencial sera dado por:

—c+blg - %a”qz |
q,t) = . (3°8)

a

Substituindo-se agora (3.5) e (3.6) no reciproco do invariante (3.2) que, como vimos,

também € um invariante e, para simplificar, chamaremos igualmente de /, obtemos que:

Kq,p,t) =ap + b -a’q. ' (3.9)

- Com isto obtemos o potencial e o invariante, dados pelas relagdes (3.8) e (3.9),
respectivamente, que‘se pode obter com a forma (3.2) para o invariante e com a forma (2.1) para
o hamiltoniano, Assim este par potencial-invariante pode ser utilizado em qualquer situagdo no
qual o potencial possa ser escrito na forma (3.8), sendo que, para cada situagdo, as fungdes a, b

e ¢ terdo uma forma especifica. Deste modo estas funges ndo devem ser confundidas, de maneira
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nenhuma, com incognitas a serem determinadas aqui. Assim, o fato destas fungdes ndo terem um
valor especifico implica que o par potencial-invariante obtido abrange uma grande variedade de
situagdes. Dizemos assim que (3.8) nos fornece as classes de potenciais que admitem invariantes

do tipo (3.9).
3.3 Determinacio do invariante com as fung¢des auxiliares O, Re S

Veremos agora como os calculos para obteng¢do de invariantes se tornam mais simples

se utilizarmos as fungdes auxiliares O, R e S, definidas por:

Oq,) = b - a'g, | | (@)
Riqp) = c - blg + Za'q" | 2 (3.10)
S(gn =d-c'q+sb"q" - za"q’ i (0

sendo a, b, ¢ e d fungGes dependentes apenas do tempo /.
Iremos utilizar estas fung¢des neste e nos proximos capitulos pois, como veremos, elas
se adaptam bem ao sistema de equacéeé que se obtém para tornar o ansatz (1.4) um invariante,
“permitindo-nos assim compactar estas equagdes. Além disto, as derivadas das fun¢des O, Re §

estdo relacionadas da seguinte forma:

S
0

|
=

Estas relagGes entre derivadas sdo bastante (teis pois nos permitem integrar facilmente, em relagdo
a q ou ¢, derivadas destas fungdes em relagdo a ¢ ou ¢, pois uma derivada em relagdo ¢ pode ser
~ convertida rapidamente numa derivada em relagdo a g e vive-versa.

Usando-se entdo estas fungdes auxiliareé, obtém-se facilmente que a solu¢do para o

sistema (3.4) ¢ dada por:
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_Riq,9

Liq,t) = a(t), Mg = Q4 e Wg1) = a() (3.11)
de forma que o par potencial-invanante sera dado por:
. R(q,t
Mq.0 = -—C%’—) I(g,p,1) = a(p + Ugq,0). (3.12)

“Como éra de se e'sperér, obtivemos 6 mesmo resultado que antes, mas de uma forma
muito mais rapida e simples. Por outro lado, pode-se observar que as solugdes que obtivemos se
escrevem de uma forma mais compacta que antériormente, como haviamos mencionado.

Valem aqui as mesmas observagdes feitas na se¢do precedente, isto €, as fungdes a. b,
¢ e d ndo sdo incognitas a serem determinadas. Em conseqiiéncia, vemos, com (3.10), que o

mesmo € valido para as fungdes auxiliares O, Re S.
3.4 Comparacio com os resultados da literatura

Levando-se as altimas conseqiiéncias a definicdo de ressonancia feita por Lewis e Leach,
- temos que um invariante com uma ressonancia é obtido fazendo-se N = / em (2.2). Se, além disto,
fizermos também c(?) = ¢, = cte, obteremos invariantes com a seguinte forma:

v,y vl '
(3.13)

p-ulgd p-ulg)

I(q,p,t) = Cy +

onde ¢, por ser constante, pode ser incorporada ao invariante. " :

Como podemos observar, temos em (3.13) a mesma depéndéncia em p € 0O mesmo
numero de fungdes arbitrarias em g e ¢ que em (3.2). Isto pode também ser visto também
dividindo-se tanto o numerador quanto o denominador do tltimo termo da equagdo acima por
v,(q. t). Com isto a forma para o invariante (3.13) sera exatamente igual a forma (3.2) que
utilizamos neste capitulo. Por esta razdo, é devido a convengdo feita no capitulo anterior,
chamamos (3.2) de caso particular de invariantes com uma ressonancia.

O par potencial-invariante (3.8) € (3.9) ou (3.12) que obtivemos neste capitulo €
exatamente igual ao par encontrado por Lewis e Leach'®, quando esses autores trabatharam com

invariantes polinomiais. Como pode-se ver, o invariante (3.2) obtido neste capitulo ndo € racional
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mas polinomial em p, todavia nés o desenvolvemos para que pudéssemos ver um exemplo
detalhado do emprego do método direto e, também, porque os valores assumidos por M e N aqui,
isto é, 0 e /, respectivamente, sdo os menores valores possiveis que fazem sentido utilizar-se em

(1.4). Desta forma podemos dizer que comegamos a abordar o problema desde o inicio.
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Capitulo 4

Caso geral de invariantes com uma ressonincia

4.1 Introducio

Segundo o esquema proposto no segundo capitulo, vamos estudar agora o caso que
denominaremos de caso geral de invariantes com uma ressonancia, que se obtém aumentando-se
em um grau o polindmio do numerador do invariante estudado no capitulo anterior. Em seguida

iremos comparar nossos resultados com o da literatura.
4.2 Determinacio do par potencial-invariante

Fazendo-se entio M = [ e N = I em (1.4), obtém-se a séguinte forma gereﬂ para o

invariante:

H(g, !
Ka.p.p) = L&D

" Ligop + M@0 @.1)

Procedendo-se entdo como descrito no capitulo 2 e exemplificado no capitulo 3, pode-se
obter que (4.1) serd um invariante de movimento para o hamiltoniano (1.2) se as seguintes

relagdes forem satisfeitas:
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1]
(@]

L (a)

q b
L -LH, +M, =0, (b)
4.2)
HL, - LH, + HM, - MH_ + M, = 0, ©
HM, - MH, « MV, - LHV, = 0. (d)

Sejam agora a, b, ¢ e d fungdes apenas de ¢ e O, R e S fungdes auxiliares, definidas, como

no capitulo 3, como:

Q(qat) = b - a/q’ . ’ (a)
Rg,0) = ¢ - b'q + 2a’q?, (b) (4.3)
S(q.ty =d - c'q + %b”q2 - %a’”q? (©)

podemos entdo verificar facilmente que as equagdes (4.2a) e (4.2b) tem, por constru¢do, as

seguintes solugdes:

L(g,9) = a(t), (4.4)

M(q,1) = Hg,nya(t) + O(q.1). (4.5)

Substituindo-se agora (4.4) e (4.5) no reciproco do invariante dado em (4.1) que, para

simplificar, também chamaremos de /, obteremos que:

o . 0@
lq.p,9) = a(t) + —————. 4.6
- p + Hg.Y) (4.6)
Finalmente, com (4.4) e (4;'.:5), obtemos que (4.2c¢) sera dada por:
O¢.DH(q,0) + Rg,y = 0. (4.7)

Podemos observar agora que devemos considerar, como antes, dois casos. Um quando

0O(q, 1) = 0 e outro quando O(q, ) #0.

4.2.1 (g, v = 0. Neste caso, podemos ver, com (4.6), que o invariante ndo tera interesse
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fisico, pois sera igual a uma constante, ja que (g, ¢) = 0 implica também que a = cte.

4.2.2 ()(q, ) # 0. Neste caso, com (4.7) temos que:

- _R(g,9
| H(q,?) 0.0 (4.8)

Substituindo-se agora (4.4), (4.5) e (4.8) em (4.2.d), obtemos a seguinte rela¢do:

; .
oV, - [S LS 0, (4.9)
' 0]
< lq
ou, como Q(q, ) #0,
Han = [ s - & dg. - (4.10)

q

Sendo Q(q, 1) um polinémio em p, o fato deste polindmio ser ndo nulo nio implica que
todos os coeficientes que compde este polindmio, isto é a’ e b, sejam ambos ndo nulos. Desta
forma, antes de se fazer a integragdo deve-se considerar dois casos. Um quando a’ = 0 e outro

quando a’ * 0.

4.2.3 a’ = 0. Neste caso, que também pode ser escrito como a = a, = cfe, pode-se ver
com (4.6) que cairemos no caso estudado no capitulo 3 pois; se a é uma 'c'énsténte, ela pode ser
incorporada ao invariante. Como resultadvo, temos que este caso equivale ao caso estudado no
capitulo anteriof, ndo havendo, portanto, necessidade de estuda-lo novamente. Entretanto, é
" interessante observarmos que se @’ = 0 temos que Q(q, t) = Q(1), de forma que a integragdo dada

em (4.10) poderia ser realizada facilmente.

4.2.4 a’ # 0. Neste caso, devemos determinar o potencial integrando-se a expressao dada
em (4.10). Sendo que o integrando em (4.10) é composto por uma relagdo entre as fungdes
auxiliares O, R e §, que sdo polindmios em g, pode-se ver que este integrando sera dado por uma

razio entre dois polindmios, sendo o polinémio do denominador linear em g. Desta forma, a
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integragio pode ser realizada manualmente, embora seja bastante trabalhosa. No entanto podemos
tornar esta integragdo mais simples, observando-se que a relagdo (4.10) pode ser escrita também

como.

5 R? S R
V(qat)“j——'*qu(gz‘ E]dq

Podemos ver ngra que se utilizarmos a relagdo acima em vez de (4.10) ndo precisaremos mais
derivar o integrando e, além disto, podemos separa-lo em duas partes, enquanto que o integrando
de (4.10) ndo pode ser separado em menos que trés partes.

Felizmente podemos também integrar (4.10) com auxilio do programa de resolugdo

algébrica de equagdes reduce, que nos da como resultado para o potencial a seguinte expressdo:

1

Hg,n = Py

2 2 |
(a )}02 1[ TO__f202+_fln0- d.11)
a

(ay’ a

onde g = g(?) ¢ uma constante de integra¢do e f = f{2) ¢ dada por:

/- 2c - (b/zla/)/'
a

- Substituindo-se finalmente (4.8) em (4.6), obtemos que o invariante de movimento

correspondente ao potencial (4.11) pode ser éscﬁto como:

- al) + 0% | N
Lg,p,n) = a()) 0@0p - K@D (4.12)

4.3 Comparacio com os resultados da literatura

Fazendo-se agora ;N = [ no ansatz (2.2) definido por Lewis e Leach, obtemos a seguinte

forma para o invariante:

: ! 4 (q;t)' cp + (v} - Clll)
Kg,p,0) = c(f) + - = ) 4.13
i e ,,szl p - ulq) . P - ( )

que corresponde 2o caso geral de invariantes com uma ressonancia. Comparando-se (4.13) e
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(4.12) vemos que estes dois invariantes sdo equivalentes, isto €, tanto (4.12) quanto (4.13) séo
formados por uma razdo entre dois polinémio lineares em p, o que justifica assim o nome dado

ao invanante (4.1).

O par potencial-invariante mais geral existente na literatura, correspondente a este caso,

foi obtido por Lewis e Leach"™, e ¢ dado por: -

' 1 [a LBy, | af
g, = —|Zw? + 2w - | w2 e | W+ ),
20| o2 oo 21 2a 202
N | (4.14)
Kgp.t) = - [t + ol
. a/

onde v, é uma constante de integragdo e W = ag + f, sendo que @, fe y sdo fungdes que
‘dependem apenasdet. e | L |

" Potenciais para o ir;var'iahte":(4.1) foram também obtidos usando-se o rhétédo das
transformagdes candnicas”. Entretanto o potencial obtido neste caso ¢ dado em fungdo de apenas
duas fungdes arbitranas de ¢, enquanto que Lewis e Leach encontraram trés fungdes, , fe ¥,

arbitrarias de ¢ no potencial.

Para podermos compararmos nossos resultados com os de Lewis e Leach, faremos uma

“mudanga das variaveis a, b e c, para as variaveis &, 8 e ¢, definida por:

a-= —fazdt? b=as e c= —%(c' + 288", (4.15)

onde a B e c¢sdo, naturalmente, fun¢Ges apenas de ¢.
Substituindo-se entdo (4.15) em (4.11) e (4.12), obtemos que nosso par potencial-

invariante pode também ser escrito como:
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/ /7 / | /]
a)) = — 2w + 2w - Ll o o | nw + w0,
24|42 ala 2{2a 2a2
o (4.16)
Hq.p,0) = —fazdt + ; ‘I/ / ,
p*|—]+ _‘?_&) + .f_.a)‘l
4 a 2a

IS

onde @ = aq ~ B e w,é uma fungio arbitraria de /7, que obtemos somando g de (4.11) com outras
fung¢des apenas de ¢, que sobraram no potencial apos a transformagao.

44 Conclusio

Comparando-se entdo o par potencial-invariante (4.16) coi_n o par encontrado por Lewis
e Leach, dado ein (4.14), pode-se ver que ambos sdo idénticos, ja que ambos apresentam a mesma
dependéncia em ¢ e contém o mesmo niimero de fungdes arbitrarias de ¢. Assim, neste caso, ndo
obtivemos nenhum resultado novo. |

Entretanto, como mehc_:ionamos no capitulo 2, para Lews e Leach obterem o par
potencial-invariante correspondehfe a este caso, a partir das 3 equagdes dadas em (2.3), eles
tiveram de fazer uma série de transformag¢des lagrangeanas, sendo que os calculos necessarios a
este fim ocupam oito péginaé e seu trabalho original. Além disto, para obter o potencial, dado

em (4.14), os autores fazem uma integra¢do de uma expressdo bem mais complexa que a nossa,

dada em (4.10).

Assim, podemos concluir que obtivemos neste caso um par potencial-invariante tdo geral

“quanto o par mais geral existente na literatura. Entretanto, podemos observar que obtivemos

nossos resultados utilizando apenas operages matematicas elementares €, embora tenhamos sido

auxiliados por um programa de resolugio de equagdes, todos os calculos podem ser realizados

‘sem o uso de recursos computacionais. Podemos, desta forma, afirmar que nosso método de

calculo ndo é mais complicado que o método utilizados pelos autores que obtiveram o mesmo

resultado que o nosso.



Capitulo 5

Caso particular de invariantes com duas ressonincias

5.1 Introducio

Neste capitulo vamos estudar o invariante formado pela razdo entre um polindmio linear
e um polindmio quadratico em p. Diferentemente do caso anterior, ndo foi possivel resolver-se,
neste caso, todo o sistema de equagdes necéssaﬁas a obten¢do do invariante. No entanto.,
encontramos solu¢des particulares para estas eqliac;()es, que nos forneceu do@s_ _pares

potenciais-invariantes diferentes, que iremos comparar com os existentes na literatura.

5.2 Determinacio do par potencial-invariante |

A forma geral do invariante que trataremos neste capitulo pode ser escrita como:

p + Hg, )
K(g,np* + Lg,typ + M(q,1)

I(q.p,1) = (3.1
e é obtida fazendo-se M = 2 e N = I em (1.4). Este invariante sera denominado de caso particular
~ de invariante com duas ressonancias.

Utilizando-se entdo o método direto, como descrito anteriormente, pode-se obter que

(5.1) sera um invariante de movimento para o hamiltoniano (1.2) se as seguintes equag¢des forem
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satisfeitas:

Kq =0, (a)
L,+K, -KH, =0, (b

| HL, - LH, HK, - KH, +M, - KV, =0, (o) (5.2)
HL, - LH, + HM, = MH, + M, - 2KHV, = 0,  (d)
HM, - MH, + V.M - LH) = 0. (e)

Usando-se entdo as fungdes auxiliares O e R, dadas por:

Q(q: t) = b - a/q’
’ 2 (5.3)
R(q:t) = C “bq + _;_a//q,,,

onde a, b e ¢ sio fungdes quaisquer de ¢, podemos facilmente verificar que as equagdes (5.2a) e
(5.2b) tem, por constrﬁq:'zio, as seguintes solucées:,
K(g,1) = a(), | " (54

L(g.t) = H(g,na() + O(q.1). - (5.5)

Para simplificarmos nossos célculos, faremos agora uma mudanca da variavel M para-a

variavel ¥, dad'a"};’)or:
M(q,0) = Y(q,0) + H(q,00(q,1), (5.6)
onde Y € uma fungdo qualquer d_e qv el _
Substituindo-se agora (5.4), (5.5) e (5.6) em (5.2¢), obtemos a seguinte relagao:

al/’(q,t)v = Y(q’t) - R(q,t), C (5.7) .

que nos faz considerar dois casos: a = 0 ea = 0.

5.2.1 a = 0. Neste caso, com (5.4) vemos que K(q, 1) = 0, o que implica que a forma do

~
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invariante (5.1) sera equivalente ao invariante abordado no capitulo 4, de forma que ndo ha

necessidade de prosseguirmos, pois ja conhecemos o resultado deste caso.

5.2.2 a # 0. Neste caso podemos obter de (5.7) que o potencial sera dado por:

Y(q.0) - R(q,1)

Vg, =
(9.0 = - s

(3.8)

Substituindo-se agora as relagdes (5,;4_);_(5_5), (5.6)e(5.8) em;“('S..?d), obteremos que

[ri], -7 =0, o (5.9)

ou seja, temos uma primeira relagdo entre Y e A.

Substituindo-se finalmente (5.5), (5.6), (5.8) € (5.9) em (5.2¢) podemos obter que

Y-R. -
[%HZ " — .- H, =0, (5.10a)
iq :

isto €, uma segunda relagdo entre Y e H, que também pode ser escrita, com (5.9),' como:
- ] i
[-HZ * VL -H, =0 _ (5.10b)

Para obtermos a forma que o invariante vai assumir, devemos substituir (54),(55)e
(5.6) no reciproco do invariante dado em (5.1) que, para simplificar, também sera chamado de /.
Obtemos assim que:

¥(q,1)

P+ Hq.0) (5.11)

lq,p,H) = a(h)p + Og.) +

Assim as relagdes (5.8) e (5. 11) nos dao, res;ﬁectivamente, a forma geral para o par
potencial-invariante. Diferentemente do caso anterior, falta solucionarmos ainda as equagdes (5.9)
e (5.10), de forma que o par potencial-invariante € dado em fungdo duas vaniaveis, isto €, ¥'e 4,
que sdo as solugéés destas equagdes.

E interessante o'b.servar-se que se tivermos ¥ = 0, o par potencial-invariante (5.8) e

(5.1 1) sera dado por:

(93]
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Ry (c - blgq+ -;-a”qz)

a(l) a

Wy,

g.p.)) = al)p + Olgq,)) =ap + b - a'q,

ou seja, obtém-se o par potencial-invariante que encontramos no capitulo 3, correspondendo ao
caso particular de invariantes com uma ressonancia. Temos entdo que uma condi¢do necessaria
para obtermos 0 que chamamos de caso particular de invariantes com duas ressonancias € que a

fungdo ¥V seja diferente de zero.
5.3 Determinacio de solug¢des particulares

Como nio foi possivel resolvermos analiticamente o sistema de equagdes (5.9) e (5.10a)
de maneira a obtermos a solugdo geral para este caso, iremos agora encontrar solugdes
particulares para estas equagdes. Coni isto obteremos pares potenciais-invariantes particulares,
isto €, o par obtido ndo é o mais geral possivel. Uma maneira de se encontrar solugdes para estas
equacéés é pela escolha de determinadas formas para as fungdes Y(q, #) e H(q. 1), isto &,
escolhendo-se uma determinada dependéncia explicita para estas fungGes em relacdo a ¢, por
exemplo, de forma 'que cada termo em ¢ seja multiplicado por um coeficiente que é uma fungio
arbitrania da outra variavel na qual Y e H dependem, isto &, £. Desta forma, substituindo-se ¥ e A
no sistema de equagdes (5.9) e (5.10a), podemos, em tese, ajustar estes coeficientes de modo que
este sistema de equagdes seja satisfeito. '

A principio, podemos escolher diversas formas para ¥ e / e, entdo, substituindo a forma
escolhida em (5.9) e (5.10a), podemos verificar se a escolha foi valida ou nio. Entretanto,
- observando-se a equagdo (5.10a), vemos que ela relaciona ¥ e / com a fungdo auxiliar R, que &,
um polindmio em ¢ cujoé coeficientes s3o fung¢des arbitrarias de ¢. Desta forma pode-se supor que
ao menos uma parte das fungdes ¥ e / devem ter a forma de polihémios em q. Assim iremos
~ supor qu¢'Y e f possam ser escritos exclusivamente como polindmios em q.

- Substituindo-se entdo os ,polim")mid Y e H em (5.9) e (5.10a), pode-se escrever
finalmente cada equa¢do como um polin()mié em ¢, sendo que a soma de seus termos deve ser
hﬁla. Desta forma, para verificar-se cada equagdo, devemios anular cada coeficiente em ambos os

-polinémios, 0 que nos permite encontrar relagdes que, se satisfeitas, nos dardo a forma procurada

0
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de Y e H. Tendo descrito a maneira pela qual resolveremos o sistema de equagdes restantes, vamos

agora ver as solugdes que se obtém escolhendo-se duas formas distintas para as fungdes Y e H.

5.3.1 Solugio particular do tipo ¢". Neste caso vamos supor que Y e H possam ser
escritos como:
g0 = 3,9 + »49 + ¥,

S (5.12)
.H(q,t) = hq+hy,

onde as cinco incognitas y's e A,s sdo fun¢bes quaisquer de ¢
Substituindo-se entdo (5.12) em (5.9) e (5.10a) obteremos, como explicado acima, um

sistema de cinco equagdes diferenciais ndo-lineares, dado por:

¥ = 3ph =0, (a)
y{’ - 2y,hy - 2y R =0, (b) - _
Yo = yhy ~yehy =0, (o) (5.13)
a” + hla -2y, -ahi =0, (@ |
b' - hja +y, +ahhy =0 (e)

E conveniente passar-se agora das variaveis a, A, e h, para as varnaveis /, j, m,, através
“de uma transformacdo definida por: '
/
my

=L e om=2 (5.14)
o |

h —_,
J

a = 1

!
-

onde /, j e m, sdo fungGes arbitrarias de 1. Como podémos observar, esta mudanga de variéveié n3o
implica em nenhuma perda de generalidade as fungdes a, /, e #,. Com (5.14), pode-se agora

encontrar as seguintes solugdes para (5.13a), (5.13b) e (5.13c¢), respectivamente:

: . . 2 A
Yy = CzJJ, Y = Qeymy + 03)12 e Yy = (emy + cymy + ¢, (S.15)

onde 0s ¢, sdo constantes.

- Com (5.14) e (5.15), as equagdes (5.13d) e (5.13e) serdo dadas por:

U5 = 2¢. /3, (5.16)
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- j3(2e,my + ¢). (3.17)

Substituindo-se agora (5.12), (5.14), (5.15), (5.16) e (5.17), em (5.8), obtermos que o
potencial sera dado por:

q? +j—§}q * (), (5.18)

onde, como ¢ € uma fungdo arbitraria de £, nos a escrevemos como:

! 2 .
c = -=vy + jle;my +cymy+cy).

Substituindo-se finalmente (5.12) em (5.11) obteremos que o invariante sera dado por:

,9% +yq + y,

Ig,p,t) =ap + b -a’q + ,
(g.p.1) = ap T v hq k-

(5.19)

onde 0s ys, 0s ks, a e b sdo dados em (5.14), (5.15), (5.16) e (5.17).

“ Assim obtemos o par potencial-invariante que corresponde a forma (5.12) escolhida para
Y e H, sendo que o invariante possui duas ressondncias. De fato, falta-nos ainda resolver a equagio

(5.16) ja que b pode ser obtido imediatamente em (5.17).

Assim vamos fazer uma uitima transformagdo de variaveis e escrever j como:
P 172 ' 7
J =", (5.20)

- onde f ¢ uma fun¢do qualquer de 7.

: Sgbs_tituindo-se entdo (5.20) em (5.16), podefnos obter que:

[ =c,f* +df+d, . (5.21)

onde os d, sdo constantes.




Com isto determinamos todas as variaveis envolvidas nesta escolha para Y e H e, em

consequéncia, o par potencial-invariante correspondente.

5.3.2 Solucio particular do tipo ¢**. Neste outro exemplo, vamos supor que Y e H
possam ser escritos como polindmios em ¢, como antes, mas, além disto, vamos incluir também
nos polindomios poténcias semi-inteiras de ¢. Desta forma, vamos supor que ¥ e A possam ser

escritos como:

Y= yq% + kg + yq + kq'? + y,,
(5.22)
H=hq+mq"™+h

[0 R

onde todos os coeficientes que acompanham estes polindmios, isto €, y, &, A, e m, sio fungdes
arbitrarias de . | v
' Substituindotse entdo (5.22) em (5.9) e (5.10a) pode-se obter, da mesma forma que

anteriormente, um sistema formado por dez equagdes, que s3o:

)’zf = 3y,

=0, (o
2ky - Sy.m, -~ Sksh =0, (b)
yi = 2y,hy - 2y,h, - 2ksm; = 0, (C)
2k, - 3y,m, - 3kh, - 3khy =0, (d)
/
Yo = Yihy = yohy = kymy =0, (¢) (5.23)

Yom, + k by =0, )]
a’ « hla -2y, -ahl'=0, (9

2mia - 3ahm; = 3k =0, (h).

2b7 - 2h0/a + 2y + 2ahh, *‘-‘aml2 =0, ()
‘ ahym + k = 0. )]

Como n3o conseguimos solucionar todas estas equagdes simultaneamente, diminuiremos

um pouco o grau do polindémio ¥, fazendo-se
Yy =Hy = 0. o (5.24)
Com isto, as equagdes (5.23a) e (5.23b) se anulam, restando entdo oito equagdes que,
para resolvermos, iremos antes fazer antes uma transformagao de variaveis, passando-se assim de

36



a hyeh,paral fej, definida por:

a=1lj, hy=fj e h =jl, (5.25)

onde /, j e f sdo fungdes arbitrarias de 1. Com esta transformagdo, podemos encontrar para (5.23c),

(5.231), (5.23g), (5.23h) e (5.23)) as seguintes solugdes:

yo=cdlh o oy = LU k= lfi e mp =0y 0, - (5.26)

onde os ¢, s30 constantes arbitrarias.

Restam ainda trés equagdes que podem ser simplificadas se impormos que / =/, = cte.

Com isto, a solug¢do destas equagdes € dada por:
I, = 4c/lc], b =(Q2¢c/c)f +¢, e f=-3%¢/2l (5.27)
Assim, obtemos todas as variaveis envolvidas nesta escolha para Y e H e podemos agora

determinar o par potencial-invariante. Para encontrarmos o potencial, basta substituirmos em (5.8)

as relagdes (5.22), (5.24), (5.25), (5.26) e (5.27), o que nos da entio:

, il 7 2. .
gq,0 = jEL%;rqz - gczzj’q - i + vy, (5.28)

onde, como ¢ € uma fungdo arbitraria de ¢, nos o escrevemos como

c = (4g%c,v, + 4f%c)/(ge]) .
Para obtermos o invariante, vamos substituir (5.22) em (5.11) e, assim, obteremos que:

»ng + kg +y,
p+hgqg+mq®+h

Kg.pt)=ap +b-alq+ (5.29)
onde os ys, As, k,, m,, a e b sio dados por (5.25), (5.26) e (5.27).

5.4 Comparacio com os resultados da literatura

Embora a forma do invariante utilizado neste capitulo tenha sofrido alteragdes, devido

- aos resultados obtidos para os termos que compde o invariante, ele sempre pode ser escrito como
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uma razio entre um polinémio linear e um quadratico em p. Para se obter esta mesma rela¢do a
partir do ansatz de Lewis e Leach deve-se fazer em (2.2) ¢(t) = cte e N = 2. Comisto (2.2) é dado
por:

2 vig,t) o pvyrv) = (v - ouy)

I(q.p,0) = ; 5.30)
nZl p - ufq.) pr - pQu +u) + uu, ( ,)

que, como podemos observar, tem a mesma dependéncia érﬁ p e o mesmo numero de fungdes em
g e t que o invariante (5.1). Assim, os invariantes (5.1) e (5.30) sdo equivalentes, 0 que nos
permite; de acordo com a convengdo feita no segundo capitulo, chamar (5.1) de caso particular
de invariantes com duas ressonancias.

_ Classes de pdtenciais para invariantes do tipo (5.1) foram estudadas épenas por Goedert

e Lewis'*", que obtiveram em resultado o seguinte par potencial-invariante:

-aV(q,l)_: _p_”_ X pa’" _ ap"‘l ‘—_‘ 1 2F,(1 + Fok)m
oq P p o’tr (4 +3FA) |
S (5.31)
V1 \,"
I(g,p,1) = +

v -u) @-u)

onde as relagdes entre os vs e us com p, @, e T podem ser encontradas no trabalho destas autores.
A fim compararmos este resultado com o nossb, precisamos, inicialmente, conhecer a dependéncia
‘do potencial com ¢. Assim basta sabermos que 4 = (g - @) / p, que és fungdes @ p e 7 sdo fungdes
apenas de / e que F, € uma constante. ' R ‘

Comparando-se entdo o potencial (5.3 1) com o potencial (5.18) que obtivemos na se¢do
5.3.1, podemos ver imediatamente que estes potenciai; sdo diferentes pois em (5.18) ndo temos
nenhum termo em ¢’~, como em (5.31). Portanto o par que obtivemos no primeiro exemplo €
diferente do par obtido por Goedert e Lewis.

Para compararmos os resultados que obtivemos na se¢d0 5.3.2 com os de Goedert e
Lewis devemos, ou integrar o potencial dadd em (5.3 1) ou derivar o potencial obtido em (5.28),
em rela¢do a ¢. Como o programa reduce ndo conseguiu integrar a o potencial (5.31) obtido por
Goedert e Lewis, vamo§ derivar em relagdo a ¢ o potencial dado em (5.28). Podem'os;)bter assim

que:



M q,t 7 2. 1 . .
Ha.) - 41 q - Zcyj? - =, i (5.32)
dyg 8 2

Fazendo-se agora uma transformagdo da variavel ¢ para a variavel x, dada por:

p(t)(x ~ 1) " (X([):

qg = F, (5.33)
podemos escrever o potencial (5.31) da seguinte forma:
14 1/2
e (R CRFACIEE s R (5.34)

onde os f;s sdo fungdes apenas de t
Pode-se observar agora que a dependéncia do potenc1a1 (5.34), obtldo por Goedert e
Lewns em relac;ao a coordenada, representada agora por x, é diferente da dependencxa do-

potencial que obtivemos, dado em (5.32), em relagdo a coordenada, que continua sendo

representada por ¢. Assim o par potencial-invariante (5.28) obtido na secdo 5.3.2 também ¢

diferente do par (5.31) obtido por Goedert e Lewis. -

5.5 Conclusio

Partindo-se entdo de um invarante formado pela razdo entre um polinémio linear e outro
quadratico em p, obtivemos, como resultado geral, um par potencial-invariante em fungdo de duas
variaveis que devem satisfazer um sistema fonhado de duas equagdes. Como vimos, este sistema
de equagGes. pode ser compactado, sem nenhuma perda de generalidade, através de uma
transfonnac;iio-dé variaveis. Em seguida obtivemos duas solugdes particulares para o sistema de
equagdes em questdo, que nos forneceu dois pares potenciajs?invariantes diferentes.

Comparando-se entdo nossos resultados com o unico caso equivalente existente na

literatura, vimos que os pares que obtivemos sio diferentes do par obtido por Goedert e Lewis.

- Como estes autores tiveram que utilizar codigos de computagdo, como explicado no capitulo 2,

para encontrarém o par (5.31), enquanto que nosso método consiste em apenas fazer-se
transformagdes de variaveis, pode-se dizer, também neste caso, que nosso método ndo é mais

complicado que o método de Goedert e Lewis.



Por outro lado, ¢é interessante observarmos que assim como obtivemos dois pares
potenciais-invariantes diferentes do existente na literatura pode-se, a principio, obter-se outros
pares. Para isto, devemos obter outras solug¢des para o sistema de equagdes que ndo fot resolvido
de forma geral, mas que, como vimos, admitem solug¢des particulares. Sabe-se, além disto, que
este sistema admite, a0 menos,' mais uma solugdo particular, que fornega assim um par equivalente
ao QUe ja existe na literatura. Em consequéncia, vemos que o resultado geral que obtivemos neste
capitulo, dado pelo par (5.8) e (5.11) mais as relagdes (5.9) e (5.10a), nos permite obter outras
solugdes particulares, diferentes das que jg';foram encontradas. Esta relativa facilidade em se
encontrar novos pares potenciais-invariantes parece ndo ocorrer com o método de Goedert e

Lewis, se observarmos a manetra como eles obtém seus resultados.
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Capitulo 6

Caso geral de invariantes com duas ressonincias

6.1 Introducio

Neste capitulo trataremos do que chamamos de caso geral de invariantes com duas

J
ressonancias, formado pela razdo de dois polindomios quadraticos em p. Como no capitulo anterior,
ndo foi possivel, neste éasp, obter-se a solugdo geral para iodo sistema de equécées. Assim,
tivemos de'nos contentar err{ encontrar solu¢des particulares, que serdao entdo cbmparadas com

"os resultados da literatura.
6.2 Determinacdo do par potencial-invariante

Neste capitulo vamos tratar de invariantes do tipo:

p? + Glg.Dp + Hg.n
K(q,np? + Lig,np + M(q,0)

(q,p,0) = (6.1)

que pode ser obtido fazendo-se M = 2 e N = 2 em (1.4). Chamaremos este invariante de caso
geral de invariante com duas ressonancias.
Procedendo-se entdo de forma anz'ﬂoga ao que fot feito nos capitulos anteriores, pode-se

encontrar que (6.1) serd um invariante de movimento para o hamiltoniano (1.2) se o seguinte
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sistema de equagdes for satisfeito:

Kq = 0, (@)
L, +K -KG, =0, (b)

GL, - LG, + GK, ~KG, - KH, + M, + L, =0,  (c)

GM, - MG, + GL, - LG, + HL, - LH, (6.2)
+HK1—KH1+M1+VQ(L'GK)=O, ()
HM, - MH_ + GM, - MG, + HL, - LH, + 2V,(M - KH) = 0,  (¢)
HM, - MH, + V (GM - LH) = 0. (f)
Utilizando-se novamente as fungdes auxiliares O, R e S, definidas por:.
Q(q,1) = b - a'q, : )
— o/ 1 1,2 o -
R(g,) = ¢ - b'q+ 2a’q’, (b) (6.3)
S(q) = d - ¢'q + Lb"q? - La"q’ (@

onde a b, c e d sido fungdes exclusivamente de ¢, podemos facilmente verificar que as equagdes

(6.2a), (6.2b) €(6.2c) tem as seguintes solugdes:

K(q,0) = a(t), o (6.4)
Lq. = Glg,na@) + g9, - . (6.5)
M(g,0) = Hg,Hya()) + G(@,) 0g.1) + R(g,D). (66)

Se substituirmos agora as relagdes acima no reciproco do invariante (6.1), que
continuaremos a chamar de /, obtemos como resultado que:

Op + GO +R
p*+Gp+H v

I(g,p,t) = a + (6.7)

Substituindo-se entdo (6.4), (6.5) e (6.6) em (6.2d), obtém-se que:
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g0V, = [Glg,0R(q.0) + Hg.00(q.0 + Sq.0],. (6.8)

Com a relagdo acima, podemos ver que deve-se examinar agora dois casos: um quando

Ofq, 1) = 0 e outro quando Ofg, 1) = 0.

6.2.1 (4, 9) = 0. Neste caso, vemos, por (6.3a), que isto implica também que a’ = 0, ou
seja, a = a, = cle. Assim, sendo 0Ofq, 1) = 0 ea = cte, o invariante(6.7) sera dado por:

R
pr+Gp + H

fq,p,0) = (6.9)

~ pois incorporamos a constante a, ao invariante. Sendo que a forma deste invanante corresponde
a um caso particular tanto.invariante tratado no capitulo anterior como deste, ndo € necessario

- estuda-lo separadamente.

6.2.2 (4, 1) # 0. Neste caso, pode-se agora explicitar a derivada do potencial, dado em
(6.8). Substituindo-se entdo (6 .4), (6.5), (6.6) e (6.8) em (6.2¢e) e (6.26, obtém-se como resultado
. as seguintes equagdes: |

G?R,Q +2GG,OR + G(Q,0H + H,0* + S,0 + 2R R)

+ G,(O*H + 2R*) + 20 HR - GOR + H,OR - HQ? + 25 .R = 0, (6.10)

GR,0 + G2G,OR + GX(Q,0H + H,0* + S,0 + RR)
+ GG,R* + G HR + HOR - HQ? + S,R - 2R.0H)  (6.11)
- GqQHR + Q(-2Q,H* + GOH - HQH - HR - 2§ H) = 0, "

_ que relacionam as duas variaveis que restam a se determinar, isto €, G e H.
Pode-se agora simplificar as equagdes acima com uma transformagao das variaveis G e

H para as variaveis Y e N, dada por:

Mg,1) = Glg,1) + (ﬁ)((g_g e Hgn = H@00@) + Ma.ORGDH,  (6.12)

onde Y e N sdo fungdes quaisquer de ¢ e t. Isolando-se entdo G e H em (6.12) e substituindo-se

o resultado em (6.10), obtém-se que:



B s ke

=

[YM], - ZY{ } - =0 (6.13)
q

|

Utilizando-se agora as expressdes para G e H dadas em (6.12) e, usando-se ainda (6.13),

obtém-se que (6.11) sera dada por:

R2
0

=

+ Q[NN, - N(]“=’“0. (6.14)
. ,

W@pQ%-

Podemos agora encontrar a forma final que assumira o potencial, substituindo-se (6.12)

na relag@o (6.8), o que nos da entdo que:

2
ves-%
0

=

P@ﬁé[% dq, (6.15)

q

ou ainda, devido as propriedades das integrais e ao resultado que obtivemos em (4.10), podemos

também escrever o potencial como:

a/

. _Y;“:.‘ J /
M) = [Hda + -l—[——(a /)2}()2 -

/
1|b& ) a4 1., .
. 8a// (a/)J = _‘J—/._—}/Q —S—f Q + Ef an g, (6.16)

onde g e f sdo fungdes de ¢, dadas no capitulo 4.

Finalmente, o invariante, dado em (6.7), devido a transformagdo (6.12) sera dado por:

S , 0%y + ,
- l(g.p,H) =a + > il - Y , (6.17a)
Op* + p(ON - R) + ¥ - NR
ou, eqmvalentemente, como
)? SRS
lg.p.ty =a+ LA (6.17b)

@ -Rp M- ¥

Com isto, obtemos o par potencial-invariante (6.16) e (6.17), respectivamente, em
fungdo de duas variaveis, Y e N, as'duais devem, entretanto, satisfazer o sistema de equagdes

diferenciais parciais ndo-lineares (6.13) e (6.14).
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Antes de procurarmos solugdes para estas equagdes, ¢ interessante observar que quando

Y = 0, o par potencial-invariante (6.15) e (6.17b) sera dado por:

Mq,t) = —I-S—R—2 dg e 1(qpt)=a+—Q—2—
2 fQ Q q ki iU Qp_R,

-que € exatamente o par que obtivemos quando estudamos o caso geral de invariantes com uma
ressonancia. Assim, temos que uma condi¢do necessaria para a obtengio de invariantes com duas

ressonancias € que a fung¢do Y seja diferente de zero.
6.3 Determinaciio de solugGes particulares

Como ndo conseguimos solucionar as equaqc“)es' (6.13) e (6.14) genericamente, vamos
entdo encontrar solugdes particulares para estas equagdes. Para isto, pr’ocederemos'da mesma
forma que no capitulo anterior, ou seja, vamos dar a ¥’ e N uma certa dependéncia explicita em g,
tal que, substituida em (6.13) e (6.14), nos permita ajustar os coeficientes que acompanham q de
~ forma a satisfazermos estas equagdes. ‘

Observando-se agora as equagdes que devemos solucionar, isto &, (6.13) e (6.14), vemos

que as variaveis ¥ e N estdo relacionadas a polindmios de g, por intermédio de Q, R e S. Desta

- forma, podemos supor que estas variaveis devem também poderem ser escritas como polinémios
de g.

Expressando-se entdo ¥ e N como polindmios em ¢q e substituindo-os em (6.13) e (6.14),

* obtemos um polinémio em g ou uma razdo entre dois polindmios em g, conforme a escolha de ¥

eN, ém cada uma dessas equagdes. Igualando-se os coeficientes destes polinomios a zero, ou 0s

coeficientes do polin(')mio do numerador, quando for o caso, podemos encontrar relagdes que, se

satisfeitas, nos permitirio determinar as fungdes ¥ e N e, assim, o par potencial-invariante. A

- seguir, veremos entdo os resultados que obtivemos para duas escolhas distintas de ! e V.

6.3.1 Solucio particular do tipe ¢". Neste caso, vamos supor que Y e N possam ser

escritos como:
Mag.) = mq + nm, ' (6.18)
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a0y = y,q° + y,q% + y,q + y,, v (6.19)

onde todos os coeficientes y, e n, sdo fungdes apenas de ¢.

Substituindo-se entdo (6.19) e (6.18) em (6.13) e (6.14), podemos obter que estas

ultimas relagdes serdo satisfeitas se o seguinte sistema de equag¢des também o for:

ysa’ - a'y, - da'y;n, =0,  (a)
yz/a2 - 2y3/a/b -a’a'y, + 2a”y,b - 3a’y,n,
’ - 3aty,n, + Sa/y3bnl'= 0, - (b

| 2y,a’b - ylat - y/b* + a’a’y, - 2a"y,b
+ 2ay,ny + 2a’yn, - 6a’y,bn - 2a’y;c - 6a y3b110
~ . o + 2b y:;b + 4)}3[)2’1 = O’ (c)

yi/bz - 2y1/a’_b +yolaz - a//a/yo " Za”ylb
~atyn, - azyonl' + 2a’y'2c + 4a’y2bno + 4(1/yll)nl
= 2b'y,b =3y, - 3y bing =0, (@)

yib% - 2y,a’b + 2a"y,b + 2a’y,c + 2a'y bn,

+ 2a yobn - 2[7 ylb - 2y2b n, - 2y1b2n =0. (o)
| (6.20)
yob? + 2a'y,c - 2b'y,b - ylb n, yobznl =0, ()

2a’,”a’ - 3a? - 4a’n| +4a’n] - .16a’y3 =0, (g

; /
a”a'b --a*b - 2a”’a’b’ + a*n; - a’n My

+a*b’ - 3a2n{b' + 3a2y2 +3abnl - Ta'y;b =0, (k)

1]
o

2¢’a’ + a”b?- 2a"a’c - 6a’b'b + 6a’ ny b
—.4a2yl‘— 6abnn, + 4a’b’b - 2a’b* - 6a "1b2
+ 10a’y,b + 6a’bin} - 6y.6% =0, - (i)

2¢’a’b - 2a’ch + a’y, + 3a’n)b* - 3a’y1b ‘
- 3a’b*non, + "6 - 2% - n'b3 + 2y,6% + b3l =0, ()

¢’'b? + a'yb +alc? - 2b'ch + ngb3 - yb* - b’nn =0 (k)
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Para resolvermos este sistema, faremos uma transformag¢do de variaveis, de forma a

expressar a, b e n, em fungdo de /, m e j, dada por:

a= [, b=ml? e n = -j'lj, 621

onde supomos que /. j = 0. Podemos observar que esta transformagio de variaveis ndo afeta a
generalidade dos re'sultadosjé que /, m e j sdo, como a, b e n, fungdes quaisquer de ¢.
Substituindo-se entiio (6.21) em (6.20), obtém-se que a solucdo para /0 destas //

equagdes € dada por:

,10 = -jm'/’ y3 = CJ-j —41_2,
= ~3eymy = 3emy (6.22)
Yo = —.;c3m3j'1['2, ¢ = %[(mjl_l)z]/’

onde c; € uma constante arbitraria de integracdo, sendo a equagdo que restou dada por:

ST =1 -4l = 0, | | (6.23)

e relaciona, assim, j ¢om /.
Desta forma, as relagdes (6.22) e a equagdo (6.23) sdo as solugdes do sistema (6.20) e
poderhos agora encontrar o par potencial-invariante. Utilizando-se entdo (6.19) e (6.22), obtemos

com (6.16) que o potencial sera dado por:

13 '41// + 3c[) L )
J 20 + P(m))" Q + wy(0), (6.24)

Vgt = -——
: : 2/
onde v,(?) € uma constante de integragdo e Q € a fun¢do auxiliar definida em (6.3a).
Substituindo-se finalmente (6.18), (6.19), (6.3a) e (6.3b) em (6.17a), podemos obter que

o invariante sera dado por:

Q¥ p +n,q +n)
Op* + Alg,0p + Bq,t)

lg,p,H) =a + (6.25)

onde A e B sdo polindmios em g, dados por:
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Alg,1) = Q(ng + ny) - R,
(6.26)

Bq,0) = y,q° + yq* + yq +y, —(ng + n)R,

sendo os y, n,, a, b e c fungdes dadas em (6.22) e (6.23) e O € R nossos polindmios auxiliares.
Com isto determinamos todas as variavets envolvidas nesta escolha particular de V' e N e o par

potencial-invariante correspondente.

6.3.2 Solugido particular do tipo ¢™. Neste caso vamos expressar ' e N como
polinomios da fungdo auxiliar Q e, assim, como polinémios de q. Escrevendo-se entio Y e N
como:

Xq,0) = £,Q, (6.27)

Mg.5) = mQ +n, +m Q7' (6.28)

onde os ngs, k, e m, sdo fungdes exclusivas de ¢ e Q € dado por b - a’q, como usualmente.
Substituindo-se entdo (6.26) e (6.27) em (6.13) e (6.14), pode-se obter o seguinte

* sistema de equagdes:
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2a"k, - a'k| =0, (@)
Sa’bk, + a*kn, + a'b'k - 3a'klb =0,  (b)

-~ 3a’b*k, - 2a*ck, + 2a’bkn,
+ 2atk,m, + 4a’b’bk, - 3a’k/b?* =0,  (¢)

2a’ck, - a'bk,n, - .:’Za"lclm1 - 3b'bk, + k[b? =0,  (J)
2a”a’ - 3a? + 4a‘//a2n] + 4a"n,2 + 4a3nl/ =Q, (¢)

’ 2 2 /, 7 .. 2
a’”a’b - a*b + 3a”a*bn, - 2a’a’h’ « 4a*bn

/ - /
+a‘nn, +a*b’n + 4a’nb + a’n; + a*h” =0, H (6.29)

2c¢’a’ + a”b? - 2a”a’c + 6a’a’b*n; - 2a”"a’m,
2 i /
- 6a”’b’h + 12a*h*n| + 6a3/mlno + (Sazb’lm1 + 12a%nb?

+ 6azno/b + .-’Zazml/ +4a’b"”bh - 2a’b? = 0, (g)

/ 2
2¢’a’b - 2a"ch + a’b’n - a’bm, + 4a*b’n,

-'\ 2 ~ ! /
+ Jazb'nlno - aznoml + )a"b'l;»znI - a’b/m] + 4a’nlb3

+3an/b? + 2a'm'b « b"b* - 2% = 0.  (h)

4 2 . 2
c’b? + a’c? + a’'b*n + a'b’nn, - a’bnym - a’'m,

- 2b%ch + b'bn, - b'v’.[;;ml s n'b? ian’ + mb? = 0.

Para solucionarmos estas equagdes, faremos novamente uma mudanga de variévéis, de
a, ben, paral, mej, dada por:

a =fla’t, b=ml, e n =jl" (6.30)
onde /, m e j s3o fungdes quaisquer de . Também agora, pode-se observar que a transformagio
definida por (6.30) ndo acarreta nenhuma perda de generalidade para as fung¢des a, b e n,.

Com (6.30) podemos encontrar as seguintes solugdes para § destas 9 equagdes:
k, = c,I? Ce=tumY g,

1 1
| -~ (6.31)

n, = -m’, m, = c,l,
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onde os ¢, sdo constantes arbitrarias. Com (6.30) e (6.31), a equagdo que resta, relacionando j com

{, € dada por:

4%+ j + 2171 -3 = 0. ’ (6.32)

O potencial neste caso, obtido substituindo-se (6.27), (6.30) e (6.31) em (6.16), sera
dado por:
2071 - 3()?

o = 2L 0+ 220 ’{

0"+, (6.33)

onde v, é uma fun¢io de /.
" Substituindo-se finalmente (6.27) e (6.28) em (6.17a), obtemos que o invariante
correspondente a este caso sera dado por: '
0%p + 0¥, 0% + n,Q + m|]

lg.pt) = a + ——— : (6.34)
Op* + Alq,np + Bq,n

onde A e Bsdo dados por:

2:
1]

Qn,Q* + n,Q + m; - R), .
(6.35)

oy
"

k - R(,0% + n,Q + m),
sendo Qe R dados por (3.2a) e (3.2b) e os n, m,, k,, a e b dados em (6.30), (6.31) e (6.32).

6.4 Comparacio com os resultados da literatura

Fazendo-se entdo N = 2 no ansatz (2.1) de Lewis e Leach, obtém-se a seguinte forma

geral para o invanante:

Lovign ”
Kq.p,0) = c(ty + Y, —2—— - (@)
n=1 p -u (q’t) N ] .
- (6.36)
_ept o plv, +v, —c(u] +u)] + (cuyu, - vyt~ u,v,) *)

pt - plu, +u) + uu,
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que, como podemos ver, é equivalente ao invariante tratado neste capitulo, pois tem a mesma
dependéncia em p'e 0 mesmo numero de vanaveis em ¢ e ¢t que (6.1). Por isto, chamamos o
invariante (6.1) de caso geral de invariantes com duas ressonancias.

O unico par conhecido até agora para este tipo de invariante foi encontrado por Goedert

e Lewis"?” e é dado por:

L I SN A e
. aq - - o . ?
(6.37)

lg.p.0) =

i
|
\
m
.
T
A
&
Lzl
‘.

onde X =¢€qg + €, eos Vs séo.ﬁmcées apenas de ¢, ¢ as relagGes entre 0, u., u. e € com os V
pbdem ser encontradas no trabalho destes autores. |
Podemos observar agora que, em relagdo a dependéncia do potencial com a coordenada.
o potencial de Goedert e Lewis apresenta uma soma de termos em ¢~ In ¢, g e ¢, sendo que o
potencial que obtivemos em nossa primeira solugdo particular, dado em (6.24), apfesenta termos
em ¢ e g, enquanto que na segunda solugdo, dada em (6.33), temos termos em 7. geq”. Assim,
- podemos dizer que nossas solugdes pamculares parecem ser dlterentes do resultado existente na
~ literatura. Dizemos que elas parecem diferentes pois nossas solugdes podenam perfeitamente
serem um caso particular do par potencxal-mvanante obtido por Goedert e Lewis. Para
verificarmos esta possxblhdade deve-se conhecer a forma exatas dos termos ¥, dados em (6.37).
Como isto ndo foi posswel pons para explicitar-se estes termos deve-se fazer uma série de
transformagdes de variaveis nio muito evidentes, ndo podemos concluir com certeza se obtxvemos
dois potenciais-iriVaﬁantes diferentes dos existex;tes na literatura. No entanto, podemos conclﬁir,
da mesma forma que anteriormente, que certamente existem outras solugGes particulares para este
caso. 7 |
Embora ndo conseguimos comparar conclusivamente o par (6.37) com os que obtivemos
nos exemplos / € 2, podemos comparar os metodos de obtencéo desses pares. Assim, como vimos
no capitulo 2, para obter o par (6.37) Goedert e Lewis fazem uma série de transformagdes com
as.equagdes (2.3¢), (2.4) e (2.11), obtidas por sua vez das equagdes (2.3) dadas no trabalho
anterior de Lewis e Leach, .dbtendo entdo uma equagdo diferencial parcial nio-linear para

resolverem. Em seguida estes autores conseguem encontrar uma fungio de g e ¢ que, substituida
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nesta eqdaqéo, permite sua solugdo e, por conseguinte, permite a obtengdo do par dado em (6.37).

Por outro lédo, o nosso procedimento consiste em encontrar duas variaveis que devem
satisfazer um sistema de duas equagdes diferenciais parciais ndo-lineares. Este sistema, no entanto,
permite-nos, como vimos, através de tentativas, descobrir outras possiveis dependéncias dessas

variaveis com ¢ e £, €, desta forma, obtemos um sistema de equagdes diferenciais ordinarias para

resolvermos.

Como, em geral, € mais facil solucionar equagdes diferenciais ordinarias do que equagdes
diferenciais parciais, podemos afirmar que usando-se 0 nosso método ndo teremos mais
dificuldades para obter pares potenciais-invariantes do que se utilizarmos o metodo de Goedert

e Lewis.
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Capitulo 7

Caso particular invariantes com trés ressonancias

7.1 Introdugio - - L

Neste ultimo capitulo vamos tratar de invaniantes formados pela razdo entre um
polindmio quadratico. e um polindmio cubico em p, que chamaremos de caso particu.lar de
invariantes com trés ressonancias. Como ja era de se esperar, ndo foi possivel encontrarmos a
solugdo geral para este caso, de forma que restou-nos a op¢ao de obtermos uma solugdo particular

para este tipo de invariante.
7.2 Determinag¢do do par potencial-invariante

A forma geral do invariante que iremos tratar neste tltimo capitulo € obtida fazendo-se

- M =2eN=23em(l1.4). Comisto obtém-se o seguinte invarante:

p* + G(q,np + Hig.n
Hg.0p’ + Kg.np® + Lig:0p + M(q,0)

M(g,p,0) = (7.1)
que denominaremos de caso particular de invariante com trés ressonancias.
- Procedendo-se entdo como nos capitulos anteriores, pode-se obter que (7.1) sera um

invariante de movimento para o hamiltoniano (1.2) se as seguintes equagdes forem satisfeitas:




(a)

J, =0,
| JG, -K, -J, =0, (b
KG, -GK +JH +JG -GJ, -K -L +JV =0, (9
LG, - GL, +KG, - GK, + KH - HK
v JH -HJ -M - L +2V.GJ=0, () (72

MG, - GM, + LG, - GL, + LH - HL,.
+ KH, - HK, - M, + V(GK - L + 3H)) =0,  (e)

MH, - HM, + MG, - GM, + LH, - HL, + 2V,(HK - M) = 0, ()

MH, - AM, + V (HL - GM) = 0. (g)

Utilizando-se novamente as fun¢des auxiliares O e R, definidas por:

Q(q,t) = b - alq,
R@gH = ¢ - b'q + La"q?,

onde a, b e ¢ sdo fun¢bes que dependem apenas de ¢, pode-éé ver facilmente que (7.2a) e (7.2b)

tem as seguintes solugdes:

Aq,1) = a(0), . ‘ (7.3)

K(@,0 = G(g.na(t) + 0(g,0). (7.4)

Para simplificar nossos calculos, faremos agora uma transformagéo das variaveis G, L,

MeHpara?, N, Te U, dada por:

G(g,n = Ugq,0) + Mg,n), | (7.5)

- Lig.n = a(H(g.1) + QAg.0Clg,D) + ¥@q), 19
M(g,1) = Q(q,'t)l‘f(q,f)‘+ CAR(CA - (7.7).

54.




H(g,0) = Ulqg,0)N(g,0) + T{(q,1), - (7.8)
onde ¥,NeT sz‘io. fung¢des quaisquer de g e ¢,
Substituindo-se entdo (7.3), (7.4) e (7.6) em (7.2c); obtém-se que:

a()V(q,0) = Yq,0) - Rq,)). (7.9)

Observando-se (7.9), pode-se ver que deveremos agora considerar dois casos: um

quando a = 0 e outro quando a = 0,

7.2.1 a = 0. Neste, caso, com (7.3) vemos que J(q; ) = 0e, com (7.1), que o invariante
torna-se equivalente ao estudado no capitulo anterior. Assim sendo, ndo ha necessidade de

continuarmos a investigar esta possibilidade.

7.2.2 a # 0. Neste caso, com (7.9) obtemos que:

Vg, t) = Y(q,’)a('t)R(q,I) ’

(7.10)

. Subsfituindo_-se entao (7.'3), (7.4), (7.5),-(7.6),' (7.7), (7.8) € (7.10) em (7.2d), podemos

obter que:

[YM, = ¥, (7.11)

~ €, com a substitui¢do destas mesmas relagdes acrescidas desta ultima em (7.2¢), obtemos que:

| - R] |
Y{[:}Nz + YaRr - Nt}= [YT]q. | - (7.12)

<

Utilizando-se agora (7.3), (7.4), (7.5), (7.6), (7.7), (7.8) e (7.10) e ainda as rela¢des
- (7.11) e (7.12), obtém-se que (7.2f) sera dada por: '

_ [YTU]q + ZYTNq? [(Y7j,. | N (7.13)

Fiinalmente, com‘(7.3)’, (7.4), (1.6).(7.7), (7.8), (7.10), (7.11), (7.12) € (7.13), a relagdio

(7.2g) pode ser escrita como:
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Y-R ‘
y{[luz . - TJ - U,} = (1], (7.14)
q

Para obtermos a forma que o invariante ira assumir, em virtude dos resultados
precedentes, vamos substituir (7. 3) (7.4), (7.5), (7 6), (7.7) € (7.8) no reciproco do invariante
dado em (7.1), que. chamaremos 1gualmente de /. Com isto, o mvanante (7 1) pode ser escrito

como

Y+ U)
[,,t=a +Q+ H
(q.p.9) P T Up - Np S NUST (7.15a)

ou, igualmente,

Yo + U) .
@+MNp+U)~+T

Kgpt)y=ap +Q + (7.15b) -

Obtemos entdo a forma geral para o par potencial-invariante, dado pelas relagdes (7.10)
e (7.15), respectivamente, em fungdo de quatro varidveis U, ¥, N e T, as quais devem, no entanto,
satlsfazer um sistema formado por quatro equagdes diferenciais parciais ndo-lineares, dado por
(7.11), (7.12), (7.13) e (7 14) Apesar de n3o termos conseguido resolver estas equagdoes
genericamente, iremos mostrar na prox1ma sec¢do como encontrar solu¢des particulares para este
sistema.

Antés-de procurar solugdes particulares para o sistema em questdo, é interessante

observarmos que quando 7 = 0, o par potencial-invariante sera dado por:

Y(q,?) - R(q.9) ’

g0 = e |

R (CR))
Iq.p,t) = a()p + Q )+ ——2
(g.p,0) = a()p + Qq,) p ~ NaD

ou seja, obtém-se neste caso um par- potencnal-mvanante 1déntico ao obtido no capitulo 5, quando

" trabalhamos com o caso particular de invariantes com duas ressonancnas Assim, temos que uma

condxgao necessana para obtermos o que chamamos de caso particular de invariantes com trés
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ressonancias é que a fungdo 7 seja ndo nula.
7.3 Determinag¢io de uma soluc@io particular

Para encontrarmos solugdes particulares para as equagdes (7.11), (7.12), (7.13) e (7.14),
vamoé proceder da mesma maneira que nos capitulos anteriores, ou seja, ‘escrevere'mos Y, .N, U
~ e T como polindmios em ¢ e substituiremos estes polindmios nestas equagdes Como resultado,
cada eQuac;io podera também ser escrita como um polindmio em q que deve ser igual a zero.
Desta forma, anulando-se todos os coeficientes dos quatro polindmios que se obtém com estas
quatro equagdes, podemos, a principio, soluciona-las. _

Assim, vamos supor'que as fungdes ¥, N, U e T possam todas serem escritas como

N oL

polinémios em g, dados por:

Hq.0) = %q9% + y,q + ¥,

N(q,l) =g+, :
(7.16)
1(q,0) = [2‘[2 +hLqg 1,

Ug,t) = u q + u, =. (gl -n)q + (g, -1y,

-sendo que todos os coeficientes destes polinﬁmios, isto é, os v, n, ¢, e g, sdo fungbes quaisquer
de . Observamos que embora a variavel U tenha sido escrita diferentemente das 6utras, ela é um
polinémio t3o geral quanto Nou Ye T, se y, e ¢, fossem nulos.

Substituindo-se entdo (7.16) em (7.11), ('I:."l 2), (7.13) e (7.14) pode-se obter que estas

equagdes serdo verificadas se o seguinte sistema de equagdes também o for:
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v =3 =0, @

}’1/ - 2y,n, - 2y,n, =0, (b)

Yo =My = Yem =0, (0

yy(a” + nla + 4t,a - 2y, - an’) =0, (d)

17 / ! /
a'y, - b'y; x-mya + mya~+3inya

+ 3t,y,a - 3y,y, - y,ann, - ylanl2 =0, (e

o / / !
a’y, - b'y, + nya +nya+2tya~+?2tya

, 2 2 .
+ 2t0y2a - 2y2y0 -y, - yann, - y,an; = 0, N
b/yo - ”o/yoa - L Yea - Ly a r Y, + ysamny = 0, 4]

vty - St,g, + 64,m) =0, (h) 7.17)

+

o / )
Ly, + 1Yy = ALy,8, + 6Ly,n, - 44,8
+ 4ty n - 4y,8 + 5Sty,n =0, ®

/

tzlyo + tl/yl + Y, 3.tzy1g0 + 4Ly n,

T 306508 * 20y, - 30,8, * Shypn,
- 3t1y1g1 + -3t1y1n1 - 3[0y2g1 410}’2”1 = O) (])

+

/ /
LYo * oYy — 2LY,8 + 2L,y — 21, ), 8,
* 30y, - 20)08, * ey - 20,8,
+ 4t y.ny - 204,08, + 24y,n, =0, (k)
/ ' '
Vo = 180 * Wy ~ 1 )18 * 21y ~ )08 = 0, U

.20// + g;’a + 2ta —.4)12.‘ ag12 * Zagln.l.-' 2anlz =0, (m)

26’ - goa - tia + 2y, + ag,g, - ag,m - ag,n, + 2ann, =0.  (m

Podemos simplificar um pouco este sistema de equagdes fazendo-se n, = 0. Com isto,
o sistema de equagdes (7.17) fica mais simples e com duas equagdes a menos. Para resolvermos

as
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equagdes restantes faremos uma transformagdo das variaveis g, e ¢, para / e j, dada por:
g = -l e =l R (A L)

onde / e sdo fung¢des quaisquer £,
Assim, com (7.18), pode-se ver que 9 das /2 equagdes restantes do sistema (7.17) sdo

verificadas fazendo-se:

: o Lo 2¢,j1
Yy = 6, " _ M=
' . 1
. c,j2i? ' : o
Yo & 22 » ' o n, = ‘6;1,7[/1]/,
o v (7.19)
g = 21_]/ 4_jl/ ;= ]2
° d ° 24P
1 g.5-5 -
12 = ;dll S,‘.

onde c, e d, s3o constantes arbitrarias.
Substituindo-se agora (7.18) e (7.19) nas éﬁuacﬁgs que restaram do sisfe_ma (7. 17),

obtém-se que a, b e / devem satisfazer as seguintes relagdes:

@ =20 - 2l

.2'c2j1

b = 4 -/Zz]/_ja1-4 -

ai’. a - (7:20)

1" =_—3dlv1_4,

Podemos agora obter o potehcia] substituindo-se em (7.10) as felag:ﬁes (7. 16), (7. 18) e

(7.19). Assim obteremos que:

gty = dl>q" + m—[(/'lzy - dj17]q + vy, (7.21)

onde, como ¢ ¢ uma fung¢do qualquer de ¢, nds a escreveremos como;

¢ = (c, /2% d}) - v,a.
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Substituindo-se finalmente (7.16) em (7.15a), obteremos que o invariante sera dado por: '

gt gty 8a 8 - Ny
2
Pr+ (g9 +80P +n(89+8&) N +L,4* +1,g+1,

Kq.p.t) =ap+b-a'q+ . (1.22)

onde os coeficientes y, g, 1, ¢, sdo dados por (7.18) e (7.19) e a, b e [ sdo quaisquer fungdes que
satisfazem (7.20). Com isto, obtemos o par potencial-invariante correspondente a escolha (7.16)

feita para as variaveis ¥, N, Ue T
7.4 Conclusao

" Fazendo-se agora c(t) = cte ¢ N = 3 no ansatz de Lewis e Leach, da_do em (2.2),

obteremos a seguinte forma para o invariante:

3
Kapn = Y —22D
e p - ufg,0)

que, pode-se ver, tem a mesma dependéncia em p € 0 mesmo numero de variaveis em g e f que
(7.1). Devido a isto, e a nossa convengao feita anteriormente, denominamos (7.1) de caso
particular de invariantes com trés ressonéﬁcias. '

Para este caso, Goedert e Lewis”® ndo conseguiram encontrar nenhum invariante
racional, mas apenas reciprocos de invariantes polinomiais. Assim, o par (7.21) e (7.22) que
obtivemos € o primeiro par potencial-invariante conhecido na qual o invariante tem o que se chama

de trés ressonancias.
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Conclusio

Neste trabatho desenvolvemos um procedimento relativamente simples para a obtengdo
de invariantes racionais de movimento. Ele se baseia na observagio que as equagdes obtidas com
a utiliza¢do do método direto podem ser compactadas utilizando-se um conjunto de fungdes
auxiliares que sdo, freqiientemente, solugdes de alguns dos termos que compde o invariante, e
simplificadas através de transformagdes apropriadas de varidveis. Sem isto, as equagdes a serem
resolvidas para a obten¢do do invariante tornam-se, na maior parte dos casos, demasiadamente
grandes e, em conseqiiéncia, com menores possibilidades de solugéo.

Como resultado, obtivemos, de acordo com a nomenclatura de Lewis e Leach, resultados
tdo gerais quanto os existentes na literatura para o caso de invariantes com uma ressonancia.
Como estas solugdes foram obtidas genericamente nos dois casos que esta definigdo engloba,
pode-se dizer que estas solu¢bes fornecem os pares potenciais-invariantes mais gerais possiveis.
Para o caso de invariantes com duas ressonancias, obtivemos uma forma geral para o par
potencial-invariante dado em fung¢do de duas variaveis e duas relagdes que estas variaveis devem
satisfazer. Em seguida obtivemos duas solugGes particulares para os dois casos que esta defini¢do
engloba, isto €, para 0 que chamamos de caso geral e particular, sendo que no caso particular uma
Soluc;ﬁo ¢ certamente diferénte do resultado existente na literatura e, para o caso que chamamos
de geral, existe a possibilidade que nossas duas solu¢des particulares sejam um caso particular de
resultados ja existentes na literatura. Nestes casos, uma comparagio conclusiva ndo pode ser feita
pois, para se conhecer a dependéncia temporal dos termos que compde o invariante que é dado
na literatura, é preciso se fazer antes uma série de transformagdes de variaveis. Finalmente, para

o caso de trés ressonancias, obtivemos também uma forma geral para o par potencial-invariante,
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dado em fun¢do de quatro variaveis, juntamente com o sistema de equagdes que estaS variaveis
devem satisfazer. Em seguida, obtivemos uma solugdo particular para estas equagdes, que nos
forneceu assim um par potencial-invariante, sendo que o invariante possui trés ressonancias. Como
mencionamos, um par deste tipo ndo foi ainda apresentado na literatura. .

De modo geral, podemos separar este trabalho em duas etapas distintas. A primeira
consistiu na obtencdo de uma solucﬁd geral do par potencial-invariante ou de uma solug@o geral
em fungdo de algumas variaveis, com as respectivas equagdes que estas variaveis devem satisfazer.
Esta etapa foi a mais ardua, pois tivemos que encontrar as transformagdes de variaveis que
tornavam este sistema de equag¢des mais compacto e, assim, com possibilidade de solugdo. A outra
parte consistiu na obteng@o de solu¢des particulares para os casos nos quais a solugio geral ndo
pode ser obtida. Isto foi feito fornecendo-se uma dependéncia particular, em relagio a g, para as
variaveis ainda desconhecidas. Como ndo desejavamos obter nenhum resultado em particular, para
alguma aplicagdo especifica, foi necessdrio encontrar dependéncias coerentes para todas as
variaveis desconhecidas. No entanto, como a dependéncia destas variaveis com o potencial é
simples, pode-se, num caso especifico, onde o potencial ¢ conhecido, obter faciimente a
dependéncia exata de ao menos uma das variaveis em relagéo a g e £. Com isto pode-se descobrir
mais facilmente a dependéncia em relag@o a g das outras variaveis.

Em relagdo a primeira etapa deste trabalhb, pode-se observar que, em todos os casos
estudados, supomos inicialmente que o invariante pudesse ser dado pela razdo entre dois
polindmios em p, e encontravamos o sistema de equagdes que os coeficientes destes polindmios
deviam satisfazer. Entretanto, ao solucionarmos as equagdes mais simples deste sistema,
observavamos que as equagdes ainda ndo resolvidas tornavam-se cada vez maiores. Por outro
lado, vimos que estas equagdes podiam ser reduzidas drasticamente de tamanho com algumas
transformagdes apropriadas de variaveis. Isto aconteceu em todos os casos estudados, embora
tenha sido mostrado mais explicitamente no capitulo 6. Com estas transformagdes de variaveis,
o invariante adquiria uma forma final sensivelmente diferente da forma inicial, embora equivalente.
Como na maior parte deste trabalho tentamos encontrar estas transformag¢des, vemos que se
houvéssemos utilizado inicialmente um invariante com uma forma igual a forma final que
encontramos, nosso trabalho teria sido bem mais simples, pdis n3o haveria mais necessidade de
se fazer estas transformagdes de variaveis. Assim somos levados a pensar que € mais apropriado
utilizar esta forma final para se procurar invariantes racionais de movimento do que a forma inicial.

De fato, pode-se observar que obtivemos duas formas apropriadas um pouco distintas,
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dependendo da diferenga dos graus dos polindmios qﬁe compde o invariante. Isto pode ser visto
comparando-se o resultado geral do par potencial-invariante obtido para os casos denominados
de gerais, onde os polindmios tem o mesmo grau, e os particulares, onde o grau dos polindmios
que compde o invariante diferem por uma unidade. A existéncia de duas formas apropriadas €
também indicada pelo fato que, por exemplo, o invariante na qual os polinémios que o compde -
sd0 ambos lineares € um caso particular do invariante na qual os polindmios o0 que compde sao
ambos quadraticos. O mesmo ocorre em relagdo ao invariante formado por uma razio de um
polinémio cibico e um quadratico e o invariante formado pela razio de um polindmios quadratico
e um linear.

Desta forma, sugerimos que outros estudos de invariantes racionais utilizem dois ansatz
diferentes, que chamaremos de ansatz apropriados, um para o caso onde os polindmios que
compde o invariante tenham o0 mesmo grau, € outro para o caso onde estes polindmios tem graus
diferentes. Para obtermos estes ansatz apropriados, vamos escrever I, como sendo um invariante
racional formado por um polindmio de grau i dividido por um polinémio de grau j, contendo entdo
i+ j + I fungdes arbitrarias de g e 7. Assim, os invariantes racionais apropriados mais simples nos

dois casos serdo dados por uma soma de uma parte ndo fracionaria e outra fracionaria, do tipo:

]11=F1+—'—2_ € 121=F1P+F2+—L">

onde as fungdes F; dependem de g e 7. Para obtermos agora os préximos invariantes, devemos

sempre acrescentar, em ambos os casos, um termos (p - F;) multiplicando o numerador € o

denominador da parte fracionaria dos casos respectivos mais simples, e acrescentando-se ainda

ao denominador um termo F,,. Assim, por exemplo, os proximos invariantes, contendo entdo

duas variaveis arbitrarias a mais de g e ¢, serdo dados por:
F,(p+F)

L, =F = F.
PRy ATE A A

F,(p+F)
@+F)p+Fy) + F,

e, assim, sucessivamente. Procedendo-se desta maneira, obtém-se invariantes com a mesma forma
final obtida neste trabalho e, além disto, cada invariante pode ser obtido como um caso particular

do préximo invariante, desde que este seja da mesma “familia”. Assim, por exemplo, vemos que
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se F; = 0 em I,, e Fy = 0em [, obteremos /;; € I, respectivamente.

Utilizando-se os ansatz descritos acima para procurar-se invariantes racionais de
movimento pensamos ser possivel simplificar consideravelmente e, mesmo, viabilizar este estudo.
A simplificacdo provém do fato que ndo necessitaremos mais fazer transformagdo de variaveis para
as fungdes F, ja que o invariante se encontra na forma apropriada. A viabilizagdo deve-se ao fato
que as equagdes que agora serdo obtidas com o método direto ndo serdo demasiadamente grandes
e poderdo ser manipuladas. Além disto, para qualquer invariante racional /; que tenha a forma
. sugerida acima, obtém-se que ', = a(?) e F, = Q(q, t) = b - a’q, sendo i igual ou diferente de j,

qualquer que seja o valor de i e dej.
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