UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CENTRO DE CIENCIAS FISICAS E MATEMATICAS

CURSO DE POS-GRADUAGAO EM FISICA

COMPORTAMENTO TERMODINAMICO DE CADEIAS,

INSCRITAS NA REDE DE BETHE

'Eﬁéseftaqéo;ée Mestrgdé
apresentada no Curso de °
P6s~Graduagdo em Fisica

» éa Uni versidade Federal

de Santa Catarina por

Evaldo Botelho
Crientador:

Jirgen F. Stilck

Floriandpolis

1921



COMPORTAMENTO TERMODINAMICO DE CADEIAS INSCRITAS NA REDE DE BETHE

Evaldo Botelho

Esta dissertac3o foi julgada adequada para a obtém’:go-'.déiigréu de

MESTRE £m CIENCIAS —‘.ESPECIALIDADE- Fisica

e aprovada em sua forma final pelo Curso de Pés-Graduagio em Fisica da

Universidade Federal de Sant.a Catarina.

i/ ’(/
l;/‘rrof.eiibr. Jurgen F. Stilck

Corientador>

Prof. Dr. Hédic José Miiller

(coordenador>

o / ’
Banca Examinadora: o S / . /
| S ///” //f’.'/_(/é.-/_é_%’/ e

Prof/ Dr..%rgen F. Stilck, UFSC

Prof. Dr. Wagner Figueiredo, UFSC

s B Lot

P L - W G > - e R R e o -

Prof. Dr. Nilton da S. Branco, UFSC



Agradecimentos:

Entre as pessocas gue colaboraram comigo no densenvolvimento
deste trabalho, desejo agradecer especialmente ao Jiurgen pela
competente orientagido, ac grupo de Mecénica Estatistica do
Departamento de FiSica-UFSC pelo apoio recebido e & CAFPES pela

ajuda financeira.



RESUMO

Consideramos modelos . de ‘ cadeias auto- e mutuamente
excludentes formadas por M mondédmeros consecutivos inscritas na
.rede de Bethe. Associamos uma energia a cada configuragio das
cadeias na rede, a gqual pode estar relacionada ac grau de
flexibilidade da cadeia (cadeias semi-flexiveis), as interacgdes
atrativas entre mondédmeros primeiros vizinhos n3o-consecutivos numa
mesma cadeia (cadeias auto- e mutuamente interagentesl ou a
orientag3o espacial das ligagBes das cadeias na rede (modelo
anisotrépicod. Definindo uma atividade =z associada a cada
mondmero, e um fator de Boltzmann w associado a cada configuragdo
correspondente a um estado excitado de energia &, obtemos a
densidade p(z) de sitios ocupados por monémeros e a energia livre
() por sitio da rede, bem como os diagramas de fases ® versus z.
Comparamos ©s hossos resultados com outros obtidos anteriormente.

No caso de polimeros (M+o» numa rede de Bethe anisotrépica com:

coordenagio g=4, obtemos duas fases polimerizadas distintas.



ABSTRACT

We consider models of self- and mutually avoiding chains
formed by M consecutive monomers, placed on the Bethe lattice. We
associate an energy to each configuration of the chains on the
lattice, which may be related to the grade of flexibility of the
chains (semi-flexible chains). to the attractive interactions
between next -neighbor monomers‘which are not consecutive on the
same chain (self- and mutually interacting chains> or to the
spatial orientation of bonds on the lattice (anisotropic modelD.
Defining an activity z for each monomer and a Boltzmann factor
for each configuration corresponding to an excited state of energy
g, we obtain the density p(z)'of sites occupied by monomers and
the free energy per lattice site p(pd, as well as phase diagrams w
versus z. .We compare our results with earlier ones. In the case of
pol ymers CM#aD on an anisotropic Bethe lattice with coordination
number equal to four, we obtained two different polymerizéd

phases.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO
O problema combinatorial de dispor cadeias auto-— e
mutuamente excludentes sobre redes, estid relacionado com O

fendmeno de adsorc3co de meoléculas em superficies cristalinas, e
tem sido extensivamente estudado por uma variedade de métodos
estatisticos tais como‘ aproximagdes de campo médio CFlory,
1941 ,1942; Huggins, 1941,1942¢,19430, ekpans&es de séries (Nagle,
1966a; Gaunt, 1966, métodos de matriz de transferéncia
C(Duplantier e Saleur, 1987) e abordagens em teoria de campo
COrland et alli, 1985; Nemirowsky e Coutinho-Filho, 1989D.

De maneira geral consideramos que umavfragﬁo p de sitios da
rede esti ocdpada por monémeros pertencentes a cadeias cujo
comprimento (nimero de mondmeros ou peso moleculard & denotado
por M, sendo gue cada sitico pode ser ocupado por somente uma
cadeia. Quando cada cadeia ¢ formada por apenas dois mondémeros
(M=2> temos o problema de dimeros, o qual apresenta uma solugdo
exata sobre a rede guadrada (Temperley e Fisher, 1961; Fisher,
1961; Kasteleyn, 1961; Nagle, 1966b6,1966¢c) para o caso em gue a
rede estia inteiramente preenchida (p=12. Um outro casoc particular
que tem sido extensivamente considerado na literatura ¢ o
prueblema de polimeros (de Gennes, 1879), o gual corresponde ao
limite onde as cadeias s3%0c muito longas (Msa, e apresenta uma
solugio exata sobre redes de Manhattan bidimensionais
inteiramente preenchidas (Kasteleyn, 18962). »

No éasq geral de cadeias de comprimento M, © problema de
cadejias flexiveis n3o-interagentes foi reéolvido recentemente
(Stilck e de Oliveira, 1980), onde a partir das solﬁgées sobre as
as redes de Bethe (Baxter, 1982) e de Husimi C(Husimi, 1950),
obteve-se valores para a entropia muito préximos dbs mel hores
valores conhecidos nas redes de Bravais correspondentes Omesmo
numero de coordenagio)d. |

Neste trabalho, usaremos técniéas semel hantes Aquelas usadas



por Stiick e de Oliveira (1990, para abordar modelos onde além das
interac@es de volume excluido, associamos uma energia a cada
configuracdo das cadeias na rede, a qdal pode,éspar associada ao
grau de flexibilidade das cadeias (modelo .dé cadeias semi-
flexiveisd, as ihteragBes atrativas entre monémeros primeiros
vizinhos n8o ligados entre si (modelo de€ cadeias auto- e
mutuamente interagentes) ou A orientagﬁo:espacial‘das ligagaes da
cadeia na rede Cmodelo anisotrépicod.

O modelo de cadeias semi—flexiveis ¢ caracterizado pela.
existéncia de uma interagfo intramolecular do tipo isomérico-
rotacional (Volkstein, 18633, de tal forma que a conformagzo'doé
elos da cadeia correspondente ao estado fundamental C(conformagdo
trans) pode ser alterada C(dobradad através de uma rotag¢fo, e gerar
um estado excitado C(conformag¢g3io gauched com energia igual aquela
usada para produzir tal rotagfo. No limite Maw (polimeros> este
problema foli estudado por teorias cléssicas como as aproximagfes
de Flory-Huggins (Flory, 1956; Huggins, 1384253 e de Bethe-Slater
CBethe, 1938; Slater, 1841). ée conhece também algumas adaptac@es
para este pfoblemé a partir de modelos bidimensiconais exatamente
soltveis CNagle, 1974).

No modeloc de cadeias auteo— e mutuamente interagentes, as
cadeias s3o flexiveis, mas possuem uma interacdo atrativa entre
monémeros primeiros vizinhos n3o ligados entre si. No caso de
dimeros (M=2>, o© primeiro modelo incluindo interac®es foi proposto
por Fowler (1936), usando a aproximac3io de Bragg-Williams , e
subsequentemente por Peierls (1936) usando a aproximac3o de Bethe,
ambos os métodos tende sido empregados para -investigar as
transic®es do tipo ordem—desordem CChang, 1939). No caso limite
M+ C(polimeros) o© problema tem sido analisado em presenga de
solvente (Wheeler e Pfeuty, 1981; Stilck e Wheeler, 19875, e
apresenta um comportamento tricritico particular no limite sem
diluigfo (Serra e Stilck, 1880).

No modelo anisotrépico analisado neste trabalho, consideramos
a situag®o em que a energia das ligagBes das cadeias depende de
sua orientag3o espacial, de forma que existe uma dada orientagido
da rede que corresponde a um estado excitado para as ligag@es, ou

seja, a energia das ligagBes dispostas nesta orientagidc ¢



diferente daquela associada as outras orientagdes, as quais
correspondem ac estado fundamental. No caso de dimeros, este
problema foi  resolvido exatamente para redes totalmente
preenchidas Cp=1)3, apresentando uma transicio de fases peculiar no
caso de redes bidimensionais de coordenacdo trés, tais como a rede
hexagonal ou a rede tipo "parede de tijolos" CKasteleyn, 1963;
Nagle et alli, 1989). '

: Todos os céllculos neste trabalho ser3o realizados sobre Qma
rede especial tipo Arvore conhecida como rede de Bethe (Baxter,
1982>, na qual as cadeias n3o podem descrever caminhadas fechadas.
Os cllculos sobre esta rede podem  ser considerados como
aproximac@es do tipo campo médio para as solu98es sobre as redes
de Bravais correspondentes, tendo em vista o fato de que eles
fornecem expoentes classicos no caso de modelos gque apresentam
transicBes de fases.

No capitulo 11 apresentamos a fundamentacdo tedrica do
problema, bem como as caracteristicas gerais de sua solucdo scbre
a rede de Bethe.

No capitulo III abordamos © modelo de cadeias semi-flexiveis,
onde analisamos a dependéncia da densidade, atividade e energia
livre com o grau de flexibilidade das cadeias. ‘

No capitulo IV analisamos o probleﬁa de cadeias flexiveis
auto- e mutuamente interagentes, onde investigamos o comportamento
da densidade de monémeros sobre a rede como fungio da atividade de
cada mondmero e da interagdo atrativa entre os mesmos.

No capitulo V analisamos um modelo anisotrépico de rede, no
gual a energia das ligagSes das cadéias depende de sua orientac3o
espacial. Particularmente, investigamos a relagdo entre a
densidade de estados excitados devido 4 anisotropia da rede, e o
fator de Bolﬁzmanh associado.

No capitulo VI apresentamos um sumirico de conclus@es, bem
como algumas perspectivas de continuagdo.

No apéndice A obtemos as relagﬁes de recorréncia para o
problema anisotrépico de cadeias de comprimento M qualquer.

No apéndice B mostramos como obter os valeocres da energia
livre como funcfo da densidade p para o problema anisotrépico de

polimeros.
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CAPITULO II
DEFINICAO DO PROBLEMA

II.1 - FUNDAMENTACAO TEORICA

Considere uma rede de N sities, na qual s3co inscritas p
cadeias, g¢ada gqual ocupando M sitios consecutivos na rede, de
forma gue © nimero de sitios da rede visitados pelas cadeias seja
m=Mp. A cada modo particular de distribuic3o das cadeias na rede,
associamos uma energia total E=neg, onde n ¢ © nUmero de
configuracBes as quais associamos uma energia €. Em particular nos
concentraremos em trés casos éspecificos:

al) o caso em gue as cadeias s3o semi—flexiveis; de forma que
n corresponde ao numero de “dobras’™ nas cadéias Cconformagdes
gauched.

b o© problema de cadeias auto- e mutuamente interagentes,
onde n & o numerco de mondmeros primeiros vizinhos gque niIo estzo
ligados entre si.

c) o modelo anisotrépico de rede, no gqual n corresponde ao
numero de ligac®es das cadeias ‘com energia n3do-nula, isto &,
correspondentes ao estado excitado de energia &.

Fara os propésitos de nossos calculos, vamos trabalhar no
ensemble grande candnico, tal que © numero de cadéias colocadas
sobre a rede n3o serad mantido fixo. A func3o de particio grande

candnica do modelo deve ser:

m n

zm w' T Cm,nD, ‘ CII.1D
N,M

I3

o)
YNCz,w) =¥
m=0

3P18

n

onde z € a atividade de um mondmero pertencente a uma cadeia, w &
o fator de Boltzmann associado as configurac@es correspondentes a

estados excitados (configurac@es de energia &3, e FN MCm,n) & o

>



numero de maneiras distintas de se distribuir as cadeias na rede,
de forma que satisfacam os vinculos descritos acima. O somatdério &
feito sobre todos os valores de m e n entre zero e infiniteo, visto
que para os valores de m e n que n3o satisfizerem os vinculos,
.devemos ter FNannn)=O Ccaso em que m n¥o seja maltiplo de M, por
exemplo).

Neste ensemble o potencial termodinamico associado a funcdo

de partic3o ¢ dado por:
8z, w> = N'in [Y Cz,0d], | CocII.a

~ No limite termodindmico CN»ad, fazendo uma transformada de
Legendre, podemos expressar &(z,w) em termos da densidade de

de mondémeros sobre a rede p=msN, na forma:

&Cz,wd = mzx { plnz - @Cp,s)}, ‘ | CII.3D

onde a funcdo eLp,ed = F/NkT & a energia livre adimensional por

sitio da rede, dada pela expressio:

i L

¢ o]
oo, ed = — = In {z w” I"NCm,n)}. CII. 4D
12l

=0

Visto que no equilibrio #(z,w) deve ser maximo, entdo para um

dado valor fixo do parametro £ devemos ter:

9

Assim sendo a energia livre adimensiocnal ¢Cp,e) deve ser dada

pela relacZo:

o
eCp, £ ='{ tnf zCp’d] dp’ CII.6
)

visto que a constante de integrac3o deve ser nula, para que seja

satisfeita a condicdo ¢(0,£3=0 (rede vaziao.



Por outro lado ¢ deve obedecer a relacdo termodinamica:

\

p=u-s, S § 32

onde u=<ns&>/NkT e s=S/Nk s3o respectivamente a energia média e a
entropia Cadimensionais) por sitio da rede. Assim sendo, no limite
£=0, a energia media u deve ser nula, de forma que obtemos a

relagﬁo:
qo:—s‘ . . . CII.S)

conforme os resultados conhecidos para o problema atérmico (Stilck

e de Oliveira, 1980D.

II.2 - SOLUCAO NA REDE DE BETHE

Uma arvore de Cayley (Baxter, 1982) de coordenacdo g e K
camadas, ¢ construida de acordo com o procedimento abaixoc. Dado um
ponto central O, conectamos a ele g pontos chamados de primeira
- camada. Em seguida, tomamos cada um dos pontos da primeira camada,
e conectamos a ele g-1 novos pontos. Repetindo iterativamenté o
processo, construimos as camadas 2,3,....,K, sendo que cada camada
é gonstfuida tomando-se cada um dos pontos da camada anterior, e
conectando a ele g-1 novos pontos (fig. 1I1.1). dCada ponto da
figura obtida representa um sitio da rede, e as linhas unindo dois
sitios vizinhos representam as arestas da rede.

A solucdo de modelos mecénico—eStatisticqs naesta Arvore
apresenta em geral caracteristicas peculiares, devido ao fato de
gque no limite termodinamico CKaaD, © nUmero de pontos na
gupgrflcie ¢ da mesma ordem gue © nuUmero de pontos dentro do
vol#me encerrado por esta superficie.

Quando consideramos a regi3o central da arvore de Cayley,

temos a chamada rede de Bethe, a qual & caracterizada pelo fato de



que as func®es termodindmicas calculadas sobre o sitioc central, no
caso de sistemas com interacfo de primeiros vizinhos, tem valores
coincidentes com aqueles obtidos pela aproximacZo de Bethe-Feierls
nas redes dé Bravais com o mesmo numero de coordenac3o CEggarter,
19745.

Por outro lado, os resultados da sol ugﬁo destes modelos scbre
a &arvore de. Cayley completa s3Zo esperados serem qualitativamente
diferentes daqueles obtidos sobre redes com i nvéri ancia
translacional, devido ao efeito n3aAo desprezivel dos sitios da
superficie, quaﬁdo tomamos o limite termodin&mico CMiiller~Hartmann
e Zittartz, 1974).

Observando a figura (II.1> vemos que uma arvore de Cayley de
coordenacfo gq e K geracBes d(camadasd ¢ obtida conectando-se q
sub-arvores de geracdo K ac sitio central O. Por sua vez, cada
sub-arvore de gerac3o K, ¢ construida repetindo-se iterativamente
a operacdio de conectar g-1 sub-arvores de geracdo k (k=1,2,...,KJ,
numa nova raiz, como mostramos na figura C(II.ad.

A éolugﬁo do problema na rede de Bethe consiste em definir
funcBes de partic3o parciais associadas as possiveis configuracSes
da raiz das sub-arvores, sendo gue cada func3o de partic¢io parcial
corresponde a soma (II.1) calculada sobre todas as configurac@es
compativeis com a raiz da sub-arvore correspondente.

A funcZo de partic3o parcial associada a uma sub-arvere de
geracZo k ¢ obtida tomando-se as contribuicSes devido as g-1
sub~arvores de geracZio k-1 conectadas & nova raiz. Desta forma
podemos obter relacBes de recorréncia entre func®es de particdo
parciais associadas a sub-arvores de gerac@es sucessivas, cujos
parametros convergem para valores de ponto fixo guando o numero de
geracBes da Arvore de Cayley torna-se muito grande (K+00d, ou seja,
apds um numero infinito de iterac@es das relacdes de recorréncia.

A func3o de particdo do modelo na érvore de Cayley, & obtida
tomando-se as contribuic@es devido as g sub-arvores conectadas
ao sitio central, e somando sobre todas as configurac®es possiveis

para suas raizes.
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Fig. II.1 - Uma arvore de Cayley com coordenacfo g=4 e

K=2 geracdes (camadas).

-£).
V'

T
.

—rliz - ’ | 0—1

raiz

Fig. IT.2 - Construcdco de uma sub-arvore de coordenacdo
q=4 e gerac3o K=3, a partir de 3 sub-arvores de

coordenacdo g=4 e geracdo K=2.



CAPITULO IIT

CADEIAS SEMI-FLEXIVEIS

Neste <capitulo vamos abordar o© problema de cadeias
semi —flexiveis inscritas sobre redes hipercubicas, onde
consideramos um modelo caracterizado por interag@es intra-
moleculares do tipo isomérico-rotacional (Volkstein, 18630, de
forma que a conformag3o dos elos das cadeias, correspondente ao
estado fundamental (conformag¢fo trans), pode ser alterada por uma
rotag3o e gerar um estado excitado dJ(conformagio gauched, cuja
energia corresponde a mesma usada para produzir a rotaggo.'Mais
especificamente vamos considerar que ligag8es sucessivas na mesma
dire¢3io (conformag3c transd correspondem ao estado fundamental
Cenergia nulad), enquanto que ligagaes sucessivas em diregles
diferentes C(conformagdoc gauched correspohdem a um estado excitado
de energia &, gque ¢ a energia necessaria para gerar uma

conformagdo gauche a partir de uma conformagdo trans.

® sitio ocupado (mondmerod ;
— aresta ocupada (ligag3od,;
" Y conformag3o. trans Ce=0);

1—— conformagdo gauche (0D ;

Fig. III.1 - Modelo de cadeias semi-flexiveis para uma rede

quadrada Ccoordenag3o g=4).



III.1 - RELAGOES DE RECORRENCIA

Este problema pode ser resolwvido exatamente na rede de Bethe
definindo-se M fung®es de partigio parciais,' designadas de
acordo com a configuragfo do sitio raiz da sub—-&rvore associada.

Assim g, % a fungio de vpartigzo parcial associada as
sub-arvores que n3o tem cadeias incidentes sobre seu sitio raiz, e
9, 2 = i £ M ¢ a fungSO' de partigd3o parcial referente as

sub-arvores cujo sitio raiz estid ocupado pelo i-ésimo mondmero de

uma cadeia ‘'vinda de cima', isto ¢,  iniciada em geragfes

-

anteriores.

94 9 Yy
Fig. III.2 - Fung®es de partigfo parciais para o problema de

cadeias semi-flex{veis na rede de Bethe.

As fungBes de partig3o - parciais gi associadas a ‘cada
sub-Arwvore de uma nova geragfo s3o obtidas a partir das fung8es de
partigdoc parciais =h associadas as r=g-1 sub-aArvores da geragdo
anterior conectadas & nova raiz, conforme o procedimento descrito

na segdo II1.2.

A fung3o de partigd3o parcial g; ¢ construida tomando—-se trés

tipos de configuragdes:

ad A configurag8o em gque todas as r sub-arvores conectadas a
nova raiz, tém seu sitio raiz vazio Cfig. I11I.3a>. A
contribuig&o associada deve ser portanto g;

b> A configurag8o em gque uma das r sub-arvores conectadas 2

10



b
7
22—

nova raiz tem seu sitio raiz ocupado pelo extremo (M-ésimo
monémero) de uma cadeia vinda de cima, ou seja, ¢ uma sub-arvore
do tipo 9y (fig. III.3bD, enquanto.as r-1 restantes tém seu sitio
raiz vazio (sub-arvores  do tipo 91)' Visto. que existem r
possibilidades de se obter esta configuraglo, ent3io a contribuig¢do

associada deve ser dada pelo termo:
ro r-1
SIVE

onde o fator z ¢ a atividade do monémero localizado sobre o sitio
raiz da sub-arvore do tipo 9,

c) A configuragio em que duas das r sub-arvores conectadas a
nova raiz s8o dispostas de maneira que uma cadeia ‘'entre® por uma

delas e "saia'" pela outra (fig. III;3c). Se a cadeia entra por uma

sub-arvore do tipo gj, deve sair por uma do tipo gu—ﬁa’
(j=2,...,M-13, tal que a jung3io das duas partes forme uma cadeia
de M mondmeros. Para cada Adupla de sub-arvores existem r

“"entradas" e r—1'"séidas" possiveis. Para uma destaé “entradas*
todas as r-1 “saidas" associadas geram conformagdes gauche,
engquanto para as outras r-1 “entradas’” restantes existe uma
“"saida'" que gera uma conformagfo trans e r—2 “saidas"” que geram
comformagBes gauche. O raciocinio acima é esquematizado na figura

J
abaixo, para uma rede de coordenagio g=4.
Cad . e—i—»
Uma “entrada'" e suas duas "saidas'" gauche associadas.
__.)I__;:
e

Duas "entradas" e suas ‘'saidas" associadas. Para cada entrada

Cb>

existe uma saida trans e uma saida gauche.

11



Assim sendo, para cada gi devemos ter (r-1).2 possibilidades
de gerar uma conformagio trans‘ e C(r—-1> 2).’._’_:" possibilidades de gerar
uma conformagdo gauche, de forma que somando . as contribui ¢Oes
sobre todos os valores possiveis para j, obtemos a contribuigfo

total associada:

g M-1
o(r—1> zg Tog.9. .
2 A

onde
' o=1+Cr—-1Ddw.

Na expressio acima, z ¢ a atividade do mondmero localizado

sobre o sitio raiz comum a cada dupla gg e w ¢é& o peso
. 3

M—j+1’
estatistico associado & presenga de uma ‘“dobra®” na cadeia

Cconformagdo gauched.

Fortanto a rela¢f®o de recorréncia para a fungdo de partigdo

parcial g; ¢ dada por:

M-1

r r-1 oCr—-1> r-2
r = == : . CIII.1D>
g} g,* rzg 9, *+ = zg, jZ_Izgng_jﬂ

A fung3doc de partigdo parcial g; ¢ construida tendo—-se em
conta que a nova raiz deve ser ocupada pela primeira ligagdo de
uma cadeia vinda de cima (fig. III.4ad, e consequentemente todas
as sub-aArvores a ela conectadasv devem ter raiz vazia. Portanto, a
relag3o de recorréncia associada deve ser:

g’ = zg© CIII.2
9, 291’
onde z ¢ a atividade do monémero localizado sobre © nove sitio

raiz.



As fungd®es de partigZ@o parciais g;{ (3 = k =< M s3o
construidas tendo-se em conta que © novo sitio raiz deve ser
ocupado pelo k-ésimo mondmero de uma cadeia. Isto implica que o
Ck-1D-¢ésimo mondmero desta cadeia deve estar localizado sobre o
sitio raiz de uma das r sub-arvores conectadas a nova raiz, e
. consequentemente as r-1 sub-arvores restantes devem ter raiz vazia
(fig. III.4bD>. Visto que existe umé possibilidade da configurag®o
obtida gerar uma conformaglo trans e r-1 possibilidédes della gerar
conformagBes gauche, entdo a relagdo de recorréncia associada tém

a forma:

- r-1 ' )
g, ozg, 9, - B _ CIII.35
onde z ¢ atividade do mondmero localizado sobre o novo sitio raiz,
e o0=1+(r-1Dw representa o fator estatistico associado ao numero
total de conformagBes possiveis para a ligag3o incidente sobre o

novo sitio raiz.

Cad

(ko —+ —<$— = r‘ngg:”1

; E oCr—1> r-1 M2
Ccd —
« = (=4 291 j?zgng—j-ri

Fig. I1I.3 - ConfiguragBes gque geram a fungfZo de partigdo

parcial g;.
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Cad -+ ——4%‘— = zg;

C(b> -+ —<{>— o = ozgk__igi_1

Fig. III.4 - Configurag®es gque geram as fun¢des de partigdo
parciais: Cad g;, CbD g]’(.

A fung¢io de partig¢3io do modelo na arvore de Cayley ¢ obtida
conectando-se q sub—arvores ao sitioc central. Assim sendo, fazendo
a Soma sobre todas as configu‘ragESe's‘ possiveis nas vizinhangas do

sitio central (fig. I1I.5) obtemos a expressio:

v M-1
q q-1 1 q-2
= + + A .
Y g, rzg g, z90Z9, 'Ezgjgu_jﬂ CIII. 4D
J:
onde © primeiro termo corr‘esponde a situagio em que n3Fo ha cadeias
incidentes sobre o sf{tio central, enquan’to os outros dois termos
referem-se aos casos em gue ha um mondmero terminal (segundo

termod ou interno (terceiro termol de uma cadeia, localizado sobre

o sitio central.

Assim sendo a densidade de mondmeros sobre o sitio central

deve ser dada pela express3o:

- 1 - '
o = =z [rgMg‘:‘ + éqo'ng YT gg ] /Y CIII.SD

14



Cad 04%—0 . > g°
©
o—o 0O + mi—o
. q-1
Cbd + % 9zg,,9,
o ——. + O‘{——O
©
oS g —0O -+ o——l—o
+
‘ gz M1
Cecd ' S+ —0 % 309z9g, 'Z gng_jﬂ
. 1=2
‘ +
e —0 + o__{__o
Fig. III.5 - ConfiguragBes que contribuem para a. fungZo de

parti¢cdo do modelo de cadeias semi-flexiveis.
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I1T.2 - A ENERGIA LIVRE

Definindo as raz@es R;xhﬂ/gi, podemos expressar as relagdes

de recorréncia dadas por (III.1D> a (III.3), na forma compactada:

R: = 2D, ' O CIII.e
R' = ozR /D, CIII. 7D
onde: '
M—-1
D=1 +z [rR + X1l e R ] CIII.8d
M-1 2 g I M-

Das equag¢@es (III1.6> e (III.7D, vemos‘que os valores de ponto

£ixo R’; Cj=1,2,...,M-1)> obedécem & progress¥o geométrica:
R*/R° = oR..
3 )1 1
Assim sendo, introduzinde o parametro a=aRT, obtemos a
relagﬁo;

R’; = oo, CITI.

de forma que substituindo CIII.S9) nas relagBes (III.B> a (III.8D,

obtemos a equag3o de ponto fixo:

‘M . .

oz = o + 122 [1 + C’"_“CM_ED]. | CIIT.10>
, fo4 . a2r ‘

No limite termodinamico C(Nowd, a densidade p pode ser

expressa em termos do parametro o, na forma:

qzMo™ ™ 2o
o = . CITI.11)

1 + gzMe™ 2o

16



Por outro 1lado,

er o

ero

Q7

[2 + cr-1OM]a™

de forma que, combinando

CIII.iid e
r=g-1, obtém-se:

2 1/M
o = 2o p
LqM + BCM—le] _

Assim sendo,

1
4=

: M
_ _a 1
onde:
. i . 2
- M (1 + Cg-2d
%o ~ anp/M) [ q

A energia livre (adimensionald por
fazendo-se a integragfo:

f)
p = J ln_[sz’D]dp’,
&)
de forma gque substituindo C(III.145 em
expressao:
p = —_p¢£ + ¢p]
onde:
_f{, _ 2 1 + (g 2DDow
N M] Ln[ q ]
¢ =s Cod + 11 - L fol
ol f,cM M

17

rearranjando (CIII.

100 tém—se:

-CITI. 12>

CIIT.12>, e lembrando QUe

CIII.13D

substituindo (I11.13> em CIJII.12> obtemos:

CITII.14D

— -1
c"]M / aCi-pd

sitio da rede ¢ obtida

CITI.155

CIII.15) obtém-se a

CII1.165



O parémetro _stMCp) na expressio acima, & a entropia de

campo médio para © problema de cadeias flexiveis (Stilck e de

Oliveira, 1990), isto é:
- _ _ - _ e
sf,cmc fo3) [1 p] lrg[l p] M ln[gp/M]
+ 11 - i eilrng — 1
5 i

No limite w=1, usando a equagloc (I1.8> e a relaglo:

lim ¢_ = [1 - S‘] Ln[l - %]

w1

na equag&c (II11.15>, recuperamos o resultado obtido para o
problema de cadeias flexiveis na rede de Bethe (Stilck e de
Oliveira, 19390>. '

Os graficos da energia livre j:or sitio da rede como fun¢io
da densidade para pentameros (M=5), octlameros (M=8) e polimeros
CM»o0) numa rede de coordenagio q=4', s30 apresentados nas figuras
CIII.8), CII1I.7) e (II1.8) respectivamente.

No caso de cadeias de comprimento finito, vemos gque as
curvas p versus z/C1+z) mostradas nas figuras III1.8 C(pent&merosd
e I1I1.10 Coctameros) s3o fungBes continuas e monotdnicas, o que

caracteriza a auséncia de transig¢g8Ses nestes modelos.
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Fig. I1I.6 —- Curvas ¢ versus z.-(1+zD) para g=4 e M=5.

Cal w=0, (b)Y w=0.95, (cd) w=l.
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Fig. III.7 - Curvas @ versus p para =4 < M=8.

Cad w=0, (bd w=0.5, (2 w=1.
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Fig. III.8 - Curvas P versus p para g=4 = M-ew.

(ad =0, (b2 w=0.5, (c> w=1.
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Fig. I1I1.10 - Curvas p versus z.{1+z> para g=4 e M=B.

Ca) w=1, (b w=0.95,

Ccl w=0.



III.3 - A TRANSICAO DE POLIMERIZACAO

Analisando a eq. CIII.10> . vemos que no limite Moo
(polimeros) duas situag@es devem ser consideradas: '

ad Se oz £ 1, para que a igualdade seja satisfeita devemos
ter o=oz e MdM=O, ou seja, nesta regiﬁo a solugdo de ponto fixo ¢
a=az; a qual corresponde a uma fase n3o-polimerizada Cp=0D.

b)) Se oz > 1, para gque o termo Mo™ seja fihito devemos ter
=1, e consequentemente a solugdo de ponto fixo:

2oCoz~-13

Mo™ = ' CITI.17D
zCg-2d

correspondente a uma fase polimerizada (p#0), na qual a densidade
¢ dada pela express3io: ’
qgCez-1D

e = CIITI.18>
g2 + gloz-1D

Da expressio acima vemos gque a densidade p se anula quando =z
satisfaz a relagio oz-1=0. Como uma densidade deve ser sempre uma
grandeza positiva, vemos que quando z assume valores abaixo do

valor critico z, dado por:

z. =1/ [1 + Cq—a)co] CIII.1€D

a solugdo de ponto fixo CIII.i?) deixa de ser estavel, visto que
nesta regiio ela fornece um valor negativo pafa a densidade. Uma
vez que na regifo onde z < 1/¢ a solugdoc de ponto fixo associada
gera uma densidade nula, ent¥o no ponto critico z=z_ deve ocorrer
uma descontinuidade na derivada dp-sdz (fig. I1I1.115, o que
caracteriza uma transig¢3io de fases de segunda ordem.

O diagrama de fases w versus =z ‘para a transig3do de

polimerizagdoc € mostrado na figura III.1:2.
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CAPITULO 1V

CADEIAS AUTO- E MUTUAMENTE INTERAGENTES

O modelo de cadeias auto- e mutuamente interagentes &
caracterizado pelas interag@es atrativas entre mondmeros primeiros

vizinhos nFZo-ligados entre si (fig. IV.1>, de forma que cada par

de sitios primeiros vizinhos ocupados por mondmeros ndo ligados

entre si corresponde a um estado excitado de energia &£, a qual

corresponde a energia de interagdoc atrativa entre os mondmeros.

—— aresta da rede (vaziad;
o interagdo atrativa entre dois mondémer os
primeiros vizinhos nio ligados entre sij;

ligag3o entre dois mondmeros de uma cadeia;

Fig. IV.1 - Modelo de cadeias  auto e - mutuamente

interagentes numa rede quadrada.
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IV.1 - RELACOES DE RECORRENCIA E SOLUCAO NO PONTO FIXO

Para abordarmos este problema sobre a rede de Bethe, vamos
inicialmente definir M+l fungd@es de partigfio parciais, as quais
sergo designadas de acordo com a configuragdo da raiz da
sub~4rvore correspondente.

Assim sendo,'go & a fungido de partigdo parcial de uma
sub~arvore cujo sitio raiz e seu primeiro vizinho estejam vazios,
g, ¢ a fung3o de partig3o parcial de uma sub-arvore cujo sitio
raiz esteja vazio, mas gque seu primeiro‘ vizinho esteja ocupado, e
g, Ck=2,...,M & a fung3o de partig8oc parcial de uma sub-arvore
cujo k—-ésimo mondmero de uma cadeia esteja localizado sobre o

sftio raiz Cfig. IV.2D.

ot T

9, 9, g,

"

Fig. IV.2 - Fung®es de partig¢ido parciais para o problema

de cadeias auto— e mutuamente interagentes.

~<=> = Cgo + glbr

Fige IV.3 - CdConfiguragdo gque gera a func;é‘.b de partig3o

: s
parcial go.
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A fung3io de partigio parcial 9o ¢ construida conectando-se
r=qg-~1 sub-&rvores com sitio raiz vazio (sub-&rvores do tipo g, ©ou
ng A nova raiz (fig. IV.3), de forma que a relagio de recorréncia
associada € dada por:

r

=Cg_ + g

’
o "o 1

A fungio de partigdo parcial g;Aé construida tomando-se a
contribuigdo devido aos dois tipos de configuragdes abai xo:

ad A configura¢gido em gque uma das sub-Aarvores conectadas a
nova raiz tem seu sitio raiz ocupado pelo M-ésimo Cultimod
mondmero de um cadeia (fig. IV.4ad. Neste caso todas as outras
devem ter si{itio raiz wvazio (sub-&rvores do tipo g, ©°u g;), de

forma que o termo associado a esta configuragio ¢ dado por:
rzg (g _+ >T
I~ G " WYy ’

visto que existem r possibilidades de se conectar uma sub-arvore
com sitio raiz ocupado pelo uUltimo (M-ésimod monémerco de uma
cadeia, o qual tem uma atividade z associada. O fator de Boltzmann
w esti associado ao caso em que a sub-arvore tem o sitio raiz e
seu primeiro vizinho ocupados por mondmeros pertencentes a cadeias
diferentes (sub-arvore do tipo 913'

‘bD A configuragdo em que duas das sub—érvorgs conectadas a
nova raiz sHo dispostas de tal maneira que uma cadeia "entra' por
uma delas e "sai" pela outra (fig. IV.4b). Se a cadeia "entra" por
uma sub-a&rvore do tipo g? deve sair por uma do tipo gM_j+1
(j=2,...,M-1>, tal gque a jungio das duas partes constitua uma
cadeia de M mondmeros. Visto que para cada uma das r "“entradas"
existem r—1 "saidas" possiveis, devem existir rCr-1>-2"
possibilidades distintas.de se obter uma dupla do tipo E%gm—ﬁ{
Assim sendo tomando a contribuigio devido a todos o©os valores.

possiveis de j, e lembrando que as r-2 sub—éfvores restantes devem

ter sfitio raiz vazio (sub—-arvores do tipo 9, ©ou 913’ vemos que a

=9



contribui¢8o total devido a este tipe de configuragde € dada pela

exXpressio:

M-1
rCr-1> r-2
—= ngo + wg1> Y ag

o2 ) M-j+1’
onde o parmetro z representa a atividade do mondmero localizado
sobre 5 sitio raiz comum de cada duplagng_j+1 possivel conectada
20 novo sitio raiz, e o fator w é o fator de Boltzmann associado a
presenca de uma sub-arvore do tipo 9, (sub-arvore com sitio
primeiro vizinho ocupadol. : : : -
Fortanto a relag3o de recorréncia associada & fungdo de

partigdo g; & dada por:
> — r-1
g1 rngCgo + wgﬁ
M-1

-2
zCg + wg >’ Yag

rCr-1>

—_— ) .
. M-—j+1
g 3 )

+

Cad —0O— = rzg, Cg0 + wgff

M-1
rCr-1> r-2
CbD %’—A%T———%)— | > —s ng0 + ng j?zgng_jﬂ
o)

Fig. IV.4 - Configuragﬁes que geram a fungfo de partig3o

parcial g;.



A fungdo de partig8o parcial g; & construlda de forma analoga
ao caso descrito no capitulo III, exceto pelo fato de que neste
caso as suUb-a&rvores com sitio raiz vazio conectadas a nova raiz
podem ser QO tipo 9, ©Y 9, (fig. IV.Bad. Portanto, a relagdo de
recorréncia associada deve ser:

, = zCg + wg1)r.

As fungBes de partig83co parciais g; s&o construidas de forma
anadloga ao caso descrito no capitulo IIJ, exceto pelo fato de que
neste caso existem r possibilidades de que "“entre' uma sub-arvore
do tipo g, _,» © as sub-Arvores com sitio raiz wvazio conectadas a
nova raiz sado do tipo 9, °Y 9, Cfig. IV.Bbd. Portanto a relagfo de
recorréncia associada ¢ dada por:

_ r-1
g, = rzgdeg0+ ug13 .

by
cad —<L —<£— = z(g +wg)r

i [ o 1
. | -
V | r-1
Cbo —+——:I———?— = rzgkﬂCgo + wg;)
Fig. IV.5 - Configurag@es gque geram as fungdes de partigio

parciais: Cad g; , Cb> gip



A f‘ungSo de partigd3o do problema na arvore de 'Cayley‘ &
obtida conectando-se g sub-arvores ao sitio central. Tomando as
contribuig@es devido as configuragdes nas vizinhancas do sitio
central (fig. IV.8), e somando sobre todas as possibilidades,

obtemos a express3io:

- S 44q q-1
Y Cg0 + _91) + gzg Cgo + wg1)

M
M-1
gCg-1> q-2 :
+ =1
2 209, * w9, RACI I
i=2
Cad o —0 = Cgo + gibq
o]
a—I——-O + O‘E—o
@ -1
Cbd + = qgzg (g + og e
M o 1
o
Oy e® -+ O—{—O
©
)
€ @ — -+ —iD
e -
} +
7 rCr-15 -1
—— 2zCg, + wg,>"
Ceco G —O + — = M- 1
© & * Z gngj+1
1=2
+
© )
© el e DY + O—?———O
© ©
Fig. IV.6 - Configura¢g®es nas vizinhancas do sitio central
gue contribuem para a fungdo de partigdo.



Definindo as razdes:

= e
Ro Cgo+ gl) Cg°+ wg1),

R= g. 1/Cg1+ ugl),

13 T+

onde i=1,2,...,M-1, obtemos as relag¢gdes:

M- :
R* = [R’ + rzCR__+ Cr-1> ¥R, R g>] / D,
8] Lo} M-1 —_— . J—-41 M-}
= i=2
R} =z /D,
R> = rzR__ /D,

onde:

M-1
D = R; + wrz[R + C(r-1> TR,

R .
M- @ j—1 M-j

2 j=2

J

CIV.1D>

cIv.ad

CIV.3

CIV. 4>

Visto gque os valores de ponto fixo R? formam uma P.G. do

tipo:
R#/Rf = rR ,
3 i-1
‘ *
ent3o, introduzindo o© par&metro a=rR1
R? = aj/r.

No limite termodinAmico as razdes

R.
J

obtemos a relag3o:

convergenm

para os

valores de ponto fixo R?, de forma que tomando as equagdes (IV.2D

e (IV.4) neste limite, obtemos as relagdes:

b

rz/ o,

D

a; . wzani[l + Cr—l)CM—E)]’

cr

*
onde © parametro ao representa o valor de ponto fixo Ro.
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Assim sendo, combinando as relagfes acima, obtemos a equagio

de ponto fixo:

rz = oo + wzaM[l + Cr—i)CM—B)]. CiVvV.S
o} er

De maneira andloga, combinando as relagdes (IV.1)> e (IV.2D

no limite termodinamico, obtemos a equagdoc de ponto fixo:

rzet = ao + zaM[l + Cr—l)CM—a)]. CIV.6D
o © _ ar

Subtraindo C(1IV.6> de CIV.S) e lembrando que r=g-1, obtemos a
igualdade:

2cg-12* (1 - )
CIV. 7>

a —
Cwo-1d[Cq-2OM + 2]

Por outro lado, analisando a expressdc da fungfo de particio
do modelo, vemos que a densidade p de mondmeros sobre o sitio

central da arvore de Cayley, & dada pela relag3o:

p = [ngMCg°+ wg 29+

<+

M-1
- Q-2
qu 1)ngo+ wgl) jg;gjgm_ﬁﬂ].

No limite termodinamico a express3co acima pode ser escrita em

termos dos parametros a e a s Da forma:

p = gzMa" '/ [a" + sza“"]. | CIV.8d

Por outro lado, rearranjando a equag3o (1IV. 3D obtemos:

z = 2Cq—-1)aag_1 / {va—nz— we™ [Cq~2)M + a]}
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Assim séndo, substituindo esta expressio na equagidg C(IV.8D,

obtemos a iguladade:

2Cg-1dpa
oM = 2 : CIV. D
gMC1-p> + wpao[Cq‘ZDM.+ 2]
Igualando as equages (IV.7) e (IV.8> obtemos a solugFo:
A-B + [CA-BY? + 4wAB] '
o = CIV.10>
° CwA

onde:

A= [Cg-2d2M + 2] p

W
It

gMC1—pd

A solug¥o fisicamente aceitavel, deve ser tal que no limite
w+1 C(caso nHo-interagented tém-se aozl, em decorréncia da sua
prépria defini¢g¥o. A raiz dada por (IV.10) que satisfaz esta
condiggo ¢ dada por:

A-B + [CA-BY? + 4waAB]Y?
&, = ‘ CIV.11D
2wA

Substituindo a rela¢gfio (IV.11) nas equagBes (IV.8) e (IV.8d,
e efetuando um ‘pouco de Aalgebra, encontramos a expressdoc para z

como fungdo de p, na forma:

1
1-=

“.[1 - p + onio/qM] M CIV.12d.

onde:

2 = s [‘:qp]”‘ [q——_‘l]“‘ | CIV.13

0}
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" IV.2 - A DESCONTINUIDADE NA DENSIDADE

Analisando as curvas p versus z/(1+z) para valores finitos
de M, mostradas nas figuras IV.7 (dimeros) e IV.8 (pentémeros),
vemos gque elas apresentam um comportamento continuo e monotdnico
para valores de w abaixo de um dado valor critico W .

Por outro ladeo, para valores de w maiores gue w estas
curvas deixam de ser monotdnicas e passam a apresentar_um loop de
van der Waals, isto €, uma regi3o onde a fung3oc p(z2 n3c pode ser
definida, visto que para cada valor de z existem trés valores
para a densidade p associada. Nesta regi8o ocorre a coexisténcia
de uma fase ordenada (alta densidaded e uma fase desordenada
C(baixa densidade), de forma semelhante aoc gque ocorre numa
transicfo ligquido-gds de uma gas de rede (Stanley, 19?1).' A
ocorréncia do loop de van der Waals implica numa descontinuidade
na densidade, e caracteriza uma transig8c de primeira ordem.

O valor critico w_» acima do qual ocorre a transig3o, € o
valor de w gque gera uma curva no planc p-z gue apresenta um ponto

de inflex8o, o qual deve satisfazer simultaneamente as condigdes:

oz /8p = O : CivV.14ad:

2 2 '

&zs/8p = O CIV.14b>
Tendo em vista a forma complicada da fung3o =z(pd>, as

expressdes analiticas para as derivadas tornam-se extremamente
enfadonhas, de forma gque torna—-se mais pratico calcular os
valores criticos w_ numéricamente. Os valores w_ calculados para
dimeros (M=2) e pentimeros (M=5) numa rede de coordenagdo g=4 s3o

dados por:

ug(M=8) 2. 968246,

uQCM=o) = 2.274456.
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IV.3 - O PONTO TRICRITICO

No limite M»ow temos as equag&eé:

ol + wzcr_l)MaM = rz CIV.15>
0 zr : .
aof + 2074 = rza CIV.18d
° 2r () : . . .

donde subtraindo (IV.16) de CIV.15) obtemos:

erz@—a)

M 0 .

Mo™ = - | CIV.17D
Cw-1dCr-12

Na regiso onde rz=1, para que ((IV.18> e C(IV.16> sejam
satisfeitas devemos ter MaM=Ol Cveja seg3o I11.3). Usando esta
condig8o na equagfo (IV.17) vemos gque o valor de ponto fixo paré o)

parametro o nesta regiio deve ser:

de forma que da equaglo (IV.185) obtem—se que o valor de ponto fixo

o correspondente deve ser:

Uma vez gue a condig8o Ma™=0 implica que p=0 (eguagio IV.6D,
vemos gque para valores da atividade z menores gque 1.1 a solugdo de
ponto fixo € dada por Ca0=1, a=rz>, a gual corresponde a uma fase

nio—-polimerizada Cp=O).

Os pontos fixos correspondentes A fase polimerizada (p=0D,

s3o obtidos igualando-se as equagles (IV.163 e CIV.17>, donde:

Cw—1)a0’ - wrze + rz =0 L CIV.IED



por :

PCa D) = Cwo-1dat ' ~ wrzot + rz. CIV.20)
o] (o] (o)

Fazendo a mudanga de variavel ﬁ=a°—1, © polindmio acima toma

a forma:
PCA = Cw-1dCp+1d7 - wrz(p+1d + rz. CIV.21>

Sobre a linha de estabilidade da fase nZo-polimerizada
Cz=l,r; f3=0), o termo de ordem zero de P({3 se anula de forma que
um dos pontos fixos da fase polimerizada coincide com o ponto fixo
nZo-polimerizado, ambos com © maior autovalor associado igual a
um. O ponto tricritico é o ponto sobre esta linha (linha de
transigzb de segunda ordem> no qual um terceirc ponto fixo
torna-se igual ao ponto fixo n3o polimerizado. Isto acontece
quando © termo de ordem zero e o termo linear de PC3D tornam-—se
nulbs. Expandinde P({ nas vizinhancas do ponto (z=1l.r; 3=0J,
vemos que o termo linear de Pcﬁ) se anula quando s3o satisfeitas

as condig¢Bes:

Cr-10w — r = 0.

ou seja, quando z=z e w=w__, onde:
. Tre TC

z = 1/r, CI1V. 22ad
TC .

w = rAAr-1), | CIV. 22bd
TC

Estas relagBes s3o essencialmente as mesmas obtidas por Serra
e Stilck €1990) tomando o limite sem dilui¢3o para o problema de

polimeros auto—- e mutuamente interagentes.
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IV.4 - A GONSTRUCAO DE MAXWELL

IV.4.a - Diagramas de PFases

Q comportamento do sistema numa transigfo de primeira ordem,
pode ser melhor entendido, através de um diagrama de fases onde
apresentamos os valores de w como fungdo dos valores de transig3o
da atividade z. Os valores de transigio da atividade z s3oc obtidos
através de uma ‘construgdo de Maxweli“, a gqual consiste em achar

os valores Pi» P, € Z que satisfazem a igualdade:

t?

In[zCp2]dp = (ps—pi) lnzt

k)

Nos diagramas de fases w versus z para dimeros (M=2) e
pentameros (M=5) apresentados nas figuras (IV.100 e (CIV.11D
respectivamente, as linhas de estabilidade (linhas pontilhadas)
das fases ordenada Calta densidaded e desordenada Cbai xa
densidade), e a linha de transicfo de primeira ordem (linha cheiad
cenvergem para uma certo ponto critico, de tal forma que na regido
abaixo do mesmd (regi3o onde w tem valores menores do que wCD, nao
h& disting3Zo entre as duas fases.

Por outro lado no diagrama de fases da fig. IV.12 (polimeros)
o ponto onde as linhas de estabilidade das fases polimerizada e
nZo polimerizada Clinhas tracejadas> coincidem com a 1linha de
transic3o de primeira ordem (linha pontilhadad, constitui o ponto
tricritico. Na regido abaixo do mesmo (w < wTC) a linha de
transigfo passa a ser de segunda ordem (linha cheiad.

Na regifio entre as linhas spinoidais Clinhas de estabilidaded
6corre a superposigdo de dois pontos fixos correspondentes a duas
fases diferentes, no entanto a coexisténcia de fases propfiamente

dita s& ocorre sobre a linha de transi¢do (de primeira ordemd.
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IV.4.b - A Energia Livre na Regi3o de TransigZo

A energia livre ¢ na regido onde a fungdo z(p) & continua e
monotdénica, & obtida substituindo-se a express3oc ((IV.12) na
integral (II1.6), e efetuando-se nuhéricamente a integragiao.

Por outro lado, se as curvas no planc p-z apresentam o "“loop de
van der Walls', sabemos que para valores de p pertencentes ao
intervalo [pi’ps]- Ccalculado através de uma construgfo . de
Maxwell)d, o wvalor da fung8c z(pd ¢é dado pela constante Zt
Catividade de transigdod.

Isto significa que para valores de p pertencentes a este

intervalo, a energia livre ¢ € dada pela relag3o:

e = pCpiD + Cp—piD lnzt

onde ¢Cp.d> é& a integral (II.B> calculada de O até P usando a
i
expressio C(IV.12) para z(p).

As curvas ¢ versus p para dimeros (M=2), pentameros (M=85) e

polimeros (M»0 s3o apresentadas nas figuras (IV.133 a (IV.1853.
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CAPITULO V

REDE ANISOTROPICA

Neste capitulo vamos tratar o problema em gque a distribuigdo
de energia na rede apresenta uma anisotropia corientacional, de
forma gque a energia das ligagBes das cadeias depende de sua
orientagio espacial na rede. Un exemplo de uma situagfo deste
tipo & o problema de cadeias colocadas num liguido com fluxo, de
forma que existe uma direg¢3o preferencial para a orientag83ic das
cadei as.

No caso de redes hipercubicas, wvamos considerar © modelo em
gue as ligag8es das cadeias tem energia igual a um valor &
Cestado excitadod guando estio localizadas' scbre wuma certa
direg3o preferencial da rede, e energia nula (estado fundamentald
se estiverem localizadas sobre gualqguer outra diregdo da rede.
Para maior comodidade vamos rotular as arestas da rede conforme a
energia das ligagSes inscritas sobre elas. Assim sendo, as
arestas sobre as quais uma ligag83o inscrita tem energia nula
ser3o classificadas come “tipo 1", enguanto as arestas sobre as
quais uma ligag3o inscrita tem energia &£ ser3o classificadas como
“tipo Z2'. Gonsequentemente,'das g arestas incidentes sobre cada
sitio da rede, duas delas s3o do tipo 2 e as g2 restantes s3o do

tipo 1.

..... \ 0 ORURN )
Cad (b
e ligagdo do tipo 1 === ligag&o do tipo 2
Fige Y.1 - Modelos anisotirdpicos de redes.

Cad gquadrada, (b)Y tipo “parede de tijolos".
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. Um outfo tipo particular de rede anisotrdépica de interesse
s3o as redes de coordenagd3io g=3, tais como a rede hexagonal ou a
rede tipo ‘'"parede de tijolos" (fig. V.1bd, nas gquais vamos
considerar o modelo em que a anisotropia orientacional das arestas
da rede obedece a4 mesma relagio quantitativa geral das redes
hiperctbicas, ou seja para cada sitio da rede existem g-2=1 aresta

do tipo 1 e dﬁas do tipo 2.

V.1 - A ARVORE DE CAYLEY ANISOTROPICA

Para abordarmos o©o problema anisotrépico na rede de Bethe,
precisamos definir um modelo anisotrdpico para a arvore de Cayley,
de forma gque a distribuigdo de energia das liga¢gdSes das cadeias
obedegca & mesma anisotropia orientacional das redes regulares
correspondentes.

Una &arvore de Cayley anisotrépica de coordenagdo g e K
geragBes ¢ construida unindo-se g sub-arvores de geragdc K a um
sitio central, de tal forma que duas destas sub-arvores tenham
suas raizes corréspondentes & arestas do tipo 2, e as g-2
restantes tenham raizes correspondentes a arestas do tipo 1
Cfig. V.2ad. '

Por sua vez, cada sub-arvore de dgeragio gi ¢ construida
unindo-se r=g—-i' sub-adrvores de gerag3o g; nhuma nova raiz, sendo
gue esta operagdo deve obedecer as seguntes condig8es:

a)d Se a raiz da nova sub-4rvore corresponde a uma aresta do
tipo 1, entZo duas das r sub-adrvores a ela conectadas devem ter
suas raizes sobre a aresta do tipo 2, e conseguentemente as
restantes devem ter suas rafizes sobre arestas do tipo 1 (fig.
V.2bd.

b) Se a raiz da nova sub-arvore corresponde a uma aresta do
tipe 2, entZo uma das r sub-Arvores a ela conectadas deve ter
sua raiz correspondente a uma aresta do tipo 2, e as restantes

devem ter suas rafizes sobre arestas do tipo 1 (fig. V.2c).
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C(bd Construgfo de uma sub-&rvore cuja raiz corresponde
~a uma aresta do tipo 1. '
C(c) Construcgcio de uma sub-arvore cuja raiz corresponde

a uma aresta do tipo 2.



No ca56 geral de cadeias de comprimento finito (M = 33>, a
forma matematica das relag@es de recorréncia para as fungSes de
parti¢3o parciais associadas as sub-Arvores n3o permitiu obter uma
solugio analitica para a equagfo de ponto fixo (veja apéndice AD.
No entanto nos casés limites M=2 (dimerosd e Ms»»w (polimerosd, o
problema - foi resolvido de forma analitica, como veremos nas

préximas segdes.

V.2 - O PROBLEMA DE DIMEROS

d pfoblemé de dimeros (M=2) corresponde ao caso em Jque as
cadeias inscritas sobre a rede tem apenas uma ligagdo, isto é&,
cada cadeia odupa. apenas dois sitios adjacentes da rede. Este
problema pode ser tratado na rede de Bethe definindo-se 4 fungdes
de parti¢do parciais associadas as sub—érvores,,de acordo com a

configuragdo de sua raiz (fig. V.3 .

Assim, d,, ¢ a fungd3oc de partig3o parcial associada as
sub-arvores cuja raiz estd vazia e corresponde a uma aresta do
tipe 1, enguanto 9,, refere-se as sub-arvores de configurag3o
anadloga, cuja raiz corresponde a uma aresta do tipo 2. Da mesma
forma 9,, ¢ a fun¢do de partigdo parcial associada as sub-arvores
com um dimerc localizado sobre a raiz, a qual corresponde a uma
aresta do tipo 1, engquanto 9,, réfere—se as sub-arvores de
configuragio anidloga, mas com raiz correspondente a uma aresta do

tipo 2.

]
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11 12 21 22

—— aresta do tipo vazia;

--------- aresta do tipo vazia;

aresta do tipo ocupada;

I Ve

=—— aresta do tipo ocupada;
Fig. V.3 - FungBes de partigZo parciais para o problema

anisotrépico de dimeros na rede de Bethe.

A fungBo de partigdo parcial g;i ¢ construida tendo-se em

conta a contribuig¢io dos trés tipos de configuragd@es abaixo:

a) A configuragcZfo em que todas as r sub-aArvores unidas na
nova raiz tém sua raiz vazia (fig. V. 4ad. A contribuig¢do

associada ¢ dada por:

r—zqz
11 ~12’

b) A configuraggo'em que uma das r sub-Arvores unidas a nova
raiz, tem sua raiz correspondente a uma aresta do tipo 1, e
portanto ocupada por um dimero de energia nula (fig. V.4bd. A
contribuigio correspondente deve ser:

-3 2
Cr-2> r
29,:%1 Y942
visto que as r-1 sub-arvores restantes devem ter raiz wvazia, e

duas delas correspondem a arestas do tipo 2.
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cd) A cohfigu'rag?a“o em gque uma das r sub-aArvores unidas a nova
raiz tem sua raiz correspondente a uma aresta do tipo 2, e
portahto ocupada por um dimero de energia & ((fig. V.4cd. A
contribuig¢fo associada deve ser:

1 r-2

272
922944 %42’

v\-/ist,o que das r-1 Sub—érvoreé com raiz vazia, uma delas tem sua
'raiz.correspondente & aresta restante do tipo 2. O fator % e a
contribui¢®o estatistica devido a presenga de um dimero de energia
£ sobre a raiz de uma das r sub-arvores unidas & nova raiz (o
expoente 1.2 indica o fato de que cada dimero ocupa dois sitios

adjacentes, de forma gque apenas metade dele contribui para cada

gerag3od.
T r-2 2
Cad [0 XSS, T ........ o) = g11 42
. r-3 2.
Cbd | Omevee } ......... o =» (r-23z 921911 9,2

172 r—-2
Ced @% --------- o] 2> 2w =z 9,,%4 9,,

Fige V.4 ~ ConfiguragBes que geram a fungio de partig¢3io

parcial g;1.



' r-1
oO—0—0
Cad 2 9,9,
©
Cbd R S S—t 5 C(r-132z g g g
: . 217141 12
Ccd ' © —_—0 5> 7% g gr—2
: 22711
Fig. V.5 - Configurag@es gue geram a fungdo de partigdo

parcial g’iz.

Assim sendo a relagfio de recorréncia para a fun¢gdo de

partigdoc parcial g’“, ¢ dada pela expressdo:

. r-2 2

= + — yd
91 F41 Y42 1 cr 2)zg21 Y44
PN P
< Y22"%2
A fungdo de partigdo parcial g’12 & construida de forma
andloga a g;1 , exceto pelo fato de que neste caso a nova raiz

corresponde a uma aresta do tipo 2, de forma gue apenas uma das r
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sub~arvores a ela unidas deve ter sua raiz correépondente a uma
aresta do tipo 2, e portanto todas as outras r-1 restantes devem
ter suas raizes correspondentes a arestas do tipo 1 (fig. V.5).

Assim sendo, a relag3o de recorréncia associada deve ser:

, _ _r-1 _
giZ gli 912 1 +¢Cr 132921/911
172
+ s
0 g22 g12

A fungdo de partigdo parcial g;1 & construida tendo-se em
conta gue a nova raiz deve ser ocupada por um dimero de energia
nula, e portanto corresponde a uma aresta do tipo 1, de forma que
todas as sub-arvores a ela unidas devem ter sua raiz vazia, e duas
destas sub-arvores devem ter sua raiz sobre arestas do tipo 2
(fig. V.Bad. Desta forma, a relagdo de recorréncia associada deve

Ser:

r-2 2

A fungdo de partigdo parcial g;Z ¢ construida de forma
anadloga a 9;1’ exceto pelo fato de que a nova raiz corresponde a
uma aresta do tipo 2, e portanto apenas uma das r sub—-arvores com
raiz vazia a ela unidas pode ter sua raiz correspondente a uma -
aresta do tipo 2 (fig. V.Bbd. Assim sendo a relagio de recorrencia

associada deve ser:

172 r-1
w

1.2 . e . :
onde o fator w representa a contribuigfo estatistica devido ao
fato da raiz corresponder a uma aresta do tipo 2, e estar ocupada

por um dimero.

A fungfo de partigio do modelo na arvore de Cayley € obtida
conectando-se g sub-arvores ao sitio central, de forma que devemos
levar em conta as contribuig@es devido aos trés tipos de

configura¢®es mostarados na figura V.7.
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Cad 1 " At © > Z

i/2 r-1

Cbd O—«ﬁ—;—o 3 zZw 9,, 9,,

Fig. Y.6 — Configuragdes gue geram

Cad uma 9;1, Cbd uma g;-z.

g-2_2
Cad ’ O-voeeee enaraeas © : > 9,9,
©
@
. _ q-3
CbD {c SR L O+ O e 0 2> (g 232921911 9,,
o
CP
Ced o O + O P » 20%zg g% %g
22711 T2
o
Fig. Y.7 - Configurag®es que contribuem para a construgdo da

fung3o de partig3o do modelo.
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Assim sendo, somando sobre todas as configurag¢des possiveis,

nas vizinhangas do sitio central, obtemos a express3o:

= q-2 2 _

Y Y941 %2 {1 + Cq 832921/911
. 1,2 ' ' '
+ 2zw ,gzz/gu}' | V.15

A densidade de 'dim_eros incidentes sobre o sitio central da -
drvore de Cayley, e a correspondente densidade de dimeros de

energia £ s3o dadas respectivamente pelas relag@es:

—yd"2_2 _ 12
e gu g1z [Cq 2)2g21/g11 + 2z gzz/giz] / Y v.as
q-2_2 1,2 -
= 7 . .
Pe Y41 Y42 [azw Y22 912] / Y ) V.3

V.2.a - Solugio da Equag¢io de Ponto Fixo

Definindo as raz®es R =g_ 79 e R =g ~-g , podemos escrever
1 Y21 a1 2 Y22 S12

as gquatro relagB®es de recorréncia anteriores na forma compactada:

R* = z.D, CV. 4D
1 1

R; ='(A)1/ZZ/D ’ ! ) ‘ V. 5D

onde:

D =1 + Cr-2zR + 220 ?R_,
1 1 2

D =1 +Cr-12zR_+ zw‘/ZRZ;
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No limite termodinamico, as densidades p e P, pod;em ser

. 2 *
expressas em termos dos valores de ponto fixo a1=R1 e a2=Rz, na

forma:
- — 1,2
o [Cq 8)0(1 + 2w az] / D V.8
. 42 :
P, =2w o / D, V.7
onde:
: D = Cg-2a + 20 %a + 1/z.
Assim sendo, introduzindo .o parémetro a=o s podemos

escrever a equagio (V.6 na forma:
e = (8(»1/20( + q—2] / (Bwi./za + g-2 + l/zai],
donde obtemos a relagZfo:
1/20(1 = F:L_;g:}_[aw1/zq + q—Z].. cv. 8

Por outro lado, combinando (V.4) e (V.5 no ponto fixo,
A\
podemos escrever a equagio:

[wi/za + g-2 + _1/za1]a = 2w %o + g-3 + 1/za1; (V.9

Desta forma, substituindo (V.8) em (V.9) obtemos a equagio de
ponto fixo:

sz 2

fo

2-pdw' + (g—2-2wa - ' %g-2-p> = 0, CV. 10D

Se w=0, o termo linear da equagdo (V.10> deve ser nulo, e
como o coeficiente (g-2-2w) ¢ sempre positive, a Unica solugdo

possivel deve ser a raiz nula o=0,
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Por putro lado, para valores n¥o-nulos de w, a raiz

n¥o-negativa de (V.10) & dada por:

-b + Cb% + 4wcd’?

o = — . CV. 11>
2w’ % c2-p> :

T
[l

g-2—2w,

c = (28-pdCg-2-p.

Em termos do parametro a a equagdo (V.7) toma a forma:

p, = 2w Pop / [2001/20( + q—a], cv.120

e como o ¢ uma fungio de p, obtemos uma expressio para a densidade

P, cOmMo fung3do da densidade total p.

Por outro lado, substituindoe a relagdo (V.B) na equagdo

(V.4>, calculada no ponto fixo, obtemos a igualdade:

£ =p [/ [2&’%« + q—E—p],

e substituindo este resultado novamente em (V.8 obtemos a

expressdo para z como fungdo de p:

1/2( 17 172

2w Pa + q-2-p)

zC ) CV.13

Cl-p> (awi/zot + q—a).

A energia livre por sitio da rede para o problema de dimeros
¢ obtida substituindo-se (V.133 na integral (II.8) e efetuando-se

numericamente a integrag3io.

As curvas p versus z/C1+z) e ¢ versus p obtidas a partir da
equagdo (V.13 para g=4, sZo apresentadas nas figuras (V.8) e

(V.9) respectivamente.
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Fig. V.9 - Curwvas ¢ versus p para g=4 e M=2.

Ca2 w=0, (b} w=0.5, (c2 w=1.
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V.2.b - Soluggo para Redes de Coordenagdo q=3

Analisando as solugSes da equagdo (V.10) vemos que para redes
hipercubicas (g=2d24> a raiz o=0 sé ocorre quandoe w=0, o que
.implica numa dependéncia continua e monoténica da densidade P, com
o fator de Boltzmann w Cveja fig. V.100.

Por outro lado, ¢ interessante verificar o comportameﬁto da
solugdo sobre redes de coofdenaggo q=3, onde consideramos que a
anisotropia orientacional das "arestas comporta-se de maneira
quantitativamente anidloga ao caso das redes hipercubicas, ou seja,
para cada sitio tem—-se duas arestas incidentes do tipo 2 e g-2=1
do tipo 1.

Assim sendo, analisando a equag¢®o (V.11D para g=3, vemos que
para o© caso em que a rede estid totalmente preenchida (p=1),'a
solucio de ponto fixo a se anula gquando w assume valores abaixo do
valor critico wc=1/2. Isto significa que nesta regiZo a solugdo de

ponto fixo & ax=0, a gqual corresponde a uma fase '"nao excitada®,
isto &, uma fase onde todos os dimeros tém energia nula (pé=0).
Por outro lado, na regifo acima do valor critico wé, a

solugdo de ponto fixo tem a forma:
o = (Bw-1> / w72 CV.14D

a qual corresponde a uma fase “excitada'", visto que nesta regiZo a
a denéidade P, & diferente de zero, de forma que os dimeros podem
se encontrar tanto no estado fundamental (energia nulad como num
estado excitado de energia e.

Os resultados obtidos acima concordam qualitativamente com
os cllculos exatos realizados para um hodelo anisotrépico analogo
sobre redes bidimensionais de coordenag®o g=3, tais como a rede
hexagonal ou a rede tipo parede de tijolos (Kasteleyn, 1963; Nagle
et alli, 1989.
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Fig. V.11 - Curvas p_ versus w para g=3 e M=2

linha cheia: p=i;
linha pontilhada: pe=0.95;
linha tracejada: p=0.8.
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V.3 - O PROBLEMA DE POLIMEROS

O limite Moo (polimerosd & caracterizado pelo fato das
cadeias serem muito longas e n3o possuirem pontos terminais no
interior da rede (Wheeler e Pfeuty, 1981; Stilck e Wheeler, 1887).
Assim sendo, na regifio central da Arvore de Cayley (rede de Bethed
podemos definir 4 fungfSes de partigﬁo‘ parciais, as quais sZo
designadas de acordo com a configuragdo e orientagdo espacial da

raiz da sub-Arveore associada (fig. V.12D.

Fig. V.12 - Fung®es de partigdo parciais para o problema

anisotrépico de polimeros.

Y.3.2a — Relag¢g8Ses de Recorréncia

Assim, g é a fungio de partigio parcial associada as

19
Sub-arvores cuja raiz esta vazia e corresponde a uma aresta do
£ipo 1, enguanto 9, refere—-se as Sub—éryores de configuracio
analoga, exceto pelo fato de que sua raiz corresponde a uma aresta
do tipo 2. '

Da mesma forma, 9,, é a fung3io de partigdo pafcial associada
as. sub-aArvores cuja raiz estid ocupada por um ligagdo de uma das
cadeias, e corresponde a uma aresta do tipo 1, enquanto a fungdo

de partig¢Xo parcial 9,, refere-se as sub-Arvores de configurag3o

anidloga, cuja raiz corressponde a uma aresta do tipo 2.
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A fungéo de partigdo parcial g;l, de uma geragdo a mais &
construida tomando—~se as contribuig¢@es devido as configuragdes
abaixo: '

a) A-configuragdo em que todas as sdb—éryores unidas a nova
raiz tém a sua raiz vazia (fig. V.13ad. Da mesma forma que no caso

para dimeros, a contribuigdo associada ¢ dada por:

r-2 2

g11 “12°

b> A configuragdo em que duas das r sub-arvores unidas a nova
‘raiz, sZo dispostas de tal forma, que uma das cadeias “entra" por

uma delas e "sai'" pela outra (fig. V.13bD.
b.1> Se as raizes das duas sub-arvores sobre as quais a
cadeia ‘incide, correspondem a arestas do tipo 1 a ccntribuiqgo

associada deve ser:

Cr-22Cr—-3) 2 r-4 2

2 295,91 %42’

visto que existem (r-23Cr-33-2 possibilidades distintas de se
obter uma dupla de sub-arvores com raiz ocupada e correspondentes
a arestas do tipo 1 Csub-arvores do tipo gm?.

b.2) Se as raizes das duas sub-arvores sobre as quais a
cadeia incide, s¥o tais que uma delas corresponde a uma aresta do
tipo 1 e a outra corresponde a uma aresta do tipo 2 ent3o a

contribuig¢io associada deve ser:

1,2 r-3
alr-2w 292292294 Y42’

visto que existem 2Cr-2D possibilidadgs de se conectar uma dupla
de sub-Arvores com rafizes ocupadas e correspondentes a arestas de
tipos diferéntes. O fator w!”? representa o peso estatistico
aésociado a ligag3do de energia &, localizada sobre a aresta do
tipo 2 Co expoen£e 12 indica o fato de que cadé ligag3o da cadeia
une dois sitios de geracBes diferentes, e portanto a contribuig3o

para cada geracfo corresponde a meia ligagdol.



b.3) Se as raizes das duas sub-arvores sobre as quais a
cadeia incide, correspondem a arestas do tipo € a contribuigdo

associada deve ser:

wzd, 5,9

visto que existe apenas uma possibilidade de se wunir duas
sub~arvores com raiz ocupada e correspondente a uma aresta do tipo
2. O fator w nesta expressdo representa o peso estatistico de
anisotropia devido as duas liga¢gBes (de energia &) localizadas
sobre as arestas do tipo &2 (heste caso o fator w resulta do
produto das contribuig¢Ses wt”? referentes as duas ligag¢gdBes de

energia &).

Portanto a relag3io de recorréncia associada a fungdo de

partigdo parcial g;1 & dada por:

g -9 d e 21711 12

, r-z2 2 [Cr—Z)Cr—ZB) 2 r-4 2
+ Zz ————e .
11 11 12

1.2 r-3 2 r-2
alr-2>w _gzigzzgu 912 M wgzzgu ]

A fung3io de ,partigdo parcial g;Z & construida de maneira
analoga a g;1 (fig. V.140, exceto pelo fato de que sua raiz
localiza-se sobre uma aresta do tipo 2. Neste caso das r arestas
unidas & nova raiz, apenas uma ¢ do tipo 2, de forma que n3o
existe a possibilidade de uma cadeia "entrar® e 'sair'" apenas
sobre arestas do tipo 2. Assim sendo a relagfo de recorréncia

associada deve ser:

9 g 2 21911 ~12 *

-1 Cr— -2 -
. = r g + = r—1>Cr-2> 2 r-3
12 11 12

12 r-2
+ (r-1dw .
g21g22g11 ]

&3
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A fun¢gio de partiglio parcial 9. ¢ construida tendo-se em
conta que a nova raiz, correspondente a uma aresta do tipo 1, deve
estar ocﬁpada por uma ligag@o de uma cadeia proveniente de uma das
r sub-Aarvores a ela conectadas (fig. V.18aD Como existem r-2
possibilidades desta sub-aArvore ter 'Sua raiz sobre uma aresta do
tipo 1 (sub-arvore do tipo ng), e duas possibilidades delarter
sua raiz sobre uma aresta do tipo 2 (sub-arvore do tipo gz?’

ent3o a relagfo de recorréncia associada deve ser:

, _ r-3 2 1,2 r-2
9y ~ % [Cr‘ 2)g21g“ 92 * cw 922% gxz]

12 . .
onde o fator w ¢ o peso estatistico associado a presenga de uma

ligagio localizada sobre uma aresta do tipo 2.

A fungdo de partigao parcial g;z € obtida de maneira analoga
a g;i (fig. V.18bd, exceto pelo fato de que sua raiz corresponde a
uma aresta do tipo 2. Assim sendo a relagdo de recorréncia

associada deve ser:

a’ - w1/zz Cr-1) qr—z + w1/2 qr—i
22 . . g21"’11 g12 g22"11

1,2 . . ~

onde o fator w multiplicando a expressio dentro dos colchetes,
representa o peso estatistico associado ao fato da nova raiz estar
ocupada por uma ligagd8o de energia £, visto que ela corresponde a

uma aresta do tipo 2.
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Fig. V.16 - Configura¢®es nas vizinhangas do sitio central

que contribuem para a fun(;ﬁo de partigdo.
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A fung3o de partigio do modelo na arvore de Cayley & obtida
tomando-se as contribuic@es devido as configuragdes geradas peias
pelas g sUb-Arvores conectadas ao sitio central (figura V.163.
Assim sendo, somando sobre todas as configuragdes possiveis nas

vizinhan¢as do sitio central, obtemos a expressfo:

_ 92 Cg-20Cg-3) 2 qg-4 2
Y» 941 Y42 M z[ >4 92191 Y42 M
P 1/2 q-3 ’ 2 g-2 ’ - ’ '
e q-2w gz1gzzg11 g12 * wgzzgu ] V.15

de forma que a densidade total de ligagaes'incidentes sobre o

sitio central da arvore de Cayley é dada por:

o = z [Cq—8)(q—3) 2 qg-4 _2

b gz 1g11 912 M
1-2 q-3 2 .
- . . D
M g21gzzgz1 912 * wgzz] / Y CV~ 16

enquanto que a densidade de liga¢Bes de energia £ correspondente &

dada por:
o = W2 [w1/2 2 g2z
£ 22714
q-3 :
— V.17
Cq 23921922911 g12] / Y
For outro 1 ado, introduzindo as razdes Ri=921/’g11 e

R2=g22/g12, obtemos as seguintes relag®es de recorréncia:

A
» o
!

[Cr—ZDR + aw"zk] / D CIV.18>
1 2 1

R* = o'72 [Cr—l)R + w‘/zxe] / D CIV.19D
2 1 ] 2 2

~]
w



onde: |

D = Cr-e>Cr-3> I32 + 2(»1/2(!‘-2)[2[2 + oRZ + 1_
1 e 1 1 2 z

=.Cr—1)Cr—2) Rz + w”QCr—le R +£
2 2 1.2 Z

D

No limite termodinadmico, as densidades p e p_ podem ser

expressas em termos dos valores de ponto fixo cxi=R1 e a2=R: s ha
forma: |
o = [Cq_aécq_sjaf + 2w Pcg-2> oo+ Qaz] / D CV. 209
P, = [wo«i + wi/ZCq—é)aiaz]'/ D cv.21d
onde:

Cq—ci(q—S) o + awaCq—BDacx + wol + 1
fesit 1 1 2 2 2

D =

V.3.b - A Transigio de Polimerizagao

Da equagio (V.20) vemos que a solugdo de ponto fixo

V*iCa1=O,a2=O), corresponde a uma fase nio-polimerizada (p=0).

Calculando a matriz 8VY’-8VY associada, a partif das relagdes (V.18D

e (V.13>, obtemos:

v’ Cg-3> 2w
*x z 12
v Cg-2ow w

A 4

cujo maior maior autovalor & dado pela express3o:

VIN -

' 12
o {Cq—3+w) + [Cq—3+w)2 + 40)Cq—1)] } ,
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Para que a fase ndo-polimerizada seja estiavel, o autovalpr
A deve ser menor dque 1, ou seja, z deve ser menor que a
np .
atividade critica de polimerizag8o zprD dada por:

1,2
zprD =2 / {Cq—3+w3 + [Cq-—3+w)2+ 4u>Cq-1D] } - Cv. 22>

IV.3.¢c - A Equag3o de Ponto Fixo da Fase Polimerizada

Por outro lado na regido onde 0(1710_ (fase polimerizadad,

podemos introduzir o parametro o<=a2/a1, de gque forma combinando
>

(V.18) e (V.18)>, calculadas no ponto fixo Ca1=RT, a2=R23, obtemos

a igualdade:
a[awi/za + q—3] [Az + 1/201:]

= w!'7? [w"za + q—3] [A1 + 1/zaf], V.23

onde:
A = wa’ + 20 g-Da + Cg-3DCg-4d>.2,

A = o %g-2a + Cg-2DCg-D 2.

Mas da relagdo (V.15) no ponto fixo, vemos que o valor de
ponto fixo o pode ser expresso em termos do parametro o, na
forma:

of = (@' %a+ g3 - 1.2) /A V. 24>

‘Assim  sendo, combinando CV.23D e ((V.24>, obtemos uma
equagldo de ponto fixo dependente 'apenas do parametro o, cujas

solugBes s3o as raizes ndo-negativas do polindmio F(cO dado por:



PCoO = an‘/za + g-3 - 1/2]<><A2
- [Cw - 1200 + w“/ZCq—aj]Ai. CV. 25D

Em termos das solut;ES'es de ponto fixo o, as densidades p e p

s3o dadas respectivamente pelas expressfes:
2 12 -
o = [wa + 2w (g-2da + Cq-—EDCq—-BD/E] / D CV. 268D

o, = [waz + w‘/ZCq—a)a] /D : - V.27

onde:

D = {[2(»1/20( + q—3] / [Ewi/za + g-3 - %—]}

x [waz + 20 % g-2a + Cq_a)éq"‘?) - i—]

Da equagdo (V.27) vemos dgque a solugido de ponto fixo oa=0,
corresponde a uma fase onde p =0, isto é uma fase onde todas as

ligagBes das cadeias tém energia nula.

Se q > 4, vemos que © polindmio dado por (V.25) sé admite a
raiz o=0 no caso em gque w=0. Isto significa que a fung3o pé(co) &
continua e monotdénica para qualquer valor de w, o que implica num
comportamento continuo para os  parametros termodinamicos a ela
associados.

As curvas p versus z/C1+zd e p_. Vversus o para g=6 s3o
mostradas nas figuras (V.17) e (V.18) respectivamente, onde as
raizes do polinémio PCad s3io calculadas numéricamente, enquanto na
figura ((V.18) apresentamos o© diagrama de fases « versus z

corrrespondente.
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IV.3.d - Solug3o para q=4

Por outro lado se g=4, uma das rafizes do polinémio dado por
(V.28) & sempre nula, e as outras duas s3o as raizes da equagao
quadratica:

-

[2(»1/20( + 1] [Ew#/za + 1 - 1/2]

- Pm-+aw”2]kw - 1/2)a + &J/ﬂ =0 V. 28

A maior raiz da equag¢3o (V.28) & dada por:

-b + Cb2 ~4ac31/2
/

o = ’ CV. 280
1,2
w a
onde:
a =4 + 1,2 — wy
b = 2l -w>,
c =1 — 1/2z - 4w.

Para valores de w maiores que o valor critico W, dado por: -
@, = C1 - 1/2>/4 | V. 30>

a raiz (V.29) ¢ positiva, e corresponde a solugdo de ponto fixo
associada a fase poiimerizada ordinaria C(p=0, pe¢O), na aual a
energia das ligacBes apresenta uma anisotropia orientacional,
podendoe ser nula (Cestado fundamentald) se a ligagdo estiver
localizada sobre uma das diregSes da rede, ou assumir um certo
valor & (estado excitado) caso a liga9§o esteja localizada sobre a

outra direg3o.



No entanto quando ®w assume valores menores gque w2 raiz
(vV.28) torna-se negativa, e consequéntemente deixa de ser uma
solug3io de ponto fixo estavel, visto que o parametro a n3o pode
ser negativo. Nesta regifo, a uUnica solug3do nIFo-negativa da
equagio de ponto fixo € a raiz nula o=0, a qual corresponde a uma
fase Rolimerizada “uniaxial® Cpg=O), na gual todas as ligag¢gBes das
cadeias tem a mesma energia C(nhulad, e consegquentemente sé podem
ccupar uma das direg¢gBes da rede.
| _ Portanto, quando w assume © valor critico W dado por V.30
deve ocorrer uma transig¢3o de fases, na gqual a fase polimerizada
muda de uma configurac®o "uniaxial" Cp£=03‘onde as cadelias ocupam
apenas uma das diregﬁes da rede, para uma configuragdoc gue
apresenta uma anisotropia orientacional, tal gue as liga¢des podem
estar em orientag¢@es correspcondentes a um estado excitado de
energia ¢ Cps#O).

As curvas p versus z/(l+z) e p, Vversus w para g=4 s3o
mostradas nas figuras (V.20) e (V.21) respectivamente, enquanto o

diagrama de fases correspondente ¢ apresentado na figura (V.22).
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CAPITULO VI
CONCLUSAO

A. ReEsuLTADOS

Consideramos model os de cadeias auto- e mutuamente
excludentes formadas por M mondmeros consecutivos, colocadas
sobre a rede de Bethe, onde associamos uma energia " a cada
configuragio das cadeias na rede, a qual pode estar associada ao
grau de flexibilidade das cadeias (cadeias semi-flexiveis), as
interagdes atrativas entre mondmer os primeiros vizinhos
n3o—-ligados entre si (cadeias auto- e mutuamente interagentes> ou
a orientagfo espacial das ligagBes das cadeias sobre a rede
(modelo anisotrdépicod.

Por conveniéncia, formulamos o problema no ensemble grande
candnico em relagio ao numero de cadeias inscritas na rede, de
tal forma que -obtemos a densidade p de mondmercos sobre a réde
como fungfo da atividade z associada a cada mondmero & do fator
de Boltzmann w associado a cada configuragdo Correspondente a um
estado excitado de energia &£, assim como abenergi‘a livre ¢ por
sitio da rede como fungio da densidade p e da energia. £.

Em geral a solugﬁd do problema na rede de Bethe & obtida
através do calculo dos pontos fixos de um conjunto de relag¢gdes de
recorréncia. No caso de cadeias semi-flexiveis e de cadeias auto-
e mutuamente interagentes, foi possivel achar um Ansatz para
estes ponﬂos fixos para gualquer valor de M, enquanto no caso do
modelo anisotrépico isto sé foi possivel para os limites M=2
{dimeros) e M->mw (polimerosd.

‘No caso de cadeias semi -flexiveis, obtemos analiticamente a
express3o para a energia livre ¢ como fung3o da densidade p de
mondémeros sobre a rede e da. energia £ associada ao grau de
flexiblidade das cadeias. No limite de cadeias muito longas
Cpol imerosd obtemo‘S a dependénpia da atividade de polimerizagi3o
com © grau de flexibilidade das cadeias.

No caso de cadeias auto- e mutuamente interagentes,
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verificamos a presenga de uma transig§6 do tipo liquido-gas de um
géé de rede (Stanley, 1971), e obtemos os diagramas de fases
correspondentes através de uma “construgdo de Maxwell®”. No limite
polimérico (M-aod) recuperamos os resultados obtidos por Serra e
Stilck (19800, obtendo analiticamente a express3do para o ponto
tricritico, conhecido na 1literatura como ponto ©, no qual a
transigdo de polimerizag3doc passa de segunda para primeira ordem.
Na rede anisotrépica resclvemos analiticamente o problema de
cadeias flexiveis nos limites M=2 (dimeros) e M+xm (polimeros). No
casa de dimeros obtemos wuma transi¢do peculiar para redes de
coordenacgio trés totalmente preenchidas, na qual os dimeros passam
de uma fase onde sua energia € sempre nula-para uma fase onde eles
podem estar em configurag@es correspondentes a um estado excitado
de energia &£. No caso de polimeros obtemos a debendéncia da
transigdo de-polimerizagﬁo com a anisotropia da rede para qualqguer
rede hipercdbica, e no caso especial de redes de coordenagio
quatro verificamos a existéncia de duas fases polimerizadas
distintas, sendo que numa delas as liga¢Bes das cadeias sé podem

ocupar uma das diregBes da rede (fase polimerizada uniaxial)d.

B. PERSPECTIVAS

Umn problema de interesse que pode ser tratado a partir das
técnicas desenvolvidas neste trabalho, seria a anidlise do modelo
de cadeias auto- e mutuamente interégentes na &arvore de Husimi
CHusimi, 1950), onde a possibilidade de se ter caminhos fechados
na rede resulta na existéncia de auto-interag¢io nas cadeias (Serra
e Stilck, 18980D.

Um oﬁtfo problema que merece ser investigado mais
profundamente tanto pelas técnicas utilizadas neste trabalho
quanto 'pelos métodos citadoes nas referéncias, ¢ o modelo
anisotrépico de poliheros sobre uma rede de coordenagdo quatro,
onde se deve dedicar atengio especial a4 andlise do comportamento

do modelo no limite w=+0.



APENDICE A

CADEIAS DE COMPRIMENTO M INSCRITAS NUMA REDE -ANISOTROPICA

(SoLucAO NA REDE DE BETHE)

Definimos 2M fungBes de partig3o parciais associadas as
sub-arvores, de acordo com a configuragio e locali_zag:io de sua
raiz. Assim, 9,, ¢ a fungdoc de partigdo parcial associada as
sub-Arvores cuja raiz estd wvazia, e corrresponde a uma aresta do
tipo 1, enquanto 9,, refere—-se as sub-arvores de configuragio
anidloga, cuja raiz corresponde a uma aresta do tipo 2 <dveja
capitulo VD.

Da mesma forma, 9, (i=2,3,...,M> ¢ a fungdo de partigdo
parcial associada as sub-drvores cuja raiz estad ocupada pela
ligagdo entre o i-ésimo mondmero de uma cadeia e seu vizinho
anterior, e corresponde a uma aresta do tipo 1, ao passo que g,
refere-se as sub-adrvores de configuragdao analoga, cuja raiz

corresponde a uma aresta do tipo 2.

gn_ 42 Y21 Y22
v ) . ” ‘i,i H} \
r1 %2 .
Fig. A.1 - FungS®es de partig3o parciais para o problema

anisotrépico de cadeias de comprimento M

inscritas numa rede de Bethe..
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A fung3o| de partig¢3o parcial g;, ¢ construida tomando-se a
contribuigdaoc de todas as configurag¢gd@es compativeis com a condigdo
de que a nova raiz esteja vazia, e corresponda a uma aresta do

tipo 1 (fig. A.2). Assim sendo, a relagdo de recorréncia associada

deve ser:

9;1 - “:;zgfz 1o Cr—a)zg’;“/gn * Ewl/zngz/gﬂ
oz h_d—i {CF—BDCBP'—BD. gj1gk1/gj1 *
i=2
N awi/ZCr~2)gj1gk2/gug12 * ngzgkz/gfz]
onde j=2,...,M-1 e kR=M-j+1.
A fung3qo de partig3o parcial g’ & constrt;xida de f‘ormé

12
anadloga a g’u, exceto pelo fato de gque neste caso a nova raiz deve

corresponder a uma aresta do tipo 2 (figura A.3)>. Desta forma, a

relagciaoc de recorréncia associada € dada por:

r-1_ 1/2
’ = 1 + Cr-1D22z2 s + W z / +
912 gu g12 - 'gMi gu gMZ 912

M-1
Cr-1>Cr-&> 2
7/
tz _22[ c gj1gh1 911
J.__

: 1,2
p— / .
e Cr 1)gj1gh2 gugiz ]}

A fungdoc de partigdo parcial 9;1 & construida tomando-se as
contribui¢Bes devido a todas as configura¢Bes compativeis com o
fato de que a nova rai.z deve corresponder a uma aresta do tipo 1,
e estar ocupada pela primeira ligag3o de uma cadeia (figura A.4ad.

A relagio de recorréncia associada deve ser dada por:



Cad | 0\¥/O

CbD

Ced Oneeeeees S=—=e

Fige A.2 - Configuragdes

parcial g;i.

gue

r-2 2
11 g12

-3 2
Cr-23z g a a
M1~ 114 T12

172 r-2
MZgii g12

Cr —EDCr—BDZ- r-4 2
= gj1gl<ug11 g12
1.2 r-3

cw r __C') Zgj1gkzg11 942

a r-2
2T k211

geram a fung3io de partig3o



7 2 2

Cad O @ o > 2z2g

g
11 12

©
154
NS
by o , N u;/zzgrdg
// N 11 Y42
© ©
Fig. A. 4 - tonfigurag®es que geram as fung®es de partiglo

parciais: Cad g;l, Cbd g,

A fung3o de partigfdo parcial g;z ¢ obtida de forma analoga a

9;1 exceto pelo fato de que a nova raiz deve corresponder a uma

aresta do tipo 2 (fig. A.4bd, o gque leva a relagdo de recorréncia:

gzz = Zgu g1z
As fungBes de partig3o parciais do tipo g;1 (k=2,...M> s3o
obtidas tomando-se as contribuicoes devido a todas as

configurag®es compativeis com a condig3o de que a nova raiz deve
corresponder a uma aresta do tipo 1, e estar ocupada pela ligag3o
entre o i-ésimo monédmero de uma cadeia e seu antecedente (fig.

A.Sa). A relacg3o de recorréncia associada ¢ dada por:

r-2_ 2 172
’ - - e .
gk 1 2911 g12 [C r-e> g(k—i)i/gli + 20 g(k—1)2 g:|.2]

As fungBes de partig83io parciais do tipo giz s¥o construidas
de forma anadloga as 9;1 exceto pelo fato de que a nova raiz deve
corresponder a uma aresta do tipo 2 (figura A.Bbd, o que leva a
relagdo de recorréncia: '

r—-2 2

172
] - —_ “+ / .
gk 2 zgi 1 g12 [C r-13 g(k—1)1/911 @ g(k—nz g12]

o1



4 |

TR® ® 2% 15:% Y1z
lo} ©
Cad
o
(o) ©
o AN /———® ' ?zg T2
""""" < = g(k-1)zg11 Y42

/ °

1.2 r-2
—p ‘ C Cr—-1>=z
\ > @ g(k~1>1g12 912
(0]

(bd
= r—1
= Yx-152%11
Fig. A.5 - Configurag@es que geram as fun¢gdes de partig¢do

parciais: Cab gl’d, Cbd g}’(z.
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partigdo do modelo.

o
l q-2 2
O I """ © 941 942
10}
(o]
T’ TEUIRNY - MR O, EON O SN -. SR o} @___ ......... o + o...._ ..... —_—
o
L - J L o )
_ q-3_2 1,2 q-2
Cq 2329M1g11 Y2 »aw 294291 Y42
—— ¢e—0—©
o)
(g-2>Cg-32 q-4 2 _ q-2
2 Zgj1gkig11 g12 ngzgkzgu
©——@ oo (O R © S e+ @——leeee- O + Oeeneens @
L o J
12, q-3
S cq 839j1gkzg12 g12
Fig. A.6 - Configuragdes gue contribuem para a fung3do

de



A fung3o de partig¢io do modelo

q

devido

ao
de

conectando-se sub-Arvores
contribuig¢Bes

figura (CA.6D,

aos tipos

e somando sobre todos

na arvore de Cayley & obtida

sitio central. Tomando as

configura¢des mostrados na

as possibilidades obtemos a

expressao:
- a2 2 a 1/2
. Y T 941 Y2 {1 M C)Zng/g11 * 2w ZQM_z/grz
M ikg-2>cqg- '
. e gjl hi 11
i=2
/2 2
+ _ ‘ .
€9 a)gjighz g11g12 ngzgkz/g1z]]' CA. 1D
As densidades p de monomeros sobre o sitio central, e a

correspondente densidade P,

de ligag@es

de energia & Cestadbs

excitados) s3Zo dadas respectivamente por:
_ E q-2 2 _ 1/2 -
P = Y Y41 9 {Cq 2391\41911 + 8w Fm2%2
M-1
Cg-2>0Cg-3> -2
-+
.E [ 2 gj1gkig11
=2
1/2 -1 -2
*oew ghzgu 12 ngzgkzgiz]} i Ca-2
]
_Z g-2 2 , 12 -1
Pe Y 941 92 { aw Im2%12
M-1
C(g-2>Cg-3D -
+ b Wl B
.E [ 2 jig}ugu
i=2 .
1,2 -2
+ 2 - .
2w (q-2g Ji kzg11g1z ngzgkzgxz]}' CA.- 3
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Nas express8es -(A.2) e CA.3> levamos em conta fato de que
para mondmeros terminais da cadeia a ligacdoc associada tem peso 1,

enquanto para mondmeros internos as ligag8es associadas tem peso
172,

Definindo as razdes R =g . g e R =g . g, onde
; i T s iz T2 T2
j=1,2,...,M-1, obtém-se as relag¢gdes de recorréncia:
. R;1 =1 / D1, CA. 45
R: =% /D, CA. 5>
R = [Cr—a)R + 20 %R ) / D, . CA.®
k1 (k—-1)1 . (k-132 1
R . V- N 1,2
R, w [Cr DR, 0t W ,R(k_i)z] / D, CA.7D
onde:
D = (r-2>R + 2u'?
1 (M-151 (M-1)2
M- 1 . _
- [Cr c)ir 3 | B
A e G-134 (M-j1
i=2
+ 80 %r-2>rR R
(-3 M-p2
+ wR R ] 1z, CA. 8
G112 (M-j2
D = (r-1>R + w'7?
2 (M—1>1 (M—1>2
. M};;l Cr-1>Cr-2>
2 TG94 (M—P1

i=2

W Cr-10R

) R ) ] + 1=z, : CA. 9D
g-14 (M—-p2
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No limite termodinamico, as densidades p e p

expressas em termos dos valores de ponto fixo o =

31
na forma:-

prCpYLZY,

0
Il

'
g
t
>
N

woal | o3 .
)12 M-p2

1.2
+ = +1 ./
2w (g 2)0{0_1)10((“_3_)2]} / Cp+1-zd,

onde:

1.2

3 = Lg-2>2c + 2w X irz

(M-1)1

+ o]
)y e (j-11

M-t [c g-2>Cg-3)
i=2

(M- 1

+ 2w %cg-2da

. o .
Q-1 M-p2

X o . .
Q-1X2 (M—p2

a6

podem ser

R’.e e o _= Ra_e ,
J1 32 12
CA. 10D
CA. 11D



APENDICE B

ENERGIA LIVRE PARA O PROBLEMA ANISOTROPICO DE POLIMEROS

Na secTo 3 do capitulo V, obtemos as rela¢g®es de recorréncia
para o problema anisotrépico de polimeros iscritos numa rede de
p

Betﬁé, as quais s3o dadas por:

[Cr-2>R_ + aw‘/zkz] / D,- ¢B.1D

R® =

1

R = o?[Cr-1DR + '*R)] / D_, | CB. 2>
2 1 2 2 :

onde:

D = Cr-2Cr-R%2 + ar-220w"?RE_ + wR® + 1.z,

1 2 1 2 2

D, = u—nu—amf/a + Cr—13w1/2R1R2 + 1.2,

No limite termodinamico R; e R; convergem para os valores de

, *x % o~
ponto fixo 0(1=R1 e a2=R2, de forma que na regido onde oa#O (fase
polimerizadad, introduzinde o paréametro a=a2/a1, obtem—-se a

equagdo de ponto fixo:

(2w o + g-Da o Px + g2
= - : , ' CB.3
D D
1 .2
onde:
D, = woe + 20 r-2a + C(r-2>Cr-3d2 + 1/zaf,
D, = w7 Cr-1da + Cr-12Cr-2>.2 + 1/zaf.

a7



MNeste limite 2 densidade de ligag®Bes incidendes sobre o sitio
central da rede, pode ser expressa em termos dos valores de ponto

fixo a1 e az, na forma:

o = [Cq—ZDCq—iBD o2

2 1
+ Bwi/ZCq—Zbaio{z + wa:] 7 D, B C(B. 43
onde:
D = £972Cq=3 ol + 2w1/2Cq—2)a o+ wol + 1z
e 1 1 2 2
Introduzindo o parametro o = az/a1. a expressio (B.4> toma a
forma: '
o = [wo&z + 2Cq-2D e’ o + Cq—aDCq~3>/2]af s/ D, (B.5
donde obtem—se a igualdade:
1/201? =C1;p) [Cq—a);q—:BD + 2w1/2Cq-8)a + waz]. (B.8&>

Assim sendo substituindo (B.8) em (B.3), vemos que a equagXo

de ponto fixo toma a forma:

72

(2(»1 a + q-3)a

wo’ + 2w Cg-2-pda + (g-DC(g-2-201 2

wl”? (w"/za + q—B) |
= . 3 2 ' » <B. 7D
1-pdwat + (2-pdw "(g2da + C(g-2>Cg-32-2

e portanto as solugBes de ponto fixo devem ser as raizes reais

ndo—negativas do polindmio PCoO dédo por:

PCoO = afe'?a + q-3)A, - w‘,/z’(c.)‘/za + g-2)A, (B.8&

a8



onde os parametros A1 e Az’ expressos como fungdes de p, sdo dados

por:

A = wid + 86 kcg-2-pda + (g-3DCg-2-2pd -2,

A, = (1-pdea’ + (gq-2d2C2-pdw' %o + C(q-2>Cq-> .2,

.Em termos das solugdes de_ponto fixo o, o parémetro o pode

ser escrito como: . o . Lo - S =

p(awi/za + q_3) 1/2
o = : CB. 9D

A
1

Assim sendo, éubstituindo (B.@ em (B.B) obtemos a

express3io para z como fungio de p:

N
]

A s Cl-pd (o' ?a + g-3)a, ¢B.10D

onde:

A= wo® + awl/ZCq—ZDa + (g-2XCg-3> 2.

Substituindo (B.10> na integral CII.& e efetuando
Cnuméricamented a integragdo, obtemos a energia livre ¢ como
fung3o da densidade p.

As curvas $ Vversus p para g=4, calculadas por integragio

numérica, s3o apresentadas na figura (B.1),

99



C.0

Fig. B¢l - Curvas ¢ versus p para g=4 o M-

Ca)d) w=0.5, (b)) w=1. .

100



REFERENCIAS

Baxter, R. J. €1982>. “Exactly Solved Models in

Mechanics” {Academic Press, Lbndon).
Beth_el H. A. (1935)>. Proc. R. Sac. Lond. A150, 552.
Chang, T. S. (1939). Proc. R. Soc. Lond. A169, 512.
Duplantier, B. e Saleur, H. (1987). Nucl. Phys. B290, 291.
Eggarber, T. P. (1974>. Phys. Rev. B9, 2899.
Fisher, M. E. (1961). Phys. Rev. 124, 1664.
Flory, P. J. (1941). J éhem. Phys. §, 660.
Flory, P. J. €1942>. J. Chem'. Phys‘. 10, 31.
Flory, P. ]J. (1956). Proc. R. Soc. Lond. A234, 60.

Fowler, R. H. (1936). Proc. Camb. Phil. Soc. 32, 144.

Gaunt., D. S. (1966). Phys. Rev. 179, 174.

101

Statistical



Huggins,

Huggins,

Huggins,

Huggins,

. <1941>. J. Chem. Phys. 9, 440.

. (1942a>. J. Chem. Phys. 10, 151,

. €1942b). Ann. N.Y. Acad. Sci. 43,1.

. €(1943)>. Ann. N.Y. Acad. Sci. 44, 431.

Husimi, K. (1950). J. Chem. Phys. 18, 682.

Kasteleyn, P. W. (1961). Physica 27, 1209.

Kasteleyn, P. W. (1962). Physica 29, 1329.

Kasteleyn, P. W. {1963>. J. Math. Phys. 4, 287.

Miller-Hartmann, E. e Zittartz, J {1974>. Phys. Revu. Lett.

893.

Nagle, J. F. (1966a). Phys. Rev. 152, 190.

Nagle, J. F. <(1966b>. J. Math. Phys. 7, 1484.

Nagle, J. F. (1966c¢>. J. Math. Phys. 7, 1492,

102

33,



Nagle, J. F. <1974)>. Proc. R. Soc. Lond. A337, 569.

Nagle, J. F.,, Yokoi, C. S. O e Battacharjee, M. S. <1989). em
"Phase Transitions and Critical Phenomena”, vol13, ed. by

Domb, C. e Lebowitz, J. L. C(Academic Préss, London).

-

Nemirowsky, A. M. e Coutinho-Filho, M. D. <(1989). Phys. Rev. A

39, 3120.

Orland, H., Ikzykson, C. e de Dominics C. (1985). J. Phys.

CParis) Lett. 46, L353.
Peierls, R. (1936). Proc. Camb. Phil. Soc. 32, 477.

Serfa, P. e Stilck, J. F. <1990>. J. Phys. A4: Math. Gen. 23,

5351.
Slater, J. C. (1941)>. J. Chem. Phys. 9, 16.

~

Stanley, H. E. <1971)>. “Introduction to Phase Transition and

Critical Phenomena’” <(Oxford University Press, London).
Stilck, J. F. e de Oliveira, M. J. (1990). Phys. Rev. 4 42, 5955.

Stilck, J. F. e Wheeler, J. G 1987). J. Stat. Phys. vol.46.

103



"Temperley, H. N. V. e Fisher, M. E. («1961>. Phil. Mag. 6,

1061.

Volkstein, M. V. (1963). Configurational statistics of polymeric
chains’’, trans. Timasheffe, S. N. and Timasheffe, M. T

{nterscience, N. Y.D.

Wheeler, J. C. e Pfeuty, P. M. 1981). J. Chem. Phys. 74,

6415.

104



