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RESUMO

Consideramos modelos de cadeias auto- e mutuamente 

excludentes formadas por M monômeros consecutivos inscritas na 

rede de Bethe. Associamos uma energia a cada configuração das 

cadeias na rede, a qual pode estar relacionada ao grau de 

flexibilidade da cadeia Ccadeias semi-flexíveis), às interáçSes 

atrativas entre monômeros primeiros vizinhos não-consecutivos numa 

mesma cadeia Ccadeias auto- e mutuamente interagentes) ou à 

orientação espacial das ligações das cadeias na rede Cmodel o 

anisotrópicoD. Definindo uma atividade z associada a cada 

monôraero, e um fator de Boltzmann co associado a cada configuração 

cor respondente a um estado excitado de energia s, obtemos a 

densidade pCzD de si ti os ocupados por monômeros e a energia livre 

<pCp2> por sitio  da rede, bem como os diagramas de fases co versus z. 

Comparamos os nossos resultados com outros obtidos anteriormente. 

No caso de poli meros GM-mxD numa rede de Bethe anisotrópica com 

coordenação q=4, obtemos duas fases polimerizadas distintas.



ABSTRACT

We consider models of self- and mutually avoiding chains 

formed by M consecutive monomers, placed on the Bethe lattice. We 

associate an energy to each configuration of the chains on the 

lattice, which may be related to the grade of flexibility  of the 

chains C semi-f 1 exi bl e chains}, to the attractive interactions 

between next-neighbor monomers which are not consecutive on the 

same chain Cself- and mutually interacting chains) or to the 

spatial orientation of bonds on the lattice Canisotropic model3. 

Defining an activity z for each monomer and a Boltzmann factor o> 

for each configuration corresponding to an excited state of energy 

e, we obtain the density pCzD of sites occupied by monomers and 

the free energy per lattice site <pCp7> , as well as phase diagrams oo 

versus z. We compare our results with earlier ones. In the case of 

polymers CM-»ocD on an anisotropic Bethe lattice with coordination 

number equal to four, we obtained two different polymerized 

phases.
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CAPITULO I 

INTRODUÇÃO

O problema combinatorial de dispor cadeias auto- e 

mutuamente excludentes sobre redes, está relacionado com o 

fenômeno de adsorção de moléculas em superfícies cristalinas, e 

tem sido extensivamente estudado por uma variedade de métodos 

estatísticos tais como aproximações de campo médio CFlory, 

1941,1942; Huggins, 1941 ,1942a ,1943}, expansões de séries CMagle, 

1966a; Gaunt, 19663, métodos de matriz de transferência 

CDuplantier e Saleur, 19873 e abordagens em teoria de campo 

COrland et a lli , 1985; Nemirowsky e Coutinho-Fi1ho, 19893.

De maneira geral consideramos que uma fração p de si tios da 

rede está ocupada por monômeros pertencentes a cadeias cujo 

comprimento Cnúmero de monômeros ou peso molecular} é denotado 

por M, sendo que cada sitio  pode ser ocupado por somente uma 

cadeia. Quando cada cadeia é formada por apenas dois monômeros 

CM=23 temos o problema de dímeros, o qual apresenta uma solução 

exata sobre a rede quadrada CTemperley e Fisher, 1961; Fisher, 

1961; Kasteleyn, 1961; Nagle, 1966b,1966c3 para o caso em que a 

rede está inteiramente preenchida Cp=13. Um outro caso particular 

que tem sido extensivamente considerado na literatura é o 

problema de polímeros Cde Gennes, 19793, o qual corresponde ao 

limite onde as cadeias são muito longas CM-»ccD, e apresenta uma 

solução exata sobre redes de Manhattan bidimensionais 

inteiramente preenchidas CKasteleyn, 19623.

No caso geral de cadeias de comprimento M, o problema de 

cadeias flexíveis não-interagentes foi resolvido recentemente 

CStilck e de Oliveira, 19903, onde a partir das soluções sobre as 

as redes de Bethe CBaxter, 19823 e de Husimi CHusimi, 19503, 

obteve-se valores para a entropia muito próximos dos melhores 

valores conhecidos nas redes de Bravais correspondentes Cmesmo 

número de coordenação3.

Neste trabalho, usaremos técnicas semelhantes àquelas usadas
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por Stilck e de Oliveira Cl 9 9 0 ) ,para abordar modelos onde além das 

interações de volume exclui do, associamos uma energia a cada 

configuração das cadeias na rede, a qual pode estar associada ao 

grau de flexibilidade das cadeias Cmodelo .de cadeias semi - 

flexíveis}, às interações atrativas entre monômeros primeiros 

vizinhos não ligados entre si Cmodelo dé cadeias auto- e 

mutuamente interagentes} ou à orientação espacial das ligações da 

cadeia na rede Cmodelo anisotrópico}.

O modelo de cadeias semi-flexíveís é caracterizado pela 

existência de uma interação intramolecular do tipo isomérico- 

rotacional CVolkstein, 1963}, de tal forma que a conformação dos 

elos da cadeia correspondente ao estado fundamental Cconformação 

transi pode ser alterada Cdobrada} através de uma rotação, e gerar 

um estado excitado Cconformação gaxLch&l com energia igual àquela 

usada para produzir tal rotação. No limite M-»oo (polímeros) este 

problema foi estudado por teorias clássicas como as aproximações 

de F1ory-Huggins CFlory, 1956; Huggins, 19426) e de Bethe-Slater 

CBethe, 1935; SI ater, 1941). Se conhece também algumas adaptações 

para este problema a partir de modelos bidimensionais exatamente 

solúveis CNagíe, 1974).

No modelo de cadeias auto- e mutuamente interagentes, as 

cadeias são flexíveis, mas possuem uma interação atrativa entre 

monômeros primeiros vizinhos não ligados entre si. No caso de 

dímeros CM=2), o primeiro modelo incluindo interações foi proposto 

por Fowler Cl936), usando a aproximação de Bragg—Wi11iams , e 

subsequentemente por Peierls Cl936) usando a aproximação de Bethe, 

ambos os métodos tendo sido empregados para investigar as 

transições do tipo ordem-desordem CChang, 1939). No caso limite 

M-+oo Cpolímeros) o problema tem sido analisado em presença de 

solvente CWheeler e Pfeuty, 1981; Stilck e Wheeler, 1987), e 

apresenta um comportamento tricrítico particular no limite sem 

diluição CSerra e Stilck, 1990).

No modelo anisotrópico analisado neste trabalho, consideramos 

a situação em que a energia das ligações das cadeias depende de 

sua orientação espacial, de forma que existe uma dada orientação 

da rede que corresponde a um estado excitado para as ligações, ou 

seja, a energia das ligações dispostas nesta orientação é
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diferente daquela associada às outras orientações, as quais 

correspondem ao estado fundamental. Ho caso de .dímeros, este 

problema foi resolvido exatamente para redes totalmente 

preenchidas Cp=15, apresentando uma transição de fases peculiar no 

caso de redes bidimensionais de coordenação três, tais como a rede 

hexagonal ou a rede tipo "parede de tijolos" CKasteleyn, 1963; 

Nagle et a lli , 1989).

Todos os cálculos neste trabalho serão realizados sobre uma 

rede especial tipo árvore conhecida como rede de Bethe CBaxter, 

198S), na qual as cadeias não podem descrever caminhadas fechadas. 

Os cálculos sobre esta rede podem ser considerados como 

aproximações do tipo campo médio para as soluções sobre as redes 

de Br avais correspondentes, tendo em vista o fato de que eles 

fornecem expoentes clássicos no caso de modelos que apresentam 

transições de fases.

Ho capítulo II apresentamos a fundamentação teórica do 

problema, bem como as características gerais de sua solução sobre 

a rede de Bethe.

Ho capitulo III  abordamos o modelo de cadeias semi-f1exíveis, 

onde analisamos a dependência da densidade, atividade e energia 

livre com o grau de flexibilidade das cadeias.

No capítulo IV analisamos o problema de cadeias flexíveis 

auto- e mutuamente interagentes, onde investigamos o comportamento 

da densidade de monômeros sobre a rede como função da atividade de 

cada monômero e da interação atrativa entre os mesmos.

Ho capítulo V analisamos um modelo anisotrópico de rede, no 

qual a energia das ligações das cadeias depende de sua orientação 

espacial. Particularmente, investigamos a relação entre a 

densidade de estados excitados devido à anisotropia da rede, e o 

fator de Boltzmann associado.

No capítulo VI apresentamos um sumário de conclusões, bem 

como algumas perspectivas de continuação.

No apêndice A obtemos as relações de recorrência para o 

problema anisotrópico de cadeias de comprimento M qualquer.

No apêndice B mostramos como obter os valores da energia 

livre como função da densidade p para o problema anisotrópico de 

polímeros.
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CAPÍTULO II 

DEFINIÇÃO DO PROBLEMA
✓

I I . 1 - FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Considere uma rede de N sítios, na qual são inscritas p 

cadeias, çada qual ocupando M sítios consecutivos na rede, de 

forma que o número de sítios da rede visitados pelas cadeias seja 

m=Mp. A cada modo particular de distribuição das cadeias na rede, 

associamos uma energia total E=ne, onde n é o número de 

configuraçSes ás quais associamos uma energia s. Em particular nos 

concentraremos em três casos específicos:

a3 o caso em que as cadeias são semi-f1exíveis, de forma que 

n corresponde ao número de "dobras" nas cadeias CconformaçSes 

gauchei .

bD o problema de cadeias auto— e mutuamente interagentes, 

onde n é o número de monômeros primeiros vizinhos que não estão 

ligados entre si.

c3 o modelo anisotrópico de rede, no qual n corresponde ao 

número de ligaçSes das cadeias com energia não-nula, isto é, 

correspondentes ao estado excitado de energia e.

Para os propósitos de nossos cálculos, vamos trabalhar no 

ensemble grande canônico, tal que o número de cadeias colocadas 

sobre a rede não será mantido fixo. A função de partição grande 

canônica do modelo deve ser:

oo oo

Y  C z .ü O  = r  r  Z m Wn r  C m .n D ,  Cl 1 . 1 3
N  N , M

m = O  n  = O

onde z é a atividade de um monômero pertencente a uma cadeia, co é

o fator de Boltzmann associado ás configuraçSes correspondentes à 

estados excitados CconfiguracSes de energia £0 , e T Cm,n3 é o
' Kl U
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número de maneiras distintas de se distribuir as cadeias ria rede,

de forma que satisfaçam os vínculos descritos acima. O somatório é

feito sobre todos os valores de m e n entre zero e infinito , visto

que para os valores de m e n que não satisfizerem os vínculos,

devemos ter T Cm,nD=0 Ccaso em que m não seja múltiplo de M, por 
N , M

exemplo3 .

Neste ensemble o potencial termodinâmico associado à função 

de partição é dado por:

§Cz , cúD = N [ Y Cz.wD] , Cl 1.23
N

No limite termodinâmico CN-»ocD, fazendo uma transformada de 

Legendre, podemos expressar §Cz,coD em termos da densidade de 

de monòmeros sobre a rede p=m/N, na forma:

5>Cz,uD = rna>< i p l n z  - (pCp.eí }■, C l 1 . 3 3
P

plnz - <pCp,£0^|,

onde a função <pCp,£  ̂ - F/NkT é a energia livre adimensional por 

sitio da rede, dada pela expressão:

tpcp,£3 = - ln |  £ ü>n r^Cm, n3 C I I .43

Visto que no equilíbrio §Cz,co3 deve ser máximo, então para um 

dado valor fixo do parâmetro £ devemos ter:

= Inz. C II.53
dp

Assim sendo a energia livre adimensional <pCp,ê > deve ser dada 

pela relação:

pC p,£0 = ln[ zCp’ 3 ] dp’ Cl 1.63

visto que a constante de integração deve ser nula, para que seja 

satisfeita a condi cão tpC0,s^>=0 Crede vazia ).

5



Por outro lado <p deve obedecer à relação termodinâmica:

£> = u - s , C I I .7 )

onde u=<n£>/NkT e s=S/Nk são respectivamente a energia média e a 

entropia Cadimensionais) por sítio da rede. Assim sendo, no limite 

e —O , a energia media u deve ser nula, de forma que obtemos a

relação:
/

p = - s C l I .83

conforme os resultados conhecidos para o problema atérmico CStilck 

e de Oli vei r a , 1990).

I I . 2 - SOLUÇÃO NA REDE DE BETHE✓

Uma árvore de Cayley CBaxter, 1982) de coordenação q e K 

camadas, é construída de acordo com o procedimento abaixo. Dado um 

ponto central O, conectamos a ele q pontos chamados de primeira 

camada. Em seguida, tomamos cada um dos pontos da primeira camada, 

e conectamos a ele q—1 novos pontos. Repetindo iterativamente o 

prpcesso, construímos as camadas 2 , 3 , . . . ,K, sendo que cada camada 

é construida tomando—se cada um dos pontos da camada anterior, e 

conectando a ele q-1 novos pontos Cfig. I I . 1). Cada ponto da

figura obtida representa um sitio  da rede, e as linhas unindo dois
• 1

si^ios vizinhos representam as arestas da rede.

A solução de modelos mecânico-estatísticos nesta árvore 

apresenta em geral características peculiares, devido ao fato de 

que no limite termodinâmico CK-»co), o número de pontos na 

puperfície é da mesma ordem que o número de pontos dentro do 

volume encerrado por esta superfície.

Quando consideramos a região central da árvore de Cayley, 

temos a chamada rede de Bethe, a qual é caracterizada pelo fato de
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que as funcSes termodinâmicas calculadas sobre o sítio central, no 

caso de sistemas com interação de primeiros vizinhos, tem valores 

coincidentes com aqueles obtidos pela aproximação de Bethe-Peierls 

nas redes de Bravais com o mesmo número de coordenação CEggarter, 

19743.

Por outro lado, os resultados da solução destes modelos sobre 

a árvore de Cayley completa são esperados serem qualitativamente 

diferentes daqueles obtidos sobre redes com invariância 

translaci onal , devido ao efeito não desprezível dos si tios da 

superfície, quando tomamos o limite termodinâmico CMüller-Hartmann 

e Zittartz, 19743.

Observando a figura C II.13  vemos que uma árvore de Cayley de 

coordenação q e K geracSes Ccamadas3 é obtida conectando—se q 

sub-árvores de geração K ao sitio  central O. Por sua vez, cada 

sub-árvore de geração K, é construída repetindo-se iterativamente 

a operação de conectar q-1 sub-árvores de geração k C k = l ,2 , . . . , K3, 

numa nova raiz, como mostramos na figura C II.23 .

A solução do problema na rede de Bethe consiste em definir 

funcSes de partição parciais associadas às possíveis configuraçSes 

da raiz das sub-árvores, sendo que cada função de partição parcial 

corresponde à soma C II.13  calculada sobre todas as configuraçSes 

compatíveis com a raiz da sub—árvore correspondente.

A função de partição parcial associada a uma sub-árvore de 

geração k é obtida tomando-se as contribuiçSes devido às q-1 

sub-árvores de geração k-1 conectadas à nova raiz. Desta forma 

podemos obter relaçSes de recorrência entre funções de partição 

parciais associadas a sub-árvores de geraçSes sucessivas, cujos 

parâmetros convergem para valores de ponto fixo quando o número de 

geraçSes da árvore de Cayley torna-se muito grande CK-»oo3, ou seja, 

após um número infinito  de iteraçSes das relaçSes de recorrência.

A função de partição do modelo na árvore de Cayley, é obtida 

tomando-se as contribuiçSes devido às q sub-árvores conectadas 

ao sitio central, e somando sobre todas as configuraçSes possíveis 

para suas raízes.
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Fig. I I . 1 - Uma árvore de Cayley com coordenação q=4 e 

K=2 geracSes (camadas).
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t
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Fig. I I . 2 - Construção de uma sub-árvore de coordenação 

q=4 e geração K=3, a partir de 3 sub-árvores de 

coordenação q=4 e geração K=2.
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CAPÍTULO III 

CADEIAS SEMI-FLEXÍ VEIS

Neste capítulo vamos abordar o problema de cadeias 

semi-f1exíveis inscritas sobre redes hipercúbicas, onde 

consideramos um modelo caracterizado por interações intra- 

moleculares do tipo i somér i co-r otaci onal CVolkstein, 1963D, de 

forma que a conformação dos elos das cadeias, correspondente ao 

estado fundamental (conformação transi, pode ser alterada por uma 

rotação e gerar um estado excitado (conformação gauchei, cuja 

energia corresponde à mesma usada para produzir a rotação. Mais 

especificamente vamos considerar que ligações sucessivas na mesma 

direção (conformação transi correspondem ao estado fundamental 

Cenergia nulaD, enquanto que ligações sucessivas em direções 

diferentes Cconformação gauchei correspondem a um estado excitado 

de energia s , que é a energia necessária para gerar uma 

conformação gauche a partir de uma conformação trans.

•  sitio  ocupado (monômero);

—  aresta ocupada CligaçãoD; 

conformação trans (e=OD ;

4—  conformação gauche C ;

Fig. I I I .  1 - Modelo de cadeias semi -f 1 exí vei s para uma rede 

quadrada Ccoordenação q=43.
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I I I .  1 - RELAÇÕES DE RECORRÊNCIA

Este problema pode ser resolvi do exatamente na rede de Bethe 

definindo-se M funções de partição parciais, designadas de 

acordo com a configuração do sitio  raiz da sub-árvore associada.

Assim g  ̂ é a função de partição parcial associada às 

sub-árvores que não tem cadeias incidentes sobre seu sitio  raiz, e 

g CS ^ i < MD é a função de partição parcial referente às 

sub-árvores cujo sitio  raiz está ocupado pelo i-ésimo monômero de 

uma cadeia "vinda de cima", isto é, iniciada em gerações 

anteriores.

ô

Fig. I I I .  2 - Funções de partição parciais para o problema de 

cadeias semi-f 1 exí veis na rede de Bethe.

As funções de partição parciais associadas a cada

sub-árvore de uma nova geração são obtidas a partir das funções de 

partição parciais g^ associadas às r=q-l sub-árvores da geração 

anterior conectadas à nova raiz, conforme o procedimento descrito 

na seção 11 . 2.

A função de partição parcial g ’ é construida tomando-se três 

tipos de configurações:

a) A configuração em que todas as r sub-árvores conectadas à 

nova raiz, têm seu sitio  raiz vazio Cfig. I I I .3 a D . A 

contribuição associada deve ser portanto g .̂

b) A configuração em que uma das r sub-árvores conectadas à

<£>

k -1

S. 9,
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nova. raiz tem seu sitio  raiz ocupado pelo extremo CM-ésimo

monômero) de uma cadeia vinda de cima, ou seja, é uma sub-árvore

do tipo g Cfig. I I I .3 b D , enquanto as r-1 restantes têm seu sitio  
M

raiz vazio Csub-árvores do tipo 9^- Visto, que existem r 

possibilidades de se obter esta configuração, então a contribuição 

associada deve ser dada pelo termo:

i—i
rzg g. ,

M  l

onde o fator z é a atividade do monômero localizado sobre o sitio  

raiz da sub-árvore do tipo g .
M

cD A configuração em que duas das r sub—árvores conectadas a 

nova raiz são dispostas de maneira que uma cadeia "entre" por uma 

delas e "saia" pela outra Cfig. I I I .3 c D . Se a cadeia entra por uma 

sub-árvore do tipo g., deve sair por uma do tipo g . ,
J M —j +1

Cj=2..........M-1D, tal que a junção das duas partes forme uma cadeia

de M monômeros, Para cada dupla de sub-árvores existem r 

"entradas" e r-1 "sai das" possíveis. Para uma destas "entradas" 

todas as r-1 "sai das" associadas geram conformaçSes gauche, 

enquanto para as outras r-1 "entradas" restantes existe uma 

"saida" que gera uma conformação trctns e r-2 "saidas“ que geram 

comformaçSes gaúche. O raciocínio acima é esquematizado na figura 

abaixo, para uma rede de coordenação q=4.

Ca} <— — y

Uma "entrada" e suas duas "saidas" gauche associadas.

CbD

I
Duas "entradas" e suas "saidas" associadas. Para cada entrada 

existe uma saida trans e uma saida gaúche.

11



Assim sendo, para cada g. devemos ter Cr-l)/2 possibilidades 

de gerar uma conformação traiis e Cr-l)Z/2  possibilidades de gerar 

uma conformação gaúche, de forma que somando, as contribuições 

sobre todos os valores possíveis para j , obtemos a contribuição 

total associada:

M - l

o-Cr-l) zgr r g .g

£  J = 2

onde

a=l +Cr-l)to.

Na expressão acima, z é a atividade do monômero localizado 

sobre o sitio  raiz comum à cada dupla 9 9 M_j+1’ e co é o peso 

estatístico associado à presença de uma "dobra" na cadeia 

Cconformação gauchei.

Portanto a relação de recorrência para a função de partição 

parcial g^ é dada por:

r r— 1 C/C r 1 )  i—2 M . T T T
a = a  + r z a  a  + — ^-- z q  v! g g • C I l l . l )
y i y i m i  2 yi . j M—j+i

J - 2

M - l

A função de partição parcial g^ é construída tendo-se em 

conta que a nova raiz deve ser ocupada pela primeira ligação de 

uma cadeia vinda de cima Cfig. 111 .4a ), e consequentemente todas 

as sub—árvores a ela conectadas devem ter raiz vazia. Portanto, a 

relação de recorrência associada deve ser:

g. = 2g;, C III .23

onde z é a atividade do monômero localizado sobre o novo sitio  

raiz.

12



As f unções de partição parciais C 3 < k £ M) são

construi das tendo-se em conta que o novo sitio  raiz deve ser 

ocupado pelo k-ésimo monômero de uma cadeia. Isto implica que o 

Ck-lD-ésimo monômero desta cadeia deve estar localizado sobre o 

sitio raiz de uma das r sub-árvores conectadas a nova raiz, e 

consequentemente as r-1 sub-árvores restantes devem ter raiz vazia 

Cfig. III .4b D . Visto que existe uma possibilidade da configuração 

obtida gerar uma conformação trans e r-1 possibilidades dela gerar 

conformações gaúche, então a relação de recorrência associada têm 

a for ma:

g ’ = o-zg^g'"1, C III .3 3

onde z é atividade do monômero localizado sobre o novo sitio  raiz, 

e o-l +Cr-13co representa o fator estatístico associado ao número 

total de conformaçSes possíveis para a ligação incidente sobre o 

novo sítio raiz.

Ca3

Cb3

Cc3

Fig. I I I . 3 - Configurações que geram a função de partição 

parcial g^.

4 -

+ f crC r -13 r-i

------ 2 —  * 9 ,  í
J = 2
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CaD => z9.

Cb)

-i-

“ f

r-1

Fig. I I I .  4 - ConfiguraçSes que geram as funçSes de partição 

parciais: Ca} g^ , CfcO ĝ -

A função de partição do modelo na árvore de Cayley é obtida 

conectando-se q sub-árvores ao sítio  central. Assim sendo, fazendo 

a soma sobre todas as configuraçSes. possíveis nas vizinhanças do 

sítio central Cfig. I I I . 55 obtemos a expressão:

1 _ M_1
Y = gq + rzg gq_1 + ^q&zg*1 2 E 9-9 - - C III.4D
1 531 M  1 2 ^  1 j  M - j + J

J = 2

onde o primeiro termo corresponde à situação em que não há cadeias 

incidentes sobre o sítio central, enquanto os outros dois termos 

referem-se aos casos em que há um monômero terminal Csegundo 

termoD ou interno Cterceiro termoD de uma cadeia, localizado sobre

o sítio central.

Assim sendo a densidade de monômeros sobre o sítio central 

deve ser dada pela expressão:

M - l

p = z i r a a ' + ' 51 a a I /  Y C III. 5Z>

14



Ca3

9

o - i =* s.

CbD

ô

o-

Q

o-

õ

■» ■

* ►-o +

Cc)

Q

+ o-
1 2 M~1

*  s « ™ r  e
j =2

O

Fig. I I I . 5 - Configurações que contribuem para a função de 

partição do modelo de cadeias semi -f 1 exi vei s .
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I I I .  2 - A ENERGIA LIVRE

Definindo as razSes R *=g /g^, podemos expressar as relaçSes 

de recorrência dadas por C III.13  a C II I .3 3 , na forma compactada:

R ’ = z /D , C III . 63

R ’ = ozR, /D , C III . 73
k k-i

onde:

D = 1 + z írR + °<rZi:> E R . R 1. C III .8 3
M-i 2 ^  j-l M-J

*- J = 2  J

Das equaçSes C I I I .63 e C I I I .73, vemos que os valores de ponto 

fixo R. C j = l ,2 , . . . ,M-13 obedecem à progressão geométrica:

R /R  = c/R .
j J-i i

Assim sendo, introduzindo o parâmetro ct=crR , obtemos a 

relação:

R* = aj/cy, C III .9 3
j

de forma que substituindo C III .93  nas relaçSes C III.63  a C II I .8 3 , 

obtemos a equação de ponto fixo:

rzotM r Cr —1 3CM—23"I ' rrrr 1 r»-»
crz = ct + -- 1 + ---- =---- . C111 . 103

a l 2r J

No limite termodinâmico CN-»oo3, a densidade p pode ser 

expressa em termos do parâmetro cx, na forma:

P =

qzMcxM 1/2c

1 + qzMc*M 1/2o'

C I I I .113

16



Por outro lado, rearranjando C I I I .103 têm-se:

2 r a

2rcr - T- [2 + Cr-13M]o<M

-CIII.123

de forma que, combinando C I I I .113 e 

r =q—1, obtêm-se:

a = 2&2p

qM + 2CM-1 3p

i / M

CII I . 123, e lembrando que

C111. 133

Assim sendo, substituindo C l I I .133 em C III.123  obtemos:

z = z 1 - K1 - H >

1
1 —  

M

C I I I .143

onde:

A energia livre Cadimensional3 por sítio da rede é obtida 

fazendo-se a integração:

P

P = I in. JzCp’ 3 Jdp’ ,

sr>
C111 . 153

de forma que substituindo C III. 143 em C I I I .153 obtêm-se a 

expressão:

<P = ~ [ p * £  + <Pp ] C I I I .163

onde:

s C p3 +
f  , C M f1 M>

[I - (* - h)̂ ] *4 - K1-  R>]

17



O parâmetro s, Cp3 na expressão acima, é a 
f  , C M

campo médio para o problema de cadeias flexiveis 

Oliveira, 19903, isto é:

W 5 = “ (* “ P) ‘ "í 1 '  P) '  M ,r,(Ep''M]

+ f1 - h) - »)•

No limite o>=l , usando a equação Cl 1.82) e a relação:

I)-

na equação C III .1 5 3 , recuperamos o resultado obtido para o 

problema de cadeias flexíveis na rede de Bethe CStilck e de

Ol i vei r a , 19903 .

Os gráficos da energia livre por sítio da rede como função 

da densidade para pentâmeros CM=53, octâmeros CM=83 e polímeros 

CM-+oo3 numa rede de coordenação q=4, são apresentados nas figuras 

CIII-63, C III .73  e C III.83  respectivamente.

No caso de cadeias de comprimento finito , vemos que as 

curvas p versus z/Cl+z3 mostradas nas figuras I I I .  9  Cpentâmeros3 

e I I I .  IO CoctâmerosD são funções contínuas e monotôriicas, o que 

caracteriza a ausência de transições nestes modelos.

Li? '  í1" ‘"C1

entropia de 

CStilck e de

18



V

p

Fig. III. 6 — Cur vas tp versus z/Cl+z) para q=4 e M=5.

CaD u>=0, CfcO 05=0. 5, CcD co=l .
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t

p

F i g .  I I I .  7  — C u r v a s  <p v e r s u s  p  p a r a  q = 4  e  M = S .

C aD co=0, CbD o>=0. 5 ,  CcD w=l .
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p

Fig. I I I .  8 - Curvas p versus p para q=4 e M->co.

CaD o>=0, C fcO o>=0. 5 ,  CcD co=l .
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z / ( l  + z )

Fig. III. 9 - Curvas p versus z/Cl para q=4 e M=5.

Ca) to=l, Cb) £0=0.5, Cc) co=0.

22



Fig. I I I . I O  - Curvas p versus z/Cl+z3 para q=4 e M=8.

CaD 05=1, CbD w=0. 5, C c3 o>=0.

23
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I I I . 3 - A TRANSIÇAO DE POLIMERIZAÇAO

Analisando a eq. Cl II . 103 vemos que no limite M-»co

Cpolímeros3 duas situaçSes devem ser consideradas:

a3 Se crz < 1, para que a igualdade seja satisfeita devemos

ter a=orz e MaM=0, ou seja, nesta região a solução de ponto fixo é

a=crz, a qual corresponde a uma fase não-pol i mer i zada Cp=03.

M
fcO Se crz > 1 , para que o termo Ma seja finito  devemos ter 

a-í , e consequentemente a solução de ponto fixo:

2&C orz-1 3
MotM = -----------  C111 . 1 73

zC q—23

correspondente a uma fase polimerizada Cp^03, na qual a densidade 

é dada pela expressão:

qCcrz-13
p  = ------------  C111 . 1 83

q-2 + qCcrz-13

Da expressão acima vemos que a densidade p se anula quando z 

satisfaz a relação crz-l=0. Como uma densidade deve ser sempre uma 

grandeza positiva, vemos que quando z assume valores abaixo do 

valor critico z^ dado por:

■zc = 1 /  [l + Cq-23o>j C111. 193

a solução de ponto fixo C l I I .173 deixa de ser estável, vistó que 

nesta região ela fornece um valor negativo para a densidade. Uma 

vez que na região onde z < 1 /cr a solução de ponto fixo associada

qera uma densidade nula, então no ponto crítico z=z deve ocorrer
~ c

uma descontinuidade na derivada dp/dz Cfig. I I I . 113, o que 

caracteriza uma transição de fases de segunda ordem.

O diagrama de fases oe> versus z para a transição de 

polimerização é mostrado na figura I I I . 12.
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Fig. III. 11 - Curvas p versus z/Cl +z) para q=4 e

Ca) w=l , Cb) iú=0. 5, Cc) u>=0.
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z

F i g .  I I I .  1 2  - D i a g r a m a  d e  f a s e s  u> v e r s u s  z  p a r a  q = 4  e  M->eo.
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CAPÍTULO IV

CADEIAS AUTO- E MUTUAMENTE INTERAGENTES

O  m o d e lo  d e  c a d e i a s  a u to-  e  m u t u a m e n t e  i n t e r a g e n t e s  é  

c a r a c t e r i z a d o  p e l a s  i n t e r a ç B e s  a t r a t i v a s  e n t r e  m onô m ero s  p r i m e i r o s  

vizi-nhos n ã o - l i g a d o s  e n t r e  s i  C f i g .  I V .  1 3 ,  d e  fo r m a  q u e  c a d a  par  

d e  s i  t i  o s  p r i m e i r o s  v i z i n h o s  o c u p a d o s  por  m onôm eros  n ã o  l i g a d o s  

e n t r e  s i  c o r r e s p o n d e  a um e s t a d o  e x c i t a d o  d e  e n e r g i a  e , a  q u a l  

c o r r e s p o n d e  a  e n e r g i a  d e  i n t e r a ç ã o  a t r a t i v a  e n t r e  o s  m onô m ero s .

a r e s t a  d a  r e d e  C v a z i  a ) ;

i n t e r a ç ã o  a t r a t i v a  e n t r e  d o i s  m onôm eros  

p r i m e i r o s  v i z i n h o s  n ã o  l i g a d o s  e n t r e  s i ;  

l i g a ç ã o  e n t r e  d o i s  m onôm eros  d e  uma c a d e i a ;

F i g .  I V .  1 - M o d e l o  d e  c a d e i a s  a u t o  e  m u t u a m e n t e

i n t e r a g e n t e s  numa r e d e  q u a d r a d a .
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IV. I - RELAÇÕES DE RECORRÊNCIA E SOLUÇXO HO PONTO FIXO

Para abordarmos este problema sobre a rede de Bethe, vamos 

inicialmente definir M+l funções de partição parciais, as quais 

serão designadas de acordo com a configuração da raiz da 

sub-árvore correspondente.

Assim sendo, g^ é a função de partição parcial de uma 

sub-árvore cujo sítio raiz e seu primeiro vizinho estejam vazios, 

g  ̂ é a função de partição parcial de uma sub-árvore cujo sítio 

raiz esteja vazio, mas que seu primeiro vizinho esteja ocupado, e 

gfc Ck=2,. . . , MD é a função de partição parcial de uma sub-árvore 

cujo k-ésimo monômero de uma cadeia esteja localizado sobre o 

sítio raiz Cfig. IV. 22).

Fig. IV. 2 - Funções de partição parciais para o problema 

de cadeias auto- e mutuamente interagentes.

Fig. IV. 3 - Configuração que gera a função de partição 

pareial g ’ .
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A função de partição parcial é construida coneciando-se

r=q-l sub-árvores com sítio  raiz vazio Csub-árvores do tipo gQ ou 

g ^  à novâ raiz Cfig. IV. 33, de forma que a relação de recorrência 

associada é dada por:

g ’ = Cg + g ) r,

A função de partição parcial g ’ é construida tomando-se a 

contribuição devido aos dois tipos de configurações abaixo:

a) A configuração em que uma das sub-árvores conectadas à 

nova raiz tem seu sítio raiz ocupado pelo M-ési mo C último) 

monõmero de um cadeia Cfig. IV .4a ). Neste caso todas as outras 

devem ter sítio raiz vazio Csub-árvores do tipo g^ ou g^) , de 

forma que o termo associado a esta configuração é dado por:

.  .. T -í
rzg Cg + cog ) ,

visto que existem r possibilidades de se conectar uma sub-árvore 

com sítio raiz ocupado pelo último CM-ésimo) monômero de uma 

cadeia, o qual tem uma atividade z associada. O fator de Boltzmann 

(x> está associado ao caso em que a sub-árvore tem o sitio  raiz e 

seu primeiro vizinho ocupados por monômeros pertencentes a cadeias 

diferentes Csub-árvore do tipo g^).

b) A configuração em que duas das sub-árvores conectadas à 

nova raiz são dispostas de tal maneira que uma cadeia "entra" por 

uma delas e "sa i" pela outra Cfig. IV .4b ). Se a cadeia "entra" por 

uma sub-árvore do tipo g., deve sair por uma do tipo g .
j M — j+1

C j =2..........M-l), tal que a junção das duas partes constitua uma

cadeia de M monômeros. Visto que para cada uma das r "entradas"

existem r-1 "saidas" possíveis, devem existir rCr-l)/2

possibilidades distintas de se obter uma dupla do tipo 9jgM_j+1-

Assim sendo tomando a contribuição devido a todos os valores

possíveis de j ,  e lembrando que as r-2 sub-árvores restantes devem

ter sítio raiz vazio Csub-árvores do tipo g^ ou g^) , vemos que a



c o n t r i b u i ç ã o  t o t a l  d e v i d o  a  e s t e  t i p o  d e  c o n f i g u r a ç ã o  é  d a d a  p e l a  

e x p r e s s ã o :  ,

rC r- 13  . 1— 2 _
— ---- z C g  + cog 3 F g . g  . ,2  ^0 ^1 ^ j M-j + l

j = 2

o n d e  o  p a r â m e t r o  z  r e p r e s e n t a  a  a t i v i d a d e  d o  m onôm ero  l o c a l i z a d o  

s o b r e  o  s í t i o  r a i z  comum d e  c a d a  d u p l a  g g  p o s s í v e l  c o n e c t a d a
J M - j + l

ao  n o v o  s í t i o  r a i z ,  e  o  f a t o r  o> é  o  f a t o r  d e  B o l t z m a n n  a s s o c i a d o  a 

p r e s e n ç a  d e  uma s u b - á r v o r e  d o  t i p o  g^ C s u b - á r v o r e  com  s í t i o  

p r i .m e iro  v i z i n h o  o c u p a d o ) .  -

P o r t a n t o  a  r e l a ç ã o  d e  r e c o r r ê n c i a  a s s o c i a d a  à f u n ç ã o  d e  

p a r t i ç ã o  g^ é  d a d a  p o r :

,  _ r- i
q = r z g  Cg  + coq 3

O i

^ ^  M_1 
, rC r- 13  ^ r_2 ti
+ — --- z C g  + cog 3 J ] g g  . .2  ^  M-l+l

j =2

Ca3 => r zq C q + cog 3
S1

Cb3

 ̂  ̂  ̂ M_1 r C r - 1 3  ^ r ~2--- —---- zCq + cog 3 F g . q
2 ~o j M-j+i

J =2

F i g .  I V . 4  - C o n f i g u r a ç õ e s  q u e  g e r a m  a  f u n ç ã o  d e  p a r t i ç a o  

p a r c i a l  g ^ .
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A função do partição parcial çĵ  è ooivstruicáà de forma anáuloga. 

ao caso descrito no capitulo I I I ,  exceto pelo fato de que neste 

caso as slib-árvores com sitio  raiz vazio conectadas à nova raiz 

podem ser do tipo ou Cfig,. IV. 5a3. Portanto, a relação de 

recorrência associada deve ser:

,  ^ r
g  = z C q  + cog J .

2 3 1

As funções de partição parciais g^ são construídas de forma 

análoga ao caso descrito no capítulo I I I ,  exceto pelo fato de que 

neste caso existem r possibilidades de que "entre" uma sub-árvore

do tipo q , e as sub-árvores com sitio  raiz vazio conectadas à
k-1

nova raiz são do tipo g^ ou Cfig. IV. 5bD. Portanto a relação de

recorrência associada é dada por:

4-

CaU 4-

-O—

Cb3 T
r-1

Fig. IV* 5 - Configurações que geram as funçSes de partição

parciais: CaD g* , CfcO g,' ..
2 / k
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A f u n ç ã o  d e  p a r t i ç ã o  d o  p r o b l e m a  n a  á r v o r e  d e  C a y l e y  é  

o b t i d a  c o n e c t a n d o - s e  q s u b - á r v o r e s  a o  s í t i o  c e n t r a l .  T o m a n d o  a s  

c o n t r i b u i ç õ e s  d e v i d o  à s  c o n f i g u r a ç õ e s  n a s  v i z i n h a n ç a s  d o  s i t i o  

c e n t r a l  C f i g .  I V . 6 5 ,  e  s o m a n d o  s o b r e  t o d a s  a s  p o s s i b i l i d a d e s ,  

o b te m o s  a  e x p r e s s ã o :

Y  = Cg  + g 3 q + q z q  C a  + wq 3 q 1
a O  1 ~ M  “ O  “ 1

 ̂ .. M-1
gCq-lJ  ̂q-z _

+ S -- z C g  + tog 3 E  9  9
2  j  M —J + l

J = 2

Ca)

Cb)

Q

O

O 

Q

O'

ô

o

O-O

+ o— ©— o

ò

+

o

+ o---<»---o

ô

=*■ C g  +  g  )

=> q z q  C q  + coq 5
M “ O  “ 1

q-i

C c3

Q

+ O--©-©

Ô

Q

o-

r C r -1 3 .. q - i
z<.go + cog^

M- 1

X  E  Q 9
. J M j  + 1
J = z

F i g .  I V .  6  - C o n f i g u r a ç õ e s  n a s  v i z i n h a n ç a s  d o  s í t i o  c e n t r a l  

q u e  c o n t r i b u e m  p a r a  a f u n ç ã o  de  p a r t i ç ã o .
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Definindo as razões:

R = Cg + g 3 /C g  + u>g 3 ,

R = g /C g + cog 3,

onde i =1 , 2 ..........M-l , obtemos as relações:

R* = Ír1" + rzCR + Cr-1) T R . R )1 /  D, CIV. 1)O | O M- l  ---- ^ j  -  1 M-J J 'J — 2

R’ = z /  D, CI V. £3

R* = rzR / D ,  CIV. 3)
k k-1 ’

onde:

I r  +  C r - D  £ R .  R 1. ̂ M_4 _ _ _ _  j = 2  m . j J

M - l
D = R^ + corz |r + Cr-1D T, R . R I- C I V . 4 3

*
Visto que os valores de ponto fixo R. formam uma P. G. do

ti po:

R /R  = rR , 
j j-i 1

*
então, introduzindo o parâmetro c^rR^ obtemos a relação:

* j 
R = a /r . 

j

No limite termodinâmico as razões R. convergem para os
* J 

valores de ponto fixo R ., de forma que tomando as equações CIV. 23 

e CIV. 43 neste limite, obtemos as relações:

D = r z / a ,

_  r MD = a. + coza o
-1 r Cr-13CM-23"1

L1 + — 3 =— J-

*
onde o parâmetro a representa o valor de ponto fixo Rq.
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Assim sendo, combinando as relações acima, obtemos a equação 

de ponto fixo:

M-231

J '

r  ̂ M Hi C r -13 CM-L- , , T»/ r '»
rz = ac*o + coza Jl + --- gp----1. CIV. 53

De maneira análoga, combinando as relaçSes CIV. 13 e CIV. 23 

no limite termodinâmico, obtemos a equação de ponto fixo:

r m T, . Cr-13CM-23l ^TW ^
+ za |1 + --- ~-----1. CIV. 63° L 2r Jrza = aa 

o

Subtraindo CIV. 63 de CIV. 53 e lembrando que r=q-l, obtemos a 

igualdade:

2Cq—1 32 fl - a 1
a*  , --_--- h--- 2Í_ . CIV; 73

C co-13 [ C q-23 M + 2]

Por outro lado, analisando a expressão da função de partição 

do modelo, vemos que a densidade p de monômeros sobre o sítio 

central da árvore de Cayley, é dada pela relação:

M — 1

qCq-l?zCgo- « g ,) " " 2 £ O O I.
2 j =2 -»

No limite termodinâmico a expressão acima pode ser escrita em 

termos dos parâmetros a e , na forma:

p = qzMaM Jaq + qzM«M *J. CIV. 83

Por outro lado, rearranjando a equação CIV. 33 obtemos:

z = 2Cq-13aa•q 1 /  |^2Cq-13Z- coaM |cq-23M + 2j|.
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Assim sendo, substituindo esta expressão na equaçat} CIV. 63 

obtemos a iguladade:

2Cq-l 3 pot
aM = _______________________  °  _______ CIV. 93

qMCl-pD + oopoî f Cq-23M. + 2]

Igualando as equaçSes CIV. 73 e Cl V. 93 obtemos a solução:

7 1/2
A-B ± [CA-B3 + 4wAB]

« = --------------------  CIV. 103

° 2wA

onde:

A = [ C q—23 M + 2] p 

B = qMC 1 —p3

A solução fisicamente aceitável, deve ser tal que no limite 

co-*l Ccaso não-interagente3 têm—se a.^=l , em decorrência da sua 

própria definição. A raiz dada por C IV .103 que satisfaz esta 

condição é dada por:

A-B + [ C A-B3 2 + 4coAB] 1/2
oi = ---------------------  Cl V. 113

° 2 co A

Substituindo a relação C IV .113 nas equações C IV .53 e C IV .63, 

e efetuando um ‘pouco de álgebra, encontramos a expressão para z 

como função de p, na forma:

i i

« o  M [1 “  P  + w A a ^ /q M j  M C I V .  1 2 3

onde:,

1 2

Z =  ̂ CIV. 133
o qC 1 -p3 L M J L q J
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IV. 2 - A DESCONTINUIDADE NA DENSIDADE

A n a l is a n d o  as  c u rv as  p  v e r s u s  z / C l + z )  p a r a  v a l o r e s  f i n i t o s

de M, mostradas nas figuras IV. 7 Cdímeros) e IV. 8 Cpentâmeros),

vemos que elas apresentam um comportamento continuo e monotônico

para valores de co abaixo de um dado valor crítico co .
c

Por outro lado, para valores de co maiores que co , estas
c

curvas deixam de ser monotônicas e passam a apresentar um loop de

x>an der Waals, isto é, uma região onde a função pCz) não pode ser

definida, visto que para cada valor de z existem três valores

para a densidade p associada. Nesta região ocorre a coexistência

de uma fase ordenada Cal ta densidade) e uma fase desordenada

Cbaixa densidade), de forma semelhante ao que ocorre numa

transição líquido-gás de uma gás de rede CStanley, 19713. A

ocorrência do loop de van der Waals implica numa descontinuidade

na densidade, e caracteriza uma transição de primeira ordem.

O va lor  c r í t i c o  co , ac im a  do  qual o c o r r e  a  t r a n s i ç ã o ,  é  o
c,

valor de co que gera uma curva no plano p-z que apresenta um ponto 

de inflexão, o qual deve satisfazer simultaneamente as condições:

dz/dp = O; CIV. 14a)

aZz/dp2 = O; CIV. 14b)

Tendo em vista a forma complicada da função zCp), as

expressões analíticas para as derivadas tornam-se extremamente

enfadonhas, de forma que torna-se mais prático calcular os

valores críticos co numéricamente. Os valores co calculados para
c c

dímeros CM=2) e pentâmeros CM=53 numa rede de coordenação q=4 são 

dados por -.

co CM=2) = 2.968246,
C

co C M=5) = 2. 274456.
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p

F i g .  I V .  7 — C u r v a s  C q —13z: v e r s u s  p  p a r a  q = 4  e  M—S.

CaD co=l , C bO co=co , CcD u>=5.
c
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p

F i g .  I V .  8  - C u r v a s  C q - lD z  v e r s u s  p  p a r a  q = 4  e  M=5.

C a )  w=l , C bD a>=u> , C c )  w =5 .
c
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I V .  3  -  O PONTO T R IC R IT IC O

No limite M->a> temos as equações:

aar + toẑ  r-̂.~ ̂  MaM = rz CIV. 152)
o 2r

aar + ■z'r- MqM = rz a CIV. 163
o 2r o

donde subtraindo CIV. 163 de CIV. 153 obtemos:

Ur 2 (l-a )

Mc<M = --------—  CIV. 173

C co-13C r -13

Na região onde r z í l , para que CIV. 153 e C IV .163 sejam

M
satisfeitas devemos ter Ma =0 C veja seção I I I . 33. Usando esta 

condição na equação CIV. 173 vemos que o valor de ponto fixo para o 

parâmetro nesta região deve ser:

a o = 1 ’

de forma que da equação C IV .153 obtem-se que o valor de ponto fixo 

a correspondente deve ser:

a = rz.

Kl M
Uma vez que a condição Ma =0 implica que p—O Cequação IV. 63, 

vemos que para valores da atividade z menores que l /r  a solução de 

ponto fixo é dada por CaQ= l , a=rz3, a qual corresponde a uma fase 

não-polimerizada Cp=03.

Os pontos fixos correspondentes à fase polimerizada Cp^03, 

são obtidos igualando—se as equações CIV. 163 e CIV. 173, donde:

Cco-13a r - corza + rz = O CIV. 193
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por

PCa ) = Cco-lDa r - corza + rz. CIV. 20}
O O o

Fazendo a mudança de variável (3=a -1 , o polinómio acima toma 

a f orm.a:

PC/?} = C co-1 3 C (3+1 3 r - cor zC (3+1 3 + rz. CIV. 21 D

Sobre a linha de estabilidade da fase não—pol i rner i zada 

Cz=l/r; /?=0D , o termo de ordem zero de PC/?} se anula de forma que 

um dos pontos fixos da fase polimerizada coincide com o ponto fixo 

não-polimerizado, ambos com o maior autovalor associado igual a 

um. O ponto tricrítico é o ponto sobre esta linha Clinha de 

transição de segunda ordènO no qual um terceiro ponto fixo 

torna-se igual ao ponto fixo não polimerizado, Isto acontece 

quando o termo de ordem zero e o termo linear de PC/3D tornam—se 

nulos. Expandindo PC/?} nas vizinhanças do ponto Cz=l/r ; /9=CO , 

vemos que o termo linear de PCfD se anula quando são satisfeitas 

as condiçSes:

rz - 1 ,

Cr-lDoo - r = 0. 

ou seja, quando z=z e w=u> , onde:
^  T C  T C

z = 1 /r ,
T C

&> = r/Cr-lD , CIV. 22bZ>
T C

Estas reiaçSes são essencialmente as mesmas obtidas por Serra 

e Stilck Cl 990!) tomando o limite sem diluição para o problema de 

polímeros auto— e mutuamente interagentes.

CIV. 22a2>
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Fig. IV. 9  - C u r v a s  Cq-D z  v e r s u s  p  p a r a  q = 3  e  M-*a\ 

C a )  ú>=1 , C hO 01=ai , C c )  ce.=S.
T C
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IV. 4 - A CONSTRUÇÃO DE MAXWELL

IV. 4. a - Diagramas de Fases

Q comportamento do sistema numa transição de primeira ordem, 

pode ser melhor entendido, através de um diagrama de fases onde 

apresentamos os valores de o> como função dos valores de transição 

da atividade z. Os valores de transição da atividade z são obtidos 

através de uma "construção de Maxwell” , a qual consiste em achar 

os valores p^ , p e  z^ , que satisfazem a igualdade:

^ s  
f•

ln[zCp)]dp = CPs~PjL) lnzí

Nos diagramas de fases w versus z para dímeros CM=2) e 

pentâmeros CM=5) apresentados nas figuras CIV. 10) e CIV. 11) 

respectivamente, as linhas de estabilidade Clinhas pontilhadas) 

das fases ordenada Cal ta densidade) e desordenada Cbaixa 

densidade), e a linha de transição de primeira ordem Clinha cheia) 

convergem para uma certo ponto critico, de tal forma que na região 

abaixo do mesmo. Cregião onde tem valores menores do que » não

há distinção entre as duas fases.

For outro lado no diagrama de fases da fig. I V .12 Cpoli meros) 

o ponto onde as linhas de estabilidade das fases polimerizada e 

não polimerizada Clinhas tracejadas) coincidem com a linha de 

transição de primeira ordem Clinha pontilhada), constitui o ponto 

iricrí tico. Na região abaixo do mesmo Cw < w ) a linha de
T C

transição passa a ser de segunda ordem Clinha cheia).

Na região entre as linhas spinoidais Clinhas de estabilidade) 

ocorre a superposição de dois pontos fixos correspondentes a duas 

fases diferentes, no entanto a coexistência de fases propriamente 

dita só ocorre sobre a linha de transição Cde primeira ordem).
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F i g .  I V .  1 0  — D i a g r a m a  d e  f a s e s  u> v e r s u s  2  p a r a  q = 4  e  M=£.

4-3



z

F i g .  I V .  11 — D i a g r a m a  d e  f a s e s  to v e r s u s  z p a r a  q = 4  e  M=5.
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F i g .  I V .  1 2  - D i a g r a m a  d e  f a s e s  u:- v e r s u s  z  p a r a  q = 3  e

T-1—

0.7

M->co.
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IV. 4. b - A Energia Livre na Região de Transição

A energia livre <p na região onde a função zCp) é contínua e 

monotônica, é obtida substituindo-se a expressão C IV .12) na 

integral C I I .6 ) ,  e efetuando-se numéricamente a integração.

Por outro lado, se as curvas no plano p-z apresentam o "loop de 

van der W alls ", sabemos que para valores de p pertencentes ao 

intervalo [p^»ps] Ccalculado através de uma construção de 

Maxwell), o valor da função zCp) é dado pela constante 

Catividade de transição).

Isto significa que para valores de p pertencentes a este 

intervalo, a energia livre <p é dada pela relação:

<p = pCp J  + C p-p  ̂) L n.z ̂

onde <pCp ) é a integral Cl 1 .6 )  calculada de O até p. , usando a 
r i 1

expressão C IV .12) para zCp).

As curvas <p versus p para dímeros CM=2), pentâmeros CM=5) e 

polímeros CM-»co) são apresentadas nas figuras CIV. 13) a CIV. 15).
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p

F i g .  I V .  1 3  - C u r v a s  <p v e r s u s  p  p a r a  q = 4  e  M=2.

C a }  cò=1 , CbO a'=(o , C c )  u>=5.
c
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p

Fig. IV. 14 — C u r v a s  ip v e r s u s  p  p a r a  q = 4  e  M=5 .

CaD co=l , C fcú íú^lo , CcD u>=5.
c
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p

Fig. IV. IS - Curvas tp versus p para q=3 e M-»co.

C a!) oj=1 , C bù (ú=lò , CcZ> a>=5.
T C
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CAPITULO V 

REDE ANISOTRÓPICA

Neste capítulo vamos tratar o problema em que a distribuição 

de energia na rede apresenta uma anisotropia orientacional, de 

forma que a energia das ligações das cadeias depende de sua 

orientação espacial na rede. Um exemplo de uma situação deste 

tipo é o problema de cadeias colocadas num líquido com fluxo, de 

forma que existe uma direção preferencial para a orientação das 

cadeias.

No caso de redes hipercúbi cas, vamos considerar o modelo em 

que as ligações das cadeias tem energia igual a um valor e 

Cestado excitado} quando estão localizadas sobre uma certa 

direção preferencial da rede, e energia nula Cestado fundamental} 

se estiverem localizadas sobre qualquer outra direção da rede. 

Para maior comodidade vamos rotular as arestas da rede conforme a 

energia das ligações inscritas sobre elas. Assim sendo, as 

arestas sobre as quais uma ligação inscrita tem energia nula 

serão classificadas como "tipo 1 " ,  enquanto as arestas sobre as 

quais uma ligação inscrita tem energia & serão classificadas como 

"tipo 2 “ . Consequentemente, das q arestas incidentes sobre cada 

sitio  da rede, duas delas são do tipo 2 e as q-2 restantes são do 

ti po 1.

....< j-

....©=

Ca} Cb}

——  ligação do tipo 1 =  ligação do tipo 2

Fig. V. 1 - Modelos anisotrópicos de redes.

Ca} quadrada, Cb} tipo "parede de tijolos".

S....... X
4.
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Um outro tipo particular de rede anisotrópica de interesse 

são as redes de coordenação q-3, tais como a rede hexaqonal ou a 

rede tipo "parede de tijolos" Cfig. V. lfcO, nas quais vamos 

considerar' o modelo em que a anisotropia or i entacional das arestas 

da rede obedece à mesma relação quantitativa geral das redes 

hipercúbicas, ou seja para cada sitio  da rede existem q—2=1 aresta 

do tipo 1 e duas do tipo 2.

V .1 - A ÁRVORE DE CAYLEY ANISOTROPICA

Para abordarmos o problema anisotrópico na rede de Bethe, 

precisamos definir um modelo anisotrópico para a árvore de Cayley, 

de forma que a distribuição de energia das ligaçSes das cadeias 

obedeça à mesma anisotropia orientacional das redes regulares 

correspondentes.

Uma árvore de Cayley anisotrópica de coordenação q e K 

geraçSes é construi da unindo-se q sub-árvores de geração K a um 

sitio  central, de. tal forma que duas destas sub-árvores tenham 

suas raizes correspondentes à arestas do tipo 2, e as q-2 

restantes tenham raízes correspondentes a arestas do tipo 1 

Cfig. V. 2aD .

Por sua vez, cada sub-árvore de geração g? é construi da 

unindo-se r =q-l‘ sub-árvores de geração g^ numa nova raiz, sendo 

que esta operação deve obedecer as seguntes condiçSes:

aD Se a raiz da nova sub-árvore corresponde a uma aresta do 

tipo 1, então duas das r sub-árvores a ela conectadas devem ter 

suas raízes sobre a aresta do tipo 2, e consequentemente as 

restantes devem ter suas raízes sobre arestas do tipo 1 Cfig. 

V. 2bD .

b3 Se a raiz da nova sub-arvore corresponde a uma aresta do 

tipo 2, então uma das r sub-árvores a ela conectadas deve ter 

sua raiz correspondente a uma aresta do tipo 2, e as restantes 

devem ter suas raízes sobre arestas do tipo 1 Cfig. V. 2cD.
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Cà)
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O....Ò....o 

o
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Cc)
r  

L . 9

-o- -o-

j1
r a i z

Fig. V. 2 - Ca) Uma árvore de Cayley anisotropica de coordenacao

q=4 e K=2 gerações.

C fcO Construção de uma sub-árvore cuja raiz corresponde 

a uma aresta do tipo 1.

Cc) Construção de uma sub-árvore cuja raiz corresponde 

a uma aresta do tipo 2.
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No caso geral de cadeias de comprimento finito  CM > 3 ) , a 

forma matemática das relaçSes de recorrência para as funções de 

partição parciais associadas às sub-árvores não permitiu obter uma 

solução analitica para a equação de ponto fixo Cveja apêndice AD. 

No entanto nos casos limites M=2 Cdí meros) e M-»oo Cpoli meros), o 

problema foi resolvido de forma analítica, como veremos nas 

próximas seçSes.

V .2 - O PROBLEMA DE DÍMEROS

O problema de dímeros CM=2) corresponde ao caso em que as 

cadeias inscritas sobre a rede tem apenas uma ligação, isto é, 

cada cadeia ocupa apenas dois sítios adjacentes da rede. Este 

problema pode ser tratado na rede de Bethe definindo-se 4 funçSes 

de partição parciais associadas às sub-árvores, de acordo com a 

configuração de sua raiz Cfig. V. 3) .

Assim, g é a função de partição parcial associada às 

sub-árvores cuja raiz está vazia e corresponde a uma aresta do 

tipo 1, enquanto g refere-se às sub-árvores de configuração 

análoga, cuja raiz corresponde a uma aresta do tipo 2. Da mesma 

forma g é a função de partição parcial associada às sub-árvores 

com um dl mero localizado sobre a raiz, a qual corresponde a uma 

aresta do tipo 1, enquanto gzz refere-se às sub-árvores de 

configuração análoga, mas com raiz correspondente a uma aresta do 

tipo 2.
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L

g ii 12 g 21 22

aresta do tipo 1 vazia; 

aresta do tipo 2 vazia; 

aresta do tipo 1 ocupada; 

aresta do tipo 2 ocupada;

Fig. V. 3 - FunçSes de partição parciais para o problema 

anisotrópico de dí meros na. rede de Bethe.

A função de partição parcial é construida tendo-se em

conta a contribuição dos três tipos de configuraçSes abaixo:

a2) A configuração em que todas as r sub-árvores unidas na 

nova raiz têm sua raiz vazia Cfig. V .4a } . A contribuição 

associada é dada por:

bD A configuração em que uma das r sub-árvores* unidas à nova 

raiz, tem sua raiz correspondente a uma aresta do tipo 1, e 

portanto ocupada por um dímero de energia nula Cfig. V. 4bD. A 

contribuição correspondente deve ser:

Cr-2Dzg gr 3g2 >
21 1 1 12

visto que as r-1 sub-árvores restantes devem ter raiz vazia, e 

duas delas correspondem a arestas do tipo 2.
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cD A configuração em que uma das r sub-árvoreS unidas à nova

raiz tem sua raiz correspondente a uma aresta do tipo 2, e

portanto ocupada por um dímero de energia e Cfig. V. 4cD. A 

contrí buiç'ão associada deve ser:

1 / 2  r-2
zw g g g ,

22 li 12

visto que das r-1 sub-árvores com raiz vazia, uma delas tem sua

1/2
raiz-correspondente à aresta restante do tipo 2. O fator co é a 

contribuição estatística devido a presença de um dímero de energia 

e sobre a raiz de uma das r sub-árvores unidas à nova raiz Co 

expoente 1 /2  indica o fato de que cada dímero ocupa dois si ti os 

adjacentes, de forma que apenas metade dele contribui para cada 

geraçãoD.

Q

C a3 O.......O......:© =*

Cb} O ..... 4 ►...... G
r—3 2

=> Cr-23z g g g 
a 2 1  11 12

CcD
_  1 / 2  r-2......G =* 2oo z g g a

^  22  11 12

Fig. V. 4 - ConfiguraçSes que geram a função de partição



G

Ca) O ---------O ---------G
r-1

=> g g s u  12

G

c w
, . . I—3

-O => C r - l ) z  q  q  q
~2±~li ~12

Cc) o- —o
1/2 1—2 

co z a g 
'2 2  11

Fig. V. 5 - Configurações que geram a função de partição 

parcial 9^2-

Assim sendo a relação de recorrência para a função de 

partição parcial 9 ^»  é dada pela expressão:

g ’ = gr 2g2 + Cr-2)zg /g
11 all 12 I 21 11

- 1/2 2zoo g /q
22 12

A função de partição parcial
1 2

construi da dé forma

análoga à g ’
11

exceto pelo fato de que neste caso a nova raiz

corresponde a uma aresta do tipo 2, de forma que apenas uma das r
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sub-árvores á ©la unidas deve ter sua raiz correspondente a uma 

aresta do tipo 2, e portanto todas as outras r-1 restantes devem

ter suas raízes correspondentes a arestas do tipo 1 Cfig. V. 5D. 

Assim sendo, a relação de recorrência associada deve ser:

1 9 i 1 
11 12 J

g ’ = g g <1 + Cr-lDzg /g  
12 ^11 12 I ^21 ®11

1/2  
zco g /q

2 2  12

A função de partição parcial g^ é construída tendo-se em 

conta que a nova raiz deve ser ocupada por um dímero de energia 

nula, e portanto corresponde a uma aresta do tipo 1, de forma que 

todas as sub-árvores a ela unidas devem ter sua raiz vazia, e duas 

destas sub-árvores devem ter sua raiz sobre arestas do tipo 2 

Cfig. V. 6aD. Desta forma, a relação de recorrência associada deve 

ser :

r-2 2 
g = zg g 
S21 311 12

A função de partição parcial 9^z ^ construída de forma

análoga à q ’ , exceto pelo fato de que a nova raiz corresponde a 
' 2 1

uma aresta do tipo 2, e portantq apenas uma das r sub-árvores com 

raiz vazia a ela unidas pode ter sua raiz correspondente a uma 

aresta do tipo 2 Cfig. V .6bD. Assim sendo a relação de recorrencia 

associada deve .ser:

1 / 2  r-1
g = zco g g ,

22  11 12

1 ̂ 2
onde o fator co representa a contribuição estatística devido ao 

fato da raiz corresponder a uma aresta do tipo 2, e estar ocupada 

por um dímero.

A função de partição do modelo na árvore de Cayley é obtida 

conectando-se q sub-árvores ao sitio  central, de forma que devemos 

levar em conta as contrí buíçSes devido aos três tipos de 

configuraçSes mostarados na figura V. 7.
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Cal)

CfcO

Fig. V

CaD

CfcO

Cc}

Fig.

o-
1—2 2 

z g g 
^11 12

1/2 1—1 
zu g g 

^11 12

.6  - ConfiguraçSes que geram:

C a3 uma g ’ , C fcO uma g ’ .
21  2 2

o - .........o - ......... G
q-2 2

=* 9 9 ^11 12

G

G

O -.........& .......... O  +  G .......... © -......... O
q-3

=» Cq-2Dzg g g 
M 2 1 1 1  12

Ô

O o

O -------.-C ?..........G  +  O -......... ........ ......O
_  1 / 2  q-2 s12

.7  - Configurações que contribuem para a construção da 

função de partição do modelo.
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Assim sendo, somando sobre todas as configurações possíveis, 

nas vizinhanças do sitio  central, obtemos a expressão:

Y q-z 2 
= g g 

ail ^12
1 + Cq-2)zg /g  

M 21 ^11

+ 2zo>1/Zg /g
22  12

}

CV. 1)

A densidade de dimeros incidentes sobre o sitio  central da 

árvore de Cayley, e a correspondente densidade de dímeros de 

energia e são dadas respectivamente pelas relações:

p =gq 2g2 fcq-23zg /g  + 2zco1/Zg /g  1 /  Y» 
^ 311 12  ̂ ^ 21 311 22 *2J '

C V. 2D

q -2  2 f -  1/2
P = g g 2 z o j  g /g  £ 11 12  ̂ 22 12) / v . CV. 35

V. 2. a - Solução da Equação de Ponto Fixo

Definindo as razões R =g /g  e R =g /g  , podemos escrever
1 21 11 2 22 12

as quatro relações de recorrência anteriores na forma compactada:

R ’ = z /D  , CV. 4)
i i

R ’ = V /Zz /D  , CV. 5)
2 2

onde:

1/2
D = 1 + Cr-2)zR + 2zo> R ,

1 1 2

1/2
D = 1 + Cr-15zR + zto R . 

2 1 2
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Ho limite termodinâmico, as densidades p e p podjem ser
^ -x

expressas em termos dos valores de ponto fixo a =R e a =R , na
1 1 2  2

f orma:

p = jcq-23 0̂  + 2coÍ/ZcxJ /  D, C V. 6D

p =2co1/Zo< /  D, C V. 7-D
2 /

onde:

1/2
D = Cq-2Da + 2co a + l /z .

1 2

Assim sendo, introduzindo o parâmetro oc=a /ot podemos 

escrever a equação CV.6D na forma:

p = |2 u>1/20( + q-2j /  2̂o>1/Za + q-2 + l/zcx^J,

donde obtemos a relação:

l /z a t = C (SCO1-2« + q-2j. CV. 83

Por outro lado, combinando CV. 43 e CV. 53 no ponto fixo,
■ \

podemos escrever a equação:

jo>1/2C( + q-2 + 1/zci^Jcx = 2<o1/2cx + q— 3 + 1/za^, CV. 93

Desta forma, substituindo CV. 83 em CV. 93 obtemos a equação de 

ponto fixo:

C2-p3co1X2ot2 + Cq-2-2«}<x - co1/2Cq-2-p3 = 0 ,  CV. ICO

Se co=0, o termo linear da equação CV. 103 deve ser nulo, e 

como o coeficiente Cq-2-2co3 é sempre positivo, a única solução 

possível deve ser a raiz nula oi=0.
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Por outro lado, para valores não-nulos de co, a raiz 

nSo-negatí va de C V. 102) é dada por:

-b + Cb2 + 4coc^1/Z

a. CV. 110

2coi/Z C2-pD

onde:

b = q-2-2w, 

c = C2—p}Cq-2-p}.

Em termos do parâmetro a a equação CV. 7) toma a forma:

C V. 12D

e como a é uma função de p, obtemos uma expressão para a densidade

Por outro lado, substituindo a relação CV. 85 na equação 

CV.4D, calculada no ponto fixo, obtemos a igualdade:

e substituindo este resultado novamente em CV.8} obtemos a 

expressão para z como função de p:

A energia livre por sitio  da rede para o problema de dl meros 

é obtida substituindo-se CV. 133 na integral CII.6D e efetuando-se 

numericamente a integração.

As curvas p versus z/Cl+zD e <p versus p obtidas a partir da 

equação CV. 135 para q=4, são apresentadas nas figuras CV.8D e 

CV. 9D respectivamente.

p^ como função da densidade total p.

i

2

zC pD

C1 -p~> (2ü//20( + q-2}

C V. 13}
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p

z / O + z )

Figf. V. 8 — Curvas p versus z/li +2 j para q=4 e M=£.

linhas cheias: Ca) Cjó=1 , C fcO o>=Q;

1 í nhâ porit- i. i ]̂3.íd3. * (jò—Q 5
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p

Fig. V. 9 - Curvas <p versus p para q=4 e M=2.

Cal> co=0, CbD a>=0. S, Cc) co=l .
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V .2 .b - Solução para Redes de Coordenação q=3

Anali-sando as soluçSes da equação CV. 10} vemos que para redes 

hipercúbicas Cq=2d>4} a raiz a=0 só ocorre quando w=0, o que 

implica numa dependência contínua e monotônica da densidade p£ com 

o fator de Boltzmann co Cveja fig. V. 10}.

Por outro lado, é interessante verificar o comportamento da 

solução sobre redes de coordenação q=3, onde consideramos que a 

anisotropia orientacional das arestas comporta-se de maneira 

quantitativamente análoga ao caso das redes hipercúbicas, ou seja, 

para cada sítio tem-se duas arestas incidentes do tipo 2 e q-2=l 

do ti po 1 .

Assim sendo, analisando a equação CV.11D para q=3, vemos que 

para o caso em que a rede está totalmente preenchida Cp=l} , a 

solução de ponto fixo a se anula quando w assume valores abaixo do 

valor crítico 00^=1/2 . Isto significa que nesta região a solução de 

ponto fixo é c(=0, a qual corresponde a uma fase "não excitada", 

isto é, uma fase onde todos os dímeros têm energia nula Cp^=0}.

Por outro lado, na região acima do valor crítico oo_, a 

solução de ponto fixo tem a forma:

a = C2(0-1} /  w1/Z CV. 14}

a qual corresponde a uma fase "excitada", visto que nesta região a 

a densidade p^ é diferente de zero, de forma que os dímeros podem 

se encontrar tanto no estado fundamental Cenergia nula} como num 

estado excitado de energia s.

Os resultados obtidos acima concordam qualitativamente com 

os cálculos exatos realizados para um modelo anisotrópico análogo 

sobre redes bidimensionais de coordenação q=3, tais como a rede 

hexagonal ou a rede tipo parede de tijolos CKasteleyn, 1963; Nagle 

et al1i , 1989}.
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CO

Fig. V-IO - Curvas p versus co para q=4 e M=£.

Ca> p=1, Cfcû p=0. 8, CcD p=0 .5 .
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CjJ

Fig- V. 11 - Curvas p_ versus u> para q=3 e M=2. 

linha cheia: p=l ; 

linha pontilhada: p-Q. 95; 

linha tracejada: p=0 .8 .
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V .3 - O PROBLEMA DE POLÍMEROS

O limite M-»oo CpolímerosD é caracterizado pelo fato das 

cadeias serem muito longas e não possuírem pontos terminais no 

interior da rede CWheeler e Pfeuty, 1981; Stilck e Wheeler, 19S73. 

Assim sendo, na região central da árvore de Cayley Crede de BetheD 

podemos definir 4 funçSes de partição parciais, as quais são 

designadas de acordo com a configuração e orientação espacial da 

raiz da sub-árvore associada Cfiq. V. 123.

....A....

i '
a

li 12
g
'21 22

Fig. V. 12 - FunçSes de partição parciais para o problema 

anisotrópico de polímeros.

V .3 . a - RelaçSes de Recorrência
<

Assim, g é a função de partição parcial associada às 

sub-árvores cuja raiz está vazia e corresponde a uma aresta do 

tipo 1, enquanto g refere-se às sub-árvores de configuração 

análoga, exceto pelo fato de que sua raiz corresponde a uma aresta 

do tipo 2.

Da mesma forma, é a função de partição parcial associada

ás sub-árvores cuja raiz está ocupada por um ligação de uma das 

cadeias, e corresponde a uma aresta do tipo 1, enquanto a função 

de partição parcial g refere—se às sub-árvores de configuração 

análoga, cuja raiz corressponde a uma aresta do tipo 2.
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A função de partição parcial 9 ’ j» ^e uma geração a mais é 

construi da tomando-se as contribuições devido às configurações 

abaixo:

a) A ‘ configuração em que todas as sub-árvores unidas à nova 

raiz têm a sua raiz vazia Cfig. V.13aD. Da mesma forma que no caso 

para d£meros, a contribuição associada é dada por:

r - 2 2
g g .

1 1  12

b) A configuração em que duas das r sub-árvores unidas à nova 

raiz, são dispostas de tal forma, que uma das cadeias "entra" por 

uma delas e "sai" pela outra Cfig. V. 13bD.

b.lD Se as raízes das duas sub-árvores sobre as quais a 

cadeia incide, correspondem a arestas do tipo 1 a contribuição 

associada deve ser:

Cr-2DCr-3D 2 r-4 2
--- 2---- Zg21gii g12’

visto que existem Cr-2DCr-3D/2 possibilidades distintas de se 

obter uma dupla de sub-árvores com raiz ocupada e correspondentes 

a arestas do tipo 1 Csub-árvores do tipo 921̂  •

b. 2) Se as raízes das duas sub-árvores sobre as quais a 

cadeia incide, são tais que uma delas corresponde a uma aresta do 

tipo 1 e a outra corresponde a uma aresta do tipo 2 então a 

contribuição associada deve ser:

„  i / z  r - 3
2Cr-2}o> zg g g g

2 2  2 2 1  1 12

)
visto que existem 2Cr-2D possibilidades de se conectar uma dupla

de sub-árvores com raízes ocupadas e correspondentes à arestas de

1/2
tipos diferentes. O fator to representa o peso estatístico 

associado à ligação de energia s, localizada sobre a aresta do 

tipo 2 Co expoente 1 /2  indica o fato de que cada ligação da cadeia 

une dois sitios de gerações diferentes, e portanto a contribuição 

para cada geração corresponde a meia ligação}.
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b. 3I> Se as raízes das diuas sub-árvores sobre as quais a 

cadeia incide, correspondem a arestas do tipo 2 a contribuição 

associada deve ser:

cozg
2 i—2 

g
2 2 11

visto que existe apenas uma possibilidade de se unir duas

sub—árvores com raiz ocupada e correspondente a uma aresta do tipo

2. O fator u> nesta expressão representa o peso estatístico de

anisotropia devido às duas ligações Cde energia localizadas

sobre as arestas do tipo 2 Cneste caso o fator co resulta do

1 /2
produto das contribuições to referentes às duas ligações de 

energia e5 .

Portanto a relação de recorrência associada à função de 

partição parcial g*^ é dada por:

localiza-se sob^e uma aresta do tipo 2. Neste caso das r arestas 

unidas à nova raiz, apenas uma é do tipo 2, de forma que não 

existe a possibilidade de uma cadeia "entrar" e "sair" apenas 

sobre arestas do tipo 2. Assim sendo a relação de recorrência 

associada deve ser:

2C r —25 co'
1/2 ]

A função de ,partição parcial g ’ é construida de maneira 

análoga à g ’  ̂ Cfig. V. 145, exceto pelo fato de que sua raiz

Cr-IO Cr-25

+ C r -1 5 co
1/2

]
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Ca3

Cb3

Fig.

Ca3

Cb3

Fig.

O

G O

,, \ /  

o / \ o

r -2  2
=> 9 9 3 11 12

ft

\
).......< k-.....O

o / \

Cr-23Cr--33 2 r-4 2
--- ----- zg g g

2  21 11 12

o

o /

G

O

=> 2co Cr-23zg g g g
21 22 11 12

/
l

0

O

\
G

&/

2 I—2
=> cog g 

22 u

V .13 - Configurações que geram a função de partição

parcial g ’
11

r —1
= > 9  9

11 12

O

G  ; O

.  N i /  .  ©— $— ©

G '
\

'O

Cr-13 Cr-23 z r-a
=> --- sr---- zg a g2 2i ~ 11 12

1

O G\V
G G

1/2 r—2
=> co zg a a 

21“22'‘ll

V. 14 - Configurações que geram a função de partição

parcial 9^z-
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A função de partição parcial é construida tendo-se em

conta que a nova raiz, correspondente a uma aresta do tipo 1, deve 

estar ocup'ada por uma ligação de uma cadeia proveniente de uma das 

r sub-árvores a ela conectadas Cfig. V.15aD Como existem r-2 

possibilidades desta sub-árvore ter sua raiz sobre uma aresta do 

tipo 1 Csub-árvore do tipo gzi  ̂» e duas possibilidades dela ter 

sua raiz sobre uma aresta do tipo 2 Csub-árvore do tipo 922  ̂» 

então a relação de recorrência associada deve ser:

r  r- 3 2 1 / 2  r-2 1g = z IC r -2D g g g + 2co g g g I 21 |_ 21 11 12 22 11 12 J

1 /2
onde o fator co é o peso estatístico associado à presença de uma 

ligação localizada sobre uma aresta do tipo 2.

A função de partição parcial g^2 é obtida de maneira análoga 

à Cfig. V .1SbD, exceto pelo fato de que sua raiz corresponde a

uma aresta do tipo 2. Assim sendo a relação de recorrência 

associada deve ser:

i / 2  Xr . . r-2 1 / 2  i— 1 "1
q = c o  z | C r - l J g  q g  + o> g q~22 J_ 21“ 11 12 22~11 J

1/2
onde o fator co multiplicando a expressão dentro dos colchetes, 

representa o peço estatístico associado ao fato da nova raiz estar 

ocupada por uma ligação de energia £, visto que ela corresponde a 

uma aresta do tipo 2.
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Ca2>

O

\
G

O......<».......O

\

O

o
\

o

o

o
/•==® ...... o

o

/- r_3 2 => C r - c ) z q  g q
' 2 1  11 12

_  1 / 2  r-2
=> 2co z g  g g

22 11 12

Cb3

o
o o

T l v
■o

o
\

o'
o----* ----o

o

\ o

,  . ^  1 / 2  r-2
=> C r - l ) w  z g  g g

21 11 ^12

I—1
w zg  g 

2 2 11

Fig. V. 15 - ConfiguraçSes que geram as f unções de partição

parciais: CaD g ’ , C bD g ’ .
^  21  22

9

O -.........Ó .......... G

O

q - 2 2g g 
11 12

G ..........< ►.......... O

C q- 23C q- 33  2 q - 4  2 
_ --- Z®2 1^11 9 12

O

<> O

G

2 q-2 
u z a  g 

2 2 11

•G  +  O -

G

O

=© +

O

O ..........G  +  O .......... <{>------ -O

~ 1 / 2 ,  „  q-3
2u> C q - 2 D zg  g q q

^ 21 22“ 11 ~12

Fig. V. 16 - Confi gur açSes nas vizinhanças do sitio  central 

que contribuem para a função de partição.
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A função de partição do modelo na árvore de Cayley é obtida 

tomando-se as contribuicSes devido às configurações geradas pelas 

pelas q süb-árvores conectadas ao sitio  central Cfigura V. 163. 

Assim sendo, somando sobre todas as configurações possíveis nas 

vizinhanças do sitio  central, obtemos a expressão:

.. q—2 [Cq-23Cq-33 2 q—* 2
Y = q q + z I——--_ ■ —--- g g g +
' yn  12 L 2 21 11 12

2Cq-23w1/Zg g gq 3g + oog2 gq 21 CV. 155
M ^21^22^11 12 22 11 J

de forma que a densidade total de ligações incidentes sobre o 

sitio  central da árvore de Cayley é dada por :

ÍC q-23 C q-35 2 q-4 2
—------------- 9 g g

2 21  1 1  12

+ 2Cq-25co1/2g g gq 3g + oxj2 1 /  Y» CV. 163
M 21 22  11 12 ~ 2 2J  •

enquanto que a densidade de ligações de energia e correspondente é 

dada por :

1/2 T 1/2 2 q-2 
p = o o z  c o g g  +

J_ 22 11

Cq-23g g gq 3g 1 /  Y* CV. 173
M 21 22 11 12J '

Por outro lado, introduzindo as razões 2 1 ^ 1 1  e

R =q /q  , obtemos as sequintes relações de recorrência:
2 ~22 12

R’ = |cr-23Ri + 2o)1/2R2j /  D± CIV. 1S3

R ’ = co1/2 [c r —1 3 R + u1/ZR 1 /  D CIV. 193
2 {_ 1 2J ' 2
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o n d e :  I

_ C r - 25C r -35 ^2 1/2 _ D2 1
D  = ----^ -----  R + 2co C r - 2 5 R  R + coR + —

1 2 1 1 2 2 z

. b  = Cr-13Cr-S3 Rz + „> ^Cr_13R R +L
2 2  1 1 2 Z

Nô l i m i t e  t e r m o d i n â m i c o ,  a s  d e n s i d a d e s  p  e  p  p o d em  s e r

e x p r e s s a s  em t e r m o s  d o s  v a l o r e s  d e  p o n t o  f i x o  a =R e  a =R , na  
^ 1 1 2 2

f  or m a :

p  = rCq-25Cq-oDa2 + 2a>1 /2 C q _ 2:)0( a  + w a2l /  D  CV. 205 
|_ 2 i 1 2  2 J '

p^ = + to1/ZC q-25 /  D CV. 215

onde:

_ Cq-25Cq-35 2 _ 1/2 , 2 1
D = — --_ --- a + 2co C q-25 a a + coot + -

2 1 1 2  2 z

V. 3. b — A Transição de Polimerização

Da equação CV.205 vemos que a solução de ponto fixo

¥=
V =C oí̂ =0, 01^=05 , corresponde a uma fase não-pol i mer i zada C p=:05 . 

Calculando a matriz <?V’ /dV associada, a partir das rei aç3es C V .  185 

e C V . 195, obtemQS:

ÔV’

dV

Cq-35 2co

1/2
C q-25w

1/2

co

cujo maior maior autovalor é dado pela expressão:

X
np b -

1 1/2 '

Cq-3+co5 + Cq-3+co5 + 4wCq-15
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Para que a fase não-polimerizada seja estável, o autovalbr

X deve ser menor que 1 , ou seja, z deve ser menor que a 
r>p

atividade crítica de polimerização z Cco) dada por:
p

Z p C w )  =  2  /  j c q - 3 + c o )  +  | < C q - 3 + c o ) 2  +  4 c o C q - l ) j  j .  C V . 2 2 )

I V .3. c - A Equação de Ponto Fixo da Fase Polimerizada

Por outro lado na região onde cx^O Cfase polimerizada) , 

podemos introduzir o parâmetro cn=a. /<x , de que forma combinando 

CV. 18) e CV. 19 ), calculadas no ponto fixo Ccx =R , a =R 3, obtemos
1 1 Z  2

a igualdade:

a . ^2w1/Zof + q—3̂ j |a^ + 1/zo t^

>1 /2 [oo1/2o( + q—3j ^  + l/zo(2j , CV. 23)CO

onde:

2 1 / ?
A ^  =  c o a  +  2  co C q - 3 ) a  +  C q - 3 ) C q - 4 ) / 2 ,  

A z  =  co1 / 2 C q - 2 ) a  +  C  q - 2 )  C  q - 3 )  / 2 .

Mas da relação CV.15) no ponto fixo, vemos que o valor de 

ponto fixo a pode ser expresso em termos do parâmetro ot, na

f or ma:

a2 = (2co1/2ct + q-3 - 1 /z )  /  A  ̂ C V. 24)

Assim sendo, combinando CV. 23) e CV.24 ), obtemos uma 

equação de ponto fixo dependente apenas do parâmetro a, cujas 

soluçSes são as raízes não-negativas do polinómio PCcO dado por:
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Em termos das soluçSes de ponto fixo ct, as densidades p e p 

são dadas respectivamente pelas expressSes:

C V. 263 

C V. 273

Da equação CV.273 vemos que a solução de ponto fixo a=0, 

corresponde a uma fase onde p =<3, isto é uma fase onde todas as 

ligaçSes das cadeias têm energia nula.

Se q > 4, vemos que o polinómio dado por CV. 2S3 só admite a 

raiz cx=0 no caso em que co=0. Isto significa que a função p^Cto3 é 

contínua e monotônica para qualquer valor de co>, o que implica num 

comportamento contínuo para os parâmetros termodinâmicos a ela 

associados.

As curvas p versus z/Cl+z3 e p versus para q=6 são 

mostradas nas figuras CV.173 e CV.183 respectivamente, onde as 

raízes do polinómio PCoO são calculadas numéricamente, enquanto na 

figura CV. 193 apresentamos o diagrama de fases o> versus z 

corrrespondente.

onde:

p = |o>ot2 + 2o>1/ZC q-23 ot + C q-23C q-33/2j /  D 

p^ = [«*** + o>1/2C q-23 otj /  D

D = |^2oú1/2ot + q-3^ /  2̂co±/Za + q-3 -

x L 2 + 2w1/ZCq-23a + C.q~2D^q~?-- _ ll
L 2 zj



Fig-
v .l7

Curvas p  versus z /C l+z} para q=6 e M-*ox

linha cheia: to=l ; 

linha pontilhada: (ú-0 . 5 ; 

linha tracejada: ü>=0 .
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Fig. V. 18 - Curvas p^ versus a' para q=6 e M->oo. 

linha cheia: z->co; 

linha pontilhada: z=l ;
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IV. 3. d - Solução para q=4

Por outro lado se.q=4, uma das raízes do polinómio dado por

a raiz CV. 293 é positiva, e corresponde à solução de ponto fixo
\

associada a fase polimerizada ordinária Cp^O, p * 03, na qual a 

energia das ligaçSes apresenta uma anisotropia orientacional, 

podendo ser nula Cestado fundamental D se a ligação estiver 

localizada sobre uma das direçòes da rede, ou assumir um certo 

valor £ Cestado excitado) caso a ligação esteja localizada sobre a 

outra direção.

CV.253 é sempre nula, e as outras duas são as raízes da equação 

quadr áti ca:

O C V. 283

A maior raiz da equação CV. 283 é dada por:

-b +

C V. 293a
i/z

a

onde:

a = 4 + 1 /z  - co,

b = 2C1 — oo3 ,

c = 1 - l /z  - 4w.

Para valores de co maiores que o valor critico cô  dado por:

co
c

Cl - 1 / Z 3 / 4 CV. 303
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No entanto quando oo assume valores menores que <o , a raiz 

CV.293 torna-se negativa, e consequentemente deixa de ser uma 

solução de ponto fixo estável, visto que o parâmetro a não pode 

ser negativo. Nesta região, a única solução não-negativa da 

equação de ponto fixo é a raiz nula a=0, a qual corresponde a uma 

fase polimerizada "uniaxial" Cp^=03, na qual todas as ligaçSes das 

cadeias tem a mesma energia Cnula3, e consequentemente só podem 

ocupar uma das direçSes da rede.

Portanto, quando u> assume o valor crítico dado por C V. 303 

deve ocorrer uma transição de fases, na qual a fase polimerizada 

muda de uma configuração "uníaxial" Cp^=03 onde as cadeias ocupam 

apenas uma das direçSes da rede, para uma configuração que 

apresenta uma anisotropia orientacional, tal que as ligaçSes podem 

estar em orientaçSes correspondentes a um estado excitado de 

energia c Cp^.^03.

As curvas p versus z/Cl+z3 e p ̂  versus o> para q=4 são 

mostradas nas figuras CV.203 e CV. 213 respectivamente, enquanto o 

diagrama de fases correspondente é apresentado na figura CV.223.
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2 / ( 1 + 2 )

Fig» V. 20 — Curvas p versus z/(!l+zü> par a q =4. e 

linha cheia: cc.=l ; 

linha pontilhada: 63=0.5;

l í  llhâ Í_-T‘ uO 5̂  j 3.CÍ3. ‘ Cò~Q 2
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z

Fig. V. 22 - Diagrama de fases oo versus z para q=4 e M-*-co. 

fase I -> não-polimerizada Cp=05; 

fase II -> poli mer i zada ordinária Cp^O, p j* 05; 

fase II I  -> poli mer i zada uni axial Cp=l, p^=05;
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CAPITULO VI 

CONCLUSÃO

A. Resultados

Consideramos modelos de cadeias auto- e mutuamente 

excludentes formadas por M monômeros consecutivos, colocadas 

sobre a rede de Bethe, onde associamos uma energia â cada 

configuração das cadeias na rede, a qual pode estar associada ao 

grau de flexibilidade das cadeias C cadeias semi -f 1 exí vei sD , às 

interações atrativas entre monômeros primeiros vizinhos 

não—ligados entre si Ccadeias auto— e mutuamente interagentes) ou 

a orientação espacial das ligações das cadeias sobre a rede 

Cmodelo anisotrópico).

Por conveniência, formulamos o problema no ensemble grande 

canônico em relação ao número de cadeias inscritas na rede, de 

tal forma que obtemos a densidade p de monômeros sobre a rede 

como função da atividade z associada a cada monômcro e do fator 

de Boi tzmann co associado a cada configuração correspondente a um 

estado excitado de energia s, assim como a energia livre <p por 

sitio  da rede como função da densidade p e da energia s.

Em geral a solução do problema na rede de Bethe é obtida 

através do cálculo dos pontos fixos de um conjunto de relações de 

recorrência. No caso de cadeias semi-f 1 exí vei s e de cadeias auto- 

e mutuamente interagentes, foi possível achar um Ansatz para 

estes pontos fixos para qualquer valor de M, enquanto no caso do 

modelo anisotrópico isto só foi possível para os limites M=2 

C dí mer osD e M-mx> C pol í mer os D .

No caso de cadeias semi-f1exíveis , obtemos analiticamente a 

expressão para a energia livre <p como função da densidade p de 

monômeros sobre a rede e da. energia s associada ao grau de 

flexibi idade das cadeias. No limite de cadeias muito longas 

Cpolímeros) obtemos a dependência da atividade de polimerízação 

com o grau de flexibilidade das cadeias.

No caso de cadeias auto— e mutuamente interagentes,
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verificamos a presença de uma transição do tipo líquido-gás de um 

gá^ de rede C Stanley, 1971), e obtemos os diagramas de fases 

correspondentes através de uma "construção de Maxwell". Ho limite 

polimérico CM-»oo) recuperamos os resultados obtidos por Serra e 

Stilck C1-990), obtendo analiticamente a expressão para o ponto 

tricrítico, conhecido na literatura como ponto ©, no qual a 

transição de polimerização passa de segunda para primeira ordem.

Na rede anisotrópica resolvemos analiticamente o problema de 

cadeias flexíveis nos limites M=2 Cdí meros) e M-»oo C pol í meros). Ho 

casa de dímeros obtemos uma transição peculiar para redes de 

coordenação três totalmente preenchidas, na qual os dímeros passam 

de uma fase onde sua energia é sempre nula para uma fase onde eles 

podem estar em configuraçSes correspondentes a um estado excitado 

de energia ê . Ho caso de polímeros obtemos a dependência da 

transição de polimerização com a anisotropia da rede para qualquer 

rede hi per cúbica, e no caso especial de redes de coordenação 

quatro verificamos a existência de duas fases polirnerizadas 

distintas, sendo que numa delas as ligaçSes das cadeias só podem 

ocupar uma das direçSes da rede Cfase polimerizada uni axial).

B. Pe r s p e c t iv a s

Um problema de interesse que pode ser tratado a partir das 

técnicas desenvolvidas neste trabalho, seria a análise do modelo 

de cadeias auto- e mutuamente interagentes na árvore de Husimi 

CHusimi, 1950), onde a possibilidade de se ter caminhos fechados 

na rede resulta na existência de auto-interação nas cadeias CSerra 

e Stilck, 1990).

Um outro problema que merece ser investigado mais 

profundamente tanto pelas técnicas utilizadas neste trabalho 

quanto pelos métodos citados nas referências, é o modelo 

anisotrópico de polímeros sobre uma rede de coordenação quatro, 

onde se deve dedicar atenção especial à análise do comportamento 

do modelo no limite w-»0.
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APÊNDICE A

CADEIAS DE COMPRIMENTO M INSCRITAS NUMA REDE ANISOTROPIC A

CSo l u c Ão  n a  Rede  de  Bethe)

Definimos 2M funçSes de partição parciais associadas às 

sub-árvores, de acordo com a configuração e localização de sua 

raiz. Assim, g é a função de partição parcial associada às 

sub-árvores cuja raiz está vazia, e corrresponde a uma aresta do 

tipo 1, enquanto g refere-se às sub-árvores de configuração 

análoga, cuja raiz corresponde a uma aresta do tipo 2 Cveja 

capítulo VD .

Da mesma forma, g^ C i= 2 , 3 , . . . , MD é a função de partição 

parcial associada às sub-árvores cuja raiz está ocupada pela 

ligação entre o i-ésimo monômero de uma cadeia e seu vizinho 

anterior, e corresponde a uma aresta do tipo 1, ao passo que g^ ̂  

refere-se às sub-árvores de configuração análoga, cuja raiz 

corresponde a uma aresta do tipo 2.

i

Fig. A. 1 - FunçSes de partição parciais para o problema 

anisotrópico de cadeias de comprimento M 

inscritas numa rede de Bethe..
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A f unçãoi de partição parcial g ’  ̂ é construída tomando-se a 

contribuiçãao de todas as configuraçSes compatíveis com a condição 

de que a nova raiz esteja vazia, e corresponda a uma aresta do 

tipo 1 Cfig. A. 2D . Assim sendo, a relação de recorrência associada

deve ser:

, r-2 2 1 . ,  _  1 / 2
g = q g <1 + Cr-22>zg /g  + 2co zg /g

11 ~11 ^ 1 2  I M l  ^ 1 1  M 2  ^ 1 2

_  fC r -2D C r —3D , 2 .

+ z E ---- 2-— : 9j,s*1-'9,. +
J = 2  L

1 /2
+ 2co C r -22) g q , /q  g + a>g g , /q  

ji^&2 “ ii 12 ^jz^kz a

onde j= 2 ,. . . , M-l e te=M-j+l

A função de partição parcial g^2 é construída de forma 

análoga à 9 ^ »  exceto pelo fato de que neste caso a nova raiz deve 

corresponder a uma aresta do tipo 2 Cfigura A. 32). Desta forma, a 

relaçãao de recorrência associada é dada por:

g ’ = g r *g  -<1 + C r - l D z q  / q  + ü I / ? z q  / g
1 2  3 11 12 I ' M l  “ 11 '  M 2  12

1/2-
+ o> Cr— 1Dg g, /g  

ji^&2 ^ii

A função de partição parcial g^ é construída tomando-se as 

contribuições devido a todas as configurações compatíveis com o 

fato de que a nova raiz deve corresponder a uma aresta do tipo 1, 

e estar ocupada pela primeira ligação de uma cadeia Cfigura A .4aD. 

A relação de recorrência associada deve ser dada por:

r-2 2
g ’ = zg g . 

21 311 12
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Ca3

Q

o---— ©-— --o

O

I—2 2
=> g g 

^11 12

0

C b3

G G

\
K

G o

C
O G

N*-------1
o/ VG G

 ̂ r~3 2 => Cr  — 2  D z  q  q q
“  M 1 ~ 11 ~12

_  1 / 2  r—2
=> 2co z q  g  g

M 2  11 12

O

o -

o

C r - 2 5 C r -33
zg g, g g 

ji tei ii 12

o

C c ) G~

o

o
~ 1 / 2 .  ^  r-3

=> 2co C r - 2 3 z g  q ,  g g

o

Q

\

G

G
I—2

toq . q ,  q 
\2~ k.2 ~ 11

Fig. A. 2 - Configurações que geram a função de partição 

parcial 9* •
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Ca)

O

\.....<
y

o

/

\ o

r-z 2 
=* zg g

11 12

Cb)

O

o

1/2 i—1 
=s> co zg q11 ~iz

Fig. A. 4 - ConfiguraçSes que geram as funçSes de partição

parciais: Ca) g ’ > Cb) q . 
r  21  “ 22

A função de partição parcial g^z é obtida de forma análoga à 

9 ’ » exceto pelo fato de que a nova raiz deve corresponder a uma 

aresta do tipo 2 Cfig. A .4 b ) , o que leva à relação de recorrência:

, 1/2 1—1 
g ’ = co zg g .

2 2 ^11 12

As funções de partição parciais do tipo gĵ  C k = 2 ,...M ) são 

obtidas tomando-se as contribuicoes devido a todas as 

configuraçSes compatíveis com a condição de que a nova raiz deve 

corresponder a uma aresta do tipo 1, e estar ocupada pela ligação 

entre o i -ési mo monômero de uma cadeia e seu antecedente Cfig. 

A. 5 a ) . A relação de recorrência associada é dada por:

r - 2
9, = zg kl ^11

2)g /g  
yik-i>i ^ii

2co1/2g /"g<k-l>2 12

As funçSes de partição parciais do tipo g^2 são construídas 

de forma análoga às exceto pelo fato de que a nova raiz deve

corresponder a uma aresta do tipo 2 Cfigura A .5 b ) , o que leva à 

relação de recorrência:

, r -2  2 f
g ’ = zg g ICr- 
^k2 ^11 12 l

l )g , /g  <k-l)l 11
1/2

co g /a  <k-l>2 12]■
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Ca)

Cb)

Fig.

e

o

o'
\
/

o
>..... o

o

/- O', r-3 2=> Cr -2)zg , g g
(k-i)l 11 12

1/2 r-2
=> w zg • g g

<k —1>2 11 12

O

G G

>------- -------«
\G O

1/2 -̂ *1  ̂ r_2 => to C r - D z q  g q
(k-l)l 12 “12

O-

<
G O

\ ‘ ^

G G

i—i
=s> cozg , g

<k-i>2 li

A. 5 - Configurações que geram as funções de partição

parciais: Ca) g ’ , Cb) g ’ . 
^ ki 3k2

92



o

O-......Ò.......o 9 g 
11 12

q-2 2

O

o Q

O.......* .......O ■O =®.......O + O"

o ô

 ̂ q-3 2Cq-23zg g g
M l  11 12

0 1/2 q-2
2« zg g g

M Z 11 12

O

o- ♦ ...— < ----&

o

Cq-23Cq-33 q-4 2 
---- P̂--- zg. g, g g

2 J l  & l ^ l i  12

q-2
wg. g g

J2 hz 11

=© + 0= -O + o- =®

2co1/ZCq-2Dg g, gq 3q 
M ^jl >12̂ 12 “12

Fig. A. 6 - ConfiguraçSes que contribuem para a função de 

partição do modelo.
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A função de partição do modelo na árvore de Cayley é obtida

conectando—se q sub-árvores ao sitio  central. Tomando as

contribuições devido aos tipos de configurações mostrados na

figura CA. 6D, e somando sobre todos as possibilidades obtemos a 

expressão:

Y = g í:11 12 ]

+ 2 E

j =2 L

1 + Cq-2)zg /g  + 2w zg /g
^  M l  1 1  M 2  1 2

1/2  2
+ 2ü> Cq-2Dg g, Sa g + cog g, /g

^  1 1 1 2  J 2  1 2 ])■ CA. 1D

As densidades p de monomeros sobre o sitio  central, e a 

correspondente densidade p de ligações de energia £ Cestados
&

excitados) são dadas respectivamente por:

P = 5. r-.q~ 
Y 9

M- 1

+ E
.1 =2

q-2 2 L  -1
g <C q—2j g g

11 12  1 ^  M l  11

fC q—2) C q—3)

L 2

i/2 -i
+ 2o> g q

M 2 ~ 1 2

-2

Qjl9^ 9!!

 ̂ o 1/2 -1 "1  ̂ “2+ 2co g g. g g + cog. g, g
Sjl3teyil3 12 ^ )2^hZ^±2

CA. 2D

P- =
Z  q-2

Y 9i i

M  — 1

+ E
j = 2

* f
Cl 112 l 
[C

_ 1/2 -1 
2co g g

M 2  12

q-23Cq-3)

2
-2

9ji9ki9 n

. 1/2 , „  -1 -1 
+ 2«  C q-2D q q, g g

M — ji~ ta u  12 <°gj29ta9»]}
CA. 3D
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Nas expressões CA.23 e CA.33 levamos em conta fato de que 

para monômeros terminais da cadeia a ligação associada tem peso 1, 

enquanto para monômeros internos as ligações associadas tem peso 

1/ 2 .

Definindo as razões R =g /g  e R =g /g  , onde
J l  <J+1>1 1 1  J2 3  < j + l > 2  ^ 1 2

j = l ,2 , . .  , M-l , obtêm-se as relações de recorrência:

R’ = 1 /  D , CA. 4)
ii ' i

R ’ - w1/Z /  D , CA. 53
12 ' 2

R’ = fcr-23R + 2ooi/ZR ) /  D , CA. 63
k l  <k-l>l <k-l>2J '  1

R’ = co1/Z ícr —13R + co1/2R , 1 /  D , CA. 73
k 2 ^ (k-l>l <k-l>2J ' 2

onde:

1/2
D = C r-23 R + 2w R

1 <M-1>1 <M-1>2

+ 2oo1/ZCr-23R . R
<J-1>1 <M-J>2

+ coR R I + 1 / z , CA. 83
<J-1>2 <M-j>2

1 / 7
D = Cr-13R + co R

2 <M-1>1 <M —1>2

w1/ZCr-13R R + l /z . CA. 93
<j-l>l (M  —j>2
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expressas em termos dos valores de ponto fixo a. = R e a. - R
ji ji jz jz

na forma: •

No limite termodinâmico, as densidades p e p podem ser

p = /?/C/?+l/z3 , CA. 1 03

(
1/2 M — 1 |-

2co a + T' coc< cx +

<m - i >2 . _ z  [_ <j-l>Z <M-j>2

+ 2co1/2Cq-23a a
<j-i>l <M-j>2

/  C/?+l/z3, CA. 113

onde:

ft = í q-23a + 2co1/Zc< +
(M —1)1 CM-1>2

M * fC q—23 C q—33 
+ E — — 5— -̂-- a . «^  2 <M—j>l

J = 2  L

+ 2co>1/ZC q-23 a a
(M —j>2

+ wa a
< j —1>2 (M —j>2]'
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APENDICE B 

ENERGIA LIVRE PARA O PROBLEMA ANISOTRÓPICO DE POLÍMEROS

Na seção 3 do capítulo V, obtemos as relações de recorrência 

para o problema anisotrópico de polímeros iscritos numa rede de 

Bethe, as quais são dadas por:

R* = [Cr-2DR + 2 a //Z R ] /  D , CB. 1D
1 L i z ' i

R ’ = co1/Z[ Cr-DR + oo1/ZR ] /  D , CB. 2?
2 1 2 ' 2

onde:

9 1/2 7
D = Cr-2DCr-35R /2  + 2Cr-2)w R R + coR + l /z ,

1 2 1 2  2

D = Cr-lXr -2) RZ/2  + Cr-Dw‘/2R R + l /z .
2 1 1 2

No limite termodinâmico R ’ e R ’ convergem para os valores de
1 2

ponto fixo a =R e a. =R , de forma que na região onde ot Cfase 
1 1 2  2 1

polimerizadaD , introduzindo o parâmetro cx-cx̂ /cx̂ , obtem—se a 

equação de ponto fixo:

_ 1/2 1/2^ 1/2 „  
C 2w c* + q—31) «  oo Coo a + q—2j

CB. 3D

onde:

D D
1 2

D = wa2 + 2o>1/ZC r-2D a + C r-2) C r-3)/2  + l/zcx2,
i i

4 /7 2
D = oo Cr -13 a + C r-1 ) C r-2>/2 + 1/zot .

2 1
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H»?stç* limiltç“ .3. densidade de liqs.ções incidçndçs sobr*? o sitio

central da rede, pode ser expressa em termos dos valores de ponto

fixo a e a , na forma:
1 2

P =
Cq-23Cq-33 2
—2---^ --- a

2 i

— 1/2, „  2 
+ 2o> Cq-23a a + coot 

1 2  2
/  D, CB. 43

onde:

_ Cq-23Cq-33 2 _ 1/ 2  ̂ „  , 2 „  ,
D = _ --- a + 2co Cq-23a a + toa + l/z .

2 1 1 2  2

Introduzindo o parâmetro a = a^/a^, a expressão ÇB.43 toma a

forma:

P = oxxZ + 2C q-23 co1/2a + Cq-23Cq-33/2 a. /  D, 
1 CB. 53

donde obtem-se a igualdade:

, _ 2 Cl-p3 |Cq-23Cq-33 
1 /za  = — !—  I — ------- + 2co1/ZCq-23a ua CB. 63

Assim sendo substituindo CB.63 em CB.33, vemos que a equação 

de ponto fixo toma a forma:

(2o>1/2cx + q~3j a

2 * 1/2
wa + 2co Cq—2—p3a + C q—33C q-2—2p3/2

1 / 2  f  1 / 2  -w<0 í 00 a + q-2 J

2 4 /9
Cl—p3coa + C2—p3co Cq—23 a + Cq-23Cq— 33 /2

CB. 73

e portanto as soluçSes de ponto fixo devem ser as raízes reais 

não-negativas do polinómio PCoO dado por:

PCeü = a(2co±/Za + q-3^A^ - oo1̂  + q-cQ Â
1/2 r 1/2

CB. 83
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onde os parâmetros A e A , expressos como funções de p, são dados
1 2

por:

2 1/2
-A = üxx + 2<o Cq—2 —p3cx + Cq—33 Cq— 2—2p3/2

2 1/2 
A = Cl-p)cocx + Cq-23C2-p3co a + C q-23 C q-33 / 2 ,

2

Em termos das sol uçSes de ponto fixo a, o parâmetro cx pode 

ser escrito como: . ...

Substituindo CB.103 na integral Cl1.63 e efetuando 

C numér i camente) a integração, obtemos a energia livre <p como 

função da densidade p.

As curvas <p versus p para q=4, calculadas por integração 

numérica, são apresentadas na figura CB.13,

cx C B . 93
i

A
1

Assim sendo, substituindo CB.93 em CB.63 obtemos a

expressão para z como função de p:

i
CB. 103

onde:

A toot2 + 2co1/2Cq-23cx + Cq-23Cq-33/2.
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p

Fig. B. 1 - Curvas <f> versus p para q=4 e M-co. 

C aD co=0. 5, CbD co=l . ,
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