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RESUMO

A importância em resolver a Equação Diferencial

x ’Ct:> = AxCO
-

_ xCOD = xQ

onde A é uma matriz quadrada, levou-nos ao estudo da exponen­

cial de uma matriz eAi. Nosso objetivo é o cálculo numérico de 

eA. Para tanto estudamos como se define função de uma matriz 

associada com uma função fCzD, com z e C. Assim, primeiro 

exploramos teoricamente os problemas em calcular a exponencial 

de uma matriz e em seguida utilizamos as aproximações de Taylor 

e Padé para fazer o cálculo numérico de eA.

Concluímos, que a magnitude da norma de uma matriz A in ­

fluencia nas aproximações do cálculo de eA, fato que se tenta 

contornar utilizando-se a igualdade eA = CeA/nr) rn.



ABSTRACT

The necessity to resolve the differential equation

x ’Ct) = AxCO
-

s xCOD = xQ

leads us to study the exponential eAt of a matrix. Our 

objetive is to calculate eA numerically. For this end, we study 

how one defines the matrix function associated with a function 

fCzD, z e C. We begin studying the theoretic aspects necessary 

to calculate the exponential of a matrix and continue our study 

using Taylor and Pad£ approximations to calculate eA numerical­

ly.

We conclude that the magnitude of the norm of a matrix A 

influences the approximations of eA and we try to avoid this 

problem using the equation eA = CeA/m} m.
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1- INTRODUÇÃO

Um dos problemas importantes em Equações Diferenciais é a 

resolução do problema de valor inicial

x ’ CtD = AxCtD 
< Cl•1 j

k xCOD = x0

onde A é uma matriz, cuja solução é dada em termos da função de 

matriz eAt. Assim torna-se necessário definir função de uma 

matriz fCAD, associada a uma função fCzD, onde z e C Ccapítulo 

25.

Considere, por exemplo, um tubo longo contendo uma 

determinada substância em difusão no meio principal que preen­

che o tubo. Este processo se verifica em uma região delimitada 

entre as secções S0 e Sn, figura 1. Se as secções estão

Figura 1- Tubo cheio de liquido

pouco separadas, considere a concentração em média da subs­

tância entre Sk_ 1 e Sk. Segundo a Lei de Fick, a taxa de difu­

são através de uma destas secções Sk é proporcional à diferença 

das concentrações médias destes segmentos adjacentes. O proces­

so é considerado contínuo no tempo e discreto no espaço, o que 

se costuma chamar de semidiscretização do problema. Desta for­

ma, temos:
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^  = aC^k + i - Vv? + «^k - i - / V  

ã 5 ^ "  = Mk + l ~ 2^k + ^k-i = A2A*k-l

Cl. 2)

Na forma vetorial, temos:

ÍH = Au 
dt ^ ’

C l .3}

onde

A = a

-Z

1

1

1 -2
Cl. 4)

A solução do sistema é dada por UCtD = eAt. Para a = 1 e um 

sistema de ordem 3, obtemos:

onde

eA 1 = P eD *• P "1 ,

i -Yz 1 '

p = p-i= i  
2

-Yz o Yz

> i * 1 J

Cl. 5)

Cl. 6}

.Dt =

<-Z-Yz) t e
O

o

o o

- 2 t O
ï

( -Z + YZ) t
o ©

Cl. 7)



Desde 1883 surgiram várias definições de função de uma 

matriz Ccapítulo 2D. Rinehart C63 - mostra que, a menos de gene­

ralidades, as definições de função de uma matriz são equivalen­

tes e preservam algumas propriedades da função escalar à qual a 

função de matriz está associada.

Van Loan [53, Moler e Van Loan [13 realizam uma análise 

da sensibi1idade do problema Ccapítulo 3) de como definir a 

função exponencial de uma matriz, estimando algumas limitações 

da pertubação relativa, <pCtD

< A+E > t At ||
pCt} = — --------- ----- , onde t > 0. Cl. 83

lleAt II

Os autores concluem que o problema da exponencial de uma 

matriz é bem condicionado quando a matriz é normal.

Neste trabalho, fizemos testes numéricos Ccapítulo 5 } 

para comparar as aproximações por Taylor, Runge Kutta de quarta 

ordem e Padé [13 para a exponencial de matriz.
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2- FUNÇXO DE MATRIZ

2.1- Introdução

Nosso objetivo é a definição de fCAD, onde A é uma matriz 

em Cnxn e f uma função, ou seja, se tivermos uma função fCz}, 

z e C, queremos definir fCAD, A e €nxn.

Formalmente, poderíamos definir fCAD, simplesmente 

substituindo z por A em fCzD. Por exemplo:

1 + z /2

1D Se fCzD = _ , para z * 2, então

fCAD = Cl - A/2}~1CI + A/2D se 2 er XCAD*

oo

2D Se fCzD = ez = £ z k/k ! ,  então
k = O

00

fCAD = eA = £ Ak/ k !. 

k = o

n

3} Polinómios. Se pCzD = £ c t z v, então

í =o

n

pCAD = I  c L A1, 

i =o

Observemos que no segundo exemplo temos uma série, o que já en­

volve convergência.

Uma questão interessante é saber se as propriedades da 

função escalar são preservadas.

L. Fantappiè foi o primeiro escritor a estabelecer 

<*> X(A> é o espectro de A.



explicitamente um conjunto de exigências combinadas para 

serem cumpridas por uma definição de função de matriz. São as 

seguintes:

Ci} se fCzD = k, então fCA} = k I ;

Cii} se fCz} = z, então fCA} = A;

CiiiD se fCz} = gCzD + hCz}, então fCA} = gCA} + hCAD;

Civ} se fCz} = gCz}.hCz}, então fCAD = gCA}.hCA}, 

onde A é uma matriz admissível para cada função e fCA} denota a 

função de matriz que provém da função escalar fCz}. Estas exi­

gências implicarão que a definição, quando aplicada para um po­

linómio pCzD, produza o usual polinómio de matriz pCA}; e que 

qualquer identidade algébrica sobre funções escalares de uma 

variável complexa valerá para a função de matriz corres­

pondente.

Exemplo: Se senCAD e cosCAD podem ser definidos segundo o que 

foi dito acima, então

Csen CA}}2 + Ccos CA}}2 = I.

Uma quinta exigência altamente desejável seria: se 

fCz} = hCgCz}}, então fCA} = hCgCA}}, para todo A admissível.

Estas exigências, se satisfeitas, assegurariam que cada 

identidade funcional entre funções escalares seria preservada 

na sua parte correspondente na função de matriz.

_ , Iriz lna
Exemplo: e = z # e = A.

Muitos matemáticos desde 1883 têm se preocupado com o 

problema de definir uma função de matriz associada à 

função escalar. Como definições anteriores eram desconhecidas,
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devido à falta de registros, cada um fez a sua própria 

definição, não se preocupando com as equivalências e 

semelhanças entre as definições.

Como resultado disto, desde 1880 , oito definições 

distintas de uma função de matriz foram propostas C6]: Sylves­

ter e Buchheim, Weyr, Cartan, Fantappiè, Giorgi, Schwerdtfeger, 

Cipolla, Richter.

Mostraremos que as definições são essencialmente 

equivalentes, a menos de generalidades, e que as exigências 

CID - CI\D de Fontappiè são cumpridas pela definição mais geral 

CCippolaD e CVO é cumprida se fCzD e gCzD são univalentes.

2.2- Definições

2.2.1-  Sylvester e Buchheim,

Sylvester em 1883 definiu uma função de matriz 

correspondente a uma função escalar fCz3 do seguinte modo:

onde A é uma matriz com raízes características distintas X4, 

\2 , . . . ,  Xn. Note que esta definição é uma extensão direta pa­

ra matrizes da fórmula de interpolação de Lagrange para um 

polinómio pCzD de grau Cn-1D que passa por n pontos distintos.

f C A3 C2.1D

Exemplo:

e fCz} = ez, temos X4 = 4 e X2 = -1

assim



I

fC A) = CCA+ID/C4+lDD.fC4D + CCA-4ID/C-1-45D. fC-lD =

2 /5  6 /5  1

1 /5  3 /5  + I — --I e 1

r C2/5De4 + C3/5De-1 C6/5)e4 - C6/5De_1  ̂

= (  Cl/55e4 - Cl/5De-1 C3/5De4 + C2/5De_1 J

Observamos que se A é diagonalizável , ou seja, A = PDP-1, onde 

D é uma matriz diagonal, então fCAD = PfCDDP-1.

Buchheim em 1886 generalizou esta definição para o caso 

onde as raízes características de A não são necessariamente 

distintas. Seja pCz3 um polinómio. O polinómio de grau menor ou 

igual a n-1 que passa pelos pontos Ca^pCa^DD com derivadas 

p*Ca^D , . . . , p<8i ' ^ C a ^  e

t

n = £ s L C2.2)

l = i

é definido unicamente por:

t s k-i

gpCzD = Z n Cz " a i:)St E Cl/j!D  gk<i>Càk) Cz - akD J, C2.3) 
k = 1 i^k j=0

onde

g Cz) = -.?------  . C2.4)

n C2-a i3Si
i*k
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Se o grau de pCzD é menor ou igual a n-1 temos 

pCzD = gpCz}. Portanto pCAD = gpCAD, se A é uma matriz nxn.

Se o grau de pCzD é maior ou igual a n e A é uma matriz 

quadrada nxn onde para qualquer i , at é autovalor de A com mul­

tiplicidade st, temos também pCAD = gpCAD. De fato, seja 

cCz} = detCA - zID, o polinómio característico de A. Logo 

pCzD = hCzDcCzD + gpCzD, onde gpCzD é zero ou de grau menor 

que n. Agora o polinómio pCzD-gpCzD = hCzDcCzD e também suas 

primeiras Cs^ - 13 derivadas tem valor zero para z = Xk, 

k = 1 ,  2, . . . t ,  o que caracteriza a igualdade pCAD = gpCAD, ou 

seja,

1 s- Sr 4l dkE n CA - 1 E kT̂ Tc
j=i k=0

9pCzD

iï Cz-XhDSh

C A -X j ID  k =

z = \ ;

1 s- S j”1l dk
E n CA VE
j = 1 i*j k=o

PCzD

C A - \ j I 5k .

Z=X ;
C2.5)

Se st é a multiplicidade de at, como raiz do polinómio minimal, 

então a igualdade acima ainda vale.

Agora, o termo do lado direito em C2.5D tem sentido se 

substituirmos pCzD por uma função analítica para os zeros 

repetidos do polinómio minimal de A e apenas défi ni da para os 

zeros não repetidos. A definição de Buchheim é

fCAD = E n CA 
j=l i*j

- x.i y
'i- 1! dk

k = 0

fCzD

n Cz-xhySh 
h*j

C A-X jl } k

z = \ ;
C2. 6}
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onde s  ̂ é a multiplicidade de Xt, que é uma raiz do polinómio 

mini mal de A.

Exemplo: 1D Seja

A =

r 5  -6

-1 4 

5 -6

-6 1 
2 

-4

e fCzD = ez

Temos X4=l com s t=l e X2 =2 com sz=2.

Assim,

fCAD =

s- 1 dk 
n CA-X^ID 1 E fr

k = 0

h*l

CA-XJDk. + 

z=X4

s 1 1 dk
+ n  1 e  tr

1*2 k = 0 n cz-\h3sh 
h*2

CA-X2IDk

z=X,

T  +

A Cf»CXaDCX^-X^D - fCX2DD CA-X2ID 

CXz-Xp^ ) ■

= CA- 215 2 + CA-I3 £ Ç2?iy + ce2c2" i:) ~ ©2^ A  - 2I dJ

-3e4+4e2 6e1-6e2 6e4-6e2 

e ^ e 2 -2e1+3e2 -2ei+2e2

-3e1+3e2 6ei-6e2 6e*-5e2
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2D Seja

A =

f 2
0 
0 
0

1
2
0
0

0
0
1
-2

0 
0 
1
4;/

e fCzD = ez

Temos Xt=3 com s 4=l e Xz=2 com/s2=2l 

Assim,

fCAD = CA-2I>2 ea + CA-3I3 -e2I -e2CA-2ID I -
[-

e 2 e2 0 0

0 0 0 0

0 0 2ez-e3 e3-e2

0 0 2ez-2e3 2e3-e2

2. 2. 2- kfeyr

A definição de uma função de matriz como uma série de po­

tências deve ter ocorrido para muitos matemáticos, mas parece 

que E. Weyr em 1887 foi o primeiro a publicar um artigo sobre 

esse assunto. A definição da série de potências é uma extensão 

natural da função polinomial de uma matriz.

Seja fCzD analítica para z = z0 , e

f<k)rz 5
fCzD = fCzQ} + f ’ Cz0X z- z0:> +. . . + -P Cz-z03k +. . . C2 .73

então podemos definir a função de matriz correspondente,

f<k>r2 3
fCAD = fCz0DI + f *Cz0XA- z0i:> +. . .+  k , 0 CA-z0I3 k +. . . C2.8)

desde que a série convirja, e a série converge se, e somente 

se, para cada autovalor A. de A, C\-z03 está no interior ou so­



bre o circulo de convergência de fCz3 CTeorema de Hensel1!).

A condição de que iodas as raízes características perma-
J

neçam no interior ou sobre o círculo de convergência de fCzD é 

claramente mais forte que o pedido na definição de Buchheim 

Canaliticidade para os zeros repetidos do polinómio minimal e

apenas definida para os zeros não repetidos3.
'i

Para verificar esta dificuldade Ferrar [10] aplicou o se­

guinte esquema: Seja t € € tal que as raízes características 

tX^-tZo de tA-tz0I são todas menores em valor absoluto que o 

raio de convergência de fCzD,

f (k )(z  3
fCzD = fCz0D + f*Cz0} Cz-z0D + . . . +  P Cz-z0Dk + . . .  . C2.9)

Então

f < k ’ r z 3
fCtAD = fCz0DI + f ’ Cz0DtCA-z0ID +. . . + k , Q tkCA-z0I3>k +. . .

C2 . 1 0)

converge para um polinómio em tCA-z0ID.

Seja A = PJP-i a decomposição de Jordan de A, assim 

fCtAD = fCz0DI + f ’ CzoDtCPJP" 1 - Pz0IP_ i5 + . . . +

fv< k )f7 'i
+ . . .  + í --_>ZP,1 tk CPJP" 1 - Pz0IP_ 1Dk + . . .  =

= PfCz0DIP-i + f ’ Cz0DtPCJ - z0IDP_ 1 + . . .  +

f ( k > r "5
+ . . . + l-y.i Q- tk tPCJ - Zoi:>P“ i]k + ■ • • =

11

(1) Ver apêndice.
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< k >r7
+. . . + P l k CJ - z0IDkp“ i +

PCfCz0DI + f ’ Cz0Di CJ - z0ID + . . .  ]P_1 . C2.11D

Agora J = diagCJ4, J2 , . . . ,  J rD, e para cada J t tomando zc = \i 

temos1

fC tJp  = fC X ^ I  + f ^ X p t  CJL - + . . .  +

* < V : - 1 > ., 1'

+ . . . + -=-- „ , ,..V t V CJ: ~ X:ID 1 , C2.12D
■ . Cv^-13! 1 1

onde-vt é a multiplicidade de X^. Assim fCtAD = PACtAD, onde PA 

é um polinómio. Como PACtAD está definido para t=l temos 

fCAD=PACAD por continuidade analítica.

Exemplo: Seja

- c  n

Temos . _ f 2 /5  3 /5  W  4 0 W  1 3  *)1 1/5 -1/5 J [ o  - l j [ l  -2 J ® a s s i m

« * » - - * - ( K 3 Í X )  ( f . ? . ) C  i ) -

f C2/5De4 + C3 /5 }e” 1 C6/5De4 - C6/5De-1 1 

Cl/5De4 - Cl/5De_1 C3/5De4 + C2/5}e_i

<i> <J^-X^I> é nilpotente de ordem v^.
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2. 2. 3- Cartan

E. Cartan aproximadamente em 1928, propôs em uma carta 

para G. Giorgi que a função de matriz fCAD, correspondente a 

uma função escalar fCzD analítica nas raízes características 

X1, \2, . . . »  \N de A, seria definida por analogia com o teorema 

da integral de Cauchy como

onde - a i ntegr al....é tomada__para cada el emento da — matr i z

fC zXzI- A )“1 em torno de um caminho fechado contendo no seu in ­

terior cada uma das raízes características de A.

Cartan não elaborou sua definição além disto. Giorgi 

não fez observações relativas a qualquer semelhança desta defi­

nição com a sua própria. A definição de Cartan é mais restrita 

que a de Buchheim, pois fCzD deve ser analítica para cada raiz 

característica de A e para Buchheim basta ser analítica para as 

raízes repetidas do polinómio minimal, e apenas definida para 

as não repetidas.

C 2 .13)

Exemplo: Seja e,2

z-2 6
mas

Cz-4Xz+l} Cz-4Xz+l)

Czl-A}"1 1 z-1
Cz-4Xz+l!)
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fC AD =

2 n

2n

- Jni J

L_ r ___
ni J Cz-

e2Cz-2}

Cz-4Xz+lD

4X z+ 15

dz

dz

2ni J

1 p e 

2ni J Cz-

6e 2 

Cz-4Xz+15

e2Cz-lD 

4X z+lD

dz

dz

Agora

1 r ezCz-23 _ _1____ 1 _  r ezCz-2D

2ni J Cz-4Xz+l} Z 2rri 5 J z-4 2

- —  —  r2ni 5 J

ezCz-2D

z+1
dz =

= C2/5>e4 + C3/5De~1.

J _  f ____
2ni J Cz-

6eJ

4Xz+13
dz = -®- L r —  dz -

2ni 5 J z-4

î b s2ni 5 J z+1
dz =

= C6/5De4 - C6/5De-1,

—  f —2ni J Cz-

ezCz-lD

4X z+lD
dz = —  - r2ni 5 J

ezCz-l}

z-4
dz -

■ —  - r2ni 5 J
e Cz-D 

z+1
dz

= C 3/5} e4 + C 2 /5 )e~1.

Logo

f C AD =

f C2 /5)e4 + C 3 /5 )e“ 1 

C l/5 )e4 - Cl/ÔDe"1

C6/5De4 - C6/5}e-1 1 

C 3 /5 }e4 + C2/5De-1

2.2.4-  Fantappiè

L. Fantappiè em 1928 impôs as condições I-IV e ainda a



condição V ’ : se fCzD é analítica em um parâmetro t então os 

elementos de fCA,tD dependem analiticamente de t. Ele aplicou a 

teoria de funcionais lineares para deduzir que os elementos f rs 

de fCAD devem ser dados pela soma dos resíduos de 

-CDsrCt}/DCt}}fCO  e suas singularidades, onde DsrCtD é o cofa- 

tor do elemento Cr,sD de A-tl e DCtD = detCA-tlD. Observemos 

que esta definição é equivalente a que sugeriu Cartan Capenas 

uma forma de resolver a integralD.

2.2 .5-  Giorgi
L

G. Giorgi em 1928 propôs uma definição de matriz motivado 

por uma propriedade das funções polinomiais pCzD; se P é uma 

matriz não-singular então

P-ipCADP = pCP-1APD ou pCA) = P pCP-1APD P "1. C2.14D

Assim, se X_1AX = J é a forma de Jordan de A então

pCAD = X pCJD X "1. C 2 .15)

Agora, se esta propriedade é usada para definir uma 

função de matriz não-algébrica então o problema de definir fCAD 

recai sobre fCJD, onde J = X-1AX CForma de Jordan. D.

Notemos que J é a soma direta dos blocos J4, , J^, ou

seja,

J = diagCJj, J2, . . . ,  J p  , C 2 .16}

15

onde
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1 0
1

0

0 1 
0

1 
*iJ

de ordem s t, C 2 .17)

e pCJ) = pCJ4) + pCJ2) + . . • + pCJp para qualquer função poli­

nomial pCz). Usando a fórmula de Taylor em torno de Xi , deter- 

mi namos

pCJt) = pC X ^I + p ^ X ^ O - X ^ I )  +.

ou seja,

f pcxp  p-cxp

pCJt) =

pCX^ p ^ x p

0

+ Csi-ID! CJi ^
C 2« 18)

<8: -1 > % 
p 1 < V  1

Cst-D!

p (8í ' 2>c m

Cs í -23!

pCXt)

C2.19)

Observemos que CJt - XiD lt = 0 para k > s t.

É natural usar a definição também para uma função 

não-algébrica fCz), desde que seja analítica para os zeros 

repetidos do polinómio minimal e apenas definida nos zeros não 

repetidos Ccaracterizando a equivalência com a definição de 

Buchhei m), assi m

fCA) = P CfCJp + . . .  + fCJk) )  P_1, C 2 .20)
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onde fCJj} é definida como em C2 .19) trocando-se p por f.

Notemos que, como fCA) é calculada fazendo-se uso somente 

dos blocos de Jordan, é independente de P. Assim para cada 

matriz A e cada função fCz) univalente, produz-se um único 

valor fCA).

2. 2. 6- Schwerdt feger

H. Schwerdtfeger em 1935 redescobriu a definição de 

Giorgi para o caso de raizes distintas e mostrou que era equi­

valente a definição em séries infinitas no caso de fCz) ser in ­

teira.

Tendo como consideração as séries de potências ele 

definiu a função de matriz para o caso onde fCz) é analítica 

nos zeros repetidos dó polinómio mini mal MCz), fazendo a 

separação em frações parciais

-t hkCz)

= e r r ^ r ’ ce-213k=í Cz-Xk) K

onde , . . . ,  Xt são os zeros distintos de MCz):

fCA) = E Gk E f<l>C\k) , C2.22)
k=i i=o 1'

onde

hkCz) MCz)

Gk = gkCA) Ccovariância de Frobenius de A) e gkCz)=-

Esta definição é equivalente à definição de Buchheim, 

pois fCz) é requerida ser definida para raízes características



de A e analítica para as raizes repetidas do polinómio 

minimal. Schwerdtfeger não relacionou sua definição com 

qualquer outra anterior, mas mostrou que a relação de Cartan 

C2 .133 é satisfeita por C2.22} e que no caso de raízes 

características distintas C2.22} é equivalente a fórmula de 

interpolação de Lagrange para matrizes.

2 .2 .7 - Cipolla

M. Cipolla em 1932 reescreveu a definição de Giorgi u ti­

lizando uma função mui ti vai ente vCz} ao invés de uma uni vai en­

te, produzindo um valor adicional para vCAD além daquele obtido 

pela definição de Giorgi.

Primeiramente decompomos a matriz A na forma de Jordan

J = P_1AP = J 4 + J2 + . . .  + Jk. C 2.235

Um valor para vCJ} é definido por

vCJ} = v ^ j p  + v2CJ2} + . . .  + vkCJk} , C 2* 243

onde VjCz} é um valor de vCz). Os vários valores possíveis de 

vCA} são então dados por vCA} = PvCJ}P-1 onde todos os valores 

de vCJ} e todas as matrizes P ’ s tais que P-iAP = J são usados.

Se o mesmo valor de vCz} é usado para todos os blocos 

correspondentes a uma mesma raiz então esta definição coin­

cide com a de Giorgi. Assim para esta função vCz}, a definição 

de Giorgi e Cipolla produzem o mesmo valor e, como este valor é 

expresso por um polinómio em A, independe da escolha de P.

Agora, se diferentes valores de vCz} forem usadas para 

dois ou mais blocos Jt correspondentes a uma mesma raiz carac­

18



terística entSo os valores de vCJ) obtidos não são os mesmos da 

definição de Giorgi e neste caso vCJ) nSo é necessariamente um 

polinómio em J. Assim vCA) não é necessariamente um polinómio 

em A. Portanto o valor vCA) obtido de vCJ) não será indepen­

dente da matriz P, o que proporciona uma adicional proliferação 

do valor de vCA).

Observe que o mesmo raciocínio poderia ser feito para as 

definições de Buchheim, Schwerdtfeger, Fantappiè, Cartan e 

Richter.

2.2 .8-  Richter

Richter em 1951 definiu a função de matriz Fn cujas prin­

cipais propriedades eram: os elememtos de FnCA) são funções 

contínuas dos elementos de A; e FnCP-iAP) = P-iFnCA)P.

Para definir uma função de matriz correspondente a uma 

função escalar fCz) ele usou uma aproximação por série de 

potências para um bloco de Jordan e assim

L*l

onde s t é a multiplicidade de Xt no polinómio minimal de A. A 

matriz fCA) obtida não depende da escolha de w^Cz).

i s L-i

fcA) = E Ri E f<k>çXiD
CA-XiDk

k!
C2. 25)

onde
wv

Rt = wtCA) [] CA-XLI ) Sl C 2 .26 )

e os polinómios w^Cz) são polinómios satisfazendo

wLCz) [j Cz-XL) Sl = 1 modCz-X^)5 *-, C2. 27)
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2.3- A equivalência das definições

Representaremos as oito definições anteriores por D^, 

i=1, 2, . .  . ,  8 para facilitar as comparações. Dizemos que

Dt = DK C 2. 28)

se as definições Dt e Dfc, satisfazem:

a) para cada função fCz), são aplicáveis exatamente ao mesmo 

conjunto de matrizes; e

b) produzem o mesmo valor ou conjunto de valores para cada fCz) 

e A admi ssí vel.

Agora, se é aplicável sempre que Dt o é, mas não o 

contrário, e se para cada fCz) e A admissível, para os quais D̂  

e Dk são aplicáveis, produzirem oCs) mesmoCs) vai orCes) de 

fCA) dizemos que Dt c Djj. .

Teorema 1: D2 c D3 = D4 c D4 = Dtf = Da = D5 c D7.

Prova: Durante as várias definições já foi discutido as condi­

ções para a aplicação de cada uma das definições. Resta saber 

quais os valores de fCA) são os mesmos para quaisquer duas de­

finições aplicadas a fCz) e A. Observemos que este fato eistá 

claro para D5 e D7.

Provemos primeiro que D2 c D5.

De D2 temos

00 1
fC A) = £ —l-j— f *1} C zQ) C A-z0I ) v. C 2 .29 )

1=0

As somas parciais wk’ s desta série, são polinómios em A e 

assim,

wkCA) = P CwkCP_1AP)) P"1, C2. 30)

onde P-1AP é uma forma normal de Jordan de A. Agora
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wkC P-1AP3 = wkCJp 9 wkCJp  9 . . .  e wkCJt3, C 2 .313

conforme visto anteriormente, e para k > max s.

wkCJt3 =

f w kCXt3 WfcCXp . . .  Csv-n , •)

wkCXt3

C2. 323

onde wkCz3 é a soma parcial de ordem k correspondente a fCz3. É

claro que o tiermo do lado direito  de C2.293 converge se, e 

somente se, a série fCz3 e suas 

convergem em z=\^, e neste caso

Cs —1}
somente se, a série fCz3 e suas derivadas f ’ , f ' * ,  . . .  , f 1

fC A3 = litn wv = P~1GCP~1AP3P , C2. 333'k
k+CO

onde GCP *AP3 é o valor fCJ3 dado por Giorgi. Portanto D2 c D5 . 

Observemos também que D a = D4 pela própria definição de

d4-

Mostremos que D4 c D5 .

Seja P_ 1 AP uma forma normal de Jordan, então

J L  r. dz = J L  p-if r fC^ dz ] P =
J zI-A Zní [ J p-,CzI_AJp J

.  * p-if r n P áz } P, C E .3 «

4 l .J zI- p- ‘ A p J

já que a integral de uma matriz é a matriz da integral de cada 

elemento. Agora zI-P_iAP é não-singular e possui uma inversa 

que é soma direta das inversas das matrizes J^, onde são os
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blocos de Jordan. Temos

Czl-jp i _

' Cz-X^)"1 Cz-XL) -2

0

Cz-Xp

Cz-X^)-1 J

C2. 35)

e portanto

è ã í
fCzDdz

2 ni J Czl-J^)
C2. 36)

calculada sobre um conjunto admissível de curvas fechadas, cada 

uma contendo no seu interior uma raiz característica distinta 

de A, é
1 » fC r\-7

C 2 .37)
1 o fCz)dz 

2ni J Cz-Xt)k *

que é zero para cada contorno circundando Xj *  Xt e igual a 

1
———f < k~i. >CXi.)' para o contorno Circundando Xt , o qual é a de-

Ck-1)
finição de Giorgi para fCJ^). 

Mostremos que Dtí = D*. 

Como

hkCA)MCA)

GuCA) =
CA - XkI )  k

C2. 38)

podemos escrever Dtf como

1 e 8k tf <l>CXu) i
fCA) = £ f] CA-XJ) 1 E -L, hkCA)CA-XkI ) 1,

k =1 i^k 1=0

C2.39)

e se expressarmos o polinómio hk , de grau sk-l ou menor , como
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sk-*
E broCA-XkI)
m = o

m
C2. 40)

obteremos

fCA3.= E  n CA-XilD"' £ ' u  * E bm CA-XkI5 l*m.
k=i i*k 1=0 m=0

C2. 41)

Como J] CA-XkI ) Sk = 0, consideremos em C 2 .41) apenas os termos 

k = 1

onde l+m < sk.

Comparando C2.41) com a definição de Buchheim

Su-i,
fCA) =

'k ~ *l dn 
E n- c* - 1 E  -FÍT
i = 1 i*k n = 0

fCz)

n Cz- ^5Sh
h*k

CA-XkI ) n

z = X k

C 2 .42 )

e concluimos que a igualdade destas definições para fCA) será 

estabelecida se mostrarmos que os coeficientes de CA-XkI ) n são 

os mesmos, ou seja,

_1_ dn ffCz) H  = í, f <m>CXk) 

n! dzn (ykCz)J •z=Xk m! k-m *
C 2. 43)

onde

V^Cz) = f] Cz-Xjp51 . 

i*k
C2.44)
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Temos

1 1. h:CzD
= £ — 1----  , C 2. 45)

assim

1 ‘ h iC zX z- X O  k _ ,  .
jrr^T = E -1-----r*--  = Syítí CE. 46)
V'l‘CZ-> i = l C z- L )S i

e portanto

ek<Tn>CXk) = hk <Tn>CXk) , para m<sk. C2.47)

Agora

b . = jrf V " « * : )  = FT- ek<r,C>*3 . para r<sk... C2.485r

e o termo do lado direito de C2 .43) pode ser escrito como

n i
-f E --- t— e|i<n-'n,CX|(3 , C2.49)
n! ^  m! Cn-m)! K K

m=O

que pela fórmula de Leibniz pode ser escrito como

n_1 d

n! dzn l>uCz)l|z=Xk
C2 .50)

que é o termo do lado esquerdo em C2.43). 

Mostremos que DB = D5 .

Basta observarmos como hkCz) foi definido:

= E . C2.515

MCz3 k.,Cz-Xk5*k
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Assim,

t

Z hkCzD f] Cz-X̂ Si = 1 , C2.52)

k = l i^k

ou seja, hkCz) satisfaz a congruência

hkCz) Cz-\^Si = 1 modCz-XkDSk. C2.53)

i*k

Logo hkCz) pode ser usado como wkCz) na definição de Richter. 

Portanto a fórmula de Richter para fCA) é idêntica com a 

definição de Schwerdtfeger.

Resta mostrar que 0^ = 0 5 .

De Dô temos

Sk_ 1 f A—X T ) n
fCA) = £ Gk E f <n>C\k) — ^  , C2 .54 )

k =1 n=0

logo

P” ifCADP = Z p" 1(3kp Ek f <n>CXk) -li C2. 55)
k =1 n = 0

onde J = diagCJj, J 2 .......... J r3 são os blocos de Jordan de A.

Agora,

P_ 1GkP = P_ 1hkCA>P f] CP_1AP - \iI ) Si =

i*k

= hkCJ) n CJ "  C2.56)
i*\c

é uma soma direta de blocos, os quais são zero, exceto aquele 

correspondente a \k. Como J] 6^=1 temos £ , ou seja,

P_ 1GkP tem zero em toda parté, exceto na posição diagonal cor­

respondente a \k, onde tem 1. Assim o termo número m do lado 

direito em C2.54) é uma soma direta das submatrizes de Giorgi,
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r fc\mD f *cxm)

0

,C2. 57)

correspondendo a raiz distinta Xm. Logo fCA) dada por C2.54) é 

idêntica a dada pela definição de Giorgi.

Observe que D2 c D3 pela própria definição de D2 , e que 

D<s = Db e D4 c  Dt pela regra da transitividade. #

Teorema. 2; Seja A uma matriz quadrada com as raízes caracte­

rísticas distintas X4, . . . ,  Xt e mui tipi i cidades no 

polinómio mini mal de A . . . , respectivamen­

te. Seja gCz) uma função uni vai ente para cada \  

e analítica para X̂  tal que ^  > 1. Seja fCz) uma 

função uni vai ente para zt = gCX^), i = 1, . . . , t , e 

analítica para Xt tal que ^  > 1.

Seja hCz) = fCgCz)). Então hC A) é unicamente de fi­

nida pela definição de Cipolla e hCA)=fCgCA)).

Prova: Seja l<p<t e P_1AP uma forma de Jordan de A. Então

P_1fCgC A)Dp = fCP-1gCA)P), C2* 58)

onde P^gCADP é uma soma direta dos blocos de forma

<i>

Kp

gCXp) g'CXp)

gCXp)

C 2 .59)
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correspondendo aos blocos CpV> da forma de Jordan de A. Mas 

P-igCA3P pode ser reduzido a forma de Jordan por uma matriz R 

que é uma soma direta das matrizes RpV! que transformam os blo­

cos correspondentes KpV> 's  na forma de Jordan. Agora usando a

definição de Cipolla CGiorgi C 2 .2 .53 ) para cada bloco resultan-

. __<t> _<i> , 
te R * Kn Rd , temos

< i >

fCR
<i> <i> £p _13 _

P K p kp J L  r !
< r >

r = O
CgCXpDDCR^p 'Kp 'Rp - gC\p) I ) r.

C2.603

Logo,

R_1i v>fCKÍl>3R‘ l>

( i >

= R‘ 1pÍ>Í E P ^1- f <r>CgCXp)> CKpl>- gC\p)I)r lRpl) 

 ̂r=0 ^
C2. 613

Assim

< i > 
-1!

fCKpl>3 = Z L- f<r>CgCXp33 CKp^- gC\p3 I3 r 

r = 0
.< i >

C2. 623

Queremos mostrar que fCKp 3 dada por C2.623 é a função

fCgCz33 aplicada para os blocos Cp',) de P-1AP. 0 termo r =0 em

.< V >.
C2.623 fornece fCgCXp33 como elemento da diagonal de fCKp 3. 

Eliminamos estes termos da soma e escrevemos Kpl> - gCXp3I em 

termos de potências da matriz

0 
0

1
0

0
1

Q =

0 
0
1 
0

C2. 633
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a qual possui 1 ao longo da primeira super-diagonal e zero em 

iodo o resto. Assim

C - O  .

-<ÍJ- r <t>

g ^ »  -i C\pDQ p

C2. 643

e C2.62) pode ser escrita como

fCKp^D - gCXpDI =

_ ( i > - 
<^p -o.
E -fr- f <r>CgCXpDD[g’ CXpDQ + . . .  +

r = 1

r ( 1 > S *CjU- — O .

C2. 65)

.< V>
Isto mostra que fCKp ) Csendo um polinómio em Q) terá todos os 

termos iguais ao longo de uma dada super-diagonal.

Mostremos agora que o coeficiente de çP, em C2. 655

é igual a

A

dz
p z=X,

C2. 66)

Pelo teorema multinomial o coeficiente de çP em C2.65) é, desde

< i >

que Q^P - 0,

4 i>f <r,CgCXpD3
E
r=i

r!

< 6 >«4 ! « 2 !
C 2 .67)
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onde a soma interna é tomada sobre todas as soluções inteiras 

não-negativas das equações

p p
£ = r e £ - ft. C 2 .68)

Í = 1 i = 1

Podemos reescrever o somatório acima como

i p
|i-E f ír>CgC\p}5

' " r = i
C 2* 693

que é precisamente

1 J*
« r  3-75 r f C g C z ) ) !  . . C2 .703
ft\ dzft »- * z=^p

Logo as submatrizes de P-1fCA)P correspondentes a um bloco de 

Jordan de P-1AP é o mesmo que a submatriz correspondente de 

hCP_1AP). Assim

hCAD = PhCP“ 1AP)P_i = fCgCAD). tf C2.71)
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3- FUNÇXO EXPONENCIAL DE UMA MATRIZ

3.1- IntroduçSo

Um dos desafios mais freqüentes em equações diferenciais 

ordinárias é o cálculo da função exponencial de uma matriz 

fCAtD *  eAt, que é solução do problema de valor inicial

x ’Ct) = AxCt) „  ...
C 3* 13

xCOD = 1 .

Este desafio é devido a sensibilidade do problema, ou se­

ja , pára algumas matrizes o cálculo numérico da exponencial não 

é bem condicionado, no sentido em que pequenas perturbações da 

matriz geram grandes perturbações no resultado numérico.

3.2- A sensibilidade do problema

Devido a importância da exponencial de uma matriz, vamos 

analisar a sensibilidade do problema e verificar para que ma­

trizes A a exponencial é bem-condicionada.

Investigaremos - assim, limitações--superiores -para pCt) ,
4

onde

H <A+E>t At H
tD = — --- .............. , onde t>0.

II e II C3*23

Observação: 1) Salvo menção contrária, usaremos sempre a 2-nor- 

ma Cnorma euclidiana) que satisfaz as seguintes propriedades: 

HBDII < IIBHIIDII, onde BdRmxn e DdRnxp e V Q ortogonal HQII = 1. 

2) Se A e E comutarem, então eA+E = eAeE e
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e <A+E>t _ eAl _ eAtCeEl _ = eAtEi£. CEtDk/Ck+lD!

k=0

Assim

„ < A+E ) t Al..
pCtD = — ----------- — — -  < lleE l -  I I I  <

lleAt II

- ,E ltlÊ W ê r W  * ,IE,ltÊ íraSr  
k=0 k =0

ou seja,

AE = EA =* pCO < II Eli te 1

Usando a i dentidade1

i
< A+E >l At f A < t-s )_ < A+E > 

í -e = I e Ee 8ds,

obtemos,

.. < a +e > t At ,,
çCÒ = l i- ---- ZJL- 1 <

lleA i II

HEII f lle(A+E>S|jds^JL f ||eA< t-8> 
tilleA Mi * o

Nosso objetivo é obter limitações superiores do 

do, para isso, veremos primeiro limitações de eAt.

C3. 3)

<

C3.43

C 3 .55

C3. 63

C3.73

integran-

<1> Ver apêndice.



3.3- Limitações de eAt

Ci) Com a decomposição de Schur de A, Q*AQ = D+N, onde 

D = d iag .C X p  e N = Cn ^ p ,  nt j = 0 para i£ j, obtemos [53:

|teAtp < ea<A>l £ HNtll^  ̂ C3 Q:>

k=0

onde aCÁ) = max -j ReCX) : X e XCA) Pára tanto, observe que1:

t
eAt = e <D + N>t = eDt + ^  e*><t-l i>Ne<»> + N>tldti =

= eDl - j ‘ eD< i“ ti )NCeDtl * ; ‘ 1e,M l ‘ - ^ >Ne ,D *N ,t=dt23dt1 =

t
= e + J e 1 Ne 1dt1 +

+ J j ‘ V <^ l i , Ne0<l‘ -l* ’N . ,,i*M ,l*dtIdt 1 C3.S»

1

Prosseguindo desta forma, obtemos que:

e ,D .N>t = e Dl + ” ‘ U ^ 2 > N . . . Ne'>‘ kdtk . . . dti +

k= i

+ RnC O  , C3.10)

onde

■R„Ci>teJ J ^ 1'. . .J ^ n’ 1êD<t''ll>N .'..NeD a " ^ -lnlNe<D+M,indt n. . . dt 1.

C3. l l )

<i> u&ando a equaçdo (3.<S> com D no lugar de A e N no lugar 
de E.
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Agora, o integrando em RnC O  é zero, pois é um produto de n ma­

trizes nxn triangulares estritamente superiores, a saber:

[ eD(t' l i )N ] . . . [  ]. Logo RnC 0 = 0 .

Assim

e <D+N)  t éy , i  + E  D<t‘ -lí >N ...N e Dtkdtfc . . . d i , .

k=1 C3.12D

Como lleDsll = ea<A>s Cs>0}, conclui mos que

. At „ „ < D + N >t „
le II = lie II =

= II- + E D<ll-l2>N ...N e Dlkdtk . . . d t j  <
k = 1

< lleDi II + || J  eD<t“ t>>NeDiidt1|| +

+ || J J o e 1 Ne 1 2 Ne zdt2dt41| + . . . . <

t t t ,  
a<A>t  ^ c a< A)  t ...... .. ^  r r a{A>1 ^

e + J e IINIIdtj + J J e IINII dtgdtj +

.2 , n-1
ea<A>iCl + IINIIt + IINII2 + . . .  + IINir-V V , ,  D =

u *  ri“i ✓ •

a<A) t " _ 1 IINtllk 
e £ -ĵ-j-- , como queríamos.

k=o

CiiD Usando a definição em série de potência, obtemos facil­

mente para t>0

IeA 1II < e . C3.133
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Ciii3 Usando a forma canônica de Jordan de A, ou seja, 

X_ iA X = diagC Jm1CX13 , . .. , JmpCXp33 = J CX^/s não necessaria­

mente distintos), onde

fXkl

xk 1
0 1 

0

'■k J1 C3.Î43

A matriz X não é única, -mas sempre assumiremos__que_ foi

escolhida de tal forma que kCX3 seja mínimo C kCXD = IIXIIIIX-1 li D.

Assim :

onde

e
Jut X l. t

n t tz/2 
i t

t r/r  n

t

1

, r = mk-l C3.163

Agora, para qualquer BeCqxq temos IIBII < q. max|bt j|, assim:

eJkl II < mk. je^k
Xi, t

max C t 1/ i ! 3, 

o£i —mk-1
C3.173

portanto de C 3 .153:

At 0t( A ) t
Ile'"’ II < m KCX3ev" kmax Ctr/r !3 ,

0<r5m-i
C3.183

onde m = max <mt, m2 , . . . »  mp>.

At XJX~ *t( 1 ) e =© I+XJtX_ 1+<XJ2t2X_1>/<2!>+...=
= X<I + Jt+<J2 t2 >/<2!>+.. . )X-i = XeJtX-i
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Civ) Sendo (jC A)
(A*+A'\

- p[— \ - max • fj /  jJ e  A ( ^ )

norma log de A, temos:

dita a

lleAt|| < eM<A>t pa r a t>0. C53 C3.19)

Para provar isso, seja v e IRn, v*0, llvll = 1

Definimos pvCt) = lleAtvl 

Temos

= < eAtv, eAtv>.

d*>vÇt) _

dt
< AeAtv, eAtv> + < eAtv, AeAtv>

= < AeAtv, eAtv> + < A*eAtv, eAtv> 

= < CA+A*)eAtv, eAtv>. C 3» 20)

Agora CA+A*) é auto-adjunta C Hermitiana >, e portanto

< pCA+A*) <eAtv, eAtv> = 2. p C ^ * ) . pvCtD = 2. jjCA)*>vCt) ,

ou seja,

C3.21)

C3. 22)

e integrando de 0 a t, obtemos

logo

ln|pvCt) | < 2tjXA),

>̂VC t) < e

C3. 23)

C3. 24)

ou ainda,

< 1 > A+A* (auto-adjunta) => 3 P unitária tal que 
A+A*=P*DP =» < P*DPv , v > = <DPv , Pv > ímaxX (D) <v,v>
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lleAlvll2 < e2t/J<A>, C3.25D

ou melhor,

lleAt vil < etR(A>, C3 .26 )

portanto

lleAHl < e l^ <A> para t>0. C3.27)

Mais ainda: sup lleA ill = 1 o  fuCJO < 0 , pois se fjCAD>0 então 

t>o

CA+A*) é positiva definida e assim >̂v , Ct)>0. Portanto <pv é es­

tritamente crescente. Agora pvCO)=l, logo sup lleAtll>l . Por ou-

t>o

tro lado1, se /líCA)<0 temos pv 'Ct3<0 e assim <pv é decrescente.

Portanto 1 = <pC03 = sup lleA t ll. #

i>o

Cv) Se A = YBY-1, então eAt = YeBlY-i e portanto

lleAt II < kCY)eR<B>t. [53 C3.28)

Exemplo:

Se A = £ -l-ôj * ^ = 10-<s , então:

a) lleA lll < e A *1 C limitação pela série de potência )

lleAt II < e4, 24t , pois IIAII = max IlAxII =  4 .23

11x11=1

< i> ^ ---  < 2U< A)
¥>v < í >
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fcO lleAtll < m kCXD ea<A>t. max usando a forma de Jordan

0<j<m-i

A = X JX '1,

< 5 .1 0 « e <- 1* Ó U  . p o i s  X = (* 4 ] ,  X - ‘ = (J, _ £ * )  *

portanto KCXD = 5 .10d, e aC/O = -l+<5.

cD lleAi II < e01***1 Z ~Y j'~ > usando a forma de Schur Q*AQ = D+N,

k=o

lleAtll < C l+ 4 U e <' i+ó>t , pois D = £ ±qÓ -1 ^5 ) e N = (o o ) ‘

cD lleAt II < eM<A)t

n ai 11 ^ t-i+(4+ó2 >1 /2 jt Al+A f-l+ô 2 1 ,
lleAlll < e , pois —  = 1  g -1 -6 | e assim

IjCJO = -1 + C62+4D0 - 5 .

eD lleAtll < kCYD eM<B>t, A = CYBY-1D

com Y = í 1 0 1 { 0  1 / 4  j

II Al II ^ A <-i+<0. 25+Ô2 ) 1/2> t , .
lleAtll < 4. e , pois KCYD = 4 e

= [TÂ  - lí ) - lo9°  = -1 + C1/4 + 6Z>°3 ■

Para determinados valores de t, temos a tabela 3.1
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t K l l
s . d e  p o t .  

C a }
J o r d a n

C b }
S c h u r

C c >
n .  l o g  
C d }

n .  l o g  
C e }

0 í . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
1 1 . 3 x 1 0 - 1 6 . 9 x 1 o 1 1 .  8 x 1 0 a 1 .  4 x 1 o “ 1 1 . 5 x 1 0 - 2 3 .  3 x 1 0 " 1
1 0 1 .  8 x l 0 - 3 2 .  5 x l O 1 0 2 .  3 x l 0 2 1 . 9 x l 0 ~ 3 2 .  2 x 1 0 4 2 .  7 x 1 0 " 2
1 5 1 .  8 x 1 0 - 5 4 . 1  x l O 2 7 1 . 5 1 . 9 x l 0 “ 5 3 . 3 x 1 0 * 2 .  2 x l 0 “ 3
2 5 1 .  3 x 1 0 “p l . O x l O 4 * 6 .  9 x l 0 - 5 1 . 4 x l 0 - p 7 . 2 x l O i o 1 .  4 x l 0 - 5
3 0 1 . 1  x l O “ 11 1 .  7 x l 0 5 5 4 . 8 x 1 O " 7 i . 1 x 1 0 " 11 l . l x l O 13 1 .  2 x l 0 “ tf

Tabela 3.1- Limitações para eAt

Podemos verificar através da tabela 3.1 que algumas limitações 

não decaem com a mesma taxa que eAt. Como é bem conhecido, o 

comportamento assintótico de eAt depende do sinal de otCÁD:

tim eAl = 0  o  aCAD < 0.

t-K»

Assim, a limitação de Jordan C3 .18} e a limitação de Schur 

C 3 .83 decaem precisamente quando eAt decai, já não acontecendo

o mesmo com a limitação de Série de Potências C 3 .13}. A limita­

ção usando a norma log C3. 19} pode ou não ter comportamento 

apropriado, pois fjCAD pode ser positivo até mesmo quando otCA} é 

negativo,“ como Tnostra-cr exempla anterior .-Porém, se - otCA}<0, é 

sempre possível escolher Y em C3. 28} tal que /jCYAY_1}<0, como 

mostrou o exemplo Ce}. Observemos também no exemplo que a 

limitação de Schur é melhor que a de Jordan devido ao mau 

condicionamento de A CkCX} grande}. Entretanto, isto não é 

sempre verdade, geralmente a eficácia de uma limitação em 

relação a outra depende de A e t. Agora, quando A é normal, 

isto é A*A=AA*, temos lleAl l^e0̂ *'**', pois se A é normal então: 

aCAD = (jCtò em C 3 .18}; m = kCX} = 1  em C 3 .18}; N = 0, em 

C3 .8}, assim lleAt II < e, como lleAtl! > lleX i !l- V X € XCAD,

obtemos lleA tll >



Quando A não é normal, é possível fleAt fl crescer inicialmente 

até mesmo quando aCAD é negativo. Neste caso o fator

n-1 k
m.kCXO.max t V i i  em C3.18D e o fator £ em C3.8D estãoJv «

0 <t<m-i k= 0

acomodados na vizinhança do máximo no gráfico de BeAt0 

Cfigura 3 .1} .
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Figura 3.1- Gráfico de lleAtfl.

Notemos que o crescimento de BeA iB depende do sinal de 

fjCAD, no sentido que

sup lleAtB = 1  juC/O < 0. C3.29D

t>o

Vamos agóra limitar o integrando em C3.7D, para isso 

estabelecemos o seguinte lema:

Lema 1: Se /uCO é monótona crescente em [0,aD e 

lleAtH < /uCtD e^1 para todo t>0, então



40

<A+E)t _ ' aíI ©  -  e

lleAlll

< IÍEII t juCtO2 expí'C^-aCAD' + IIEHjuCi>>i'] .■ C 3 .30 )

Prova: Seja c e R tal que lleA8ll < c e^1 para V s e [0,t] Cpor 

exemplo, c=/jCt}}. Sejam UQC O  = eAt , ■

Un+1Ct) = J  UQCt-sD E UnCsDds =

= J e <t_s>A E UnCsDds C3.31D

e provemos que:

a} IIUnC O I I  < c n+1 11E IIn e ^ 1 ~  = c — -  I C3.323
|cn iiEir t nj

bD £ Un é absolutamente convergente.

Usando indução sobre n, provemos CaD. Temos para n = 0

HU0CUII = lleAt II < c e^1 < c IIEII° e^1 ~  . C3.333

Suponhamos válido para n, ou seja,

IIUJI < cn+1 IIEIÎ  e^1 ^  , C3.34D
n n!

e provemos para n+1:

i

IIUn+1ll = IIJQe< 1* 8>A E UnCsDdsll <

< r ,|e <t-s>A,| ||E|| cn+1 ||£ ||n e^S -=V ds <
J o  n!

< c n+i IIEIIn+1 f^ce* e^S ds =
Jo n!
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in+1 J t  t " +1
= c n+2 IIEli0+1 e y— JTi. C3.35D

Cn+1D!

£ Un é absolutamente convergente, pois

IILL II < c n+1 IIEUn e^- ^  = ce^Cc^lEII11 ^ 0  , C3 .36} 
n n! n!

logo

_ .... „ ^ 7?t c IIe II t </?+ c IIe II > t
£ IIUnll < c e' e = c e ' . C3.37D

Agora, temos que £ Un = U0 + Je* 1 8>AE £ Un converge pa­

ra vCtD, que é a única solução de vCt}=U0CtD + JUoCt-s3EvCs0ds, 

que é equivalente a:

r vCU  » = CA+EDvCtD

1 vCOD = I , ou seja,

vCO  = e t<A+E> . C3.38D

Assim, se para todo s e C0.,t3 lleAsll < c e''^ , então

. <A + E>8.. ^ < fi+ C H e II > S r/% i-l r n
le II < c e , s € [0 ,t]. C3. 39}

Tomando c = fuCt} e usando a monotocidade de /jCt} temos 

t

f || e 1 “ s >AII lle<A+E>sllds <
Jo

V n  -N ftit-B) </9+/J< t > HeII >S ,
< J^Ct- s} e' /Xt} e ' ^ ds =

r l r . ^ r .^ fit ^(dIIeIIs . ^
= J ^Ct-sD /LiCtD e' e ds <
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. , . ^ 2  t > HeII > t.< j iC t )2 e  1 t .  C 3 .4 0 )

Portanto1

p c t>  < Tl | | l r - j ‘ l le < i- '> * »  lle ,A * E > a |lds <

< Í5* .  t
aCADt ^

C3.41)

. . .  CllAll-aCAD + llElDt
leorema 1: pCt) < t IIEII e . C 3 .42)

Prova: Temos lleAtll < e * ^ ^ ,  e aplicando o lema 1 com juCt)=l e 

(3 = IIAl! segue o resultado.#

_  o ^ „ C uC A)-aC A) + II e II) t
Teorema 2: <pCt) < t IIEII e . C 3 .43)

Prova: Temos de C3.191) lleA lll < e aplicando o lema 1

com ^Ct)=l © ft=y.CtO segue o resultado.#

Teorema 3: Se a decomposição de Jordan de A é dada por X-1AX=J, 

onde J = diagCJm ̂ C ) • • • ) «Jm pC\p33 e V i Jmt é 

m^xm  ̂ , então

çC U  < t IIEII f J ^ U 2 e fJi{i> llE,lt, C3. 44)

onde

/u^Ct) = mtkCX)max . C 3 .45)

OÍÍi.£m^-i

<1> lie II c© , pois V XeX<A> II e II >e .
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Prova: Observemos que /^CtD é monótona crescente e que:

lleAtll < fjtCtD e01̂ ^ ^  dè C3.18D. Logo aplicando o lema 1 com

/uCO = fj^Ct> e ft=aCAõ temos o resultado.#

Teorema 4; Se a decomposição de Schur de A é dada por Q*AQ=D+N, 

então

pCtD < t HEI ijsCO 2 e^aCi3l,Elli. C3.46D

onde

" “1 nNtiik
Hsct) = E -j-1-- . C3.47D

k=o

Prova: Temos lleAl II < (usCtD g^ADt ^  C3.8D, e aplicando o 

lema 1 com ^CtD=/JsCtD e ft=c*.CA} segue o resultado.#

Observemos que se A é normal, ou seja, A* A = AA*, obtemos

pCU  < t IIEli e IIEIIt. C 3 .48)

Estas limitações embora não sejám necessariamente medidas 

exatas da sensibilidade de eA i , são menores quando A  é normal. 

Isto sugere que existe uma conexão entre a normalidade de A e a 

sensibilidade de eAt. Se utilizarmos a definição

eAt = ==-r e Czl -A}-1 dz, C3.49D= —  f e2tJ r
podemos encontrar uma outra forma de limitar p C O . Aqui r é uma 

curva fechada suave que circunda o espectro XCAD de A. Se t 

também circunda XCA+ED, então:

e-'
JT

<A+e >i _ eAt = _L _  ez CzI-A-ED"1ECzI-AD“ 1dz. C3.50)



Entretanto, os resultados obtidos, a partir de C3.503, não são 

melhores que os anteriores [51.
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3.4- A condição da exponencial de tona matriz

No problema da inversão de uma matriz A, kCA} = ll AH IIA-1II é 

definido como a condição de uma matriz com respeito a inver­

são. Esse kCAD mede a sensibilidade de A-1 e pode ser vista na 

seguinte desigualdade

IICA+ED-1 - A-1 II „ lí Eli kCA> „ llcMM1 A_ 4 „ ^
U m  “ IIAII 1 - «Eli II A'Ml CI,EI,IIA II<1:>» C3.513

que é facilmente verificadâT pois

IICA+E}"1 - A~4II ^ IIAlt IIA“ 1 II IICI + A_1E}_1 - III 

ÍTÃ=̂ 1 II Ali II A-1 II

kCA) IICI + A-1E>_1 - I

II Ali HA'Ml

Agora4,

Logo

IICA+ED“ 1 -  A -1  II ^ IIEli kCAD
UT1!  "  Il A II 1 -  Il E II IIA “ 1 II

C3.525

Il CI -A“ 1ED " 1 - III = 11 I-A"1E+CA_1ED2+ . . . -I II <

< IIA“ 1EII III-A“ 1E+. . . II <

< II A~ 4 II II E II _____^ _____  ‘ C 3 . 53D
- ma 1 -IIA-1 II IIEH

É sempre possível escolher E tal que a limitação superior acima 

seja atingida. Assim, se kCAD é grande, é possível que uma pe-

<i> He II IIa " 1II < i
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quena mudança em A induza uma mudança relativamente grande em 

A-1. É neste sentido que kCA) mede a sensibilidade da função 

A-*A"1.

De/inição: A condição de exponencial de uma matriz A para- um 

tempo t é definido por CS]:

C 3 .54)

C 3 .55)

Geometricamente, r = 6 II eAt IIV-C A, t) é o raio da menor esfera em
o

Cnxn que é centrada em eAl e circunda a imagem do conjunto 

<B /  IIA—BII < <511 AH> sob a função B ■+ eBt. Quando mudanças rela­

tivamente pequenas em A produzem alterações relativamente gran­

des em eAt, V^CA.t) é correspondentemente grande.

Definimos a derivada de uma função FCA3 de Cnxn em C n por 

uma função DCFCA3): C nxn -> C n tal que V E

FCA+E) = FCA3 + DCFCA))E + KIIEII). C3.56)

Observemos se substituirmos

8

e (A+E>8 = eA8 + r eA<8-r)Ee<A+E>rdr c3.57)
J o

em

t
e ( A+E) t = @At + r eA< t-8 > Ee< A+E)8ds C 3« 58)

J o

VCA, t) = iim. VXCA, t ) , 

ô -*0 6

onde

„ < A+E> t At
r a *  ̂ ® “ ®V^CA.t) = sup

II e II<<5IIAli <5lleAt II

obtemos
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t
,<A+E)t - eAt + f eA<t-9 >.E .e A8ds 

Jo

+ f eA<l_8>E f eA<8' r>Ee<A+E>rdrds. C3.59D
Jo Jo

Agora

t s

|| | oeA<t-a >E JoeA (8-r>Ee<A+E>rdrds ||

lim, ----------------------------- = 0 , C3.60D

II Eli -»0 II Eli

ou seja,

t
e <A+E>t = eAt + r eA< t-s >EeA8ds + &C IIEID. C3.61)

Jo

Assim, a derivada, DCeAl) ,  da função FCAD=eAi é dada por

t

DCeAtO E  = f eA<t_s>EeA8ds C3.623
Jo

Notemos que a norma do operador DCeA<0  denota a taxa de mudança 

de eAt com respeito à matriz A.

Teorema 5 : Se DCeAiD denota a derivada de Fréchet de FCA} = eAt 

então 15]

WA _ IIDCeAtO II II Ali r o  VCA,tD = ------ ------------------ C 3 .6 3 )

onde

t

IIDCeAtO  II = sup . II f eA< t" 8 )EeA8dsll . C3.64)

IIEII <1 °

Prova: Temos
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onde

Assim,

,<A + E>t - eAt = DCeAt)E + «CIIEID C3.65D

DCeAt3E = f eA<t_8 >EeAsds. 
J o

IIDCeAtDE + «CIIEID II 
VCA,iD = iitn sup ------------ —

Ó+0 II Eli <6 II Ail ólleAi II

f IIDCeAtDEII II Ail <5 II AID 
= l nu sup ----------- + —

<5-»0 II Eli <<5 II A II L <511 Ail lleAtll ôlleA

AID 1

1 II J

liai sup J" y DCeAJ0  — —  || —ÜAÜ— "J 
<5+0 II Eli <011 Ail L <511 Ail II eA 1 II J

|DCeAtDll 11 Al-1- . #

leAt

Corolário 1: Para qualquer t > 0 temos VCA,tD > tlIAII 

Prova: Pelo teorema temos:

IIAII
VCA.tD = IIDC eA *0

lleAt II

= sup || f eA< t_8 >EeAsds|| —ÜA!!— > 

IIEII <1 ° lleAt II

IIAII
> || JQeA< L " 8 1 eAeds ||

H t



48

= ||f eAtds || 11A11 = UAH. # C3.663

°  lleAl II

Corolário 2: Se A é normal então VCA,t} = tlIAII.

Prova: Temos do corolário anterior que VCA,t} > tlIAII, assim de­

vemos mostrar que quando A é normal VCA,t) < tIIAli.

Agora:

VC A, t} = IIDCeAtO II SUp ||/eA< t“ 8 >EeAsds|| <

lleAt|l lleAt II IIEII<1 °

< —  s u p  f  lleA < t " s > Il 1IEII lleAS llds < 
Il e At II II E II <1 °

< JiàL- f IIeA< t - s > y heAS llds. C 3 .67 )
II eA 1II J o

Mas quando A é normal

IIeA 1II = eaCADt e lleA<t“8>ll = eaCAXi s:>, C3.68)

assim

\ir a 1  ̂ II AII r C(< A> < t-8 > 0C< A) 8 , * 11*11 JJ rn
VCA,tD < —’>■. e e ds = t IIAll. # C3.69J

aCADt Jo
e

Concluímos destes corolários que, quando A é normal, 

VCA,tD é tão pequeno quanto possível. Observe, por exemplo, que 

se A é uma matriz estritamente triangular superior nxn, então:
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eAt = E CA£|k > C3.705
k - O

e assim para qualquer matriz E, com IIEII = 1  e An-iEAn-i *  0, 

temos:

^ ^  i n  ■■ 1 A t ir a  k

f eA<t-s>EeA9ds = 2 E ti+k+i C3.713
Jo , C i+k+lD!

1 = 0  k = 0

e portanto

1 II Ali K t 2n_1)
V CA .O  > || r eA<t-8> E eAsds|| ———— = i  IIAII =

°  IIeAt II tfCtn-1:>

= *Ctn:> IIAII. C3.72D

Concluindo então que VCA,t} cresce com t nIIAII ao invés de tlIAII, 

quando A é normal.

Tentaremos definir uma relação equivalente a C3.51D para

o número de condição exponencial. Definimos as seguintes 

funções E53:

VC A, O  = max VCA.sD, C3.73D

0<s<t

<KA, tD  = f  lle-A S  II lleAS IIds. C 3 .7 4 )J D

A função VCA.tD pode ser considerada como um número de 

condição exponencial de A sobre o intervalo [0,t3. Agora, 

<KA,tD é monótona crescente e *CA, 0  > t.

Teorema 6: Se <?CA,tD IIEII < 1, então
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B e <A+E>t _  e At|| ^  HEI) V C A . t D  ^

IIe*1 II "  IIAII l-IIEII*CA,t:> '

Prova: Sabemos que

t
e <A+E>t _ eAt = r eA<t“ 9 >Ee<A+E>8ds, logo

Jo

e <A+E)t _ eAt =
t

= f eA<l-8 )EeA8ds 
Jo

+ r eA<t“ 9 >ECe<A+E>8-eA8Dds 
Jo

(3 .763

e assim

t

. . .  _ lle( A+E> 1 - eAt II ^ IIJoeA<t” 9> E eASdsll  ̂
fX-tJ iî nrjj - jf^rjj

J- A _  II A + E > 8 _  A S  li

+ IIEIIJQII e_ As IIII e II — — ||eÁg|j- -- ds <

< ^  V C A ,U  + IIEII f lle“ASII lleASHpCsDds. C3.77)
IIA II J O

Seja tjeCOít] tal que M = ^Ct4D = max jpCs D,

0<s<t

Assim

M < V C A .tp  + IIEIIMtfC A, t p . C3.785

Agora VCA .t^  < VCA.tD e oCA .tp  < tfCA.O,

assim

^ ^ IIEI1 VCA.tD 
fCtD _  M _  ((A|| x ^  A> ,|E„ » P °ls C3.79D
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M < V C A . O  + I I E l i M f f C A , O  =

!L?..!! vca,í3
IÃF V<“A»W

M<yCA,t3 II Ali 

VCA,t3

< Í H  vc A O
- ifÃir vtA»w

1 + *C A, O  IIEII +
K A .t )  IlElIMtfCA.OIlAll

VC A, tD

||Eli ^ 

IÍÃTVCÂ’ °
1 + «C A ,O  IIEII +

<yC A, t3 2 IIEIlMllAll 

VC A, tD

< 1 H  vc A o  
- IIAli VLA’ W

1 + «CA,t3 IIEII + $CA,t32 IIEII2 +

<yÇA, t!)2 llEll2a<A»13MllAll 

VC A, t3

IÃF
V C A ,0 1 + K A , O  IIEII + *C A, O  2 IIEII2 +

<yCA>i3 3 IIEII2MllAH 

VC A, tD

^ IIEII VC A, tD 

“ IIAli 1 - <K A, tD IIEII ‘

Observemos que se A é normal, podemos mudar VCA,t3 com VCA,tD e 

assim temos novamente menores limitações de pCtD.
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4- MÉTODOS DE APROXIMAÇXO

4.1- AproximaçSo pela Série de Taylor

Muitas das definições apresentadas anteriormente envolvem

o cálculo de autovalores. Vamos então considerar um método para

o cálculo da função que a primeira vista não envolve os autova­

lores. A idéia é que se gCzD aproxima fCzD em XCAD, então gCAD 

aproxima fCAD. Por exemplo o truncamento da série de Taylor,

Vamos analisar a.diferença llfCAD - gCADIl usando a representação 

de Jordan e Schur.

Teorema 1: Seja X_ 1AX=J a forma canônica de Jordan de A e C nxn 

com J = J teJ2®. . . ©Jp e

C 4 .1 )

0 Xt 1

C 4 .2 )

1
L 0 Jm^xmt

sendo um bloco de Jordan m^xm^. Se fCzD e gCzD são 

analíticas sobre um aberto contendo \CA), então,

IIfCAD - gCADIl < KCXD max mt -L

iíí£p 

O ^ r -1

|f < r)CXj 3 - g <r>C\,3 |

r !

C4.3D

Prova: Definindo hCz> = fCzD-gCzD temos
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llfCAD - gCAD II = llXdiagChC J tDD........ hCJpDDX_1 ll <

< KCXD max II hC J L D II. 

i<i<p

C 4 . 4 3

Agora

h C J t 3 =

hC\tD h ’C ^D

hC\tD

< nri: -1

<m^-lD !

h ’ CXp

hCXtD

C 4 .5)

rn̂ xn̂

Logo

I hC J ̂  D II < m̂  max

-l

Ih ^ C X jD  I 

r !
C 4 .6D

o que prova o teorema. #

Teorema 2: Seja Q*AQ = diagC\D+N a decomposição de Schur de 

AeCnxn, com N sendo estritamente triangular 

superior. Se fCzD e gCzD são analíticas no conjunto 

convexo fechado 0 cujo interior contém XCAD, então

n- 1

IfCAD - gCAD IIF < £ 6 r
Il IN I r IIF.

r = 0

C 4 . 73

onde

<5. = sup
zeO

f <r>CzD - g <r>CzD C 4 . 83

Prova: Ver [2]

Teorema 3: Se fCzD é analítica sobre um disco aberto de raio r

( 1 )  p r o p r i e d a d e  da  n o rm a ,  IIAII2 — m w a *  I a j, j I » o n d e  m-ordem de  A.
1 • J
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oo

contendo os autovalores de A, fCz) = £ axzJc » então
k = 0

q n
II f C AD - £ akAk II <

Cq+1)!
max II Aq + *f * q+1} C As) II.

k=0 0 < S <1

C4.9)

Prova: D e f i n im o s  a  m a t r i z  E q+1C s )  p o r :

q
fC  A s )  = £  a kC A s ) k + E q+1C s ) ,  0 < s < l .  C 4 .1 0 )

k = 0

F ^ C s ) ,  o  e le m e n to  C i , O  de f C A s ) ,  é  n e c e s s a r i a m e n t e  a n a l í t i c o  

e a s s im

onde satisfaz Oííe^^síl CFórmula de Taylor em torno de 

zero. D. Comparando as potências de s em C4.10) e C 4 .l l ) , 

concluímos que, o C i ,l )  elemento de Eq+1Cs), que chamamos 

etlCs), tem a forma

Agora Fi l <q+1 >Cs) é o C i ,l )  elemento de Aq+if <q+1 ’ CAs) e 

portanto1

+ Cq+1) ! C 4 . l l )

<i> IIB II 2< < mn > i/2max | b ̂  | © max | b^ ̂ | ÍÍIIb II 2 par a-Bmxn-
i  , L i. , l
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< max IIAq+1f <q+1 >CAs3ll. #

Cq+1:>! 0<S<1

Exemplo:

A =
-49

-64

24

31
então eA =

-0.735759 

-1. 471518

0. 0551819 

1.103138

para q = 59, com erro

q Ak

E -rr 
k = 0 '

n

Cq+13
max IIAq+1eAsll < 10-<5°.

0<3<1

Assim para a função exponencial de uma matriz o erro 

cometido com o truncamento é

Eq+1Cs3 <
nlíAq + 1 II 
Cq+13 !

max

o£s<i
»-SA|| C4.13)

agora, max ||©8A|| ^ max III + sA +

OÍs5l 0<8<1

CsAD:

2!
+ . . .  II <

IICsAD2 II
< max <11111 + Ils A II + + . . . >  =

0<B<1 2 !

max e 

0<8<i

ISAI = max es "A,l < e l|AN , 

0<s<l

C4.14D

portanto

nll Aq + 1 II II aI 

Cq+1 D! ®
C4.15D



4.2- Aproximações de Padé

00

Seja £ a ^ 1 a representação em série de Taylor de fCzD,

1 sO

ou seja,

00

fCz) = £ atz l . C4.16D

1 =o

Estamos interessados com a relação existente entre os 

coeficientes da série de Taylor e os valores da função. Estamos 

aproximando a função por polinómios muito grandes, o que na 

prática é inconveniente. As Aproximações de Padé são 

aproximações por frações racionais para o valor da função. A 

idéia é conseguir frações racionais cujas expansões em séries 

de Taylor coincidam com a série de Taylor da função o máximo 

possível. Por exemplo, seja

56

■ ( - K l 1-}

3T + bx
Queremos uma aproximação da forma — ■ . A série não

converge para |x| > 1 /2 , mas fCxD é umafunção suave para 0<x<oo, 

com sua imagem percorrendo de 1 a 2 1 /z . Agora,

a + bx a bc - da Cbc - da)2cd x2 , ,  .

— d í ' c  + — ? - x --- c4 St • C4-175

Igualando os três primeiros coeficientes das duas séries acima, 

obtemos

a bc - da _ 1 -Cbc - da)2cd _ -5

c * c2 2 ’ c* 4 ‘

Fazendo a = c = 1, obtemos d = 5 /4  e b = 7 /4 , produzindo a
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aproximação

1 + 7x/4 , ^ 1 5 2 ^ 25 3 125 .

1 +  5X /4  =  1 +  —  x  -  x  +  - 3ã -  x  -  - T ã e - x  + -

que tem o valor 1 .4  para x no infinito. Uma outra aproximação 

usando os quatro primeiros coeficientes é

1 + 13x/4 + 41x2/16  x -»oo 41 . .
1 4- llx /4  * 29x*/16 ---- ’ 2 5 “  1-413793103, que está bem

mais próxima de 2 1/z = 1 .414213562 ...

oo

Definição: A [L/M] Aproximação de Padé para fCzD = J] a izi é a 

fração racional 1-0

PLCz:> Po + P i z  + • • • + Pl zL
[ L /M 3 = ■ ■ ■. = r— --- —---— --- H- , C 4 .1  83

QmCzD 1 + q4z + . . .  + qMzM

onde PL © Qm são primos entre si e os L+M+l primeiros coefici­

entes da sua série de potências coincidem com a0 , a4, . . . aL+M • 

Ou seja,

00 Pl ^2^
£ a ^ 1 = —— —  + íCz l+m+1) C4.19D

1 =0 Z

Exemplo: Se fCz} = 1 - z /2  + z 2/3  + . . . . ,  então

[1 / 0 ] = 1 - z / 2  = fCzD + ffCz2)

[0/1] = ——---= fCzD + tfCz2}1 + z/o

[1 / 1 ] = = fCzD + K z 3)
1 + 2z /3

Da equação C4.19D, multiplicando por QmCz D, obtemos
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Cl + qtz + .... + qMzM3 Ca0 + a 4z + . . .  3 = 

= Po + ptz + . . . + Plzl + <?CzM+L+13. C4. 203

Assim obtemos as equações para os coeficientes:

at + a0q 1
a2 + a 4q 4 + a 2q2

aL + + aóqL

= Po 

= Pi 

= Pz C4. 213

aL+l + a LCIl + + aL-M+iC?M ®

aL + M + aL + M-iCíi + ••• + aL^M = ® .
C4. 223

Se i < 0, definimos = 0.

Podemos escrever C 4 .223da seguinte forma

L-M+ 1 
lL-M+2

L-M+ 2 
*L-M + 3

L-M+ 3 

lL-M+4 lL+ i

L + 1 L+ 2 L + M- i

Sm aL + 1
qM -i = - aL+2

J . . . aL+M .
C4. 233

do qual os qt- podem ser encontrados. Os coeficientes do 

numerador pc , p4 , . . . »  pL seguem imediatamente de C4.213. Assim 

C4.233 e C4.213, normalmente, determinam o numerador e o 

denominador da [L/M] Aproximação de Padé que concorda com a 

série de potências através da ordem zL+M.

Vale lembrar que a condição QMC03=1 difere da definição 

clássica de Frobenius C18813 e Padé Cl8923 que requereram sim­

plesmente que Q*jCz3 *  0. Esta difere,nça pode ser vista através 

do seguinte exemplo: Se fCx3 = 1 + x 2 + . . . e L = M = 1, 

podemos facilmente verificar que P4Cx3 = Q*Cx3 = x, 

PJCX3/QJCX3 = 1 satisfaz
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oo

QiCx) £ a^x1 - PiCx) = tfCx3)

I =o

mas não satisfaz

co PiCx)

QiCx)
ffCx3) .

i =0

A origem deste estudo é a série de potências £ a^z1, mas 

nem sempre existe série de Maclaurin para uma função fCz).

Assim, dáda a série de potências £ a-z1, C4. 23) e C4.21) mos-

ou existe um número r>0 Cpodendo ser r infinito) tal que a sé­

rie converge absolutamente no intervalo aberto C-r,r) e diverge 

fora do intervalo fechado C-r,r]. Nos extremos -r e r , a série 

pode convergir ou divergir, conforme o caso Cr é chamado raio 

de convergência).

Se o raio de convergência é zero, a série de potências 

contém poucas informações sobre a função, mas se uma seqüência 

de aproximações de Padé da série converge para uma função gCz) 

com zeD CD disco com raio maior que zero), então concluimos que 

gCz) é uma função com a dada série de potências. Agora se a da­

da série de potências converge para uma função em C-r,r) com 

reCO,oo), então uma seqüência de aproximações de Padé pode con­

vergir para zeD onde D é um domínio maior que C-r,r), ou seja, 

estendemos o domínio de convergência.

Exemplo: Seja

oo

i =0
tram como as aproximações de Padé são construídas.

Uma série de potências £ a tz l ou converge apenas para z=0
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usando a equação C 4 .23) calculamos o bt=13/8 da [1/13 aproxima­

ção de Padé e da equação C4.213 obtemos aQ=l e a 1 =7/8,assim

Cl/l] =
1 + 7 z /8

1 + 13z /8

t1 * 1!  ■ ) ( - ?

39 22 + __  z*
2 32

Na figura 1 está comparada esta aproximação com fCz3 para z>0. 

Em particular, fCccL>=0.5 e Cl/l]Cax)-7/13=0. 54, dando 8% de pre­

cisão no in finito . Este exemplo mostra o grau de aproximação 

para uma função com raio de convergência de 1 / 2 , usando somente 

3  termos da série.

Figura 1-Comparação entre o trucamento da série 

com a Cl/l] aproximação de Padé.

Se a regra de Cramer for usada, podemos calcular q4 , 

q 2 ................ q M de C4.23D e assim o denominador de C4.183. Logo
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a L-M+1 aL-M+2 aL aL+ 1
aL-M+ 2 aL-M+3 aL+ 1 aL+ 2

= Z aL-i aL aL+M-2 aL+M-l , C 4. 243

aL aL+ i aL+M-1 aL + M

ZM zM-i • • Z 1

onde

A =

L.-M+ 1 
lL-M+ 2

L - 1

Consideremos agora

L-M + 2 
lL-M+3

L+ 1

^ + 1

âL+M-2 
aL+M-1

C4. 253

œ

C^CzD Z a i z l  
1=0

1_
A

L-M+ i 

aL-M+ 2

â L-i
aL
00

E aiz 
i =0

M+ i

L-M+ 2 
lL-M+ 3

qL+ i
00

E a i z
1=0

M+i-1

L + i 
lL+2

L + M- i
aL+M

00

E a i z t
i =o

. C4. 263

Lembrando que = 0 se-i < 0 e subtraindo da última linha, 

2 l+i vezes a primeira linha, z L+2 vezes a segunda linha, . . . ,  

z l +m  vezes a penúltima linha, reduzimos as séries da última 

linha, anulando M termos. Usando os termos iniciais dessas sé­

ries, definimos:

Pl Cz 3
1_

A

L -M+ 1 L -M +2 • ’ • L+ 1
aL-M+ 2 aL-M+3 • • ‘ aL+2

aL - 1 aL ■ • • aL+M-i
aL aL+1 * * • aL + M
L-M L-M+i . . . L
E a izM+i £ a izM+l_i E aizioh i = o 1=0

C4. 273
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Teorema 4; Com PLCz) e QMCz) dados por C4.24) e C4.27) respec­

tivamente,

00

QMCz)£ a ^z 1 - PLCz) = <?Cz

1 = 0
L + M+ 1) . C4. 28)

Prova: Note que o resto é

oo

QmCz )E  a i2 <- - PLCz)

i = O

1^
A

1
A

00

aL-M+1 aL-M+ 2 • * • aL+l
aL-M+2 aL-M+ 3 aL+2

aL-i aL » * • aL+M-i
aL aL+ 1 aL + M
00 00 • • • 00
E aizM+i E aiZM+i- 1 EVaiZl-
i =L+i i =L + 2 i = L +M +1

aL-M+1 aL- M+2 ' • aL+ 1
ZL + M+ i aL-M+2 aL- M+3 aL + 2

i a L - 1 aL aL + M-
aL aL+l aL + M
aL+i aL+ i + i • * aL + M+

C4. 29)

#

A equação C 4 .29) é ocasionalifiente usada como forma de 

calcular o erro na aproximação de Padé. Consideremos

A =

aL-M+1 aL-M+2 aL
aL-M+2 aL-M+ 3 aL+ 1

aL - 1 aL aL+M-2
aL a L+ i aL+M-1
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Note que se A^O,. então as equações lineares C4.233 são 

não-singulares e a solução dada por C4.243 é única. Assim, po­

demos dividir C4.283 por C^Cz}, produzindo

oo Pi/-2-*
£ a^z1 - T = <KzL+M+13, C4 .30)

i =0 Z

o que prova o seguinte teorema.

Teorema 5; [Jacobi, 18463 A [L/M3 Aproximação de Padé de £ a^z1 

é dada por

PLCz3

CL/M] = T T T T T  > onde Qm e PL são dadas respecti- 

mente por C 4 .243 e C 4 .273 .

Teorema 6 : CUnicidade3. Quando existe, a [L/M3 aproximação de 

Padé para qualquer série de potências formal ACz3, 

é única.

Prova: Assumimos que existem duas destas aproximações de Padé 

XCz3/YCz3 e UCz3/VCz3, onde o grau de X e U é menor ou igual a 

L e que o grau de U e V é menor ou igual a M. Então devemos 

ter, por C4.193

XCz3/YCz3 - UCz3/VCz3 = *CzL+M+13 C4.313

visto que ambas aproximam a mesma série. Se multiplicarmos 

C4.313 por YCz3VCz3, obtemos

XCz3VCz3 - UCz3YCz3 = *CzL+M+13. C4» 323



Mas o lado esquerdo de C4.32D é um polinómio de grau no máximo 

L+M, e desta forma é identicamente nulo. Visto que nem Y nem V 

é identicamente nulo, concluimos que

X/Y = U/V . C 4. 33!)

Pela definição, ambos X e Y, e U e V são relativamente primos 

e YCC0=VCC0=1.0 , temos mostrado que as duas, supostamente apro­

ximações de Padé distintas, são as mesmas. #

Padé C1892> ajustou as aproximações em uma ordem 

semi-infinita ou tabela . Pela tábua de Padé entendemos o 

arranjo:
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0 1 2 3

0 [0/ 0 ] 1 1 / 0 ] [2/ 0 ] [3/0]

1 [0/13 [1 / 1 ] [2 / 1 ] [3/1 ]

2 [0/ 2 ] [1 / 2 ] [2/ 2 ] [3/2]

3 [0/3] [1/3] [2/3] [3/3]

4 [0/4] [1/4] [2/4] [3/4]

Tabela 4.1- Tábua de Padé

As somas parciais da série de Taylor ocupam a primeira linha da 

tabela 4.1.

4.3- Aproximação de Padé para a função exponencial 

Por Taylor,

e z = E  - p j  = 1 + z + -| í- + . . .  C4 .3 4 )
n = 0
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e desejamos calcular z ) , da [L/M] aproximação de Padé,

QmCz I3=c
M

onde

CM -

1 JL

CL-M+1)! CL-M+2)! L! CL+1)!

1 1 1 1
CL-M+2)! CL-M+3) ! CL+1)! C L+2)!

1 ‘ ' ' 1 ........ 1 ! • •
L! CL+1)! CL-M+1)! CL-M)!

zM z M-i . . . z 1

1 1 1
CL-M+1)! CL-M+2)! L!

1 1 1
CL-M+2)! CL-M+3)! CL+D! .

1 1 1
L! CL+1)! CL+M-1) !

C4. 35)

C4.36)

Removendo o denominador de cada linha, usando as propriedades 

de determinante e a definição:

P n CL+i- 1  ) !
i = 1

C4.37)

obtemos

L!

CL-M+1)!

CL+1 ) ! 

CL-M+2)!

CL+M-1)!

L!

L!

CL-M+2)!

CL+1)!

CL-M+3)!

CL+M-1)!

CL+1)!

L 1

L+l 1

L+M-l 1

C4.38)
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subtraindo a CM-13-ésima linha da M-ésima, a CM-23-ésima linha

da CM-13-ésima.......... a primeira linha da segunda, e usando a

identidade

r! Cr-13! . _ Cr-13! 
= Cr-s3

s! Cs-13! S !
C4. 39)

obtemos

CM = pCM-13!

= pC-13M_1CM-13!

L! L!
I 1

CL--M+13! CL-M+23!

L! L!
1 0

CL--M+23! CL-M+33!

CL+M-23 ! CL+M-23!
1 o

L! C L+13 !

L! L! A

CL-M+23! CL-M+33!
• • 1

-13!
C L+13 ! CL+13! 1

CL-M+33! CL-M+43!
• • • 1

C L+M-23 ! CL+M-23! 1
L! CL+13!

• • 1

C4. 40)

Agora, C4.403 é um determinante CM-13xCM-13 com a mesma forma 

de C 4. 383 , apenas cor 

cédimento chegamos a 3

de C4.383, apenas com M-l no lugar de M, assim com o mesmo pro-

i

M

M= c - 1 3 M<M- i> / 2  j]
i = 1

C -£.-13! 

CL+i-13!
C4. 413

<i> Usando a identidade (4.3P> na coluna i obtemos r-s=M-l, na 
coluna 2 obtemos r-s = M-2, . . .
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Consideremos o coeficiente de C-z3k em QmCz ) ,

C - n k qj( =
-M

CL-M+13!

1
CL-M+23!

1
L!

CL-M+23!

1
C L-M+33! 

1
CL+13!

I CL-k +13! I

I i I

! CL-k+23! ,

I I

'• I CL+M-k3! I

CL+13! 

1
CL+23! 

1
CL+M3!

C 4. 423

I I
onde a coluna rodeada por ! ! é retirada. Usando o mesmo 

procedimento anterior, definimos

M

p  = n
t =o

CL+Í3!

e assim

C-13kqk = F-

C 4. 433

CL+13! CL+13! 1
CL-M+13! • CL-k+13! 1

P CL+23! 1 CL+23! 1 1
CM CL-M+23! , CL-k+23! ,

CL+M3! CL+M3! 1
L! I CL+M-k3! 1

C4.443

Usando as operações entre linhas e a identidade C4.393 obtemos

C-13kqk =
_ C-13M pM!

CL+13! 

CL-M+23!

CL+23! 

CL-M+33!

CL+M-13! 

L!

CL+13!

I CL-k+23 ! •

I CL+23! I

CL-k+33! I

I ..............  I
CL+M-13!

I CL+M-k3! 1

1

1

C 4. 453
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Prosseguindo assim, obtemos

C-nkqk = ± «  CM-i+lD!

i = i

=■ +

CL+1 D ! 

CL-M+k+1} !

C L+2D!__ 

CL-M+k+2D!

CL+M-k)!

L!

C L+M-kD! 

L!

CL+1 } !

L!

CL+2) !

CL+1 } ! * “

CL+M-kD! 

CL+M-k-lD! ‘

L!

f| CM-Ã+1D! 

i = l

1

1

CL-M+k+1 D!

CL+1D ! 

CL-M+k+21)!

CL+M-k-1 >!

1

1

L!

= +
' M

n
i

*
CL+M-kD!

' k

j] CM-i+lD!

M-k- 1

* n ilCL+12)! L! k !
i = i • i  =  i

V. J i =  i

= + 1 CL+M-kD!

CM L ! k ! CM-k} ! CL+O ! '

M

n
X. = i

O sinal do lado direito de C4.46D é o mesmo de C4.41D, 

os determinantes C4.363 e C4.42D têm a mesma dimensão, « 

as mesmas operações. Logo

M
r-i^kn = f_n M (M - i ) / 2  ! _  CL+M kD!

q* CM L! k! CM-kD ! n CL+O !
M i = i

C4. 46)

porque 

sof rem

C 4. 473

e observando que para k = 0, temos exatamente C4.41D. Portanto
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CM CL+M-k)! M! 1
qk c m  CL+M)! CM-k)! k! C4.48)

“ CL+M-K)! M! C-z)k 
Qm Cz:) = 2 CL+M) ! CM-k) ! k! ' C4.49)

k -O

Da mesma forma chegamos a

p £ c L^M-K3 ! L! z*
L Íj CL+ld! CL-k)! k!'k =0

Portanto a ÍL/M] aproximação de Padé para expCz) é

t  CL+M-K)! L! zk

ou seja,

C4. 50)

"  CL+M)! CL-k)! k!

[L/M] = — — ---------------- . C4.51)

“  CL+M-K)! M! C-z)k

E CL+M)! C M-k)! k! 
k=o

[ L/M] = . C 4.52)
Qm Cz:>

Segue algumas aproximações para a função ez , disposta na 
tábua de Padé C Tabela 4.2).
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\ L 0 1 2

0
i 1 + x 2 + 2 x + X Z

i 1 2

1
i 2  +  X < 5 + 4 x  + X 2

1 - X 2  - X <S-2x

2
2 <5+ 2  X 1 2  + <5x + x 2

2 - Z X + X ^ 6 - 4 X + X 2 1 2 - < 5 X  + X Z

o
<5 2 4  + ó x < 5 0 + 2 4 x  + 3 x 2

o
2 4 - 1 8 x  + 6 x ‘i - X 3 « O - S ú x + P x ^ - x 3

Tabela 4.2- Aproximações para ex.

Notando que:

oo

PlCzD=^1-Lõt  f t MCt+ZDLe ldt, C4.53}

J o

pois

c l W  = z^ W r ;  ( i Y  f t M*L_ V ldt =
Jo 1=0  J Jo

00

1 —. Li! i f ,M+L-Í  ̂i n
C L ® !  E  T T c U T Ô T  z  1  e  d t ’ C 4 - 54:>

i=o Jo

tomando u=tM+L~í temos du=CM+L-OtM4L  ̂ *dt, e dv=e ldt donde 

v=-e i . Assim a integral fica

oo oo

j t M+L le ldt = tifo j^-tM+L te l j  + CL+M-ídJ t
M  + L - i - i  - t ,,

e dt =
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oo

= CM+L-O ftM + L" l" ie " ldt = . . .  

J o

= CM+L-O ! , C 4. 55)

portanto

oo

1 fxM/'i.L -VL -t ^  C L+M - 0!L !zl
CL+M) ! S "  ^  CL+MD! Ü CL-O! ’ C4.56)

Jo 1 = 0

Da mesma forma

oo

QmCz 'I=Cl W í'  [  C t -z D Mt I 'e " i d t  . C4.575
Jo

Podemos então escrever a seguinte igualdade

oo oo

ezQMCz)-PLCz3 = tl^ ÿ r |  |  Ct-z)MtLe‘ t+2dt - J  tMCt+zDLe ldt j

CL+M)
O

2

T - I
tLCt-z0Me ldt =

iL + M+ 1Li +  M +  1 f-
r <.»L z L/-< /•„ co'.

C L+Mi)'»' ^ ^ 6 M C 4 .58)
Jo

e assim
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Lr . .M A <1-U> ,
fj C1 e ^ d/j , C 4. 59)

de onde podemos concluir que o erro na aproximação de Padé 

depende da norma de A. Mas este problema pode ser contornado 

usando a igualdade eA=CeA/m}"\ a idéia é dividir A por m tal

PLC A /jiD

que q  q A/mi) seJa uma aProxi maÇão apropriada para e e depois

A
obter e . Observe o teorema.

Teorema 7. Se < — [13 , então

,2 J

| ^ C À /2 ó j  = eA+E C4.60)

onde

IIEli .  _ rilAinL+M L!M! ^ f n L+M“ 3 L!M!
< 8 Í M .]  _____— !______ <ÍL]
- [ a i )  CL+M) !CL+M+1 ) ! “ l_2 JIl A I I--1 2JJ C L+M) !CL+M+1) ! ” 12] C L+M) ! CL+M+1) !'

C 4 .61)

1 ?L a +f
Prova: Notemos primeiro que se IIAIIS  ̂ então pr-CA)=e , onde

d. Qj,

IIFI1 £ 8 IIAI|LtM" c L ^ Í c U n 3 i • C4-6°

Para L e M admissíveis consideremos a igualdade

P, C A)

= e +
L' A

QmCA)

i

C“l) .L+M+i- -lrA  ̂ f <1-JJ>A L M.
cL+hóT Qm \e ** p * C4*63:>

Jo
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e assim

P. CAD-A L
Qm^ ad

= I + H C4.64D

onde1

iit.m + L+M
IIH" s CETÍÕ!,A " —

5 L r . . M ,
e fj Cí-[M) djj <

^  ah /„L + M+i L!M ! , ,
CL+MD ÎCL+M+1D ! ‘ C4.6SD

1
Agora, IIAII<̂ - e assim IIHII<1 donde

co „k 00 HTj « k oo iiuh

II logCl +HDII = II £ C -1 D II < £ M I-  < || H II E H HII = . <, K k 1 — Il H II
k = 1 k = i k = q

, « 4 »L+M+ i L! M!
~ CL+MD ÎCL+M+1D ! *' C4.66D

P, C AD-A F
Colocando F=logCI +HJ>, resulta que e ■ ■ =1 +H=e , e assim

P. CADL A F A+F
QmCAD

= e e = e » já que F e A comutam.

M <L+M-j > !M ! ( -A > J
<i> 0w(A) = I+0 , com 0 = E ---- ------ ---  ,M u  (L + M > !< M-j > ! j !

J = *

< L + M-j > !M !M ! r M 1 J M
agora ------ ----- :— ---  , donde lloll<---  e assim3 < L + M > ! < M - J > ! [L + m J L + m

IIq w 1 ll<ll < i + G >1 ll<--- £-*-<—  .M ( i - II o II > L
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Portanto se E=2JF, vem

[
Pf „ , r A/2-i + F 1 A + E

A/2 0 J = I e I = e . # C 4 .67 )

Usando a aproximação diagonal fica

5 3  gr1  s I  entSo

CAÆ-'dI = eA,E , 
J

onde

2M „.,..*2 ,4S2M-3
Il A II

C4. 68)

„ ofiiAiir cm!) ^ a y  a cm»)‘
~ l_2 J J C2M) ! C2M+1 ) ! ”  [2) C2M)!C2M+D! ‘ <-4.69)

Para a aproximação usando série de Taylor, teremos

c 11AI1 < 1&  g r -  s  s entSo
2 ‘

A + E
e * C4.70)

onde

2 k . k - 3 . k
Il A II s 8 ( | f )  kTT s (§) è í  e r *CA>=z n  • c 4 - 713 

v v '  1=0
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5- TESTES NUMÉRICOS

5.1- Introdução

Nosso objetivo agora é comparar, na prática, o que acon­

tece com as aproximações apresentadas anteriormente. Neste 

sentido, apresentaremos os resultados obtidos, com auxílio de 

um computador CONVEX-C210 CUFSO, e faremos uma comparação 

entre os erros absoluto ou relativo com os limitantes de erros 

usados. Notaremos que esses limitantes nem sempre fornecem um 

critério ideal de parada na execução do método.

Para isso, construímos matrizes A, partindo da decomposi­

ção A = PDP"1. Primeiramente, obtemos a matriz P randomicamen- 

te, usando a subrotina RANVCISSED,n,v), disponível na 

biblioteca VECLIB do C0NVEX-C210, [243. Nesta subrotina 

fornecemos a semente issed C1234D, declarada como inteiro de 

dupla precisão, e n. Obtemos como retorno o vetor v, decla­

rado como real dupla precisão, contendo n números pseudo-randô- 

micos no intervalo [0,15.

Obtida, então, a matriz P, calculamos a matriz P-1, usan­

do também uma subrotina, DGEDI, disponível na biblioteca 

LINPACK [243 , inclui da no VECLIB do C0NVEX-C210.

E finalmente, fornecendo a matriz diagonal D, obtemos a 

matriz A que será Usada.

Assim , eA = PeDP-1. Essa será a "real" exponencial de A 

para as nossas comparações.

5.2- Aproximações por Taylor

Para a aproximação pela série de Taylor, usamos como cri­

tério de parada:
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1 ) o limitante do erro absoluto, obtido de acordo com o teore­

ma 3 do capítulo 4,

,Ak + i
n

I A II00
C5.1D

■Ck+1)! "co

para uma aproximação de ordem k, onde n é a ordem da matriz

2) a norma do incremento de cada passo, ||Tk+1 - Tk|| .

Observação: Em C13, [5], os limitantes são calculados com a 

2-norma. Mas, eles podem ser estendidos a norma-oo .

Exemplo 1: Usando uma matriz gerada randomicamente de ordem 3.

a) Com autovalores distintos <1,2,3>. C ||̂ ||00== 5. 83 )

n 0 de 
1teraçoes

Ak+iIl II nnlIAHm lTk*l -
erro

absoluto11 ( k + l > ! Il00 'w
11 ÍOI. 88 P. 8 PE-2 3. 5PE-2
15 O (0 3. 3 PE-4 8. 33E-5
1? 1.31E-2 1.2 7E-5 2. <SPE-<S
20 <S. 10E-5 5.P2E-8 1. 03E-8

Tabela 5.1

b) Com autovalores distintos <5, 5 .1 , 5. 2>. C ||A||œ= 5 )

n 0 de 
i t eraçoes

*k + i
Il II nol|A|lC0 llTk.l - Tkllœ

erro 
abs oluto"< k + l > ! ̂ 00 °°

11 1200.43 2. <SP 2. 03
15 31.24 7.01E-2 3 . 3<5E-2
17 3. 25 7.30E-3 2. P5E-3
20 7.OOE-2 1.57E-4 5. 13E-5
25 4.2PE-5 P. <53E- 8 2. 38E-8

Tabela 5.2
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c) Com autovalores não distintos <5, 5, 5.4>. C ||A11̂ = 6 .53  D

n 0 d e  

i l e r a ç  o e s

A k + i
II II nnl IAUoO llT k + i  -  T k ||ffi

e r r o  

a b s o l u t  ol l ( k  + l >  ! l l00nO °°

11 34445.04 1<S. <s<s 1<5. 28
15 15P 5 . 0 B O.  77 O.  44
17 2 11 . 87 O.  I O 4 . 84E -2
20 1.75 8 . 51E -4 2 . P 7E -4
30 1 . 17E -5 5 . <5<5E - P 1 . 30E - P

Tabela 5.3

Exemplo 2: Usando uma matriz gerada randomicamente de ordem 5. 

a) Com autovalores distintos <1, 1 .5 , 2, 2 .5 , 3>.

c M a f  2 1  • O ®

n ° de 
iterações

Ak+i
II II no l|A|la> lTk*i - Tkll»

erro 
absolut oH < k + 1 > ! H0 0 ~

11 2 <5007 4 705 1.07 O. 3 5 O. 13
15 8P187P1. 74 1.22E-3 3.OlE-4
17 335428.80 4. <S1 E - 5 P. ?<SE-<5
20 1 5 <30. PP 2.14E-7 3.75E-8
25 7.44E-2 1.02E-11 3.B4E-12
30 1.27E-<S 1. 74E- 1 <S 2.4PE-12

Tabela 5.4

b> Com autovalores distintos próximos <3, 3.00001, 3 .0000002,

3.0000003, 3 . 0000222>. C ||A|| = 3. 00 0
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n 0 de 
i t eraçoes

II II noUAIU
F k * l  - TklU

erro 
absolut o•■«k+l) ! H®"'' w

1 1. 63 1.62E-2 5.87E-3
15 5. 51E-3 5.4PE-5 1.34E-5
17 2.07E-4 2.0<5E-<S 4.35E-7
20 P. <SlE-7 P. 57E-P 1. <S7E-P
25 4. 58E-11 4.5<SE- 13 3.4PE-13

Tabela 5.5

c} Com autovalores não distintos <4, 4 , 4 ,  3, 3>.

c M « r 2 S -54 3

n ° de 
i t eraçoes

Ak+'i..........
II II nn*IAIIm llTk*. - TklL

erro 
abso 1u t o*' < k + l) ! "CO °°

11 302337P5O722.PO <5. 1<5 3. 3<5
15 4232<S03<S1P7 . 87 <S. B2E-2 2.42E-2
17 2843 1205P3 . <55 4.58E-3 1.3 8E-3
20 3 14717PC.64 5.07E-5 1. 25E-5
3<5 1.5PE-tf 2.57E-1B 5.P7E-12

Tabela 5.tf

Exemplo 3: Usando uma matriz gerada randomicamente de ordem 20.

a} Com autovalores distintos <0.5, 1, 1 .5 , 2, 2 .5 , 2 .7 , 3, 3 .2 ,

3 .4 , 3 .5 , 4, 4 .5 , 4 .8 , 5, 5 .1 , 5 .2 , 5 .4 , 5 .5 , 5 .9 , 6.5>.

c W „ =  so-32 3

n ° de 
i. t er áçoes

... aTT^í ......
II II noIIAIIC0 llTk*. - Tk llm

erro
absoluto11 < k+ 1 > ! "CO"” ~

25 1. 8 PE 3 7 5. <SlE-4 1.P4E-4
30 1.55E 34 4. <S2E-7 1. 2<5E-7
35 5.45E 30 1. <S1E- IO 1.83E-ÍO
75 1 . <SlE-<5 4. 7 PE-4 7 1.P8E-12

Tabela 5.7



bO Com autovalores distintos próximos < 2, 2.0000001, 2 .0001 , 

2.00059, 2.000000101, 2.0000012, 2.000310001, 2.000030002,

2.00000003, 2.000000132, 2.000013, 2.0000300021,

2.000100020003, 2 .001 , 2 ,015 , 2.015678, 2.000123, 2.01000012, 

2.02000101, 2. 000300020001 >. C ||A|| - 2. 46 0 ,

79

n 0 de 
1 1 eraçoes

Ak+i11 II nQ llA llfn llTk*i " Tk|l„
erro 

abso1u 1 oll<k + i)|llcono °°

11 O. 22 P. 5PE-4 2.27E-4
15 1.28E-3 5. 4?E-tf P. <S5E-7
1? 3 . <52 E - <5 1.54E-8 2.ltíE-P
20 5.80E-P 2.47E-11 2.PPE-12

Tabela 5.B

c) Com autovalores não distintos <1.5, 1 .5 , 1 .5 , 1 .5 , 1 .5 , 1 .5 ,

2 .3 , 2 .3 , 2 .3 , 2 .3 , 2 .3 , 2 .3 , 2 .3 , 2 .3 , 2 .5 , 2 .5 , 2 .5 , 2 .5 ,

2 .5 , 2. 5>. C ||A j| = 27. 45 >

n° de 
i teraçoes

II II nnlIAIIfn lln»! - Tk jl̂ erro 
absolut oII < k + 1 > !lloon0 00

11 PP23<S0B3<S532. 5<5 5. P3E-2 1.72E-2
17 44730734.7P 2. <S7E-tí 4. 5PE-7
20 122546. 35 7.32E-P 1. 04E-P
3 1 1. 3 PE-6 0.32E-20 1.13E-12

Tabela 5. P

5.3- Taylor com balanceamento CScaling)

Como podemos observar, a magnitude da norma influencia 

diretamente na rapidez da convergência. Assim usamos a 

igualdade eA = CeA/m) ni para contornar este problema como foi 

visto no final da capítulo 4.
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Se -Í̂ T- < °-5  então2 J

^  " [ Tk l,Aí H3 — 2—IIqO < iA" INI C0.5)k-3 e ||A||00<O.5>k"ai/'<k+i>
i P l t  k+1 °°

C5.2)

Exemplo 4: Usando os mesmos dados do exemplo 1, obtemos:

a)

n 0 de 
ileraçoes

1i mi t an te do 
erro relat ivo II . V i  - Tkllm

erro 
rei ati vo

erro 
abeoluto

5 1. 04(5 2 . 4<SE-4 4.34E-5 3.OPE-3
7 O. H O 3. 3<SE-7 3.73E-B 2 . <S<5E-<5

IO P.20E-3 4.7 4E-12 3 . 4<SE- 13 2.47E-11
15 1.POE-4 4.70E-21 2.B7E-15 2.OSE-13
IP P. 37E-<S 7.P4E-2P 2.B7E-15 2.05E-13

Tabela 5. IO

bD

n 0 de 
i teraçoee

1imit ant e do 
erro relat i vo IIT k + 1 “ Tk || Qo

erro
relativo

erro 
absoluto

5 O. B 7. 3.P7F-4 n. * 4 *7 ip - ?
7 P. 7<SE -2 1. 2 PE-6 7.03E-7 1.04E-4
e 4. 0<5E-2 5.77E-8 2.73E-8 4.06E-6

IO 7.B7E-3 7. 84E-1 1 2.P5E-11 4.38E-P
15 1. <S2E-4 P. 73E- IP 5.07E-15 7. 53E- 13
ip 8. C>3E-<5 2.2ÔE-2 5 5.07E-15 7.53E-13

Tabela 5.11
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c}

n0 de 
i t eraçoes

1imi t ante do 
erro relalivo IK t l  - »kl«,

erro 
re1at ivo

er ro 
absloluto

5 1.25 P.47E-4 <S. 4PE- 4 2.78E-1
7 O. 13 4. 20E-<5 2 . 02E-<S 8 . <58 E-4
P 2.32E-2 P. <S5E-P 3 . 5tíE-P 1 . 52E-<5

12 2.13E-3 5.05E-13 1. 1<SE-13 4.PPE-11
15 2.12E-4 1.07E-17 5.17E-15 2.21E-12
20 4. P8E-<S 4. O tíE- 2 <S 5.17E-15 2.21E-12

Tabela 5.12

Exemplo 5: Usando os mesmos dados do exemplo 2, obtemos

aD

n° de 
i t eraçoes

1 imi t ant e do 
erro relalivo llTk*i - n l *

er ro 
relalivo

erro
absoluto

5 17. 3P 3. 5PE-C 1.77E-7 4.P5E-5
<S 2.11 3. <55E-8 1.40E-P 3.P3E-7

iO 3.40E-2 <5. 55E-17 1. lOE-14 3.OPE-12
21 7. <S<SE- <s 2.42E-44 1.lOE-14 3.OPE-12

Tabela 5.13

b} ^

n ° de 
i1eraçoes

1imi tant e do 
erro relat ivo llTk*i - Tkllm

erro 
relat i vo

erro
absoluto

5 0. 40 8.24E-4 3 . <52E- 4 7.28E-3
7 5. <S5E-2 3 . B<5E-<5 1. 1PE-5 2.3PE-5

IO 4.71E-3 4.04E-IO 8 . <53E- IO 1.73E-P
12 P. 77E-4 5.17E-13 1.08E-13 2.18E-12
15 P. 7<SE-5 1.24E-17 1 . <S0E- 14 3.3PE-13
IP 4. 81E-<5 3 . 3 <5E- 2 4 1. <58 E- 1 4 3.3PE-13

Tabela 5. 14
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cD

n ° de 
i t eraçoes

1 i mi t an t e do 
erro relativo I K + i  - Tkl00

erro 
reiat ivo

er ro 
absoluto

5 32.85 P. PPE- 6 <S. 81E-7 5.44E-4
6 3 . 08 1.38E-? 7.25E-P 5. 78E-<5
8 O. 24 1.45E-11 5.27E-13 4.21E-10

IO 4.15E-Z 8 . 3 PE - 1 <5 7.4PE-15 <S. 34E-1Z
2 1 P. ZBE-6 7. <54E- 42 7.4PE-15 (S. 34E-12

Tabe la 5.15

Exemplo 6 : Usando os mesmos dados do exemplo 3, obtemos

a)

n ° de 
i teraçoes

1i mi t ant e do 
erro relat ivo lTfc+»--- Tkllm

erro 
reiat ivo

erro
absoluto

5 755P2.41 2.04E-7 2.24E-8 1.42E-4
7 8. OP 3. 5PE-12 3.B3E-13 2.43E-P

23 7.48E-6 7. <SOE-5<S 7. 4 PE-14 4.75E-10
Tabela 5. 1<S

b)

n ° de 
i teraçoes

1imi tant e do 
erro relat ivo lTk.l - Tfclloo

erro 
relat ivo

erro
absoluto

5 «4cno 3.15E-4 P. 4.1 E- 5 l.OlE-3
7 4. 5PE-2 8.7PE-7 1. <S4E-7 1. 78E-<S
8 1. P<SE- 2 3.21E-8 5. 53E-P 5.PPE-8

IO 3.8 (SE - 3 3.31E-11 4.40E-12 4.77E-11
15 8.01E-5 1. 8 BE-1P 2.07E-14 2.24E-13
18 8 . 3 4E-<5 8.51E-25 2.07E-14 2.24E-13

Tabela 5.1?



83

cD

n ° de 
i teraçoes

1i mlt ant e do 
erro relativo I K * i  - Tkll(0

erro 
r e1at i vo

erro 
abs olu t o

5 42 . 73 2.08E-Ô tí.51E-8 1 . 27E-5
<S 3 . 59 1. <S8E-8 4. 21E- IO 8 . 2 <5E - 8

IO 4.47E-2 1. 2 PE-17 1. 51E- 14 2.PtíE-11
2 1 P. P7E -<S <S. P2E-4Ô 1.51E-14 2.PtíE-11

Tabela 5.18

5.4- Padé

Para as aproximações de Padé, o cálculo de um limitante 

para o erro absoluto ou relativo leva em conta-informações não 

somente sobre os autovalores, mas também sobre vCAD, onde vCA)= 

mim kCTO e A = TJT-1  CForma de JordanD. Assim se A é uma matriz
T

qualquer, o cálculo de um limitante depende de vCAD e o cálculo 

de vCAD não é obvio. Agora se A é simétrica e se usarmos a nor­

ma definida por IIAll = £ Jai jJ, Wragg & Davies C123 mostram que:

1 * J

IlexpCA3 - ^ - 1 1  < ,
H ^  QqCA3 H "  C 2q3 ! C 2q+l 3 ! QqC A3

C5. 33

desde que os autovalores de A estejam no interior de [-A,A3.

Exemplo 7: Usando a matriz A =

-7 0 6 1 

0 5 0 

6 0 2
onde

oo
= 13.

n ° de asando o erro
i t eraçoes 11mlt ante < 5. 3 > abs oluto

tf 237P3PP83 . O<5 O. 14
IO 558P0810.41 4.58E-8
20 1. 53E-tí 3.8PE-11

Tabel a 5. 15»
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' 3 2 4

Exemplo 8 : Usando a matriz A = 2 0 2
4 2 3

onde II A II = 9 .  
oo

n ° de 
i t e r açoes

usando o 
11 mi t an t e <5.3)

erro 
abs oluto

10 42 . 5<S 1.72E-2
12 5. 7<SE-2 1.40E-5
14 4.20E-5 5.B7E-P
15 P. 23E-7 3 . 5<5E- IO

Tabela 5. 20

Exemplo 9: Usando a matriz A =

‘ 0 .5  -1  0 .31 

-1 1 0 . 2  
0 .3  0 .2  0.1

onde II Ail =2.2. 
oo

n ° de usando o erro
i teraçoes 1imltant e (5.3) absolut o

3 O. 22 7. <S3E-3
5 5.05E-5 7.34E-7
7 2.5 PE-P 1. <52E- 11

Tabela 5.21

5.5- Padé com balanceamento CScaling}

Utilizamos a igualdade eA = CeA/mDTn, com a finalidade de 

diminuir a norma da matriz que aparece nos cálculos das aproxi­

mações de Padé. Obtemos desta forma, uma rapidez significante 

na convergência dos resultados. Usamos neste caso o teorema 7 

do capítulo 4 para definirmos um limitante do erro relativo:
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a PiC MIIe  -  QZCaT I L
se 1*J2 < 1 eniao ---- Z --- !  < IIElloo . ,E ' "  CO. 43

2 J 2 „a. .

onde

ne li rn cz-s2* ' 3 C q ! ! )2 Il AIIOO
«El® < C0.55 cSq3!C3qtl3! ' CS' 5:)

Exemplo 10: Usando os mesmos dados do exemplo 1, obtemos

a)

n 0 de usando o erro erro
i t eraçoes limit ant e (5. 4 > re1 at i vò absoluto

3 7.2 4E-6 2.20E-P 1.57E-7
4 7.18E-P 3.OSE-13 2.20E-11

Tabela 5.22

b>

n° de usando o erro erro
i t eraçoes limit an te (5. 4 > r ei at ivo absolu t o

3 tf. 20E-tf 4. <S4E-8 tf. 8PE- tf
4 tf. 15E-P 1. 7 PE-11 2.tftfE-P

Tabela 5.23

cD

n ° de usando o erro erro
i t eraçoes limit an te (5.4) rei at ivo abs o1u t o

3 8.lOE-tf 1 . 3 PE-7 5. P<5E-5
4 8.04E-P 7 . OSE-11 3.OlE-8

Tabela 5.2 4
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Exemplo 11: Usando os dados do exemplo 2, obtemos

a}

n° de usando o erro erro
1t eraçoes 1 imi t an te (5. 4 > relotivo absoluto

3 2.61E-5 4. 83E-13 1. 35E-10
4 2. 5PE-8 2. 8 PE-i 5 8.OPE-13

Tabela 5. 2 5

b)

n° de usando o erro erro
i teraçoes 1imi tant e < 5. 4 > relativo absoluto

3 3.72E-6 8.32E-B 1.67E-6
4 3. <SPE-P 4.64E-11 P. 32E-ÍO

Tabe l a 5.26

n ° de usando o erro erro
i t eraçoes 1 imi t ant e <5.4) relat ivo absoluto

3 3. 16E-5 3.48E-1Z 2.77E-P
4 3.14E-8 8 . 2PE-15 <S. 62E-12

Tabela 5.27

Exemplo 12: Usando os dados do exemplo 3, obtemos

a}

n° de usando o erro erro
i t e r aç oes 1 imi t ant e <5.4) relat ivo absoluto

3 1.12E-4 2. 03E-13 1.2PE-P
4 1.liE-7 1. 78E-13 1.13E-P

Tabel a 5.28
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b!)

n0 de usando o erro erro
ite r açoes limit ant e < 5. 4 > relativo absoluto

3 3.05E-<S 1.04E-B 1.13E-?
4 3.02E-P 3.OiE-12 3.2ÔE-11

Tabela 5. 2 P

cD

n° de usando o erro erro
iterações 1imi t ant e < 5. 4 > relati vo absoluto

3 3.40E-5 1 . 3 <SE - 1 3 2. cSBE-11
4 3. 3 7 E - 8 4.20E-14 8.25E-12

Tabela 5.30

5 . 6- Runge Kutta de ordem 4

Aplicamos também o método de Runge-Kutta de quarta ordem 

C9] para calcular a exponencial de uma matriz, porém, como 

podemos observar nas tabelas 5 .31 , 5 .32  e 5 .33 , os resultados 

obtidos não foram animadores. Para termos de comparação, usamos 

um limitante de erro absoluto [1,193.

Exemplo 13: Usando os mesmos dados de exemplo 1, obtemos

a3

n 0 de 
ite raçoes

limit ant e
IIAlia» e«A »co h5

erro
absoluto

20 O. 57 1.31E-3
30 8. 13E-2 2.70E-4
<SO 2.75E-3 1.7ÓE-5
100 2. 21E-4 2. 32E-<5

Tabela 5.3 1
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b3

n° d© 
i1 © r aç oes

1imi1ant ©
IIAlia) e l|A|1® h5

©r ro 
absoluto

20 0 . 11 l.P<SE-2
30 1 . <52E- 2 4.15E-3
<50 5.4PE-4 2.78E-4

ÍOO 4.41E-5 3.71E-5
Tabela 5.32

c}

n0 d© 
i t eraçoes

1 i mi t an t ©
Il Ail® e l|A|lœ h 5

erro
absoluto

20 2.01 1.21E-1
30 2. 0<SE- 1 2.5PE-2
<50 P. 72E^-3 1.75E-3

100 7.81E-4 2.35E-4
Tabela 5.33

5.7- Comentários

Podemos observar nas tabelas 5 .1  a 5 .9 , 5 .19  a 5.21 e

5.31 a 5 .33  apresentadas acima, os limitantes dos erros

diferem dos erros reais principalmente quando a norma da

matriz é um número grande. Este problema foi contornado

fazendo-se uso da igualdade eA = CeA/'mDTn, onde dividimos a

matriz A por uma potência de 2, com a finalidade de diminuir

a norma da matriz resultante. Escolhemos potência j tal

que ||——rjj < 0 . 5  , o que foi utilizado na construção das 

2J
tabelas 5 .10  â 5 .18  e 5. 20 a 5.30.

Observemos que as aproximações racionais de Padé 

convergem com um número de iterações consideravelmente menor 

que o simples uso do truncamento da série de Taylor ou do 

método Runge Kutta, utilizado comumente em equações
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diferenciais.

Para o exemplo apresentado na introdução, obtemos para a 

exponencial de A usando Padé com Scaling e t = l , a seguinte 

matriz eAt:

O. 2 150(50185005?83 O . 18517PI 153P5620 O . 7 P?2 4P02 66P1 702E- 1'
O. 18517P1153P5620 0 . 2P47850885?4P53 O . 18517PI153P5620
O. 7P724P0266P1702E-1 0 . 18517P 1153P5620 O . 215060185PO5783

com 5 iterações e limitante do erro relativo igual a 0.31E-11, 

e para t=1 0 , obtemos a seguinte matriz eAt:

b . 71433587384836E-3 O .1O 1022202342P2E-2 O .7143338126P474E-3* 
O. IO 102 2 20-2 3 42 P2E-2 0 . 1 42 8 66P686543 1E-2 O . 10 102 2 202 3 42 P2E- 2 
O. 7 143338 126P474E-3 0. 10 102 2 202 3 42 P2E-2 0 . 7 1 4 3 3 3 8 1 2 <SP4 7 4E-3

\ J

com 5 iterações e limitante do erro relativo igual a 0 . 31E-10.

Usando Taylor com Scaling obtemos para t=l 

matriz eAt:

O.2150601B5P05783 
O.18517P1153P5620 
O. 7P724PO2 66P1703E-1

com 19 iterações e li 

para t=1 0 , obtemos a

O.71433587384838E-3 
O.101022202342P2E-2 
O.7143338126P477E-3

com 22 iterações e li

O. 18517P1153P5620 O. 7P724P0266P1703E- C  

O. 2P4785088574P53 O . 18517PI153P5620 
O. 18517P1153P5620 O . 21506018 5P05783 /

mitante do erro relativo igual a 0. 64E-5 e 

seguinte matriz eAt:

O. 101022202342P2E-2 O . 7143338126P477E-3' 
O. 142866P6865431E-2 O. 10 1022202342P2E-2 
O. 1Ó 10 2 2 202 3 42 P2E-2 O. 7143338126P477E-3

mitante do erro relativo igual a 0. 69E-5.

Para calcular potências de uma matriz, Bp, onde B é uma 

matriz nxn e p um número natural, utilizamos o algoritmo
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abaixo Í2J ,

t

Seja P = £ Rjc^' onde R ^ O , a decomposição de P em 
k=0

fatores de 2 . 

k = 0

Enquanto Rk = 0  
B = B2 
k = k + 1

F = B

Para j = k+1, t 

B = B2 
Se R j ^ 0  

F = F*B

Cobtemos como resultado final F = Bp3.
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6 - CONCLUSÃO

Como podemos observar, as várias definições apresentadas 

para função de uma matriz fCAD, associada à fCzD, com z e C, 

são equivalentes a menos de generalidades e satisfazem algumas 

propriedades importantes.

Lembremos que, na definição de fCA3, usamos os autovalo­

res de Á, o que dificulta o cálculo de fCAD. Esta dificuldade 

ficou bem caracterizada no momento em que analisamos a sensibi­

lidade do problema de definir a exponencial de uma matriz, eA.

0 problema é bem condicionado quando a matriz é normal.

Tanto nas aproximações de Taylor como nas aproximações de 

Padé para a função eA foram calculados limitantes dos erros 

absolutos ou relativos. Verificamos que a norma da matriz está 

diretamente relacionada com as aproximações. Assim procuramos 

contornar este problema usando a igualdade CeA/,Tn} Tn = eA, ou se­

ja , reduzindo a norma da matriz. Com isto as aproximações foram 

mais eficientes, no sentido de que a rapidez de convergência 

aumentou consideravelmente.
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APÊNDICE

Teorema 1 : Seja A uma matriz quadrada. Sejam X4, . . . , Xt os 

autovalores distintos de A. Seja, para cada n <= (N,

t

f nCz) = E [akl+0(|<2Cz-\k5+. . . + aks Cz-Xp^-^v/fcCXD, C13

k = i

onde

>

«k2 = fnCXk:>
z=Xk

+
1

< j-i)
com j =1 , 2 , • • • »

C2D

k=l, 2 , onde y/Cz} è o

polinómio mini mal da A.

Então a sequência de matrizes f nCAD converge quando 

n-»oo se, e somente se, a sequência f nCzD converge no 

espectro de A, isto é, os limites

lim. f nC/Q e lim f nCXCA3D C3D

rwOO

sempre existem simultaneamente. Além disso, a equa 

ção

lim. f nC\CAD5 = fCXCADD 

n-»00
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implica que

lim f nCA) = fCAD C5D

r>-K»

e reciprocamente.

Prova: Observemos primeiro que podemos escrever Cl) da seguin- 

forma

CXk!)ZklCz) + f ' nCXk)Z k2Cz) + . . .

i ■
+ fn 8k_1 ,CXk)ZkskCz>| , C 6)

onde

Zk* = n C\k3 + CZ'X k;> ( +
k

z k2 = CZr^ T + Cz-Xfc) 2 í— p“̂ r) + •*•
k2 V k ^ k 3 k ^ k Cz:)Jz=Xk

;k = Cz *—  + Cz-Xk) Skí— ^- 1 + . . .  . C 7)
k8k V k ^ k 3 k IV k Ç ^ J z ^  ■

onde os Zk j são polinómios cujos os coeficientes são construi- 

dos utilizando os y/k e os autovalores, logo independente de f n.

1) Se os valores de f nCz) convergem no espectro de A quando n+oo 

para um valor limite, então da fórmula anterior obtemos:
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fnCA) = E f nCXkDZklCAD + f ’ nCXkDZkzCAD + . . . + 

k=l L
fnSk“ 1 )CXkDZkskCADj, C8D

Segue que o limite lim f nCAD existe, pois as matrizes ZkjCAD 

Ck=l, 2, . .. , t; j= l , 2, . . . »  skD são completamente determina­

das e não dependem de f nCzD. f n é avaliado somente sobre o es­

pectro e os Zkj são linearmente independentes. Assim de C4D de­

duzimos C5D.

2D Suponha, reciprocamente, que lim f nCAD existe. Sendo asn-»oo "
matrizes Z linearmente independentes, podemos expressar de 

C8D, os m Cm = £ s kD valores de f nCzD sobre o espectro de A 

Ccomo uma forma linearD pelos m elementos da matriz f nCAD. 

Assim a existência do limite lim-f_C\CADD segue. #
nr+oo n

Observação: Para maiores detalhes consulte [33.

Teorema de Abel: Seja £ anx° uma série de potências cujo raio

de convergência r é finito e positivo.

Se £ anr n converge, então JVanx n converge uni­

formemente no intervalo [0 ,r3 . Em particular,

lim Cr anxnD = T  anrn. C9D
x-+r“  ' n

Prova Ver [143



Teorema de Hensel: A série de potências

00 1
fCA:> = E T T  f (k>Cz0^A - Zon k CIO}

k = 0 '

converge se, e somente se, toda raiz carac­

terística Xt de A permanece dentro ou sobre 

o círculo de convergência de fCzD, e para 

toda raiz X^ de multiplicidade s^ do polinó­

mio minimal de A, a Cs^-lD-ésima derivada da 

série acima converge em X^ para f <s’-

1
Prova: Seja X  ^ * k >Czo-)C Â-z0I 3 k convergente. Se A = PJP-1  

então J=P-1AP e a hipótese é equivalente a

P " ‘ E -JT f ‘ k>Cz0XA- z0i:>kP

convergir, isto é,

t  4 r  i'<k,CZo:>(:J-2oI 5k- 

Agora J= diagCJj, J 2 .......... JVD , cada associado a Xt, com

97

II

J .  0  "1
, o n d e J i i -  =

'  K
1 . . . 0  ' 

• . . • 1
0  . . .  J  i  r ;

S. . J 0V» . . .  X:v /
C133

Para qualquer i existe pelo menos um bloco de ordem r^, onde r t 

é o grau de CX-X^} no polinómio minimal, e é a maior ordem pos­

sível entre os blocos J,_j- O bloco correspondente a esse em

E -jjy f <k>Cz03CJ-z0I3 k C14D

c m

Cl 2>
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é

[ ■ f c x p  r c X i .3 . . .  V p j - y  f < r i ' , , c x c3 1

o . . .  fCXt)

onde

= E  4 r  r < ' < >c z 0 x x i - z 0 n i <

f^C X ^  = a derivada da série acima avaliada em Xt

Cl 5)

f (r i” 1 )CXi) = a Cr^-lD-ésima derivada da série acima avaliada 

em Xt.

Assim, Xt está dentro ou sobre o raio de convergência de f , f ’ , 

. . . , f <ri>. Por outro lado, se £ f xk>Cz0DCXi-z0) lc converge

1
para jX^Zol < r e fCzD = £ f (k >Cz0DCz-z0) k converge para

|z-z0 | < r então pelo teorema de Abel

fCXiJ = E -L- f<l<1Cz0X X t-z03k C17)

converge, bem como suas derivadas até ordem Cs^-ID. Então para 

qualquer i temos que as somas parciais e suas derivadas até a 

ordem Cst-13) convergem em X^ Cz0=Xt3>, e pelo teorema 1 segue 

que

oo

fCA) = £ f <k>Cz0OCA-z0I ) k . # 

k = 0



Teorema 2. Se A e E são matrizes quadradas e t>0 então

t
e < A + E ) t  _  e At = J  eA<t-9 >Ee<A+E>8ds,

Prova: Aplicando variação dos parâmetros sobre

{
x ’ = Àx + Ee<A+E>t 

xC03 = I

Se 0Ct3 é matriz fundamental de

fx> = Ax 

jxC03 =1,

e y<t3 é uma solução de Cl 93, então

Vv’Ct3 = AyCtD + Ee<A+E>t e 0Ct3 = eAt. 

Fazendo yCtD = 0Ct3cCt3, temos

Y/’ t3 = ^ ’ Ct3cCt3 + 0Ct3c’ Ct3.

Assi m

A0Ct3cCt3 + <£Ct3c ’Ct3 = A0Ct3cCt3 + Ee(A+E>t e 

c'Ct3 = 0 -1Ct3Ee<A+E>1.

Logo

t
cCt3 = I + Jo0~1CsDEe<A+E>8ds> CcCCD = 13.

Portanto

t
y/Ct3 = <0Ct3 + 0Ct3 Joe~A8Ee< A+E> Sds, 

ou melhor,

yK. t3 = eAt + J* eA< 1 8 ^ e * A+E> 8ds.
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Cl 83

Cl 93

C203

C213

C223

C233

C243

C253

C263

C273



100

Agora,

YCtD = e (A+E>t C283

é solução de

{
x ’ C O  = Ax + Ee<A+E>1 , .

xCOD = I C29:)

C30)

também, pois

Y ’ CtD = CA+EDe<A+E)t = Ae<A+E>t + Ee<A+E>t = AY + E e<A+E,t.

Logo, por unicidade de soluções segue que

t
e <A+ E>t = e At + f eA<t+8 >Ee<A+E>8ds. # C31D

Jo


