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RESUMO

A importéncia em resolver a Equagio Diferencial

x*CL) = AxCtd
xC 0D .

onde A & uma matriz quadrada, levou-nos ac estudo da exponen-

n
X

cial de uma matriz eAl. Nosso objetivo é o calculo numérico de
eA. Para tanto estudamos como se define fung8o de uma matriz
associada com uma fungdo f(z), com z € €. Assim, primeiro
exploramos teoricamente os problemas em calcular a exponencial
de uma matriz e em seguida utilizamos as aproximag®es de Taylor
e Padé para fazer o calculo numérico de eh.

Concluimos, que a magnitude da norma de uma matriz A in-
‘fluencia nas aproximag8es do cidlculo de e®, fato que se tenta

contornar utilizando-se a igualdade - e® = CeA/™™M,



ABSTRACT

The necessity to resolve the differential equation

x"Ctd
xC0d

leads us to study the exponential e%' of a matrix. Our

AxCtD

n
X

objetive is to calculate e® numerically. For this end, we study
how one defines the matrix function associated with a function
f(z), z € C. We begin studying the theoretic aspects necessary
to calculate the exponential of a matrix and continue our study
using Taylor and Padé approximations to calculate e numerical -
ly.

We conclude that the magnitude of the norm of a matrix A
influences the approximations of e* and we try to avoid this

problem using the equation eA = (eA/™™



1 - INTRODUGAO

Um dos problemas importantes em EquagBes Diferenciais é a

resolug8o do problema de valor inicial

x’CtD AxCtD 1.1)
xCOD

|
R

onde A €& uma matriz, cuja solugl8o & dada em termos da fungdo de
matriz eAt. Assim torna-se necessario definir fung8c de uma
matriz fCAD, associada a uma fungdo f(zl, onde z € C Ccapitulo
2.

Considere, por exemplo, um tubo longo contendo uma
determinada substdncia em difusd3o no meio principal que preen-

che o tubo. Este processo se verifica em uma regido delimitada

entre as secglBes Sy e S, figura 1. Se as secgdes S estdo

So 151 - ISk - S

Figura 1- Tubo cheio de liquido

pouco separadas, considere ), a concentragd8o em meédia da subs-
tancia entre S, _, e S;. Segundo a Lei de Fick, a taxa de difu-
sdo através de uma destas secgBes S, ¢é proporcional a diferenga
das concentragdes médias destes segmentos adjacentes. O proces-
so & considerado continuo no tempb e discreto no espago, © que
se costuma chamar de semidiscretizag8o do problema. Desta for-

ma, temos:



onde

A solug8o do sistema € dada por

oo
F

LI

Na forma vetorial,

O1Q
Lo i

t

dyy _
d

- = oy, o ooy

- w

Hyeg ~ H + Hpoq = A%y

Au ,

sistema de ordem 3, obtemos:

onde

cAt

Pt

=P eDt p-i’

(-2-Y2)rt
e

temos:

1 -2

(o]

-2t

UCt) = eAt,

(o]

(o]

e(—2+¥?)t

Para «

1

1.2

1.3

(1.4

(1.5

1.6

1.7
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Desde 1883 surgiram varias definigdes de fungdo de uma
matriz Ccapitulo 2). Rinehart [6] . mostra que, a menos de gene-
ralidades, as definig8es dé fungdo de uma matriz s3o equivalen-
tes e preservam algumas propriedades da fung8o escalar a qual a
fung8o de matriz esta associada.

Van Loan [5], Moler e Van Loan [1] realizam uma anilise
da sensibilidade do problema (capitulo 3) de como definir a
fungdo exponencial de uma matriz, estimando algumas limitagdes

da pertubagdo relativa, (td

(A+E) ¢ At
I e - e I

leAt |

, onde t 2 O. (1.8

L) =

Os autores concluem que o problema da exponencial de uma
matriz ¢ bem condicionado quando a matriz & normal.

Neste trabalho, fizemos testes nﬁméricos Ccapitulo 5 D
para comparar as aproximagdes por Taylor, Runge Kutta de quarta

ordem e Padé [1] para a exponencial de matriz.



2- FUNGCXO DE MATRIZ
2.1~ Introdugdo

Nosso objetivo é a definig8o de fCA), onde A ¢ uma matriz

nxn

em C e f uma fungdo, ou seja, se tivermos uma fung8o f(z),

z € C, queremos definir fCAd, A e c™ .
Formalmente, poderiamos definir fcAd, simplesmente

substituindo z por A em f(z). Por exemplo:

: 1 + z/2
1) Se f(zd = I—:-;;g . para z # 2, entdo
£CA) = CI - A2 I + A se 2 g kCA)*.

o
2) Se f(2z) = e = § zk/k!, entfo

k=0
o
fCA) = eA = T AkK!,
k=0
’ n
3) Polinémios. Se p(z) = ¥ c¢; z', entfo
i=0
N
pCAY = T c; Al.
i=0

Obser vemos que no segundo exemplo temos uma série, o que ja en-
volve convergéncia.
Uma quest3oc interessante ¢é saber se as propriedades da
fungdo escalar sdo preservadas.
L. Fantappié foi o primeiro escritor a estabelecer

*® A(A) & o especiro de A.



S

explicitamente um conjunto de exigéncias combinadas para

serem cumpridas por uma definigdo de fungdo de matriz. S3o as

seguintes:
(i) se f(z) = k, entfo fCA) =k I ;
(iid) se f(z) = z, entdo fCA = A;

(iiid) se f(2) gCz> + h(z), entdo fCAD = gC(A) + h(CA);

g(zd.h(z), ent8o fCA> = gCAd.h(A),

ivd se f(z2)
onde A & uma matriz admissivel para cada fungSo e fCA) denota a
fung8o de matriz que provém da fungdo escalar f(z). Estas exi-
géncias implicarfo que a definigfo, quando aplicada para um po-
linémio pCzD,.produza o usual polinémio de matriz pCA); e que
qualquer identidade algébrica sobre fungfes escalares de uma
varidvel complexa valera para a fungdo de matriz corres-

pondente.‘

Exemplo: Se sen(Ad e cos(A) podem ser definidos segundo o que

- foi dito acima, ent8o
(sen CA))?% 4+ Ccos CAID?Z = 1.

Una quinta exigéncia altamente desejavel seria: se

fCz> = h(g(zd), entdo fCAY = h(gCA)), para todo A admissivel.

Estas exigéncias, se satisfeitas, assegurariam que cada
identidade funcional entre fung®es escalares seria preservada
na sua parte correspondente na fungfo de matriz.

Exempl o: elnz =z = e}'nA = A,

Muitos matemiticos desde 1883 tém se preocupado com o
problema de definir uma fungdo de matriz  associada a

fungSo escalar. Como defini¢®es anteriores eram desconhecidas,
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devido a falta de registros, cada um fez a sua prépria
rdefinigﬁo, n8c se preccupando com as equivaléncias e
semel hangas éntre as definigdes.

Como Tesultado disto, desde 1880, oito definigBes
distintas de uma fun¢8c de matriz foram propostas [6): Sylves-
ter e Buchheim, Weyr, Cartan, Fantappie&, Giorgi, Schwerdtfeger,
Cipolla, Richter. | |

Mostraremos que as defini¢des s83o essencialmente
equivalentes, a menos de generalidades, e que as exigéncias
(I> - C(IV) de Fontappi®& s8c cumpridas pela definig8o mais geral
(Cippola) e (V) & cumprida se f(z) e g(z) sfo univaientes. |

2.2~ Definig¢Bes
2.2.1- Sylvester e Buchheim -

Sylvester em 1883 ‘definiu uma fung8o de .matriz

correspondente a uma fungfo escalar f(z) do seguinte modo:

n 222 rap, | 2.1
1 i®j 3 )

"onde A é uma matriz com rafzes caracteristicas distintas Ae»

Np s vevs A

n Note que esta definigdo ¢ uma extensdo direta pa-
ra matrizes da férmula de interpolagic de Lagrange para vumb

polinémio p(z) de grau (n-1) que passa por n pontos distintes.

Exemplo:

Se A'=‘{ 1 S ] e f(z) =¢e* temos A =4 e XA, = -1,

assim



fCA = CCA+ID/C4+10).1C4d + CCA-4I0/C-1-430.£C~1D =

(258 655 N 38 6571
= e‘ + e-‘- =

18 3/5 -1/ 28
(2/8)et + (3/5e™? (6/S)e* - (6/B)e™!
Tl ca et - (1/Bdet (3Blet + (2/B)e 7t

Observamos que se A é diagonalizivel, ou seja, A = PDP™!, onde

D ¢ uma matriz diagonal, entfo fCAY = Pf(DOP™L,

Buchheim em 1886 generalizou esta definig8o para o caso
onde as raizes caracteristicas de A nfo sio necessariamente'
distintas. Seja p(z> um polindémio. O polindmic de grau menor ou
igual a n-1 que passa pelos pontos (a;,p(a;d) com derivadas

p’Ca;d, ..., p‘®t "1ad e

t .
n= Ls; | S 2.2
; - | | S

¢ definido unicamente pof:

¢ . Sk-t _ | ,
gpC2) = L 1 Cz - ad8%t ¥ /i) g Va0 (z - aR’, @
k=1 i1#k : J=0 I L )
onde
gk(2) = pCZD S ° . (2.4)
‘ n(z—a‘_D " )

1%k



8

Se o grau de p(z) ¢é ‘menor ou igual a n-1 temos
pCzd = ngz). Portanto pCAd = gpCA), se A @ uma matriz nxn.

Se o grau de p(z) é maior ou igual ane A é uma matriz
quadrada nxn onde para qualquer t, a; é a.utovalor de A com mul -
tiplicidade s;, temos tambem pCA> = g,(AD. De fato, seja
cCz) = detCA - zI), o polinémio caracteristico de A. Logo
pCzd = h(23c(z) + g(2), onde g,(z) & zero ou de grau menor
que n. Agora o polindmio pCz)—ngi) = h(zd)c(z) e também suas .
primeiras (s, - 10 derivadas tem valor zero para z = A,

| 'k =1, 2, ...t, o que caracteriza a igualdade pCA) = g,(A), ou

seja,
t S;:-1 gpC2)
| k P
L I €A - )\-LIDSL r %—,— gzk S CA-—XJ-IDk =
j=1 i#j k=0 Mcz-2a0h
z=X;
h# j J
t ' s,' Sj-1, 4k - PC2D
=L M1 CA-AND'E 7 5&E - CA-N;IDk. - (2.8
j=1 i¥j k=0 n<z-an"h

h# j z=A

Se s; ¢ a multiplicidade de a;, como raiz do polinémio minimal,
en'LSo a igualdade acima ainda vale. | A
Agora,v o termo do lado direito em (2.5) tem sentido se
substituirmos pCz) por uma fungdo analiticé para oS zeros
repetidos do Apolinémio minimal de A e apenas definida para os

zeros n8o repetidos. A definig3oc de Buchheim &

2.6)



g

onde s; € a multiplicidade de A;, que é uma raiz do polinémio

minimal de A.

Exemplor 1) Seja
5 -6 -6 -
A= |1 4 2 | e f(zd) = &%,
5 -6 -4

Temos l1=1‘com s,=1 e A,=2 com s,=2.

Assim,
fCAd =
. O k- z
= CA\ISE R %T gzk : = [ca-a Dok +
i k=0 nMeczan™h | _
' h#gs Z=hy
s; Y 1 gk e?
+n CANMIDTYE o - CA-A,IDk =
k! dzk s 2
i®2 k=0 Mmezap2h | _,
h#2 2=hz
‘ fan,2 fin,D
= CA- 2 - 2°
CANGID? —dosy + CA xixn[ oty
+ CETCN 0N, -0 - fCA,00 CA-A,ID -
= (A~ 21)2 e + CA-ID e + (e2(2-1) - e%)(A - 2ID| =
' (1-2>% 2-1> T

-3el+4e? Bel-6e? Bel-Be?
= el-e2 = -Pel+3e? -2el+2e?
-3e1+3e2 Bel-Be?  Bel-5e?
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2 Seja

e f(z) = eZ.

OO
OO+
m=oo
s~ OO0

Temos A,=3 com s,=1 e A,=2 com

Assim,
fCAY = CA-2ID% &® + CA-3I)[fezI,-e2CA-EI)] =
el e? 0 0
o o o 0
0 0 2el-e? ed-e?
0 0 2e?-2e? 2ed-e?

2.2.28- Weyr

A definig8c de uma fung8o de matriz comc uma série de po-
téncias deve ter ocorrido para muitos matematicos, mas parece
que E. Weyr em 1887 fof o primeiro a publicar um- artigo sobre
esse assunto. A definig30 da série de poténcias ¢ uma extensdo
naturél»da fung8o polinomial de uma matriz.

Seja f(z) analitica para z = z,, e
f(zd = £fCzyd + f'(zo)Cz-zo) +.o. .+ ——20" (z-z Dk +, .. 2.7

entio podemos definir a fung8o de matriz correspondente,

: (k)
£CAY = £C20I + £7CZadCA-2ZoI) +...+ E—E75392(A—2013k +... (2.8

desde que a série convirja, e a série converge se, e somente

se, para cada autovalor A de A, (A-z,) esta no interior ou so-
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bre o circulo de convergéncia de f(zJ CTeorema de Hensell>.

A condi¢80 de que todas as rafzes caracteristicas Jperma—
negam no interior ou sobre o circulo de convergéncia de f(z) &
claramente mais forte que o pedido na definigSc de Buchheim
Canaliticidade para os zeros repetidos do polinémico minimal e
apenas definida para os zeros ndo repetidos). |

| Para ;erifiéar esta dificuldade Ferrar [10] aplicou o se-
guinte esquema: Seja t € C tal que‘ as rafzes caracteristicas

th-tz, de tA-tz,l s8o todas menores em valor  absoluto que o

raio de convergéncia de f(2z),

£C2) = £Czg) + £°C2Zg) (2-2g) +...+ ——00 (z-zxdk +... .(2.9)

Ent&o
' - o ftkICz D
FCLA) = £Czod1 + £7(ZpItCA-ZoI) +...+ —7 =200 thCA-z IOk +. ..
2.10

converge para um polinémio em tCA-z,ID.

Seja A = PJP™! a decomposigfc de Jordan de A, assim

FCLA) = £Cz DT + £7CZILCPIP™Y - Pz IPT) + .., +
£CkICz ) _, _
+ ... +-—-k—,—$Lt.k CPJP™1 - Pz IP 1k + .., =
= PfCZODIP-"+ f’CZODtPCJ - ZOI)F’-1 + ... +
£¢ki¢z. D -
b 5Ttk [PCT - ZgDPTHIK 4 L, =

(1) Ver apéndice.
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PRCza)IP™Y + PL°Cz 0T - z,IOP7L + . +

(k) ,
R g e S L R

PIfCzadI + £°Cz0t CJ - 2,10 + ... IP71, (2.11)

Agora J = diagCJ,, Jp, ..., J.J, e para cada J; tomando z, = A;

temost
£CLID = PO + £POADL €Ty - AID + ... +

f(vi_i)Cii)
v, =101

Vi, - DYV a1

onde-v; é a-multiplicidade -de A{. Assim fC(tA> = P,(LA), .onde P,
é um polinémio. Como PACtAD est4d definido para t=1 temos

fCAD=P,C(A) por continuidade analitica.

Exemplo: Seja A ; [ 1-
Temos _ [ 2/5 3/5 ] [ 4 0 ] [ 1 3 ] .
A= -2 e assim

25 3/5) (et O0) (1 3
= A = =
fcw = e [ 18 -1/5 ] [o e"'] [ 1 -2 ]

[ca/5>e4 + (3/B)e" ! (6/Be* - (6/B)e" 1 ]

(1/Bet - (1/8)e™ ! (3/Bde* + (2/B)e™ !

(1) (J;-N{I) é nilpotente de ordem v;.
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2.2.3- Cartan

E. Cartan aproximadamente em 1928, propdés em uma carta
para G. Giorgi que a fung8o de matriz fCA), correspondente a
uma fungfo escalar f(z) analitica nas rafizes caracteristicas
Ag» Xgs ... Ay de A, seria definida por analogia com o teorema

da integral de Cauchy como

fCA =

1 fCz)
"zt |

R dz, - ﬁ: 24D
onde. a in@egral“mé vtomadavaaraf;cada.melemento.uda _matriz
£C2)C2I-A>"1 em torno de um caminho fechado contendo no seu in-
terior cada uma das raizes caracteristicas de A.

Cartan ndo elaborou sua definigdo além disto. Giorgi
n8o fez observagdes relativas é qualquer semelhanga desta defi-
nig8o com a sua prépria. A definig3o de Cartan & mais 'restrita
'que a de Buchheim, pois f(z> deve ser analitiéa para cada raiz
caracteristica de A e para Buchheim basta ser analitica para as
raizes repetidas do polinémio minimal, e apenas definida para

as ndo repetidas.

Exemplo: Seja A= [ i 2 ] e f(2) = &%

. 1 pe?dz _ 1 2ot mei
Assim A = 5l f ST-A - 3ni f e“(zI-A>"* dz,
ma z-2 6

s (z-4)Cz+1) Cz-43Cz+1)
Czl-A~1 = |
1 z-1

(2-43Cz+1D (z-43Cz+1D



e?(z-2)

€ 3nt J tz=Dcz+1y 92
fCA= .
1 e dz

Be*
end f (z-4)Cz+1D

e?(z-1)

dz

dz

end (z-42Cz+1D endé f Cz-4J0(z+1>

Agora
ez , _ 1 1 pe*z-2
st | Cz=¢z+> P T i B |
_ 1 z(z-&) -
nt 5 f Tz+
= CE/SJe‘ + (3/Be™ 1,
Be* _ 6 1 e?
s e 2 T mi s f -z &2
6 1 e? _
2ni 5 f z31 92 =
= (6/Bet - (6/Be" 1.
e (z-1> . _ 1 1 e%(z-1)
st ) s T mms ]
11 e*(z-1> dz
Zni 5 J Z#
= (3/Bet + (2/Be 1.
Logo |

(6/5)et - (6/8)e” 1

C2/B)et + (3/8e" !
fCA = |-

C1/Bet - (1/Be" 1 (3/Set + (2/Be !t

2.2.4~- Fantappié

L. Fantappié em 1928 impés as

condig@es I-IV e ainda’

14



15

condigdo V’:.se f(z) é analitica em um parémetro t entfo os
elementos de f(A,t) dépendem analiticamenté de t. Ele aplicou a
teoria de funcionais lineares para deduzir que os elementos f, .
de fCA) devem ser dados pela soma dos residuos dé
—(D,, (td/DXLIOf(LD e suas singularidades, onde D (1) ¢é o cofa-

tor do elemento (r,s) de A-tI e D(t) = detCA-tld. Observemos
que esta definig8o & equivalente a que sugeriu Cartan C(apenas

uma forma de resolver a integral).

2.2.5- Giorgt
-

G. Giorgi em 1928 propés uma defini¢8c de matriz motivado
por uma propriedade das fungdes polinomiais p(z); se P & uma

matriz nSo-singular entdo
P‘?pCAJP = p(P"1AP) ou pCA).= P pCP"AP) P-1, | (2.14
Assim, se X“*AX = J & a forma de Jordan de A entfio
pCA = X pCID X'f. | ' ' 'ca.15}
Agora, se esté propriedade é vusad# para definir uma
fung8o de matriz nSo-algébrica ent8o o problema de definir fCAD

recai sobre f(J), onde J = X"1AX (Forma de Jordan.).

Notemos que J é a soma direta dos blocos J,, ..., J,, ou
seja, |

J = diagCl,, Jp ... J : C2.16)

onde
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[ A 1 o 09
0 A 1 0
T3, 0= | : de ordenm s;, (2.17
1
Y Ail
e p(Jd = pCJ13 + pCJy) + ... + p(Jd para qualquer fungdo poli-
nomial pCz). Usando a férmula de Taylor em torno de A;, deter-
mi namos | | |
: S tem1) o o
PCJ") = kat)I + p’C)\tJCJt—)\LI) +...+ P CS-"lg'KL) CJi"xi’I)B" 19
. i !
' : 2.18
ou seja,
(e; -1) ’ '
) » ] i P g (’\i) o
[ PCAD PTOAD RN s, =31
(8;:~-2)
-~ . p * A
psht) p’ XD s, B!
pCJ2 = L
. O S _ : pCA;d J

(2.19

Observemos que (J; - A\ Idk =0 para k 2 s;.

E natural usar a definigﬁo’.também para uma fungdo
n8oc-algébrica f(z), desde que seja analitica para os zeros
repetidos do'polinémio minimal e apenas definida nos zeros ndo
repetidds Ccaracterizando a equivaléncia com a definigfo de

Buchheim), assim

fCA =P CfCJD + ... + fCJD) P4, (2.200
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onde f(J,J € definida como em (2.189) trocando-se p por f.
Notemos que, como fCA) ¢é calculada fazendo-se uso somente

dos blocos de Jordan, ¢ independente de P. Assim para cada

matriz A e cada fungdo f(z) univalente, produz-se um dnico

valor fCAD.

2.2.6- Schwerdtfeger
P _

H. Schwerdtfeger em 1835 redescobriu av'definicﬁo de
Giorgi para o caso de raizes distintas e mostrou que era equi-
valente a definig8o em séries infinitas no caso de f(z) ser in-
teira. | |

Tendo como considefaq&o as séries de poténcias ele
_defihiu a fung8o de matriz paravo caso onde fCz) ¢ analitica
nos zeros repetides do polinémio minimal M(z), fazendo a

separagdo em fragdes parciais

1 ‘'t hkCZ)
=y — (2.21)
MCzD =1 Cz-kk)sk )
onde Ay, ..., Ay sdo os zeros distintos de M(z):
fCAO =F G L f“’(xk)_gé—%%Ll—‘. - (2.22)
k=1 iz0 :
onde
h (2> MCz)
G, = gyCA (covariéncia de Frobenius de A) e g,(2zd=
A Cz-A, 05k

Esta definigdo ¢ equivalente & definig8c de Buchheinm,

pois f(z) é requerida ser definida para raizes caracteristicas
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de A e analitica para as raizes repetidas do polinémio
minimal. Sbhwerdtfegef ndo relacionou sua definigdo com
qualquer outra anterior, mas mostrou que a relagdo de Cartan
(2.13) ¢é - satisfeita por (2.22 e que no caso de raizes
caracteristicas distintas (2.22) ¢ equivalente ai férmula de

interpolagdo de'Lagrange para matrizes.

2.2.7- Cipolla

M. Cipolla em 1932 reescreveu a definigdo de Giorgi uti-
lizando uma fung8c multivalente v(z) ao invés de uma ‘uﬁivalen—
te, produzindo um valor adicional para v(A) além daquele obtido
pela deflmc;zo de Giorgi.

Primeiramente decompomos a matrlz A na forma de Jordan

J =P AP =J, +7J, + + Jy. 2.23
Um valor para v(J) & definido pdr
vlI) = v,(J 0 + vp(J0 + ... + v(JD, . 2.24

onde vi{(z) é um valor de v(z). Os varios valores possiveis de
v(A) s3o ent8o dados por vCAD = Pv(JDP™? onde todos os valores
de v(J) e todas as matrizes P’s tais gue P1AP = J sfo usados.
Se o mesmo valor de v(z) & usado para tédos os Dblocos
correspondentes a uma mesma raiz A;, entdo esta definigdo coin-
cide com a de Giorgi. Assim para esta fungfo v(z), a definigfo
de Giorgi e Cipolla produzem o mesmo valor e, como este valor é
expresso por um polinémio em A, independe da escolha de P.
Agora, se diferentes valores de v(z) forem usadas para

dois ou mais blocos J; correspondentes a uma mesma raiz carac-
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teristica ent8oc os valores de v(J) obtidos ndo sd3o os mesmos da
defini¢80 de Giorgi e neste caso v(J) ndo ¢ necessariamente um
polinémio em J. Assim v(A) nd3o ¢ necessariamente um polinémio
em A. Portanto o valor v(A) obtido de v(J) n8o serid indepen-
dente da matriz P, o que proporciona uma adicional proliferag3o
- do valor de vCA).

Observe que © mesmo raciocinio.poderia ser feito para as
definigdes .de Buchheim, Schwerdtfeger, Fantappié, Cartan e
Richter. | ' |

2.2.8- Richter

Richter em 1051 definiu a fungdo de matriz F, cujas prin-
cipais propriedades eram: os elememtos de F, (A) s8o fungdes
continuas dos elementos de A;, e FnCPﬂAP) = PﬁFnCA)P.

Para definir uma fungd3o de matriz correspondente a wuma
fungSo escalar f(z) ele usou uma aproximag8o por série de

poténcias para um bloco de Jordan e assim

t SL 1
£ =F Ry L £ C_é_kh'EP_ 2. 25
120 k=0 '
=N
onde
Ry = w (A 1 CAA DS, c2.26)
1#1

e os polindmios w;(z) s8o polinémios satisfazendo
‘ Sl - S
wi €z 1 Cz=2D =1 mod(z-AD07%, 2.27)
i#Zl

onde s; ¢ a multiplicidade de A; no polinémio minimal de A. A

matriz fCA) obtida ndo depende da escolha de w;(2].
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2.3- A equivaléncia das definigodes

Representaremos as oito definigBes anteriores por D,
=1, 2, ..., | 8 para facilit;-ar as comparag¢des. Dizemos que
‘D, = Dy .28
se as definigdes D, e D, satisfazem: |
a) para cada fung8o f(z), s8o aplicadveis exatamente ao mesmo
conjunto de matrizes; e
b) produzem o mesmo valor ou conjunto de valores para cada f(z)

e A admissivel.

Agora, se ‘D, é aplicavel sempre que D, o é, mas ndo o
contrario, e se para cada f(z) e A admissivel, para os quais D
e D, sfSo aplicaveis, produzirem o(s) mesmo(s) valorCes) de

fCA) dizemos que D, ¢ D,.
Teorema 1: D, c Dy = D, € D, = Dg = Dy = Dy < D,.

Prova: Durante as varias definigdes Jé_f_oi discutido as condi-
¢Bes para a aplicag8o de ca.da uma das definigBes. Resta saber
quais os valores de f(A) s8o os mesmos para quaiéquer duas de-
finigBes aplicadas a f(z) e A. Observemos que este fato estéa
claro para Dy e D,.

Provemos primeiro que D, ¢ Ds.

De D2 temos
© . _ _
fCA = § ——ﬁ——f“’(zo)CA—zol)‘. (2.29
- i=zo

As somas parciais wy,’'s desta série, s83o polinémios em A e

assim,

wCA) = P Cw (PT1AP)) P74, c2.30)

onde P™1AP & uma forma normal de Jordan de A. Agora
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WCPTAPY = wCJ) @ wiJ,) ® ... @ wClJD,  (2.31)

conforme visto anteriormente, e para k 2 max s,

1 ' (81-1)

-WkCKL) W"k(Kl) E—s-l—_w Wk

A
w (J)) = |
0 . WA

(2.32)

onde wkCzj é a soma parcial de ordem k correspondente a fCz). E
claro que o termo do lado direito de (2.29) converge se, e
somente se, a série fCz) e suas derivadas f’, f’°, ..., gls171

convergem em z=\,, e neste caso

‘  fca = tém;wg_=”P"CKP"AP)P o (2.3
- kawm : - '
onde GCP™1AP) évo valdr f(J> dado por Giorgi. Portanto D, < Dy.
Obser vemos também que Dy = D4 pela prépria definig8o de
D,. | |
Mostremos que D, < D5.

Seja P"'AP uma forma normal de Jordan, ento

a:lu'-f’ ﬁi) dz = é—:;‘r P"-[ _E_C_z_’.d-’-__] b=
: z : P‘lczI_A).P

= o P'*[j'-ﬁ'-z-)-fi-— ] P, (2.30
zI- P 1AP

J& que a integral'de uma matriz € a matriz da integral de cada

elemento. Agora zI-PHAP ¢ nfo-singular e possui uma inversa

que é soma direta das inversas das matrizes J;, onde J, sSo os
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blocos de Jordan. Temos

i

Cz-A;0"%  (z-A;>"2 e 2
CzI-J D" = : | ca.3m

0 Cz-A )1

e portanto
1 fCzddz

2ne J CzI-JD ° (2.36)

calculada sobre um conjunto admissiVel-de curvas fechadas, cada
uma contendo no seu interior uma raiz 'caracteristica distinta
de A, & - - | |
1 f(z)dz

2rn4d Cz-kijf ’

€2.37

' que ¢é zero para cada contorno circundando Aj # A e igual a
EE%TSTf‘k'*’CKtj para o contorno circundando A;, © qual é a de-
finig8o de Giorgi para fCJ,D.

MostrémOS que Dgs = D,.

Como

| h, CAYMCAD
G (A = S (2.38)
CA = A IDTK

podemos escrever Dg como

t . Bk Tiac)
rc =g o caaD g TEM hcmcan Dt 2. 30

k=1 izk =0

e se expressarmos o polinémio h,, de grau s, -1 ou menor, como



a3

Syt .
r meA—kkI)m, ' (2. 40)
m=0 '
obteremos
t ) 8y~ (1) S -1 ‘
fCA = § Ml (A—Kil)s‘ r E———Sékz 2 b, CA—KkI)L+m. (2.41)
k=1 t&k t=o0 m=0 .

4
Como ] CA-KkI)Sk = 0, consideremos em (2.41) apenas os termos
k=1

onde Ll+m < sy.

Comparando (2.41) com a defini;ﬁo de Buchheim

t Ski

' | n T fcs |
few = § o oa-anSip A KD e, mon
n! dz v Sh _
izt i#k ~ LU I 1 R A
(2. 42>

e concluimos que a igualdade destas definigBes para f(A) sera
estabelecida -se mostrarmos que os coeficientes de (A-\ ID" sHo

oS -mesmos, ou seja,

1an f(za"] P LITSWY |
m=0 _
onde .
Wz = [ (2 A% - ) 2.44)

L #k
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Temos
1 _ Y h
sy = T ——L__7;7 , v (2. 45)
i=o (z-A\;071
assim
t 3 Sk
_ = AUEERZMI -9 | C2. 460
¥ izt Cz-AD°E
erportanto
8, ™CAD = h {™CAD , para mis. 2,47
Agora
w o= 1 _ 1 (r) e | '

e o termo do lado direito de (2.43) pode ser escrito como

f(m)CAkv) n!

n
nt E-d m! (n-m!

8, "T™CND - C2.4)

que pela férmula de Leibniz pode ser -escrito como

1dn (fred Y] |
El—-dz“ [wk(z)]]z=xk i . c2.50)

que € o £erm6 do lado esquerdo em (2.43).
Mostremos que Dy = Ds.

‘Basta observarmos como hp(z) foi definido:

t ' . '
1 hy (2D .
wey - L —S—— - - - 2.51)
k=1Cz-A )7k
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Assim,
. . N ,
E hkCZ) " Cz—)&i) V=1 ’ (2.52)
k=1 1%k

ou éeja,_hkCz) satisfaz a congruéncia:

heC2z) [ €205t =1 modCz-2\ 0%k, €2.53)

1®k :
Logo hkCz) pode ser- usado como w(z) na definigdo de Richter.
Portanto a férmula de Richter para fCA) ¢é idéntica com a
defini¢Sc de Schwerdtfeger.

Resta mostrar que Ds = Dg.

De Ds temos
_ ot Sp—1 -3 13N
fCA =F 6, L £MD 55—%$£1—,, €2.54)
k=14  n=o : T ' .
logo
K SkT! (gD v
PTifCAOP = L P7iG,P [ f'M(x ) —k=, - (2.5%)
k=1 n=0 . ’
onde J = diagCJi,_Jé, ...» J,J) s8o os blocos de Jordan de A.
Agorag : ' ' |
PT1G,P = P *h CAP [ (P 1AP - A\, I>Si=
‘ i®Zk
= hy (I 1 I - A IS | €2.56)

i®k

- & uma soma direta de blocos; os quais sdo =zero, exceto aquele
cofrespdndénte'_a‘ Ag. Como T Gi=I  temos § P'?GiP=I_,_ou seja,
_P"GkP Lem_zéro em toda pérte; exceto na'posigso diagonal cor-
respondente a A\, onde tem 1. Assim o termo numerc m do lado

direito em (2.54) & uma soma direta das submatrizes de Giorgi,
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: | 1 ‘
(T 7O . ST TP )

,(2.57)

0 £CA,Y J

“

correspondendo a raiz distinta A,. Logo fCA) dada por (2.54) ¢
idéntica a dada pela definigfo de Giorgi.
Observe que D, < D, pela prépria definigSio de D,, e que

D = Dg e D, ¢ D, pela regra da transitividade. #

Teorema 2: Seja A uma matriz quadrada com as -raizes caracte-
risticas distintas Ag> ... A @ multiplicidades no
polinémic minimal de A u, ..., t4, respectivamen-
te. Seja ngz)' uma fung8o univalente para cada A
e ar;aliti_cav para 7& tal q‘ué M > 1. Seja fCz) uma
fung8o univalente para z; = g(AD, i =1, ..., t, e
analitica para A; tal que y; > 1. |
Seja hCz) = fC(gCz)). EntSo hCA) & unicamente defi-
nida pela definigSc de Cipolla e hCAY=fCgCAdD.

Prova: Seja 1=pst e PT1AP umé forma de Jordan de A, Eht&o
PifCgCAIp = (P igCAOP), g 2.58)

onde P"‘g(A)P & uma soma direta dos blocos de forma

. ’ I _ "‘,<i.>;-
glA) gAY ... g -1 1gHr TV )
K(i.)_' . ' : :

P | : |
0 ginpd

(2.59
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correspondendo aos blocos C;i) da forma de Jordan de A. Mas:
| P"QCADP pode ser redﬁzido a forma de Jordan por uma matriz R
que € uma soma direta das matrizes R;t: que transformam os blo-
cos corréspondentés K;i) ’s na forma de Jordan. Agora usando a

definig8o de Cipolla CGiorgi (2.2.8)) para cada bloco resultan-

te R-1(1? g(br ptid

P Kp Rp , temos

(i)
. . . up -1 .o . .
gt it Pl (r —g i iy iy »
fCR™ %y Ky Rp J=L !-_-!—f TICgUNGIICR™ " 'Ky "Ry gCAp I .

r=o c2.60
Logo,
RS PO S S U S
RTVMCK, IR, =
u(tl . o
C g () P 1 _(r ‘ (i) _ 1ot i? : _
= R4, [ = £4TICgOALY) Ky gcxp>I>’.]Rp . C2.61)
r=0 .
Assim
iy ,
(i) Hp ~14 (ry (i) r _ _
S R A CSPIC SO - Ve SLEFI 2.62
r=0 ) . ) ,

Queremos mostrar que fCK;t)) dada por €2.62) é -a fuhgﬁo'

)'de‘P"AP. O termo r=0 em
(2.62) fornece f(g(A,)) como elemento da diagonal de fCKp 'D.

ngCz)).aplicada para os blocos C;F

Eliminamos estes termos da soma e escrevemos K;i) - glApII  em

termos de'pbténcias da matriz '
o 1 0

0 o 1 con

Q= . . , (2.63

O O
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~a qual possui 1 ao longo da primeira super-diagonal e zero em

todo o resto. Assim

(L) (L)

Ke'' = gOAIT + g’CAIQ + ... + _____.(?” gHe TP oot He T
§ - 1
Cap  -1D! C2.64)
e (2.628) pode ser escrita como
(t)
fCKg ') = gCApII =
C -1)1 :
=z ———f‘”CgO\))[gO\ dXQ + ... +
r=14 '
(i) (t)
+ ——(-}—)————— gC#p 13(?\ )Q 1) ] . (2.65)
Cpp‘ -1)!

Isto mostra que f(K;t>) (sendo ‘um polinémic em O tera todos os

termos iguais ao Iongo de uma dada super-diagonal.
Mostremos agora que o coeficiente de Qﬁ, ﬁ%u;‘: em (2.65)

é igual a

4" . -
— [ngCzD]H\p. | - C2.66)

dz
Pelo teorema multinOmial‘o coeficiente de QB em (2.69) é, desde
(i)

., que Q“Pv = 0,

r!
. B | ] ]
alayl. .. a!

E

s Ty

E : r!

r=4

( ) '
PP Cgiagdd [[‘g‘“czn] | ]a-l
'—.""—.’ - »
(s) =1 v 2=%

2.67)



onde a soma interna ¢ tomada sobre todas as

nSo-negativas das equag&es

A B
Lo =T e L

. 1=14

Podemos reescrever o somatérioc acima como

1

& ‘ |
Lr=d

)

que é precisamente

AN

solu¢gBes inteiras
2,68

g(t)(z)] ]ai
i zZ=hp i
- (2.69)
(2.70)

Logo as submatrizes de P 1fCAOP correspondentes a um bloco de

Jordan de P AP ¢ o mesmo que a ‘submatriz correspondente de

hCP~1AP). Assim
hCAd = Ph¢(P " 1APDP™1 = f(gCadd. #

_(2.71)
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3- FUNGZXO EXPONENCIAL DE UMA MATRIZ
3.1- Introdug3o

Um dos desafios mais freqiientes em equagéeé diferenciais
ordindrias é o calculo da fungdoc exponencial de uma matriz
fCAL) = eAl, que ¢ solugSo do problema de valor inicial

x’Ctd) = AxCtd €3.1)
xC0> = I. :

Este desafio é devido a sensibilidade do problema, ou se-
ja, para algumas matrizes o cAlculo numérico da exponencial nfo
¢ bem condicionado, no sentido em que pequenas perturbagdes da

matriz geram grandes perturbagdes no resultado numérico.
3.2- A sensibilidade do problema

Devido a importéncia da exponencial de uma matriz, vamos
analisar a sensibilidade do problema e verificar‘para que ma~
triies A a exponencial é bem-condicionada. | !

Investigaremos-assim.~wlimitaqées—-sﬁpefiores——para L),
onde

(A+E) t At
le - e

L) = , onde t20.

At (3.2

le” " 1l

Observa¢50:>1) Salvo mengfo contréaria, usaremos sempre a 2-nor-
ma C(norma euclidiana) que satisfaz as seguintes propriedades:
iBDI < HUBIIDI, onde BeR™" e DeR"*P ¢ ¥ Q ortogonal QI = 1.

2) Se A e E comutarem, entSo eA*E = gAeE ¢
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| . . v o . o o
S AEIL | oAl = oAt(ef! 1D = GALELY CELIKACKHID! . 3.3
k=0 '
Assim
"e<A+sdt_ eAtH< Et
LD = _ < 1e®- 11 <
lle”
S oo} k o k
: CELD HELH™ .
k=0 - k=0
< IEIte'EM A __ €3. 8
ou seja, .
AE = EA = pCtd < IENte'®It (3.5
Usando a i'dent,idat:le‘1
. B . v
GUAYEIL_ At I eA(t-S)Ee(A+E)$dsL. €3.6)
o
obtemos,
‘ JetAYEY L _ Aty
L) = 2 <
Al
e |l
e ' |
< E I leAtt-8)| o 2’8 4e. . 3.7
o _ v

-~ leAtl

Nosso objetivo é obter limitag8es superiores do iﬁtegran*

do, para isso, veremos primeiro limitagBes de eAtl.

(1) Ver apéndice.
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3.3~ Limitagoes de ettt

Ci) Com a decomposi¢fio de Schur de A, Q*AQ = D+N, onde
D = diag:(A{J e N = (n{;), ni; = O para i2j, obtemos [5]:

3

1
Nt Ik

At < acAYt
o h

(3.8

™

x

onde aCAd) = max { ReCA\d : N € AMCAD }. Para- tanto, observe que‘:

_ | . ,
At _  _(D+NDL Dt DCt-t, )  (D+N)t
e =e =e + j; e  1'Ne 1dt, =

. t . t : .
Dt D(L-t ) Dt 1 pety-t,), (D+NIL
=e + [ e 1NCe™ "t + [ e "1 2 Ne 2dt,0dt, =

Dt D(t-t,),, Dt
=e -+ j;-e 1'Ne -"1dt, +

Loty ” | o S
o [ [Pt NG M 2 N PP g g, 3.9
oJo - _ | _

1

Prosseguindo desta forma, obtemos que:

n-i-t;tl ef_tk_f;

(D+NOL _ Dt o DL Stp) Dty
e =e 4+ EE1J;J; e N...Ne ‘kdt, ...dt, +

+ R CE) , o - | €3.10

onde

.dt,.

n

T bty g i
RaCtd=[ [ .. [ P T N NeP et T n e (P gy,
n oJo o - v

(1) Usando a equagdo (3.6) com D no lugar de A e ‘N no lugar
de E. '
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Agora, o integrando- em Rﬁ(t) é_zero, pois é um produto. de n ma-
trizes nxn triangurares"estritamente#sﬁperiores, a saber:
[' eD(.t Lty N 1. [ ep(tn-‘i“tn)N ]'; Logo RnCt—)‘:o'

Assim

(D+N); pr ottt k-1 poy ty Dt .
= o ¢ s . 1— g k ...‘ .
e e E{ij;j; f, e 2’N...Ne dty . ..dt,
§ o €3.12)
Como le”®1l = e**’®  (s20), concluimos que
t, {D+N)
he®tn = 1efP*NYy =
pr Mttt Yk-t  por, -t Dt '
- ‘ 1-t2? kdt .. .
le” + zlij;J; J, e | N...Ne™"kdt, coedt || <
q Dt ot D(t-t ), Dt | |
she "l + || [ e 1'Ne™ “1dt, || +

IA

+ “ J,J,i Dt - l D(ti—lz)Nethdtzdt1" + ...,

t | Loty - |
= MM M M N, + [ f e M INIZat,at, 4 .

QAN 2 t2 : n-1 "1
= (1 + IlINlIt + MNH ST + ... + UNI ThooT ) =
_acart MhiNeak .
= e r T como queriamos.

kO

Ciid Usando a definig3c em série de poténcia, obtemos facil-

‘mente para t20

leAty < oAt » : €3.13)



- Ciiid Usandb a forma
X“1A X = diagCIm,CA,D,

mente distintos), onde

can®dnica de

34

Jordan de A, ou seja,

oy JmgCAD) = J (N\;’s ndo necessaria-.

i1 ... 0
Ay 1 ... 0 ey
Jk = Jmkcxk) = e C » k=1’ ag . .y p
0 | | |
0 Ay (3.14)

A matriz X nfSo & unica, _mas sempre assumiremos__que. foi

escolhida de tal forma que kCX) seja minimo C kCXD=UXIIX~tH D.

Assim':
| eAt = XrdiagCe’t', ..., &'PO1X"1, (5] (3.15)
onde v '
ot t2s2 . tTe N
st At ot | v
ek’ = 'k , T o= my-1 (3.16)
t
0 1 J

Agora, para qualquer BeC%*? temos IBI < q.maxlbijl; assim:

Jkt )\kt

le“ "Il £ my. e %" |. max CtisL1), (3.17>
0SiZmp -1
portanto de (3.15):
‘Hetth < m KCXe® A tmax  ctTr1d, €3.18)

onde m = max {m,, m,,

xJx" 1t

o<r<m-1

mp}.

=1+xItX Yo (x0%tZx"y (2004, .= .
=X(I+IL+¢I21 2y (284, ., IX Loxedtx"E
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* : A - '
(iv) Sendo wuCA) = p[A aA] = max {% /U € A{A ;A]} , dita  a
norma log de A, temos:

1CA L
leAtl < o

para t20.(81 - = - (3.19
Para provar isso, seja v € R", v#0, vl =1,
Definimos p Ct) = leAtvi? = ¢ eAly, eAtvd, "

Temos

Bull) - ¢ ety eAtv> + < eAly, AeAtyy

dt .
< Aeltly, eAty) + < A¥eAty, oAty

< CA+AMIeAty, eAtyy. 1 (3.20

Agora CA+A*) é auto-adjunta ¢ Hermitiana D, e,portant,o1

. . : .
Qg%££1 PCA+A®) CeAtv, eAtvd = a.p(ééé d.pyCtd = 2. ulAp (LD,
o (3.21)
ou seja,
*":';,‘.-"‘fp' ’Ct) : o
: vat) <ea. p(A) - @3.22)

e integrando de O a t, obtemos

In|p,Ctd | < 2tucAd, | C3.2»
logo

pyCtd < 2HHA | €3.28
ou ainda, . °
S—

(1) A+A (auyo-adjunta) 2 3 P unitéria tal que

A+A*=P*DP 2 <P*DPv,v)>=<DPv,Pv>SmaxA(D)<v,Vv>
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leAtviz < QA | (3.25)
ou meihor; |
ueA?vu < e'HAY, o =  e®
: portan#o |
ﬁéﬂtﬁ < M paratz0. | - @.en

Mais ainda: sup leAtll =1 & uCA) £ 0, pois se (A0 entSo
t>0 |

CA+A*) & positiva definida e assim p,’C(td>0. Portanto p, ¢ es-

tritamente crescente. Agora p,(0)=1, logo sup lleAtl>l . Por ou-
' ' : ' t2o0 '

tro lado’, se uCAI<O temos P, (D=0 e assim p, ¢é decrescente.

Portanto 1 = eCO) = sup leAtl. #
’ " t2o0

(V) Se A = YBY™ !, entdo eA' = YeBlY™! e portanto

leAtl < kcyeH 't s ) €3.28)
Exempl o:
Se A= [ e _f_é] , 6 = 1079 , ento:
2) leAt] < oAl C limitagf%o pela série de poténcia J-
leAtll < e4:24t | pois JAN = max lAxl = 4.23

Ixii=1

s -

: ‘()
1y BB < 2UCA)

Py L)



.37

OCAYL

b) lleAtll £ m kCX) e max ti/j!, usando a forma de Jordan

ogjgm-1
A= XJX7%,

: A£ < S (-14’6)‘1 = 1 2 ~-1_ 1 276 .v
lef*l £ 85.10 e » pois X = lo -8}’ X~ 0 -1/8)
portanto KCXD = 5.10%, e «CA) = ~1+6,

acart "N | |
; EW"—FT—~3-usando-a.forma—de~Schur~Q*AQ'=-D+N,

k=0

c) leAt-< e

-1+8) ¢ , pois D = [-1+6v 0 ] o N = fO 4].

At < tye
leAtl < CLravre o -1-6 o0

d leAt) < HAY

leAtl

IA

e:—1+(4+62>‘/21£vv AL +A _ [—1+6 2

o ppis S > —1—6] g assim

HCAY = -1 + (82+400-5 |

e leAtl < k(YD e ’ A = (YBY™1)

UeB)L
com Y = 1 0
. 0O 1/4
(-1+¢0.25+62)172,,
4 e

leAtl] < 4. e » pois KCY) =

Bt+B _ [—1_+6 12

' = - . 240. 5
) 12 _1_5] , logo p(B) = -1 + Cl/4 + &23°:5

Para determinados valores de t, temos a'tabelé.3.1.



N '“eA‘" s.de pot. | Jordan | Schur n.log | n. log
Cad (b) Cc) d | e

o 1. 1. 1. 11, 1. {1.

1 ]1.3x107! |6.9x10% * ]1.8x10°% {1.4x107% [1.5x1072|3.3x107¢
10{1.8x1077 [2.5x1018 |2.3x102 [1.9x10 ° |2.2x10% [2.7x1072
15}1.8x107% |4.1x10%27 [1.5 1.9x107% |3.3x10° |2.2x1072
25]1.3x107 |1.0x104¢ |6. gx10' 1.4x107° |7.2x101°%(1.4x1075
30(1.1x10711|1.7x105% [4.8x10 ' |1.1x10711|1.1x1013|1.2x10®
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Tabela 3.1- Limltagﬁes para eAt

‘Podemos verificar atraVés da tabela 3.1 que algumas limitagBes
nSo decaem com-a mesma- taxa que eAl. -Como & bem conhecido, o
comportamento assintético de-e‘*‘depende do sinal de aCA):
timeAt =0 & oD < 0.
ts o 7

Assinm, a limltagio de Jordan (3.18) e aﬁ limitagido de Schur

1 ¢3.8) decaem precisamente quando eAt decal, j4 n%o acontecendo
O mesmo com a limltaqﬁo de Série de Poténcias (3.13). A limita-

¢80 usando a nor ma log (3.19) pode ocu ndo ter comportamento
apropriado, pois uCA) pode ser positivo até mesmo quando oA &
""'negati vo,"como mostra—o exemplo anterior.—Por ém; se - aCAI<0, ¢
sempre possivel escolher Y em (3.28) tal que uCYAY™1D<0, como

mostrou o exemplo Ced. Observemos também no exemplo que a

limitag8o de Schur é melhor que a de Jordan devido ao mau
condicionamento de A C(kCXD isto n3o ¢

grande). Entreianto,

sempre verdade, geralmente a eficicia de uma limitag3o em

relagdo a outra depende de A e t. Agora, quando A ¢ normal,

isto ¢ A*A=AA*, temos HeA?H=eGCA)t, pois se A é normal entfo:

aCA = uCA em (3.18); m = k(XD =1 em (3.18; N = 0, em

€3.8), assim leAtl £ ™Y o como NeAt > 1M v e A,
“aladt o '

. obtemos lleAt| 2 e
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Quando A n3o é normal, é possivel leAtl crescer inicialmente

até mesmo quando ofA) & negativo. Neste c¢caso o fator

_ A A ' ""nNt,!l'k '
m. kCX).max tt/i! em (3.18) e o fator [ —i— ©om (3.8 estio
ost-sm'i k=° ) . S
acomodados na vizinhanga do maximo no grifico de  lleAtl

(figura 3.10.

fle®® 1

Figura 3.1~ Grafico de leAtl.

Notemos que o crescimento de leAtl depende do sinal de

uCA), no sentido que
sup lleAtl =1 ® - uCA = 0. (3.29
t2o ,

Vamos agora limitar o integrando em (3.7), para 1isso

estabelecemos o seguinte lema:

Lema 1: Se u(t) 6 monétona crescente em (0,00 e

leAtl < ) o' para todo t20, entio



‘ pcta =

<

Prova: Seja ¢ e

exemplo, c#uCtJ)

RY)

n+1
e provemos que:
ad U CLdl s ™

b)) L U, ¢ absol

Usando indug¢3o sobre n, provemos (a). Temos para n

HUGCto Nl =

Suponhamos valid

n
Ul < c

e provemos para

U, , 0

1A

1A

CCA+EDL a4
e ™ - eAt]
leAt| -

R tal que HeASHIS n:_:.'eﬁt

n!

. Sejam U, Ct) = eAt ,

Lt '
(L) = j; UpCt-s) E U,(sdds =

t

= [ e!t7®'A E U (sdds
Lo
' - ﬁ LT - n 4N

1 g Bt em[c IEI™ ¢

utamente convergente.

t t t°
leAtl < ¢ eﬁ <c HEHO-eﬂ

© para n, ou seja,

+1

N
iEin ot Y
n!

n+i:

t .
If e¢t™®’4 E U,Csddsh <

t
[ let ®ap gl et eI oS

t n
(t-8) S S
et EINA [ ce A& — ds

T

S

}

n

n!

ds

<

..40

IEN t pCtd? explCA-aCAY+IEIMCLIILI. (3.30

para Vs € [0,t]1 (por

- (3.31)

- (3.32)

=0

(3.33

(3.34
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N L %g;%ir' €3.35
| EﬁUn é abéolutaménte convergente,'pois :
U Il < c™4 IEI" eﬁL'E; é-géﬁ‘ccnuzu“ %;3 . cé.ss)
logo
z'n05u <c el e°"E"i =c e?ﬁ;°"5“". €3.37)

Agora, temos que p U, = U, +‘fe‘(-B)AE_Z U, converge pa-
ra v(t), que é a Unica solugfo de v(td=U,CtD + jUOCt—s)Ev(s)ds,

que ¢ equivalente a:

vitd’® = CA+EDv(L)D
v =1 ', ou seja,

et (ATE) €3.38)

V) =

Assim, se para todo s € [0,t] leA®ll < ¢ eﬁs » entio

(A+E) S

(B+cllels
Il €£c e A ,

le s € [0,t). - (3.3D

Tomando ¢ = u(t) e usando a monotocidade de u(td temos

t ) .
- (A+E)s
J;He<‘ SYA| fe" Ids <

t

f;pCt—s) eﬁ‘t'a’ uctd e<ﬂ+u<t>ﬂzﬂ)s

1A

ds =

t

f;pCt—s) uCtd eﬁt eutt)ﬂsﬂa

ds <
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< uctyz ! PruitrliEbn, - | (3. 40

Portanto!

ot ' .
pCL) < nggrfj;Ue<t-s>Au le'**®’%4s <

T

aCAdt
e

IA

(BructHr el t

t uCtd? e # (3.41)

;HA"-aCA)+“EH)t . (3. 42)

Teorema 1: ¢Ct) < t IEl e

HAlt

Prova: Temos lleAtll < e » € aplicando o lema 1 com uCtd=1 e

3 = IAl segue o resultado.#

(3,43

Teorema 2: ¢Ct) £ t IEI e-HCA—aCAI+HIEDDL

Prova: Temos de (3.19) lleAt] < ep(A)t; e aplicando o lema 1

com uCtd=1 e f3=uCAd ségue o resultado. #

Teorema 3: Se a decomposig8o de Jordan de A é dada por X~ 1AX=J,
onde J = diagCImCAd, ...,JmCA)) e Vi JIm &

m; Xm; , entio

LD < LIED pctd2 o Mt IElY | 3. 440
onde
A |
piCLd) = m, kC(Xdmax - - (3.45)
0<iSm -1""
(1 1AM 12e® A foie ¥ Aehcar  Nertize
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Prova: Observemos que u;(t) é monétona crescente e que:
leAtl < pCd eQCAJt de (3.18). Logo aplicando o lema 1 com

pCtd = uCtd e f=alA) temos o resultado.#

Teorema 4: Se a decomposig8o de Schur de A é dada por Q*AQ=D+N,

éntﬁo

- uCLO el :
P €t IED p (D2 ote , (3. 46)
onde
 n-4 |
INt Ik :
B = E — . (3.47)
k=0
Prova: Temos lleAtll < u_Ct) AL 4o (3.8), e aplicando o
8 .

lema 1 com puCtd=p (D e B#a(A) segue © resultado. #

Observemos que se A € normal, ou seja, A*A = AA*, obtemos

IEIt

pCtd) <=t IEl e (3.48)

Estas limitag8es embora nfo sejam necessariamente medidas
exatas da sensibilidade de e?*!', sfo menores quando A é normal.
Isto sugere que existe uma conex3o entre a normalidade de A e a

sensibilidade de eA!'. Se utilizarmos a definigfo
oAt = L J e*'czl -m"1 4z, (3. 49
andé T v

podemos encontrar uma outra forma de Iimitar oCtd). Aqui T ¢ uma
curva fechada suave que circunda o esbectro ACAD ‘de A. Se 71
~ também circunda ACA+E), entfo:

elAtEIL _ oAl = é%f J eZtCzI—A—E)"ECZI—A)f1dz. (3.50
T . . . .
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Entretanto, os resultados obtidos, a partir de €3.50), nZo s3o

melhores que os anteriorevaSJ.
3.4~ A condi¢g3o da exponencial de uﬁa_matriz

No problema da invers3o de uma matriz A, kCAI=NAIIATLE &
definido como a condigdo de uma matriz com respeito a inver-
s3o. Esse kCA) mede a sensibilidade de A™ é_pode ser vista na

seguinte desigualdade

ICA+ED "1 - A1 < IEI kCAD

-1
AT * TAT T = TENTA-TT CIENTA™*H<1D, (3.51)

que é facilmente verificada, pois

ICA+ED "1 - A1 < NANTA=LH ICI + ATYED"Y - I

TA~ T = TATTA=T
_KCAY IICI + ATEEDTL - I | | | ‘
= TAT TA=TT ' (3.52)
' Agora‘.
ICI-A"*ED"%t - Il = Il I-A"1E+CA™ED2+ ... -1 || £
< IATLEINI-ALE+. .. I <
- 1 ) o (3.53)
< 1 —
= WATHED o |
Logo
ICA+Ed"% - A~%1 _ IEI kCA
A= T = TAT 1 - TEMTA-TN

E sempre possivel escolher E tal que a limitag3o superior acima

seja atingida. Assim, se kCA) é grande, é possivel que uqé pe-

(1) HElllA™ ¢
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quena mudanga em A induza uma mudanga relativamente grande em
A™!. E neste sentido que kCA) mede a sensibilidade da fungdo

A+A"1,

Definig8o: A condig8o de exponencial de uma matriz' A- -para- um

tempo t ¢ definido por [5]:

VCA, L) = &im V.CA, LD, . :  (3.858
T 8 .
vé»O
onde |
“e<A+E)t _ eAt"

CA,t) = sup . ‘ 3.5
Ilel<SHAM SlleAt |l

. Ve

6"94‘"V6CA,t) é 0 raio da menor esfera em

- C"*M que ¢é centrada em eA' e circunda a imagem do conjunto

Geometricamente, r

{B ~ IA-BlI < SIAI> sob a funcSo B » e®!. Quando mudangas rela-

tivamente pequenaé em A produzem alterag8es relativamente grah4

des em eAt, V6CA,t) é correspondentementekgrande.» |
Definimos a derivada de uma fungfo FCA) de C"*" em C" por

uma fungo DCFCAY): CM*" 5 C" tal que V E
FCA+ED = FCAD + DCFCADE + oCHIEID. €3.56)

Obser vemos se substituirmos

s
ol{A+E)S - As +.foeA(s—r)Ee(A+E)rdr (3.57)

em

t

of{AYE)L eAt 4+ IoeA(t'S)Ee(A+E)ads' (3.58)

obtemos
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.
e(A+E)L = JAL 4 J;eA(t*s).E.eAsds +

t 8
R f cAlL-8)E f.eA<3”’Ee<A*E”drds. (3.59
o )
Agora_
t s . _
|| f At TE [ eAte M EeATE) rdrds ||
o o . :
tim _ = 0, €3.60)
Il +0 | HEN.
ou seja,
t
e (A*Ed L = QAL 4 J;eA(t—B)EeAsds + ¢CIEID. (3.61)

Assim, a derivada, DXeA!), da funcg3o FCAD=eA! ¢ dada por

: : t ' : _
DXeAIE = [ eAt"%’Eet®ds . | - (3.62)

Notemos. que a norma do operador DCeA') denota a taxa de mudanga

de eA! com respeito A matriz A.

Teorema S: Se EKeAt) denota a derivada de Fréchet de FCAY = eAt

entio (5]
_IinceAton nal _
VCA,L) = ToATT (3.63)
'~ onde
t .
IDCeAtdll = sup . I| eRr¢t™8)EeASdsl . (3.64)

IEl<1

Prova: Temos
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efA*EIL _ oAl = DXeALE + oCIEDD L (3.89)

onde

t .
XeAlIE = joeA‘t'8>EeA3ds.

Assim,

. At
VCA,tD = lim sup IDCeAYIE + oCIEINDN _

5+0 IEISSIAL  SlleAtl
Y [uc(eAt)Eu Al eCSIAID ] _
= {im sup + = =
550 IEISSIANL  SIAI  leAtl  &leAtl
= lim sup [|| Aty E_ | LAl ] -
650 IEISSIAL T SIAL  leAt]
= Ipceatyn AL,
leAt|

Corolarto 1: Para qualquer t 2 O temos VCA,td> 2 tIAl .

Prova: Pelo teorema temos:

VCA,L) = IDceAtyy Al
leAt |
v LAl
= sup eAlt ™8 EeASds| >
IEN<1 “f° | leAt |
t Al
> "J‘oeA(t-a)eA_adS" =

leAtll

4
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VAU enan. 2 €3.66)
heAt | | ,

t
= [ etas]

CorolaArio 2: Se A ¢ normal entfo VCA,t) = tIlAl.

Prova: Temos do corolario anterior que VCA,tD 2 tlAll, assim de-

vemos mostrar que quando A ¢ normal VCA,t) < tlAl.

Agora:
veatd = iceatyy AL . TAL f eAlt-2)EeAsgel <
1 et ne™ti HEH<1
IAl K | |
< —  sup f leAtt- S’HHEHHe‘SHds <
leAtll WEN<1
< JAL oy oace- ®leAe 3.6
< JoATT f eA®|ids. | .67
' Mas quando A & normal
leAt] = XAt o leAtt-2r) = QCACL™SI 5 gy
assim
A ¢ oA (t-8) a<A)
VCAL) € ——er [ e 8 ®ds = tIAl. # (3.69)

aCAdt
e

Concluimos destes  corolarios que, quando A é normal,
VCA,tD ¢ t3o pequeno quanto possivel. Observe, por exemplo, que

se A é uma matriz estritamente triangular superior nxn, entdo:
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: n-1 k : .
eAt = p AT €3.70)
k! _
k=0 ' ' '
e assim para qualquer matriz E, com IEI = 1 e APTLEATY 0,
temos:
t n-14 n-1 ;
- ALEAk ,
A(t-8) A8 = _RATLAT L+t .
f;e EeA%ds = L L ermoast ¢ €3.71)
i=0 k=0
e portanto
t _ - 2n-1 |
VCA, LD 2 "j;eA“'s’ E eAstH 1Al = 492 ) Al =
leAt sCt"™ 1)

oCt™ NAl. ‘ 3.72)

Concluindo entf8o que V(A,t) cresce com t"IAl ao invés de tIAl,
quando A é normalhv‘ _

Tentaremos definir uma relagdo equivalente a €(3.51) para
o numero de condig8o exponencial. Definimos as seguintes

fung8es [B]:

max VCA,s), | €3.73

VCA,L) =
0<sx<t
. ,
oCA L) = J;"e'“sﬂﬂeAsﬂds. (3.74)

A fungdo VCA,t) pode ser considerada como um numero . de
condi¢do exponencial de A sobre o intervalo [(0,t]. Agora,

oCA,t) & mondétona crescente e ¢CA,LD 2 t.

Teorema 6: Se ¢CA,LIIEI < 1, ent3o
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leA*EXt _ QALY |EI VCA, LD .
<
AT~ = TAT 1-TETeCA L ° €3.79
Prova: Sabemos que
, t
elA*EXt _ At = f eA(t-8)Ea(A+E) 8o logo
(o] ’ )
. t
ef{AtE)L _ AL = I cA(t-8)EAB 4 4+
[o] : '
t
+ J;eA‘t'a’ECe‘A*E’s—eAs)ds €3.76)
e assim
't.
leCA*E)L _ QALY “f eA(t ®) E eAst"
Lo = ToAT] < TeATT
| t (A+E)s .As
: -asyy. As,y le - e”?] <
+ IEN le™A%ile™ | —— gy ds <
IEI ¢
< A VCAL) + IEI f le~A® | leA® ol sDds. C3.77
Seja t,el0,t] tal que M = p(t D = max (s).
" 0<ss<t
Assim
1EH ‘
M < VAL + IEIMeCA, £, (3.78)
Agora VCA,t,D < VCAL) e oCA, LD < oCA, LD,
assim
IEI VCA, D . :
P 2 M2 AT T=oca, OmEr ¢ POLS (3.79
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o IEN o o
< =

<

- riu VCA,t) 1+ MaCA;t)"A"
VCA, LD

oCA, £ IEIMeCA, L IAI | _
VCA, D

HEI o
<
= TAl VCA,tD[ 1 + 6CA,LIEN +

= "E"\"/'CA,w[ 1 + sCALIEN +

<

eCA, LI ZIEIMIAL
TAT

VCA, D

IE
Al

IA

VcA,w[ 1 + oCALIEI + 6CALI2IENZ +

L SCAL2IENZ6CA, LIMIAL | _
VCA, 1)

IET o 2 2
TAT VCA, D [ 1 + eCALIEN + oCA,LICIEIN* +

< ...

A

N sCA L 3IENZMIAN
VCA, L)

IEl VCA, LD
TAT 1T = oA, LIEN °

IA

#

Observemos que se A ¢ normal, podemos mudar VCA,L) com VCA,tD e

assim temos novamente menores limitagSes de ¢Ct).
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4- METODOS DE APROXIMACXO -
4.1- Aproximag3o pela Série de Taylor

Muitas das definig8@es apresentadas anteriormente envolvem
o calculo de autovalores. Vamos entfo considerar um método para
o calculo da fungSo que a primeira vista ndo envolve os autova-
lores. A idéia & que se g(z) aproxima f(z) em ACA), entdo gCAd
aproxima fCAD. Por exemplo o truncamento da série de Taylor,
. AZ A9 _
fCA = e 2T + A+ —/ + ... + —. (4.1
A v 4 q!
Vamos analisar a diferenga [fCAD - gCA) Il usando a representagio

de Jordan e Schur.

Teorema 1: Seja X 1AX=J a forma canénica de Jordan de A e C"*"

com J = J,eJ,0...0J, e

- A, 1 0 -
0 A 1 :
Ji.' = . . . . ) 4.2
1
L O At-m"xmi

sendo um bloco de Jordan myxm;. Se f(2) e g(z) sfo

analiticas sobre um aberto contendo ACA), entio,

[£47ICND = gtmrand |

IfCAY - gCAdIl < KCXD max m; =

15isp
0SrSm; -1 C4.3)

Prova: Definindo h(Cz) = f(z)-g(z) temos
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IfCAY - gCAll = "XdiagChCJi)),....hCJp))X"“ <
< KCX) max  WRCI DN, | (4.4
15i%p
Agora
r {(m; -1 -
sy N h v <Xi )
hCAD RPN T
0 hCA ;) | |
ChCJo = | (4.5)
h*CA;D
'Logoi
(yen:
IhCION < mg max B _CAOL (4.8

0Zr=m, -1

o que prova o teorema. #

Teorema 2: Seja Q¥AQ = diagCA)+N a decomposi¢8o de Schur de

AeC™*", com N sendo estritamente triangular

_superior. Se f(z) e g(z) sfo analiticas no —conjunto

- convexo fechado Q1 cujo-interior contém ACA), entdo

et Ny
IFCA - gl S T 6, ——F , (4.7
r=o0 )
onde
8, =sup |f¢FIC2) - g'fic2d| . . (4.8

zel)

Prova: Ver [(21.

Teorema 3: Se f(2z) é analitica sobre um disco aberto de raio r .

0 )

(1) Propriedade da norma, lAll,< m max|a; ;|, onde m=ordem de A.
2 1)
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v o
contendo os autovalores de A, f(2) =¥ a,zk , entlo
' k=0
: k. n : +1 ? +1)
- € — q q ‘
HfCAd - L oy ARl < Cqeiy! max HAST3f CAsDI.
k=0 0SS=1
(4.9
Prova: Definimos a matriz Eg, ,(s) por:
q
fCAS) = § o4 CAsdk + Eg, (s), O<s<i. (4.100
k=0 ' : '

FiLCSD’ o elemento (i,1) de f(As), é necessariamente analitico

e assim
q Fftzo> Ff?+%sil>
k=o o '

onde £;, satisfaz 0<¢; | <s<1 (Férmula de Taylor em torno de
zero.). Comparando as poténcias de s em (4.100 e (4.11D,
concluimos que, o (i,l1) elemento de Eg,,(s), QUe chamamos

e;1(s), tem a forma

-gdtt (4.12

Agora F ,¢9*1)(sd & o (i,l) elemento de A*If¢I'10CAS) e

portanto1
{q+1)
Fi e a3t £ea* A ||
leqy | £ max ———=7— < max | <
0<s<14 Cq+idt 0<s<1 Cq+ldt

(1) "BHZS(mn)i/zmaxIth| e max|b; |SliBll, para B, .-
i,l i,l



max NAI*1£¢q*10CAcD, #

< .
= 1
Cq+lt 0<s<1

Exempl o:

-64 31

85

A = [ -49 24 ] entSo oA = [ -0. 735759 0.0851819

para q = 853, com erro

‘ q k
Her-p Ay P

———— q+1_AS < -~ 60
i S Tl max A e”r*®ll £10 .

0<sX1

Assim para a fungdo exponencial de uma matriz

cometido com o truncamento é

nllAd*tt| SA
Eqes(sd < CqFDT X le"
0SsX1
oA (sAd?
agora, max [[e®A|| < max II + sA + syt ... S
0%s<s. 0<s<1 )
ICsAd 2
< max {IIll + fisAl + —r— R
0<s<14 )
= max e"sA" = max 98 HAll < e"A" ,
0Se<t 08Xt '

vportanto

. nlAS* Ll Al
Eqv1 = Tgri3T ©

-1.471518  1.103138

o erro

(4.13)

(4.14

(4.15)
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4.2~ AproximagBes de Padé

® ‘ .
Seja T a;z' a representagfo em série de Taylor de f(Cz),

i1 =0
ou seja,

f(z) = Eaiz‘- . ; (4.16)
i=0 _

Estamos interessados com a relag8o existente entre os
coeficientes da série de Taylor e os valores da fungdo. Estamos
aproximando a fungdo por polinémios muito grandes, o que na
préatica é inconveniente. As Apr'oximac;ées de .Padé sdo
aproximagdes por fragfes racionais para o valor da -funcﬁo. A
idéia é conseguir frag8es racionais cujas expansdes em séfies

de Taylor coincidam com a série de Taylor da fungSo o méximo

possivel. Por exemplo, seja

L2 .
_ (1 +2x _ 1 _ 85 3 13 3 _
f(x0 = [—1——;—&—-—-] =1 + > X —8 X + 16 X P
: -+ b
Queremos uma aproximagdo da forma —%—:—gg— . A série ndo

converge para |x| > 172, mas £0O & umafungfo suave para 0<x{wm,
com sua imagem percorrendo de 1 a 2'/2. Agora,

a +bx _a _ bc-da_ C(bc - dad2cd x?

e Fdx & T T X —s—— a7t - (41D

Igualando os trés primeiros coeficientes das duas séries acima,

obtemos

a2 _ 4 bc - da _ 1 - —(bc =-'dad@cd _ -B
c ’ c? 2’ . c? Y

c =1, themos d

Fazendo a 574 e b = 774, produzindo a

v
<
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aproximagéo
1 + 7x/4 ' 1 5 _, 25 4 125
- + — , —
1 - g Xtz 1es * ¢

1 + Bx/4 2

que tem o valor 1.4 para x no infinito. Uma outra aproximagfo

usando os quatro primeiros coeficientes ¢

1 + 13x/4 + 41x%/16 x+0 41
1 + 11x/4 + 29x*/16 T28 "~

R

1.413793103, que esti4 bem

" mais préxima de 2172 = 1,414213562...

_ | ©
Definig8o: A [L/M] Aproximag8c de Padé para f(z) = a;zt & a

, 1=0
fragdo racional

,.PLCZ) Po * Pz *+ ... + pp 2zt .
[L/MJ — ol - T 3.z F . T (4.18)
onde P, e Qy sdo primos entre si e oé L+M+l primeiros coefici-
entes da. sua série de poténcias coincidem com ag, ay, ...ap,y -
Ou seja,
o : P, (2D _
S L+M+1 _
Z a;z GlD + o(z b (4.1
V=0
Exemplo: Se fCz) =1 - z/2 + z2/3 +...., entfo
[1,0] = 1 - z/2 = £(2) + &(z?)
[01] = — = £(2) +‘0sz)
1 +z/2
: - i +Z/6‘_ 3
(171] = —1_:—8—2_/§ = fCz) + o(27).

Da equagdo (4.19), multiplicando por Q,(z), obtemos
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(1 +quz+ ... + quzM Cag +a,z + ... ) =

= Pg * PgZ *t ... + ppzb + e(zM*LT1)H, | (4,200

Assim obtemos as equagles para os coeficientes:

29 = Po
ag * a9y = Py
a, +a,q, + a,q, = py (4.21)
ap, *tap-494 * t agqy = PL
ap+g t aqy * * ap-M+19m =0
.................................. (4.22)
ap+m t 2pem-19¢ * + apdy =0
Se ¢ < 0, definimos a; = O.
Podemos escrever (4.22)da seguinte forma
ap-M+4  dpL-M+2  dL-M+3 AL IM AL+
ap-M+2  3L-M+3  3L-M+4 3L+t AM-1] - _| 3L+2
aL C 3L+4 aL+2 AL+M-1 dy4 An+M
(4.23

do qual os q; podem ser encontrades. Os coeficientes do
numerador p,, Py .;., p, seguem imediatamente de (4.21D. Assim
C4;23) e (4.21>, normalmente, determinam o© numerador e o
denominador da [L/M] Aproximag¢8o de Padé que concorda com a
série de potéﬁbias através da ordem zL*M,

Vale lembrar que a condig8o Qu(00=1 difere da definigdo
classica de Frobenius (18810 e Padé (18382 que requereram sim-
plesmente que Q,(z) # 0. Esta diferenga pode ser vista através
do seguinte exemplo: Se f(x) =1 +x%? + ... e L =M= 1,
podemos  facilmente verificar que P1Ck) = Q1Cx3'= x.

P1Cx)/Q1CxJ =1 satisfaz
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o

Q1) T a;x* - P1(xd = #(x¥
1=0
mas ndo satisfaz
© P10
Al - = 3
Y ax NE) a(x J.

120

A origem deste estudo ¢ a série de poténcias ¥ a;z', mas

nem sempre existe série de Maclaurin para. uma fungSo f£C2).
. ' : o '
Assim, dada a série de poténcias [ a;2z', (4.23) e (4.210 mos-
: 1=0 )
tram como as aproximagBes de Padé sfo construidas.

| Uma série de poténcias Y a;z' ou converge apenas para z=0
ou existe um. nimero r>0,Cpodendo'ser r infinito) tal que a sé-
rie converge absolutamente no ihteryalo aberto (-r,rd e divérge
fora do intervalo fechado [-r,rl. Nos extreﬁos -r er, a série
- pode convergir ou divergir, conforme o caso (r é chamado raio
de convergénciad. | |

Se o raio de convergéncia é zero, a série de pdténcias
Edntém poucas informagdes sobre a fung3o, mas se uma seqiiéncia
de aproximaqﬁeé de Padé da série converge para uma fungdo g(z)
com zeD (D disco com raio maior que zero), ent8o concluimos que
g(z) ¢ uma fungfo com a dada série de.poténcias. Agora se a.da—
da série~dé poténcias converge para uma fungdo em C—r,r)- com
re(0,ad, entdo uma seqiiéncia de aproximages de Padé pode con-
vergir para zeD onde D ¢ um dominio maior que (-r,rJ), ou seja,

estendemos o dominio de convergéncia.

Exemplo: Seja

1/2

. n _ [1 + 22 _, - 3z , 39z% ‘
fCZ)—[—l—Té*Z———] '- 1 Z—+_§2—— e e e >
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usando a equag8o (4.23) calculamos o b,=13/8 da [1/1] aproxima-

. ¢80 de Padé e da equagdo (4.210 obtemos aj=1 e a,=7/8,assim

: 1 + 7z/8
{111 1 + 1328 e
13 3 38 _, 7 3
+ == - = —=z%2, ..|=1 + %
[1+82][1 4z+3az ],1 82+o(z)§.

Na figura 1 esté comparada esta aproximag3o com f(z) para z20.
Em particular, f(ad=0.5 e [1/11CaD=7/13=0.54, dando 8% de pre-
cisdo no infinito. Estelexempld”mostra o grau de aproximagfo
para uma fungdo com raio de ¢onvergéncia de 1.2, usando somente

3 termos da série.

0. 95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.2
0. 65
0.6

Truncamento da série

t1/1] Aproximacéo
de Padé 1

L]

' . f(z)
0.55 , .

; 0.5 - P T A . A : A .. ., N

Figura 1-Comparagdo entre o trucamento da série

~com a {1/1] aproximagZo de Padé.

Se a regra de Cramer for usada, podemos calcular q,,

qps --.»qy de (4.23) e assim o denominador de (4.18). Logo
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A,-M+1 AL -M+2 SR 2 AL+q
&L -M+2 ap-M+3 s AL+1 3L+ 2
; 1 R R T LR TR TR
QMCZ - Z aL_1 ' aL .« s e aL+M_2 aL+M"1 'Y (40 24)
: ap aL+14 <o dL+M-1  QL+M
zM zM-1 . .. z 1
onde
AL-M+1  BL-M+2 K 3L
AL -M+2 a,-M+3 SR Ap+4
A= e e e e m e e e et e
o . C(4.25)
Ap-1 aL cer o 3LaM-2
aj, AL +q < 2L+M-1

Consideremos agora

A -M+1 A, -M+2 s AL +1
Ay -M+2 AL-M+3 s AL+2
) 1 e et e ettt i e e e e e e e,
i o= = _ ;
Qu(zd) T a2 A ay -4 a, . L a; +m-q4 |-C4.26)
‘-:0 aL aL+1 « s aL+M
’ o (s3] 4
' oM+ oMti-1 .
raz L a;z . L a;z"
L=0 1=0 : _ 1L=0

-

Lembrando que a; = O se-é < O e subtraindo da ultima linha,
zL*1 vezes a primeira linha, z!*? vezes a segunda linha, ...,
zL*M vezes a pentltima linha, reduzimos as séries da dltima
linha, anulando M termos. Usando os termos iniéiais dessas sé-

ries, definimos:

A -M+1q AL-M+2 e dL+1
ap-M+2. AL -M+3 I 8L+2
. ci) 1 ;....,.....;......,............7.;..... ca 27
L A L-1 _ L e AL+M-1 | .
ay, ap 4y cen 2y .M
L-M L-M+1 e L
M+i M+i-1 i
Y 2z ra;z ce - ¥ a;z
i=0 izo i1=0
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Teorema 4: Com P (z) e Qu(z> dados por C4.24) e C4.27) respec-

tivamente,
©
Qu(2dL a;z' - P(2) = oCzb¥M*1), (4.28)
i=o0
Prova: Note que o resto é
, o
i- -— -
Qu(Z2L a2zt - P2
i=o
ap-M+1 qp-M+2 o 2p+1
AL-M+2 qL-M+3 - - e 3qr+2
— E aL: . - aL+1 oL | « s - . aL+M .='
o o : ce o
. M+i M+i-1 S i
L az"" L az" el r aiz
i=L+1 1=L+2 i=L+M+1
aL_M.‘.‘ aL—M+2 LY aL+1
1 2 auei | PLMez AL-M+3  tc+ 32 |
=3 T zL*M*Hi T (4.29
i=1 - ap cee AL+ M-1
a, ;44 cae aL+M
ap+d Ap+i+t o BLaM+d #

A equagdo (4.29) é ocasionalmente usada como forma de

calcular o erro na aproximagdo de Padé. Consideremos

AL -M+1 Ap-M+2 e 3y
aL-M+2 AL-M+3 e ap+q

A= T K
aL_1 aL ' s aL+M-2
ar, Ap+1q O ap+M-1
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Note. que se A¥0,. entd3o . as equagdes .lineares (4.23) s3o
nio-singulares e a solug8o dada por (4.24) é Unica. Assim, po-

demos dividir (4.28) por Q,(z), produzindo

0 P, (2D
?_:tz ol oz >, (4.30)

© que prova © seguinte teorema.

Teorema 5: [Jacobi, 1848) A [L/M] Aproximagéo de Padé de ¥ a;z!
¢ dada por

P (2D

» onde Q, e P, s8o dadas respecti-

"mente por (4.24) e (4.27) .

Teorema 6: (Unicidade). Quando existe, a [L/M] aproximagSo de
Padé para qualquer série de poténcias formal ACz),

é Unica.

Prova: Assumimos que existem duas destas aproximag@es de Padé
XCzd/¥Cz)> e UCz>/V(2), onde o grau de X e U & menor ou igual a
L e que o gfau de Ue V é menor ou igual a M. Ent3oc devemos

ter, por (4.19

XCzZD/YCZD) - UCzd/VCz) = ¢eCzLtM*iy C4.31)

visto que ambas aproximam a mesma série. Se multiplicarmos

(4.31) por YC2)V(zd, obtemos

XCzDVCz) - UCz2DYC(z) = oCzb*tM*1), C4.32)
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Mas o lado esquerdo de (4.32) ¢ um polinémio de grau no maximo
L+M, e desta forma € identicamente nulo. Visto que nem Y nem V

¢ identicamente nulo, concluimos que

XY = UV . _ v (4.33
Pela definig8o, ambos X e Y, e U e V sdo relativamente primoé
e Y(0O=V(0>=1.0, temos mostrado que as duas, supcstamente apro-

ximagBes de Padé distintas, s8o as mesmas. #

Padé (18920 ajustou as aproximagdes em uma "ordem

semi-infinita ou tabela . Pela tiabua de Padé entendemos o
arranjo:

M\\\h 0 1 | 2 3

0 to0) | 11001 (201 [3/0]

1 - [01] B (111 - [2n) [31])

e {021 [12] [22] , [321]

3 (03] - [13) (23] [3/3]

4 [0/4] {1/4] [274) ' [3/4]

Tabela 4.1- Taébua de Padé

As somas parciais da série de Taylor ocupam a primeira linha da

tabela 4.1,
4,3~ Aproxima¢3o de Padé para a fungdo exponencial

Por Taylor,

x
e? = % =1 +z+ =+ ... (4.340
LY
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e desejamos calcular Q,(z), da [L/M] aproximagdo de Padé,

-----------------------------------------

1 1
CL-M+1D! CL-M+2D!
1 1
C(L-M+2)! CL-M+3)!
QMCZ):C-_M- 1 ......... .1 ..........
Lt CL+1)!
M ZM-1
‘onde
1 : 1 :
CL-M+1>! - (L-M+2>!
1 s 1 :
CL-M+2)>! CL-M+3)!
Cy = .
1 1
L! :CL+1)!v

Removendo o denominador de cada linha, usando as

de determinante e a definigﬁo:

n
PN —=<rvim>7
1=1 .
_ obtemoé
L! L!

CL-M+1D! {L-M+2) !
. - CL+1D! CL+1D!

M = P | e CL-M+3)!
CL+M-1)! CL+M-1)!

L1 CL+1d1

1 1
! CL+1)!
1 1
CL+1D! CL+2D!
......... oy ,
CL-M+1)D! CL-MD!
4 1
(4.3
1
!
1
]
CL+1d C4.36)
1
CL+M-1D!
propriedades
(4.37)
L 1
L+1 1 » (4.38)
L+M-1 1
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subtraindo a (M-1)-ésima linha da M-ésima, a (M-2)-ésima - linha

da (M-1)-ésima,

.» a primeira linha da

identidade
rt o Cr=1dt o5 Cr-1d!
st ~ (s-1)! | st
obtemos
L! . L! .
CC-M+10T  CL-M+2)!
| L' L!
= O} — o VICLYE
Cu = PM-DY) oyiasT cowee
CL+M-2)! CL+M-2)!
‘ L1 CL+1!
LY L
(L-M+2>T  CL-M+337T
CL+1! CL+1)!
= 1Mt Mt ] — T TTVTAST
PC-1OMACM-1 | rmprasy (L-NM+2)!
CLAM-2)! CL+M-2)!
Lt CL+1D!

segunda, e usando a

(4.39

(4.40

- Agora, (4.40> ¢ um determinante CM-1)xCM-1) com a mesma forma

de (4.38), apenas com M-1 no lugar de M, assim com o mesmo pro-

.y 1
cedimento chegamos a

‘CM

(1) Usando a identidade (4.39)

coluna 2 obtemos

M

C_l)M(M-i)/Z

pqC-12871Ci-1D! =

M Ci-1D!

CL+4{-1D1!

i=1

r-s=M-2,...

na coluna 1 obtemos

C4.41)

r-s=M-414, na
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Consideremos o coeficiente de (~z)k em Q,(2),

1 1 . _ 1 1
CL-M+1D! CL-M+2>t ~°° L CL-k+1D1 | """ (L+1)!
C-1dkq, = 1 ! R S _1
UTe,| TTwwdT W+ | Lkt | (e
------------------------- l...:--o- l.c-----.-n
1 1 1 1
L! CL+1D! "t CL+M-kO! I T CL+MD!
- (4, 42)
onde a coluna rodeada por ! | ¢ retirada. Uséndo © mesmo

procediménto anterior, definimos

LM |
BeN T C4.43)
v=0 .
e assim
L+ L+ .
CL-M+1D1 B k#1571 |
- B ' I cL+2d! |
iyke, = P | CL#+2d! CL+23!
CDFa = & | cTwmT | Tk | 1
........ IR A RN | o R I BRI
CL+M! - CL+M! .
L! e I CL+M-kD! |

(4.44

Usando as operagdes entre linhas e a identidade (4.39) obtemos

CL+1D! CL+1D! L
| Tt T 0 L Tk#2T |
C-10M pM! CL+2)! I cL+2t |
—1ykq, = - __to¥e)
C1%a Tk o= L N KR L !
--------------- 'a----o-t l....-u-o.
CL+M-1)! CL+M-1D1! L
L! e I TCL+M-kDOt !

(4.45
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Prosseguindo assim, obtemos

~ k -
C-1dkgk = + b ] CM-4+1DL.
a Cukt 1
CL+1D! CL+1D1 .
CL-M+k+103! ' L!
CL+2! _ cL+2d! . i
- —. | L M+k+2d!' """ CL+1or7 o =
CL+M-kD V" CL+M=kD! .
Lt - "t CLAMk-1ot-' -
L
| LMk <131 x
~ : k 5
p  CL+M-kD! . CL+1D!
= + - | =
TexT T LT ?_EM GO e o
CL+M-k~1)1 L
Lo ,1

[N

' (M ' k M-k-1

] 1 (CL+M-kD ! " 4

=t { Il 15t } LTk Y { n CM"+1)’} m ¢ =
v= .

i=4 1=1

EA
CL+éd!
1

_ 1 LMk
=T

M LTKTCM-KD! €4.40

O sinal do lado direito de (4.46) ¢ o mesmo de (4.41), porque
os determinantes (4.36) e (4.42) tém a mesma dimensdo, e sofrem

as mesmas operag¢des. Logo

1 CL+M-k>!' ™M il

& Ceravior I —ersasn (4. 47

C-1D qu = c_l)M(M-i)/Z

e observando que para k = 0, temos exatamente (4.41). Portanto



CL+M-kD! M! 1

C
= (-1)k M
e i I i d =S T
e
. MoOCLHaM-KD! MY (2K
2 = E_o CL+MD T CMKkOT k!

Da mesma forma chegamos a

CL+M-KD'! L! zk

L
L2 = L Lot Lo kT

Portanto a [L/M] aproximagdo de Padé para exp(z) é

CCLAM-KD! LY zk
L CebT LT K1

k=0
M

[L/M] =

CL+M-KD> ! M! (-zDk

L CL+MDt CM-kD! k!
k=0

ou seja,

(LM = bz

QmC22
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(4.48

(4.49

(4.50)

(4.51)

(4.52)

Segue algumas aproximagBes para a funglo e?, disposta na

tabua de Padé ( Tabela 4.2).
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1 e
Q\L 0
o 1 . 1+x ' T 242x+x%
1 1 2
{ 1 2+x - S+dx+x?
1-x 2-x% 6-2x
2 2 . 6+2% 1z+6x+x2
2-2x+x% ' G-4x+x2 12-6x+x?
5 6 24+6x ' GO+24x+3x%
6—6x2+3xz—x3 24—18x+6xz—-x3 <SO-E!<$x+S>'xZ—xa
Tabela 4.2- Aproximac®es para eX.
Notando que:
w .
: _ 1 M, L -t
PLCZD—EEIEST-J t (t+z) e dt, E ‘(4.53)
AS R o _
pois
® : - L L ' o _
1 M L -t 1 i M+L-1i ~t{ _
mﬁ“*”edt‘mZ[t]ZJt e dt =
o i=o0 - o
o
I = o I o 4.5
~ CL+MD! Z L'CL-¢DY . ’ , *
i=o o _
L M+L-i-1

tomando u=tM"* Yt emos du=CM+L-idt dt, e dv=e ‘'dt donde

. -~ t . . . ’
v=—e . Assim a integral fica

o 0o/

’ ” . r .-
Jt“”‘“e"dt = tim [—t“*L'fe"] + cum—wJ MR e gy =
o (o] o) -



©
= CM+L-¢)Jt“*L""e“dt =
o _
= (M+L-4D1, (4.55)
portanto
o L i
1 M L -t _ - CL+M-O 1LYz :
CLAD T Jt Ctrzd7e At =L mgaproc-or - 459
o) 1.='0
Da mesma forma
o
_ 1 ML -t . .
QMCZ)_{E:EFT J;Ct z) t e dt . (4.57)
Podemos entdo esérever a seguintev;gﬁaldade
\od o ® :
z _ 1 : e o NM L —t4z M L t. _
e QMCZ) PLC-_Z) = ET“"—M)—. { J Ct z) t e dt J t (t"’Z) e dt } =
o o
_ z
_ 1 Lo, M -t . _
= ff:ﬁ5T~J t (t-z0"e 'dt =
o
Lz tM L M (1-1z
= (-1 LD J;u l-pe du (4.58)

e assim

71
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1
PLCA C—l) L+M+1

= gcm T aam® QMCADJ““ we
o]

M ACL—LD)

du C4.59

“de onde podemos concluir que o erro na aproximagdo de Padé
depende da norma de A. Mas este problema pode ser contornado

usando a igualdade eA=CeA/™™, a idéia & dividir A por m tal

P, CA/mD

————— seja uma aproximagdo apropriada para ™ e depois
QuCA/md : : iep

que

A
obter e . Observe o teorema.

1Al .

‘ 1
Teorema 7. Se -7 %3 ‘[13, entdo
' 2 CaeE - .
[—L(A/ZJ)] = e g (4.60)
onde
IEN _ (lan™™ L TP L
HAl — 2l CL+M 'CL+M+1)1 T|2) CL+MICL+M+1D)°
C4.61)
' 1 PL A+F
Prova: Notemos primeiro que se HAH<§ entfo 6;(AD e , onde
M1
IFI < grapttMer LM a2

CL+M VY CL+M+1D!
Para L e M admiss{veis consideremos a igualdade

1

PLCA a -1 AL*M+t (4-LYA L M
+ Qy tew J e Moca-y du , (4,63
)

TSI LD

%
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e assim
_ P, CAD
e Q—M-C—A-S- =71 + H . (4., 64)
onde1
. 1 v
1 L+M+1 L+M 5 L M
< - b - <
IHI < CL+M)!“A" T J;e poCl=pddu <
tM1? '
< gpaptrMt L!M! : ' . (4.65)

CL+MD TCLAM+IDT

Agora, IAISE e assim IHI<I donde

2
o X .' ® o
IlogCT+H =l § C- aker B <L "H" < rHip ok = HL o
v k 1-1HI
k=1 k= k=0
| L+M+s - LIM! -
< v _ :
< 8IlAl LD LI DT (4.66)
| | P
Colocando F=log(I+H>, resulta que e —————=I+H=eF, e assim
N @)
PLCA AF A+F '
oA =ee = e , J& que F e A comutam.
" v
' ¥ (L+M~-j) IM! c-ay?
(1) Qy(AY=I+G , com G=} — _ ,
J=1(L+M)!(M—J)! it
(L+M-j) IM! M
agora [ ] donde lgll< e assim
(L+M)'(M—J)' L+M L+M
L+M

-1
la HSH<1+G> I<
M 1—"0") L
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Portanto se E=8jF, vem

o j
E;LCA/aJJ] = [eA/z tF ] = MF g B €4.67)
. .

Usando a aproximag8oc diagonal fica

Al

- Se 57 < % entso
i
Pum . ‘ : A+E
[——=CA/2J>] =e" T, (4.68)
Qu
onde
IEN o (1an®™_ cu® Ayt cwno® C4. 60
TAll = 7|23 ] eEoidaM+1d! — |2 (2M 1 (2M+1D! *
Para a aproximagdo usando série de Taylor, teremos
- Se %%E < % entdo
2! ,
; A+E
i =
_[TkCA/a ’]_ s (4.70)
onde
2k k-3 k "
IEN Al 1 1 1 Ak
—_— < < |- — = —
TAT = SLZJ ] e [a] et ¢ TEAEL pro (4.71
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5~ TESTES NUMERICOS

5.1~ Introdug¢3o

Nosso objetivo agora é comparar, na pratica, o que acon-
tece com as aproximagBes apresentadas anteriormente. Neste
sentido, apresentaremos os resultados obtidos, com auxilio de
um ‘computador CONVEX-C210 C(UFSC), e faremos uma comparag8o
‘entre os erros absoluto ou relativo com os limitantes de erros
usados. Notaremos que esses limitantes nem-sempré fornecem um
critério ideal de pérada na execugdo do método.

‘ - Para isso, construimos matrizes A, partindo da décomposi—
¢do A = PDP™1.- Primeiramente,;dbtemos~-a matriz P randomicamen-
te, usando  a subrotina  RANVCISSED,n,v), disponivel na
biblioteca VECLIB  do CONVEX-C210, [24]. - Nesta subrotina
fornecemos a semente issed (1234), declarada como inteiro de
~dupla precis&o,'e'n.:Obtemos como retbrno-o'Vetor v, decla-
rado como real dupla precisfo, contendo n nﬁmerbs pseudo-randé-
micos no intervalo [(0,1D. |
| Obtida, entio, a‘matriz P, calculamos a matriz P71, usan-
do também uma subrbtina, DGEDI, disponivel na biblioteca
LINPACK (241, incluida no VECLIB dd CONVEX-C210.

E finalmente, fornecendo a matriz diagonal D, obtemos a
matriz A que.seré usada.

Assim , eA = PePP™!, Essa ser4 a "real” exponencial de A

para as nossas comparagdes.

5.2~ Aproximag¢Bes por Taylor

Para a aproximag8o pela série de Taylor, usamos como cri-

tério de parada: .
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1) o limitante do erro absoluto, obtido de acordo com o teore-

ma 3 do capitulo 4,

Ak+1 lalleo
n | I, ©

Ck+1D1

(5.1

para uma aproximag8o de ordem k, onde n é a ordem da matriz

2) a norma do incremento de cada passo, [|Ty,, - Tk“m'

Observag8o: Em [1], [8], os limitantes sfo calculados com a

2-norma. Mas, eles podem ser estendidos a norma-o .

Exemplo 1: Usando uma matriz gerada randomicamente de ordem 3.

2> Com autovalores distintos <1,2,3>. C [JA] = 5.83 )

20

) k*t1 .
n de A HA . s erro
———fl ne (v ) T - T :
iteragoes "<k+1>!“w ' _ “ k+s -k"m‘. abgoluto
11 1041. 88 0. 89E~-2 3. 50E-2
15 . 0.34 3.39E-4 8. 33E-5 '
17 1.34E-2 » - 4,27E-S5 ‘2. 69E-6
6. 10E~-5 5. 92E~-8 1. 03E-8

Tabela 5.1

b) Com autovalores distintos <5, B.1, 5.2. C "A"m='5 p)

n® de Ak¥1 erro
tteragoes "(k+1)!"ape“A"m "Tk+1 ) Tk"w absoluto

11 1200. 43 2. 69 2.03

15 31.24 ) ?.01E-2 3. 36E-2

17 3.25 ?.30E-3 2. 95E-3 ..

20 ?.00E-2 1.57E-4 5. 13E-5

25 4.20E-5 ©. G3E-8 2. 38E-8

Tabela 5.2
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c¢) Com autovalores nfo distintos (8, 5, 5.4>. "A"w= 6.83 D
o X
n de "A" i . erro
ne o© T - T
iteragoes "(k+1)'" " k+1 k"w absoluto
11 34445.04 16. 66 16.28
15 1595, 08 0, 7?7 0. 44
17 211.87 0.140 4.8B4E-2
20 1.725 8.51E-4 2.97E-4
30 1. 17E-5 5. 6G6E~-9 1. 30E-9©
Tabela 5.3

Exemplo 2: Usando uma matriz gerada

a) Com autovalores distintos (1,

1.5, 2, 2.5, 3.

randomicamente de ordem 5.

C "A" 21.09
[-] ) . ‘
n° de : A erro
ne o T =T
iteragoes “(k+1)'“ . “ k+1 *“w absoluto
14 26007470%1.07 0.35 0.13
15 8918791, 74 1.22E-3 3.01E-4
17 33%5428. 80 4. GLE-5 ©.?6E-6
20 1560. 99 2.14E-7 3.75E-8
25 ?.44E-2 1.02E-11 3.84E-12
30 1.27E-6 41.74E-16 2.49E-12
Tabela 5.4
b) Com autovalores distintos préximos (3, 3.00001, 3.0000002,

3. 0000003, 3.0000222>. C

lAll,= 3

00 >
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[

Ak™1

ia} de "A" erro
— I ne 0 T - T
iteragoes "<k+1>!"w " k+1 k"m absoluto
1 1. 63 1. 62E-2 5.87E-3
15 5.541E-3 5. 49E-5 1, 34E-5
17 . 2.07E-4 2.006E-6G 4.35E-7
.20 ©. G1E-7 ©.57E-9 1, G?E-9
25 4.58E-11 4.56E-13 3.49E-13
Tabela 5.5
¢) Com autovalores nio distintos <4, 4, 4, 3, 3>.
C "A" = 25.84 D
0
) : kt1
n" de A Al erro
ne 1&g T - T
"<k+1)!“m - " k+1 k“w - absoluto

tteragoes

11
15
17
20
36

- 382337950722, 90
42326036197.87
2843120593, 65

831471796, 64

1.59E-6 .

6.16

6. 82E-2
' 4.58E-3
5.07E-5
2.57E-18

3.36
2.42E-2
1. 38E-3
1.25E-5
5.97E-12

Tabela 5.6

Exemplo 3: Usando uma matriz gerada randomicamente de ordem 20.

a) Com autbvalores distintos (0.5, 1, 1.8, 2; 2.8, 2.7, 3, 3.2,
3.4, 3.8, 4, 4.8, 4.8, 5, 5.1, B.2, 5.4, 8.8, 5.0, 6.5).
¢ |A] = 90.32 >
) [24]

r3 kFT
n de A "A" . erro
- —_—— || ne o T - T
iterdgoes "(k+1>!"m " k+4 k"w absoluto
25 1.89E 37 5. G4E-4 1.94E-4
30 1. 55E 34 4. 62E-7? 1.206E-7
35 5.45E 30 1. G1E-10 1.83E-10
75 1. G64E-6 4. 79E-47 1.98BE~-12

Tabela 5.7
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b) Com autovalores distintos préximos { 2, 2.0000001, 2.0001,
2. 00059, 2.000000101, 2.0000012, &.000310001, 2. 000030002,
2. 00000003, 2. 0000001 32, 2. 000013, 2. 0000300021 ,
2. 000100020003, 2.001, 2,015, 2.0158678, &2.000123, 2.01000012,
2. 02000101, 2.000300020001}. C "A"m= 2.46 O

-]
n . de "A" : : erro
. ne ") T - T
iteragoes - "(k+1)'" " k+1 k"w absoluto
11 0.22 . 59E-4 2.27E-4
15 1.28E-3 . 5.47E-6 ©. 6SE-7
17 . 3.62E-6 ‘ 1.54E-8 2.16E-9
20 ' 5.80E-9 2.47E~114 2.99E-12

Tabela 5.8

¢) Com autovalores n8o distintos (1.5, 1.8, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5,
2.3, 2.3, 2.3, 2.3, 2.3, 2.3, 2.3, 2.3, 2.5, 2.5, 2.5, 2.5,
2.5, 2.8. C ||A]| = 27.45>

-]
n de . A | erro
ne 0 T - T

iteragoes "(k+1)‘" ' " k+1 k"w absoluto
11 ©92368836532, 56 5. 93E-2 1. 72E-2
17 44730734.79 2. G7E-6 4. 59E-7
20 _ . 122546. 35 7?.32E-9 1. 04E-9
31 . 1.39E-6 | 8.32E-20 1. 43E-12

Tabela 5.9

5.3= Taylor com balanceamento (Scaling)

Como podemos observar, a magnitude da norma influencia
diretamente na rapidez da convergéncia. Assim usamos a
igualdade e® = (eA“™™ para contornar este problema como foi

visto no final da capitulo 4.
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Al '
Se —— < 0.8 entéo
. 2]
~ i
A _ 12 k-3
e [Ty CAs2 1)) "m 1 Al €O.BYk"3 ellaligtO: S 1/¢k+1)
"eK"00 - k+1 00
(5.2
Exemplo 4: Usando os mesmos dados do exemplo 1, obtemos:
ad
n° de limitante do " T ' T " erro erro
fiteragoes erro relativo Tkt ke relativo absoluto
5 1.0406 2.40E-4 4. 34E-5 3.09E-3
? 0. 140 3.3GE-7 . 3.73E-8 2.66E-6
10 . 9. 20E-3 4. 74E~-12 '83.406E-13 2.47E-11
15 1. OOE-4 4. 70E-21 2.87E-15 2.05E-13
19 ©.3?E-6 ?.94E-29 2.8B7E-15 2.05E~13
Tabela 5.10 ' '
bl
n® de limitante do “T , T " erro erro -
iteragoes erro relative k*? kllow| relativo absoluto
5 0.82 a. O?F- 4 2 NAF-4 4 n"rRE-2
? ©. ?6E-2 1.29E-6 ?.03E-7 1.04E-4
8 4. 06E-2 5.7?7E-8 2.73E-8 4. 06E-6
10 ?.87E-3 ?.84E-11 2.95E-11 4. 38E-9
15 1. G2E~-4 9. ?3E-19 5.07E-15 ?.53E-13
19 8.03E-6 2.206E-25 5.0?E~-145 ?.53E-13




c)

ad

bd

n’ de limitante .do "T ’ T " erro erro
tteragoes erro relativo k+1 kllo|l relativo absloluto
5 1.25%5 ©.47E-4 G. 49E-4 2.78E-1
7 0.13 4. 20E-6 2.02E-6 8.68E-4
o 2.32E-2 ©. 65E-9 '8.56E-9 1.52E-6
12 2.13E-3 5.05E-13 1. 16E-13 4.99E-11
15 - 2.12E-4 1.07?E-17 5.147E-15 2.24E-12
20 4. 98E-O 4. 06E~-206 5.17?E-15 2.21E-12
Tabela 5.12
Exemplo 5: Usando os mesmos dados do exemplo 2, obtemos
n® de limitante do “T‘ . " erro erro
tteragoes erro relativo k+1 k g relativo absoluto
-5 17.39 3.59E-6 1.?7?E-7 4.95E-5
3 2.11 3. 65E-8 1. 40E-9 3.93E-7
10 8. 40E-2 6. 55E-17 1. 10E-14 3.09E-12
21 7. 66E-6 2.42E-44 1. 10E-14 3.09E-12
Tabela 5.13
n® de limitante do “T T " erro erro
tteragoes erro relativo k+1 kllo| retativo absoluto
5 0. 40 8.24E-4 3.62E-4 7.28E-3
? 5. 65E-2 3.806E-6C 1. 19E-5 2.39E-5
10 4. ?71E-3 4.04E-10 8. 63E-10 i.73E-9
12 O.?7E-4 5.17E-13 1. 08E-13 2.10E-12
15 9. 76E-5 - 1.24E-1417 1. 68E~-14 3.39E-13
19 4. B8B4E-6 3.3G6E-24 1. G68E-14 3.39E-13

Tabela 5. 14

81
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n® de limttante do erro erro
iteragoes erro relativo “Tk+1 _.Tkuw relativo absoluto
5 32.85 O, 99E-6 6.81E-7 5.44E-4
6 3.08 1.38E-7 ?.25E-9 5.78E-6
;] 0.24 1.45E-11 5.27E-13 4.21E-10
10 4. 15E~-2 8.39E-16 7.49E-15 G.34E-12
21 ©.28E-6 7. G4E-42 7.49E-15 G.34E-12

Tabela 5.15

Exemplo B: Usando os mesmos dados do exemplo 3, obtemos

ad
n® de limitante do "T T “ erro erro
tteraqoeel erro relativo k+a kllp| retativo absoluto
S ?5592. 41 - - 2.04E-7 2.24E-8 1.42E-4
? 8.09 3.59E-12 3.83E-13 2.43E-9
23 ?.48E-C ?. GOE~56 ‘?.49E-14 4.75E-10
Tabela 5.16 '
bd
n® de limitante do “T T “ erro erro
tteragoes erro relativol kf‘ kllo] relativo absoluto
5 O. 31 3.15E-4 ©.41E-5 1.01E-3
? 4. S5OE-2 8. 79E-7 1. 64E-7 1.78E-6
8 1. 96E~-2 3.21E-8  5.53E-9 5.90E-8
10 3.86E-3 3.31E-11 4. 40E-12 4.77E-114
15 8.01E-5 1.88E-19 2.07E-14 2.24E-13
18 8.34E-¢6 8.51E-25 2.07E-14 2.24E-13

Tabela 5.17

82
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c)
n° de limitante do "T' T " erro erro
tteragoes erro relativo k+1 k g relativo . absoluto
5 , 42.73 2.08E-6 6.51E-8 1.27E-5
[ 3.59 1. GBE~B 4. 24E-10 8. 26E-8
10 4. 47E~2 _ 1. 29E~17 1.51E-14 2. 96E-11
21 . 9, 09?E-6 6. 92E~-46 1.514E-14 2. 96E-11
Tabela 5.18
5. 4~ Padé

Para as aproxima¢des de Padé, o calculo de um- limitante
para o erro-absocluto-ou relativo leva-em conta-informagfes ndo.
somente sobre os autovalores, mas também sobre VCAJ, onde v(Ad=
m%m k(DD e A = TIJT ! (Fgrma de Jordan). Assim se A €& uma matriz
qualquer, o cllculo de um.limitante depende de v(A) e o cilculo
de v(A) nSoc é obvio. Agora se A € simétrica e se usarmds-a nor -

ma definida por lAl = a. |, Wragg & Davies [12] mostram que:
M= ij _ ' \ q

LpJ ’

Pe,cAJ".< n (qld2 A29%1 expCAd

QqC A (2qD 1C2q+10TQqC A S (5.3

llexpcad> -

desde’quevos autovalores,de,A estejam nd interior de [-A,Al.

_ v _ : -7 0 61) :
Exemplo ‘7: Usando a matriz A = O 5 0O | onde Al = 13.
_ ' ®
6 0 2
n® de usando. o erro
iteragoes limitante (5.3) - absoluto
6 237939983, 06 0.14
10 55890010. 41 4.5BE-8
20 1.53E-6 3.89E-11

Tabela 5.19
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Exemplo 8: Usando a matriz A= | 2 O & | onde lAll =
w .
4 e 3
n° de usando o erro
iteragoes limitante (5.3) absoluto
10 42.56 1. 72E~2
12 5. 76E~2 1. 40E-5
14, 4. 20E-5 5.87E-9
15 ©, 23E~7 3.56E-10
Tabela 5.20
0.5 -1 0.3
Exemplo 8: Usando a matriz A = |-1 - 1 0.2 onde (Al
' 0.3‘ 0.2 0.1
n® de usando o erro .

iteragoes

limitante (5.3)

absoluto

3
5
4

.22
5. 05E~-5
2.39E-9

7. 63E-3
7. 34E-7
1.62E-11

Tabela 5.214

5.5- Padé com balanceamento (Scaling)
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Q.

=2. 2.
0

Utilizamos a igualdade e? = CéA’m)m, com a finalidade de

diminuir a norma da matriz que aparece nos calculos das aproxi-

magS3es de Padé. Obtemos desta forma, uma rapidez significanté

na convergéncia dos resultados. Usamos neste caso ‘o teorema 7

do capitulo 4 para definirmos um limitante do erro relativo:



I Allo ¢

onde

IEllo < CO.8)2%

57 % ent3o

I+ -

PqCA>
oxg vl ™

A
e Hl

a Cq? lAlw
Ceqicag+iy]

< lElw e
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(5.4

(5.5

Exemplo 10: Usando os mesmos dados do exemplo 1, obtemos

ad
n® de usando o v erro erro
tterdgoes limitante (5. 4) relativo absoluto
3 ?.24E-O 2. 20E-9 1.57E~-7
4 7.18E-9 3.08E-13 2.20E-11
Tabela 5.22 '
bd
n° de usando o _ erro erro
itteragoes | Limitante (5.4) relativo " absoluto
3 6. 20E-6 4. G4E-8B 6. B9E-6
4 G. 15E-9 1. 79E-11 2. 66E-9
Tabela 5.23
cd
n® de usando o erro erro

iteragoes

lLimitante

(5. 4) relativo

absoluto

3
4

8. 10E-6
8. 04E-9

1. 39E-7?
?.03E-11

5. 96E-S
3.01E-8

Tabela 5.24



Exemplo 11: Usando os dados do exemplo 2, obtemos
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ad
n’® de ~ usando o erro erro
iteragoes limitaonte (5.4) relativo absoluto
K 2. 6G4E-5 4. B83E-~-13 1.35E-40
4 2.59E-8 2.89E-15 8.09E-13
Tabela 5.25
bd
n® de usando o " erro erro
tteragoes limitante (5.4) relativo absoluto
3 3.72E-6 8. 32E-~8 1.67E-6
4 3. 69E-9 4. G4E-11 ©. 32E~-10
Tabelo 5.26 '
cd
n® de usando o erro erro
tleragoes Limitante (5.4) relativo absoluto
3 3.16E-5 3.48E-12 2.77E-9
4 3.44E-8 .8.29E-45 6. 62E-12
Tabela 5.27 '
Exemplo 12: Usando os dados do exemplo 3, obtemos
ad
n® de usando o erro erro
tteragoes limitante (5. 4) relativo absoluto
3 1.12E-4 2.03E-13 1.29E-9
4 1.11E-7 1.768E-13 1.13E-9

Tabela 5.280
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5.6- Runge Kutta de ordem 4

“bd
n® de usando o erro erro
iteragoes limitante (5.4) relativoe absoluto
3 3.0%5E-6 1. 04E-8 1.413E~-7
4 3.02E-9 3.01E-12 3.206E-11
Tabela 5.29
cd
n°® de usando o erro erro
iteragoes limitante (5.4 relativo absoluto
3 3.40E-5 1.36E-13 2.G8E~-11
3.37E-8 .. 4. 20E-14 8.25E-12
Tabela 5. 30

Aplicamos também o método de Runge-Kutta de quarta ordem

[Q] para calcular a exponencial de uma matriz, porém, como

podemos observar nas tabelas 5.31, 5.32 e 5.33, os resultados

obtidos nfo foram animadores. Para termos de comparagfo, usamos

um limitante de erro abscluto {1,18].

Exemplo 13: Usando os mesmos - dados de exemplo 1, obtemos

ad

n°® de limitant e erro

- > elaly K5

iteragoes lAllo etdli h* - absoluto
20 0.57 1.31E-3
30 8.13E-2 2.70E-4
60 2.75E-3 1.76E-5
100 2.21E-4 2.32E-6

Tabela 5.314
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bd
n® de ] limitante . erro
~ » ellAly RS |
iteragoes lAllow elfliw h absoluto
20 0.11 : 1.906E-2
30 1. G2E-2 4.15E-3
G0 5.49E-4 2.78E-4
100 4, 41E-S5 3.71E-5
Tabela 5.32
cl
n® de ltmttanles . ' erro
iteragoes lAllw ellAllw h absoluto
20 v - 2.01 1.21E-1
30 2.8CE-1 2.59E-2
60 0. ?72E~-3 1.75E-3
100 ) . ?.81E-4 2.35E-4

Tabela 5.33

5.7- Comentarios

Podemos observar nas tabelas 5.1 a 5.8, 5.19 a 5.21 e
5.31 a 5.33 apresentadas acima, os -limitantes = dos -erros
diferem dos erros reais principalmente quando a norma da
matriz ¢ um numero grande. Este ‘problema foi contornado
fazendo-se uso da igualdade eA = CeA’™M, »ondé dividimos a
matriz A pdr uma ,poténcia} de 2, com ab finalidade de diminuir
a norma da matriz resultant.é._ ‘Escolhemos poténcia j tal

que "—él—" < 0.5 , o que foi utilizado na construg8c das
2’ '

tabelas 5.10 a 5.18 e 6.20 a 5. 30.

Observemos que as apfoximag&es racionais de Padé
convergem com um numero de iteragdes consideravelmente menor
que © simples uso do truncamento da série de Taylor ou do

método Runge  Kutta, utilizado comumente em equagdes
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diferenciais.
Para o exemplo apresentado na introdugi8o, obtemos para a

exponencial de A usando Padé com Scaling e t=1, a seguinte

matriz eAt:
0.215060185905783 0.185179115395620 0. 797249026691702E~1
0.185179115395620 0.2904785088574953 0.185179115395620

0.7972490266941702E-1 0. 185179415395620 0.215060185905783

com B iterag8es e limitante do erro relativo igual a O0.31E-11,

e para t=10, obtemos a seguinte matriz eAt:

0.71433587384836E-3 0.101022202942925-2 0.74433381269474E~3
0.10102220234292E-2 0.14286696865431E-2 0.10102220234292E-2
0.71433381269474E-3 - 0. 10102220234292E-2 - 0. 7143330126947 4E-3

com 5 iteragfes e limitante do erro relativo igual a 0.31E-10.

Usando Taylor com Scaling obtemos para t=1, a Seguinté

matriz e?t:

0.2150060185905783 0.185179115395620 0. 797249026691 703E-1
0.1851?29115395620 0.294785088574953 0.185179145395620
0.?97?249026694703E-1 0. 185179115395620 0.215060185905783

com 18 iteracdes e limitante do erro relative igdal-a 0.B4E-5 e

para t=10, obtemos a seguinte matriz eAt:

0.714335873684838E-23 0. 10102220234292E~2 0.71433381269477E-3
0.10102220234292E-2 0.142866968654341E~-2 0, 10102220234292E-2
0.714333812G6947?7?E~-3 0.10102220234292E~2 ©.71433381269477E-3

com 22 iteragBes e limitante do erro relativo igual a 0.6GE-5.

Para calcular poténcias de uma matriz, BP, onde B & uma

matriz nxn e p um numero natural, utilizamos o algoritmo



abaixo [2],

t
Seja P = T R 2k, onde R #0, a decomposigSc . de P em
k=0 :
fatores de 2.

k=0

Enquanto R, = 0
= B? .

k +1

-~
nn

(obtemos como resultado final F = Bpj.

Q0
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6~ CONCLUSZO

Como podemos observar, as varias definigdes apresentadas
para fungdo de uma matriz fCA), associada & fCz), com z e C,
s3o equivalentes a menos de generalidades e satisfazem algumas
propriedades importantes.

Lembremos que, na definig3o de f(CA), usamos os autovalo-
res de A, o que dificulta o calculo de fCA). Esta dificuldade
ficou bem caracterizada no momento em que analisémos_a sensibi--
lidade do problema de definir a'exponencial'de uma matriz, eA.
'O problema  é bem condicionado qUando~é’matriz € normal.

Tanto<na3~apfoximag5es de Taylor como nas aproximag@es de
Padé para a fungdio e® foram calculados limitantes dos erros
absolutos'ou rélativos. Verificamos que a norma da matriz esta
diretamente relacionada com as aproximagBes. Assimv procuramos
contornar este problema usando a igualdade Cé5’m)m = eA, ou se-
Ja, féduzindd a norma da matriz. Com isto as aproximag®es foram
mais eficientes, no sentido de que a répidez de convergéncia

aumentou consideravelmente.
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APENDICE

Teorema 1 : Seja A uma matriz quadrada. Sejam Ay, ..., A\ os
autovalores distintos de A. Seja, para cada n e N,

t

£,02) = T Loy 4oy ,0z-A 0+ oy (2R, 0 Tk

Iy (0D, (1D
k=1
onde
£ (A D
= -n-kZ
%kt Ty N
o, = £oCAD | + £ (AD !
k2 n-"k ¥ (2D z=)\.k n CAgd ’
Cj-1) o
_ 1 £ (2D : -
oy ; = GOT |pies ~com j=1, 2, ..., sy,
k z=\
3
k=1, 2, ..., t, w;Cz) = ———25335— , onde y(z) é o
| » © Cz-\ 0Tk |

polinémio minimal da A.
Ent3c a sequéncia de matrizes fnCA)‘converge,qdando
n+o se, e somente se, a sequéncia fﬁ(z)fconverge'no

éspectro de A, isto &, os limites

tim £,.CA e Lim £,CACADD W

n-+m : n-+0

sempre existem simultaneamente. Além disso, a equa-

¢ao

tim £ C(ACADD = fCACADD _ 4

n-00
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implica que

lim £,CA = fCA 1§45

n-+00

€ reciprocamente.

Prova: Observemos primeiro que podemos escrever (1) da seguin-

forma

t .
£Cz) = [ [fank)Zk1C23 F L ONIZ,C2) + L.
. k=1 :

fﬁfﬁek-1’cik32kskCz)] , N | | e
onde_ | |
%1 wkéKkD v Ak‘s[ kéxlﬁ];:x; ch?\kDZ( kgkkD];:\k '
Zy2 ;;ic—:k; ¥ cz-)\k)?[ kzzb];ﬂk '
Zyg, = Cz;:ﬁii;—i + CZ—AkJSk[ﬁi%ESJ;=kk+ N '. [3e

onde os Z, ; sdo polinémios cujos os coeficientes s8o construi-

dos utilizando os y, e os autovalores, logo independente de R

1) Se os valores de f,(z) convergem no espectro de A quando n+w

para um valor limite, entdo da férmula anterior obtemos:
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L
f,CA) = § _[fnCKkDZk1CA) + 7 (N IZ A + L.+
k=1 ‘ '

fl('\sk_i)

C}k)stkCA)], (8
Segue que o limite ﬁig f,CA) existe, pois as matrizes 2, ;CA
k=1, 2, ...» t; j=1, 2, ..., 5,0 sHo completamente determina-
das e n3o dependem de f,(z). f, ¢ avaliado somente sobre o es-
pectro e os 2, ; s8o linearmente independentes; Assim de (4D de-

duzimos (5).

2) Suponha, reciprocamente, que ,gig £ ,CAY existe. Sendo as
matrizes Z linearmente independentes, podemos expressar de
(8, os m Cm = T s, valores de f,(2) sobre o'.espectro de A
Ccomo uma forma linear) pelos ﬁ elementos’ da matriz f CAD.

Assim a existéncia do 1inutef%3grfncch3> segue. #

- Observag8o: Para maiofes detalhes consulte [3].

Teorema de Abel: Seja T a,x" uma série de poténcias cujo raio
de convergéncia r & finito e positivo.
Se ¥ a,r" COnyerge, entdo Z.agx“.converge"uni-

formemente no intervale [O,r]. Em particular,

. ny = n
: &3?“§2 apnx') = P apr. : | D

Prova : Ver [14]



Q7

Teorema de Hensel: A série de poténcias
fCA) = ¥} T £kICzdCA-z,I0k 10
k=

converge se, e somente se, toda raiz carac-
teristica A{ de A permanece dentro ou sobre
o circulo de convergéhcia de f(z), e para
toda raiz A, de multiplicidade s; do poliné-
mio minimal de A, a (s;-1)-ésima derivada da

. . (s;~1)
série acima converge em A; para { ' Q. FP ]

Prova: Seja' ¥ _%T £f¢k)(z DCA-z Ik convergente. Se A = PJP~1

ent8o J=P"1AP e a hipétese ¢ equivalente a

PTiL —%—!-_f‘k’gzOJCAqonkP o 11>
Convergir,-isto é,
T -71(-,- £¢k2Cz,dCT-2zoI0k, | 12>
Agora J= diagCJ,, J,, ..., J,D, cada J; associado alkt, com
Jig +v- O | P B o
J, = .. . » onde Jir; = _ 1|
0 Jirg | 0O ... A
13

Para qualquer i existe pelo menos um'bloco de ordem r;, onde r;
é o grau de Cx?kt) no polinémio minimal, e é a maior ordem pos-

sivel entre os blocos J; ;. O bloco correspondente a esse em

1 ‘ .
L 7 £ (20T -2z,I0k | (14
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é
, - 1 (r;-1)
fond 70D ... fF::TT f - QP
s (15

0 .. (@ P

cnde
fCXL) =¥ —%T f‘k’CZODCki—;OI)k

f*CA;) = a derivada da série acima avaliada em A;
f‘ri_i)CAib = a (r;-10-ésima derivada da série acima avaliada
em A .

Assim, A; esta denﬂro oulsobre o raio de convergéncia de f, £,

.,f‘ft’r Por outro lado, se E —%T £k2Czgd0 -250k  converge

para |[A\;-z,| S r e f(2> = F —%T-f‘k’CZODCZQZODk converge para

|z—é°| < r entSo pelo teorema de Abel

1

£ = § 47

£ekICz DN -z 0k ; AU

converge, bem como suas derivadas até ordem Cs;-1). EntSo para
qualquer { temos que as somas parciais e suas derivadas até a
ordem Cst—l).convergem em A, (z,=\{J), e pelo teorema 1 segue

que

- fCAd =

™8

£z OCA-Z Ik | #
=0 .

»



Teorema 2. Se A e E s3o matrizes quadradas e t20 entio
t

efA+E)t - oAt = j;eA(t—S)Ee(A+E)SdS,

Prova: Aplicando variag3o dos parimetros sobre

xfﬁ Ax + Ee(A*E)t
xC0 =1

Se ¢(1) & matriz fundamental de

x> = Ax
xC0) =I,

e y(td) & uma solugfo de (19D, ent&io
Ly = AgCtd + Ee(A*E) L e @) = eAl,
Fazendo y(t) = tdc(t), temos |
ptd) = @ (tdeltd + ¢Ct)c’(t).
Assim | | |

APCEICCL) + ¢CtIc’CL) = AGtdcCt) + EefAtElt ¢
c’Ct) = ¢ 1C(LDEe!ATEIL,

Logo |

' t
CeCtd =1+ f;¢"Cs)Ee‘A+E’9ds, CcCOd = I).

Portanto‘

) t
LD +,¢(t)J;e'ASEe‘A*E’Sds.

(i)
ou melhor,

t
eAl 4 j;eA(t-S)Ee(A+E)sds.

4%)

g

as

(19

20)

21

22) .

«23

24

25

262

27>



Agora,

YCL) = efAtENL | : 28>
é solugdo de

(29>

*Ct) = AX + Ee(A"'E')t
xC0) =1

também, pois

YPCL) = CA+EDe(A*E)L = AQ(A+E)L 4 Eo(A*E)t = AY 4 E oA*EM
' (30

Logo, - por unicidade de scolugles segue que

b

e(A+E)t = oAt 4 j;eA<t+9’Ee‘A*E’9ds. -3 31)

100



