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RESUMO

0 campo do parametro de ordem dos Nemiticos-Liotrédpicos é
representado por um tensor de segunda ordem simétrico e com trago
nulo, com ci@co componentes ‘uaﬁ)’ Neste trabalho, estudaremos a
transig3o nemAtico- isotrépico como uma aplicag3o da Teoria de Campo
Tensoria{mEuclideana.vA Densidade Lagrangeana de acordo com Landéd-de

Gennes ¢ escrito por:

=1vQ _.vQ_+ 1 m Q _.Q + 1w Q .Q .
2 VWop et 5™ BpUpa T 3, %3%0 Y %a
: +1tu (@ _.@ )°
g ¢ of3 ﬁ‘a’
A teoria de Landau mostra um diagrama de fases com

nematicos—uniaxiais e fase isotrdpica. A transig3o uniaxial-isotrépica
© de primeira ordem exceto num ponto isolado de segunda ordem,
conhecida como ponto de Landau e a-transigzo entre as fases uniaxiais
s30 de primeira ordem. Assumindo que as flutuagBes n3io mudem em geral
o diagrama de fases, uséremos a teoria de perturbag3o renormalizada e
as condigBes de renormalizag3o da teoria de campo, para calcular as

fungBes de Wilson ,ﬁ(u4$ (u‘) e ¥y 2(u4) para uma teoria sem massa

* ¥y P3
referente aoc ponto de Landau (m’=0 e u—:O ). Usando os diagramas de _
Feynman os expoentes criticos em torno deste pontoc de Landau s3o
determinados. - -
Guando u9=0, o comportamento critico do sistema ¢ dominado
pelo ponto de Landau. Se a constante de acoplamento for uS#O, o
sistema faz um "crossover” do ponto de Landau para uma transig¢io de

primeira ordem. O expoente de “"crossover"” do ponto de Landau para uma

transig3do de primeira ordem ¢ calculado até a ordem gz, onde &£=4-—d.



ABSTRACT

The order parameter field of the Liotropic—Nematics is
represented by a symmetric traceless second rank tensor with five
indepen?ent components (Qéb)',‘ In this work we will study the
nematic-isotropic transition as an FEuclidean Tensor Field Theory
model. The Lagrangian densiiy according to Landau—de Gennes is given
by:

:e=-va 1 z

o V9pa aﬁﬁas'“"aﬁﬁr

1 z
U (uaﬁ ﬁ

Landau’s theory shows a phase diagram with uniaxial-nematics
and isotropic phases. The dniaxial—isotropic transition is of first
order except for an isolated point of second order transition known as
Landau’s point and the phése transitionA between the two uniaxial
phases is of first ordef. Assuming that, in general, the fluctuations
‘ polnot change the phase  diagfam, we will use the renormalized
perturbation theory and field theofy renormalization conditions to

calculate Wilson’'s functions:ﬁ(u‘),,y¢(u‘), (u) for a theory

7.2
which is massless in relation to Landau’s po;zt (m°=0 and u = 0).
Using Feynman diagrams the critical exponents arocund this point are
evaluated. ‘

When u = O, the critical behaviour of the éystem is
dominated by Landau’s point. If the coupling constant, u_» has a
non—zero value the system executes a crossover from Landau’s point to
a first order transition. The crossover exponent from Landau’s point

to a first order transition is calculated up to order'sz, where <

4—d -



SUMARIO

Agradecimeﬁtos ....V_'.......................-------------°---0------1ii
Resumo ...;.-.-...;...;..-........;.;....;.;---;--fn--~¥;---g:;-iV
Abstragi .....-.........;.............;........;.....-..f...;.. v
CAPITULO I  — INrOOUGHD -cececececcencsesanansennanncasansase 1
CAPiTULd I - A densidade Lagrangeana e as ‘

: fuﬁ96e5~dé-Greén ;...;.;.;,;;..;;....;.;......;. 9
CAPITULO 111 - Grupd»de fenormglizagso R >3
CAPITULO IV — Determinac3o dos expoentes criticos ...cccecveeee 49
CAPITULO V — Determinag3o do expoente de "crossover”......... 958
CAPITULO VI  ~ CONCIUSED cvecccccscceocmannsonsnnncanceanncennes 65
APENDICE. A e v emcesenonnsesnnannccennceaneeneseosaameeaacenne bb
BIBLIOGRAFIA — .cccccscersocsccencaa .-........;.-........-.....-. 79

vi



CAPITULO 1

INTRODUCAD

De acordo com a teoria de Landau, wusando um parimetro de
ordem tensorial na expans3o do potencial termodinamico, pode—se prever
a existéncia de um diagrama de fases apresentando um ponto criﬁico
isolado de transi¢3o de éegungafordem, numa liﬁha de tfansig&es de
primeira ordém. fal ponfo & conhecido como Ponto de Landau. Wo pohto
de Landau, o coeficiente do termo cdabico na .expansﬁo do potencial
termodinamico no parametro de ordem, vai para zero. _

Nos cristais liquidos liotrépicos, a transig3o de fases
nematico uniaxial~isofr6pito,'pode ser‘descritéipor um parémetro de
ordem tensorial. Esta transigio ¢ de primeira ordem, e pela teoria de
LLandau, um ponto isolado de segunda ordem deve unir as linhas dg
primeira ordem uniaxial positiva e uniaxial negativa. _

Vamos definir o parametro de ordem utilizado na transig3o de

fases nematico uniaxial—-isotrépico.

1.1 —PARAMETRO DE ORDEM'

O parametro de ordem dos NemaAticos—lLiotrépicos pode ser
definido como a parte anisotrépica do tensor de susceptibilidade ou

constante dielétrica Q Sendo que Q ¢ um tensor de segunda

o © o3

ordem, simétrico e com trago nulo.

(1.1)



Q possui cinco componentes independentes, e pode ser escrito:

o3

aQ Q
b ¥ 9 12
uqﬁ = 12 }sz (1.2)
Q
13 29

Quando os componentes diagonais s3o iguais, o0 tensor tem

o3 ¢

tensor nulo, temos a fase isotrépica. A fase isotrédpica tem simetria -

simetria axial, temos uma fase nemaAtica uniaxial, e quando @

rotacional, e a fase nematica uniaxial tem simetria axial.

Como @ é simétrico, pode serﬂdiagonalizado, entio:

of3
a o
o )
0 O -

Se a=b=0,‘elefrepresenta uma fase isotrdpica.

Se a=b»0, para a > O, eie representa wuma fase ne;atica uniaxial

positiva (FNu' ).

Se a=b=0, para a < O, ele representa uma fase nematica wuniaxial

negativa {FNu ). | ‘ ’
Vamos fazer o diagrama de fases dos nematicos uniaxiais e da

fase isotrépica, usando a teoria de Landau.

1.2 - TEORIA DE LANDAU'

Segundo essa teoria a €nergia Livre de Gibbs (6), “pode ser
expressa através de uma expans3io em série de poténcias do parametro
de ordem, de acordo com a simetria da fase nemitica. Como 6 é um
escalar, precisam05 de todos os invariantes escalares de Qaﬁ' Vamos

obter esses invariantes:



(1} o primeiro invariante ¢ o tracgo de‘ﬂaﬁ, Q =0 .

(ii) o segundo invariante ¢ o traco do produtoQ

= 2,.2
Gaﬁgﬁa 2{a" +b +ab) .

(1iii) o terceiro invariante ¢ o traco do produto Q
ras P o %ya

Gaﬁﬂﬁyﬂ = - 3ab(a+b).

{iv) o quarto 1nvar1ante 4 o quadrado do segundo invariante,

12 =a(aZ+b3+ab)>.

(G Q.
aﬁﬁ . :
Com isso podemos = construir a densidade de Energia-
Livre,
G—Go+1r Q e @ @ Q _+u (aot/? ) (1.4)

o%%pa 3 o iy ya

onde:

Go ¢ a Energia Livre da fase isotrépica.

ror YUgs U s3o constante fenomenolédgicas que dependem da press3o

e temperatura:s L A(T-Tc), A ¢ constante e Tc ¢ a temperatura onde
acorre a transigfio de fases de segunda ordem, ‘u= ulP) e u &

independente da temperatura.

Usando os invariantes, a Energia Livre ficas . P

6=6_+ r_{ a’+b%+ab) ~3u_ab(a+b)+4u_{ a’+b%+an)® (1.5)

Para que se manisfestem as fases nemAtica e isotrépica, a tem gque ser

igual a b.
6 = Go+3r a’—&u a +36u a*. (1.8)
o 3 <
Minimizando a Energia Livre com respeito a a,

86 = 6r a — 18u az + 144u a’ =0 (1.7)
33 o 3 4



a=0, implica na fase isotrépica e se for a20, teremos a fase nematica

uniaxial, logo:

24u az - 3ua+r =0 , : {1.8)
Py ) o

Teremos os seguintes valores de a :
T J' 2 -32ur
] u > 4 ©
a+= 3 3 . - o )
T 16u‘~_ s : ' , S ' {1.9)

No ponto da transigZo uniaxial-isotrépica, so hi um _potencial 'G=Go,
com isso s& ha um valorjde3§‘diferente“de-zero."0 parametro a pode

assumir dois valores: a=0 e a=0. 0 valor de a=0 ¢ obtido de:

6§ -6 + 36ua’-sua’ +3ra’=0 (1.10)
[+] e} 4 3 £ o ] . .

-

e dai,

ax = » £1.11)
12u4 . v '

Como na curva de coexisténcia sé ha um potencial, ent3oco ha um Unico

valor diferente de zero de a . Da eq. (1.11):

f1.12)

uz = 12u r
8 4 O
Usando este valor na eq. (1.9), temos:
u * u /3 _
at = 3 3 {(1.13)
16u
4



Obtemos dois valores:
a= u_/12u e a = u_ /28u : (1.14)
- i | 4 - b | -

Se levarmos esses valores & eq. (1.7) verificaremos qQue: a minimiza ©
-+

e a n3o minimiza. togo, a curva de coexisténcia da transigZo de fases

de primeira ordem, onde se di& a transig3co de fases nematico

uniaxial—-isotrépica, ¢ dada por:

12“4{6“ y  COM vﬁ9>0 . | £1.15)

e os parametros de ardem nesta curva s3o 3

a=u /i2u e a=20 - ' {(1.14)
s s »

u >0 o que 1mp11ca a>0, corresponde A curva de coexisténcia
entre a fase isotrépica com a fase nematica uniaxial positiva (FNu 3.
us< O ©o que implica a<0 , corresponde 2 curva de
caexisténcia entre a fase isotrépica com a fase nematica wuniaxial

-

negativa (FNu ). .

Assim para:s

i o< ul 4 , L P 3
1) ro< u_ 112u‘ e q’>0v, correqund?'asFNu »
ii) r < u. /12u, e wu_<0, corresponde 2 FNu ,
iii) f6> u:-112u¢ s Corresponde 2 fase isctrdpica,

iv) u3=ro=0 ’ correspondé aD ponto'isdlado de tLandau,
v) para ro(O, quanc:lcr-u‘3 e‘O,.existE‘uma descontinuidade no = parametro

de ordem: {a,— a_):

32y fr | ~ (1.17)
atr = + h 3 4 had
- - 16u
.
Assim, a linha u = 0, L < 0 , & uma linha de trénsigﬁo de

fases de primeira ordem, correspondendo 2 uma curva de coexisténcia

entre as fases FNu+e FNu .



Todas essas conclus3es estiXo mostradas no diagrama de fases

da figura colocada no final do capitulo. A figura mostra:
i) paraius‘F'O e r, > 0, as linhas pontilhadas co}respondem &

, + . "
transic3o de primeira ordem entre as fases FRNu e isotrépica e
a FhNu e isotrépica, .
ii) para u9=r°=0, caracteriza o ponto iscolado de segunda ordem de

Landau (L)},

ii) para u = =0 e r <0 ,és fases FNu+ e FNu est3o separadas por
uma linha de- pr;me1ra ordem .

Experlmentalmente essas predlgﬁes tem sido confirmadas mnos
Cristaig-tiqu1dos ontrépxcos, embora o Ponto de Landau nZo tenha sido
observado ainda®?. Mas acredita-se ser possivel encontra-lo  a
altas presstes. _ ‘

‘ Entretanto, apesar.dé . seus {sucessos a teoria de tandau
fornece valores incorretosrpgraAos expoentes criticos'® . Por outro
lado tem—se manifestado frequentémente correta na suas predi¢@es da
aordem da transig3o e fornmecendo assim um ponto de partida para uma
teoria mais completa. ' '

f consequéncia dessas limitacBes & a necessidade de usar um
outro método que fornegca os expoentes criticos em torno do ponto de
Landau, levandoc em conta as flutua;ﬁes do parametro de ordenm. aQ

método usado sera o Grupo de RenormalizacZo de Wilson {(GRW) com a

Teoria de PerturbagXo Renormalizada.

A Densidade 1L agrangeana - para uma transi¢io

nemitica-isotrépica, segundo Landau—de Gennes pode ser escrita:

1 1 2
€=V 58 st 3 H B8, * 372, 0,,9,0,,

[

1 2
+ a7 Mg (Qaﬁuﬁa) (1.18)

Como queremos obter os expoentes criticos em tornoc do ponto
de Landau, onde se d4 a transigio de fases de segunda ordem, fazemos a
constante de acoplamento da interag3io cgbica A3=0, com isso O

6



comportamento critico do sistema ¢ dominado pelo ponto de Landau. Se
13F O, © sistemavPDQE fazer uma wmudanga {"crossover”) do ponto de
Landau para uma transic¢3o de fases de primeira ordem.

No capi tulo 11, vamas construir uma Densidade
Lagrangeanaéque seja mais facil de manipular. em torno da transig3o
nemétlco uniaxial-isotrépica, de onde se obtera diretamente as funcdes
de correlagao ou fungBes de Green. Neste capitulo ser3io apresentadas
as regras de Feynman, de maneira que as fungBes de Green ser3o
escritas em termos dos diagramas de Feynman; e depois serio definidas
as fungaes4de "vertex". Entretando verificaremos que essas fungSes
- divergem para valores. grandes ‘e pequenos momentos, quando d » 4,

No capitulo I11, calcularemos os expoentes criticos®em torno
do ponto de Landau usando o método do GRW, ele s6& ¢ aplicado neste
ponto, onde ocorre a transiﬁzo .de fases de segunda ordem. Como
queremos que o comportamento critico do sistema .seja dominado pelo
ponto de Landau, desprezaremos o0 . termo cdbico da Densidade
Lagrangéana, fazendo Ks = 0.

Devido a divergéncia das fun¢Bes de “vertex", a massa do

campo pz e a constante de acoplamento K4 perdem o significado,
divergindo. Por isso devemos criar novos parametros renormalizados de
massa mz e constante de acoplamento u_s que n3o dlvergem.
. Fazendo uma renormalizac3io das fung®es de "vertex", teremos
as fun;8es de "vertex" renormalizadas, que n3io mais divergir3o para
valores grandes de momentos, com " cutoff” A » o, e em d -+ 4. O
"ecutoff" {comprimento de onda de corte) A & definido como inverso da
distancia da rede. No caso dos cristais 1liquidos nIo ha rede, a
distancia ¢ nula, logo A+»w. Ha vantagem em férmular a teoria em termos
das integrais que convergem para N » ® e d » 4, deste modo os
detalhes microscépicos s3o isolados. Para o estudo dos fendmenos
criticos este procedimento assegura que o “cutoffﬁ microscdpicao, N o
0, n3o seria importante.

' No paoanto de Landau a massa desaparece (mz¢ 0 ), entZo vamos
usar as condi¢3es de renormaliza¢io, para fixar as fun¢Bes de "vertex®
renormalizadas numa dada escalé de momento externo. Feito isso,
podemos determinar os parametros n3c renormalizados: X4,... s ©em
termos dos parimetros renormalizados : u‘,... -

7



Pela varia¢3o infinitesimal da escala de momento, teremos um
grupo de edua;&es renormalizadas, deste grupo obteremos as fungSes de
Wilson® :@(u‘), f¢ (u¢) e y¢; (U4) escritas em poténcias de u, e £,

e = d-4.

Da equac¥o ﬁ(u‘=u:) = 0, teremos os pontos fixos, onde a
mudanga de escala do momento nZo afeta a2 constante de acoplamento u s
isto se da no ponto de Landau. Usaremos o ponto fixo u: diferente de
zero.

- No capftulo IV, A& partir das fungSes de Wilson Yy (u: ) e
y¢; (u: ) no ponto fixo u: ’ calcularemos os expoentes criticos‘s de
flutuacdes n e v, na ordem 2 ’ e usando as relagSes de
Esca136 determinaremos os outros expoentes criticos: o, 3, & e 7 .

_ No capitulo V, calcularemos o expoente de "crossover” ¢%
em ordem 52, introduzindo o termo ctbico na Densidade Lagrangeana. Com
a introdug3o da constante de acoplamento da interag3o cﬁbica_'us, o
sistema pode fazer um “"crossover" do ponto de Landau para uma

transicio de fases de primeira ordem?®
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CAPITULO I1I

A DENSIDADE DO LAGRANGEANO E AS FUNGCOES DE GREEN

Usando o parametro  de ordem Qaﬁ e sua simetria, que
definimos na introdugio, podemoé construir a Densidade do Lagrangeanoc.
Pela Densidade do Lagrangeano determinaremos as regras de Feynman, e

obteremos as fun¢gBes de Green em termos dos diagramas de Feynman.

2.1 - CONSTRUCAO DG LAGRANGEAND™®

A densidade Lagrangeana & formada pelos invariantes do
parametro de ordem ou campoé, que obtivemos na introdugzo. A densidade

Lagrangeana seri dada por:

_ 1 1 =z 1
2 = 5 VﬂaﬁVQBa * S Qaﬁuﬁa + ET-A Gaﬁgﬁvcva
1 2
+ K4 Eﬂaﬁ Qﬁa]
(2.1)
onde:

#2 ¢ a massa do campo, e & proporcional a (T-Te),

As, A@sio constantes de acoplamento da interag3o cUbica e
quadratica, respectivamente.

A densidade do Langrangeano ¢ uma fung3do do campo ou
parametro de ordem e também do gradiente do campo. Todas és interagdes
s3o locais, com isso podemos usar a Teoria de Campo Euclideana. De
forma que n3o depende explicitamente das coordenadas espaciais.
Devido a esta invariincia translacional, podemos formular a teoria no

9



no espago de momentos. o
As regras de Feynman sZo determinadas diretamente da Densidade

t agrangeana. A parte guadratica (290) determina o propagador Yivre

ou func3o de Green livre (Go) e o resto determina os vértices (ﬁ,nt).
. 1+

£ = o + £
tnt
onde:
o = = va__va +2 e _a (2.2)
z g pa T2t ¥ Fap Upo -
e = L s a g a +:x fa_ @ }? (2.3)
~int i T T pr va 4! Ts of3 Bo -
No espago de momentos, 2o fica:
1 z 2 |
$t = — .
fo 5 [K + p }Daﬁ“() Gﬁa‘ K) ‘ (2.4)
Queremos exprimir o invariante do parametro de ordem de
forma mais simetrica, como ’Gaﬁ'eﬁa = Aaﬁ,vé'uaﬁ'ové’ sendo Aaﬁ,vé um
tensor.

Com isso, vamos reescrever a Densidade Lagrangeana.

o propagador livre & (ver referencia® na paAgina 53):

-1

aQ
Go (K) = < @_ (K@ (-K) > = _of3 06 (2.5)

of3, vé af? K2 < uz

10



2.2 - DETERMINACAU DO PROPAGADOR LIVRE®™®

A invers3o de um tensor do tipo de A ¢ muito dificil.

af3, b

Ent3o faremos uma transformacioc do tensor Q;ﬁ’

componentes independentes, em um vetor @i com cinco compqnentes.' E o

‘"gue tem X cinco

N\ ‘ . ‘ . .
tensor A se transformara em ama matriz, que - ¢ mais facil de

af3; vé
resolver.
foi definido em (1.2), logo seu produto @ _.Q. &:
Qo - logo seu B apOpa &*
2 2 2 2 2 C B
= +
Qaﬁoﬁa 2 [Gu+azz 012+013+st+011022] : : (2'6)'

Vamos reescrever 0s cinco componentes independentes do tensor

Qaﬁ’ em cinco componentes de um vetor w“ i = 1,.}.,5, da seguinte
maneira:
Q 11 | 22 | 12 | 13 | 23 :
o3 .
¥, 1 2 3 4 S (2.7)

A eqg. (2.6) em termos dos ¥, fica:
. %

i1



onde V& uma matriz:
ij

[ 1 1/2 O o ©°
i/2 1 o) o) 0 I
v =21 0 0 1 (o] o .
it o o) o 1 O©
0 0o 0 Lo} 1 (2.9)
A inversa desta matriz ¢&é:
2/3 -—-1/3 o) O o)
s -1/3 2/3 O o O
V. = O O 172 O O .
v o 0 o 1/2 0
O o Q 0o 172 ’ (2.10)
Com isto a parte guadratica da Densidade Lagrangeana fica:
1 2 2
,‘:, = — K ‘ Ca
° Tz [ * "} ¥V . - (2.11)
e o propagador livre:
v!
Go(K) = —3i . |
K2 & uz (2.12)

-1 . . .
Podemos escrever V. numa combinag¢3o l1inear dos fndices:
1)

o3, e &.

—1 = -1 = A '
Vii T Vap,vs = C1%a%ps * .szaééﬁv * C6.5%s (2.13)

12



Usando a mesma correspondéncia dos indices: of = i e vé& = 3., fica:

- -1 i 1 .
= = = & - =
yij vaﬁ,va 2 [6avéﬁé + éaé Bv] n‘éaﬁévé (2.14)
onde:
6aﬁ sio tensores unitarios de n dimenéaes en ¢ a dimens3o
tensor qaﬁ’ no nNosso caso,; n=3.
Fazemos:
viiz=pa =24 2.15
i i Top,vé (2-15)

Com isso determinamos o fo:
go = = (k2 « 2lo_a7% @ .
2 o3 a3, vE T vé * (2.16)
e o propagador livre fica:

A
= - = a3, vé
Goaﬁ,vé(K) = < Qaﬁ(K)Gvé( K) > ;;:;;— -

(2.17) .

do

Para simplificar trocamos cada par de indices por uma letra, assim: of3

por a, v& por b,.... Assim as equagBes (2.14), (2.16) e (2.17) ficam:

&
1 af? véd
A == )5 & & .6
g0 = L k2 +« 42)e a6 '
] H 1%afabe : : (2.19)
A
Go_, (K) = b |
a Kz - yz . 7 (2.20)

Sendo gue:

13



= A (2.21)

aa ~ Lop,op Z 1
doous =0 Ay =0 (2.22)

onde A € o namero de componentes independentes do tensor Gaﬁ' No nossc

caso N = 3 o A =5

2.3 - DETERMINAGCAO DA PARTE COM INTERAGX0®C

Devemos escrever os invariantes que aparecem na Densidade
Lagrangeana de Interagio da forma mais simetrica possivel e em
conformidade com a estrutura tensorial da fun¢3o de Green Livre.

O terceifo invariante pode ser escrito como: Aabcacabﬂc,

sendo gue Adx n3o tem estrutura e seu trago ¢ nulio sobre cada um dos

pares a, b e c (A = ©0). 0 quarto invariante escreve—se como:
) aac .
.2 Q08
r4o.bcd a b c a’

onde:

1
-3 [Aab‘éfcd * Ao.cAbd * Aadb.'bc] ' (2.23)

4abcd

Com os invariantes escritos deste mado, teremos a Densidade

L.agrangeana de intera¢3io expressa na forma:

>
»

2 4
$? = — A = N
Rint T 37 2ancBl * 37 Tiabea®a iy (2.24)
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A tem as seguintes propriedades:

ab
Aab bc = Aac
ab bed = acd
Aab Ga = Qb

: _ 2
Aader4debc - g Aol:oc (2.25)

Vamos a sequir enunciar as regras de Feynman, para podermos

escrever as fungBes de Green em termos dos diagramas de Feynman.

2.4 - REGRAS DE FEYNMAN®

o (N
As funcBes de Green G

T ee s L
1 N
expandidas em termos dos diagramas de Feynman.

(K1 ,...,KN) podem ser

Um diagrama consiste de N pontos externos, marcados com
indices, de cada um partindo uma 1inha externa denominada
Ki(i=1,...,N), e de n_ vértices de interagdaoc do tipo Ar,
representadas porjpontos: De cada vértice partem r linhas interna;,
marcadas com indices, denominadas q;, eve o qi {i _percorre todos os
vértices). Todas as linhas devem ser conectadas aos pares, sendo que
os indices de cada par de linha devem ser igualados.

7 Para avaliar um ¢grafico, apliquemos as regras acima,

conservando o momento de cada vértice e também o momento total do
grafico. A fim de obter a expressio énalitica de cada grafico, usamas
as seguintes'regrasz

i).para cada linha chamada q, associamos um fator Go(q);

ii) para cada vértices do tipo r, associamos um fator

PN

- Fr

! ‘rabe. ..’

ii) integramos todos os momentos internos independentes por

15



oy
o~y
S|
b ] o
-~ o
Y

iv)’multipliéamos por um fator i -y onde N ¢ o numero de
Vértices do tipo r;

v) Multiplicamos por um fator de simetrica §, determinado
pela numero de modo nos quais as linhas podem ser conectados
para dar a mesma estrutura'topdlééica;

vi) indices repetidos nos tensores devem ser somados.

Usando estas regras, o propagador livre fica:

& K
°bz 5> — * (2.26)

Go b(K)‘= >
a KZ+y

Os vértices de interag3ioc s3ioc obtidos diretamente do 2,‘; as
v

suas express®es associadas s3o representadas:

-x_ Ki

3A S(K +K +K ) =
c 41 2 b- |

It ab '(3
® c (2.27)
aK' ]
| Ke
4!I¢cbcdé(K1+Kz+Ka+K4) > ' ky k3 -
. c a (2.28)

Sequem—se agora alguns exemplos de aplicag3o das regras de
Feynman.

16



- ¢ . .
Exemplo 1: FungSo de dois pontos Gz’em primeira ordem de h‘._
Temos dois pontos externos e um vértice de r = 4; marcando

os pontos externos e as linhas internas.

podemos uni-los e formar um grafico com as seguintes possibilidades

—MH S 2., . sendo o fator de simetria 5 = 4x3x1 = 12.
c - - .

Resultando o grafico: %
> 7

a s '_

b

Aplicando as regras: )

d
A ' d
- 4 1 ax3xt . T Go(K)Go(g)Go(K) —2
4 ° 1t - 4abecc -f q ' d
{2mr)
onde:
r = i A A + A A + A A
4abce 3 ab cc ac bc ac be
Sabendo —se gue:
n2+n
A::t: = 4= 2 ‘_ 1 e A'c\.c:Ab‘c: = Aab
loga:
_ 1 _ (A+2)
r&-abcd - 3 [Mab + A.o.b + Ac.b] - 3 Aab o (2_-29)

17



0 termo na integral fica:

d d d

2 ‘
[Bo(K)Bo(q)Ba(K) A‘f Ga(K) fL; Go(q)
(2r7) (2m}

Substituindo Go{K) e Gu(q):

d d
d d v
2. . 1 -
Go™ (K) . d Gola) = 2 2.2 . 4 21 2
(2m) (K" +u") (2n) (q +u7)

Com isso a express3io analitica do grafico, fica:

> g ¢
‘4 1 g 1

- — (A+2)4A - . (2.30)
b6 ab (Kz+#;)z (zﬂ)d .(qz+yz) .

Exemplo 2: Funcfo de dois pontos(#m em segunda ordem em k‘.
- Temos dois pontos externos e dois vértices k4, marcando os

pontos externos e as linhas internas.

e f i J
— :xg ;>< — s, 0 fator de simétria S=8x4x3Ix2x1
c g h b

resulta no grafico:
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A express3o associada ao grafico é€:

—}\é pa 1 ’ 2
. ® - r
[ 4!] 2! Bx4x3x2 4ocder4cdeb Go(K}) x

B 2z _; —
fq fq ——— 5 - Go(q )Galq, )6o(K-q - q,)

onde:

; + +
[Ao.cAde AadAce AoeAcd] X

NaBy o

r
4acde 4cdeb

+ A +
[Ac dAeb- Ac eAdb Ac bAd a]

D)=

+ + s
{Aob Ao.'b Aab“ﬁ * Aab Mo.b * Aab

+ + +
éobA Aab Aab}

2

(A + 2)Aab . (2.31)

. A expresszo final é&:

a. g 1 o
[ f 12, : , (2.32)
2 2 2 2 2 2
@+ ) (q +7)[(K-q —q )" + 1]

Os diagramas de Feynman podem ser classificados em conexos,

desconexos e de vacuo. Vejamos isto num exemplo: construir diagramas
com quatro pontos externos e dois vértices de interac3o X ou seja,

Ao
@)
G em segunda ordem em h‘.

19



pontos externos vértices
: © 4
~ ~
~ ~ :><<%’
<

Podemos construir os seguintes diagramas:

c

o

o0 0 . X,

a 4 () c 4° a

.
[
.
g

(1} (11} (

diagrama (i), & chamado de conexo, os (ii) s3o chamados de

desconexos, sendo gque na Ultima, a interag3io 4 ;que n3oc esta Iigada a

nenhum ponto externo, chama—se parte de vacuo.

2.5 - FUNCSES DE GREEN®

As fungBSes de Green podem ser expandidas em termos dos

diagramas de Feynman . Desta maneira cada funci3io de Green

(N>
6

. (Ki,...,KN) pode ser escrita como uma som@ de uma série de
1T s swl . o * P

N .
diagramas, conexos e de desconexos, de Feynman, de ordem cada vez

maior na interac3io A , com varios numeros de "loops". 0Os diagramas de
r
vaAcuOo n3oc aparecem, pois podemos mostrar que eles se cancelam.
Sendo o numero de "loop” (L) definido como: L = "I—-(n-1},

onde I ¢ o numero de linhas internas e n € o numero de vértices.

20



(27

Vamos_escrever as funcio de Green de 2 pontos Gab ¢ COm
varias ordens de interac3c A4, até 3 "loops”:
v K. i K( K2 Ki K, Ky
6%(K ,K) = >+ +
ab ' 17 2 O- b O b a b
. K, K, K;[”‘\\“ Kz Ky Ic;
T+ + > <+ |
+ ... (2.33)
2.5.1 — FUNCOES DE GREEN COM OPERADORES coMPOsTES®
Para obter a correlag§6 entre a densidade de energia em

varios pontos e a magnetizacfo, devemos considerar médias do tipo:

g Nt . . (K peneK 3 P gec-sp ) =
ti---tN y Ji-.-JL 1 N £ L
L : 7
117@ (K 1@ (K )...@ (K )G (p }...@%(p. )>
2 i 1 2 "7 N P r---H S
£ 2 N i L
(2.34)

A Densidade Lagrangeana incluindo © operador composto,
| 1l ta @@ | . (2.35)
c Ant 2¢ ab a b *

onde: t ¢ um escalar, dependente da temperatura
A regra de Feyhman com operadores compostos ¢ idéntica a

segzo‘2.4, s 0 que & acrescentado ¢, para cada valor de L:

21



( i) corresponde a um fator (%T}’ que se coloca nas expressses

anali ticas dos diagramas. : . R

. , : P
"{ii) corresponde A inserg¢3o do gréficolcf——jé—-' nos diagramas,

b
sendo a = b. A express3o analitica da inserg¢3o é:
b3 .
— : 'S
Zi By, SHK KR
Exemplo 1: FungZio de 4 pontos G;:” em ordem zero de A‘. Temos uma
. P N
inserc¢io (L=1) e dois pontos externos (N= 2):
cc
p
z 1 ,
— " T y S=2x1=2!
c b

Resulta no grafico:

F’ ;?ik%?

[ b -

& expressio analitica fica:

1 X
a2 A, —— 1 — . (2.36)
i D AT )L (KFp) ]

Exemplo 2: FuncZo de 4 pontos G;:J’ em ordem 1 de X\ _ . Temos dois

pontos externos (N=2), uma inserg3o (L=1)} e uma interg3o

A e
&

22



resulta no grafico: b'

9 o

corresponde a expressio analitica:

: A | a9

[»;_]4,(134»2] ab q 1
TS A e Pt fizm (@) tigep)® 0]

N'IF"

(2.37)

' L} .
As fungBes de Green com operadores compostos g™’ sy SA0 uma

.soma de uma série de diagramas com insergBes, de varias ordens de

intera¢des.
2.6 — FUNCOES DE "VERTEX*® -

Podemos reduzir o©o numero de diagramas de uma série,

. ‘ {N,L
construindo as fun¢Bes de Green conexas Gec. )i i ;
L NTR DR

T
1 N L
aparecem os diagramas conexos , pois pode—-se mostrar que os diagramas

s oOnde 56

desconexos paodem ser escritos como produto dos conexos. Com isso o©
.numerc de diagramas na série diminui.

Podemos fazer uma outra simplificag3io, separar um diagrama
em outros dois, "cortando™ apenas um propagador livre 6o. Quando
podemos ' fazer isto, o diagrama é chamado de

“uma particula redutivel"”(iPR) . E guando n3Zo podemos separar em dois

diagramas, o diagréma ‘& chamado de "uma particula irredutivel” (1iPI)

23



Exemplo de um diagrama 1PR:

K >—¥—> () S r v resulta em -%r§;l>—'b ;65:2——3*“*‘b

[}

Exemplo de dois diagramas 1PI:

O préprio propagador livre Go g——y——y ® e um diagrama sem oS
propagadores livres :

a | ]
A sua expressioc analitica fica:
d
A d .
- S 2. . 1 | (2.38)
{27) (q +z)

.Se desmembrarmos os diagramas conexos em iPI, da funcio de 2

. (2> .
" pontos Gc b % fica:
a

e o -

JEA\
A

a b

-a b_o.
T T T KT il (2.39)

® -ee

esta egquacio ¢ a chamada equag3o de Dyson.
Podemas construir as fungBes de "vertex” ™'Y que s3o  uma

soma de uma série de diagramas 1PI, a partar das fungSes de Green

(N, L) ~ N> N
conexas Gec ' - As relagdes entre Ge e I s3o:
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H

2> 2>

No= = = c K B .

Para 2 Fob (Kz’ Kz), [ &6 ab ( o’ Kz) J ' (2.40}
Para N > 2 26" (K ey K) = B 2" (K) ...

[ 1 N .  ab £

Y N

(2> ) (N . N .

...Gcob (KN)- Fi . eei (K‘,...,‘KN).+ aQ (2.41)

onde G "‘)szo todos os diagramas 1PR.

Para calcular GéNn necessitamos dos graficos 1PI e 1PR, e
para obtermos F"“ s® necessitamos os gkaficos. 1P1 de GJNﬁ
desprezamos os redutiveis @™, Segundo Aamit®, ™ & definido como
menos a parte 1PI de 6™ ou de Bmﬁ.e para a Tfung3o de "vertex"™ de
4 pontos " ¢ a parte 1PI de 6<% ou de 6%,

Podemos escrever as seguintes fungfes de "vertex":

I) A fung3o de “vertex" de 2 pontos F;z) » Com vaArias ordens de

interacg3o A‘ » até 3 "loops"” :

E definida pelas egs. (2.39) e (2.40} .

25



II) A fung3Zo de "vertex" de 4 pontos

interagﬁovh4 y até 2 "loops" :

(=3

|

13

I1I) A func3o de "vertex" de 3 pontos
ate 2 "loops" :

26

r

(4>

abeod

c

d

(3>

r
abc

b

(3 _ _ I
ro.bc (KoK, K ) = - ‘\ :<:::::>( .

4

com varias

ordens

c(x:id(Ks’Kz’Ka’K4) - >< - { Q + 2 permutacBes dos }

momentos K ,.,K
1 <

(2.42)

s com interacBes hg e

+ 2 permutagio dos ,}

momentos K ,K ,K
£ 2 3

de

X,
4

bes



IV) A func3o de "vertex" de 4 pontos F;:Jx com interac3o K4,

até 2-"logops" :

(2.44)

Usando os valores dos diagramas no apéndice A, obtemos as

express@es analiticas das fungdes de “vertex":

I} Func3o de "vertex” rz,
N ab
2
(2> _ 2 2 (A+2) 2 L2 A2 2
rab (K) = JK + o+ k4 _—Z—fAbz(“ » M) X4 [ IS ] D21“ s M)
- y2 |A+2 w2 2
- k4 {.Iﬁl DS(K s H s A)
13 (A+2)(A+8) z 2
+ A, 106 Ds(K » M s A) Acb (2.45)
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(45

r :
abed

II) Fung:So de "vertex®

4> )\: 1
ind = % —_— ™ .
' abed (Ki) s " sabed 2 Y saber r4efcd
Ae 2
+ - +
4 ‘r4o.bef r4efgh l“49}»';:.& I (K: Kz ’
S8 -
* 2 r4qbef r4eghc r‘gfhd 14'(K1 * sz’ H

II1) Fung3o de "vertex" r;iJ%
(2.0 (At2) ,
o (Kep) =} 1 N, —— LK, p, 17, A)
2 |a+2]? 2 .
* h4 & I(K, p, 15 A)
2z (A+2) 2 -
+ R4 -z——-I‘(K, By K A) N

28

F4
I(Ki"' Kzle y A) + 2

2
7,

2

1 4

A) + 2

s A) + 5

{2

ab (2.47)



IV) Fung3o de “vertex“;ﬁt?%
) : N "abc

‘r(3)

abc

(-Ki) = }\a -

>
>

'\
(n—ﬂ“m-‘

I(K , ;.:z, A) + 2 per.
‘ J

22, A .
+ -5 14(K1' H s A) + 2 per.

z (A+6) 2.

(2.48)

(NyL>
.

Em.resumo, transformamos a fun¢3io de Green_ 6 que ¢

" constituida de diagramas conexos e desconexos, em uma funcio de

(Ny LY

“"vertex" I' » que sé ¢ constituida por diagramas irredutiveis (1PI)

e com isso simplificamos os calculos.

Vamos fazer mais uma simplificagdo, no calculo das fungdes

de "vertex". Pode-se mostrar® ' que as fungSes de
- o m$2) (2,80 _C4) (3> . ,
. s3o
vertex Fcb, ob T obed T;ba no ponto simétrico (PS),
proporcionais a A . o e A , respectivamente, em todas
ab ab 4abcd abc
as ordens de perturbag3o, ou seja, todos os numeros de "loops”". Com
. @ 2,1 . ;
isso podemos calcular T e T lps s tirando das expressCes
. (2> (2,1 ’ @
analf{ticas de ' ! e a achar T
i Tab e Fab ips © fator Aab’ para Ps
tirande o fator I de 4 s & para achar re tirando o
4abcd abcd (PSS :
4>
fator Aabc de abed | PS
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Com 1sso, temos:

(2} 23
Fab (K) = |  (K) ﬁab . (2.49)
r.(d-) = (&>
" abed (Ki) PS r (KL) PS r4abcd * (2.50)

(2,15 _ oz, 1) : .

Fab (K, p ) ps = r (K, p) ps Aab . (2.51)

(3> _ (3 ‘
I"ch (Ki) rs r (Ki) rs Aabc . (2.52)

No ponto simetrice (PS),  as integrais gque aparecem
expresstes analiticas das combinagc®es de um determinado grafico

iguais (ver referéncia® na pagina 160).

N

As fungBes de "vertex"” no pontoc simétrico s3o:

2>

I) Func3Zo de “"vertex" de 2 pontos I’ :
2
2 L2 2 (A + 2) z 2 A+2 2
7(KY= K o+ o+ x4 ———Z~——-D:(M s A) k4 {—g—) Dz(u s N)

2z (A + 2)

2 2
- A, i6 Ds(K’ H s A)

+ xj (A+2) (A+8) Ds(Kz,uz

108

»A)

(2.53)

30
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II) FungXo de 4 pontos I'%

(%) _ _ 2 (a+8) . 2
r (Ki) rs k4 h4 ya ISP (K, ¢ 5 A)

2
3 (AT+6A+2Q0) Iz, (K, “z’ A

* k4 3& SP
a3 (SA+22) 2 .
+ k‘ —g I4sr (K, 1, A) : .(2.54)

III) Fung3o de 4 pontos reY .

, . A+2 , ' ‘
e S T R < SN (MY ¢
+ Kz éig;zfz (K 2 A)
¥ sp Ky Ps H » A
2 (A+2) 2
+ N, I, (K ops 1, A)
(2.55)
IV) Func3io de 3 pontos r® .
) N 2
r (Kt) s - kg A8h4 Isp (K, 1 5 A)
2 2 2
+ ;_x3x4 ISP (Kot A)
2
2z (A+10) 2 v -
+ l: h4 — I4SP (K, ' ,A) (2.56)

Nos préximos capftulos vamos obter os expoentes criticos em
torno do ponto de Landau, com isso desprezaremos a interac3o cdbica; e

~ 63
a fungZo de "vertex” I .
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CAPITULO III

GRUPO DE RENORMALIZAGCAO

Temos 0 interesse de caonhecer o comportamento das fungSes de
correlaczo no pontovde transicio de fases de seguﬁda ordem, e pela
construcio de um grupo dessas fungﬁes s oObteremos os expoentes
‘criticos das flutuac¢Bes neste ponto critico.

Queremos também determinar o comportamento das fungBes de

"vertex"” F(zﬁ r's e r@v para d=4, onde a Teoria de Campo &
ab abed ab .

renormalizavel, as divergéncias das fun¢Bes de "vertex" n3o dependem

do numeroc de interagdes kr e para "cutoff"™ -Aso, onde o0s detalhes

microscoépicos s3io desprezadas e o campo € continuo®.
Usamos as express@es analiticas dos diagramas definidos no
apéndice A. Na aproximag3o 0-"laop”, as fungSes de- "vertex"® s3o

escritas:

2» 2 2
= : A

Fab (K) (K" +u )“bb ’

4>

K = X r

I-'t:tbccl ( i ) 4 4abcd ’
(2,1 = :
" ab (Kyp) 'Aab " : (3.1)
Estas tem valdres finitos para A+o em d =  4. Esta

~aproximac3o de O0-"loop" corresponde 2 Teoria de Landau,vbue n30 possui
flutuagdes.

3.1 - RENORMALIZACXO DA MASSA E CONSTANTE DE  ACOPLAMENTO  NA
APROXIMACAD DE 1-"LOOP"°,

Na aproximagZo i1-"loop" da F;?, eg. (2.45), a sua express3o
analitica é&:
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A d° |
r'® (k) = [Kz w2 e, 2222 { e ]ﬁab L (3.2)
' (27) (g +u)

Na aproximac3o de ¢-"loop" toma-se sé os termos que n3o tem integrac3o
 interna e na aproximgdo de 1-"loop” toma-se o0s termos que n3o tem

integrac¢3o interna e também os que tem uma integracg3o interna.
2

ab ’

comportamento da integral. Para valores altos dos momehtos, Q? » ;ﬁ,

Para ver o comportamento de [ vamos estudar. o

podemos desprezar yz e a integral pode ser escrita:

. v
f dg q°~°

H
I

A .
Parad =4 = JA dq g = qz qz(m) < .

Para valores altos dos momentos A » o, 8 integral diverge
' 2>

no ultravioleta; com isso a fung3io de "vertex" r N possui
a

divergéncia no ul travioleta.

. . . 2 . .
Devido a esta divergéncia, a massa N é infinita e sem

significado. Podemos absorver esta divergéncia, definindo um novo
S . ' (2
parimetro de massa m: finito, cujo valor é a fungdo de "vertex” Fab>

no ponto simétrico (PS) com momentos externos nulos.

No ponto simetrico F;f“é igual Aas eq. (2.49) e (2.53).

Llogo a massa m:, & definida por:

d
dq
3 (A +
mf = r'®(k=0) = pz . K. 4A6 2) . 21 _ (3.3)
(2n) (g +u)
Loga,
: d
2 2 (A + 2 ) A dq 1
Ho=0," x4 & ' a4a ", 2 2 B
(2m) (g + pt)
Na aproximagzo O-"loop", a massa uz = H
po= m . : (3.4)
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inserindoc este valor, a massa n3o renormalizada ¢ escrita em termos da
massa renormalizada:

’ d
A d :
o= mE - (A + 2 ) [ g 1

ol 2 3 (3.9}
(27) - (4 # m)

Da eq. (3.3}, a fung3o de “vertex" r¢¢? i

a

ca:s

UK = K+ , . (3.6)

r

‘ 2 L.
sendo a fung3o de “vertex" [ finita para A + mcomd = 4.
Q!

agora ver o comportamento da fun¢ic de "vertex" r:;;d. Na aproximacio
1-"loop" da F;:;d s eq. (2.46), a sua expressio analitica é:

Vamos

(4> =
I-‘t-:.bt:d (Ki) h4 r4abcd

d

. A d N :
F4 vef r fed J qd 2 2 2z 2 v 2 pery .
abel  delc (2% (@)K +K —q) 4] ,

hﬂa>;

(3.7)

: (@)
Para ver o comportamento de I :d s devemos estudar o
adbce

comportamento da integral. Para valores grandes dos momentos

podemos
desprezar: K:’ Kz e yz; a integral pode ser escrita como:
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A integral tem divergéncia logaritmica para A - o em d = 4,
Com isso a fung3o de "vertex"” F‘:)d possui diverg®ncia logaritmica .
a0

Mas também para valores pegquenos dos momentos g -+ O e massa pz + O,

a integral diverge, com isso possuindo divergéncia infravermelha. GQGue
s3io os limites nas quais estamos interessados em estudar o ponto
critico. D comportamento critico ¢ dominado para valores peguenos dos
momentos, correspondente a uma escala macroscépica independenda da
constituicio microscédpica dos materiais.

Devido a esta divergéncia infravermelha a constante de

acoplamento x‘ & infinita e sem significado. Podemos absorver esta
divergéncia, definindo um novo parametro de constante de acoplamento
9, finito, cujo valor ¢ a fung3io de "vertex" F;:;d no ponto simétrico

(PS) com momentos externos nulos.

No ponto simétrico, F;:;ié-igual as eqg-. (2.50) e (2.54).
fogo 9, ¢ definido por:
@
9, = r (Ki—-O) s = )\‘ |
2 d
)\4 dq 1
T2 aabef r4 fcd a ’ z 2.2 2 per.
adbe e1C
(2m) (g +u)
(3.8)
L ogo
2 d
e i"‘ d
4 Q i
}u = + — T r - : -
P 9 2 { cabef defcd | (2m) ¢ (qz+“)z * 2 per J ’

X =g . , (3.9}

Usando a aproximac3o O-"loop" da massa yz, eg. (3.4}, e da
constante de acoplamento k‘, a massa e a constante de acoplamento n3o
renormalizada s3c escritos em termos de mi, g, e A:
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A dd
XN =g + r ‘ 2 . ! + 2 per.; .
4 4 l 4cobef sefcd (Zn)dv (q2+mj)z
(3.10)
- @2 _ (L + 2) q 1
H, = & 9, —& jA . . (3.11)

(2m®  (a” + m)

Usando a eq. (3.10), a fung3o de "vertex"” ree

abed fica:

(4

Fabea (K)) =g, r4abcd
g2‘ dd
- Alr r 9 =
2 dabef 4efcd (2n)d (qz+mz)[(K +K —q)2+m2]
F - 2 1
. A a¢
g 1
- J - + 2 per. .
- ) ] 2 2.2
(2n) (g~ + mi)

Usando série de Taylor emhK3 ,5€ conclui que

(4> _
Fabed (K1) =g,

2 dd
+ gi r r K2 q i
2 | d4abef 4efcd 3 (2n)d (qz+m2)[(K +q)2+m2]2 2
. i 3 % KS—
(3.12)
sendo K = — (K + K ) .
5 1 2

36



Para grandes valores dos momentaos A » o e a integral se comporta

coma:

' da-7
JA dgq g

A‘
Para d_=4¥=>J~ _—

LA
3 2 )
q

o

D

(4>

abed ¢ finita para A

Para A +» o, a integral converge, logo I

» o emd= 4,

3.2 - RENORMALIZACAQO DO CAMPO coMPasTo®

(2,1

Vamos analisar a fung3o de "vertex" r‘ab no limite A - o«
em d = 4,
Na aproximagio 1—"lcop"™ da I";z'” s ©q. (2.47), sua

expressaoc analitica é:

. dd
<
1";:’” (K,yp) = be T R (Abz) S > a ° 2 12 2z 2 y
{(2n) (g + )E(ptq) +u]
- (3.13)
0 comportamento da !";Z’ﬁ no limite desejado ¢  identica ao
~da r'e » divergindo no infravermelho . '
abed

Usando a aproximag¢3o de '0—"1_oop" da massa, eq. (3.4), e da

constante de aéoplamento, eqg. (3.9}, a fum;_so pode ser escrita como:
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‘ A a
: d
~(2,8 (K - L {A+2) G 1
: gp) A [e] —_— A - ’

at ob < 6 ab (zﬂ)d (qz+mf)[(p+q)2+mf}

(3.14)

Poréem no limite desejado, ela ainda diverge no infravermelho. Esta
. divergéncia pode ser removida pela multiplicacZo da fung3o de "vertex”

F‘?” s por uma fung3o independente do momento. Esta fungio dependera
[-3
de ms g, ® A. Pode ser escolhida por exemplo, como o inverso de

(2,1}

r

(K = 0) .
i PS
Na ponto simetrico rﬁ:A)é igual as eqs. (2.51) e (2.59).

Logo definimos esta fung3io como:

A .

b . .

Z'2 (g, @5, A) = = . (3.15)
¢ 4 1 r.rz,u (K;=°)

PSS

onde Z;g ¢ chamada de constante de renormalizagZio do campo composto
z
@ .

Resqlvendo a expresszo, a fungio Z;g torna—-se,

g? |
z;”“g‘s%z_*r 1 (i
{27) (g + mi)

.Podemos.definir uma funcio de "vertex" renormalizada Tﬁ:;”

por: '
2,1 _ i (2,1) :
Fabk (Kyp ) = Z¢; fab (Ki) s N (3.17)
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e isto implica que

abR ab 4 & ab i

| A d -
(2, A+2 [ g
r (K,p) = & - g &2, ,[ 3 —
{2mr) (g +m )L (p+q) +m ]

d

_rdq 1
(27:)d (qu-!-m:)2

Uisando a série de Taylor em p+q, a express3o acima fica:

‘ ‘ dd
+ 1
r;zé” (K,p) = Aab * 9, (Abz) Aabpz < d " 2z 2 2 2_2 "
(2) (g +m )[(p+gq) +m ] 2
1 ' p =0
(3.18)
A funczo 2% t. t to da funcic ¥ ‘ indo
e oo em o mesmo comportamento G abeg? COnvergin

para A » o em d = 4, logo ela ¢ finita.

3.3 — RENORMALIZAGAC DO CAMPO NA APROXIMAGCAO DE 2-Loops"°

Vamos analisar o comportamento da func3io de "vertex™ I'

2>
ab
aproximac3o de 2-"loops" da eq. (2.45), no limite A » ©o em d =

4.
‘As integrais sic representadas pelas eqs. (A.3), (A.5) e (A.7) do

.Apendice A. Usando a definicZo de massa mi dada pela eq. (3.3), temos

que:
' 2
z _ 2 (A+2) z _ 2 A} 2 2 (A+2) 2
m = A, & Di(p » A) k4 [ 6 J Dz (1, A) >\4 __Iﬁ—'ns(“ s A)
(3.19)
Na aproximac¢3o de 2-"loop" toma-se os termos que tem até duas

integrac¢3ioc internas.
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Istoe implica que:

2
z _ 2z _ (A+2) z 2 fA+2 2 2 (A+2) 2
Na aproximag3o 1-"loop™:
2 _ ‘2- (A+2) 2
u - h‘ 76"_in(m‘, A . (3.20)
Usando este valor de “z na integral D1 teremos gue
-2 w2 (A+2) 2
Di(p s A) = D1(m1, A) + k‘ ——E——-Dz (ml, Ay . (3.21)
Usando as eq. (3.20) e (3.21), a massa pz fica:
z2 _ 2z (A+2) 2 2 (A+2) 2 _
Ho=my K4 & Dx(mz’ Ay + &4 18 Da (mi, A) - i (3-22)
Com este valor da massa n3o renormalizada pz, a func3o

(2,8

"vertex” Fab ¢ escrita como:

(2> _‘ 2 2 2 (A+2) 2 _ 2 2
rab (K) = {K + ‘ﬂ1 + )‘»‘ —'—lé—— {Ds(mi, A} DB(K » m1’ A)]} Aab

Usando a série de Taylor em kK’ se conclui:

, ob :
2 (k) = {kz . m: _ Ai (A+2) S (K2, m2, A)

ab 18 aKZ

(3.23)

de

Pelo estudo do comportamento da derivada de D3 em relagio ao

2>
momento externo K, veremos se I’ N & convergente ou n3ao. Ela pode
a

escrita como:
/0

ser



: d - d
aDs - - [ { 9y %2 1
A2 ) 2d - 2 . 22
aK 49 4q, {27) q *mliqg +m K-q -q,} + m

2 2
Para grandes valores dos momentos g +» o , podemos desprezar K, m oy e

se g = q,; a integral se comporfa como:

‘ 2d-9
rdq q

Se d = 4 é'IA E% = Lnqg

A integral para valores altos dos momentaos A -+ o, tem
divergéncia logaritmica.Mas nés estamos interessados na regi3oc da
ponto critico:r q » 0 e m: + 0 . Mas tambem nesta regi3io desejada a
integral diverge. Com isso a fungEP F;:) &

divergente na infravermelhao.

2>

Usando a aproximag3o 0—"loop® de h4 na I .
a

' D
L2 _ 2 2 _ 2 (A+2) 3 2 2 2
l"ab (K) = {K + I'I'!1 94 -8 ;Ez— (K dl'I1 s A) k2= . K } Aab

(3.24)

Mas F;f ainda diverge no infravermelho. Podemos tentar tirar a forte
dependéncia em A pela absorc¢3o de um fator multiplicativo. .A funcg3o

de "vertex"™ renormalizada € escrita como:

2 2 _ 2 23 2
L, (K, m s A) = Z¢ (g, m, A} T_ - (K m s A) ‘(3-25)
12

& chamada de constante de renormalizag3o do campo ¢.
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A nova fung3o Z¢ ¢ expandida no numero de “loops®
varios termos sZo determinados para fazer T;i; finita para A - ®©

guatro dimenstes. Escrevendo que:

2
= -+ PR
Z¢, 1+gz +g 2z + ’

e resolvendo a express3o, a fungio de "vertex" renormalizada é:

aD

2> _ 2 2 2 2z (A+2) ] 2
rabn (k) = {% *om (1 =+ 9, Zz) 9, ig [ 2 2_ " K
aK K =0
18. 2
A2 zzK ]}Aab *
onde z = ¢, desde que no nivel de 1—"loop" a F;i) ¢ finita.
Se escolhermos:
{(A+2) ans
z, = —gg —5 (3.27)
z aK i’ =0
aidivergéncia no infravermelho sera cancelada.
A massa pode ser redefinida como:
2z _ z2 2 2 ,
m = Z¢ moxm (1 + g, zz) e (3.28)

2>

com isso a fungio [
) . abR

€ finita no limite desejado; entio:

(2) 2 2 2
F2 Kk, m, g ) =K +m . (3.29)
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3.4 — RENORMALIZACAT NO PONTO CrITICO®

Vimos anteriormente nas se¢des 3.1, 3.2 e 3.3, que pela

mudanca de (uz, hé) para (mz, g‘)‘e pela absecr¢doc de dois fatores
multiplicativoS‘Z¢F e Z¢ em F;zd) e F;? respectivamente, que
conseguimos gerar fungBes de "vertex" renormalizadas finitas em A +» o
para d = 4, dependendo de novos parametros renormalizados m’ e g,- Em
termos gerais, podemos gerar fungBes de “vertex" renormalizadas

finitas, com N-pontos e L—inserg¢des, fazendo:

(N,L> 2

i .4, 3-..1R i } 4
1 N s L 3

I

(3.30)

Resumindo, podemos produzir fungSes renormalizadas que s3o
expressas em termos de uma expans3oc perturbativa, na gual todas as
integrais convergem para A » ® . Isto ¢, a dependéncia sobre A

torna—-se muitec fraca; exceto nos parametros pz, K4, Z¢ e Z¢; .

0 novo parametro de massa renormalizada m> © proporcional a
iT — Tc), TC sendo a temperatura critica onde ocorre a transig3o de
fases de segunda ordem. Fazemos a renormalizag3o das funeBes de
correlag3io no ponto simetrico com momentos externos nulos, porque a
maioria dos cAlculos s3o mais simples. Como estamos interessados no
comportamento das fun¢Bes de correlag3c no ponto critico, a massa m’
+ 0O e para valores peguenos dos maomentos g + 0. Mas no ponto critico,
as fun¢Bes de: correlagioc divergem no infravermelho. Ent3o para
fazermos a renormaliza;ﬁo'no ponto critico, PR 0, devemos introduzir
um parametro de massa arbitraria ¥, pequeno e diferente de zerao, que
caracterizara a escala de momento na qual a renormalizagdo ¢ fixada.
FPara tornar o0s calculos mais simetricos, os momentos externos
permanecem finitos, e sio escolhidos no ponto simétrico (PS).
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A express3o geral das fungBes de "vertex" renormalizadas no

panto critico ¢:

(N,L} _ 2Nrz L (N,L}
r . .R(Ki.pfg4,%ﬁ- Z¢ Z¢; l"i_"',L S ; (Ki,p

;)\‘ ,A)
17 TNTeT L 1 NS S 3

i
(3.31)

Com isso para eliminar as divergencias das fungdes de

" . " (2 (2,5 (4) .
vertex Fab, rab rauﬁ fazemos:
(2> _ (2>
rabn (K} = Z¢ Fab {K) . (3.32)
(4> . -2 (&) '
. rc!.l'Jcc!l! ‘(Ki) - z¢ rabcd (Ki) e : (3-33)‘
(2,1 2,1

QbR (K’ P) = Z¢2.rab (K! p)! Z¢Z =Z¢ Z¢Z -

{3.34)
As funcBes A‘, Z¢ e z;é s30 expandidos em termos de “loops”
- . N (2) (2,45 TS
e os varios termos s3o escolhidos para fazer Fabn, Fabn e abodR

finitos. Podemas escrever essas funcdes como uma série de poténcias

em g, , na qual os coeficientes dependem de A e com isso, divergem para

A +»osed= 4.

No ponto critico, podemas impor as seguintes condigSes de

renormalizag3o, para determinar as fungZes renormalizadas:ik‘, Z¢ e
Z z:
Zy
ar ®
(K, g ) 2 2=1 |, (3.35)
ax2 . K.-%?
(4> _
rg (Ki’ 94) 33 9. (3-36)
(2,1 o ‘
e FR (K, p, 94) ps 1 . (3-37)
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3.5 - GRUPC DE RENORMALIZACAG®

Como foi visto, hé uma grande liberdade em fixar o momento
arbitrario X, onde a renormalizac3o ¢ feita. Fazemos a escolha dos
momentos externos iguéis a zero, para uma massa renormalizada
diferente de zera. Mas no ponto critica, a massa renormalizada ¢
igual a zero, e fazemos a renormalizag3io para um momento X, diferente
de zero. Podemos pela variacio infinitesimal do momento arbitrarioc %,
criar um grupo de renormaliza¢do. Como a3 fung3o de "“vertex™ n3o

renaormalizada é independente de %X, temos:

—L

, @ -N/2 (N,L>
o 9 _ . 3
B Sdn [ 2 T K By a0 = 0

17N L
(3.38)
No limite A+, isto pode ser escrito como:
LKQ—-+ 2 (u ) °o__.N, (u ) + L °(u )-t x )
LTex T e au 279 v e |
N (K., p,u, X)) =0, (3.39)
T ...t L) ... 3 R 12 2 2
1 N s L :
Que ¢ chamada de eguagio de grupe renormalizada.
temos que:
6u‘
aLn Z¢
rglu ) = 9({ ] .’ (3.41)
. éin Z¢
rg2 (u) = K| 5= a b (3.42)
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onde usamos duas guantidades u e u, sem dimensfes:
4o

A, =u,_Xg =ux®, c=4-4d . (3.43)

As fungBes de renormalizag3o (u4°, Z¢ e z;}) e ﬁ, r¢ e ?;é,

que s3o chamadas de funcdes dEIWilson, podem ser escritas em uma série

de potencigs de u cujos cpefiéientes dependem de £. _

Enquanto as fungBes de renormalizag¢io divergem para A-»m em =£+0 (d-+4),
as funcBSes de Wilson s3o finitas; Guand6 a constante de acoplamento
u s atinge um valor tal que qualquer mudanga na escala do

momento, n3o lhe afeta , o ponto correspondente a este valor ¢ chamade

. * - -
de ponto fixo u‘, qQue caracteriza uma transig3o de fases de segunda

ordem. Podemos identificar esses pontos fazendo:

Blu=u)=0 . (3.44)
<& 4 4

Isto pode ocorrer em vArios casos:

i) gquando u: = 0, n3c ha interag3io, qgque ¢ o0 modélao classico

. (Gaussiano).
ii) quando u: * 0, h& interacZo, que ¢ o caso gque estamos estudando.
As funcdes vy ® ;;} , calculadas no ponto fixo, correspondem
aos expoentes criticaos das flutuacBes n e v. Estio relacionados por:
» » :
. = 3.45
y¢(u‘) n(u‘,) ’ ( )

az(uj) =2 -2 -9 W), (3.46)
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onde os éxpoéntes criticos v e v sXo chamados de dimens3ic andmala das
operadores ¢ e ¢z respectivamente. A partir da determinag3o de dois
criticos, podemos usar as RelacgBes de Escala, para achar os expoentes

criticos estaticos: o, 3, y e 6.
fis Relag¢gdes de Escala s3o:

i) a + pd = 2 >
ii) y = v(2-p) ,

. (3.47)
Ciii) B 1) =,
iv) a + 23 + y =2 .
A partir das fungBes de "vertex™ no ponto simetrico,

egs. (2.953)—-(2.55), as fun¢cBes de "vertex"™ no ponto critice m: - o,

podem ser escritos como:

2

2 L2 (A+2) _ .2 A+2
m (K, Yeo? A) = K+u —g DAY —u [ 6 ] D, (A}
_ .2 (A+2) 2
Yo ‘_Iﬁ_'na(K + A)
3 (A+2)(A+8) 2
(3.48)
(4 iy | _ _ .2 (A+8)
r (Ki’ Yeo? A)}Ps = Yo Yo & Isp (A
2
g2 (A +6A+20) 2
* u4b 36 Isp (A
+ u® (58422} (K., A}, (3.49)
40 9 4SP i ‘
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2,1y ; _ _ (A+2)
(Ki’ B u4p’ A) ps 1 Y40 & Isr(p' A

2
2 A+2 2
* Yo {6 ] I

2 (A+2)
* Yo __6—_1439 (Ki’ B, A) .
(3.50)

Onde usamos a eg. (3.43), embutindo o fator *© nas integrais.

No préximo capitula vamas calcular as fungBes de Wilson, que

possilitam determinar os expoentes criticos. -
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CAPITULO IV
DETERMINACXZO DOS EXPOENTES CRITICOS

Vimos que podemos expandir {3 em poténcias de u4 e g3 tal que

u’(s), e as dimens@es anémalas, sio calculadas por uma dada ordem de

£. Esta expans3o & finita para £ muito pequenac (£<1). 0 fato dos

expoentes criticos obtidos dessa forma, est3io de acordo com outras

teorias para dimensXo 3 (£=1), com razoavel precisdoc numérica, ¢
agradavel surpresa.

' As expansBes num numero pequeno de "loaops”™ das fungBes de

"vertex"” n3o renormalizadas ,eqs.{(3.48)—(3.50}, j&2 s3o suficientes

: - 2
para obtermos os expoentes criticos em ordem g .

4.1 — DETERMINAGCAD DAS FUNCOES DE RENORMALIZACAG®

Usando as condic®es de normalizac¢io obtemos as @ fungles de
renormalizacgZo em poténcias de u4o e £. Da condig3o de renormalizac3o

eq. (3.33), determinamos a fung3io de renormalizag3io Z¢=

(2
¢ orz (K, u4o’A)‘ 2
K |k?=a

Z =1, (4.1)

sendo a fun¢lo de "vertex" r'® definida pela eq. (3.48). A condig3o

de renormalizag¢3o fica:

D
s |y - ar2) Ps 2, (a+2)a+@) s s | -,
") 18 2 2_g2 Yeo 108 2 2, Y40 -
K K'= 8K K=
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A_fun¢30'2¢'pode ser escrita como:

_ (A+2) . 2z _ (A+2)(A+8) . s
Z¢ =1 ig Ps Yo 108 D) Yo * - B2
onde
aD aD,_
D = 3 e D' = - (4-3)

: aKZ K2=98 S5 aKZ ] K2=9<2

Da condi¢cZo de renormalizacio eq. (3.346), determinamos a fung3o de

renormalizag3o Uof

sendo a fungZo de vértex F“WPS definida pela eq. (3.49) e sendoc o

fator %° esta embutido nas integrais. A express3o fica:
wor?ly g 8*2) o (8%+68+20) 1z 3 (5A+22) | s
¢ “pl%0 Yo & sp 36 sp 40 Q asp 40j °
Fazendo—se ui = uio na eq. (4.2), e tomando—se uma aproximagio de
2—-"loops"” de Z¢ s
: (A+2) 2 . -
4 = ) —— ’ .
Z, 1+ 16 D9 u, . (4.4)

Usando—se este valaor, obtemos uma express3Zo de u4 em poténcias de u_:

(£+8) 2 (A%+68420) _2 =
u = u - — 1 u + I u
4 40 . b6 PE <O 3& PS40
(SA+22) s (A+2) . =
* 9 I4Ps Yoo Q Ds Yo " (4.3)

Para obter a fung3o de renormalizac3o u_ em termos de uma série de

poténcias em u fazemos:
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_ , (2+8) G2 - (a°rent20) Lz s
40 4 & PS 4O 36 prs Yao

(DA+22) 3 (A+2) . 3
- 1 u - —— D" u .
Q . 4PS 40 ' 8 40

usando a aproximag3io de 1-"loop":

- + . -
u =u + 48,2 (4.6)
40 4 & T PS 4 . : .

Finalmente, u_ pode ser escrito como:

2
u = u + (a+8) I u? + {A +26A+108) Iz _ (54+22) L
a0 4 ) PSE 4 36 PS g ‘sps
_ {A+2) , 8
—G Ds] u_ -

(4.7}
‘Da condigXo de renormalizac3o, eq. (3.37), determinamos a fung3o de

renormalizacio Z;z:

' l_,(z,l) = -
-’ (K,P,U4°,A) ps 1 . (4.8)

M

Sendo que o valor da fungZo de “vertex" FQA)é»dado pela eq. (3.50),

a expressio acima fica:

N

2
(A + 2) A+2 2 2 (A+2) 2 §_
¢2[1 6 Irsu4o*[ 6 ] Irsu4o+ & I4PSu4°}-

Resolvendo essa equac3o podemos escrever a fungio de renormalizag3o
2 como:

Zg

1 u . (4.9)
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4.2 - DETERMINACAU DAS FUNCOES 'DE WILSON®

Com as funcBes de renormalizacgio definidas podemos encontrar
as fungBes de Wilson em poténcias de u e e.
Usando o valor, de u; da eq. (4.5) na definic3io da fung3o de

Wilson ﬁ;, que foi dada no capftulo anterior, obtemos

au R . .
_ 40 . (a+8) 40
ﬁ4 =X oK )\4 &6 IPS' 2 u4o_ x ax )\4
. au .
F(A%+62420) 2 (S5A+22) (A+2) .- 1_ = 40'
* I_ 36 Ips * K= I4ps + Q Da jsuto x K l)\“ -
(4.10)
Da eg. (3.43) se deduz que,
au4o
X % A T FYee - (4.11)

4
A fung3o ﬁ; pode ser escrita como

- (A+8) 2
By = £ {g4o - 3 Ies Yo

I +

2
(A" +6A+20) .2 | (54+22) (A+2) ., 3
+ [ 36 Ips * 9 . 4PS 9 Ds ]3u4o} *

‘

Usando o valor da aproximagXo de i—"loop" de u4°, eq. (4.6), a funcg3o

ﬁ; pode ser escrita em uma série de poténcias em u_:

_ _ (a+8) 2 _ (58+22) _2
ﬁ4(u4) = £ {é‘ — IPs u + [ —g Ips

2 2 . 3
g (DA+22) x4PS g (4+2) Da] u } .

(4.21)
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Segundo Amitw’ s as

expansdes em £:

| _ 1 1
x1__ =z [1 + 5 s] ’
2% 12 =1 (142) .
sp 2
E
£ =1 .3 ‘
g lese = 22 [e'+.2] '
£ 5 = -1
x> D, = -5z
«®€ p- = 2 (1 4+ 2e) .
S 2
be

integrais

Dado os valores das integrais, a fung3o de Wilson

COomo:

(A+8)
6

ﬁ;(u‘) £ Y,

B

+ L.
2

] z
u’ -
<4

Com o valor da fungi3o de renormalizag3o Z¢ s ©g.

tem as seguintes
{(4.13)
34 pode ser escrita
(A+42 3
——*gg—l < " (4.14)
(4.2), na definig¢3o

da func¢3o de Wilson y¢, que foi definida no capi tulo anterior, tem

Que:

, —xi e (a+2) L.
¢ Z¢ axX A 7 8 40
4
(A+2) (A+8)
108

Usando a eqg.(4.11), essa equagdo fica:

£ (A+2)
g

2
40

-+

D’ u £
3

Yo

{A+2) {A+8)

h
S

36

D’ u
s

5
40

(5.15)

{Jsando a aproximag¢3io para u_,r €a- (4.6), e os valores das integrais,

fung3io de Wilson y¢ pode ser escrita em poténciais de u e s:

o

(5+2) 5
3

(u) = —55

[{1 .

L)

e)u

2
4

_ (a+8)
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Usando o valor da func3o de renormalizagio 2 s €. (4.9}, na definig?

da func3o de Wilson y¢g, definida no capitulo anterior, temos que

a7 2
1 P - - (A+2) {A+2) 2
Y¢ %;f K _ £ g _Isru4o e 3 I4spu4o

(4.17)

Usando a eq. (4.6) e os valores das integrais, a fungZo de Wilson

pode ser escrita em poténcias de u e s:

— _ {a+2) £ 1 '
y¢g (ué) = —g v, [1 + > 5 u4] . (4.18)

4.3 ~ DETERMINACZU DOS EXPOENTES CRiTiCOS®

Como os expoentes criticos das flutuag¢gSes n e v dependem das

fungBes de Wilson y¢(u ) e 2(u ) mno ponto fixo, devemos abter

L

3
prxmexramente o ponto fixo n3o trxvxal u_.

Para acharmos os pontos fixos,  fazemos: '

A ' - QA ¢
P (u )= £ u‘ + “+B][1 + %.g]u:z -[2__§Z£2}p:3 =0 . (4.19)

A fung3o ﬁ4(u:) tem um zero em,u: = 0, que € o ponto fixo Gaussiano, e
outro:
+
R S PR (€ 721 Y | S (s.20)
l (A+8) j
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Guando este valor de u: € inserido na eq. (3.45), obtemos o expoente

critico v:

» * A+ &{3A+14 |
r¢(u4) = 9 (u4) = 52 —————Z; 1 + &£ —i————;l - % . (4.21)
2(A+8) ' (A+8)
e da eq. (4.18), temos:
— » A+2 L{A+3
}’¢2 (u4).= £ ATE 1+ '——(———-—% £ - (4.22)
(A+8)
Usando a eq. (3.46), teremos o expoente critico v:
2
b = % + ;?Zié) £ + (A+2) (A +23§+60) 22 . (8.23).
8{A+8)

Usando as Relagfes de Escala eqs. (3.47), teremos os outros expoentes

N 2
criticos, em ordem £ : ;

: 2
y =1 + §(2+§) e 4+ (B¥2)(A +22A3+ 52) _2 ,
4 A+8)
4= A ﬁ“**”““fﬁ+2)1ﬁ1¥30341m56)”52 e - -
- A= A :
2(2+8) a(a+8)°
1 3 (A+2) (2A+1) 2
B =%~ staemy € * £,
2~ Z(Aav8) 2008
A2 + 28A%7 + 152A + 64 2
& =3 + g + 5 £% . _
2(A+8) (4.28)
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Como em nosso caso A = 5; porgue o tensor uaﬁ tem 5 componentes

. . 2 . .
independentes, os expoentes criticos em ordem £ s3o escritos como

= 7 .*
7T 338 ,
v=147 L 175 2
Z 7 52 2197 ¢
_ 7 1309 2
¥yl v s et g5l
o= -1 _ 1617 2
26 £ T g7ese 4
_ 1 3 77 2
P=3"26¢"a398° ~
1649 2

3393 ©
(4.25)

Vamos comparar os valores dos expoentes criticos, eqs. _(4.21)}), (4.23)
e (4.24), para dimens3o espacial d=3 (£=1) e dimensdes do pariametro de
ordem A=1 e A=3, com o0s resultados das expans@es das séries de altas

temperaturas que s3o bastantes precisas6 . FTemos também os valores dos

expoentes criticos para A=5, eq. (4.253), na dimens3o espacial d=3. Ver

‘tabela 4.1.
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Tabela 4.1 - Comparacio das Exbansﬁes em £ cam as

&
Temperaturas .

Séries

TEORIA
camPo
MEDIO

0,000

0,500

1,000

3,000

{0,000

{0,500

MODEL O
DE
ISING

0,000

0,125

1,750

15,000

0,250

1,000

MODELO
DE
ISING

0,120

0,310

1,250

5,000

0,040

0,640

MODELO
HEISEN
BERG

-0,060

0,340

11,380

5,059

0,050

0,700

TEORIA
DE
cAaMPo

-0,536

0,646

1,244

2,926

0,037

0,634

TEORIA
DE
CAMPO

-0,744

0,699

1,346

2,926

0,039

0,686

SERIES
ALTAS
TEMP., -

-0,552

0,651

1,250

2,920

0,041

0,638

SERIES
ALTAS
TEMP.

-0,812

0,719

1,375

2,912

0,043

0,703

TEORIA
DE
camrPo

0,222

0,402

1,418

4,375

0,021

0,714
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CAPITULO V
'DETERMINACAO DO EXPOENTE DE " CROSSOVER"

Até agora consideramos a Densidade Lagrangeana como sendo:

me e Q. + i z

v e va + o3 @pa F7T H (Gaﬁﬂﬁa) s

1
5 o3 o (3.1)

N la

que descreve um ponto isclado de uma transicZo de segunda ordem, ou o
Ponto de Landau (PL)}. No ultimo capftulo, calculamos o0s expoentes
criticos para o Ponto Isolado de Landau até a ordem 2.

Vamos adicionar uma interag3o cdbica na Densidade Lagrangeana acima.

A interac¢3io cubica € dada por:

e

3
3T Qaﬁ Gﬁv ova . ‘ , (5.2}
—— - -— — Neste capftulo vamos estudas o problema da relevancia dé_n“s -
com respeito ac ponto de Landau. Vamos calcular o expoente de
"Crossover"” do ponto de Landau para a transig3c de primeira ordem

devido a esta perturbacio causada pela presenca de u_.

5.1 — DEFINICAC DE EXPOENTE DE “CROSSOVER"®

GQuando u_ = 0, o comportamento critico do sistema ¢ dominado
pelo ponto de Landau. Mas por outro lado, gquando u3 = 0, o0 sistema

pode fazer um "Crassover" para uma transic3io de primeira ordem.
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A lei de Escala para uma dada quantidade termodinamica

f(t,us) ¢ descrita por uma fun¢3o homogénea do tipo:

o ,
f (t,u ) = 27 [uslt *‘] . (5.3)

onde t « T—TC
e A é 0 expoente critico da funcZo termodinamica f no ponto de

Landau.

Se,u3 # 0, quando t -» 0, temos dois tipos de comportamento

de Escala:

(1) Se ¢§ < 0, temos ¥ ™~ TA. Implica que u, pbde ficar finito,
mas o comportamento critico ¢ dominado pelo ponto de Landau.
. ¢3l -
(i1) se ¢3 >0, o termo.uslt vai para o infinito. Com isso a
interag3o u_ & relevante e o comportamento crfitico n3o esta mais
no ponto de Landau. O sistema faz um “crossover” para um nDovo

comportamento, isto ¢, para uma transig3o de primeira ordem.

0 expoente ¢3 ¢ chamado de expoente de “crossover”. Se dg &

a dimensio critica, no ponto de Landau, do operador Q_ QG _ @ o

ERAE ah— vl

' expoente de "crossover" & dado por:

Definimos uma funglo de Wilson ﬁa por:

du
3
ax )
-1

ﬁs(ua, u ) =X (5.5)

onde u eu s3o - interagBes renormalizadas sem dimensfes.
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A Jdimens3o critica d ¢ dada por
a

ar t
3 *
= . : S.
d9 Y (ua, u ) (5.6)
s jPL
Com essas defini¢ﬁes,.vamds calcular o expoente de "crossover®” do

} . . e - . z
ponte de Landau para uma transigZo de primeira ordem até ordem =™,

5.2 - DETERMINACXD DO EXPODENTE DE "CROSSOVER"®

Vamos agora usar a fun¢c3o de "vertex" de trés pontos F‘:)
’ oabo

com interagdes kae A4. Mas como fol visto no capftulo IIl, as fungdes
de "vertex” no ponto critica, " divergem no infravermelho. Para

tirarmos esta divergéncia, criamos as fungSes de “*vertex"

renormalizadas, definidas pela eqg. {(3.31). Ent3o para tirarmos a

L
s

divergéncia de r;:C fazemos:
(3 _ 3,2 (3
abeR (Ky Uy U = Z¢> Fave (Kir U o0 Voot - (5.7}

Como no capitulo I1l, se gueremos determinar a func3io de

renormalizac3o u_ . fazemos a seguinte condig3o de renormalizaclo:

(9 '
r K 3 u = u ) S.
& { ! o 3) sp a , (5.8)
onde u e uso s3c as constantes de acoplamentoc do termc cubico
a : . 2

renormalizada e nio renormalizadas, SendO'uso definida por

r=u % . : (5.9)

u =7 r (K, u , u 3! . {3.10)



JRE—

- - . 3) . .
A fungio de "vertex"™ n3o renormalizada T no ponto simetrico &

definida pela eq. (2.56). Usando as eqgs-. (3.43) e (5;9), com as
2+E

2 . i . .
fatares % e %? embutidos nas integrais, a funcilo Fm)rs pode ser

escrita como:

2

u u
@ , _ _ 30 40 _2
r {Kt’ Yeo? uso] ps _ Yao usou4olps(A) * 3 IPS(A)
2 (A+10) |
30 40 6 Ic?s (Ki’ A) .

{S-11)

Usando para Z¢ a aproximac¢3io até 2-"loops”, a eg. (5.10) fica:

z .
I
u = u -—u u I + u uz PS 4 (A+10) I + iéigl
9 30 30 40 PS 80 40 3 & 4PS 12

D’
a
(5.12)

Se queremos determinar a fun¢3io de renormalizac3oc u
30

escrita em poténcias devu4 e u_, primeiro isolamos u s

I
U =u +u u I —u u? ps _ (4A+10) I + (482) D"
30 3 30 40 PS 30 40 3 6 4Ps 12 )
(5.13)
Fazendo—-se a aproximag¢3c de :-"loop",
U = u, + u3q4lps . (3.14)

Introduzindo as aproximacBes de 1-"loop", egs. (4.6) e (3.14), na eq.

(5.13), a expressio de u_, em poténcias de u, e u, torna—se:
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W o—u . ] 175 N V.U [} IR 0. gy
30 3 u3u4 PSS Ystel T 6 PS 6 4PS - 12 =

{S5.13)

Vamos agora calcular a fung3o de Wilson ﬁs usando a eqg.(5.12):

6u3
ou auso au4°
=% == - X Yeo Ips - X solps
ax A K A oK X
3 8 8
du 12
+ X 22 uio P§ * (A+é110) I::u‘s * (AI‘;) D;
K ks '
%u L, Tes . (A+10) (a+2)
v 2 u4o x % X Yaol ™3 * & Iu-s M 12 " »
s _
Da eq. (5.9), se conclui que:
X au:—m = -1 - £ u
oK )\s 2 so (S5.16)

Usando as egs. (4.11) e (5.16), a func3io 3 pode ser escrita como:

= - 1- £ 3z
flu, ud = [ i f] Yo T [1 v 5 ] Yaolsolrs
2
_ o ps, (A+10) (A+2) ., 2
[ 1 +T][ 37 A S Da]u30u4o
(5.17)

Colocando nesta equagXo as valores de u,eu em poténcias de U,
egs. (4.7) e (5.19), de tal maneira que a fungio {?S sé tenha termos até

2-"loops”, obtemos
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£ z [(a+10) _2 2 o (ae2y
Tz uy, [ 3 s 3 (A+1°);4PS 3 b, ] -

(5.18)

Vamos derivar a fung3o ﬁg com respeito 2 interag3oc cubica u,:

o,
6u3 (ua’u4) -1 - f'+ £ u, IPs
e 2 [(A+10) 2 _ 2 | _ (A+2) .
t 3y, [ 3 IPS 3 (A+19) I4PS 3 Da] -

Usando as expansSes em < das integrais, eq. (4.13), obtemos

a3
8 _ 4 _ £ £ _ 2 (3A+38)
au (ugsu)=-1 > * 94_+ Z Y Ye 38 .- (5-19)

3

Vamos agora calcular a dimens3o critica do operador Qaﬁpﬁvcva ds’ no

ponto de Landau, qué implica no ponto fixo u: diferente de zero:

af3
_ s * -y _ € s £ & w2 {3A+38)
9 = au (Uyeu ) e 1 -5+ u +35u, Ye 48 -

(5.20)

g ponto fixo u: diferente de zero foi obtido no capitulo
anterior, eq. (4.20). Usando este valor, a dimens3o critica. d3 ateé

ordem 52 é:

) " ) _ 2 ) )
a = -1 - %%ZgéT e + 1364304 9? 1 2. (5.21)
4(2+8)
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Pada a dimens3o critica d3 e o valor do expoente critico v
eg. (4.23), podemos calcular o expoente de "crossover"™ pela eq.

(5.4). Resoclvendo esta eguagdoc, temos:

‘ 3 z
A— AT+20A + - 2
¢ % . ;?Aié)  + ( 20 26A320) P (5.22)
2 4(A+8)

Em nosso caso A = 39, porque o tensor Qaﬁ fem cinco
componentes independentes e o expoente de “"crossover” tem a seguinte
-expressio:

_ 1 2 735 2
¢9 = f + ﬁ e + £ (5.23,

8788 -
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CAPITULO VI
CONCLUSAD

‘Da Teoria de Landaui, usando um pariZmetro de ordem tensorial
na expénsﬁo da Densidade de Energia de Gibbs, obtivemos um diagrama de
fases que mostra um ponto critico isolado de transi¢3doc de segunda
ordem (r0 =u = 0), numa linha de transi¢Ses de primeira ordem,
conhecido como o Ponto de Landau.

Experimentalmente eéses resultados foram confirmados nos
Cristais Liquidos Liotrépicos. Mas o ponto de Landau n3o foi ainda
confirmado®’°.

A teoria de Landau fornece valores errados dos expoentes
Criticos“g, usamos 0 Grupo de RenormalizagZo de Wilson com a teoria
de perturbag3o renormalizada, aplicadas em torno do Pontc de Landau.
Obtivemos os expoentes criticos em presenga de flutuagio: Vy ) .
Usando as RelagBes de Escala determinamos os outros expoentes
criticos: o, 3, & e », até segunda ordem em &£. Comparamos os’
expoentes criticos com dimens3o espacial d=3 e dimems&esbdo parametro
de ordem A=1 e A=3, com os resultados bastantes precisos das expansdes
de sérieé de altas temperaturas e os resultados s3io muitos bons.

Pela introdu¢3o da constante de acoplamentoc da i1interagao
ctibice u3 na Densidade Lagrangeana, determinamos o expoente de
"crossover" do Ponto de Landau para uma transig3o de primeira ordem,
 até ordem sz_e os valores obtidos para os expoentes criticos e para o
expoente de "crossover" concordam com os valores calculados por C.

Vause e J. SaKi.
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APENDICE A

Usando as regras de Feynman, vamos obter as expressdes

. . - . (¢ 3
analiticas dos diagramas que apareceram nas fun¢gBes de "veritex™ |

r( 4), F(Z,l) e r(B):
K bt 3
D a 5 b

Este grafico ¢ o inverso do propagador livre Go, da eq. (2.26)

cujo valor é&:

“‘2*“'2"%\, . (A.1)

2)

0 wvalor deste grafico € a eq. (2.29), sem oOs propagadores

livres livres:

X
6—“ (8+2)8 Di(;f,m (a.2)
onde
A dd
: » q T :
D (x4, M= . (A.3)
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3)

Este grafico tem duas interagﬁesvk4 s cujo fator de simetria é

S = 4x3Ix2x4x3, e o seu valor é:

2

— A
2}jf a4} 1 B 2
{ 4!}{ 45] 2t 4-X4x_3 r.¢l.ca.!:a<:d ) r.¢l.<:<:iee Dz (15 A)

Resolvendo a express3o para I ¢y fTicamos com

r
dabcd dcdee

r (a+2)*
4obcd  4acdee 9 . “ab

logo o valor final do grafico é:

z
A 2
A+2 :
—; av2) 9’ s Dz(;f, A (A.4)
.d d
d d
' 2 A 9 1 ' .
onde Dz (s A) = | J >a P— P— {(A.3)
g q (2mr) (q +4) (qi+u )

c iy .
a4 mn
GU b
N
K-93-%2
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0O valor deste grafico € a eg. (2.30), sem oS propagadores livres:

2
X )
a (A+2) 2 2
S Rl .6
5 T 8, Dy (K (A-&)
d a
2 2 FA A dqquz 1 .
onde: D (K',u ,A)= - ——
3 J 2m 12¢ 2,2 qz+#z K—q —q z+pz
q9,78, 9y 2 1t 1 2
(A.7)
G+ K
e
5) K\‘ d N_Qz Q2 @ Kk
O, 7 > >
c f b
Gt G Qi+ G2
Este grafico tem treés interacgBes K4, cujoc fator de simetria ¢
S = 4!'%4'x4x3x3 . O seu valor &:
—k4 k4 x4 1 2 =z
— — ~ e — 1 1 r : r T ™ 7
AT ° GT ¢ AT - 3T AALAxSxI T Tecdrg | arger Ss(K sH s )
Como
: _ (A+2)(A+8)
r4o,cde Iqm:::ifg r4fgeb - 27 ’
o valor final do grafico é:
_}\3
« (A+2) (A+8) 2 2
4 >7 D_(K", 1, A) . (A.8)
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onde

oA d: d: , 4 2
' ) 1
D (Kz,pz,h) - 1.z - 17 .
5 1 (27) 2d q +K 2*’#2 q2+;.(2 q +q zﬁuz
PR 1 2 i 2
(A.9)
Pela conservagio de momento total: K = —Kg = K 2
a b
K4 K?—
&)
K4 K3

¢ d
Este grafico tem uma interacgo-k‘ s« Cujo fator de simetria € S=4'. O

seu valar ¢ :

Py [ 4 . -
¢ AT eea - (A.10)

7) + 2 permutag¢des

0 grafico tém duas interac3es h4,-e o fator de simetria ¢ G=4!'x4!. O

seu valor €:

N Py .
‘ 1 ] [} r X 2
{4! vt 20 4:4: " 4abef r4efcd I(K1,+K2, Hy A) + 2 per'}

Somando—se as trés permutacSes, ficamos com
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)\2 )2 .

—t 1 1‘2 . _\__‘_ r + '2

2 rcabef rcefcd 1‘K1+Kz’ K Mo+ 2 ' gacef raefbd I(Kz KS' Hs M)
. 2
A

+ =r r K + K, 4%, A)
2 ' 4dadef aefbc T 24 ’ i

No ponto simetrico (PS), as integrais de cada permutac3o sIo iguais.

Somando os termos ficamos com

SRS

. 2
1Y r <+ r <+ r r
I (K, H o A) [r4abef sefed dacef refbd dadef 4efbc}

Resolvendo—se essas expressdes:

1
r4o.bef r4ef cd 6 [(A+4')AabAcd + ZAQCAbd + ZAQdAbc} 4

4
~1
i

{ZAdbAcd M (A+4)Aachbd M 2AadAb;] :

Q|

‘s4acef defbod

_ 1
r4c.def r-éefbc - 6 [2Ac.bAcd + 2A‘o«:‘ﬁ‘bc\ + (A + 4)AadAbc] *

Somando—~se essas expresstes, obtemos finalmente o valor do
grafico:

e (448) I (K, 55 A) (A.11

Z 3 ‘ 4abed  P® i? Hos ’ " )
onde

a

2 JA dq 1 :
I (K, ¢ A) = . r . (A.12)
ps i’ * . (2m) 4 [q2+;_:2] l[",’-"‘z’q] 2+“z]
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8}

0 grifico tem trés interagBes l4, e o fator de simetria ¢

S = 4x3x3x4'x4'. logo o seu valor é:
k4 h4 ha 1 2 2
- 2 £ =% = : t .8,
{ AT g7 ogr 37 ASxSxAx8r T Teotgh Taghea I (KK i 5A)+2 per }
Levando-se em conta o valor de-rgcbw~r4ﬁgh F4w“ﬁ, obtemos
Xi 1 2 2 z
{— = - 57 [(A +6A+12) AabAcd+4Accﬁbd+4AadAbc]I (Kiﬂ(z,u JA) + 2 per.}.

No ponto de simetria somamos as permutagcdes, e com 1isso

grafico fica:

)\3
i (A + &A + 20)
4 g

z 2
-
" dabed Irs (Ki’ Hoy A,

a ° z 2 2 2 "
[q +u ][(Ki-i-l(z—-q] AL ]

+ 5 per.

R LR

o valor

(A.13)

(R.14)

do



.0 grafico tem trés interagdes ké, e o fator de simetria &

S=(4!)3x3 - 0 seu valor & :

[-[s)
L

(a1} x 3 1

2
* sabef r4eghc'r4gfhd I‘ (K’*'Kz!“ sA ) + 5 per.} .

ulu

Fazendo—se a multiplicag3o dosvr4, a expressio fica:

A

NI ayw

. 2
[3 A+1o] A A+ [A+6) A A+ [A+6} A dAbc] I, [o‘<1+|<z . 1 ,A]-c-s per. .

No ponto simetrico, somamos todas as suas permutac@es , e caom
grafico tem o seguinte valor :

-

isso

2 2
- [SA * 22) r4abcd Iu‘s [Ki! Ko A] ¥ (A.15)

onde

. 1 .
x i (A.16)
2z 2 2, 2 2 2 2, 2
{qiﬁu ] b[l(;‘l(z qi] +pt J [qzﬁu ) Hqi q2+K9] ‘“’l—l]
Pela conservag3o do momento total: K = -'[K-+K~+K ] .
P
10) Ki 7w
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Este grafico tem uma uUnica inserg¢3o (L=1), e o fator de simetria &

S =2'. 0 seu valor é:

S, 2A . (A.17)

b
Y \ab

11)
KA K‘z_

A 4
A

Este grafico tem uma insergio do momento externo p, uma interag3a

h4, e o fator de simetria & 5=4!'. 0 seu valor é:

k4 1 : 2
- & X a4 r
4 2! 4 " sabece ISP(Ki’ Py K5 A) .
Da eq. (2.29) se obtém o valor de T e a 1integral
4abcc

Irs(K' By pz, A) & igual a eg. (A.12). O valor do grafico é:

A

A+2 :
Nhﬁq"wnz_:%;fm3«jmfhbimsqulﬂg’ o A] . , ] (A.18)

f

12)

Este griéfico tem wuma inserg3o p, duas interagfes X e fator
&

de simetria S=(4!)z. 0 seu valor é:

2 .
a 1 1 12 r 2 2z
E‘\r—!} 2! 4 41y 1 4abcd r.Atcclee I PS ( K{ s Py K, A) ’
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onde

récxbcd r‘4cdee = { 3

A+21 2 A
ab

e a integral Iis (Ki’ B, yz, A) é igual 2 eq. (A.14).

0 valor final do grafico é:

2 2
A A+2 2
~= (———] N [Ki, By Moy A] . (A.19)

3

13) r e <
: a b
Este grifico tem inserc¢3o P, duas interacBes h4 e fator de

____sime_tr_i_a-_-,S_=_2x_(,4,,!,.)i.~_0., seu_valor &z o e

2
4 1 1 032 2
FT} 27 27 2% T cde T scdeb laps [ki’ Bs Hos A} ¥
onde
r - (A+2)
4acde 4cdeb 3 4

e a integral I4PS (K, p, uz, A) & igual a eg. (A.16).
1

0 valor final do grafico é:

2 _
AT (A+2) 2
Lo leps [Ki s Ps Ho» A] ) : (/£-20)

2 3

74



Pela conservacXZoc do momentoc total: K2 = - (K1+p] -

a b
Ky ke
14)
3
c
Este grafico tem uma interagio hs ; € 0 fator de simetria & § = Ji;
seu valor é:
-, | |
S ]
37 3! éabc . {A.21)
13) + 2 per.
q ~ K"\
simetria

Este grifice tem uma interag3o As e uma k4, o seu fator de

& S = 3Ix4! , e 0o seu valor é:

>
71

{(_ ):_Ei] (.. )i} 3x4t ‘;ade‘ cbede I {Ks’ ,2' A} + 2 per.} .

ande

2
=§.A s

A
ade rébcde abe

‘e a integral I (Ki, pz, A) ¢ igual & integral I (K1+K2, uz, Al.

No ponto simetrico obtem—se

{RA.22)
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i6)

+ 2 per.

Este grafico peossui uma interagi3o hs e duas h4 s € 0 seu fator de

simetria € & = 3x(4!)2 « 0 seu valor &

2

A
3 4 1 2 2z 2
{— 3T F—'_] ST 34 A T hetg r4fgbc I {Ki’ Hoy A) + 2 per']’

onde

4
=6A s

A r
ade  4defg I-.4i‘gb<: abc

e a integral I? (Ki, #z

No ponto simetrico vale

- ' e e )\,3__. ,)\i. R .N_,_,_..,.,_,.,Az.__.‘ [ ,.;_.-. R
- N 21‘ubc IPS (Ki’ H s A) *

’QQ&K«

17}

+ 2 per.

» A) & igual & integral (K1+K2, pz, Al.

(A.23)

Este grafico possui uma interacio As e duas Aé, e o seu fator

de simetria ¢ § = (4!)2x3. 0 seu valor &:
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1 . -
2t (431" = 3 Adef }4o.deg r‘fgbc- 14

= 4
Adef l-‘4c:.deg réfgbc T g Ac:.\:><:

e a integral I_ (K, 2, A) & igual a

No ponto simetrico vale

18)

Este grafico possui uma interag3o AS e duas

simetria € § = (4!)2x3. 0 seu valor ¢:

[Kz’ pz, A} + 2 perh},

. ‘ 2
1ntegfal 14(K1+K2,y sA).

(A.24)

+ 2 per.

X, © o seu fator

de



No ponto simetrico esse grafico tem o seguinte valor

z {A+L) 2 :
Y Y 1f A b
Mote T & Zave lers [K!, FIaa. ..} g . (A.23)
e pela conservagio do momento total Ks = - (K1+K2).
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