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A determinacao da dependéncia da solugdo de um modelo mecanico o de
funcoes associadas a este em relacdo as variaveis envolvidas é conhecida na litera-
tura como Analise de Sensibilidade. Uma forma de trabalhar nesta 4rea consiste
em determinar a sensibilidade diretamente sobre as equagdes continuas do mode-
lo, sendo a aproximagdo numérica uma consequéncia da utilizagao de técnicas de
discretizagdo sobre as expressoes continuas de sensibilidade.

Neste trabalho a anélise de sensibilidade a mudanca de forma é utilizada como
pivd de interdisciplinaridade.

Apresenta-se como a analise de sensibilidade, a geragio adaptativa de malhas
de elementos finitos e a teoria de otimizac¢ao podem ser integrados no desenvolvi-
mento de dois temas centrais: determina¢do da geometria 6tima num problema
de contato, procurando obter uma distribui¢do quase constante das tensdes na
superficie de contato e formalizagao tedrica e numérica de conceitos relacionados
a mecanica da fratura tais como as integrais J, L e M e integral de Rice.
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The analysis of how and how much the solution of a mechanical model de-
pends on a set of design variables is known as Sensitivity Analysis. A powerfull
approach into this area is to derive sensitivity expressions directly on the contin-
uum equations that define the mechanical model.

In this work continuum shape sensitivity analysis is focused as an intefdisci;
plinary area. '

Shape sensitivity analysis, adaptive mesh generation, finite element method
and optimization theory are integrated into the development of two main topics.
The first one deals with shape optimization in contact problems, where the goal
1s to find an appropiate shape for the contact surface providing a quasi-constant
pressure distribution. The second one is related to the theoretical and numerical
treatment of some fracture mechanics concepts such as J, L, M and Rice integrals
from the point of view of shape sensitivity analysis.
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Prefacio

A determinagio da dependéncia da solu¢do de um modelo mecanico ou de fungdes associa-
das a este em relacao as variaveis envolvidas (propriedades do material, sua distribuigio,
propriedades geométricas, etc.) é conhecida na literatura como Analise de Sensibilidade.

Historicamente, dois caminhos conceitualmente diferentes foram adotados para se tra-
balhar dentro desta area. ,

O primeiro determina a sensibilidade de modelos discretos, obtidos, jd por uma apro-
ximagdo do modelo contino necessaria para sua resolugio numérica (Elementos Finitos,
Diferencias Finitas, Elementos de contorno, etc) ou por serem modelos intrinsecamente
discretos: (Treligas, etc.). Esta abordagem é amplamente utilizada por fornecer resultados
diretamente aplicdveis aos métodos numéricos. ‘

O segundo caminho, impulsionado principalmente pela escola francesa na década 70-
80, estuda a sensibilidade das préprias equagdes continuas do modelo. A aproximagio
numérica é consequéncia da utilizagdo de técnicas de discretizagio sobre as expressdes
continuas de sensibilidade.

Esta dltima alternativa possui a vantagem de situar o modelo mecanico e sua sensibi-
lidade num mesmo nivel de abstragao, possibilitando um melhor estudo de suas estru-
turas metematicas sem a introdugdo de particularizacbes devido a discretizacio. Esta
propriedade resulta evidente na analise de sensibilidade & mudanga de forma, quando o
dominio, no caso da abordagem continua, é uma entidade geométrica independente de
qualquer discretizagao posterior. Na otimizagdo de forma o objetivo consiste em melhorar
certas caracteristicas do sistema em estudo a partir de modificagdes na definicio de sua
geometria e nao modificagdes em, por exemplo, uma malha de elementos finitos especifica.

A formalizacao da sensibilidade num contexto continuo facilita por outro lado, sua
relacdo com areas sem ligagdo aparente. Este é o caso de certos aspectos de mecanica
da fratura, facilmente comprendidos sob o ponto de vista da andlise de sensibilidade &
mudanca de forma.

Assim, a anadlise de sensibilidade pode ser vista como pivé de interdisciplinaridade.
Este trabalho tem justamente o objetivo de apresentar como a anélise de sensibilidade,
a geracio adaptativa de malhas de elementos finitos e a teoria de otimizagio podem ser
integrados no desenvolvimento de dois temas centrais: determinacio da geometria 6tima
num problema de contato e formalizagao tedrica e numérica de conceitos relacionados a
mecanica da fratura.

Desta forma, a presente monografia foi dividida como segue.

No primeiro capitulo é introduzido o problema de contato restrito a casos planos sem
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atrito. Apresenta-se a formula¢do primal, a formulacdo lagrangeana e a aproximacio por
penalizagio . Esta ultima é utilizada no tratamento numérico do problema, utilizando
técnicas de Lagrangeano aumentado.

O segundo capftulo trata do problema de geragido automatica de malhas apresentando
um método possivel e sua implemantagao utilizando programacio orientada a objetos e
técnicas de gerenciamento e classificacao de dados. Sdo apresentados conceitos de esti-
mativa a posteriori do erro em e sua sua utilizacao em geragio adaptativa.

O capitulo trés apresenta a analise de sensibilidade no contexto continuo e sua partic-
ularizagio para o caso de sensibilidade a mudanga de forma. Sdo mostradas as operagdes
basicas de derivagao e varios exemplos aplicados a formas lineares e funcionais 1iteis nos
temas estudados posteriormente.

O capitulo quatro formula o problema de otimizagao de forma e sua particularizacio ao
problema de contato. O objetivo consiste em determinar a geometria 6tima da superficie
em contato de forma a se obter uma distribuicdo quase constante das tensdes sobre a
mesma. Mostra-se assim como sdo interligados os resultados dos capitulos anteriores na
resolucio numeérica deste problema. '

Finalmente, o quinto capitulo apresenta a analise de sensibilidade & mudanca de forma
como meio de obter um conjunto de conhecidas leis de coservacao dadas na forma de
integrais independentes do caminho uma das quais é a origem a famosa integral de Rice.
Mostra-se também que esta abordagem possibilita uma forma alternativa de calcular
esta integral através de expressbes sobre o dominio, com resultados mais precisos que a
integracao tradicional de fronteira.

Cada capitulo foi organizado de uma forma autocontida, com com revisao bibliografica
e conclusdes préprias. Para finalizar, sdo apresentadas as conclusGes gerais do trabalho e
os aportes que se acredita terem sido realizados em cada area.
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Capitulo 1

PROBLEMA DE CONTATO

1.1 Introducao

A transmissao de esforgos através de simples contato entre sélidos é uma. das situacdes mais
comuns em sistemas mecanicos. Porém, as dificuldades para modelar esta condigio de
contorno fizeram com que a sua incorporacao na analise numérica de problemas mecanicos
fosse relativamente lenta, acompanhando a evolugao das ferramentas tedricas e computa-
cionais. Hoje, longe de ser um problema fechado, constitui uma importante érea de
discussio e pesquisa [2].

Na modelagem do problema de contato aparecem, por um lado, os inconvenientes
gerados pela condigdo “unilateral” de contato, assim denominada por restringir os deslo-
camento sobre o contorno somente num sentido, através do intuitivo principio de impene-
trabilidade entre os corpos. Por outro lado, apresenta-se o fenémeno de atrito que, devido
a sua complexidade fisica, incorpora novas incignitas & modelagem do problema. Frente
a este quadro, a estrutura matematica que na atualidade fornece melhores ferramentas
para a analise e modelagem deste tipo de problemas é a teoria de inequagdes variacionais.
A bibliografia obrigatéria neste assunto inclui os trabalhos [30], [58], [15], pioneiros no
desenvolvimento da mencionada teoria. Nos livros [54], [49], [64], [53], o problema de con-
tato encontra-se formalmente descrito, e encontra-se grande niimero de referéncias sobre
o tema.

Nas seguintes secOes sera exposta a formulagdo bdsica para o problema de contato
elastico submetido a pequenas deformagbes em auséncia de atrito. Pretende-se mostrar
as denominadas formulagdes primal e lagrangeana, a aproximagio por penalizacio, as
relages existentes entre elas e resultados classicos de existéncia e unicidade de solugio.

1.2 Descrigao do problema. Da formulagao diferen-
cial a-formulagao variacional

Seja uma regido aberta 8 C R? ocupada por um corpo B e limitada por um contorno
I'=T,UT;UT,, continuo no sentido de Lipschitz (i.e., € C®'). Assume-se que o corpo

1



2 Capitulo 1. PROBLEMA DE CONTATO

Figura 1.1

estd fixo em T',,, forgas de superficie f atuam sobre I'; e forcas de corpo b atuam sobre o
dominio Q (Figura 1.1). :

Denomina-se I'. & parte da superficie onde o contato entre o solido B e uma, superficie
rigida I, pode acontecer. Isto significa que para todo o processo de deformacio a regizo
de contato efetiva encontra-se sempre dentro de I'.. Assume-se também que as superficies
em possivel contato sao suficientemente planas e que as normais de ambas as superficies
sao praticamente colineares, permitindo confundilas em uma tdnica normal n. O fato de
estar trabalhando dentro da teoria de elasticidade linear permite aceitar que esta normal
n nio sofre modificagdes a menos de termos de ordem superior durante o processo de
deformacao.

Estas consideragoes linearizam certas condigdes cinematicas permitindo colocar o pro-
blema de contato dentro da formulagdo conhecida como Problema de Signorini. A ex-
pressao forte deste problema esta dada pelo conjunto de equagdes

— dive(u)=b em 9, (1.1)
u=0 emT,, (1.2)
olun=f emTy, (1.3)
o{n) =0 emT,, (1.4)
on(u) <0 emT,, (1.5)
Un—3<0 emT,, ’ (1.6) |
on(u)(un —s)=0 emT.. (1.7)

O equilibrio no interior do corpo estd dado pela primeira expressio onde div(-) é o
operador de divergéncia e o(u) € o tensor de tensdes de Cauchy, dependente do desloca-
mento u através de uma relacdo constitutiva eldstica. A segunda e terceira expressdes
correspondem as condigdes de contorno classicas, onde deslocamentos e forcas de superficie



1.2. Descrigao do problema. Da formulagao diferencial & formulagao variacional 3

estdo prescritas em uma parte da frontera (Dirichlet e Neumann, respectivamente). Todas
as restri¢Ges sobre a fronteira de contato estdo impostas pelas equacdes (1.4), (1.5), (1.6),
(1.7).

Em (1.4) e (1.5) denota-se o, e o as tensoes superficiais normal e tangencial atuando
sobre I':

Op=0N-N, 0o;=0N—0,N. (1.8)

Em (1.6), denomina-se u, = u - n a projegdo do deslocamento u segundo a diregao
normal n e s a folga (“gap”) inicial segundo a dire¢do normal as superficies em contato.

Assim, a auséncia de atrito impde nulidade nas tensbes tangenciais (equagio (1.4))
enquanto a condi¢do unilateral esta descrita pelo conjunto de equagbes denominadas de
complementaridade. Estas sao, na sequéncia dada,

e tensoes normais negativas (compressao, eq. (1.5)),

e nio penetragio entre os corpos (o delocamento normal nido pode superar o gap s,
eq. (1.6)),

e tensdes normais diferentes de zero somente possiveis em pontos de contato efetivo
(un —s =0, eq. 1.7).

Apesar desta maneira de formular o problema ser interessante pela facil visualizagao
das condi¢bes mecanicas que é preciso impor, sua analoga variacional ou formula¢do fraca,
além de situar-se numa posigao vantajosa no que se refere & sua aplicagdo a métodos
numéricos, conta com uma estrutura matemadtica (andlise convexa, andlise funcional,
principios variacionais) suficientemente poderosa para facilitar o estudo de existéncia
e unicidade de solucdes, estimativa de erro, etc. A seguir, sera obtida uma expressio
variacional do problema de Signorini a partir da formulagao forte ja vista.

Como o intuito é mostrar a relagio existente entre ambas formulagoes, serdo obviados
no momento aspectos tais como caracteristicas dos espacos topolégicos e propriedades dos
operadores atuantes. Suponha-se apenas que os deslocamentos v pertencem a um espaco
linear normado V, contendo os deslocamentos cinematicamente admissiveis, compativeis
com a restricdo u = 0 em I',, e suficientemente regulares para que as operagdes feitas sobre
estes elementos facam sentido:

V = {v suf. regular :v=0em [,}. (1.9)

Define-se também o subconjunto K de V contendo aqueles deslocamentos compativeis
com as condigdes na regido de contato, isto é,

K={veV:v,~s<0emT.}. (1.10)

Com estas defini¢ées e dado um elemento u € K solugdo do problema (1.4-1.7), pode-se
escrever que:

/Q( divo(u) +b)-(v-u)dl =0 YvekK. (1.11)
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Aplicando o Teorema de Green [32, 53],

[(dive(@)+b)-(v=u) = [ divie(u)(v-w)d - [ o(w) V(v-u)dn

+/Qb-(v—u)dQ
/Fa-(u)n-(v—u))dQ—/Qo-(u)-V(v—u)dQ

,+/Qb.(v-u)d9=o ¥ ek (1.12)

fl

Lembrando que u € K ¢ solucdo de (1.1-1.7) e considerando a simetria do tensor

0(11),

/Qa(u)-V(v—u)’dQ = /Qa-(u)-V(v—-u)dQ"
- /Qb-(v—u)dQ-I—/Fff-(v—u)dQ
+/Pco-(u)n-(v——u)dQ. (1.13)

Por outro lado, devido a condigao unilateral e & auséncia de atrito, este ultimo termo
é sempre positivo. De fato,

/F o(Wn - (v —u)d) = /F (n(W)n + o (u)) - (v — u) d2

c <

/F () (90 — ) d0

/P Ta(1) (g — 8) = (un — 8))dR > 0. (L.14)

[

1l

i

Finalmente, a equagdo (1.13) junto ao dltimo resultado fornecem uma nova forma de
escrever o problema de Signorini:

Determinar u € K tal que:

/Qa(u)-(V(v—'u)ydﬂz/ﬂb-(v—u)dnqnfrff-(v—u)dn Vvek.
(1.15)

Consegue-se assim uma formulagio variacional do problema de Signorini partindo das
equagoes diferenciais originais. Porém, alguns comentarios sdo necessarios no que se refere
a equivaléncia entre estas duas formas de descrever o problema.

Considerando que a relagio constitutiva u — o é do tipo o = o(V(u)), isto é, as
tensées dependem do gradiente dos deslocamentos, a operagio de divergéncia em (1.1)
exige que o elemento u possua derivadas segundas continuas em  (duas vezes difer-
enciavel) com cargas b também continuas em . Situacio anéloga repete-se com as
cargas de superficie f.
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Quando para obter a formulagio variacional multiplica-se a equagio (1.1) por um
deslocamento admissivel e, através do teorema de Green, se integra por partes, a igualdade
em (1.13) compara agora os valores reais obtidos por cada uma das integrais, sendo
necessario que os valores das mesmas sejam finitos. Assim, usando este novo critério
de igualdade, a condicdo de regularidade do campo de deslocamentos u ¢ enfraquecida
permitindo a resolugdo de problemas (carregamentos discontinuos ou concentrados, etc.)
que carecem de sentido matemadtico na formulagao “forte”.

Em suma, a formulagdo variacional é uma generalizagdo do problema local ou forte na
medida que, sob certas condi¢des de regularidade, ambas solugdes sdo equivalentes.

1.3 Problema Primal

Mostrado o caminho para obter a expressao variacional do problema de Signorini, pre-
tende-se agora reescrever a mesma levando em conta as propriedades dos operadores e
espagos topoldgicos utilizados, condigdes necessarias para a utilizagao de certos teoremas
de existéncia de solugio tnica.

Considere-se que o contorno I' goza da propriedade

'=r,ury,ur, » (1.16)
r.nTy=0, T,NT,. =0, (1.17)
e sejam os conjuntos

V={veHY(Q): 7,(v) =0 em HV*T,)} (1.18)
K={veV(Q):7,(v)—s<0 em H1/2(I‘c)} (1.19)
H'(Q) = (H'(Q))N, N =2,3, (1.20)

onde «, e v, sdo os operadores de trago definidos por
T.(u) : HY(Q) — H1/2(Fu), (1.21)
Yu(u) = ulp,, (1.22)
ve,(u) : HY(Q) — HY*T,). (1.23)
vc.(u) = ulr, - m, (1.24)

Define-se também a forma bilinear simétrica
a(u,v) = /Q CVu’ - Vv*dQ = /Q o(u) Vv'dQ u,v,€V (1.25)

a:VxV-—-R, {1.26)
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onde C é o tensor de elasticidade de Hooke satisfazendo as propriedades

Ciym € L2(Q): IM >0t.q. L Cijkillo,c0 < M, (1.27)
Cijkt = Criij = Cjim a.e. em Q, (1.28)
Ce-e>pe-e Ye=e', ¢ €ER, p>0. (1.29)

De (1.27) e da definigao de a(-, ), tem-se que

a(u,v) < Mijuffjvil (1.30)

Assumindo a existéncia de forcas de corpo b € L*(Q) e de superficie f € L%(Ty),
define-se a forma linear

flv) = /Qb vdQ 4 /Ff £ y4(v)dl (1.31)
v1(u) + HY(Q) — HYA(Ty), (1.32)
7¢(u) = ulr,, ‘ (1.33)
da qual pode-se recuperar a propriedade
IF (V)1 < Cibllo + lifllo.r ) lIvil:- (1.34)
Denota-se II = II(v) a energia de deformagao total:
1
I(v) = ia(v,v) - f(v) veV. (1.35)

A partir destas definigdes, o problema de Signorini pode ser formulado como segue:

Determinar u € K tal que
a(u,v—u)> f(v—-u) Vvek (1.36)
ou, equivalentemente, determinar u € X tal que

I(u) < II(v) Vvek. (1.37)

Note-se que (1.36) e (1.15) sdo exatamente o mesmo problema variacional (muda sé
a notacdo). Pretende-se demonstrar agora a equivaléncia entre (1.36) e (1.37) utilizando
conceitos de analise convexa e o teorema seguinte {17]:

Teorema 1 Seja K um subconjunto convero fechado de um espago linear V e seja F(v)
um funcional continuo, convezo e Gateauz-diferencidvel de K em R com derivada conti-

nua DF em V (vide se¢do 3.2). Denotando (-,-) o produto de dualidade entre V', V, as
sequintes condigoes sdo equivalentes:

u € um elemento minimizante de F em K (1.38)

(DF(u),v—u) >0 Vvek (1.39)
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Prova: Se K é convexo, u+6(v~u) € K, 8 € [0,1] Yu,v € K. Se u é elemento
minimizante de F',

Fluy) < Flu+08(v—u)) VveK, e [0,1]. (1.40)

Assim, para § > 0 e considerando a G-diferenciabilidade de F,

lim % [Flu+0(v —u)) — F(u)] = (DF(u),v — u) > 0. (1.41)

8—0t-

Inversamente, se u satisfaz (1.39), pela convexidade de F(u),

OF(v)+ (1 -0)F(u) > F(bv+ (1 - 0)u) YveK, (1.42)

F(v) =~ F(u) > 5[F(u+0(v —w) — F(w)] Vo e K. (1.43)
Tomando o limite para § — 0,

Flv)=F(u)>(DF(u),v—u) 20 Vve K. O (1.44)

Desta forma, se u é elemento minimizante de II em K, segundo o teorema acima,
(Pl(u),v—-u)=a(u,v—u)— f(v-u)>0 Vvek. (1.45)
sendo que, de (1.27) e das propriedades de f(u),
a(u,v) - f(v) < Mljullo|[vlls + [[£ll}v]ls, (1.46)
il = Cbllo + Ifllor, ), (1.47)

confirmando a equivaléncia (1.37)-(1.36).
Para provar a convexidade de II(-), opera-se sobre a definicao do funcional:

(1 = 8)u + 6v) = (1 — 9)[I(u) + HTI(v) — %0(1 —Ba(u—v,u—v).  (148)
Por outro lado, a condicao de positividade de C (eq. 1.29) permite escrever
a(v,v) > /Qp v) - e(v)dQ VYveV, p>0, (1.49)
resultado que sustituido em (1.48) permite obter a condigdo de convexidade procurada:
(1 - u+0v) < (1 — O)II(u) + oLI(v) Vve. (1.50)

A partir deste momento seria interesante estudar condigbes necessarias (e suficientes)
para a existéncia de soluc¢do tnica do problema em questao. Estas sio:
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¢ G-Diferenciabilidade de II em relacao a u

e Convexidade de II  (Estas duas propriedades ja demonstradas para provar a
equivaléncia entre (1.36) e (1.37),

e Coercividade de II.

Esta tltima propriedade é produto da denominada “Desigualdade de Korn” [63],[53],[49]
que para o caso em estudo pode ser restrita ao seguinte teorema, aqui citado sem prova:

Teorema 2 Seja Q € C%'. Eriste entdo uma constante positiva ¢ > 0 tal que
Ae(v) (V) AR > e |V YveV (1.51)

Com este resultado e levando em conta (1.29), pode-se escrever

a(v,v) > p /Q e(v) - e(v) dQ
> pelvlli
> m|vl} VveV, pem>0. (1.52)

Finalmente, de (1.34), (1.52) e da definicdo de II,
Ov) 2 m |[vlf = I fllifvly Vvey (1.53)
I f1lx = C(libllo + (Ifllor, ), (1.54)

com o qual se prova que o potencial II é coercivo, isto é, II — oo se ||ul|; — oo.
Finalmente, comprovadas as propriedades enunciadas acima, o teorema apresentado a
seguir garante existéncia de solugdo dnica para os problemas (1.36)-(1.37):

Teorema 3 Seja Il : K — R o potencial de energia de deformacdo total definido em
(1.35) e seja K o cone convezo fechado (1.19) do subespago V (1.18). Seja Q € C°*
(Lipschitz) com meas(I',) > 0. Eriste entdo um unico deslocamento u € K que minimiza
IemK:

O(u) <HO(v) VveKk, (1.55)

Prova: [10, 17] Suponha-se [ o limite inferior de II(v). Neste caso, | < +o0. Seja uma
seqiéncia minimizante v; € K tal que

I = lim I(v;) (1.56)

100

A seqléncia ||v;||; é limitada; se ndo fosse, existiria uma sub-seqiiéncia vy tal que
limy,, o ||[Vir|l1 = +o00. Da hipétese de coercividade de II(v), imII(vy) = 400 — [ =
+00, resultado impossivel. Assim, se conclui que

villi < M < +00 (1.57)
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Sendo a sequéncia limitada, pode-se extrair uma subseqiiéncia vy € K tal que
vy — v* quando 7’ — 4. (1.58)

Sendo K fechado, v* € K. Sendo II(v) continuo, o funcional é também semicontinuo
inferiormente, isto €,

[I(v*) < liminf O(vy), (1.59)

e por tanto II(v*) < [. Por outra parte, sendo [ o limite inferior de II(v),v € K,

I(v™) = 1. (1.60)

A unicidade aparece da convexidade estrita de II. Em efeito; sendo II convexa (nio
estrita) e u e v solugdes do problema (1.37), o elemento #&¥ é também solugio. Se a
convexidade for estrita isto é impossivel dado que de (1.50),

< %—(H(u) $OW)=a O (161)

II(

Como comentario final, pode-se ver que o teorema foi restrito ao caso em que alguma
parte do corpo em analise encontra-se fixo, isto é, meas(I',) > 0, propriedade que assegura
a coercividade do potencial II. Assim, caso seja relaxada esta restri¢io uma nova condicio
sobre o carregamento externo deve ser agregada. Esta condi¢do garante que o trabalho
das forgas externas seja negativo para todo movimento rigido pertencente a X:

f(v)<0 YveKnR, v#0 (1.62)

R={veH Q) :v(x)=a+dxx, ae. € Q} (1.63)

Resolvido o problema de unicidade e existéncia da solugdo no problema Primal e antes
de continuar com a formulagdo Lagrangeana ou de Ponto de Sela. serdo utilizados alguns
paragrafos para recuperar, ainda desta formulacdo, uma série de conceitos interessantes.
O problema de minimo num espago com restrigbes (1.37),

u = arg ‘lzxélzfc O(v), (1.64)
é completamente equivalente a
u = arg sgg(ﬂ(v) + I(Vv)), (1.65)

wm={ b, Evsre (.69

O funcional Ix(v) é denominado Indicatriz do Convexo K e possui a propriedade de
tomar valor zero para todo elemento pertencente ao convexo e infinito positivo para todo
elemento fora deste.
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Esta forma de expressar o mesmo problema, passo inicial para abordar o problema
Lagrangeano (como sera visto no préximo item), permite também caracterizar as reagoes
na superficie de contato.

Quando se trabalha com fun¢des nao diferenciiveis no sentrido estrito, aparece o con-
ceito de subdiferenciabilidade [17, 69]. Considere-se que a indicatriz é tal que

Ie(v) = Ic(vc,(V)),  Ye.(v) € HE(T,).

O elemento ¢ € H "%(Fc) pertence ao conjunto subdiferencial de Ix em u se e somente

se:
Ic(v) = Ix(u) 2 {¢,7c, (Vv —u)) VveV. (1.67)
Se u € K se tem que Ix(u) = 0. Assim, a relacio acima se cumpre entao automaticamente

para todo v & K. Porém, para v € K,
02> {(p,1c,(V—u)) Vvek. (1.68)

A expressido (1.14) equivale a:
02 (“O'n’70n(v - u)) Vve K:’ - (1'69)

o que permite concluir que ¢, € H "%(Fc) pertence ao conjunto subdiferencial de Ix em
u.

Este resultado tem um peso significativo nas formula¢des Lagrangeana e Penalizada
que serao vistas a seguir.

Resumindo, acaba de ser apresentada a denominada formulagao primal do problema de
contato. Nesta formulagdo, a variavel independente é o campo de deslocamentos u, sendo
todas as demais variaveis resultantes desta. Uma outra forma matematica de modelar
este problema esta dada pela forma conhecida como formulacio Lagrangeana.

1.4 Formulacao Lagrangeana ou Ponto de Sela

Nesta segdo apresentaremos uma forma de expressar o problema de Signorini onde as
variaveis independentes que aparecem na formulagdo nao sido sé os deslocamentos mas
também as tensoes de contato sobre a superficie I'.. Com este intuito denota-se Qt C
H~Y%(T.) ao sub-conjunto dos funcionais lineares sobre H*/*(T.) tal que:

Q* ={¢: (p,70.(v) —s) <0 VveKk} (1.70)
Desta forma dado v € K,

(ps¥0a(v) —s) <0 Vet (1.71)
Pode-se apreciar que
] 0, sevekK _
o e - ={ S EVEE =k (1.72)
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Como ja foi visto, o problema (1.37) é completamente equivalente a:
Determinar u € V tal que

u = arg inf {I(v) + Lc(v)}

= arg inf sup {II(v) + {,7c.(v) = 5)}. (1.73)
pe@t
Denominando
L(p,v) = {Il(v) + {p,7¢.(v) — )}, (1.74)

aequagao (1.73) apresenta as bases da formulagao Lagrangeana do problema de Signorini:

Determinar o par (u,\) € V x Q% solugdo do problema de ponto de sela

Lu,p) < L(u,\) < L(V,A) VY(v,p)eV(Q)xQt (1.75)

O teorema a seguir proveé o sistema de inequagdes que caraterizam o par (u, A) solugio
de (1.75):
Teorema 4 Sejam V e Z dois espagos de Banach tais que

AcCV € convero, fechado e ndo vazio.

BC Z - € concavo, fechado e ndo vazio. (1.76)

Seja também o funcional L(w,p) tal que:

eVpe Z, w— L(w,p) é G-diferencidvel, estritamente convero e semicontinuo
infertormente.

e Vwe A p— L(w,p) € G-diferencidvel, concavo e semicontinuo superiormente.
Entdo, (u,p) € A x B € ponto de sela de L se e somente se:
(D, L(u,p),u—u)>0 VYae A (1.77)
(DpL(u,p),p—p) <0 VpeB (1.78)

Prova: Dado p € Z se tem que £L — L,(w). Da mesma forma, dado w € A, £ —
Ly(p). A prova se obtém em forma completamente andloga ao teorema 2.1 para cada
uma das fungbes acima. e

Considerando que os conjuntos V, @* e o funcional L(-,-) possuem as propriedades
mencionadas no teorema acima (observe-se que a convexidade e G-diferenciabilidade de
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II(-) com respeito a u ja foi provada e L(-,) é o resultado da soma de II(-) e um operador
linear com (u, A)), o ponto de sela para o problema de contato esta dado por:

(U, ) eV xQ*
a(u,v) + M\ ye,v—3s)=f(v) VveVy
(p=AMyo,u—s) <0 VopeQt, (1.79)

denominadas Condi¢ies de Optimalidade do problema Lagrangeano.
Como se verd a seguir, pode-se estabelecer uma relagio entre o problema primal (1.37)
e o problema de ponto de sela (1.75):

Teorema 5 O par ordenado (w,A) €V x Q% € um ponto de sela de L(-,-) se e somente
se:
w=uemfl; o,=on-nlp,=-\ em[, (1.80)

Sendo u € K a solug¢io do problema (1.37).

Prova: ,
i) Suponha-se (w, A) ponto de sela de £ em V() x Q*(T,) entéo:
(w,A) € V() x Q7(T,) : (1.81)
L(w,0) < L(w,\) <LV, A) ¥ (v,0) € V(Q) x QH(T,) (1.82)

A primera parte da desigualdade (1.82) pode ser escrita como

(=X (W) —s) <0 VeoeQ™. (1.83)

Escolhendo ¢ = 0 (elemento zero em Q*(I.)), ¢ = 2), e sustituindo em (1.82), se
obtém que

(Mvea (W) =) <05 (M e, (W) =) 20 = (A, y0,(W) —s) =0, (1.84)
e, portanto,
(py¥c (W) —8) <0 Ve Q). (1.85)

Desta inequagdo e da definigio de @™ se tem que w € K(Q). Estes resultados substi-
tuidos na segunda parte da inequagao (1.82), permitem escrever

<0VveK(Q)

™~

I(w) <T(v) + (M0, (v) —8) <TH(v) Vv eK(Q), (1.86)

indicando que w € K(2) é um elemento minimizante de II que, pelos resultados anteriores,
é tinico. Chega-se entdo a conclusdo que o funcional £(-, A) toma valor minimo em V para
o elemento w = u solugdo do problema (1.37). Aplicando o Teorema 1,

a(w, ) + (M 76, (v) = s) = f(v) ¥veV(Q) (1.87)
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resultado valido também para v = w. Subtraindo,
a(w,v = W) + (A0, (V) = 1o (W) = flv—w) Yvev(®)  (188)
Pelo teorema de Green junto a equagao (1.88) chega-se finalmente a conclusao

(A 70a (V) = v (W) = (=00, 70, (V) = 70, (W))- (1.89)

ii) Seja u solucdo do problema (1.37) e chame-se o,(u) = o(u)n - njr, € QT(T,). Seja
o par (u, —a,(u)) € V(Q) x QT(T.). Assim,

=0

—

£, —0,(w) = T(w) + {(—on(u), 16, (1) — 5)

> Mw+lora@-9 Yee@ @  (1%)
£(a,~0a(0) > L(wp) Vo€ QHQ). (1.91)

Por outro lado,

L(u, —on(u)) = L(v,—on(u)) = I(u) = TI(v) + (=on(u),7c,(v) = 10, (¥)),

1
= —é-a(u —V,U.‘—'V)
a(a, v = w) = (oa(w), 70, (v) ~ 76, (w)) + f(v ~u)
=0VveKk
<0 Yvek. (1.92)

Demonstra-se assim a equivaléncia entre o problema primal (1.37) e o denominado
problema misto ou ponto de sela (1.75).

Deve-se considerar que no problema misto, u pertence ao convexo K como con-
seqiiéncia da prépria formulagao e nao devido a condicdo explicita como é o caso do
problema primal. Em contrapartida, esta relaxacdo sobre a restricado em u se traduz na
inclusdo de uma nova variavel, esta sim, restrita a um convexo (Q%).

E interessante ressaltar que, sendo a variavel de Lagrange A € Q% igual a tensio na
regiao de contato o,, se conclui dos resultados anteriores que

X € Blx(u). (1.93)

1.5 Aproximagao do Problema de Signorini por Pe-
nalizacao

Uma alternativa que elimina a restrigdo “u € K” sem por isso agregar uma nova variavel
se consegue através de uma aproximacado do problema primal conhecida como penalizagdo.
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A penalizagio, como seu nome indica, consiste em substituir a restigio explicita por um
funcional penalizante cujo valor aumenta em propor¢do ao grau de violagdo da restrigdo
relaxada. Em outras palavras, substitui-se a indicatriz Ix(u) de (1.73), descontinua em
u, por um funcional regular P.(u) que a aproxima:

u = arg érég{ﬂ(v) + I,C(v)} (1.94)
u R U, = arg ézég{ﬂ(v) + P.(v)} (1.95)

A vantagem desta mudanca reside, obviamente, na regularidade do funcional P.(v). O
funcional

O(v) =O(v) + P(v), veY, (1.96)

é continuo e regular em V simplificando a determinagao do elemento minimizante.

Encontra-se na literatura varias formas de efetuar a penalizagao; uma divisao muito
utilizada categoriza as mesmas em penalizacGes externas e internas. Nas primeiras, o
termo penalizante adota valores finitos diferentes de zero para elementos v interiores ao
convexo e tende a +o0o para elementos vizinhos & fronteira deste. Assim, todo elemento
minimizante pertencera sempre ao interior do convexo. No caso da penalizagio externa, o
termo penalizante vale zero para todo elemento pertencente ao convexo e cresce em forma
proporcional ao grau de violagdo da restricao. Uma forma bastante geral de representar
um funcional penalizante externo para o problema que nos atende é a seguinte:

1
P.(u) = ZP(u), (1.97)
onde P(-) possui as seguintes propriedades:
?) P :V — R é semicontinuo inferiormente,
27) P(v) >0, P(v) =0 se e somente se v € K,
t11)  P(v) é G-diferencidvel em V. (1.98)

As propriedades de G-diferenciabilidade e coercividade de TI(v) sdo mantidas por
II(v) e, portanto, o Teorema (2.2) garante solucdo tnica de (1.93).

A alternativa, talvez mais intuitiva, entre varios possiveis termos penalizante consiste
em tomar uma fungdo da prépria restricao, no presente caso, vg,(u) —s < 0. Para
simplificar a escrita, se adotara a notagao

Un € H1/27 Un = "ch(u)’ uc V3
- g(u) =10,(u) —s <0.

Assim, o funcional P da forma

P(u) = [g(u)*]" = [max(0, g(w))P?, (1.99)
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cumpre as propriedades observadas em (1.98) dado que
DP(u) =0 Vu,>s, (1.100)

DP(u) =2g(u) Vu,<s. (1.101)

Finalmente o funcional de penalizagao se escreve

P.(u) = 5-[max(0, g(w)]", (1.102)

Embora este funcional tenha, aparentemente, um sentido exclusivamente matematico,
possui caracteristicas que o vinculam com um conceito ja discutido: No problema de
Signorini foi comprovado que as tensdes sobre a fronteira de contato (com sinal trocado)
siao elementos que pertencem ao conjunto sub-diferencial da indicatriz Irx. Se o termo
penalizante P, tem a fungao de simular esta indicatriz, as tensoes de contato (com sinal
trocado) devem pertencer ao sub—diferencial deste funcional. Em efeito, sendo P.(v) um
funcional regular, o conjunto sub-diferencial para cada ponto v possui um 1nico elemento
dado pela derivada de Gateaux nesse ponto: ~

—0,=DP.(u) = %[max(p, g(w))], (1.103)

isto é, a tensdo normal em [, é proporcional a “penetragio” entre os corpos possibilitada
pela penalizacdo. Em outras palavras, o termo penalizante introduz uma relagao consti-
tutiva na fronteira de contato vinculando tensdes com deslocamentos na direcao normal
a mesma.
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1.6 Aproximagao Numérica: Método dos Elemen-
tos Finitos

Uma vez modelado o problema, observadas as propriedades dos operadores, caracteristicas
dos espagos onde transita a solugao e, inclusive, existéncia e unicidade da mesma, o
objetivo final (pelo menos para todo fim orientado a engenharia) consiste em extrair
informacdo (solugdes) destes modelos. Obviamente a complexidade dos mesmos nio per-
mite, salvo casos especiais, sua solucao analitica sendo os métodos numeéricos, entre eles
o Método dos Elementos Finitos, a alternativa adequada. A aproximacao numérica das
formulagdes vistas consiste basicamente em reduzir o espago de solugdes (espagos de di-
mensdo infinita) para espagos de dimensao finita. O M.E.F. caracteriza-se por fornecer em
forma sistematica os elementos base cujo span forma o espago aproximado (de dimenséo
finita) requerido. O dominio  é aproximado por um dominio {2, particionado em sub-
dominios §). (elementos finitos) formando a conhecida Malha de Elementos Finitos. A
particao é tal que

Qp=UQ,, QNQ=0 Vi#e, (1.104)
Q. é fechado e 90 € C*%. (1.105)

A qualidade de uma malha pode ser caracterizada por um parametro % cujo valor
indica o maior didmetro de esfera inscrita nos elementos. Se diz que a malha de elementos
finitos é regular se para todos os elementos, o quociente entre o didmetro da esfera que
contém o elemento e o didmetro da esfera inscrita é limitado!.

Os espagos aproximados V}, do espago original V sdo gerados a partir das funcdes base
definidas sobre os elementos finitos e possuem a propriedade de serem densos nos espagos
originais, isto é, dada uma familia de espacos aproximados Vj, onde UV, é em todo ponto
denso em V, denotando-se que “V, converge a V quando h — 0”. Da mesma forma, a
aproximacao da geometria deve ser tal que {}; — £ quando A — 0.

A teoria de interpolacao fornece as bases matematicas para o estudo de erro devido a
aproximacao. Referéncias neste sentido podem ser encontradas em [13],[85] 2.

A classe de elementos utilizados nas aproximagoes numéricas deste trabalho correspon-
de aos elementos classicos de elasticidade plana. Assim, utilizando a notagio tradicional,
os espagos e variaveis utilizadas adotam a sua expressdo discreta como segue:

Seja M a dimensdo de V), C V e U € RM o vetor de deslocamentos nodais associados

a aproximagdo uy. Para um elemento “¢” da malha,
uw = NU, (1.106)
Vu; = VNU*® = GU®, (1.107)
Viu; = V°NU°®=BU" (1.108)

LA construgio destas particdes em dominios quaisquer, satisfazendo as propriedades apontadas, per-
tence & drea que estuda técnicas de geragdo automadtica de malhas (Capitulo 2).

2Alguns destes resultados serdo utilizados em técnicas de adaptatividade, também apresentadas no
Capitulo 2.
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o5 = CBU, o (1.109)

onde N é a matriz de funcdes de interpolagdo local (a nivel de cada elemento), B a matriz
operador de deformagio e C o tensor de elasticidade de Hooke. Por sua vez, o funcional
II(vy) adota a forma

nel

M(vs) = %a(vh,vh)— f(v,,)=%2[KeU6-Ue—F8-Ue]

= %KU-U—F-U (1.110)

onde K € a matriz de rigidez global e F o vetor de for¢as nodais equivalentes construidas
a partir dos correspondentes a nivel de cada elemento, isto €,

K= [ B’CBdQ, Fe=/ NTbdQ+ [ . NTfdr. (1.111)
Q. . 80N,

Denotando [ o conjunto dos indices z,z = 1,---,m tal que x; é um ponto nodal em
I'., o espaco V e o convexo K podem ser aproximados por:

Vi = {Vh & C(m) : Vh(X,') =0, x;€ Fu} (1.112)

Krn={vhreVn:g(vi(x:)) = (Va(x:) -m(x;) =) <0, i€} (1.113)

Denomina-se também R} ao vetor (de dimensdo q) cujos elementos nao tém compo-
nentes negativas.

Assim, as expressoes discretas equivalentes dos problemas (1.37), (1.75) e (1.95) se
escrevem respectivamente,

u, = arg inf TI(v;) (1.114)

viaeEK,

no primeiro caso,

Determinar {us, Ax) € Vi x Rl tal que

Zn(an, Pr) < Ta(un, An) < Ta(Vh, An), (1.115)
(Vi Pr) = T(va) + D g(Va(x:))pr;
el

no caso de ponto de sela e
u = arg vi%{)h(ﬂ(vh) + Pep(vy)) (1.116)

no caso de penalizagao.

Cada um destes problemas possui seu préprio conjunto de métodos de solucio. No
primeiro caso, trata-se de uma procura do ponto de minimo diretamente na regiao viavel,
onde para cada paso dado a fungdo objetivo decrece e as restrigdes sao respeitadas. No
segundo caso, o dominio de variaveis muda, dado que sdo incluidas (e resolvidas simul-
taneamente) as variaveis duais do problema ([60],(7]). Finalmente, para o dltimo caso
aparecem as técnicas de penalizagio, adotadas no desenvolvimento deste trabalho.

2
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Ponug T = DRen)

9(u) o)

Figura 1.2 Funcao de penalizagio e sua derivada

1.6.1 Penalizacao

Como foi apontado, a penalizagao equivale mecanicamente a introduzir uma equagao
constitutiva relacionando deslocamentos e tensbes superficiais na fronteira de contato.
A derivada da funcdo penalizacao tem o sentido fisico de uma reacdo de contato na
superficie proporcional a violagdo da restri¢ao (Figura 1.2) No presente caso, a penalizacio
adotada (1.102) e a mencionada relagdo constitutiva (equagao (1.103)) se escrevem em
forma discreta como segue:

Puslie) = 5 Tlmas(0 sg(u(x )}, (1L.117)
— ou(xi) = DPep(un(x)) = %Z;[max{o s 9(un(x:))}]. (1.118)
1€

O problema de equilibrio, isto €, a determinagao do ponto de minimo de (1.116) é feita
mediante a resolugdo do sistema de equagbes que caracterizam o ponto de derivada nula,
isto é, zerar o residuo

#(U) = KU — F — R,(U) = 0. | (1.119)

Os dois primeiros termos correspondem & derivagdo do potencial TI(us) (escrito em
forma matricial) e o tltimo o vetor de reagdes de contato decorrente de (1.118), nio linear
com os deslocamentos.

Este sistema de equagdes foi resolvido mediante uma técnica de Quasi-Newton cuja
caracteristica principal reside na ndo necessidade de determincagio da derivada segunda
do potencial (matriz tangente do problema ou Hessiano). O tipo de atualizagio uti-
lizada corresponde a familia BFGS [60, 14]. A sequéncia deste algoritmo encontra-se na
secao 1.6.3.
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a(u,) o, )

Figura 1.3 Lagrangeano aumentado

1.6.2 Lagrangeano Aumentado

Uma das grandes desvantages dos métodos de penalizagio tradicionais como o anterior,
consiste na inestabilidade numérica provocada pelo mal condicionamento do sistema de
equagdes {1.119) ao serem incorporados os termos de penalizantes. Graficamente, este
método pretende atingir um ponto p da curva constitutiva “exata” por uma funcio
continua que se aproxima a primeira tanto quanto o fator de penalizacio tende a zero.
Uma forma alternativa de obter o ponto p consiste em “transladar” a equagio constitutiva
regularizada ao invés de aumentar a inclinagdo da mesma (figura 1.3).

Esta explicacdo grafica baseia-se na formulagdo denominada de Lagrangeano Aumen-
tado que € o assunto desta segao.

Esta formulacao tem suas origens em problemas de minimizacao de problemas com
restricdes de igualdade do tipo

mgn f(x)

h(x) =0, (1.120)

para os quais se constrol uma funcao lagrangeana da forma

L(x,2) = f(x) + A~ h(x) + —21—6-lh(x)12, (1121)

sendo A € R™ um vetor de multiplicadores de Lagrange e ¢ o fator de penalizagio j4
conhecido da formulacao anterior?.

O algoritmo de minimizagao consiste basicamente em resolver uma sequéncia de &
problemas da forma

ki, vk
min L*(x, A%) | (1.122)

3Deve-se observar que se o vetor X é identicamente igual a zero, se recupera a expressio tradicional
de penalizagdo.
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onde {A\*} é uma sequéncia limitada em R™ satisfazendo
> Yk, & 0. (1.123)

Em [7] mostra-se que as condi¢bes acima sdo necessirias e suficientes para afirmar
que todo ponto de acumulagio da sequéncia x* é também ponto de minimo do problema
original. A performance do método dependera da eficiéncia do algoritmo para resolver o
problema de minimo sem restrigoes e da forma de atualizagdo dos parametros de Lagrange
A¥. O caso que aqui interessa é uma extensao deste principio para os problemas com
restricdes de desigualdade:

mjn £(x)

g(x) < 0. \ (1.124)

Assim, opera-se sobre o vetor g(x) para obter o problema

min f(x)
gi(x) + 2z, = 0, 25 Z 0, 1= 177?,, (1125)
que simula a condigio de igualdade do caso (1.120). Nesta nova expressao do problema,

se um ponto (X, 7y, ..., Zm) com z; = \/—g; é solucio de (1.124) entdo % é também solucao
do problema original (1.120). Definindo o Lagrangeano

B ) = 0+ SO0+ 20 e 45 (L126)

o problema (1.124) é resolvido através de uma sequéncia de problemas de minimo da
forma

kil 2k
(E’r;lZ%)L (x, A%, 2) (1.127)
sendo a sequéncia {A¥} limitada e
>t vk, 0. (1.128)

O aspecto mais interesante reside no fato que a minimizagio em relacao aos parametros
auxiliares z; pode ser efetuada em forma explicita: Seja a expressao

min L0, 34,2) = £ + 3 pin Mlai(x) + 2 + 5l + =), (1129)

z20

A funcdo entre paréntesis é quadratica em relacdo a z; e portanto seu minimo (sem
levar em conta a restrigao) é atingido no ponto Z; de derivada nula:

1 .
AF + E—k[g;(x) + 2] =0,
= 2; = —[FAF + gi(x)]. (1.130)
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Devido a restri¢ao z; > 0, o minimo adota a sequinte forma:

éi = max{O, —[6k)‘? + gi(x)]}’
= ¢:(x)+ % = max{gi(x), —*AF}. (1.131)

Substituindo em (1.129) e fazendo operagdes simples chega-se finalmente a
k m 1
L5, 3 = f0) 4 5 Sollmax{ M + oI — P (L)
i=1

Graficamente, a tarefa do vetor AF consiste em produzir um deslocamento da curva
de penalizacdo. Substituindo as varidveis especificas do problema em estudo na expressdo
geral (1.132) se obtém

LF(vi, AF) = TI(v4) + Pan(vh, AY) (1.133)

onde

P.y(Vh, A}) = ;:Z{[max{O; Ak + el—kg(vh(xi)}]2 —[WE?Y, iel (1.134)

=1
Finalmente, o algoritmo utilizado para obter o ponto de étimo se escreve:

0. Dado A} >0, >0 k£=0,1,2,...
1. Determinar uf € V, tal que

. 1
uﬁ = arg mf{ia(vh,vh) —(vi) + Pep(va, A’,ﬁ)} ,

1 :
2. Wt = max{0,Mf + 2o(ui(x)}, i€l

1 .
3. If Aty > zg(uﬁ(xi)) i€l STOP.
Else
et < f, k=k+1, Goto L.

O passo 1 é calculado da mesma forma que o caso de penalizagao tradicional através do
método Quasi-Newton. Assim, no final deste passo se obtém uma configuragao equilibrada
uj para valores fixos de Af, €¥. A convergéncia global é atingida para uma configuragio
equilibrada cuja equacdo de complementaridade correpondente as condigdes de contato
seja satisfeita dentro de uma tolerancia (condigao de convergéncia do passo 3). Nos exem-
plos numéricos apresentados neste trabalho foi usada uma tolerancia de y = 1.0E~8. Este
processo de “ajuste iterativo” da curva de penalizacio tem duas consequéncias principais.
Em primeiro lugar, o passo 3 garante a. satisfagio da condigio de complementaridade,
condigao relaxada na penalizagdo tradicional. Em segundo lugar, a convergéncia global se
atinge com menor esfor¢o numérico (para o mesmo nivel de precisdo) dado que o fator de
penalizacao pode adotar valores numericamente compativeis com o resto dos coeficientes
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do sistema de equagdes. Em relagao a este fator deve-se também mencionar que a atu-
alizagdo do mesmo no passo 3 foi decisiva para acelerar a convergéncia. Nos problemas
deste trabalho foi utilizada a seguinte relagdo: ¢+ = € x 0.6667.

A seguir mostra-se a seqiéncia da técnica Quasi-Newton responsavel pela solu¢io do
passo 1 acima.

1.6.3 Quasi-Newton

Vasta € a literatura que trata sobre esta técnica; Entre outros, podem ser mencionados
os trabalhos [60],[31],[7], [14]. Este método, como ja foi apontado, possui a caracteristica
principal de prescindir da determinacao Hessiano do problema, propriedade sumamente
interessante considerando que em muitos casos este Hessiano ndo existe. Este situagao
aparece frequentemente em problemas dissipativos como o caso de atrito e o caso de
elasto-plasticidade onde este algoritmo foi utilizado para sua resolugdo ([44],[19],28]).
No problema estudado neste capitulo, o Hessiano é bem definido é seu cdlculo possivel.
Mesmo assim, o tratamento com o Q.N. foi mantido para facilitar o acoplamento deste
tipo de condig¢des de contorno a outros problemas nao lineares como o caso apresentado
em [28].

Nas referéncias dadas pode-se encontrar uma extensa descricdo do método Quasi-
Newton. O objetivo desta secdo, remite-se a apresentar os passos do algoritmo utilizado.

Na forma em que foi implementado, o mesmo consta de cinco etapas:

e I - Inicializagao. Nesta etapa sao tomados valores iniciais para o vetor de deslo-
camento e a matriz hessiana. No presente problema a matriz Hy corresponde &
matriz de rigidez da estrutura a qual foram agregados elementos lineares de “mola”
associados aos graus de liberdade da fronteira de contato. O vetor U° corresponde
a solugao linear deste sistema. Com estes valores toma-se uma direcao inicial p.

k=0, U=TU° H=H = (U)
se ||v]] <e stop
p=-H%

¢ II - Céalculo de uma nova aproximacao U. Nesta etapa se realiza a procura linear,
determinando o passo s que “zera” a projecdo do residuo na diregao de procura.

lo - ¥(U + sp)| < eplp-w(U)]

d=sp
U=U+d
3 = 3(0)

se ||| < e stop
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o III - Avaliagdo dos vetores v e w do BFGS. Com o passo dado, sdo calulados os

vetores v e w* necessarios para a atualizacio de H.

.
li

17;-d—-1/)-d
4

~ -
W =

.d
v=(l4y/=s(v-d)/(s d)w - %

gravar em memdria secunddria v como v* e w como w¥.
e IV - Calculo de uma nova dire¢do de procura 5 = —H2 onde
H=] [ O+w ov)H[ [[ (1+v ®@w)] (1.135)
j=ky 0 §=0,k
=1

Forj =k, (k—-1),---,1,0 do
recupera v’ como v e w/ como w
p=p+ (W -p)v

p=-H%

Forj =0,1,---,(k=1),k do
recupera v’ como v e W como w
p=p+ (v p)Ww

endfor

e V - Atualizacdo de varidveis

k=k+1, U:U, p=p V=1 (1.136)

Retorna a II.

O vetor de residuo 4(U) é obtido mediante o calculo das forgas internas (seqiiéncia de
produtos das matrizes de rigidez pelos seus respectivos deslocamentos nodais), as forcas
externas (dados) e as forgas de contato, dependentes do deslocamento:

$(U) = KU — F — R,(U) (1.137)

O vetor global R, (U) é resultado da montagem das reagdes de contato Ay; calculadas
segundo o passo 2 do algoritmo de Lagrangeano Aumentado.
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Capitulo 2

GERACAO AUTOMATICA DE
MALHAS E ADAPTATIVIDADE

2.1 Introdugao

A elaboragio artesanal de uma malha de elementos finitos é hoje um fato quase histérico
devido ao forte impulso que a drea dedicada ao desenvolvimento de técnicas de geragio
automatica de malhas tem recibido nos tltimos anos. Sua importancia resulta evidente
quando se considera que é a malha quem fornece, em tltima instancia, as bases das func¢des
de interpolagdo. A partir deste fato, pode-se concluir facilmente que ndo existe formulacao
matemética de um problema, robusta o suficiente para resistir a uma discretizacio mal
feita.

A etapa de pre-processamento na modelagem via elementos finitos foi, durante muito
tempo, fonte de erros e perda de tempo. Este fato, associado as crescentes capaci-
dades dos processadores numéricos tanto no referente a etapa de calculo quanto as fa-
cilidades graficas, pressionou o desenvolvimento desta area tentando atingir, entre outros,
os seguintes objetivos:

e Separagao efetiva entre a geometria do dominio de definicdo do problema e sua
discretizagao (malha de elementos finitos).

e Facilidade para proporcionar malhas adequadas/adaptadas ao caso em estudo com
total independéncia do modelamento das condigdes de contorno, carregamento, etc.

Estas ferramentas mobilizaram, por outro lado, o crescimento de varias linhas de
pesquisa cuja existéncia depende do desenvolvimento de técnicas eficiéntes de geracao
automatica. Dentre estas podem ser citadas:

o Estudo de estimadores de erro em diversos modelos mecanicos, dando origem a pro-
cessos adaptativos. Fornecendo malbas localmente refinadas (adaptadas ao prob-
lema modelado), esta area procura solugdes suficientemente precisas com o menor
custo computacional possivel [86], [52], [88];

25
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e Tratamento numérico de grandes deformagdes. Em muitos modelos para simulagio
deste tipo de problemas (p.e. conformado de metais) o re-malhado na geometria

deformada € passo inevitavel quando o grau de deformagao torna invilida a malha
original [83], [84];

e Problemas de otimizagdo de forma. Sendo a geometria objeto de controle, uma
malha deve estar disponivel para cada configuracéo, no processo (em geral iterativo)
de procura da geometria 6tima [81], [18], [4]

Abundante é a bibliografia disponivel relativa a geragdo automatica de malhas. Uma
categorizagido dos métodos classicos em duas dimensdes podem ser vistas em [70], [50],
enquanto o alvo atual das pesquisas na area corresponde ao desenvolvimento de geradores
completamente automaéticos para geometrias tridimensionais [71], (8], [5]

A seguir serd apresentada uma técnica particular de geracdo utilizada no desenvolvi-
mento do gerador de malhas 2D “ARANHA?” [23], [24]. Deve-se ressaltar que a elaboracio
deste programa foi fundamental para alcancar alguns dos objetivos propostos neste tra-
balho e contribuiu significativamente no desenvolvimento de vérios outros [57}, (3], [72].

Esta técnica foi proposta inicialmente por Peraire et.al. em [66], [65] e implemen-
tada aqui com certas alteracdes. Um dos aspectos principais da implementacao efeituada
consiste no rigoroso controle da informacao através de procedimentos de estruturacio e
classificacdo de dados, permitindo obter uma velocidade de geracac praticamente inde-
pendente do tamanho do problema. Parte da responsabilidade por esta caracteristica
deve-se também a escolha da linguagem de programacido: Programagio Orientada a Ob-
jetos (“Object Oriented Programming”) cujas propriedades principais sio comentadas
posteriormente.

2.2 Algoritmo de geragao

Dentro de uma classificacdo, este algoritmo encontra-se sob a categoria das técnicas nao
estruturadas frontais. A denominagao néo estruturada provem do fato de que a malha nao
é resultado do mapeamento de uma malba prévia com estrutura e topologia fixas para
o dominio de interesse e sim pelo preenchimento da geometria pelos elementos finitos.
O termo frontal indica que a incorporagao dos elementos dentro da geometria se produz
seguindo uma frente de geracdo que se desloca pelo interior do dominio.

Duas classes de informacao sdo necessirias para se trabalhar com esta técnica: a
primeira trata dos dados necessarios para definir a geometria do dominio. A segunda
refere-se as caracteristicas associadas ao tamanho e distribuicio dos elementos dentro
deste. Estes topicos sdo tratados com detalhe nos itens a seguir.

2.2.1 Definicao da geometria

A defini¢do do dominio de geragdo através de entidades geométricas independentes
das caracteristicas da malha €, como foi apontado, uma propriedade necessaria. Nesta
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Cont.4
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Figura 2.1 Defini¢io de Geometria

implementacio, o dominio corpo esta formado pela jun¢do de um ndimero finito de regides,
definida por uma seqiiéncia fechada de contornos (Figura 2.1) com caracteristicas geométricas
préprias: retas, arcos ou curvas B-Spline. Cada uma destas entidades estdo definidas
através de nds iniciais e finais e pontos de controle (key-points). Este conjunto de defini¢oes
permitira modelar o problema de E.F. com total independéncia da discretizacio, dado que

os carregamentos e condigdes de contorno sao aplicados sobre regides, contornos e nio em
elementos de uma malha determinada.

2.2.2 Malha de Parametros

A outra qualidade comentada como desejavel num processo de geragao consiste na pos-
sibilidade de controlar tamanho e forma dos elementos em cada ponto da malha, isto
é, o conhecimento, em cada ponto (z,y) do dominio, do tamanho e forma ideal de um
hipotético elemento nesse ponto. Isto é possivel definindo uma fun¢do M P(z) sobre o
dominio ; em cada ponto de {2 a fungdo pode ser avaliada fornecendo as caracteristicas
de forma que um elemento finito deve ter nessa posigao.

Para a construcao da mencionada fungao, utiliza-se mais uma vez o M.E.F.; toma-se
uma rede simples de elementos triangulares denominada Malha de Pardmetros ocupando
toda a regido do corpo e, nesta rede, associam-se aos nos valores que representam os
parametros de interpolagio da fungdo M P(z) (Figura 2.2).

Os parametros associados a cada né sdo: tamanho médio do elemento (§), fator de
estiramento (s), e angulo em que este estiramento se produz («). Desta forma, quando
sdo interpolados os valores §, s e @ num ponto de 1, significa que o elemento a ser gerado
nesse ponto deveria ter dimensdo média sé na diregado definida pelo angulo o e dimensao
média 6 na diregdo perpendicular (Figura 2.2)%.

L A possibilidade de produzir elementos com um tamanho maior numa dire¢io preferencial torna-se til
na aproximagao numeérica de certos problemas, em especial identificagio de descontinuidades em fluidos
(ver exemplos).
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Figura 2.2 Malha de parametros

Estes sdo, em suma, todos os dados necessirios para comegar o procedimento de
geragdo. Neste processo se destacam duas etapas: discretizagdo sobre os contornos e
triangularizagao das regides.

2.2.3 Discretizacao dos contornos

Os dados fornecidos pela malha de parametros tem uma natureza vetorial; dada uma
dire¢do existe um tamanho médio de elemento associado & mesma. Desta forma, para
calcular o nimero de néds a inserir num contorno efetua-se uma integragao de linha sobre
a fung¢éo 6.(A) obtida por interpolagao na malha de parametros. Esta funcio determina o
tamanho médio do elemento na diregao tangente a curva do contorno (\ é a coordenada
curvilinea). Assim, sendo L o comprimento do contorno, o nimero inteiro N7 > 1 que
mais se aproxima a Ar dado por:

Ay = /OL %%/\—)d/\ (2.1)

indica a quantidade de “lados” contidos no contorno. A posicdo dos néds i, 1 <7 < Ny —1
q

(os nds = = 0 e v = N correspondem aos nds inicial e final do contorno) é calculada
achando o parametro A’ tal que:

N Y
1= —
Az Jo 8c(N)

(2.2)

Este procedimento é repetido até completar todos os contornos definidos. A partir
deste ponto comeca a triangularizagdo propriamente dita.
2.2.4 Triangularizacao do dominio

Esta operagéo é feita a nivel de cada regiao, tomando esta como um sub-dominio limitado
por seus respectivos contornos.
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25 (Novo No’)
(No Inicial) 15 ¥

- "
(No Final) 23 Front

Figura 2.3 Atualizagdo do “front”

A uniao dos contornos que delimitam a regido compdem o front. Como os contornos
jé foram discretizados, o front consiste num conjunto de segmentos onde os extremos de
cada um destes sdo os nds dos contornos calculados anteriormente. Estes segmentos sao
denominados lados do front e estdo orientados de forma tal que a regido a triangularizar
esteja sempre a esquerda do vetor [né imicial— nd final] de cada lado. Este conjunto
de lados determina a fronteira existente entre a parte ja triangularizada e a que ainda
permanece “vazia”. Assim, este conjunto de lados deve ser atualizado cada vez que um
triangulo seja gerado, modificando a fronteira ativa da regifo. No exemplo da Figura
2.3, o elemento de front 15 — 23 devera ser eliminado do conjunto de front e inseridos os
elementos 15— 25 e 25 —23. O processo de triangularizacio sera finalizado quando o front
se transformar num conjunto vazio.

O procedimento de geracao de um tridngulo consta dos passos seguintes: baseado em
algum critério escolhe-se um lado do front e, no ponto médio deste lado, interpolam-se
os valores Om, Sm € ay,. Observe-se que os dois ultimos valores indicam que o elemento
a ser construido possui uma orientagao preferencial. Para produzir este efeito, gera-se
um tridngulo o mais equilatero possivel numa configuracdo denominada configuracio ndo
deformada normalizada dada pela transformacdo z; = Fz , isto é:

<x1) _ [cos(am)/(6msm) sin(am)/(émsm)] (:z:) (2.3)
v/ L —sin(an)/bm cos(m)/bm y '

Calcula-se nesta configuragio a coordenada de um ponto C a distancia §, dos nds inicial
A e final B do lado escolbido, onde 6, estd determinada pela seguinte regra procurando-se
evitar triangulos invalidos ou distorcidos em excesso:

0.55AB se 0.554B > 1

8, = 1 se 0.55AB <1< 2AB (2.4)
24AB  se 2AB <1 '

onde o valor AB é a distancia entre os pontos A e B na configuragio nio deformada
normalizada.
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R=1.5

R£0.40c/0m

R=0.60d/6m

Figura 2.4 Geracgao de um triangulo -

O préximo passo é gerar uma lista de ndés pertencentes ao front, situados a esquerda
do lado [A — B], que estejam dentro de um circulo de raio R com centro em C, ordenados
segundo a menor distancia ao ponto C (sempre na configuragao ndo deformada). Esta
lista é denominada lista de nds candidatos. Os resultados aqui apresentados utilizaram
um raio B = 1.5. Monta-se uma outra lista, denominada front ativo, contendo os lados
do front que se encontram dentro ou interceptam o circulo de raio R.

Todos os nés da primeira lista sdo candidatos para fechar um novo tridngulo. O né
C, principal candidato, é incluido no inicio da lista sempre que se verifiquem uma série
de testes, todos estes feitos na configuracao nao deformada:

1. Nenhum lado do front ativo, amplificado por um fator f = 2, intercepta o circulo de
raio r = 0.46./6,, e centro em C onde 6, é o valor do tamanho médio de elemento
interpolado no ponto C.

2. Nenhum né N da lista de ndés candidatos interpola um tamanho médio é; tal que:
0.66;/6» > N.C onde N,C é a distancia entre N; e C (Figura 2.4). Caso algum né
cumpra esta condicdo, a lista de candidatos comecara a partir dele.

Esta série de condig¢bes tém como objetivo determinar se a inclusdo do né C' como
primeiro candidato produziria incompatibilidades ou distor¢ées dentro da malha.

Com a lista de candidatos atualizada, se tomara o primeiro né N; que cumpra os
seguintes testes:

1. O triangulo ABN; ndo contem nenhum outro né da lista de nés candidatos.
2. Oslados AN; e BN, nao interceptam nenhum lado pertencente a lista de front ativo.

Anteriormente foi apontada a existéncia de um critério para escolher o lado de front
que servira de base para gerar um elemento. Virios critérios foram testados e observou-se
uma grande sensibilidade no que diz respeito ao aspecto final da malha em relacido ao
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No' raiz

Figura 2.5 Diagrama de arvore

mesmo. Esta sensibilidade motivou a ado¢do do seguinte método de escolha: Define-se
via entrada de dados um conjunto de segmentos de origem. O objetivo é construir o
front e atualizar seus lados seguindo a ordem dada pela menor distancia aos segmentos
de origem. Neste front ordenado, se toma sempre o primeiro elemento como base para
construir um novo tridangulo. Este processo produz uma frente de gerac¢do que se expande
desenhando faixas de elementos equidistantes dos mencionados segmentos.

2.3 Gerenciamento de dados

Como foi mencionado, um dos grandes problemas que este método enfrenta é o nimero
de operagbes de pesquisa e ordenamento da informagio. Quando é gerado um elemento,
precisa-se um conjunto de informagao local, isto é, relativo somente a uma vizinhanca do
mesmo. Por este motivo, se a identificagio desta informacdo local é feita sem nenhum
tipo de classificagao, os tempos de geracao aumentam em forma quadratica em relagao
ao tamanho do problema, impossibilitando a obten¢do de malhas com grande nimero de
elementos.

Uma forma de administrar racionalmente dados vinculados a uma determinada posigao
é a estrutura de arvore que, para o caso especifico de estados planos denomina-se arvore
quaternaria. Um né da arvore é uma estrutura associada a uma regido retangular no
plano, que pode ser dividido em quatro quadrantes. Cada quadrante ou divisdo, constitui
um novo né que, por sua vez pode ser sub-dividido. Desta forma, é possivel falar de
niveis de divisdo: existe um nd raiz que cobre todo o dominio que se pretende gerenciar,
correspondente ao nivel 0 e por ultimo as denominadas folhas da arvore, isto é aqueles
nés do dltimo nivel e que jd ndo foram subdivididos (Figura 2.5).

Nesta estrutura, conhecida as coordenadas de um ponto p no dominio, é possivel
identificar rapidamente qual das folhas da arvore contém o ponto. E sobre estas folhas
que se associa informagao relativa a regido que esta folha ocupa.
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Na implementacdo do programa ARANHA-++ foram utilizadas duas destas estruturas.
Uma delas, para gerenciar informagdes da malha de parametros; a outra para o tratamento
do front no processo de triangularizacao.

O processo de interpolacdo dos parametros de controle envolve uma pesquisa que visa
determinar o tridngulo que contem o ponto que se pretende interpolar. Para otimizar esta
procura, se implementou a seguinte seqiéncia de passos:

a) Montagem de uma arvore onde cada folha ndo possui mais que um
né da malha de parametros. Esta montagem se realiza varrendo a malha de
parametros e inserindo seqiencialmente os nds desta. Cada vez que uma folha
fica relacionada a dois nés da M P, se produz a subdivisao da mesma até
conseguir a separagao dos mencionados nds.

b) Associar a cada folha da arvore uma lista encadeada contendo os ele-
mentos da malha de parametros que interceptam a folha.

Desta forma, a procura do tridngulo que cobre o ponto se realiza exclusivamente entre
os elementos relacionados com a folha correspondente. Observe-se que no caso de malhas
de pardmetros com poucos elementos, esta estrutura nao oferece grandes vantagens. Sua
utilidade comega quando a malha gerada é usada como nova malha de parametros em
processos de geracgao adaptativa.

Durante o processo de triangularizacio, pretende-se determinar quais dos elementos
e n6s do front encontram-se dentro de um circulo situado em alguma parte do dominio.
O procedimento utilizado foi montar uma estrutura de arvore, prévia i triangularizagao,
com divisGes proporcionais ac tamanho do elemento correspondente aquela posicao na
regiao.

Para esta construgao, procede-se como segue: em cada folha da arvore se interpola, nos
seus quatro vértices, o valor § e denomina-se d,,;, 0 menor destes. Chama-se h; & maior
dimensao (altura ou largura) da folha. A folha é dividida sempre que §,r,fator < Ay, onde
fator é, como seu nome o indica, um fator de proporcionalidade (o valor implementado
é fator = 7). Com este critério de divisao pretende-se relacionar cada folha a um nimero
medianamente constante de elementos de front, dado que o tamanho destes depende da
regidao envolvida.

Uma vez montada a estrutura, nas folhas desta drvore se gerenciam (isto é, proce-
dimentos de procura, insergao, eliminagao e atualizacdo de dados) os elementos e néds
do front. Qbserva-se que devido ao deslocamento do front durante o processo, as folhas
afetadas variam constantemente. Escolhido um elemento como base e conhecendo-se o
centro e o raio do circulo, é possivel determinar as folhas da arvore que sao afetadas e que
portanto contém a informacgdo necessaria para o calculo.

Este cuidado no que se refere a manipulagao de dados permitiu passar de tempos de
geracao com uma lei de tempo de geragdo t = f(Nv/N) na primeira versao do ARANHA
para uma lei ¢ = f(N) na versdo atual, onde N = niimero de elementos gerados (ver
diagrama de tempos, figura 2.10).
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2.4 Implementagao

2.4.1 Programacao Orientada a Objetos

A caracteristica fundamental das linguagens orientadas a objetos consiste em fornecer ao
programador uma série de ferramentas para estruturar, ordenar e modularizar seu cédigo.

O pivd central deste ferramental é a estrutura denominada classe através da qual
podem ser agrupados, numa mesma entidade, um conjunto de dados e métodos sobre
estes dados. Classe é a definigdo da estrutura e objeto uma variavel (ou instdncia) da
mesma. Assim, objetos sdo declarados variaveis de uma classe da mesma forma em que
uma varigvel é declarada integer ou double. [16], [59], [82].

Desta forma, a estrutura organizacional que a Programacao Orientada a Objetos
fornece, assemelha-se muito a forma em que estao organizadas as abstragdes matematicas
dos modelos fisicos usualmente usados na mecanica computacional.

Trés propriedades fundamentais caracterizam toda linguagem orientada a objetos:

Encapsulamento

Ao contrario das técnicas tradicionais de programacdo que requerem o desenvolvimento
separado da estrutura de dados, operagOes e posterior interagdo, a programacgio orien-
tada a objetos permite encapsular conjuntos especificos de dados e métodos, formando
entidades auto-suficientes denominadas classes.

Toda interagédo entre o objeto (variavel declarada como pertencente a uma classe)
e o resto do programa e efetuado através de mensagens. Quando um objeto recebe
uma mensagem executa a operagdo (método) associada a este, atuando sobre os dados
do objeto. Assim, a organizacdo dos dados, sua estrutura, posi¢io fisica na meméria e
detalhes de implementacao sao alheios ao cédigo que utiliza o objeto. Se a mensagem que
ativa um método de um determinado objeto nao ¢ alterada, a implementacdo do mesmo
pode ser modificada com total independéncia do resto do programa. Por outro lado, a
invisibilidade dos dados de um objeto por parte do resto do cédigo (protecio dos mesmos),
proporciona confiabilidade nos resultados e facilidade na manutencao.

Heranga

Definida uma classe, a mesma pode ser utilizada para construir classes descendentes que
tém acesso a todos os dados e métodos do seu antecessor. Desta forma, quando um
objeto recebe uma mensagem, a classe da qual este objeto é uma instancia procura entre
seus métodos aquele que corresponde a mensagem. Caso este nao seja achado, a procura
continua no seu antecessor, repetindo-se o processo até o método ser localizado.

Na etapa de implementacdo, esta propriedade reduz a quantidade de cédigo a ser ela-
borado e, como conseqiiéncia, diminui tempos de desenvolvimento e proporciona confia-
bilidade pela prépria reutilizagao.
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Polimorfismo

Quando novas classes sdo criadas a partir de uma anterior, (heranga), surge o conceito
de polimorfismo. Através desta caracteristica, uma unica mensagem pode ser enviada a
todos os membros de uma familia de classes, cada uma respondendo de forma particular
através de seu proprio meétodo.

Um exemplo de polimorfismo pode ser visto num dos calculos que nos ocupa: Dis-
cretizagdo dos contornos. Cada tipo de contorno pode ser considerado uma classe, todos
eles com um antecessor comum que sera denominado Contour. Em todas estas classes
sera necessario calcular os nés do contorno sendo que cada um deles possui um algoritmo
apropriado a sua geometria. Pela propriedade de polimorfismo todos esses métodos po-
dem ser ativados pela mesma mensagem, por exemplo CalcNodes. Assim, o antecessor
comum, neste caso Contour, atua como “representante” dos diferentes tipos de contornos
implementados. Suponha-se um vetor definido como de classe Contour ao qual a cada
componente do mesmo ¢ atribuida um elemento das classes descendentes (StrightCont,
CircularCont, BSplineCont, etc.). Quando uma componente deste vetor recebe a
mensagem CalcNodes, esta identifica o tipo de descendente e, reconhecido o mesmo,
ativa seu método particular.

A partir das propriedades mencionadas, o desenvolvimento de programas orientados
a objetos pode ser levado a cabo através de trés etapas:

e Determinagdo das classes necessarias para a analise do problema.

e Especificagdo da Classe. Nesta etapa sdo definidas as propriedades e comporta-
mento (dados e métodos) da classe. E uma etapa abstrata, independente de sua
implementagao computacional.

e Implementacgdo. Definem-se os algoritmos associados aos métodos das classes, par-
ticularidades de implemantagio e estrutura interna de dados. E importante ressaltar
que os procedimentos associados a esta etapa podem ser modificados sem por isso
alterar o comportamento da classe.

A seguir serao mostradas algumas das classes implementadas a fim de exemplificar os

conceitos anteriores.

2.4.2 Aranha

Uma classe claramente identificavel € a classe Contour. Esta permite a leitura da in-
formacao necessaria para a definigdo de contornos, calcular nds interiores a este conforme
a malha de parametros e o desenho dos mesmos. Esta classe deve ser herdada por outras
classes de contornos especificos: StrightCont, CircularCont, etc.

a) Classe Contour

Como ja foi dito, esta classe foi montada seguindo o esquema hierdrquico: é considerada
“pai” da familia e contém os atributos e procedimentos comuns a todo contorno.
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As diferentes geometrias que pode adotar este contorno, obriga a definir “filhos”, cada
um deles com atributos e métodos propios. O conceito de polimorfismo se faz presente
através do uso dos denominados métodos virtuais; estes métodos sao declarados na classe
“pai” mas sua implementagdo é feita diferenciadamente para cada classe “filho”. Sejam
como exemplo, dois tipos de contorno implementados: contorno reto e contorno circular.

Um contorno reto se define univocamente pelas coordenadas dos nds inicial e final do

mesmo; o circular devera incluir a coordenada do centro do circulo.

As estruturas destas classes se apresentam nas seguintes tabelas:

Contour

eINode N6 inicial do contorno
oFNode N6 final do contorno -

Dados eNumNodes Numero de nés do contorno
eVectorNodes Vetor com numeragao dos nds do cont.
eLength Longitude do contorno
eContour Construtor. Reserva 4rea para o objeto
oGraph (%) Desenha o contorno na tela

Métodos | eRead/Print (*) Leitura e impressdo de dados da classe
oGet/Set (*) Atribui/retorna os valores dos dados
eCalcNodes (*) Calc. namero e posi¢do dos nés do contorno
eCalcTangSize (*) | Calc. tamanho do elemento na direcao

tangente ao contorno
i StrightCont
eINode N6 inicial do contorno
eFNode N6 final do contorno
eNumNodes Numero de nés do contorno

Dados eVectorNodes Vetor com numeragao dos nés do cont.
eLength Longitude do contorno -
oXiN, YiN Coordenadas do nd inicial
oXfN, YN Coordenadas do né final
eTangVector Vetor tangente normalizado
eStrightCont Construtor. Reserva area para o objeto
oGraph (%) Desenha o contorno na tela

Métodos | eRead/Print (*) Leitura e impressao de dados da classe
oGet/Set (*) Atribui/retorna os valores dos dados
eCalcNodes (*) Calc. numero e posigdo dos nds do contorno
eCalcTangSize (*) | Calc. tamanho do elemento na diregao

tangente ao contorno
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I CircularCont |
eINode N6 inicial do contorno
eFNode N¢ final do contorno
eNumNodes Nimero de nés do contorno
eVectorNodes Vetor com numeracao dos nés do cont.
Dados eLength Longitude do contorno
oXiN, YiN Coordenadas do né inicial
oXfN, YN Coordenadas do né final
eAiN, AfN Angulo em relacdo ao sistema global
de coordenadas dos nds inicial e final
oXC, YC Coordenadas do centro do circulo
eCircularCont Construtor. Reserva area para o objeto
“eGraph (*) Desenha o contorno na tela
Métodos | eRead/Print (*) Leitura e impressao de dados da classe
eGet/Set (x) Atribui/retorna os valores dos dados
eCalcNodes (*) Calc. nimero e posi¢do dos nds do cont.
eCalcTangSize (*) | Calcula tam. do elemento na diregao
tangente ao contorno

O simbolo (*) indica que se trata de um método virtual decalarado na classe ancestral
e implementado de forma diferente na classe derivada. O método CalcNodes é definido
como virtual na classe Contour. Assim, cada contorno calcula seus nds utilizando uma
operacgdo propria. A particularidade reside em que todas elas possuem o mesmo nome
que o declarado na classe “pai”: CalcNodes.

Montado um vetor de tipo Contour, se atribui a cada componente deste um objeto
de uma classe especifica: StrightCont, CircCont, etc. Para ativar o cdlculo dos nés de
contorno basta fazer o seguinte “loop”:

for (i=0; i<NumCont; i++) VCont[i]->CalcNodes();

As vantagens sao evidentes. Consegue-se total independéncia entre o procedimento
geral que emite a mensagem e o procedimento que cada tipo de contorno utiliza para dar
a resposta. A modificacdo de um destes ou a implementagdo de outro tipo de contorno

ndo afeta o programa geral. Exige exclusivamente a construcido destas funcdes virtuais
para o novo contorno definido.

b) Classe ParMesh

Um dos calculos mais freqiiéntes dentro da técnica apresentada é a interpolacao dos valores
dados pela malbha de parametros. Como ja foi comentado, este processo requer também
a identificacdo do triangulo que contem o ponto de interpolagao. Esta administracio da
informac8o pode ser feita independentemente da geracao propriamente dita, constituindo
uma classe conectada com o resto do programa através dos denominados métodos piblicos.
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Modifica¢ées na implementagado dos algoritmos de procura e calculo dentro da classe nao
afetam o resto do cédigo ja utilizado. O seguinte diagrama mostra a estrutura da classe.

I ParMesh B
e NumNodes Nimero de nés da malha
e NumElem Numero de elementos da malha
e XCoor, YCoor Coord. dos nés da malha de par.
Dados e PMIncid Incidéncia dos elementos da malha de par.
e Parameters Parametros malha (6, s, o)
e QuadTreePM “Arvore” da malha de parametros
e MeshWindow “Window” da malha de parametros
e TriangWindow “Window” do triangulo
e ParMesh Construtor da classe
e Read/Print (*) | Leitura e impressao de dados da classe
e Get/Set (%) Atribui/retorna os valores dos dados
e Read/Save Lé e grava informagao da classe
Métodos |f e Print Imprime dados da classe
Piblicos || e Plot Desenha malha de parametros
e GetParXY Retorna valor dos parametros para uma
coordenada X,Y dada
e GetParNode Retorna valor dos parametros para a
posi¢ao de um né dado
Métodos || e BuildQuadTree | Constroi a arvore de gerenciamento
Privados: || ¢ BuildListPar Constroi lista de par. associados a arvore
e etc.

2.5 Exemplos de geragao e conclusoes

A seguir sdo apresentadas algumas malhas geradas a fim de mostrar a potencialidade do
gerador assim como um diagrama de tempos em fungio do nimero de elementos gerados.

Como foi apontado na introducido, o grau de utilizacdo atual do MEF em proble-
mas reais da engenharia, faz imprescindivel o uso de geradores autométicos capazes de
lidar com malhas de varios milhares de elementos. Por outra parte, o desenvolvimento de
técnicas de gerenciamiento eficiente de dados neste tipo de problemas é passo indispensavel
para uma extensdo a dominios tridimensionais que ndo esteja limitada a problemas ex-
clusivamente académicos.

Neste sentido, o método frontal aqui empregado, juntamente com a classificacdo da
informagédo (obtidas através das técnicas de drvore quaterniria, listas e seus métodos)
assim como a escolha da linguajem, permitiu obter os seguintes resultados:

a) Desempenho computacional linear com respeito ao tamanho (nimero de elementos
gerados) da malha. Este comportamento é mantido ainda para um niimero elevado de
elementos (ver Figura 2.10).
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YYY

Figura 2.6 Malha para problemas escoamento supersonico sobre placa.

Figura 2.7 Malhas para problemas de transporte predominante convectivo. a) com esti-
ramento, b) sem estiramento



2.5. Exemplos de gerac¢io e conclusdes

Figura 2.8 Geometria da baia de Guanabara, R.J.
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Figura 2.9 Perfil de pistio
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Figura 2.10 Tempos de geragao

b) Grande flexibilidade para trabalhar com dominios complicados e com variagdo do
tamanho e forma dos elementos, sendo que estas variacées podem ser controladas com
relativa facilidade através da malha de parametros (ver figuras 2.6, 2.7, 2.8, 2.9). Esta
caracteristica, como poderd ser apreciado a seguir, é fundamental na analise adaptativa
via FEM.

Em relacdo a programagao orientada a objetos deve-se ressaltar que sua aplicacio
correta conduz a uma série de resultados importantes [29]: O primeiro é a modularidade
e reutilizagdo do cédigo, alcancados com maior facilidade em POO que com linguagens
tradicionais. Uma classe aparece para o usuario como uma espécie de caiza preta & qual
se tem acesso somente através de seus métodos. A manutencdo dos programas se vé facili-
tada, a partir da separagdo entre especificagao e implementagdo das classes. Modificacoes
na implementacdo, desde que respeitadas as especificacées, ndo afetam o comportamento
das mesmas e, portanto, ndo introduzem alteragdes no corpo dos programas aplicativos de-
senvolvidos. Finalmente, a confiabilidade nos resultados é conseqiiéncia das propriedades
apontadas.

Pode-se concluir que a implementacdo de programas de grande porte empregando
técnicas (e linguagens) de POO resulta em cédigos menores, e proporciona um gerencia-

mento de dados e métodos melhor e mais eficiente que seus correspondentes em linguagens
tradicionais.
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2.6 Adaptatividade

Muitos esforcos tém sido dedicados a automagio de processos de projeto envolvendo
analise numérica por elementos finitos, com o objetivo final de diminuir as exigéncias
de conhecimentos prévios sobre o problema analisado e de experiéncia do analisador ou
projetista. O grau de automac@o destes processos foi aumentando progressivamente na
medida em que foi evoluindo o desenvolvimento em éreas tais como teoria de otimizagao,
analise de sensibilidade, geragao automatica de malhas, estimativa de erro, visualizaco
de resultados, etc. Nesta segao serao tratados alguns conceitos correspondentes a juncgao
de dois dos itens acima mencionados: Estimativa de erro e geracdo automatica de malhas,
ambos orientados a geragdo adaptativa.

Mediante geracdo adaptativa pretende-se fornecer malhas de elementos finitos ade-
quadas ao problema em estudo, no sentido que o erro cometido na aproximagio seja
uniforme e nio superior a um valor solicitado. Este tipo de adaptacio e conhecida na
literatura como de tipo “h”, nos quais, a partir de uma analise e, mediante a estimativa
do erro cometido na aproximagio (a priori ou a posteriori da analise), se faz uma previsio
da malha a ser utilizada para ajustar o erro na solu¢ao a um valor admissivel.

Assim, nestes procedimentos podem ser diferenciadas duas etapas. A primeira corre-
sponde ao estabelecimento de estimadores de erro cometido na aproximagao, etapa com-
pletamente dependente do tipo de problema, tipo de elementos utilizados, etc. A segunda
se relaciona com as diferentes formas de utilizar o erro estimado no estabelecimento de
uma nova malha.

Aproveitando as facilidades oferecidas pela técnica de geracdo apresentada, serdo ap-
resentados alguns resultados de geracao adaptativa. O primeiro passo serd mostrar o
critério utilizado para obter uma estimacao local do erro apds a andlise. O segundo sera
descrever sua utilizacdo no contexto do gerador ARANHA.

2.6.1 Estimacao do erro em elasticidade linear

Os problemas aqui tratados correspondem a equagdes variacionais do tipo

ey
{ Z(H,W) =l(w) YweV, (2.5)

onde a é uma forma bilinear e coerciva (V-eliptica), propriedades que asseguram existéncia
e unicidade da solucdo u (teorema de Lax-Milgram). A solucdo aproximada obtida pelo
método dos Elementos Finitos cumpre a igualdade
u, €V
h € Vh (2.6)
a(uh,wh) = I(Wh) VW},, € Vh,,

onde V;, € o espaco das funcdes base da discretizacdo adotada. Considerando que o dominio
do problema exato e do problema aproximado coincidem e assumindo que V, C V a
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equagdo (2.5) é valida para todo v, € V,. Assim, da diferencga entre (2.5) e (2.6) se tem
que
a(u — uh,wh) =0 VWh € V4. (2.7)

Denominando e = u — u, o erro cometido pela aproximacio, pode-se ver que este
valor é ortogonal a aproximacdo efetuada.
No caso de elasticidade, a forma bilinear a corresponde a operagao

a(u, w) = /Q CVu’ - Vw'dQ, (2.8)
onde C é o tensor de elasticidade de Green e Vu® é o tensor de deformacao associado ao

problema.
Considerando que devido a relagdo constitutiva

o(u) = CVu?, (2.9)
pode-se reescrever (2.8) como segue:
a(u,w) = /Q Clo(u) - o(w)dQ. (2.10)

As propriedades da forma a permitem utiliza-la como uma norma, denominada norma
energia:

Jull = (atu, )2 = ([ CVur-Vur dn)'/?

( /Q Clo(u) - o(u) d2)H/2 (2.11)

Desta forma, dada a solugéo exata u, a solugao aproximada uy, e as respectivas tensbes
o e oy, se obtem:

lull = (a(u,u)V? = ([ €7t -7 d) 2, (212)
lunll = (alun, un))*? = (/Q Ca - axdQ)Y?, (2.13)
llell = (a(a — up,u —uy))"% = ( /Q C™ (o —on) - (o — on) d)2, (2.14)

Naturalmente, a solucdo exata (u, o) ndo é conhecida. Por esta razao, calcula-se uma
estimativa do erro cometido mediante a utilizagdo de uma tensdo ¢* que, sob algum
critério, produz uma aproximagao melhor de & que o valor o). Este critério serd discutido
posteriormente.

Assim, a norma estimada do erro cometido esta dada por

lel = ([ €7 (o™ = on) - (o = 1) d2) 2. (2.15)
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No trabalho [87] se inclui um fator empirico de corregao do erro estimado que depende
do tipo de elemento. Este fator vale f = 1.3 para tridngulos lineares e f = 1.4 para
triangulos quadraticos. Assim,

el :=llell - f - (2.16)

Para adimensionalizar os valores das normas, calcula-se o quociente do erro sobre a
norma de energia:

: llel

T sl + el

Este valor indica o erro percentual em termos globais. Porém, um dos objetivos da

adaptatividade. € garantir uniformidade do erro, isto é, pretende-se que em todo elemento

da malha o erro nao supere um valor pré-estabelecido. Este erro elementar solicitado é cal-

culado da seguinte forma. Seja 7,4 a percentagem de erro méxima solicitada (admissivel)

e et o erro elementar maximo admissivel. Se todos os elementos da malha posuissem este
erro teremos que

(2.17)

(e
T Tl e
Vet
(Tael+ el 7
(sl + el

llezall = 7a T (2.19)

(2.18)

onde m é o numero de elementos da malha.
Assim, para cada elemento calcula-se a diferenca entre o valor de erro estimado na
analise e o desejado:
o e
llezall
Antes de apresentar a maneira em que este valor é utilizado para prever uma nova
malha, retornamos a uma aspecto importante ja mencionado. Um dos pontos chave na
estimativa de erro reside no critério utilizado para estabelecer um novo valor de tensio
que melhore, em alguma medida, o valor obtido pela aproximagio, sem que este calculo
implique um-custo equivalente a prépria analise.
Uma escolha possivel consiste em assumir um campo de tensdes proveniente da uti-
lizagao das mesmas funcées de interpolagdo que as utilizadas para os deslocamentos:

(2.20)

o = N&". (2.21)

Assim, determinam-se valores nodais &~ tais que produzam o menor valor do seguinte
funcional (minimos quadrados):

F(e*) = /n (" — an)? dO2. (2.22)

A condi¢do de minimo é:
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/Q (c" —a4) -Ned =0 Vo€ R”, (2.23)
ou, equivalentemente a resolugao do sistema
Ms" =F, (2.24)
onde n € o numero de nés e
M = /9 NTNdQ ; F= /Q N7 g 2. (2.25)

Resolver o sistema assim como apresentado significa violar a restrigao sobre o custo
numérico do estimador de erro. Uma forma de enfrentar este problema consiste em tomar
algum critério para trabalhar com uma matriz de massa diagonal ao invés da matriz
consistente M [51]. A

Um critério valido é adotar a diagonalizacao por quadratura nodal, isto é, os pontos
de integragdo sdo tomados acima dos nds. Desta maneira se produz uma diagonalizacio
automatica da matriz de massa no momento que a tnica funcio de forma com valor
diferente de zero é a propria fun¢do do n6 em questdo, com valor igual & unidade. Assim,
se obtém para cada elemento:

My = [ i
= Y @i(p)pi(p)W(p) det J. (2.26)

Dado que o ponto de integragdo p é um né do elemento temos que:

M. = W()detJ(z) i=1,nn
M = 0 i#7, (2.27)

onde nn é o nimero de nds do elemento. Analogamente, as forgas equivalentes podem ser
escritas como:

F? = o (i)W (i) det J(3). (2.28)

No caso dos elementos triangulares lineares, o determinante do Jacobiano € igual a
duas vezes a drea do elemento. Assim, os elementos da matriz diagonal M sao, em cada
grau de liberdade correspondente a um né, proporcionais ao somatério das 4reas dos
elementos a este né relacionados. Da mesma forma, os elementos do termo independente
sao, em cada grau de liberdade de um nd, proporcionais ao somatério do produto da area
pela tensdo nodal de cada elemento convergente ao nd.

No caso de elementos triangulares quadréticos, o determinante do Jacobiano nio é
mais constante no elemento. Porém, considerando que se utilizam elementos de boa
qualidadade em relagdo a forma, o mesmo critério de aproximagao pode ser adotado.
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2.6.2 Previsao das caracteristicas da nova malha. Malha de
Parametros

Através da equacao (2.20) obteve-se um valor &, isto é, uma medida da relacdo entre a
exatiddao requerida e a obtida no elemento que permitira estimar uma nova distribuicao
de tamanhos na malha, necessiria para obter um erro uniforme.

Da teoria de erro em elementos finitos € bem conhecido que o erro da aproximacao,
admitindo auséncia de descontinuidades na solug@o, esta acotado segundo a seguinte ex-
pressao:

llell < ah?, (2.29)

onde A é o tamanho do elemento e p a ordem das funcdes de interpolacdo. Caso o
problema analisado possua singularidades ou descontinuidades, o expoente p varia [88).
Desta forma, escreve-se a expressdo elementar da equagdo (2.20) como:

e a(ho)p
C = e (2:30)
he
— hfxew = —17; (231)

Destas duas ultimas expressoes pode-se notar que para valores ¢ > 1, o novo tamanho
de elemento previsto h,,, sera menor que o anterior. O contrario acontecera para valores
de ¢ < 1.

Com o intuito de evitar crescimentos exessivos nos elementos, o que pode ocasionar
malhas de baixa qualidade e favorecer a obtencao de valores de erro sempre menores que
o admissivel, foi introduzido um “amortecimento” no crescimento dos elementos, isto é
quando o valor de ¢ é menor que 1. Neste caso se faz:

fimgy - &) (2.32)

O elemento, portanto, ndo crescerd mais que 21/ vezes o seu tamanho por iteracao.

Resumindo, cada elemento da malha analisada possui um novo valor de tamanho
de elemento previsto, fungao do erro cometido no mesmo. Transportando estes valores
elementares aos nos, mediante uma técnica aniloga ao caso das tensdes, obtem-se uma
fungdo continua no dominio de analise, definido por valores nodais na malha. Dado um
ponto qualquer no dominio, é possivel determinar o tamanho tedrico previsto de um

elemento nesse ponto, através de interpolagao dos valores nodais do elemento que contem
o ponto.

2.7 Da estimativa do erro a nova malha

Na secdo anterior foi obtido um dos dados fundamentais para a técnica empregada no
gerador ARANHA: uma malha de elementos finitos a cujos nés esta associada informacao
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relativa a tamanho ideal de elementos a serem gerados. Esta defini¢ao corresponde, por-
tanto, a defini¢ao dada para a Malha de Parametros na segio 2.2.2.
O processo adaptativo utilizado consiste, entdo, nos seguintes passos:

1. Definigdo de geometria e Malha de Parametros inicial (geralmente com tamanho de
elementos uniforme).

2. Geragao segundo a Malha de Parametros.

3. Analise do problema: Obtencao das tensGes aproximadas o.

4. Estimativa do erro.
5. Caso o erro estimado seja inferior ao erro admissivel, fim do processo. Caso contrario,

6. Atribuicado dos valores de tamanho de elemento previsto nos nés da malha analizada
e defini¢ao desta malha como nova Malha de Parametros.

7. Retorna a 2.

O critério de fim de processo variara segundo as exigéncias do usuario em relacao ao
valor do erro.

A seguir sdo mostrados alguns exemplos, produto da implementagao do critério acima
descrito [20].

2.7.1 Exemplos
Exemplo 1

Tem-se no primeiro exemplo, uma placa de espessura unitiria com um furo no meio
submetida a tragao. Por condigdo de simetria, analisa-se s6 a metade da pega utilizando
a hipdtese de estado plano de tensGes e elementos isoparamétricos de trés nds. As ca-
racteristicas do material sao £ = 1000, » = 0.3 e Espessura = 1.0 . O carregamento
distribuido foi de P = 1.0 (Figura 2.11). Apresentam-se dois ciclos de adaptatividade a
partir de uma malha inicial, sendo o erro admissivel solicitado de 15% (n = 0.15). Os
erros percentuais obtidos sido, em geral, inferiores ao solicitado devido ao limite imposto
ao crescimento de alguns elementos. Resultados em figuras 2.12, 2.13, 2.14.

Exemplo 2

O segundo exemplo trata-se de um tubo de paredes grossas, submetido a pressao interna.
A hipétese de anilise é estado plano de deformagdes sendo solicitado um erro admissivel
de 15% (n = 0.15). As caracteristicas do material e carregamento sao: E = 1000, v = 0.3,
P = 1.0 (ver figura 2.15). Resultados em figuras 2.16 e 2.17.
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Figura 2.12 Malha Original: Tensdo de Von Mises - n = 0.198
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Figura 2.13 Malha 2:

Tensdo de Von Mises - n=0.133
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Figura 2.14 Malha 3: Tensio de Von Mises - n = 0.129

Figura 2.15 Exemplo 2
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Exemplo 3

Neste terceiro exemplo apresenta-se um semi-cilindro submetido a um carregamento dis-
tribuido na sua face superior e apoiado sobre uma superficie rigida. Neste exemplo foi
necessaria uma analise de contato (Capitulo 1) utilizando elementos para estado plano
de deformagdes. O erro solicitado foi de 8% (n = 0.08), carregamento e propriedades
P =30.0, F = 1000.0, v = 0.3 (ver figura 2.18). Resultados em figuras 2.19, 2.20.

2.7.2 Conclusoes

O tipo de adaptativide implementada foi a continuagio e a0 mesmo tempo consequéncia
das ferramentas de geragdo automatica desenvolvidas. Este método possui algumas van-
tages e desvantagens em relagdo a outras técnicas adaptativas tipo “h” como a insergao
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Figura 2.20 Malha Adaptada: Tensdo de Von Mises - n = 0.077

de elementos nas regides onde o erro supera o valor solicitado [80].

Dentre as desvantagens pode ser ressaltado que o custo de uma geragio completa é
bem superior ao custo de densificagdo por “divisdo” dos elementos. A divisdo da malha
original também facilita a utilizagio de técnicas “multigrid”, por nido modificar a posicao
dos nds antigos na nova malha.

Dentre as vantagens, as duas maiores sao por um lado, a possibilidade de manter re-
lativamente constante quantidade de graus de liberdade, problema grave na outra técnica
onde este numero tende a crescer rapidamente. Por outro lado, a aproximacao da geome-
tria, no caso de densificagdo por divisao de elementos, fica sempre vinculada a primeira
malha gerada, contrario ao que acontece com a utilizagdo de geradores onde a geometria
é uma entidade desvinculada da malha. Esta diferénca pode ser deciséria, se tomamos
como exemplo qualquer um dos trés problemas apresentados.

Também devemos ressaltar que o custo relativo da geragao dependerd do tipo de an4lise
realizada. A resolu¢do de um sistema ndo linear como o do ultimo exemplo mostrado
justifica amplamente a geracao de uma malha completa.

Problemas envolvendo nao linearidade material como plasticidade, viscoplasticidade,
analise limite, etc., possuem uma relagéo (Custo Anélise / Custo Geracio) suficientemente
elevada como para estimular o desenvolvimento de estimadores de erro e procedimentos
adaptativos segundo a diregao apresentada.



Capitulo 3

ANALISE DE SENSIBILIDADE

Uma das perguntas responsaveis pela maior parte dos esforcos de pesquisa em mecanica
computacional é a seguinte: dado um corpo submetido a esforcos externos; qual é seu
comportamento?

Considerando corpo e agbes externas como um conjunto denominado sistema, surge
outra pergunta, nao menos importante que a primeira, que tem suas origens na teoria de
controle: O que acontece quando alguma (ou algumas) das caracteristicas do sistema é
alterada?

- O objetivo que deu forte impulso a esta questao foi a necessidade de fornecer critérios
validos para a elaboragdo de projetos dtimos. O percurso desde o projeto inicial até aquele
que cumpre com Os requisitos impostos pelo projetista, é geralmente feito mediante o
conhecimento da sensibilidade do modelo as variaveis do projeto.

Com o advento dos computadores e consequente desenvolvimento de métodos numéri-
cos (Elementos Finitos, Diferéncas Finitas, etc.) uma grande linha de pesquisa deslocou-
se ao estudo de sensibilidade e projeto otimo sobre os modelos discretos dos problemas
iniciais, dada a possibilidade de aplicacdo quase direta as técnicas de otimizacdo. A
analise de sensibilidade nestes casos é feita por meios numéricos, (por exemplo diferencias
finitas), ou por derivagao analitica dos sistemas discretos que controlam o problema.

Um outro caminho foi seguido por aqueles que focalizam a sensibilidade como um
problema a ser resolvido ainda no meio continuo, onde as variaveis de projeto sao fungdes,
em geral, definidas sobre o dominio espacial {2 do problema. Neste contexto, uma forma
particular de controle consiste em tomar o préprio dominio como variavel de projeto.

Esta particularizacdao se conhece como anélise de sensibilidade 4 mudanga de forma
(“Shape Sensitivity Analysis”) e o estudo deste tipo de problema parece ter sua origem
como area de pesquisa na escola matematica francesa no inicio dos anos 70. Em lowa
(USA) 1981, o congresso “Optimization of Distributed Parameters Structures” [1] reuniu
grande numero de trabalhos na area dentre os quais encontra-se um volumoso “review”
de E.J. Haug [42], sobre os avangos na década 70-80 e um esclarecedor artigo de J. Céa,
[11] onde se formula o problema de otimizagido de forma, identificando distintas vias de
caracterizacao e controle desta ultima. Em especial menciona-se a técnica de controle
de forma mediante a definicdo de um mapeamento a partir de uma configuragao inicial,
citando a sequéncia de trabalhos que deram origem a esta técnica e desenvolveram as bases

33
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matematicas para sua utilizacao: Dentre outros, os trabalhos de Gioan, Cea, Pironneau,
Mourat e Simon, Dervieux e Palmerio, Rousselet, Chenais, Glowinski, culminando com o
trabalho de Zolésio [89] que apresenta resultados de existéncia de solugdes em problemas
de otimizagdo de forma e analise de sensibilidade de funcoes dependentes do dominio §2
através da mencionada técnica de mapeamento. O livro de Pironneau [68] em 1983 faz um
sucinto historico dos principais aportes a area na mesma época e aborda o problema de
sensibilidade e otimizacdo em alguns problemas elipticos. Partindo do grupo sediado na
Universidade de lowa (EUA) edita-se em 1987 o livro de Haug, Choi e Komkov [43] que
versa sobre analise de sensibilidade em sistemas estruturais lineares utilizando, no caso
de sensibilidade a mudanca de forma, a técnica de mapeamento (também denominada
“speed method”) para controlar o dominio.

Nos 1ltimos trabalhos sobre o tema, nota-se uma crescente procura de modelos ma-
tematicamente validos e numericamente eficientes na determinacao da sensibilidade em
problemas nao lineares (ndo linearidade geométrica e/ou material) [12], [78], [79), [67], [9].

A seguir sdo monstrados os conceitos gerais da andlise de sensibilidade aplicados a
sistemas controlados por equagbes de estado de tipo elipticas e lineares. Posteriormente,
se particulariza o caso em que a varidvel de projeto estd constituida pelo dominio Q de
definicao do problema fisico.

No capitulo 4, sera focalizado o problema nao linear de contato, cuja formulagio ja
foi vista no primeiro capitulo. Neste caso, os conceitos de anélise de sensibilidade serao
utilizados como passo necessario para a obtengdo de uma configuragio étima segundo
diferentes critérios de projeto (fungdes objetivo).

Finalmente, no capitulo 5, a andlise de sensibilidade toma o papel protagonista ao
relaciona-la com mecénica da fratura e com a determinacio de fatores de concentracio de
tensdes em pecas fissuradas.

3.1 Conceitos gerais de sensibilidade

Seja uma estrutura de barras como a da Figura 3.1, trabalhando em regime elastico
linear, dependente de um conjunto h de varidveis de projeto tais como se¢io das barras
A;, médulo de elasticidade E;, médulo de inércia J;, coordenadas dos nés X, (i = 1,
Nimero de barras, j = 1, Namero de nés), etc.. Assim, o equilibrio da estrutura pode ser
expresso pelo sistema linear

K(hu=F | (3.1)

onde K é a matriz de rigidez global, F € o vetor de forcas externas e u é o vetor de
deslocamentos nodais.

Suponha-se que é preciso determinar a varia¢ao do trabalho da forca F no né 5, quando
modificadas as varidveis de projeto h. Para isto define-se uma fungio

¥(u,h) = us(h) - F; (3.2)

dependente, evidentemente, das varidveis de projeto através da solugao u(h).
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Figura 3.2

Observando este conjunto de equagdes do ponto de vista da teoria de otimizagao, 1 é
a fungdo objetivo e o sistema K(h)u = F uma restri¢do de igualdade no dominio (u,h).
A anélise de sensibilidade significa, neste caso, determinar a variagio de ¥ quando se
caminha sobre a curva definida pela equacdo de estado K(h)u — F = 0 (3.1).

Ver figura 3.2.

Generalizando, quando o objetivo é identificar e/ou quantificar certas caracteristicas
de um sistema mecanico, frequéntemente sdo definidas funcoes ou funcionais dependentes
de uma série de variaveis, denominadas variaveis de projeto, geralmente associadas a
caracteristicas do sistema: materiais, geometria, condi¢ées de contorno, etc.

Neste trabalho, o termo “analise de sensibilidade” denota o calculo da variacdo das
mencionadas funcdes ou funcionais quando sdo alteradas as variaveis de projeto.

Como ja foi comentado, destacam-se na literatura duas grandes formas de abordar o
problema de sensibilidade:
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Figura 3.3

e Sensibilidade em problemas de dimensao finita.

e Sensibilidade em problemas de dimens3o infinita.

O problema da trelica citado acima é um exemplo do primeiro caso. Observe-se que
as variaveis que controlam o mesmo compoem um numero discreto de parametros, isto &,
um elemento em RY, N finito.

Como outro exemplo, imagine-se uma pega mecanica modelada como um sélido elastico
ocupando uma regido © (Figura 3.3). Apés a utilizagdo do método de elementos finitos
a condicdo de equilibrio resulta em um sistema de equagoes idéntico a (3.1). Suponha-se
que é necessario determinar o valor maximo que a tensdo de Von-Mises toma na pega:

Y= l;rclgg{"eq(“a h)} o (3.3)

A fungdo ¢ depende da solugdo u do problema e das varidveis de projeto h. No-
vamente, a sensibilidade de % implica em determinar a variagdo desta funcido quando
sdo modificadas as variaveis h, considerando que no dominio de (u,h) reside a curva ou
equacdo do comportamento mecanico (3.1).

Estes dois exemplos mantém o esquema de calculo de sensibilidade da primeira pro-
posta mencionada, isto €, todas as variaveis em jogo pertencem a espagos discretos, dire-
tamente aplicaveis ao tratamento numérico.

Sob as mesmas idéias basicas em relacao ao conceito de sensibilidade, a segunda pro-
posta opera num estagio anterior a discretizagao do problema.

No caso particular do exemplo da trelica, o modelo que simula seu comportamento é
intrinsecamente discreto e, portanto, a sensibilidade calculada é exata. Pelo contririo, a
formulagdo do solido do segundo exemplo € continua: as variaveis de projeto sao fungoes
definidas no dominio espacial {2, isto é, h = h(x), x € { e as mudangas sobre estas
variaveis sao elementos 0h pertencentes aos mesmos espagos de defini¢ao de h; a equacao
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de estado estd dada pela equagao variacional

{ Determinar u(h) tal que
ap(u(h),v) = lh(v) Vv e V(Q).

Evidentemente, o ferramental adequado para a anélise de sensibilidade nestes casos
consiste no calculo variacional.

3.2 Derivacao de Gateaux e Fréchet

Ao longo deste capitulo, um dos conceitos mais utilizados serd o de derivagao e difer-
enciacdo de fungOes definidas em espagos topoldgicos. Esta secdo deve ser entendida
como uma pausa para lembrar certas defini¢cées do calculo va.naaonal Em seguida serd
retomado o assunto principal.

Sejam dois espacos de Banach V e H e A um operador A : V — H; dado u,h € V,
define-se Diferencial no sentido de Gateaux ou G-Diferencial ao elemento dA(u h)

‘H tal que:
A(u+th) — A(u) dA

lm | == — S ) e = 0. (3.4

Se este limite existe para todo A € V e o operador & — %(u; h) é linear e continuo,
entao este ultimo é denominado Derivada no sentido de Gateaux ou G-Derivada de
A no ponto u, permitindo a notagao

dA dA
du Za k)= du PO
Cj;z( )E LV, H). (3.5)

Esta operagao, comumente utilizada na obtencao das expressoes de diferenciais, carece
de certas condigoes de regularidade necessarias nos calculos a seguir. Esta regularidade
suplementar aparece através da seguinte definigio:

Sejam os espagos de Banach V,H e A um operador tal que A : ¥V — H. Se para
u, h € V existe um operador linear e continuo de ¥ em H denotado por h — ——(u h) tal
que
o AG + B) = Afw) — (s D)
h—0 [[2]lv

se diz que $4(u; k) é a diferencial no sentido de Fréchet ou F-diferencial de A no
ponto u. Da propria definigdo pode-se escrever

C(;A(u h) = dA

%(u) e L(V,H). (3.7

=0, (3.6)
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onde o operador %4(u) denota a derivada no sentido de Fréchet ou F-derivada de

du
A no ponto u.

Destas defini¢oes obtem-se o seguinte resultado: Seja h um elemento fixo em V e
substitua-se h por th em (3.6):

| A + th) — Au) ~ 2 (u;th)lln _

lim el =0 (38)
A th) — A(u) —t%(u; b

t—0 t

de onde se afirma que se a F-diferencial existe entdo a G-diferencial também existe e é
igual & primeira. A reciproca nao é verdadeira. A relagdo inversa requer mais uma
condi¢do: Se a G-derivada existe e é continua em u, entdo a F-derivada existe e ambas
coincidem.

Outras duas ferramentas assiduamente utilizadas nas operagdes a seguir sdo a “regra
da cadeia” e a obtengdo da derivada total como a soma das derivadas parciais:

e Derivadas parciais. Sejam os espagos de Banach V,Z,H e o operador A tal que
A:V x Z — H e defina-se as G-diferenciais parciais 32(u,2;h) e 24(u, z;v) tais
que

A(u+th,z) — A(u,z) 9A

lim | t - SR ERl=0,  (310)
tr) —
fi A2 ) = Al 2) %’;(u, 20k =0. (3.11)

t—0 t

Se estas G-diferenciais existem e sdo continuas e lineares para h e v, entio A4 é
F-diferenciavelem V x Z e

dA 0A J0A
m—z-(u,z,h,v) = E(U,Za h)+ ‘é‘z‘(uaz; V)- (3.12)

e Regra da Cadeia. Sejam os espagos de Banach V,Z,H e os operadores A, B tal
que A : V — Z e B: Z — H ambos F-diferenciaveis. Entdo, dado z € Z, o
mapeamento composto ®(z) = A(B(z)) é também F-diferencivel:

) = 52 (86 Eain) (3.13)

Finalizada esta secdo, sera continuado o estudo do problema de sensibilidade.
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3.3 Analise de sensibilidade em meios continuos

3.3.1 Introducao

Considere-se um sistema formado por um continuo definido num dominio 2 e um conjunto
de forcas externas atuando sobre o mesmo. Suponha-se que o comportamento do sistema
estd controlado por uma n-upla de variaveis de projeto

h= {h]_,hz,...,hn}, hE(’), (314)

representando propriedades constitutivas, caracteristicas geométricas, o préprio sistema

de agdes externas, etc. Define-se O como conjunto das varidveis de projeto admissiveis.
Para exemplificar, admita-se que o modelo matematico do problema é dado pela
equagdo de estado: -
{ Determinar uy tal que

an(ug,v) = lh(v) Vv eV(Q), (3.15)

onde V() é o espago de Hilbert dos deslocamentos cinematicamente admissiveis, a(,-) é
uma forma bilinear simétrica com as propriedades classicas de continuidade e coercividade
e 3(-) uma forma linear continua. Com o subindice h deseja-se destacar a dependéncia
em relagio as varidveis de projeto!.

Define-se também um funcional ¢ que depende das variaveis de projeto e da resposta
do sistema u:

¥ = Pr(up). (3.16)

Caracterizado o sistema num ponto h € O, suponha-se uma perturbacgio do tipo
h, =h +1tV, (3.17)
V = {6h1,6hs,...,0hn}, (3.18)

e para esta perturbagdo a nova resposta do sistema toma a forma:

Determinar ugy:v tal que (3.19)
ah+tV(uh+tV7v) = lh+tV(V) Vv € V(Q), '
assim como o novo valor da funcao objetivo,
Y = Ypiev (Upgev )- (3.20)

!Nota: Deve ficar claro que as formas a e [ dependem tanto das varidveis h como de u e v, isto §,
ap(u,v) =ah,u,v), L(v)=I(h,v).

Porém, foi adotada a primeira notagdo para ressaltar a linearidade em relacio a u,v e manter a forma
das expressoes tradicionais. Por uma questdo de coeréncia, o mesmo foi feito para o funcional: ¥,(u) =

¥(h,u).
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Para simplificar a notagdo, escreve-se

ah+tv(uh+tv,V) = at(ut7V)7 ah(uha V) = a(u,v),
I (V) = L(v), I(v) = l(v),
Dhrev (Ungtv) = Pe(uy), Yr(ur) = P(u). (3.21)

Obviamente, a situagio original se recupera para t = 0, isto &, ug = u e Po(uo) = ¥(u).
Denota-se “analise de sensibilidade” do funcional ¥ & determinagao da variacio deste
devido a uma perturbagao nas variaveis de projeto na diregiao V:

: Pi(ue) — P(u)

. d
$(u; V) = lim PR = Sy (3.22)

t=0

Se este limite existe e € linear e continuo para todo V numa vizinhanca de t = 0, se diz
que 1), é diferencivel (no sentido de Fréchet)?.
Seja v € V() fixo, define-se como “derivada parcial de ¢ em relagao a h” 4 expressao:

i) =g 2 - L) (3.23)
Da mesma forma,
) :) — d
o) = g L) - Ly (3.24)

onde u € V() representa a variagao da resposta u devido & perturbagio V, definida
pelo limite

— u .
—dlly=0. (3.25)

Assumindo que ¥/, g%, u, existem e sao F-derivadas, Aplica-se formalmente a férmula
de derivagdo de uma fungdo composta para obter

9o V) = ¥ V) + S furw), (3.20

O elemento u € calculado através da diferenciagio da equagao de estado. Com este
intuito, definem-se as derivadas parciais

at(u,v) — a(u,v) d

a'(u,v;V) = %1_{13 ; = aat(u,v) ) (3.27)
a oy e o(ug, v) —a(u,v)
5‘;('*% Vi u) = %E% t - a(u,v) s (328)

2Da se¢do 3.2, pode-se observar que operagdes tais como a regra da cadeia e a utilizagio da derivada
parcial na obtengao de derivadas totais sdo validas sempre que se admite regularidade suficiente. Assim,
com exceqao de casos particulares onde serdo feitas adequadas ressalvas, os elementos em analise s3o consi-
derados suficientemente regulares para que as derivadas obtidas nas operag¢des a seguir sejam F-derivadas,
tornando vdlidos os formalismos utilizados.
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Assumindo que estas derivadas sao lineares e continuas com a perturbagao V, utiliza-se
novamente a regra da derivacdo parcial para escrever

. . agfug, v) —alu,v d
a(l.l,V; V) = %1_1}3 t( : )t ( ) = Et'at(utav) =0 ’
= a'(u,v;V)+a(q,v) (3.29)

Trabalhando em forma analoga com a forma linear /;(v), define-se

L(v)—I(v) d
-~z

Considerando que a equacdo de estado (3.19) é satisfeita para todo —6 < t < §, e
tendo em vista que v nio depende de k (i.e. Vv = 0) pode-se escrever que:

a(u,v; V) =1'(v; V),
a'(u,v; V) +a(a,v) =l'(v;V) . (3.31)

I(v; V) = lim

(3.30)

t=0

A partir desta equagao, a incognita u pode ser calculada. Porém, as diferentes técnicas
empregadas para fazé-lo resultam, como podera ser apreciado, em importantes diferencas
em relagdo ao esforco de calculo.

Duas formas de trabalhar neste sentido, sao cldssicas na literatura: o Método Direto
e o Método Adjunto.

3.3.2 Meétodo Direto
De (3.31) se obtém:

a(a,v)=0(v;V)=d(u,v;V) VveV), (3.32)

onde u ¢ solucao da equagdo de estado (3.15). Admitindo que que u € V(Q) e sendo
validas as hipdteses de regularidade sobre a’ e I, esta equagio é resolvida em forma
andloga a (3.15).

Determinado u, este é substituido em 3.22 completando o célculo. O inconveniente
deste método reside no fato de ter-se que resolver o sistema (3.32) para cada diregio de
calculo V' desejada. Deve-se considerar que, em geral, o objetivo é determinar o gradiente
de?, isto é, a derivada total para cada uma das componentes do vetor h, sendo cada uma
delas uma direcao de calculo.

O denominado Método Adjunto propbée uma forma alternativa de superar o problema
da incognita u.

3.3.3 Meétodo Adjunto

Define-se o elemento A € V() tal que:

a(A, ) = %%(u; A Aev() (3.33)
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Como se pode observar, esta equagao e analoga a (3.15) e, na medida em que as
condigdes de regularidade assumidas sobre 2 o sejam satisfeitas, as caracteristicas da forma,
a(-,-) garantem que o sistema € resolvido para um valor dnico A, denominado variavel
adjunta. Sendo esta equacdo valida para todo X € V({1), em X solugao, tem-se que:

9

a()\, 11) = %

(u; ). (3.34)

Por outro lado, a equagao (3.32) é vélida para todo elemento de V(f2), em particular
para A:
a(a,A) =U'(M V) = d(u,\ V). (3.35)

Considerando que a(-,-) é uma forma bilinear simétrica, é possivel escrever
a(xq) =0'(\ V) —d(u,\V), (3.36)

resultado que junto a (3.34) permite concluir que

.g_‘ﬁ.(u; ) = I\ V) — d'(u, 3 V) | - (3.37)

Finalmente, esta expressdo é substituida em (3.26), fornecendo uma expressao para,
onde nao aparece a incognita u:

b(a; V) =o' (w; V) + (N V) —d'(u, A V) . (3.38)

Para concluir: O Método Adjunto pressupée a resolucido de um novo sistema, de-
nominado sistema adjunto, que permite driblar o calculo de i na determinagao de .
Determinado u € V(2) por equilibrio,

a(u,v)=1(v) VveyQ), (3.39)
e a varidvel A € V(Q) pelo sistema adjunto

@-(u; A YAeV(Q), (3.40)

a(x,%) = 5

a derivada d) ¢ dada pela expressao (3.38), podendo ser calculada para cada diregio V
por simples substituicao.
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y=H(x)

Figura 3.4

3.4 Sensibilidade a mudancga de forma

3.4.1 Descricao do problema

O caso particular no qual o dominio §) é a varidvel de projeto merece atengao diferenciada
tanto pelas aplicagoes associadas a este tipo de problema, quanto pelas caracteristicas da
formulacdo matematica do mesmo.

A grande maioria dos modelos associados a problemas mecanicos estdo formulados
através de expressoes diferenciais validas ponto a ponto num dominio espacial Q2 ou, ge-
neralizando estes casos, por expressGes integrais sobre (). Assim, modificagoes no dominio
produzem, necessariamente, alteragées tanto nos termos integrandos quanto no préprio
dominio de integracdo. Anélise de sensibilidade & mudanga do dominio implica na de-
terminagio da variacao de caracteristicas associadas ao problema devido a alteragoes na
configuracdo espacial (1.

Surge entao a primeira pergunta: como se pode qualificar e quantificar uma variagao de
dominio? Mais ainda: precisa-se definir uma forma de comparar elementos pertencentes
a espagos topoldgicos diferentes, ora definidos na configuracdo {2, ora definidos numa
configuracdo alterada 2*.

Comeca-se por determinar alguma forma de controlar o dominio e as perturbagées ou
variagdes sobre este. Em [11] mostram-se algumas alternativas possiveis para este fim.
Considere-se como exemplo o caso da figura 3.4.1, onde o dominio em R? esta definido
mediante uma fungdo continua y = f(z). Assim, esta fungdo efetua o controle de §2
estabelecendo a relacdo 3y = Q(f(z)) através da qual podem ser definidas “distancias”
entre um e outro dominio.

Uma das técnicas mais utilizadas para caracterizar um dominio consiste em definir um
mapeamento a partir da configuracio inicial (figura 3.4.1).

X; = pi(X) = x + tV(x) (3.41)
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Figura 3.5

Neste mapeamento, (transformagio usual na mecinica do continuo [32]), x é a coordenada
do ponto material na configuracdo de referéncia {2, o parametro t caracteriza o “tempo”
ou sequéncia de configuracoes e V a “diregdo” da perturbagio.

Este mapeamento permite definir um dominio perturbado da seguinte forma:

O = {xxeR":Ixe€Q, xy =p(x), xXo = x}
' = {xxeR":3xeT, x; =p(x), xo = x} (3.42)

Com o objetivo de escalercer o procedimento formal de andlise de sensibilidade, tome-
se como exemplo o problema linear definido em {2,

{ Determinar ug € V(Q2) tal que:

ag(uq,v) = la(v) VveVQ), (3.43)

representando um corpo elastico, sendo
aq(u,v) = /QCVu’ - Vv dQ,

lg(v)=/nb-vdﬂ+ [ fovar, (3.44)

onde

Define-se também a fungao objetivo %, dependente da resposta u e da configuragio Q:

=¢(). (3.45)

b = (Q, ua) = palug) = /Q G(ug) d9 + /F J(ug)dl (3.46)
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Mediante a transformacio (3.41), pode-se obter um dominio perturbado ;. Neste
dominio, uma nova equacio de estado determina o comportamento mecénico do corpo:

Determinar uq, € V() tal que: (3.47)

aﬂt(uﬂnv) = th(V) Vve V(Qt)7 ’
aq,(uq,,v) = /Q C(gradug,)’ - (gradv)® dQ,, (3.48)
la.(v) = L b, vl + /F o v, (3.49)
grad(-) = —aﬂ, (3.50)

¢
Seguindo o mesmo critério, a funcdo objetivo toma a forma

¥ = Yo (ua) = [ G(ua,)d%+ [ T(uq)dT. (3.51)

Claramente, para o tempo ¢t = 0 tem-se que Qg = Q, ug, = uq e Pg,(ug,) = ¥a(ug).
Para simplificar a notagdo, os termos acima serao reescritos como se segue:

aﬂe(uﬂnv) = at(ut’v)v aﬂ(uﬂ’v) = a(u7v)’
la,(v) = I(v), lo(v) =1(v),
’(/JQ,(UQ,) = Ibt(ut), ’lbg(uh) = 'lb(ll) (352)

A partir destas definigdes, a sensibilidade de 3 devido a uma alteracio de forma na
direcdo V esta dado pelo limite

pi(u’) — ¢(u)
t

P(u; V) = %1_1}6 u’ € V(Q), u e V(Q). (3.53)
Deve-se notar que, nesta expressio, os elementos u' e u pertencem a espacos topolégicos
diferentes.
Um procedimento padrdo para efetuar o calculo (3.53) utiliza a transformagéo (3.41)
para transportar as expressbes na configuracdo 2, para a configuracdo de referéncia.
Fazendo uso de operagdes cldssicas na mecanica do continuo e considerando que

X; = ps(X), Vp:=F =1+tVV(x)
u'(x,) = u'(p:(x)) = u,(x), gradu’ = Vu F1,
a equagcao de estado pode ser reescrita como se segue:

{ Determinar u, € V(Q) tal que: (3.54)

a(ug,v) =L(v) VveVER),

onde
a(uy, v) = /Q C(Vu, F1)* - (VvF-1) det F dQ, (3.55)
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L(v) = L b; - vdet F dQ + /F o vdet FI[F~"nj| T, (3.56)

Seguindo argumento idéntico, a fungdo objetivo toma a forma
biluy) = /Q Gi(u;) det F dQ + /F 7 (u,) det F|| F~Tn]| dT. (3.57)

Finalmente o limite (3.53) ganha uma nova expressio:

Loy s ) — () d
Y(u; V) =lim ; = (W)

u,u € V(Q). (3.58)

t=0

Se este limite existe e é linear e continuo para toda dire¢do V numa vizinhanca de
t =0, se diz que o funcional ¢ é diferenciavel neste ponto.

Observe-se que, se a regularidade do problema e da prépria transformagéo de dominio
tornam valido o transporte das expressdes a configuragao original, o problema de sensi-
bilidade 2 mudanca da forma transforma-se num problema de sensibilidade com dominio

fixo, onde a dependéncia em relacdo a variavel de controle esta nos termos integrandos e
nao na “integral” propriamente dita.

Para escrever em forma explicita as expressées da sensibilidade de ¢ (equagio (3.58)) e
da equacio de estado, serd necessario utilizar uma série de operagdes formais de derivacao
(comuns & mecanica do continuo), consequéncia do uso da técnica de mapeamento para
caracterizar a variacdo de dominio. Estas operaces sdo descritas no item a seguir para
facilitar a leitura do texto.

3.4.2 Operagoes basicas de derivacao

Seja a transformacao que leva pontos do dominio de referéncia {2 para um outro dominio
“deformado” €2,

X, = p(X,t) = pi(x) = x + 1V (x)

A velocidade de um ponto material x no tempo t estd dada por V(x). A derivada da
transformacdo com respeito ao ponto material x define-se por:

Vp=F =1+tVV(x)

A partir destes conceitos, apresentam-se a seguir uma série operacoes de diferenciacao.

e F7l=T1—tVV(z)+0(t)
o =7

o (F 1y =7
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FF '+ F(F) =0
(F7YY = —F'FF~!
o (F )= ="

(F7Y mo = —~F ' FF Yo = ~1FlicoI = =VV

edetF=7
det F =det({ +tVV)=1+ttrVV + 0(¢)
o (det F) =7
(det F)" = trVV = divV
edet F71 =7
det F~! = det(I —tVV +0(t)) = 1 - t trVV +0(2)
o (det F71)y =7

(det F71) = ~trVV = — divV

e df) det F = dQ,
eN=7?
dx-n=0 Vdx.ln
FTFTn.dx=0 VYdxln
FTn.Fdx=0 VYdxln

N-Fdx=0 VFdx1lN
F-Tn

= N=

.drt = 7
det F'dQ = d,

F-Tn

det FdI'n-n = thN-nt-—- drtm

Fn
FTF-aT
| F~Tnf|
|F~Tn|| det F dT = dT,

det F'dl' = dl’y

o(IF-Taly | =7

-~ . _ - 12-_-—VVTn-F‘Tn
(IF~Taly = ((F~"n- F0)') = — ey
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(IFTal) | ==(Y¥)"n-n=-VVn -
o (||F~Tn| det FY = ?
[(1F~Tn|) det F + | F~"n||(det F)| _ = divV =VVn-n
= [-VV—-(n®n)-VV
= (I-(n®n))VV =xVV
= dinV
oN =7
= d_ F'n _ (F=Tn) F-Tu|F-Tn|
" [|[F-To| ~ ||F-Tn| | F-Tn)®
th ) = -VVTn +n(VVTn-n) = 7(~VVTn)

Na maior parte dos casos é preciso diferenciar fun¢oes dadas por integrais no dominio
() e na fronteira I'. Mostram-se a seguir exemplos de derivacao dos casos mais freqiientes.

Caso 1

Seja o funcional ¢ dado pela expressao

6= [ ¢G0da, (3.59)

onde p(x) é uma funcdo regular definida em . Através da transformacio de dominio,
define-se a familia de funcionais dependentes do parametro #:

¢ = /Q t @' (x:) dQ (3.60)

A derivada de ¢; no tempo ¢t = 0 (isto é, Qo = ), na diregdo V, esta dada como:

=0

=/ %(x )det F' d0

t=0

= [ (b det Pt et Fy) de|

= /n (¢ + ¢ divV) dO (3.61)
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Caso 2

Seja o funcional ¢,
= [plx)dr, (3.62)

onde p(x) é uma fungdo regular definida em I'. Seja também a familia de funcionais
dependentes de ¢ através da transformacao de dominio:

¢ = /F () T, (3.63)

A derivada de ¢, no tempo t = 0 na diregio V se escreve da seguinte forma:

$ = -%/Ftwt(x-kt-‘/(X))th -
= /F % (10e(x) det F|| F~Tn|) dr L=o

= [ () det FIP~Ta] + g (x)(det P F-Ta])") dT|

= /F (¢ + ¢ divpV)dT (3.64)

Um resultado importante estudado em [89] é o seguinte: Asuma-se que a fungao ¢
possui derivada em dominios de regularidade C*. Entdo, em dominios suficientemente
regulares, onde o gradiente da normal esti bem definido (Q é C*F+l-regular, k¥ > 1),
somente a componente da velocidade V na direcdo normal a fronteira, isto é, V - n, é
significativa nos calculos de sensibilidade. Este resultado se apoia na idéia que somente
esta componente produz uma mudanga efetiva na forma do dominjo.

Assim, definindo V = vn, ¢ pode ser escrito de uma forma diferente. Sendo n um
vetor unitario,

0= —;—V(n -n) =VnTn. (3.65)

Assumindo V = vn,
VVTn = vVnTn + (Vo @ n)n = Vo, (3.66)
n=n(VVin-n) = VVTn =n(Vv-n) - Vo. (3.67)

Assim,
divV = div(vn) = Vv-n+ v divn,
VVin.-n=Vov-n,
= divpV = div¥V —Von-n = v divn. (3.68)

Pode-se comprovar que divn representa a curvatura de I' em R? e duas vezes a
curvatura média em R3. Denotando H = divn, e sustituindo em @,

6= [(¢+pHV n))d. (369)
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Caso 3

Nesta situagdo, ¢ corresponde a uma integral sobre o contorno do tipo:

= /F o(x) - ndl, (3.70)

e, para o tempo ¢,

¢ = [ ¢(x) N, (3.71)

A derivada de ¢ em t = 0 na diregao V é calculada da seguinte forma:

: d
b = -d—t_/nc,ot(x—{—tV(x))-NdFt

/[: dit (ga,(x) - F Tndet F) dr

= /P (¢e(x) - FTndet F + p(x) - (F-"ndet F)') dT

t=0

t=0

t=0

= /Pgé~ndI‘+/F<p-n dierdF—/Fcp-VVTndI‘ (3.72)

Do mesmo modo que no segundo caso, para {2 suficientemente regular, pode-se tomar
V = vn de modo tal que

b = /ﬂ(¢-n+(go-n)(v divn + Vv -n) — Vv - n)dl’

= /ﬂ (¢ n+¢-n(V-n)H)dr. (3.73)

Finalizados estes exemplos, sera continuado o estudo de sensibilidade da equagio de
estado e fungao objetivo.

3.4.3 Sensibilidade da funcao objetivo e equacao de estado

Utilizando os resultados acima, a diferenciacdo da funcido objetivo (3.58) se obtém da
seguinte forma:

1[’(“? V) = %¢t(ut)

t=0

d d
- /Q = (Gd(we) det F) d2 + /F () det F|FTn|)dr|
- /Q (G(m) + G(u) divV)de
+ /F (J(u) + J(u) divpV)dl (3.74)
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As fungSes G, (u;) = G(t,u,) e Ji(u:) = J(t,u;) dependem explicita e implicitamente
de t através da resposta u; do sistema. Assim, pode-se escrever:

G'(u) + %%(u;ﬁ),

27 (), (3.75)

G(u)
Jw) = J'(u)+
onde u € V() é a variagdo da resposta mecanica satisfazendo o limite

u(x +tV(x)) — u(x)
t

lim ||

t—0

—u(x; V)|l =0. (3.76)

Pode-se provar que, no exemplo aqui tratado (problema eldstico linear), este elemento
existe, e ¢ uma derivada de Fréchet [43]. Sustituindo em 1,

bwV) = [ (@) +G(u) divV)d+ [(J(w)+ T (a) diveV)dT
+/Qg )dQ+/———(uudI‘
, M, .
= ¢P(uV)+ 51-;(11; u) (3.77)

Novamente, o calculo de gﬁ(u; V') exige o conhecimento do termo 4. Com este objetivo,
deriva-se a equagao de estado. Trabalhando com a forma bilinear a(,-),

- d
a(u,v;V) = 1ggat(ut’v)t o, v) = —ai(u;,v)

t=0

-/ %(C(VutF‘l)s (VvFY) det F) d

= /Q OV’ - Vv° dQ + /Q (CVu* - Vv* divV —
~C(VuVV)* - Vv* — CVu’ - (VvVV)*) df2

= a(,v)+ad'(u,v;V). (3.78)

Repetindo o procedimento com {(-), tem-se que:

'(v;V) = 1im———————lt(v)_l(v)

t—0 t

= ii—lt(v)

t—O

d

- /Qd (b, - v det F) dQ+/ Z(£, - vdet F||F~Tnl)) dT

- /Q(b-v+b-vd1vV dQ—I-/F f-v+f-vdivV)dl.  (3.79)
f

Considerando que a equagdo (3.54) € satisfeita para todo tempo ¢, pode-se escrever:



d(u,v;V)+a(a,v)=0(v;V) VveV{Q) (3.80)

Da mesma maneira que no caso geral, dois métodos classicos para determinar % surgem
como consequéncia das diferentes formas de utilizar a equagido acima: Método Direto e
Método Adjunto.

3.4.4 Meétodo Direto
Operando na equagao (3.80),

a(ﬁ,v) =l'(v;V)—ad'(u,v;V) VveyQ), (3.81)

sendo necessario lembrar que u é solugdo da equacao de estado (3.54) no instante ¢ = 0.
Admitindo que u € V(Q2), o problema acima tem solugio. inica e sua resolucio é
idéntica a da equagao de estado. De (3.78) e (3.79), a forma aberta do problema é:

/ﬂCVﬁs-Vv’dQ = /ﬂ(B-v-&-b-vdivV)dQ+ [ (F-v+£evdiveV)dl +
f

+ /ﬂ (C(VuVV) - Vv* — CVu’ - Vv* divV +
+CVu' - (VvVUV))dQ Vv e V(Q). (3.82)

Novamente, deve-se notar que este método possui a desvantagem de precisar resolver
um sistema de equagdes para cada diregdo de variagdo V, contrario ao que acontece na
alternativa mostrada no item seguinte.

3.4.5 Método Adjunto

Segue-se idéntica sequéncia de passos do caso geral ja visto. Em primeiro lugar, propde-se
a determinacao do 1nico elemento A € V(Q) tal que:

. 0 - -
a(A ) = %(u; A) Yaey®) (3.83)
Assim, esta equacao é também valida para o elemento u € V(Q):
a(A,u) = g—%(u; u). (3.84)

Da mesma forma, a equagdo (3.81) é satisfeita para v = X, solugdo do problema (3.83).
Levando em conta a simetria da forma a(-,-),

a(i, ) =UI'(A; V) —a'(u, V) =a(A,0) . (3.85)
Combinando (3.85), (3.84), obtém-se:

-g%(u; ﬁ) = l'(z\; V) - a’(u, A; V) s (3'86)
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expressdo esta, que substituida em (3.83) fornece o valor da derivada do funcional :

p(u; V) = Py V)+I(NV) —d(u,xV),
- /Q (G(u) +G(u) divV)d + /F (J'(u) + T (u) diveV)dT
+/;2(B-,\+b-x oqu)dm-/F (f-A+f-A diveV)dl

+ /Q (C(VuVV)* - VA* — CVu’ - VA® divV
+ CV@ - (VAVY)))dQ Vv e V(Q). (3.87)

Pode-se observar que, resolvida a equacdo de estado e a equagdo adjunta, o valor de
1[.;(u; V') para cada direcdo V é obtido por substituicdo nos termos integrandos.

A seguir, se apresenta-se uma forma de obter a expressdo (3.87) utilizando conceitos
da teoria de otimizagdo.

3.4.6 Meétodo Lagrangeano

Considere-se o funcional ¢ = #(Q,u) (a principio Q e u sio independientes entre si) e a
equagio de estado como restrigdo de igualdade no dominio de (2,u). Com estas premissas,
aplica-se a técnica Lagrangeana para incorporar a restri¢do ao funcional. Define-se assim
o Lagrangeano?®

L(u,v) = $(w) — alu,v) +(v), (3.88)

e, dada uma perturbag¢do no dominio na direcao V através da transformagao proposta,
também a familia

Li(ug, v) = ¢, (ue) — a(ug, v) + L(v), : (3.89)

sendo evidente que para o tempo ¢ = 0, ambas expressdes coincidem, isto é, Lo(ug, v) =
L(u,v).

Para u; solucao da equagdo de 'esta.do,
Li(ug,v) = ¥(uy) VveVQ). (3.90)

Se esta relagao se verifica para todo v € V(2), também vale para elementos v, € V()
dependentes do dominio 2;:

ct(ut-) Vt) = ¢t(ut) (3-91)

Admitindo regularidade suficiente para se ter diferenciabilidade dos termos, a derivada
de L, aplicando a regra da cadeia, se escreve formalmente como se segue:

L(u,v;V) = -g—fl:-(u,v; u) + %%(u,v;\'f) + L'(u,v; V). (3.92)

3Para continuar com uma notagio simplificada, a dependéncia em relagio a Q ndo sera colocada em
evidéncia nas expressGes a seguir.
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Da defini¢do do Lagrangeano (3.89), observa-se que

oL
ov
Em outras palavras, esta derivagao parcial fornece a equagio de estado, de valor zero

quando avaliada para o elemento u, solugdo da mesma. Por outra lado, dado u, solucao
da equagio de estado,

(0, v; V) = —a(u, V) + (V) =0 Vv e V(Q). (3.93)

ac ey . oy,
—a—d(u,v,u) = —a(0,Vv) + Bu(u) (3.94)
Pela simetria da forma bilinear a, pode-se escolher A solucao do sistema
. oy, . .
oA 1) = a—:f—(u) Vi e v(Q) (3.95)
e assim,
oL . .
———(u xu)=0 VYueVp(Q) (3.96)

Isto permite concluir que para u solugdo da equagdo de estado e para A solugdo da
equagio adjunta (3.95) a derivada do Lagrangeano fornece o valor de v:

Lu,xV) = LuxV)=4(uV), :
- /Q (G'(u) + G(u) divV)dQ + /F (T'(u) + T (u) divpV)dT
+]Q(B-,\+b->‘ divV)dQ+/r (f-A+f-AdiveV)dl

+ /g (C(VuVV)* - VA — CVW’ - VA* divV
+ CVu® - (VAVV)*)dQ Vv eV(Q). (3.97)

3.5 Exemplos de sensibilidade

O propdsito desta segao ¢ apresentar expressoes da sensibilidade de uma série de funcdes
e funcionais utilizados nos capitulos 5 e 6 e, a0 mesmo tempo, fornecer exemplos dos
conceitos descritos ao longo do capitulo presente.

3.5.1 Energia de deformacao

Seja o funcional W dado pela equagao
) ‘
= = vu’ - s
3 /Q CVu’ - Vu’dQ, (3.98)

e, devido a uma variagdo no dominio, produto da transformacio (3.41), a familia de
funcionais dependentes do parametro ¢:

1

¢
W= 2

C(gradut) (gradu®)® dQ;, (3.99)
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A derivada de W no tempo t = 0 se escreve:

A ld t\s tys
W V) = 5 Jo. C(gradu’)’ - (gradu®)’ dQ, =

l d ~1\s —1\s
= 3 /Q = (C(Vu P - (Vu,FY") det F d)

)
t=0

= /Q C((Vu,F~1)*) - (Vu F~1)* det F dQ

]
t=0

= / Cva’ - Vu® dQ — / C(VuVV)® - Vu® dQ)
Q Q

+% /Q C(Vu, FYY - (Vu,F1)(det F) dO

+% [ cvu - vur divv dq. (3.100)
Q .
Como se pode observar, uma das integrais incorpora o elemento 1, derivada da resposta,

do problema em relagao a variagdo de dominio. Assim, é necessaria para sua determinagao
a derivagao da equagio de estado. De (3.78-3.79), torna-se

/ CVe’ - Vv d) - / C(VuVVY - Vv = / CVu’ - (VYVV) dO
Q Q Q
—/chuS-vvs dideQ+/Q(B-v+b-vdivV)dQ

+/F(f v+ f-vdiveV)dD Wy € V(9Q). (3.101)

Tomando v = u e substituindo em W,

. 1
W V) = /QC(VuVV)’ - Vu’dQ — 5/9 CVu’ - Vu’ divV dQ
+/Q(b-u+b-u divV)d +/F(f-u+f-u diveV)dT  (3.102)
Observe-se que esta fungao objetivo é particular na medida em que nao foi necessario

utilizar uma equagao adjunta para. obter sua derivada. Conhecida a resposta u e dada a
direcdo de mudancga V', o valor de W é obtido por simples substituicao.

3.5.2 Energia de deformacao total II

Seja o funcional = dado pela equagao
H=l/CVus-Vu”dQ—-/b-udQ-—/f-udI‘ (3.103)
2 Ja Q r

Considerando uma perturbagdo no dominio dada pela transformacao ja conhecida, a
derivada de II; no tempo ¢ = 0 é obtida operando em forma aniloga ao exemplo anterior:
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. d
O(u; V) = = (%/Qt C(gradu®)® - (gradu®)® d2, —
~ [ bt utde, - [ outar,)

Qe
- / Ccva’ - Vu dQ — / C(VuVV) - Vu® dQ
Q Q

3
t=0

%/ﬂcws.w dideQ—-/Q(B-u-f-b-fl+b-udivV)dQ

Dado que u é solugio do problema de equilibrio e u € V(Q) este tltimo é eliminado
automaticamente da expressao acima, isto €,

I(u; V) = -;- /Q CVu’ - Vu® divV dQ) — /n C(VuVV)* - Vu®d
-/Q(B-u+b-u divV) do -/F(f-u+f-udivFV)dI‘
= - Wu;V), (3.105)

resultado totalmente esperado, se se parte do fato que II(u) = —W(u). Neste funcional,
a ndo necessidade da equacao adjunta é mais clara, dado que a variagio de II em relacio
a u ¢ zero num ponto de equilibrio.

Seréd visto a seguir que, se utilizado o teorema de Green, II também pode ser também
expresso por integrais definidas exclusivamente na fronteira. Como é sabido, a aplicagio
deste teorema esta sujeita a condi¢des de regularidade suficientes nos espacos cinematicos
V(Q) e da fronteira I

Partindo da equagdo (3.104), e utilizando as igualdades

1

o) = CVu*, W= o(u) Var (3.106)
VuvV = V(VuV) — (VVu)V, (3.107)
#(u) - (VYQV) = o) - (VW) = %V(o-(u) W)V, (3.108)
V(b -u) = (Vb)Tu + (Vu)7b, (3.109)
o teorema de Green permite escrever
M(w;V) = /Q (e(u) - Vit — o(u) - (V(Vu V))') 4 + /F WV . adl

_/n(b.a+5-u—b-vuv-va-n)dQ

—](b-u)v-ndr—/ (f-a+f-u+f-u diveV)dl. (3.110)
r Ty
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Levando em conta que u = u’ + VuV e b=b+ VbV,

M(u; V) = /Qo'-Vu'sdQ—/Qb-u'dQ—/r f~u’d1‘+/9b’-udﬂ
f
+/F(W—b-u)V-nd1“

— | (f-VuaV +f-u+f-u divyV)d. (3.111)
L'y

Novamente, a equagdo de equilibrio permite eliminar os termos contendo u’ € V(Q):

(V) = /ﬂb’-u dQ+/F(W—b-u)V-n dT

- . (f-VuV +f-u+f-u diveV)dl (3.112)
, ‘

Assumindo a particularidade de ser b’ = 0,

(wV) = /F(W—b-u)‘v-n dT

=) (Vv +f-u+f-u divpV)dl. (3.113)
s

Este resultado mostra que com as hipéteses adotadas, II(u; V) independe do valor
de V no interior do dominio. Como foi mostrado na segao 3.4.2, ainda é possivel obter
uma expressdo onde somente a componente normal da velocidade na fronteira € relevante
no calculo de II. N3o obstante isto representar uma aparente vantagem, é amplamente
conhecido que o Método dos Elementos Finitos carece de precisao em avaliagbes sobre as
fronteiras. Assim, as expressoes de Il envolvendo integrais em (2 s&o preferidas quando
se trabalha com aproximagdes numéricas usando o M.E.F. Este fato é especificamente
explorado no ultimo capitulo na obtencao de fatores de intensidade de tensio em fratura

via analise de sensibilidade.

3.5.3 Problema de Signorini

Como foi visto anteriormente, a andlise de sensibilidade em relagdo ao dominio, uma vez
transportado a uma configuracdo unica, transforma-se num problema de sensibilidade
com dominio fixo, onde os termos sujeitos a variagio fazem parte dos integrandos e nao
da integral propriamente dita. Esta mesma idéia repete-se no presente caso. Por este
motivo analiza-se primeiramente o problema de Signorini num dominio fixo, dependendo
de variaveis de projeto h e sujeita a uma perturbacdo do tipo hy = h + tV. Neste
caso, contrariamente ao feito até o momento, assume-se que a matriz de elasticidade C
também varia com o tempo. Seguindo a notagdo em curso, o problema de Signorini apds
a perturbacao se escreve: '

{ Determinar u; € K(Q) tal que:

ag(us, v —uy) 2 L(v—-u) VveK(Q), (3.114)
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onde

ay(ug, vy) = /Q Cueu(uy) - &(ve) dO (3.115)

lt(vt) = th * Vi dQ + '/1‘ ft sV (ﬂ.1 (3.116)
f

Hipétese H1: Existe uma forma bilinear a’(u, v) tal que:

lim=  sup a:(u, v) t— a(u,v) _ a'(u,v)l =0 (3.117)
flufj <1
Vil <1
Hipétese H2: Existe uma forma linear I’(v) tal que:
: l(v) = l(v) '
lim = —_— ! ‘-—-0 3.118
fim = sup : (v) (3.118)

Teorema 6 O mapeamento [0,6) € t — u; € V(Q) € direcionalmente diferencidvel em
t = 0%, isto ¢,

. . |I0(t
u; = u +tu + 0(¢); %mél%ﬂ =0 (3.119)

onde o elemento 1 € solu¢do da inequagdo variacional

{ Z(E,i(?)u) > —d(u,v —0) + (v —1) VYveSQ), (3.120)

sendo
S ={zeV(@):2:n<0em7(u) CTy; a(u,z)=1(z)} (3.121)
I (u)={xel.: gu)=(u-n—s)=0 em .} (3.122)

A prova deste teorema encontra-se em [76],{74] e se baseia nos resultados de Mignot
[62] sobre as propriedades de diferenciabilidade direcional da projegio de um espaco de
Hilbert sobre um cone convexo (isto é o problema de Signorini).

O resultado acima é agora aplicado ao caso de sensibilidade & mudanca de forma.

Seja a equacao variacional (1.36),

{ u € K(Q)

a(u,v—u) > Il(v—u) VvekKQ), (3.123)

e perturbe-se o dominio {2 segundo uma dire¢ao V. Isto define uma familia de inequagdes
variacionais do tipo:

{ ul € K()

a'(ut,v—ut) > l{(v—-u’) VveKk), (3.124)
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onde

a'(u’, v%) =/Q C(gradu’)’ - (gradv®)® dQ; (3.125)

vt = bt vidQ, + A f*. vt dl, (3.126)
fe

Do mesmo modo que no primelro exemplo, transporta-se estas equagdes para o dominio
de referéncia. Lembrando que

w(3) = ut(x + 1V(x)) = ui(x),

as equagOes acima sao reescritas como:

u; € K(Q)
{ a(u, v—uy) 2 lL(v-u) Vve K(Q), (3.127)

sendo as formas a e [ agora definidas por:

ai(ug,v) = /Q C(Vu Fl) - (VP det Fd, (3.128)

L(v,) = /Q b, - v,det F dQ2 + /F fo-videt F|F~"nj|dr (3.129)

Definido o problema na configuracado original e dependendo do parametro ¢, pode-se
aplicar o teorema acima usando a notagao

Gt(ut) = (qu—l)s’
Ct = Cdet F,
b, = b, det F,

£, = £, det F|[F~Tn].

Falta somente determinar a/(-,-) e I'(-). Considerando u e v elementos fixos em V(22)
e operando da forma ja vista,

d(u,v) = — /Q (C(VuVV)* - Vv* + C(Vu® - VvVV)*) d02
+ /Q CVu® - Vv* divV dQ, (3.130)
I(v) = /Q(i)-v +b-v divl)dQ +/F(f"-v+f-v diveV) dT. (3.131)

Aplicando o teorema, o elemento i também é solugio do sequinte problema:

u; =u+tu+0(t); lim ”0( )l

t—0

{ aes(@) (3.133)

=0 (3.132)

a(u,v—u) > —d(u,v—u)+I(v-u) Vves§Q),
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S(Q) = {z €EV(Q):z-n<0em [ (u) Cly alu,z)= l(z)} (3.134)

Como se pode observar, a determinacao desta derivada direcional implica na resolugio
de um problema nao linear com caracteristicas similares as do problema de estado. A
seguir serao feitas algumas operagdes que permitem ter uma melhor interpretagio do
convexo S(§1) e em que circunstancias o mapeamento {3 — u(f2) chega a ser diferencidvel.
Para isso, divida-se a fronteira I, em tres partes diferentes,

;%) = {xeTl.:g(u(x)) <0, ou(x) =0},
%~ (u) = {xeTl.:g(u(x)) =0, o.(x) <0},
%) = {xel.:g(u(x)) =0, o.(x)=0},
F=(u) = T (u)UT%u) (3.135)

e analise-se a restri¢do incorporada na defini¢do do conjunto S(§2):
a(u,z) = I(z).

Dado u solugdo e o,(u) a distribui¢do das tensdes na fronteira I, a equagio de
equilibrio permite escrever

a(u,v) - I(v) = /P oa(u)(v-n)dl, Vv e V(Q) (3.136)
Para o elemento z € S(12), tem-se que

/F oa(u)(z-n)dl =0, Vze S(Q) (3.137)

c

Assim, esta condicao é automaticamente satisfeita em todo ponto pertencente a I';*°
e I'>?. Inversamente, em I'"~, a condigdo resultante é (z-n) = 0. Com este resultado,
S(Q2) pode ser reescrito como se segue:

S@)={z€V(Q): zn=0emI> (u); z-n<0emI%); } (3.138)

E importante notar que, se I'%(u) = @, o cone S(f) transforma-se num espago linear
Sr; neste caso, o problema de Signorini é diferenciavel e u1 é solugao do sistema linear:

{ u €51() (3.139)

a(u,v) = —a'(u,v)+0'(v) VvesSL),

Sp(Q)={zeV(Q): z-n=0em I'*"(u); } (3.140)
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3.6 Comentarios finais

Ao logo do capitulo foram descritos uma série de formalismos de derivagio assumindo que
os operadores e variavels envolvidas sdo suficentemente regulares para tornarem validas
tais operagoes.

Um aspecto importante consiste em determinar as hipéteses sobre o mapeamento
(3.41) que tornam valida o transporte das expressées no dominio mapeado para o dominio
de referéncia.

Resultados a este respeito foram dados por Zolésio [89]: O dominio § é suposto Cj-
regular (sua fronteira é fechada, limitada e pode ser representada localmente por uma
fungdo C*-regular), com k > 1 em problemas de segunda érdem e k > 2 em problemas
de quarta 6rdem.

A velocidade V(x) € R" é um vetor definido numa vizinhanca U do fecho de Q tal
que  C U com derivadas continuas até a ordem k.

Assim, para t suficientemente pequeno, o mapeamento py(x) = x +tV(x) é um home-
omorfismo (mapeamento um-a-um com inversa continua) de U para U; = p,(U) e sua
inversa p;! é C*-regular, sendo §); é C*-regular.

Prova-se também que se p;(x) é um C* homeomorphismo, o espaco de Sobolev H™ (1)
para m < k é preservado pela transformacao, isto é,

H™(Q) = {z(x +tV(x)) : 2%(x;) € H™(Q)}.

Hipéteses mais fracas na regularidade de £ sdo assumidas em [61] salientando que de
uma forma geral, as eventuais singularidades da fungdo de estado o funcio adjunta s3o
localizadas na fronteira e com pouca influéncia em expressdes repartidas no dominio.

Maiores detalhes sobre provas de existéncia das derivadas apresentadas podem ser
vistas em [43],[61],[89).
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Capitulo 4

OTIMIZACAO DE FORMA NO
PROBLEMA DE CONTATO

4.1 Introducgao

Otimizagio estrutural é uma linha de trabalho que visa responder ao seguinte questiona-
mento: Dado um sistema estrutural dependente de um conjunto de paradmetros de projeto;
qual é a melhor escolha nos valores destes parametros de forma tal a maximizar o desem-
penho do sistema? Entenda-se “desempenho” em forma ampla: custo de fabricagao,
propriedades mecanicas e/ou estruturais, etc.. Assim como no caso de analise de sensi-
bilidade, a geometria representa um tipo de variavel especial dentro do espectro possivel
e quem trata deste caso é a denominada otimizagio de forma.

Existe uma grande parceria entre a area de otimizacdo e a analise de sensibilidade. Em
todo problema de otimizagao pretende-se passar de uma condi¢3o inicial das varidveis para
uma condi¢do denominada “6tima”. Naturalmente, precisa-se conhecer em que diregao
produzir as modificagdes de forma tal que a condi¢do atual “melhore”, isto é, precisa-
se conhecer a sensibilidade do problema. A grande maioria das técnicas numéricas de
otimizagao requerem (no minimo) o cilculo do gradiente da fungao objetivo para construir
uma seqliéncia minimizante.

O objetivo deste Capitulo é apresentar resultados obtidos na otimizagio de forma
em problemas com condigoes de contorno de contato, especificamente no problema de
Signorini. Em poucas palavras, o objetivo consiste em determinar a configuragao étima
que elimine concentragbes de tensdes e mantenha uma distribui¢do das mesmas quase
constante sobre a superficie de contato (ver figura 4.1).

Considerando um corpo deformével apoiado sobre uma superficie rigida, dois tipos de
problemas podem ser destacados:

1. as modificagoes de forma correspondem a superficie rigida,

2. as modificagbes de forma sdo feitas sobre o corpo deformdvel mantendo a superficie
rigida inalterada.

No primeiro caso, somente o conjunto de deslocamentos admissiveis (K(Q)) altera sua
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-Tn

Geom. Original

Geom. Final

L N X

Figura 4.1 Distribuicao de tensdes original e étima.

defini¢do. No segundo, sdo modificados tanto o conjunto () como as formas lineares e
bilineares que definem o problema.

Um dos primeiros trabalhos relacionados a este assunto deve-se a Benedict & Taylor
em [6] onde o problema do primeiro tipo € resolvido trabalhando sobre as condi¢des de
otimalidade de um Lagrangeano que envolve simultaneamente o problema de contato e a
otimizac¢io de forma.

Na mesma publicagido o trabalho [73] apresenta uma série de resultados relativos a
analise de sensibilidade em inequagbes variacionais, primeiro passo para o tratamento
especifico da formulagdo de contato.

A partir de 1985 uma série de trabalhos de Haslinger et. al. ([37],(35],(39],(41], [38])
formulam o problema de otimizagdo de forma do segundo tipo mencionado, abordando
questdes tais como existéncia e unicidade de solugdo, diferenciabilidade da funcao obje-
tivo, etc. apresentando exemplos numéricos. Em 1988 publica-se o livro [40] resumindo os
resultados mais importantes dos trabalhos anteriores. Contemporaneamente, discutem-
se em [74],{75] as propriedades matematicas da sensibilidade do problema de contato e
contato com atrito conhecido (problema de Duvaut-Lions). Os mesmos aspectos sio anal-
isados em [76],[77] para o caso especifico de variagao de forma, utilizando a j4 mencionada,
técnica de mapeamento.

Nesta literatura, um dos aspectos particularmente destacado ¢é a falta de diferenciabil-
idade da equagao de estado, isto é, a relagdo 2 — u(f2) é continua mas nao diferencidvel.
Por cariter transitivo, este fato aparece também nas funcdes objetivo cujas derivadas
envolvem a sensibilidade u do problema de estado, complicando o tratamento numérico
do problema de otimizacdo. Assim, o problema pode ser abordado utilizando técnicas
de otimizagido ndo diferencidvel (non-smooth optimization), regularizando a equagao de
estado (via penalizacdo por exemplo) ou escolhendo convenientemente as funcdes objetivo.

No que se refere ao tratamento numérico deste problema, pode-se observar nos citados
trabalhos que as modificagbes sobre a geometria sio feitas diretamente sobre a malha de
elementos finitos, criando assim uma dependéncia com o tipo de discretizagio nao muito
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conveniente.

Neste trabalho pretende-se tirar vantagem da utilizagdo da formula¢do continua de
sensibilidade junto a uma caracterizacao da geometria independente da malha de elemen-
tos finitos, visando dissociar o processo de otimizagio de uma discretizagio particular do
dominio.

Os problemas estudados estao restritos a estados planos (dominio representado por um
fechado em R?). A defini¢do do dominio é feita através das primitivas basicas do gerador
de malhas: Arcos, Retas e B-Splines quadraticas. A andlise do problema de contato é
responsabilidade do algoritmo apresentado no Capitulo 1.

O presente Capitulo se organiza da seguinte forma: em primeiro lugar apresenta-se
o problema de otimizacdo de forma, definem-se as fungdes objetivo e restrigoes e avalia-
se a sensibilidade das mesmas; em seguida descreve-se a simulacio numérica proposta
para resolver este problema: Aproximagao via M.E.F, tratamento numérico da geometria,
através das curvas B-Spline, algoritmo de otimizag3o, arquitetura de software montada e,
finalmente, varios resultados numéricos.

4.2 Problema de geometria 6tima

Em problemas de otimizagao de forma, o objetivo € achar uma configuracao Q pertencente
a um conjunto de configuragdes admissiveis O que minimiza (localmente) uma funcio
objetivo ¥(f2). Em geral, a fungao objetivo depende da resposta mecinica do sistema
u(2). Assim, denota-se

$(Q) = $(Q,u(Q)) = Pa(u(f2)).

Um problema abstrato de otimizagdo de forma pode ser enunciado como segue:

{ Determinar 2 € O Ata,l que:
Pa(u(R)) < Pa(u(f)) VQeO.

Assim colocada, a resolugao deste problema requer a determinacio da fungio objetivo,
equagao de estado e o conjunto admissivel O.

Como ja foi dito na introdugio, interessa aqui analisar a equagio de estado corres-
pondente ao problema de Signorini; a fungao objetivo deve ser tal que sua configuragio
6tima produza uma distribui¢do quase constante de tensdes sobre a fronteira em questao;
por tltimo, quem determina as distintas configuraces de O sdo as variagoes geométricas
da superficie de contato (note-se que a escolha do conjunto () é decisivo na obtencdo do
Q 6timo).

Neste caso admite-se que a entidade geométrica que define a geometria da fronteira
de contato esta controlada por um numero finito de parametros de controle ou varidveis
de projeto

(4.1)

X = {XlaXZa' o 7XP}; 1= Q(x)

O conjunto de restrigdes que caraterizam o conjunto O estd dado por

meas(Q) =a VQeO (4.2)
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x < x <X (4.3)
M <p (4.4)

onde (n,r) sdo os vetores normal e tangencial a fronteira de contato e a, 8 constantes
positivas. A primeira restri¢io impde area equivalente para todo elemento do conjunto.
A segunda limita o “raio” méaximo e minimo do dominio enquanto a dltima restricao é um
limite sobre o grau de suavidade da fronteira de contato. Esta ultima restricdo ja forma
parte das hipéteses assumidas no modelo de Signorini. Assim, o conjunto O toma forma

0=(A0): x<x<T meas(Q)=a o2 < g) (45)

Dos trés tipos de restri¢bes impostas, somente as duas primeiras sdo utilizadas efeti-
vamente no tratamento numérico do problema de 6timo, dado que uma escolha adequada
dos limites nas variaveis de controle asseguram o cumprimento da tiltima restrigao!.

Um ponto importante a ser ressaltado é que a restricio de igualdade de area pode
ser substituido no tratamento numérico por uma restri¢do de desigualdade. Pelas car-
acteristicas das fun¢des objetivo utilizadas, a dire¢do de maxima descida é sempre uma
direcio de diminuicdo de area. Por tanto, uma restri¢do do tipo meas(€}(x)) > a é su-
ficiente, dado que o 6timo do problema é satisfeito para um ponto x de saturacio da
mesma, isto é, a condicio original: meas(£2(x)) — a = 0.

Para utilizar a maioria dos algoritmos de otimizagao com restrigdes precisa-se, tanto
da sensibilidade da funcao objetivo, como das restrigées do problema.

A sensibilidade da primeira restri¢do é simples:

meas(§Y) = /Q i) = (meas()) = /Q divV de. (4.6)

A sensibilidade da segunda restrigdo €, obviamente, trivial (a unidade !).

A seguir sao estudadas duas fungdes objetivo utilizadas nas simulagdes numéricas deste
trabalho.

4.2.1 Energia de deformacgao total II

A utilizagdo do potencial Energia de deformacio total como func¢ao objetivo foi proposta
no trabalho [6], mas resultados matematicos sobre a validade deste funcional aparecem
recentemente em [33] para o caso escalar e em [55] para o caso especifico de contato.
Seja o solido elastico considerado no Capitulo 1, respondendo a equagao de estado
(1.36).
Seja a fungao objetivo definida por

H:%/QCVus-Vu“dQ—/ﬂb-udﬂ-—/rf-udl‘ (4.7)

1A restrigdo sobre as oscilagdes da fronteira é colocada muitas vezes como uma forma de impedir a
degradagao numérica durante o processo de procura da geometria 6tima. Em [61] alerta-se que este fato
é produzido em geral por uma avaliagio pouco precisa da sensibilidade do problema.
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Admitindo uma perturbagido no dominio na diregao V, foi visto na segdo 3.5.2 que a
sensibilidade deste funcional é

(V) = /Q CVW - Vu’ d — /Q C(VuvV) - Vu* dQ)

1 . os P
+-2-/QCVu . Vu® divV d /ﬂ(b u+b-a+b-udivV)dQ
—-/(f-u+f~f1+f-udivFV)dI‘. (4.8)

r

Sendo u € K(f) elemento solugdao (suficientemente regular) do problema unilateral
(1.36) e obtida a distribui¢do de tensdes na regido de contato I';, a seguinte equagio de
equilibrio se satisfaz para todo elemento do espaco V(Q2):

a(u,v) - I(v) = /F oa(u)(v-n)dl VveVvQ) (4.9)
Abrindo a expressao,
/chu Vv dl‘—/nb-vdﬂ-—/rff-vdl‘=/Fcan(u)(v~n)dI‘ VveV(Q). (4.10)
Sendo 1 € V() e substituindo em II,
M(wV) = = [ evur-vur divdn - [ o(Vavvy - vurdo
’ 2 Ja . Q
—/ﬂ(B-u+b-udivV)dQ —/P(t"-u+f-udivFV)dI‘
.(u)(@ - n)dT. 4.11
+ [ oa(w)(itm) ) (411)

Observe-se que nesta expressao persiste o elemento u. Nao obstante, a determinacao
do mesmo em todo (2 pode ser evitado a partir das seguintes consideracdes.

A dltima mtegral é relevante somente em pontos em contato efetlvo com reagao di-fe-
rente de zero, isto é,

9= (u) = {x € T, : 5(x) — u(x) - n(x) = 0, (%) < b}, (4.12)

Para estes pontos com reacao diferente de zero, existe uma variagdo de § suficientemente
pequena tal que os mesmos continuam em contato efetivo, isto é,.

aa(x) < 0; (u(x)-n(x)) —s(x) =0 — (u(x) n(x)) = s(x)
on(xe) < 0; (u'(x) n'(x)) ~s'(x) =0 — (u'(xs)- n(xt))—S(xt) (4.13)

e (060 0'(x) - (u(x) - n(x)
() n(x)) = lim —
_ lims‘f(x,)—s(x)

t—0 t

(4.14)
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Chegado a este ponto, se faz uso de uma simplificagdo j4 assumida no modelo. Na
formulacdo do problema de Signorini, admite-se que as normais da superficies em contato
sdo praticamente colineares e que nao sofrem variagbes significativas durante o processo
de deformagdo. Toda configuragao pertencente a O deve satisfazer esta condi¢do para que
o modelo de analise proposto seja representativo. Assim, esta hipdtese permite escrever

(u(x) - n(x))’ = u(x) - n(x) = lim _S_tixt)_;j_(’_‘_)_

= V(x) - n(x). (4.15)

Substituindo em fI,

(y;V) = % /ﬂ CVu’ - Vu® divV d — /Q C(VuVV)* . Vu®d
—/(B-u+b-udivV)dQ —/F(f"-u—{-.f-udier)dI‘
Q

+ [ on(@)(v - mydr. (4.16)

Assim, este funcional possui a propriedade de ser F-diferencidvel mesmo com a falta
de regularidade da equagao de estado utilizada. Mais ainda, sua sensibilidade para qual-
quer direcido de perturbagdo V, pode ser avaliada por substituicido na expressao acima.
Resultados numéricos obtidos com este funcional foram apresentados em [27]. Nos anais
do mesmo evento, o trabalho [34] propde utilizar a func¢do objetivo a seguir.

4.2.2 Emergia Reciproca

Uma forma intuitiva de obter uma F.O. que garanta uma distribuicio quase constante
das reagGes de contato poderia ser obtida utilizando os conceitos de minimos quadrados:

$(w) = 3lon(w) — zalle, = 5 [ (oalu) - 27 dr. (417)

Alerta-se entao que esta expressao pode carecer de sentido dado que num contexto
geral as reagdes da fronteira nem sempre sao elementos pertencentes a L*(T,). Por outro
lado a sensibilidade deste funcional precisa da determinacao de 1, fato pouco conveniente
desde o ponto de vista numeérico. Dirige-se a atengido para o fato que pode-se obter
a regularidade necessaria utilizando a propriedade de o(u)n serem funcionais lineares e
continuos sobre elementos do espaco trago dos deslocamentos u sobre a fronteira I'. Assim,
define-se

Vu(Q)={ve HQ):yv=0em '/M} (4.18)

onde M C I' é uma parte aberta da fronteira tal que T, N M # @ e T, N M = §. Tanto M
como Vs dependem continuamente da configuracio (). A este espago associa-se a norma

via = ([ o) Vuran)”. (£19)
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Com estes elementos, se introduz a fungao
1
¥(u) = slllz(wil’, (4.20)
onde z(u) é solugdo do seguinte problema variacional:
a(z,v) = /F(a(u)n —1z4)-vdl Vv EVy. (4.21)

Até o momento, tanto M como zq nao estdo definidos e varios critérios podem ser
adotados. Uma escolha apresenta-se particularmente interessante devido a que, para esse
caso, a derivada do funcional independe da determinacdo de u. Esta particularizagio
consiste em tomar

a) zg=femTl;ez;=0emT,
b) /M =T,, istoé, M =T, UT; = Vu() = V(Q) (4.22)

com o qual o funcional se reescreve
1
= [ CVz vzan (4.23)

sendo z a solugdo do problema variacional

{ 7 € V(Q)

a(2z,v) = Jp, on(u)(v-n)dl Vv e V(), (4.24)

Neste caso particular de ¥, prova-se em [36] que este funcional representa a denomi-
nada Energia de Deformagao Reciproca ( Reciprocal Energy) produto da formulagao varia-
cional homonima (ver [53], Cap. 8).

Determina-se a seguir a sensibilidade em relag¢do a uma mudanca de forma usando a
mecéanica de derivagao ja conhecida. Utilizando as relagoes de equilibrio (4.10) e (4.24),
reescreve-se W:

1 S S
¥ __5/9ch . V3z dQ+/FC on(u)(z-n)dT (4.25)

1
== [cvz . vrat [ CVu’~Vz3dI‘—/ b-zd2— [ f-zdl  (4.26)
2 Ja Q Q T
Através da técnica de mapeamento, define-se uma familia de funcionais ¥,(u,) e
aplicando os conceitos de sensibilidade,

ki

(V) = - [ OV V2 d+ [ C(VaVV) Va2 dQ - = [ CVa - Vz* divV dQ
Q Q 2 Ja
+/QCVu V3 dQ-}-/QCVu Vz dQ—-/QC(VuVV)’-stdQ
_ /Q CVu’ - (VZVV)* d) + /Q CVu® - Vz° divV d
—/Q(B-z+b-z+b-zdivV)dQ

——/F(f-z+f-z+f-zdier)dI‘. (4.27)
f
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Levando em conta (4.10) e (4.24), os termos envolvendo z sdo eliminados. Por outra
parte,

/ CV’ - Vz°'dQ = /Q CVz- Vi d) = /F on(u)(t - n) dT (4.28)
Q c ,
e, das consideragoes feitas na se¢ao anterior,

u(x) - n(x) = V(x) - n(x). (4.29)

Substituindo, ¥ toma a expressao final

B(u; V) = /Q C(VzVV)s-Vz’dQ—% /Q CVz* - Vz* divV df
+/FC on(u)(V - n)dl —-/QC(VuVV) V20
- /Q CVw - (V2VV) d + / CVu® - Vz* divV dQ
Q

—/Q(B-z+b-zdivV)dQ—/F (f-z+f-zdiveV)dl.  (4.30)
) f

Deve-se notar que a para utilizar esta expressdo, alem de resolver o problema nao
linear de contato, precisa-se resolver um sistema linear dada pela equagao adjunta (4.24).

4.3 Aproximacgao numérica

Até aqui, equagao de estado, funcdo objetivo, restri¢des e inclusive sensibilidade foram
abordados desde um ponto de vista continuo. A geometria, definida por expressdes
matematicas, depende de uma série de variaveis de controle cuja modificacio define a
velocidade V, necesséria para os calculos de sensibilidade.

Esta segdo esta dedicada a apresentar a utilizagio das curvas B-Spline na determinagao
da velocidade de perturbagao V, as expressoes discretas do problema de 6timo apéds a
utilizacdo do método dos elementos finitos e o algoritmo de otimizagio utilizado.

4.3.1 Controle da geometria por B-Splines
As coordenadas de um ponto numa curva B-Spline estdo dadas pela expressao

2

X0 =2y xtoke, oi=( %) o= (). (w31)

k=11i=1 Pi

onde n é o nimero de nés de controle, X¥ suas coordenadas, w¥ as fun¢des de interpolacio
e ¢ a coordenada curvilinea. Cada né de controle tem influéncia somente sobre uma
parcela da curva, proporcional ao grau de interpolagao utilizado. No presente trabalho
sao utilizadas funcdes polinomiais de érdem 2. Observe-se que o gradiente da coordenada
x em relagdo as coordenadas dos nés X[ sdo as préprias fungdes de interpolagio. Isto
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permite definir a velocidade V na fronteira de uma forma natural. Para um ponto ¢ da
curva define-se a velocidade V' da seguinte forma:

VAx(6)) = [Vr x(6)] = BH(E). (4.32)

Em muitas ocasdes, é util definir nos nés de controle dire¢ées de movimento prefer-
enciais. Denotando n ao vetor unitario indicando uma destas diregdes, a expressao da
velocidade num ponto da fronteira toma a forma

Vi(x(£)) = ’; VE(©M". (4.33)

Introduzindo nas equagdes (4.6)(4.16)(4.30), um campo vetorial V sobre o dominio
tal que Vip, = V*(x(¢)) ou Vir, = V"(x(£)) se obtém a sensibilidade de funcio objetivo
e Testrigdes em relagio as coordenadas X do né de controle ou a uma variacio destas na
diregao 7.

4.3.2 Elementos Finitos no problema de é6timo

Utilizando a aproximacao por elementos finitos descrita na segdo 1.6, para um elemento

“e” sao obtidas as relagoes

u = NU°, Ve = NV®, (4.34)
Vug = VNU® = GU®, VVe = VNV® = GV®,
Veu = V°NU* = BU, divVe =1-GV®
% = CBU®, diviVf =(I-n@®n)-GV®
1 1
Wy =5V'u,-V'uj =>BU*-BU" (4.35)

Assim, as expressoes discretas de (4.6), (4.16) e (4.30) estdo dadas por:
¢ Energia de deformagao total

Considerando uj a solugdo aproximada do problema de Signorini,

nel nel

Hh=§1/QC(W,,—b-uh)dﬂ~;/rifh-uhdr‘, (4.36)
. nel
M, = 3 /Q (=of - (VuRVVEY + Wy divly) d

e=1

nel .
—z/m( e w4+ bt ug diviy)do
e=1

nel nel

- ZL(fi ug £ ut diveVe)dl + Z/Fe on(VE-n)dl,  (4.37)
f e=1 <

e=z1
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¢ Energia Reciproca
Sendo zj solugao do problema variacional aproximado

zp € Va(Qh)
{ ah(Zh,Vh)=/F on(Up)(vh -np)dl YV vy € Vi(Q), (4.38)

ch
e u; a solugio aproximada do problema de Signorini,

nel

U, = Z / SCV'z; - V'z; 0, (4.39)
. nel 1 nel
(V) = Z / (VAT (V) dR - 5 3 / (V22) - (V22)° divVe d)
nel nel
+3 / ot (uS) (Ve - n) dT — Z / (VUSVVEY - (V22)* dOY
e=1
nel nel
—Z‘ / (Vug)* - (VZEV V) dQ+}: / (Vug)* - (Vz2)* divV dO
nel nel
—Z/ (b-2¢ +b-zZ div))d0 — Z/ (f 28 + -2 divpV?) dT.
(4.40)
¢ Restrigao
nel
meas({ly) = Z/ df, (4.41)
e=l
nel ’
(meas(Q)) = / divVy dQ, (4.42)

ex=x1

Para calcular a sensibilidade segundo as expressdes acima, é preciso definir uma dis-
tribuicdo V;, de velocidades sobre ;. Dado V/*, resultado de (4.32) uma regra simples
para obter V}, é a seguinte. Sendo I é o conjunto de de indices ¢,z = 1,---,m tal que x;
é um ponto nodal em I';, para cada ponto nodal x,, a velocidade Vi, (x,) esta dada por:

i) = { Yooy, or ] (1.43)

se as varidveis de projeto sdo as coordenadas X¥, k = 1,2, dos nés de controle da B-Spline
ou

)]0, ser gl
Va(xr) ‘{ V7 (2.(8)), ser€l, (1.44)
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caso tenham-se escolhido diregGes preferenciais.

A definicdo acima significa que a velocidade V, é idénticamente igual a zero com
excegdo de uma “franja” de elementos ao longo da fronteira I'.. Esta forma de definir
Vi, embora eficiénte, ndo é a mais apropriada em termos de precisio nos resultados. A
utilizacao de uma velocidade (ndo constante) cobrindo o uma regido maior do dominio
permite obter melhores resultados. Este aspecto é detalhadamente analizado em (61].

Finalmente, a o problema de otimizacao de forma na sua formulacao discreta se escreve:

Determinar x € R™ solugao de:

min Wi(x, ua(x)) , (4.45)
Orn={x: x<x <% meas(Q(x)) = a} (4.46)

Esta expressdo tem a estrutura de um problema do tipico de programagao nao li-
near com restrigbes. Existem numerosos métodos para resolver este tipo de problemas
([60],[31],[7], etc.), a maioria baseada na férmula recursiva

Th1 = Tk + prde (4.47)

onde zj41, 2% sao as variaveis de projeto para as iteragdes k e k + 1 respectivamente, dj,
é uma direcdo de descida da fungdo f e p; o paso dado nesta dire¢io. Esta tdltima é
calculada em func¢do da sensibilidade da fungio objetivo e restrigoes. No seguinte item
apresenta-se o algoritmo de otimizagao utilizado nas aplica¢ées numéricas desenvolvidas.

4.4 Algoritmo de otimizagao

O algoritmo apresentado a seguir foi proposto por Herskovitz [47] [46]. Baseia-se na
construgido de uma sequéncia minimizante cujo ponto de acumulagao satisfaz as condi¢es
de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker. Denomina-se de “ponto interior” por que, no
caso de existirem somente restrigdes de desiguladade, os pontos da seqiliéncia minimizante
pertencem sempre a regidao viavel, isto é, satisfazem as restri¢ées impostas. No caso de
serem incluidas restri¢oes de igualdade, estas ultimas sdo satisfeitas somente no limite.

Como a unica restri¢ido de igualdade do problema proposto pode ser substituida, como
ja foi dito, por uma restricdo de desigualdade, se apresentardo os principios do algoritmo
para este ultimo caso.

Considere-se o problema de minimizacdo com restrigdes de desigualdade

min f(2)

submetido a g(z) <0 (4.48)

onde x € R", g(z) € R™ sendo esta restri¢do valida componente~a—componente {g;(z) <
0, ¢ = 1,---,m). As condigbes de otimalidade deste problema (“Karush-Kuhn-Tucker
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conditions”) sdo:

V(@) + 3 AVai(z) = 0

1=0
)\,-g,-(x) =0
9:(z) <0 (4.49)
A >0

Denominando

H(z,)) = V*f(z) —}-‘L_:/\Vzg1 (z),

i=0

C(z) = Vf(a), |

A(2) = [02,9(2), De,9(2), -, Bz g ()T,

G(z) matriz diagonal tal que Gy; = g;(z),

A matriz diagonal tal que A;; = A;, ' (4.50)

as condigdes acima tem uma expressao matricial dada da seguinte forma:

C(z) + AT(z) A =0,

G(z) A =0,

g9(z) <0,

A>0. (4.51)

Para obter o ponto limite solugdo deste sistema, o método de Newton fornece um
esquema iterativo dado por;

[ Azf(:c) fg((::)) } { i‘;ii ] =T [ C(x)gigi(zn ] : (4.52)

ou, definindo uma diregdo dy = ¢ — z,

B dy + AT ()Xo = —C(z) (4.53)

Nestas equagbes, B ocupa o lugar da matriz hessiana H(z). A utilizagio desta ou de
outra matriz positiva definida com um esquema de atualizacao apropriado definird a taxa
de convergéncia do algoritmo.

Da equagdo (4.54), pode-se notar que neste esquema iterativo a direcdo dj é tangente
as restricoes ativas:

MVl (z)do + gi(z)doi =0, i=1,m. (4.55)

Assim, Vg7 (x)dy = 0 para a restri¢io g; ativa e portanto dy é tangente 3 mesma. Esta
propriedade, dependendo do tipo de restri¢do, pode gerar uma dire¢do nio viavel, no
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sentido de que nao permite obter pontos interiores. Para evitar este problema o método
propde uma deflexdo na direcdo original para o interior da regido viavel, incoporando
valores negativos no termo a direita da igualdade da dltima equagao:

Bd+ AT(2)X = —C(z) (4.56)
AA(z)d + G(z)X = —pAw (4.57)

Neste sistema p,w;,t = 1,m sado valores positivos e A é uma nova estimativa de .
Assim, a tltima equagdo equivale a dizer que Vg¥(z)d = —pw; para as restricdes g;
ativas. Porém, esta deflexdo deve ser acotada para garantir que a mesma continue sendo
uma, direcao de descida. Uma forma de limitar a mesma é

d'Vf(z) < adgVf(z), 0<a<l. (4.58)

o que implica, necessariamente que d? V f(z) < 0.
Para construir a diregdo de deflexao resolve-se o sistema

Bdi+ AT(z)A\ =0 | (4.59)
AA(z)d; + G(2)A = —Aw (4.60) )

cuja segunda equagdo garante que a dire¢ao d; é uma direcdo de descida das restrigdes
ativas e, portanto, aponta ao interior da regiao viavel. A partir deste novo vetor, a direcdo
defletida pode ser escrita como

d = dy + pdy
A= do+pM
(4.61)

que, substituida em (4.58), fornece uma nova forma de definir os limites da deflexio:

(¢ ~ 1) C(=)
PS T IO

(4.62)

Entretanto, p estd também limitado pelo valor do médulo ||d|? (ver [46]), adotando-se
um limite que respeite as duas restrigdes:

p := min{pl|do]; (o = 1)dC/dECY. (4.69)
Finalmente, o algoritmo bésico consiste nos seguintes passos:

Sejam o € (0,1), 7 € (0,1), ¢ 2 0 e v € (0,1). Sejaz € O, A >0, B € R**"
simétrica positiva definida e w € R™ positivo.

Passo 1: Calculo de diregao de busca
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1. Calcular (do, Ao) resolvendo o sistema linear

B dy + AT(z)Ae = —C(z)
AA(z)dy + G(z)Ao =0

Se ||do|| = 0, STOP.
2. Calcule (d;, A1) a partir do sistema

B dl + AT(II))/\l = 0
AA(z)d, + G(z)M = —Aw

3. Se dTC > 0,

p := min{p[ldo|*; (a ~1)dg C/d] C}, ou

= ©l||do||?, caso contrario.

4. Calcule a direcao de busca

i
.

o + pdy
o+ pM

i
>

Passo 2: Busca linear
Calcule ¢, 0 menor numero da sequéncia

{1,v,v%,13,....} satisfazendo:
flz+td) < f(z) +tvCTd e
gi(z +td) < 0se X; >0, ou
gi(z + td) < gi(z) caso contrario

Passo 3: Atualizagdo de varidveis

1. Atualize

z : z +td, e defina novos valores para

w>0

A>0e

B simétrica positiva definida. (4.64)

2. GOTO Passo 1.
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As diferentes formas de realizar a atualizacao do passo 3 fornecem uma familia de
algoritmos possiveis. As restri¢des para estas variaveis garantir convergéncia a um ponto
de KKT estdo descritas em [47] e [46].

A implementagdo utilizada deve-se ao trabalho [48], onde a matriz B est4 atualizada
pela técnica BFGS (Quasi-Newton) comentada no Capitulo 1. O otimizador funciona em
forma interativa com os programas que fornecem os valores da fungao objetivo, restrigdes
e derivadas. Todos eles estio comandados por um programa “batch” externo; de acordo
a um “flag”, o otimizador efeitua as peragdes correspondentes a procura linear, para o
qual precisa dos valores de funcdo objetivo e restri¢oes do problema para cada ponto, ou
o calculo da direcao de procura d, sendo necesario neste caso os procedimentos de analise
de sensibilidade.

Além do Otimizador que realiza os passos acima descritos (um ou outro dependendo
do “flag” ativo), o conjunto de programas empregados podem ser sumarizados na seguinte
lista:

Aranha: Gera malha para um valor dado das variaveis de controle de geometria.
Ara2sdp: A partir da malha gera condig¢oes de contorno e carregamentos.

Conel: Analiza o problema de contato elastico, fornecendo campo de deslocamentos e
distribuigao de tensoes.

Sensor: Dependendo do “flag” ativo, determina valor da funcio objetivo, restrigdes e
suas respectivas derivadas.

Sen2Ara: Gera definicdo geométrica (entrada de dados para o gerador) a partir de um
novo valor das variaveis de projeto.

A préxima secgao sera dedicada a mostrar os resultados numéricos obtidos com esta
técnica.
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Figura 4.2 Exemplo 1. Diagrama do problema e sequéncia de otimizagao

4.5 Exemplos numéricos

Com o objetivo de testar o comportamento numérico da teoria apresentada, foram rodados
uma série de exemplos cujos resultados sdo apresentados a seguir. Seis destes problemas
estdo referidos a otimizacdo da superficie de contato, quatro deles mostrando as diferencas
numeéricas obtidas pela utilizacdo de diferentes fungées objetivo. Alguns destes resultados
foram apresentados em [22, 21), [27],]25]).

O primeiro exemplo trata da otimizacdo de forma de um problema eldstico linear, ten-
tando por em evidéncia a potencialidade do método para grandes variacdes de geometria.

Em todos os exemplos relativos ao problema de contato apresenta-se as malhas da
configuragdo inicial e final e um grafico com a distribuicdo de tensdes correspondente a
cada geometria.

Todos os exemplos foram rodados assumindo estado plano de deformacdes.

Exemplo 1

Neste exemplo o dominio { é uma quadrado com um furo no meio como indica a figura
4.2, submetido a esforgos F; = 15 and F; = 2F = 30. Devido & simetria do problema
analiza-se somente um quadrante da regido e controla-se a forma de § pela geometria do
furo interior. O objetivo é minimizar a energia de deformagdo W (na configuracio de
equilibrio W = —II). As constantes de material sio £ = 3000, v = 0.3.

Os resultados sdo vistos nas figuras 4.3, 4.4.
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Figura 4.3 Exemplo 1. Configuragio original e config. original adaptada

Figura 4.4 Exemplo 1. Configuracao final e config. final adaptada
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Figura 4.5 Exemplo 2.

Figura 4.6 Exemplo 2. Configuragao original

Exemplo 2

A geometria original deste caso pode ser vista na figura 4.5 e corresponde a seguinte
definigao:
Q={(z,y) eR*:0<z <4, ofz)<y<1}, a(z)=-0.0125z + 0.05
A fundagio rigida é dada por F = {(z,y) € R?* : y < 0} .
As constantes de material sio F = 2150, v = 0.29 e a forca distribuida
f=1(0.0,-5.78), T;={(z,y)eR*:2<z<4, y=1}.
Os resultados aparecem nas figuras 4.6, 4.7 e 4.8.



4.5. Exemplos numéricos 101

Figura 4.7 Exemplo 2. Configuracio final

Tn
7 = Total Potential Energy * Initial Config. x. jL

Figura 4.8 Exemplo 2. Tensées de contato
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Figura 4.9 Exemplo 3.

Exemplo.- 3

Neste exemplo testa-se o comportamento quando os dois corpos em contato sao de-
forméaveis. (©; e 23). A modificagao na geometria é efeituada no corpo superior, mantendo
o outro inalterado (figura 4.9). As geometrias podem ser definidas como segue:

O ={(z,y) € R?:0<z <4, ofz)<y<6},

a(z) = —0.05z + 4.2,

Ny ={(z,y) e R?:0<z<6, 0<y<4}.

As propriedades de material sao By = 2150.0, E; = 500.0, v; = v; = 0.29 e a forca
distribuida f = (0.0,-5.78) , Iy = {(z,y) € R*: 0 <z <4, y =6} . As figuras 4.10 e
4.11 apresentam os resultados correspondentes.
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Figura 4.10 Exemplo 3. Configuracao original e final
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Figura 4.11 Exemplo 3. Tensdes de contato
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Figura 4.12 Exemplo 4.

Figura 4.13 Exemplo 4. Configura¢ao original

Exemplo 4

Neste caso, geometria, forcas aplicadas e constantes de material sdo as mesmas do prob-
lema 2. A diferéncia reside no tipo de vinculo utilizado. Aqui o problema é estritamente
coercivo (a viga estd engastada) ao contrario do problema 2, onde o problema é semi-
coercivo (condigdo de simetria). Foram testadas as duas funges objetivo estudadas para
este tipo de problemas: Energia de Deformacao Total e Energia Reciproca. Resultados
nas figuras 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16.
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Figura 4.14 Exemplo 4. Configura¢io final (II).

Figura 4.15 Exemplo 4. Configuragéo final (Energia Reciproca)

Tn

12

- Reciprocal Energy X Initial Configuration

Figura 4.16 Exemplo 4. Tensdes de contato
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Figura 4.17 Exemplo 5.

Figura 4.18 Exemplo 5. Configuragao original

Exemplo 5

A geometria original Q e a fundagdo rigida F estdo agora dados por:
Q={(z,y) eR*:0<z<4, O0<y<1},
F={(z,y) € R?: (y+r)?+(z-2)% <r?}, r=40.025.
As constantes de material sdo E = 2150, v = 0.29 e as forcas distribuidas
f=(-5.78,-5.78), T;={(z,y)eR*:2<z<4, y=1}.
Resultados para as duas fungoes objetivo sdo apresentados nas figuras 4.18, 4.19, 4.20
e 4.21.
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Figura 4.19 Exemplo 5. Configuragdo final (II).

Figura 4.20 Exemplo 5. Configuragio final (Energia Reciproca)

Tn
16 ; " "
- Reciprocai Energy % InRtial Configuration

14 % Total Potential Energy x5

Figura 4.21 Exemplo 5. Tensdes de contato



108

Figura 4.22 Exemplo 6.
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Figura 4.23 Exemplo 6. Configura¢io original e final

Exemplo 6

A configuracdo original () estd mostrada na figura 4.22 A fronteira I', e fundagio rigida
F sao definidas por:

F.={(z,y) e R?:0<z <4, y=-0.01z+0.04}; F={(z,y)€ R?:y<0}.

E =3000, » =0.3

f=(0.0,-5.0), Ty={(z,y)eR®:0<z<15 y=3}.

Resultados para as duas funcSes objetivo sao apresentados nas figuras 4.23 e 4.24.

Exemplo 7

Na figura 4.25 encontra-se a defini¢do geométrica deste exemplo. Constantes de material
E = 2150, v = 0.29 e forcas de superficie f = (0.0,—5.0). Resultados para as duas
fungdes objetivo sdo apresentados nas figuras 4.26 e 4.27.
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Tn

40 —~- Cost Function 2 ¥ Initial Configuration

35 3¢ Cost Function 1~ Ty
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Figura 4.25 Exemplo 7.

Figura 4.26 Exemplo 7. Configuragio original e final
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Figura 4.27 Exemplo 7. Tensoes de contato
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4.6 Conclusoes

Como pode-se observar, a utilizacdo de entidades geométricas na caracterizagao da ge-
ometria oferece grande versatilidade no controle da mesma. Por outro lado, esta forma de
abordar o problema permite vincular em forma natural a formulacio continua de anélise
de sensibilidade e sua aproximagao numeérica: dada uma configuragio e uma diregao de
mudanca de geometria, a velocidade V' fica completamente definida e independente da
discretizagio por elementos finitos. Sua versao discreta V}, é somente uma consequéncia
de uma malha particular.

Em termos de implementagdo numérica, a principal vantagem consiste no fato que
cada médulo do processo (definicdo geométrica, geracdo de malha, anilise, adaptativi-
dade, analise de sensibilidade e algoritmo de otimizagao) pode ser tratado, atualizado e
melhorado com total independéncia do resto do sistema.

Em relagdo aos resultados numéricos obtidos, pode-se apreciar que a primeira funcao
custo produz, de fato, uma distribui¢ao uniforme das reacoes de contato, porém, a segunda
fungdo objetivo possui algumas restricdes. A primeira aparece na impossibilidade de
utilizd-la em problemas semi-coercivos (exemplos 2 e 3), dado que o problema adjunto
nao pode ser resolvido (corpo submetido as reagdes de contato). A segunda restrigio
é a seguinte: sob as hipéteses (4.22), a segunda fungdo objetivo representa o trabalho
das reagbes de contato considerando o corpo livre de outros carregamentos. Assim, a
distribuigdo de tensdes obtida resulta ponderada pelos deslocamentos que esta mesma
distribuicdo produz ao longo da fronteira de contato. Isto resulta evidente nos exemplos
4 e 5 onde as reacGes sao maiores na parte da viga com deslocamentos menores. Ja no
problema 7, as caracteristicas geométricas do exemplo produzem um deslocamento quase
constante da fronteira I'; permitindo obter os resultados esperados [25].

Uma possivel alternativa para driblar estes inconvenientes, seria adotar um espago ad-
junto Vi mais geral, diferente de V. Desafortunadamente, com esta atitude a diferencia-
bilidade da fung¢do custo é perdida sendo necessaria a utilizagdo de técnicas de otimizagio
nao—-diferenciavel.
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Capitulo 5

ANALISE DE SENSIBILIDADE NA
MECANICA DA FRATURA

5.1 Introdugao

Freqiéntemente utilizado como passo necessario em problemas de otimizacao, a analise
de sensibilidade fornece informacdo relevante sobre o modelo em estudo. Este capitulo
constitui um exemplo da variedade de aplicacées possiveis, ao relacionar analise de sensi-
bilidade & mecanica da fratura.

Seja. um corpo fissurado tal que, devido a um carregamento externo, sofre uma aber-
tura da trinca ja existente. A ruptura das ligagoes mecanicas produz uma dissipagio que
pode ser medida pela variacdo da energia de deformagdo acumulada antes e depois da
abertura da trinca. Visualizando o processo desde o ponto de vista da andlise de sensibil-
idade, houve uma variacao numa propriedade do corpo, produto de uma modificagio na
geometria deste. Assim, a formulagdo vista pode ser aplicada para avaliar esta variagao
de energia considerando a longitude da trinca como variavel de controle.

Nas segOes a seguir, sera mostrado que a aplicagao analise de sensibilidade de II para
trés tipos de variagdo de dominio resulta num conjunto de conhecidas leis de conservacio
(ver [56]) dadas na forma de integrais independentes do caminho, uma das quais d& origem
a famosa integral de Rice.

Esta forma de derivar tais integrais, além de permitir uma interpretacio conceitual-
mente clara das mesmas, fornece uma expressao alternativa via integrais de dominio nu-
mericamente mais eficiente que a integracdo de fronteira quando é utilizado o método de
elementos finitos.

Assim, utilizando ligeiras modifica¢bes num software direcionado a analise de sensi-
bilidade (como o utilizado no capitulo anterior), podem ser obtidos resultados altamente
precisos como os apresentados no final do capitulo.
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5.2 Apresehtagéo do problema. Notagao

Seja @ um dominio limitado em R com fronteira I' ocupado por um corpo B submetido
a forcas de superficie f sobre I e forcas de corpo b sobre Q.
Define-se

V={weH(Q)/Ker},
Ker={w e H(Q):Vw’ =0},

o espago cociente dos movimentos admissiveis excluindo os deslocamentos de corpo rigido.
H é um espacgo de Hilbert apropriado e o é o tensor de tensdes obtido da derivacdo de
um funcional de energia W em relagdo ao gradiente simétrico dos deslocamentos:

o W
a(Vu’) = Fou (5.1)
Define-se também a forma linear Ig(-)
lQ(w)=/Qb-de+/Ff-vdI‘, (5.2)

onde as forcas b € L?(Q), f € L*(I;R™) sio dadas e satisfazem a condicdo de serem
autoequilibradas, isto e,

/(zb-de+Af-vdr=o Vv e Ker. (5.3)

A solugao do equilibrio do corpo pode ser obtida pela resolugdo da equagao variacional:

uey
{,_ Jao(n) - Vv dQ = Ig(v) Vve. (5.4)

Seja {2 um elemento de um conjunto compacto O de configuragoes admissiveis, i.e.,
2 € O e assuma-se que as forgas de superficie f e de corpo b estdo bem definidas para
cada delemento de O e que o mapeamento 2 — (b,f)q é regular.

Observe-se que as diferéngas em relacdo aos casos ja vistos sdo minimas: A principio,
trabalha-se com R" e ndo se assume uma relagdo constitutiva linear, e o espago de deslo-
camentos admissiveis ndo possui restri¢des de vinculo.

Tome-se entao o funcional de energia de deformacio total II:

H:/Q(W(u)—b-u)dﬂ——/rf-udl‘. (5.5)

A variagdo de II para uma variagdo no dominio 2 numa dire¢do de perturbacio V estd
dada, como ja visto na se¢do 3.5.2, por:

1= d( W(u') dy — /bt ut do! — /f’udl‘t)

= (5.6)

t=0
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M(wV) = /ﬂa.vu dQ—/ﬂa-(VuVV) dﬂ+/QW divV doy
—/b-ixdﬂ—-/fo-udﬂ—/b-u divV dO)
Q Q Q

—-/Ff~ud]f‘-/rf-ud]f‘—/rf-u diveV dT. (5.7)

Sendo u € YV solugdo da equagao de equilibrio,

O(wV) = - [o-(VavV)ydo+ [[W divVdo

k Q d
—/Qb-udﬂ—/gb-u dldeQ—/rf-udI‘—-/Ff-u divpV dT(5.8)

A partir deste momento, particulariza-se um conjunto de velocidades V, para as quais
o potencial II permanece invariante.

5.3 Diregoes de invariancia de II
5.3.1 Translacgao rigida
Uma translacao rigida esta caracterizada por um campo de velocidades da forma
V = constante sobre @ = VV =0, divV =0. (5.9)

Se as forgas externas para cada ponto material x € mantida constante,

b(x)=b!(x") Vit =b=0,
f(x)=fi(x,) Vt =f=0. (5.10)

 Aplicando estas hipdteses, cada termo de (5.8) é identicamente igual a zeroe, portanto,
I é nulo para todo campo de velocidade V' e forgas (b, f) satisfazendo (5.9) e (5.10).

5.3.2 Rotacao Rigida

Uma rotagao rigida esta definida por uma velocidade V tal que:
V(x)=wAx=Ax A & Skew, VV = A4, (5.11)

onde w é o vetor axial do tensor antissimétrico (constante) A. E bem conhecido o fato
de que se A € Skew,
A-5=0 V'S € Sym, (5.12)

divV =1-4A=0, diveV=(I-n®n)-A=0. (5.13)
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onde (I — n ® n) é o operador de projegao sobre um hiperplano com normal externa n.

Assume-se também que as forcas de corpo sofrem rotagdo junto com o corpo, isto é,
b=A4b, f=Af (5.14)

Aplicando estes resultados em (5.8), e a partir das propriedades dos tensores antis-
simétricos,

H:—/Qa--(VuA) dQ+/Qb-AudQ+/rf-Aud1’. (5.15)

Considerando a condigio de equilibrio e VV = A (constante), pode-se escrever

/Q o (V(Au))dQ = /ﬂ o - (AVu)® dQ
- Ab-AudQ+/Ff~AudP. (5.16)
Assim,
(w; V) = /Q (o - (VUA) + o (AVu)) d0 = /n 2(c- (AVu?)) d.  (5.17)

Deve-se notar que, ndo obstante a mudanca de dominio esteja simulada por um “movi-
mento do corpo”, cada ponto material nas equgdes apresentadas mantém seu sistema local
de referéncia inalterado, isto é, as propriedades do material em cada ponto nao tém sua
orientacdo modificada. Isto implica em que serd necessario assumir um comportamento
isotrépico para evitar modificacbes no valor de II. Incluindo esta hipétese, pode-se usar
o Primeiro Teorema da Representagdo para Fungdes Tensoriais Isotrdpicas [32]:

Teorema 7 Uma funcdo
G:8 — Sym (S C Sym) (5.18)
¢ isotrépica se e somente se existem fungdes escalares do, ¢y, bz : L(A) — R talque
G(8) = ¢o(Is)I + ¢1(Is)S + ¢2(15)S? (5.19)
para todo S € S.

Aplicando este teorema e denotando Ivys o conjunto dos invariantes principais do
tensor simétrico Vu® e ¢;, ¢ =0,1,2 escrevem-se as correspondentes func¢des escalares,

o(Vu®) = ¢o(Iyus)I + ¢1(Ivu:) VU’ + ¢2(Iyus ) Vu*Vu’. (5.20)

Assim, devido as propriedades dos tensores simétricos e antissimétricos,

I-AVu’ = Vu’- A =0, (5.21)
Vu’ - AVu® = Vu’Vu’- A =0, (5.22)
Vu’Vu’ - AVu® = Vu’Vu’Vue’ - A = 0. (5.23)

Aplicando estes resultados em (5.17), obtém-se finalmente II(u; V) =0 .
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5.3.3 Mudancga de escala

Este é outro tipo de variagdo de dominio que, sob un conjunto especifico de esforgos
externos e relagdo constitutiva, ndo modifica o valor de II. As hipéteses sao:

V=ax = VV=al divV =Da, divvV =(D ~1)aq, (5.24)
b=Cyab, f=Cjof, (5.25)
o = CVu® (equagdo constitutiva elastica linear) (5.26)

onde D é a dimensao espacial do problema: D =1, 2, ou 3. Cy e C} dependem de D e «
é uma constante arbitraria. Aplicando estas condigbes em (5.8), obtém-se:

. 1 s
H(u;V):(—l-{-ED)a/Qa--Vu dn —(D+Ob)a/9b-udﬂ

—(D-1 +Cf)a/Ff-udP, (5.27)

de onde é possivel deduzir os coeficientes Cy, Cy tal que os termos entre paréntesis sio
iguals a um dnico coeficiente —C, dependente da dimensido D. Estas condi¢des sao:

1
—1+§D=—Cu, D+Cy=-C,, D-1+Cs=-C,. (5.28)

Sustituindo estes valores para cada dimensdo,

1 3 1
D=1=C,= 5 ) Cy = —5 ; Cf = -5, (529)
D=2=C,=0 ; Cy=-2 ; Cf=—l, (530)
1 5 3 ’
D=3=Ci=-5 ; G=-3 ; Cr=-3 (5.31)

Desta forma, a expressdo (5.27) pode se reescrita como:

fI(u;V):—Cu{/ﬂo-VusdQ—/Qb-udQ—/rf-udF}. (5.32)

Finalmente, a condicdo de equilibrio faz esta ultima equagdo igual a zero.

Concluindo, foram obtidos, desde o ponto de vista da anélise de sensibilidade, trés
direcdes de variacdo de dominio para as quais o funcional Il permanece inalterado. Os
proximos passos, estao dirigidos a reescrever Il para estes movimentos na forma de inte-
grais de fronteira.
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5.4 Sensibilidade de II em termos de integrais de
fronteira

Foi visto na se¢ao 3.4.2 que, assumindo regularidade suficiente no espaco do deslocamentos
admissiveis e na geometria do dominio (2, o teorema de Green pode ser aplicado para
obter expressdes de sensibilidade dadas por integrais de superficie. Este resultado mostra
inclusive a independéncia de Il do valor da velocidade no interior de 2 e que somente o
traco de V em T € significativo.

Levando em conta a equagdo (5.7), as igualdades

VuVV = V(VuV) - (VVu)V, (5.33)
o-(VVW)V) = o - (VVW)V = (VW) .V, (5.34)
V(b-u) = (Vb)Tu+ (Vu)™b, - (5.35)

junto ao teorema de Green, permitem obter uma nova expresséo de (5.7):

(V) = /Q(a-Vu _a-(V(VuV)))dm/rWV.ndr
—/Q(b-u+5-u—b-vuV-VbV-u)dQ-/F(b-u)v.ndr
—/F(f-u+f-u+f-u diveV) dT, (5.36)

Sustituindo u = u’ + Vu V em (5.36),
I(wV) = [oVu dn-/ﬂb-uda-/rf-udN/Q(va—b)-udQ
+A(W—b5u)V-ndF—/F(f-VuV-}-f-u—l—f-u diveV) dr. (5.37)

Dado que o equilibrio é satisfeito e u’ € V,

M(w; V) = /Q(VbV—B)-udQ-k/F(W~b.u)V-ndI‘
——/F(o-n-VuV—}-f-u—}-o-n-u divpV) dT. (5.38)

5.4.1 Translacao rigida
A partir das hipéteses (5.9-5.10), a expressdo (3.112) toma a forma

(w; V) = /QVbV-udn+/r(w—b-u)v-ndr—/Fan-Vqur=o. (5.39)

Com o objetivo de eliminar as integrais de dominio, faz-se necessario assumir também
a condigdo Vb = 0. Assim,

M(wV) = /F(W—b-u)v-ndr—/ran-vuwr:o

= /F[(W—b-u)I—VuTandI‘-VzQ (5.40)
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Como esta derivada é identicamente nula para toda velocidade representando uma
translagao rigida, escreve-se que

J= /F (W —b-w)I-Vuls]ndl =0, (5.41)

Esta expressdo é comumente conhecida na Meanica da Fratura como integral J. Na
mesma, a influéncia de um campo de forgas de corpo b (constante no dominio), é incluido.

5.4.2 Rotacao rigida
Da equagdo (3.112) e considerando as condigdes (5.11), (5.14) e (5.20), escreve-se
(V) = /Q(va— VVb) - udf +/F(o'n -VVu—on-VuV)dl

+ [(W—=b-w)V -ndl =0. (5-42)

Para evitar integrais de dominio, impée-se que VbV = VVb. Logicamente, se as
forcas de corpo sao nulas esta ultima restrigdo é automaticamente satisfeita.
Aplicando a condi¢do acima, a equagdo (5.42) adota a forma

. - o — . — T . -
M(w; V) = fr((w b-wI-Vulo)n-Vdl +/Fan VVudl
= /P(((W—b-u)I—VuTa)n/\x—i-o-n/\u) dl-w=0, (543)
Esta expressdo é também igual a zero para todo vetor axial w. Assim,
= W-b-ul-vVu'T dl' = :
L /F[(( wI-VuTT)nAx+onAu| dl =0, (5.44)

e, na Mecanica da Fratura, é conhecida como integral L.

5.4.3 Mudanca de escala

Esta € a terceira das diregbes de perturbagao pesquisadas. Utilizando as condigdes (5.24),
(5.25), (5.26) e substituindo em (3.112), o resultado é:

M(w; V) = —/QC,,ab-udQ—i-/QVbV-udQ
—/Cfaf-udF—/an-VquF
r r

+[W=-b-wV.ndr - [on-uD-1ar=0. (545)
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Mais uma vez deve-se impor uma condi¢ao adicional para evitar integrais no dominio:
Csrab = VbV. E evidente que um problema onde néo se consideram forgas de corpo, isto
é, b = 0, satisfaz a dltima condic¢do. Incluindo esta restricio em (5.45), obtém-se que

I(wV) = /F[(W—b-u)I—VuTcr]n-VdI‘—/Fcrn-u(Cf—t-(D—l))adI‘

- /F[((W—b.u)I-VuTa)n-v+cuaan-u] dr

Il

A[((W— b- u)I— VuTo-) n.x+Cua-n. u] dl a = 0. (546)

Esta equagdo é nula para todo valor da constante a e, portanto, a seguinte expressao
é valida:

M= [[(W-b-wI-VuTe)n-x+Ceon-uldl' =0, (547
/r[(( u) u a)n x + Cyon u] (5.47)
a qual é comumente conhecida como integral M.

Deve-se notar que todo resultado aqui obtido pode ser aplicado a qualquer parte ar-
bitraria do corpo original, considerado agora como um novo corpo com seu dominio par-
ticular, fronteira e forgas externas. O campo de deslocamentos uq, = u IQP é equilibrado
com as forgas de corpo bg, = b ‘Qp e forcas de superficie on sobre 0(1,, i.e.,

ag,(uq,,uq,) = ./n bg, - uq, d2 + /zm on-ug, dl'  Vug, € V. (5.48)
P P

Assim, todas as propriedades de II agora avaliado sobre qualquer parte arbitraria {2,
ainda sao validas. ‘

Em outras palavras, dado um corpo com um campo de deslocamentos verificando o
equilibrio e qualquer contorno fechado suficientemente regular, 992, em Q, cada uma das
integrais de superficie deduzidas pode ser entendida como a variagido de II IQP devido as
correspondentes diregoes de variagao de V. Mais ainda, estas integrais de fronteira sao
iguais a zero.

~Deve-se notar que as mencionadas integrais sdo integrais de linha em R?2. Assim, como
elas s3o zero para todo contorno fechado, sdo integrais independentes do caminho.

5.5 Integral de | Rice

Dos resultados acima, pode ser deduzida a expressdo cldssica da integral de Rice sobre
um corpo fraturado.

Seja um corpo ocupando um dominio € R? com fronteira I'. Considere uma trinca
dada pela fronteira I'y = I’ UTS U 3 UTY de T orientada segundo a diregio do vetor
unitdrio e; (Figura 5.1).

Forcas equilibradas de superficie sao definidas em I'; = I' — [, e, seguindo as hipdteses
de Rice, considere-se forgas de corpo nulas. A solugdo u neste caso é univocamente
determinada a menos de um movimento rigido.
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e

Figura 5.1

Como objetivo de simular um movimento rigido na direcdo e;, assuma-se dois campos
de velocidade V suficientemente regulares.
O primeiro, definido por

Vi(z,y) = ni(z,y)e (5.49)
un(z,y)=0 V(z,y) € o, (5.50)
v1($,y) =-1 v ((L‘, y) ey, (551)

onde )y é uma parte de {2 ao redor da cabeca da fratura (figura 5.1). Em outras palavras,
esta velocidade € equivalente a “mover” o corpo & esquerda, mantendo a regido Q fixa.

Substituindo na expressao (5.8) e considerando que as foras de fronteira permanecem
constantes (f = 0), tem-se que

VVi=0emQy, divpiVi=0 emI} (5.52)
j / o (VuVi)d+ [ W divi; d (5.53)
Q—Qo Q"QO

Neste dominio regular, aplica-se o teorema de Green junto as condigdes de equilibrio
para obter uma nova versao da equagdo (3.112):

I = WV, -n dl — on - VuVj dT. (5.54)
T,ul, T;UT,
onde Fr = Fz U Fo U F3.
As integrais sobre I', s&o nulas devido as condigdes:

Vi-n=0 emT,,T;, (5.55)
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on=0 emTI,I}j, (5.56)
Vi=0 emT,. (5.57)

Assim , a integral (5.53) é equivalente a

~I=| WI-Vule)ndl e = Jp. (5.58)

T

Uma outra possibilidade para simular um crescimento na longitude da fratura consiste
em mover rigidamente {)y a direita:

Va(z,y) = va(z, y)es (5.59)
v(z,y) =1 V(z,y)eho, (5.60)
v2($)y) =0 V($7y) € Fl- (561)

VV, =0 em Qy, (5.62)
divpV, =0 em Ty v (5.63)

A partir destas hipdteses, II se escreve

I=- o (VuVV;)’ dQ + W divVsdQ (5.64)
Q—Qo Q_QO

Mais uma vez, aplicando o teorema de Green e as condi¢des de equilibrio,

= Ww-ndr—/ on - VuV, dT. (5.65)
Touly Toul,

onde I'y =T3UT, UT,.
As integrais em ['; sdo iguais a zero:

Vo,rn=0 emT,,Ts, (5.66)
on=0 emTI;,T};, ' (5.67)
Vo=0 emT;. (5.68)

Assim, para este caso, II toma a forma

_Ti= / (WI-VuTo)ndl e = Jp (5.69)
=10

As equagdes (5.58) e (5.69) sdo equivalentes & conhecida integral de Rice para corpos
fraturados. Dos resultados anteriores (ver (5.41)), esta integral ¢ independente do cam-
inho; portanto, partindo das condigbes (5.55, 5.56), as integrais (5.58, 5.69) e qualquer
outra calculada sobre um caminho arbitrario tal como T, (figura 5.1), adotam o mesmo
valor.
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5.6 Aproximagao numeérica

Até este ponto, nao foi feita nenhuma aproximacio de 6rdem numérica. Embora numa for-
mulagio continua as integrais (5.53, 5.64) e (5.58, 5.69) sdo equivalentes, na aproximacio
por elementos finitos estas expressoes fornecem resultados numéricos significativamente
diferentes. Este aspecto ja foi comentado no capitulo anterior (ver [61]); resultados de in-
tegracdo de dominio em elementos finitos sao apreciavelmente mais precisos que avaliagdes
na fronteira do mesmo. No caso particular do problema em discusao, as tensées sio dis-
continuas entre elementos. Uma integral de linha seguindo, por exemplo, as fronteiras
entre os elementos, precisa da utilizacao de critérios para determinar qual é a tensdo a ser
utilizada. Se, pelo contrario, utiliza~se uma integracdo de dominio, as tensdes correspon-
dem aos respectivos elementos integrados sem necessidade de critérios adicionais.

A seguir, serdo mostrados resultados numéricos de II obtidos mediante a integral
convencional de Rice (5.58, 5.69) e integragdo de dominio (5.53, 5.64).

5.6.1 Aproximacao por elementos finitos

Dada uma triangularizagao associada a um parametro A e utilizando a formulacao cléssica
de elementos finitos escreve-se para um elemento e,

ug = NU, Ve =NV,
Vu: = VNU® = GU®, VV¢ = VNV® = GV®,
Veu = V'NU® = BU®, divVe =1 GVe
¢ = CBU", divpVi =(I-n®n)-GV*
1 1
Wi =3V’ V'ui = :BU-BU" (5.70)

onde N é a matriz de interpolagdo. Substituindo, a versdo discreta de (5.53) e (5.58)
tomam a forma:

nel nel

H = — e . V eVVe s e . e
h ;Le—ﬂo af, - (VurVvy)  dQ +§__:1/;ZC—QO Wy divVy dQ (5.71)
. nel
=3 [ 0% I= (Vi) op)adr -V 67
e=y v

Para calcular a integral (5.71) é necessario definir V;, em Q. Para isto, procede-se de
foma analoga ao feito para o problema de otimizacao de forma:

0, ser¢gly

Va(x7) = { -1 serel} (5.73)

onde x", r = 1,...,n é um ponto nodal da malha.
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*f

Y

lo

Figura 5.2

A expressdo acima significa que a velocidade V ¢ identicamente zero com excegdo de
uma “franja” de elementos ao longo da fronteira I';. Em outras palavras,  — Qg esta dada
por esta franja. Esta é uma forma numericamente simples e eficiente de construir V}, mas,
como ja foi apontado, nao é precisamente a que fornece resultados mais precisos. Neste
iltimo caso, aconselha-se a utilizacao de regides maiores contendo gradiente de velocidade
nao nulo. Apesar desta resalva, podera ser visto que para os casos aqui apresentados, o
primeiro critério fornece valores suficientemente correctos em relagao aos tedricos.

5.6.2 Resultados numéricos

Seja uma placa plana (teoria de estado plano de tensdes) ocupando uma regido ) definida
por (ver figura 5.2):

Q={(z,y) € B:0<z<120,0<y<240}, T =20,

I't={(z,y) € R?: 0 < z < 10,y = 0},

Suponha-se uma trinca [y situada ao longo do eixo X e considere-se a metade do
dominio por condigdes de simetria. Neste teste numérico sdo utilizados elementos tri-
angulares isoparamétricos lineares e quadraticos. As constantes de material sio: F =
2.1z10° N/mm?, v = 0.3, e espessura h = 1 mm. As forgas distribuidas f = 100 N/mm?.

Com o objetivo de testar a “independéncia de caminho” e precisao dos resultados no
calculo de II, mediante (5.53), foram consideradas trés subregides 2; D 2, D Q3 D Q ao
redor da ponta da trinca, com fronteiras ['; U T'y; = 0Q;,7 = 1,2,3 respectivamente (fig.
5.2).

Dois casos sao testados:

1. O crescimento da trinca é simulado por uma translacio rigida de @ — Q; & esquerda,
mantendo uma sub-regido interior a 2; fixa:
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Figura 5.3 Malha

~_ ) 0, sex” €l
Vh(X ) = { —1 sex' € ———Q — Qi (574)

Assim, somente uma franja ¢nterior com um elemento de espessura ao longo de T;
tem VV # 0, determinando o dominio de integracdo na equagdo (5.71). Deve-se
notar que este caso também foi analisado para uma franja sobre o contorno Ty e
seus resultados mostrados em 7 = 0 nas tabelas.

2. O crescimento da trinca é simulado mediante uma translacdo rigida de §; a direita:

n 0, sexeQ-0
Vh(x)—{ 1 sex € (5.75)

Neste caso, somente uma franja ezterior de elementos ao longo de I'; tem VV # 0,
formando a regido de integragdo de (5.71).

A malha do exemplo 1 (elementos lineares, figura 5.3) € o resultado de um processo
adaptativo, como mostrado no capitulo correspondente. Resultados com esta malha sao
apresentados na tabela 5.1.

A malha do exemplo 2 (quadratica), foi obtida mediante simples inclusdo de nés nos
lados da malha linear. A tabela 5.2 mostra os resultados deste caso.

No terceiro exemplo foi utilizada a malha do exemplo 2 e modificados os elementos
vinculados ao vértice da trinca mediante a aplicagdo da técnica conhecida como “quarter-
point” [85], capaz de capturar parte da singularidade nesse ponto. Os resultados obtidos
estdo na tabela 5.3.
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[Case| i=0] :=1] i=2] i=3]
a) -1.42388 | -1.42624 | -1.43098 | -1.43309
b) -} -1.42431 | -1.42781 | -1.43973
Rice - | -1.45200 | -1.40741 | -1.46171

Tabela 5.1 I para elementos lineares

| Case | 1=0] 1=1] i=2 | i =3 |
a) -1.50265 | -1.50307 | -1.50276 | -1.50188
b) - {-1.50244 | -1.50203 | -1.50317
Rice - 1-1.41208 | -1.49344 | -1.49895

Tabela 5.2 II para elementos quadraticos

Para todos eses casos, compara-se os valores com os obtidos com integragio conven-
cional de Rice nos caminhos I';,2 = 1,2,3. Finalmente, o valor tedrico para este problema
é dado por Hellan [45] e seu valor é: II = 1.50616.

Estes resultados numeéricos sao apresentados no trabalho [26].

5.7 Conclusoes

Este capitulo teve a intengdo de estabelecer uma ligagdo nio somente tedrica senio
também numeérica entre analise de sensibilidade e mecénica da fratura.

" Pode-se observar que a introdugado da analise de sensibilidade nos meios continuos
permitiu visualizar de uma forma clara, a origem de conhecidas integrais tais como integral
de Rice e como calcularlas com vantajens numéricas.

Pode-se apreciar que os resultados obtidos com integragio de dominio apresentam um
comportamento mais “confiivel” (precisdo e estabilidade) que seus correspondentes via
integral classica de Rice.

Uma outra conseqiéncia desta relagdo é que todo desenvolvimento de software dire-

|Case| :=0] i=1] i=2] :=3]
a) | -1.50709 [ -1.50629 [ -1.50720 | -1.50752
b) - | -1.50764 | -1.50648 | -1.50690

Tabela 5.3 II. Elementos “Singulares”
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cionado a determinagio de analise de sensibilidade & mudanga de forma pode ser facilmente
adaptados para calculos relativos & fratura, como apresentado.

Devemos ainda mencionar que a qualidade dos valores obtidos ressaltam a importancia
da utilizacdo de estimagao de erro e adaptatividade durante as analises.
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CONCLUSOES

Como foi dito na introdugdo desta monografia, cada capitulo configura uma unidade
praticamente autocontida. Porém, estas linhas tem o objetivo de fazer uma valoragao
global do trabalho ressaltando as conclussdes obtidas e aqueles aspectos em que se acredita
ter feito aportes nas areas estudadas.

O primeiro capitulo trata-se principalmente de uma introdugao a um tema importante
dentro do contexto do trabalho e, fora a formalizacao ordenada da formulagio, destaca-se
a experiéncia numérica feita com a técnica de Lagrangeano aumentado que, como pode
ser apreciado na bibliografia [2], é alvo atual de atencdo pelas suas caracteristicas.

Em relagdo ao segundo capitulo, geragdo adaptativa de malhas, acredita-se ter feito
as seguintes contribuicdes. Em primeiro lugar, deve ser observado que o desenvolvimento
de um gerador adaptativo foi elemento imprescindivel no modelado numérico de proble-
mas de otimizagao segundo o enfoque dado nesta tese. Em segundo lugar, foi prechida
uma “lacuna tecnoldgica” na medida em que este software nao somente permitiu este tra-
balho mas foi ponto fundamental para o desenvolvimento de varios trabalhos de pesquisa,
testes de mestrado e doutorado na area de adaptatividade [57], [72], [3]. Em terceiro
lugar, julgando o aporte intrinseco desta parte, destacam-se os excelentes resultados obti-
dos na utilizagdo da programagao orientada a objetos e as técnicas de gerenciamento e
classificagio de dados, permitindo a qualidade e comportamento observado nas figuras
apresentadas.

O terceiro capitulo, andlise de sensibilidade, deve ser julgado como uma revisdo e
apresentacdo numa notacdo unificada de varios conceitos sobre o assunto. E enfatizada a
utilizacdo sistematica da mecanica do continuo na obtengao de expressdes de sensibilidade
luteis, em particular, a este trabalho e, em geral, a todo trabalho relacionado a mudanga
de forma e sdo salientados aspectos importantes tais como a similitude entre um problema
de sensibilidade geral e sensibilidade a mudanga de forma, dificeis de serem encontradas
em outras referéncias.

No capitulo quatro encontra-se um dos principais temas objetivo desta monografia:
determinacdo da geometria otima de superficies em contato de forma a se obter uma
distribuicao quase constante das tenses sobre as mesmas. Foi estudada uma filosofia
de trabalho onde acentua-se a independéncia entre a formulagao e dominio geométrico
do problema da forma particular em que o mesmo é discretizado para sua resolugao
numérica. Observe-se a necessidade do conhecimento dos temas relativos aos trés capftulos
anteriores para atingir este objetivo. Nao se conhece na literatura tratamento similar para
o problema proposto. Dentro deste contexto foram re-analisados problemas ja resolvidos
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por outros métodos. Em base aos resultados obtidos, e a informagdo recolhida em [2], uma
segunda funcdo objetivo foi testada, sendo obtidos uma série de resultados e conclusdes
relativas a tal funcdo também inéditos (ver [25]).

O quinto capitulo representa o segundo nucleo desta tese. Neste, utiliza-se a metodolo-
gia empregada na analise de sensibilidade a mudanca de forma para derivar trés expressoes
conhecidas no ambito da mecinica da fratura como integrais J, L e M. E interessante
observar que esta abordagem permite estabelecer em forma clara o dominio de aplicabi-
lidade destas expressdes. Nao se conhece na literatura a formalizagio de tais expressoes
desde este ponto de vista. Por outro lado, esta abordagem da lugar a uma vantagem
numérica apreciavel ao evidenciar que estas integrais de fronteira podem ser substituidas
por integrais de dominio, mais precisas quando utilizado o método dos elementos finitos.

Como em todo trabalho, a experiéncia adquirida ao transitar por certas areas permite
observar os pontos onde se julga preciso reforcar o desenvolvimento.

Assim como a elaboragdo de um gerador 2D eficiente tanto na complexidade das
geometrias possiveis de geracdo como na facilidade de acopla-lo a processos adaptativos
significou a criacdo de uma passagem para toda uma linha de pesquisa, a falta de gera-
dores 3D com as mesmas caracteristicas € uma barreira para um semnimero de aplicagdes
numéricas. Isto pode configurar um trabalho de pesquisa “local” quando se considera que
tal tecnologia ja é disponivel em outras latitudes mas, a critério do autor, isto ndo diminui
o esforco necessario para obté-la.

Em relagdo ao problema de otimizagao de forma em contato, muitas sdo as perguntas
ainda por fazer: A inclusado do atrito faz o problema dependente da histéria do carrega-
mento e sua analise de sensibilidade deve ser estudada. Grandes sdo também as incégnitas
nas extensdes a problemas 3D, tanto no seus aspectos tedricos como de implementacio
numérica.

As mesmas limitagoes aparecem no problema de fratura quando o tratamento numérico
da abertura de uma fissura, diregdo e forma desta num caso tridimensional pode ser
auxiliada com as ferramentas fornecidas pela analise de sensibilidade.
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