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RESUMO

Neste trabalho estudamos dois problemas relativos 3 transicao de fases
em modelos magnéticos através da equagac Mestra. No primeiro deles, consideramos
a evolucdo, em direcio ao estado esteciondrio, de umsa cadeia duple de spins, stravés ds
relaxacao inicial do parametro de ordem. Mostramos que o expoente critico dinamico pode
depender dos sspectos microscdpicos de Hamiltoniana, ndo exibindo um cardter universal,
pare ag texas de transicao de Glauber ¢ Kawasaki. No segundo problema determinamos os
estados estecionarios para o modelo de Ising anisotrépico em duas dimensoes, levando-se
em conta 8 correlagao entre primeiros viginhos. Determinamos o disgrama de fases desse

modelo que apresents as fases antiferro, ferro e paramagnética.



ABSTRACT

In this work we study two problems concerning phase transitions in
magnetic models through the Master equation. In the first one, we consider the evolution
towards the stable state of a double chain of spins, by means of the initial relaxation
of the .order parameter. We show thai the dynamical cﬁtic&l exponent depends on the
microscopic details for Glauber and Kawasaki trangition rates. In the second problem we
find the stable state of the two-dimensional anisotropic Ising model, taking into account
the correlation beiween firsi neighbours. We obtain the phase diagram for this model

which exhibits antiferro, ferro and paramagnetic phases.
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CAPITULO I

Introdugio: Modelo de Ising Dinf&mico

Pare que possamos ter um conhecimento conceitual e matemético da
dinémice de modelos magnéticos é dtil comegarmos pelo mais simplea deles, o mddglo de
Ising vnidimensional. Tal modelo, primeiramente considerado por Glasuber {1} e por ele
- eatudado, apresenta solucho analitica gquando a inter@ de troce entre spins vizinhos meis
préximos se mantem uniforme ao longo da cadeia. De formea mais geral, vamos considerar o
modeic; de Ising linear e néo homcgéneb, onde as N variéveis de spin sofrem transicoes entre
os dois valores possiveis +1 devido & influéncia de um agente externo, como por exemplo,
- um reservatério térmico 3 temperﬁtum T. Além disto, = probabilidade de transicéo de um
spin individual de sen valor ¢; para —o; deir,e depender apenas da interacio com seus spins
priméiros vizinhos.

A oscilacio entre os doie valores, no tempo, faz com que as vanéveis de
Spin posseIn ser representades como fungées‘ estocésticas do tempo @;(i) restritas aos valo-

res +1. Taig funcGes formam um processo de Merkov de N varidveis discretas e aleatérias.

Um tratamento adequado do modelo € aquele no qual consideramos o
sistema coletivamente e introduzimos 2" fungdes de probabilidede P{e;,...,0;,...,0N,1)
pare as possiveis configuragbes (o0y,...,0;,...,0N), e avaliamos sua evolucéo nmo tempo

atiravés da Equacio Mestrs, que fornece uma descricao estatistica completa de tal sistema:

d .
EP(O’;_, ceey Ty ey ON i) = - Zw;(a;)P(ai, ey iy eeey ON, t)

- (1.1)
+ E wi("ai)P(aly ooy =05y e O, t)s
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onde w;(0;) é definido como sendo a probsbilidade de transigéo, por unidade de tempo, de
o; para —0;. O pnimeire termo do lado dirsito é scompanhado de sinal negativo porque
e probabilidade de transicio w;(o;) tende & destruir a configuragéo (ey,...,9;,...,08) em
favor de (04, ..., ~0¢,...,0N). |
| Através da observagio da equacao {1.1) notamos que a probabilidade
de transic@o é essencial pars se deternminar a evolucéo dinamica do sistems. Isto quer dizer
que eua expressso deve ser de tal forma que leve & mesma situagio de equilibrio exibids
pela teoria convencional do modelo de Ising estitico.
Quando o sistems em estudo atinge seu estado de equilibrio, o lado

direito da equacgdo (1.1} se anula e temos & igusldade:
Z wi(ui)Peq(ala ceey Oy aeny GN) = wa(“di,)Peq(al) ey Oy ey UN).'
Assumindo & igueldede acima termo a termo, chegamos & chamads
Condicso de Balanceamento Detalhado (C.B.D.) dada por:

wioi) _ Peg(—0i)

wi(—0;)  Pegloi) ’ (1-2)

onde Pey(+0;) representa Py{oy, ..., £o;, , o ,\;), visto que o restante dos spins se ma.ntém
fixos.

Através de equagdo (1.2) podemos determiner ums probebilidade de
tr&nsigéb que leve & uma configuracdo compativel com aguele do equilibrio prevista pelas
teorias convencionais. Isto pode ser feito com o auxilio da Hamiltoniana H do sistema pois,
no equilibrio,

Peq(01, coey @iy oeey "’N) x e(—ﬂﬂ)’

onde f = -j(—lﬁ , Kp ¢ a constante de Boltzmenn e T' & temperatura absoluta.
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O modelo de Ising linear néo homogéneo, ne auséncia de campo magné

tico, pode ser representado conforme & figura sbaixo e sua Hamilloniena escrita como:

Jicr &

Gi-1 O; Oip1

- Pigura 1-Disgrama esquemético do modelo de Ising unidimensionsl nio-homogéneo.

H=- Z Ji6i0i4s. : (1.8)

Desta forme, & razéo entre as probabilidades Pey(—0;) e P.,{0;) dos dois estados possiveis
pera o i-ésimo spin é:

vPeq{-—eg) e—Kioitig1~Ki1000,,
Peq(o‘i) T eKivioip 1 HE 1050,

com K; = R‘Eﬁ Usando o fato de que é*“ = cosh 6 &+ ksinh b, se k = 1, obiemos:

Peg(—a:) _ |cosh K; — 0041 sinh K]
Pey(o:)  [cosh K; + 6i0:4 minh K]

. Jcosh K;_, — 00,1 sinh K;_,]
fcosh K;_; + 0;0;_18inh K;_;]’

Abrindo o produto e usando as seguintes identidades das funcdes hiperbélicas:

2 cosh z coshy = [cosh(z + y) + cosh{z — )],
2 sinh z cosh y = [sinh(z + y) + sinh(z — y)},

2sinh z sinhy = [cosh(z + y) — coshta" -y,

podemos escrever que:

Peg(—a;) —
Peq("i)

3
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onde

N = 3[Acosh(K; + Ki_1) + Beosh(K: — Ki—1)],

A=1-o0;0i tanh(Kg~1 + K,’) — 0{0i41 t&nh(Ki + K{-l) + 0i-10i41,

B =1 - 6i0;- tenh(K;_1 — K;) — 004, tanh(K; — Ki_;:) — 6i16i41,
e D é escrito de forma semelhante. Se definirmos que

+E = tanb(K; + K;_1) + tanh(K; — Ki_y),

6; = tanh K; ¢tanh K;_,,
podemos mostrar que N é dado por:
N = (cosh K; cosh K;_1}{[1 + §:0:—10:41][1 — %a;(“{{oiq + o))
Analogamente podemos mostrar que:
D= (COSh K; cosh Ki—l){‘[l + &0 10i a1 + ';‘ﬂ'i(%'—o'i—l + Foin)l},
ou seja:

Peq(-a.') _ cosh K; cosh K.‘._1[l + 5;0;_10’,'4.1]
Peq(a.') " cosh K; cosh K;_l[l + 6,'05_1¢,‘+1]

[t - toi(vi it + 7Hoin1))
1+ foi(v7oicr + 7Foin))

X

de tal forma que podemos identificar & probabilidade de transicio w;(o;) de duas maneiras
distintas:

1 1,
wio:) = Safl - Soi(7] gio1 + 1 o)), ou (
1.4)

wi(o;) =1+ Sii10:41}wi(a;),
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gendo & & taxe por unidaede de tempo na qual uma partfcula livre realiza uma transigéo
do seu estedo atual para o oposto [1).

Evidentemente as duas taxas de transigio devem levar so mesmo es-
tado de equilfbrio. Porém se escolhermos w!(o;), esse problema torna-se demasiadamente
complicado quando comparado com & escolha de w;(s;).

Podemos estudar a evolugéo do sistems no tempo até atingir sen estado
de equilfbrio através da magnetizagio (ox(f)} e da fungfio de correlagio (o) (‘)&j (f)) com
k # j, definidas abeixo:

(4@ = Y 0sP 01,081 rom Dy x5)
{s}
(bk(t)aj ®) = ded‘j P(61, ... Ckyrees Gjy 0N, B}, - (1.6)

{e}
Nessas equacbes, & fungio P(cy, ..., 0k, ..., 0N, t) é aproximada levando-
se em cor;ta apenas os dois primeiros momentos da distribuigdo [1]. A equagdo parz s
evolugao temporal de (04(t)) é obtida mmltiplicando-se a equacio Mesira (1.1) por oy e
somando-se sobre todas as configurecdes de spin, cu seja:

d - |
.EZUISP(GI’ ey €k, ...,an,t) =- ZO&ZW{(U;’)P(Ul, ey Thyoeey Ty oney "N)t)
{o} {c} £

+ 2 ang;(-—ag)P(al, ey Ok ey =0y ooy TN, T).
{s} i

Os termos com 1 # k se cancelam quando realizamos a soma sobre todes as configurages.

Para ¢ = k mudamos 0, — —o} no segundo termo e obtemos: |

2 (ox(8) = ~2(orwr(or (). (17)

Seguindo o mesmo procedimento para a funcio de correlagio obtemos:
d v
=0 ()0; (2)) = —2(ow;lwrloa(t)) + w; (0; ). (L8)
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Substitvindo & probabilidade de transicio w;(0;) ras equaghes acima, obtemos:

15O =~ + P @)+ 5@, (09)

i—%(a;.(t)cj ()} = —2(ok(t)s; (1)) + %7;: (ox-1(t)a; (1)) + (o -1 (B)or ()]

+ 377 ok @03 () + (051 @ou®)- (1.10)

Se tivéssemos utilizado & probabilidade de transi¢éo w{(;), fangdes de
correlagio de ordem superior a dois apareceriam nas equaghes acima. Tais sistemas de
equagoes seriam extremamentes complicados e néo poderiamos obter uma solugéo exate
em uma dimensao, como resolvide por Glauber.No caso de interacdes de troca homogéness,
K; = K, este modelo se reduz ao estudado por ele. A solugdo entdo, é encontrade & partir

da construgBo de uma fun¢éo geradora do seguinte tipo:

0

FO == 3 Ma:(t)), | (1.11)
k=—-o0

que leva 8 expressées exetas tanto pars o valor médm de um spin quanto pars a fungao
de correlagio de dois spins. No caso de interagdes néo-homogéneﬁs n8o existemn sainde,

funcGes geradoras capezes de levar a uma solugéo exata para {e:(1)) e {o:(t)o; (1))
Apesar das dificuldades mateméticas encontradas pars se resolver com-
pletemente oe sistemas dindmicos nao-homogéneos, mesmo que unidimensionais, muito se
pode'conhecer sobre suas caracteristicas fisicas e sobre sua evolucéo no tempo, estudando
grandezas fisicas relacionadas & dinémica, como por exemplo, o expoente critico din amco
que mede a taxa com a qual o sistema evolui em direcao ao seu estado de équilfbrio

proximo a uma transiggo de fases. Isto pode ser comprovado pela andlise da literstura
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recente, onde séc estudados diferentes modelos e diferentes formas de evolucao em direcbo
nos seus respectivos estados de equilfbrio [2], [3], [4].

Neste trabalho estudaremos dois sistemas dindmicos utilizando métodos
diferentes daqueles apresentados originalmente por Glauber. Em primeiro lugar, @res
sentaremos um estudo dindmico das cadeias duplas de spins, estudadas por Figueiredo,
Salines e Menezes [5] no estado de equilfbrio, cujos principais resultados sero discutidos
no capitglo 2. Nossa atencio estard voltada, primordialmente, para a obtenc2o de um
limite inferior para o expoente critico dinémico atravéé da teoria da resposta inicial.

O expoente critico dindmico z é deﬁnid.o’pela seguinte forma de escala,

nas vizinhaxiqas do ponto critico:

7= F(), | (1-12)

onde 77 é um tempo caracteristico, chamado de tempo de relaxagio, que diverge quando
nos aproximamos do ponto critico do sistems. O parémetro £ designa o comprimento de
correlagio estético e, de acordo com a hipé@e de escale dinamica expressa acima, ele é o
comprimento relevante que controla s divergéncis do tempo de relsxsgéo no ponto crftico.
O vetor de onda ¢ é o vetor de onda critico na transicao e F(§¢) é uma fungao analftica
de seu argumento.

Um ponto iimportante ¢ a classificacao dos sistemas fisicos nas classes de
universalidade dindmica através do expoente 2. Em geral, o expoente z além de depender
des propriedades estétices depende também dos aspectos dinamicos, através das leis de
conservagao que definem & dindmica [3},[6].

Conforme veremos, & dindmica do sisiems de cadeias duplas que estu-
daremos no capitulo 3 apresenta expoente critico que depende dos detalhes micmscépi@

de sua Hamiltoniana, ou sejs, ndo apresente caracterfsticas de universalidade.

7



Em seguida, no capftulo 4, consideraremos um gistems de spins de Ising
numa rede quadrade com interagSes de troce competitivas nes diregdes horizontal e vertical.
Através de aproximagao de pares [7],(8], sers possfvel construir um disgramas de fases desse
modelo na situaéﬁo estaciondris.

Finalmente, no capitulo 5, apresentaremos as principais conclusdes a-

cerca dos sistemas estudados neste trabalho.



CAPITULO I

Cadeias Duplas de Spins

Neste c;pitulo, apreseniamos o estudo do coinportamento de uma ca‘
deis dupla de spins no equilibrio termodinamico. Congideramos um modelo no qual séo
levadas em conta interagdes de intercambio entre spins primeiros vizinhos ao longo das
cadeias e entre elas. Também consideramos nm termo de interagao de quatro spins vi-
zinhos mais préximos. A origem desse termo é devido ao acoplamento magneto-eléstico,
quando permitinnos flutuagdes dos spins em torno de suas posicoes de equnih'brio nas cadeins
[6]. Na ma.!idade a introducao desse termo néo traz dificuldades adicionais no cdlculo
das propriedades termodinimicas. Esse estudo po equilibrio se faz necessdrio pois, ;no
préximo capitulo estaremos interessados no estudo de dinimica desse sistema, em parti-
~ cular segnil;do as prescrigdes de Glauber [1) e Kawasaki [2]. |

Na figura abaixo temos a representacio esquemética do modelo e logo
a seguir, apresentamos sua Hamiltoniana:

051 J2 oiq1y
® [ )

Jal Jy

0,2 J2 Ois1,2

Figura 2-Diagrama esquemético dos acoplamentos entre spins na cadeia dupla.

N-1 N-1
H=-J Z 0i,10;,26i+1,10i41,2 — J2 Z(m‘,xﬂiﬂ,x + 0i,20:41,2)
=0 i=0
(2.1)
7, N

2 Z (0i1002 + 0i41,10i41,2).
i=0

9



Podemos determinar as solugoes analiticas pafa as propriedades fisicas do sistema, no
limite termodinamico, através da obtengio da fungso de partigio candnica pelo método
da matriz de transferéncia [9].

A funcgéo de parti¢do candnica definida por:

Iy = Z e_ﬁH,

{eia}
transforma-se, com a substitui¢io da Hamiltoniana, equagio (2.1), em:

N-1
ZN = Z exp{}:[ K10:10i20:041,10i41,2 + K2(0i00i41,1 + 0i,20i41,2)
{”i,a} t=0

K
+ —2—11(6,"1 oi2 +0i11) o¢+1,z)]}, (2.2)

sendo que K; = BJ;, i=1,2,8. Reescrevemos a expressao (2.2) como

N-1
Zn = E H FPiiy, : (2.3)
{gi'a} =0
onde os P; ;4. definidos por:

Piiy1 = exp [K10i,10:20i41,10041,2 + K2(0i10041,1 + 0:,20i41,2)
Ks )
+ -2—(0.',10i,2 + ¢it1,10041,2)], (2.4)

880 identificados como sendo oe elementos da matriz de transferéncia P devido aos valores
assumidos por cada 0; o = +1. Usando a ordem de configuragio do par de spins (0;,1, 0;,2),
para as barras verticais come sendo (+,+),(+,~),(—,+) e (—,~), construimos a matriz P

da seguinte forma:

Py 1 1 Py,

-k, | 1 Py Py 1
1 Pg P 1 ]° (2.5)
Py 1 1 Py

P=.e

10



onde

Py, = 62(K1+K3+Ka),
Py, = 82(K1+K2)+Ka’
P22 —_ e?(K]-'-Kz)—-Ks,

Pys = e2(K1—K2)-Ks_

Efetuando o somatério na equagio (2.3) sobre todas as configuragies
de spins resulta qué:

ZN = Tf(PN),

ou seja, a funcéo de particio candnica é igual so trago da matriz P elevads & N-ésima
‘poténcia.

Por outro lado, a diagonalizacio da matriz P ou, no minimo a sus
bloco-diagonalizacao, permite que a funcio de partigio seja escrita como a soms. dos seus
auniovalores:

4 N
Zn=Y AN, (2.6)
k=1
onde 08 A sdo estes autovalores.

E possivel demonstrar que a matriz

6 0 0 1
0 0610
=1 2.7
M 01 0 0}’ (27)
\1 000
comuta com a8 matriz P, e que a matriz
_ 1 0 0 1
1 0 1 1 0
- 2.8
U=Zlo1 -1 o} (28)
10 0 -1

11



diagonaliza a matriz M. Esperamos entao que a matriz U possa, pelo menos, bloco

diagonalizar P.Isto de fato é verdadeiro e encontramos que:

Py + Py 2 0 0
' _ yr—-1 _ 2 Poy + Pag 0 0
P =U""PU = 0 0 Pyy — Pra 0 (2.9)
0 0 0 Py - Py

Através da equagao _éaracteristica, Det|P’ — ] = 0, determinamos os

autovalores \; da matriz P. Apés a realizacio dos cilculos chega-se &:
A = (e¥11Ke 4 K1-Ka) oogh 2K, + {[(eX1+Ks — K1-K2) coeh 2K,) + 46"2!{‘}é ,

Ay = (X153 4 eK1-Ks) cogh 2K, — {[(eX1 K3 — eX17K3) cosh 2K,)? + 46~ 21} 1,
Az = 2eK1—Kaginh 2K,,
] .
Ay = 2¢K11K3 ginh 2K, (2.10)
Como A; é o maior aﬁtovalor, s funcéo de partiqio pode ser escrita como
Zy = AP, (2.11)
visto que no limite temodinémico (N — oo):

. A\
L:mN_.w(Il-) =0 para k #1.

Com a expressio (2.11) para a fancao de partigio podemos calcular
todas as propriedades fisicas de interesse. Como sera visto no préximo capitulo, calce-
laremos somente a susceptibilidade magnética, pois ela é de interesse direto no cilculo
do expoente critico dindmico. A susceptibilidade magnética pode ser determinada, na

auséncie de campo megnético, através do teorems da flutuagio-dissipagéo [8}:
2
xr =8 (0i0j) — (D {e:)). (2.12)
) :

12



Assim, é necessinio determinar primeimmenﬁe a fun¢ao de correlagdo entre dois spins quéia-—
“quer e o valor médio de um dnico spin. Esﬁe vltimo, esperamos que seja nulo devido ao fato
do sistema ser essenéi&lmente unidimensional. Antes de entrarmos nestes cdlculos especifi-
camente, vamos teni&r encontrar uma matriz que diagonalize a matriz de transferéncia P.
-Um passo inicial ﬁeste processo é a determinacao da matriz dos autovetores normalizados
da matriz de transferéncia. A obtencdo desta matriz é facilitada pelo conhecimento dos

seus autovalores. Depois de algumas manipulagdes algébricas pode-se mostrar que a matriz

abaixo satisfaz essa condigao:

(1+a2)¥ (@+a2)F 0 0
R=| o+ +ad)7T a_(1+a®)F 0 0 , (2.13)
0 0 1 0
1] 0 01
onde
— A ~K;
e-={g - (2.14)
e
z = e¥1+K3 cosh 2K,.
Podemos agora escrever que
, : A; 0 0 o0
~1plp _ p-1gpy-1 _ -1 _ {06 A 0 o
R PR=R""(UPU)R=(UR)"'P(UR) = 0 0 A ©)°
0 0 0 A

13



ou seja, a matriz ortonormal T que diagonaliza P completamente é:

(1+62)T (1+a2)F 0 1
1 | ey(1+a2)T a-(14e2)T 1 0
V2 | ai(1+e2)F a_(l+a2)F -1 0
1+a2)¥d (1+a?)F o0 -1

T=UR= (2.15)

Voltamo-nos agore para o cilculo da fungdo de correlagio entre os spins

0j,a € Ok g que é definida por:
, . n
(0j,a0k,p) = 72 Tr(eiaonpe™""). (2.16) .

. Os indices j e k referem-se as posicGes dos spins nas cedeias, enquanto o e 8 especificam.
cada uma delas. Pode-se colocar a expreésﬁo acimi na seguinte forma:
o 1 ' | -
(05,00k,8) = Zn E PorPr3...Fy-130j,a P41 Pe-1,k0kp Pptr-PN-LN,  (217)
- {gial}
se k> 3.
O par (ai,l!"‘,?) colocado na ordem (+)+)y (+)_): (")+) € (—s";) para

a construcdo da matriz de transferéncia pode ser representado por meio das mstrizes

diagonais abaixo:
10 0 O
61 0 O
t=lo0 0 -1 o |° (2.18)
6 0 6 -1
e
1 0 o0 0
{0 -1 0 o
=10 o0 1 0 (2.19)
0 0 0 -1

14



Quando efetuamos o somatério sobre todas as possiveis configuragtes
de spin na equagio (2.17) podemos substituir os valores de o; o € 04 g por suas respectivas

representagoes matriciais. Neste caso escrevemos:

(9j,a0k,8) = E%Tr(Pfo.,Pk-fa,,PN-*)

= —E—Tr(aapk-japPN-k.H) o (2.20)

1

= —Tr(T o P* oy PY*HT),
ZN

pois TT~! = I. Continuando com este processo, chegamos a termos do tipo:

| [T-IPkT}N = [P'k]rt = A,’f&,,,
(2.21)

[T_lcaﬂlm = [o:x]lmy
que substituidos na expressio (2.20) levam a:

1 (k=j) (N=h4j)
(ai,aﬁk.ﬁ) = ‘Z_;Z&.[o’:zp' - GQP' i H? }rs
[ X

1 . o
= 7;26"[2(“;):-6)\? ”6.':(0;,)‘,,)!‘” (k J)]&u.]

5,t,u

= ZI— Y l(@h)ri a7 (0 yip AN -G},
N

r,t

N ,
como Zy = AN e Limy_.oo (%:) = §;, temos entdo que:

(cia0k0) = Tallobutbpha (X

Al)k—j].
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As matrizes ¢, (@ = 1,2) s@o obiidas diretamente da segunda das

expressoes (2.21):
0 0 iau,(l-mﬁ,)fil '(1+a3,):’:’
s 0 0 +a_(1+a2)7F (1+02)F (2.29)
* :i:oz.;.(l-‘l-ar_z,_):‘o‘l ta_(1+a2)7F 0 0 ’ '
(1+a2)7F (1+a2)7 0 0

onde o sinal superior se referea @ = 1 e o inferiora o = 2.
Quando calculamos o valor médio de um iinico spin, seguimos a sequén-
cia acima. A partir de sua definigcao:

1 -
(ajoa) = E—N- %ﬂj,ae pH’

Entretanto, todos os valores da diagonal principal das matrizes‘ o!, sao nulos, implicando
num valor também nulo para a expressao do valor médio de um spin, como era de se
esperar.

A partir das equagdes (2.12) e (2.22) podemos obter a susceptibilidade

magnética por spin. No limite termodinamico ela é dada pela seguinte expressio:

24

1+
xT =28(1+o}) ' —3-. , (2.25)

A

A
— A
1 Al

A mesmas técnica utilizada acima permite a,inda; enconﬁr&r fungoes de

correlacio entre trés, quatro ou mais spins, se assim for desejado. Como veremos no

16



proximo capitulo, aparecerao fungdes de correlagio de ordem quatro e seis, o que nos

obriga a encontré-las. Entre quatro spins definimos a fung¢ao de correlagao abaixo;

_ | ) .
(aj,aak.',ol,‘lom,p) = -Z_N-Tr[ajoaahn'Yalp“amvP]e P y
onde a, v, p e p podem assumir os valores 1 ou 2. Utilizando & matriz de transferéncia P

e considerando m > 1> k > j, podemos reescrever a expressio anterior na forma,
1 , . - _ B
(95,00, 1O 1LuOm,,) = Z—;Tr[P’ 0aP* 6, P kg, P g, PN-T), (2.26)

onde as matrizes 04, ¢+,0, € 0, 880 dadas pelas matrizes (2.18) e (2.19).Usando a identida-
~ de TT-! = I na equagio anterior, termos do tipo (2.21) aparecem. Com & sua substituicio

encontramos que:

i -G -
(%5,a0k10Lu0m,p) = TZ‘;Z&-[ 2 (0h)ro(AE ’6op)(‘7fg)pq('\; *64t)

'1‘ o’piq’t!“'v,z

x (o :‘ ha (AT ! 5uv)("; ) ('\f T b )] .

Portanto, no limite termodinamico otemos:

(07, a0k101,40m ) = i (0ahp (09 )pe(0), Jeule, )u1( % )k—i ( % ) -k ( _}:_ ) m-l.

2,t,u=l
(2.27)
A expressiao para a fungio de correlagio entre seis spins é obtida de

forma idéntica & partir de sua defini¢ao:

] = : OpnnC }e'ﬁﬂ
(U),aok,‘yal,uam,pan,qao,u)— ‘Z— [Ug,aok,‘yo'l,po'm,p n,n0o,y .

{s}
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Apés algumas manipulegoes algébricas obtemos:

.
v (Uj'aak,qql’pﬂm'pon’nao.y) = Z (0;)11’(0"'7)}"(oz)t“(a’p)"”(oip)”3(02)21
' ’o‘_»“v”lc=1

()76 G TR TE”
/\1 /\1 )‘1 A1. X: ’

(2.28)

comozZzn>m2l2>2k>j.

Entéo realizando-se o8 somatdrios nas expressdes (2.22), (2.27) e (2'.28),
e substituindo-se os elementos de matriz correspondentes o/, obtemos as funcdes de cor-
relaciio entre dois, quatro e seis spins, de forma exata no limite termodinamico (N — oo).

Isto é feito no apéndice I, no limite de baixas temperaturas (T' — 0).
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CAPITULO HI

Dinimica das Cadeias Duplas de Spin

No capitulo anterior, apresentamos o modelo das cadeiag duplas de
spin juntamente com o célculo de sua funcao de particio e das fungdes de correlagio
no equilfbrio. No presente capftulo, @memw interessados nos aspectos dinamicos deste
sistema, ou seja, & partir de uma perturbacéo inicial, cansada por um agente externo,
queremos determinar a evolugéo temporal do sistema desde o estado de n&o equilibrio para
aquele de equilibrio. Como no modelo propoéto p(;r Glauber [1], assumimos ss variaveis
de spin como sendo fungdes estocésticas do tempo e mmp@hmm esta evolucao através
da equacdo Mestra: |

d .
EP(”I,I,°-~;"i,l:"i,zy---,ﬂN,z,t) = - _;_ wi(0i,1,0:2)P(01,1,...,0i,1,0i2,...,0N,2,8)

$

+ E wi("ai,lg —O'i'z)P(Ul,l, ey =081, —04,2, .-, ON,2, t))
: .

(3.1)
onde P(oy,,...,0:1,0:2,..,0N,2,1) é a probabilidade de se encontrar o sistema no estado
(01’1,...,0’;’1,0{,2,...',ON,Q) no instante ¢, e w;(0;1,0:2) é a probabilidade de transicao
por unidade de tempo do par de spins da i-ésima barra de seus valores (g;,,0;2) para
(—0i1,—0:32). Tal escolha nos parece convéniente pois, de forma natural, conduz & um
modelo dinamico essencialmente unidimensional. E importante observar que trabalhamos
com uma dinamica diferente daﬁuela proposté por Glauber, ou seja, 8o invés de virarmos
um Wnico spin, viramos um par de spins. Este tipo de dinamica j'é foi considerada por
outros autores no estudo de sistemas unidimensionais [4].

A obtencéo de ume forma matematica consistente para a probabilidade
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de transigio é possivel gragas &8 Condigio de Balanceamento Detalbndo (C.B.D.), que em
nosso ceso é dada por:

wi(0i1,053)  Peg(—0i1,—0i2)

— = 3.2
wi(—0i,1,—0i2) kPeq(Vi,hUi,z) ’ (3.2)

sendo

P, e PH, (3.3)

a distribuicéo de probabilidades no estado de equilfbrio. Com a Hamiltoniana do sisteme,

conforme visto no capftulo anterior, dada por:

N N
H=-J E 0i10i20i41,10i41,2 — J2 E (0i10i011 + 0020:41,2)
=1 =1

(3.4)

N .
J.
- —2§ E(Ui,l Oi2 + 0i41,10i41,2);

i=1
a razao na equagao (3.2) torna-se:

— . . ) - R N Loy Y
wi(oi,l:oi,z) e Kzﬂ..1(0;+1,.1+0.-1.x)e Ka0.3(0i41,240:i-1,2)

wi{—0i1,—0;2) T etKacia(oisin +a‘.'-x.x)e+szi.2(0'.'+x,2+n-x.z)"

com Ko = f’:ﬁ;. Assim a probabilidade de transicio pode ser escolhida da seguinte forma:

a
wi(0i,1,0i2) = ‘2-{1 — 0;1 tanh [Ko(0i41,3 +6i211)]}

(55)
b 4 {1 - 0i2 tanh {K'g(ag.*.l'g + 0,‘.;1»2)]}.
De modo geral podemos mostrar que:
tanh [K(o; + 0;)] = —;-(0; + o;) tanh 2K. {(38)
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Levando-se esta Gltima expressio na equagdo (3.5), ele toma a seguinte forma:

: o 1 L 1 :
wi(ﬂi.l, 0;',2) = 5[1 - 5’72”&,1(0i+1,x + 0;‘—1,1) - ‘2'7206,2(0i+1.2 + 0i-1.2)

+ %7§0i,106,2(0i+1,10.‘+1,2 + 0i41,10i-1,2 + 6i-1,10i41,2 + 6i-1,10i-1,2)},
(3.7)
com 72 = tanh 2K,.
A definigio d# magnetizagao por spin sendo

(a;,a(t)) = Z”i.ap(al.h ey 01, 04,2y ...,UN,z,f)
7 , (5.8)

= —2(0i,awi(0i1,0i,2))

com o = 1,2, nao permite determinarmos exatamente a sua evolugdo temporal, visto que
aparecem fungdes de correlagao de ordem trés. Mesmo definindo-se ema magnetizagio por

barra de spin como

(01 (@) + 0i2(0)) = Y (01 + 0i2) P(01,1, 1, 00,1, 00,2, -y ON,2, T), (5.9)

a dificuldade persiste. Entdo, pars que possamos obter algum conhecimento sobre como o
sistema evolui para o estado de equilibrio € necessénio outro tipo de abordagem matemética.
Para tanto, comecemos por definir o tempo de relaxacio T como sendo o tempo que o
sistema leva para atingir o estado de equilfbrio, pertindo de uma situacéo de nio equilibrio.
A hipétese de escala [3]‘, [6], [9], relaciona o tempo de relaxagéo, assim definido, com o

comprimento de correlagio (¢) do sistema pela seguinte forma de escala:

77 = F(), (3.10)

onde § é um vetor de onda critico apropriado, z é o expoente critico dinémico e F(g¥) umea
fungao analitica do eeu argumento. Através desta relagdo e da resposta inicial do parametro
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de ordem do sistema que veremos a seguir [3],(6], é possivel encontrar um limite inferior
para o expoente critico dinamico em baixas temperaturas, para sistemas essencialmente

unidimensionais.
Resposta Inicial do Parametro de Ordem

A teoria abaixo descrita segue n sequéncia daquela apresentada por Leal
da Silva [3] e desenvolvida por Halperin [10] para estabelecer um limite inferior rigoroso
para o expoente critico dinamico do sistema.

Inicialmente definimos uma fun¢éo ®(01,1,...,0:1,0i32,...,0N,2,1) dada

por:
P(O‘-l'l, veey 04,1, 08,2y ...5 ON,2, t) = Peq(ﬂl,l, ey 04,1, 04,2, 004 O’N,z)
| (3.11)
) 4 Q(Ol,i, e0305,130{,2y ...y ON 2,4 t),
que é substituida na equacio Mestra (3.1). Usando-se a C.B.D. '(3.2) vem que:
d
"E‘I’(ﬂm, s 05,1, 05,2, -y ON,2, 8} = =D®(01,1, ..., 04,1, 00,2, ..., ON,2, 1), (3.12)
onde o operador D é definido como sendo:
v N
DF(01,1,.:,0i1, 05,3, 1 ON,2,8) = O wi(04,1,042)
s=1
(3.13)

X[F(01,05.1 00,1, 00,2, -, ON,2, 1)

-F(o1,,..., =01, —0{2,...,0N,2, t)]
Sabendo-se que a solucéo formal da equagdo (3.12) é:

— —Dt
é(‘71,1: sy T 1y 04,2y ooy UN'z,t) =e ¢(01,1’ sy 01, 0:,2,--;0N,2, 0))
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a expresszo (3.9) da magnetiza;éo por barra torna-se:
((0i1(8) + 0:2(1)) = (i1 + 0i2)e P D(01,1) s 06,1, 00,20y ON,2,0))eq,  (3.14)

sendo que no lado direitc; dessa expressao a média é tomada no estado de equilfbrio.

Consideremos um sistema ferromagnético sob a influéncia de vm campo

magnético fraco e uniforme B = 727 emt<0eT>T, Emt =0, desligamos o campo

e 8 magnetizagio evolui para o seu velor de equilibrio. Pode-se mostrar entao que o valor

inicial de P é dado por:

P(01,15 s 0N,2,0) = Peg(01,1,.y0N,2)[1 + B Z("i.l +0i3) + O(B*)].

Por inspegso direta da equacio (3.12) encontra-se que:

B(01,1,.-408,2,0) = [1+ B (0:,1 + 0:2)].

e que a equacdo (3.14) torna-se:

((oin (@) +0:2())) = BY {(041 + 0i,2)(0j,1 (1) + 0j,2(1)))es (3.15) -
7

onde
(65’1(") + G’j'z(t)) = C-Pt(djﬂ + G,"z). (316)

Usando-se o fato de D ser um operador real juntamente com a C.B.D.,

equagdo (3.2), é possivel mostrar que:

(f*Dg)eg = (9Df*)e; e que

' @‘Dg)cq 20,
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onde g e f sdo fungdes quaisquer de {0, o} € g* ¢ f* @8 suas respectivas conjugadas
complexas [11], [12].
Seja C,(t) uma fungio de auvto-correlagéo dependente do tempo no
equilibrio térmico:‘
Cy(t) = (8" (0)g(t))eq- (3.18)

Esta fungéo possui uma representagao espectral da forma:
00 : .
Cy(t) = / py(v)e " tdv , (3.19)
0

com @,(») > 0 para todos os valores de ». Se consideramos o valor médio de g no eq'uilfbrio
como sendo igual a zero, podemos definir o tempo de relaxagao 7, e a taxa de relaxacdo

inicial v, através de:

7o = Cy(0)* f" o, (),

= C,(0)~} -/0°° @, (v)v "y,
(3.20)

a1 d
vy, = —Cy(0) 150:;(‘) le=0,

=G, [ e

Pela aplicagio da desigualdade de Schwartz &s equacOes acima, derivamos a seguinte

relacao:

a2V, (3.21)

Se tomamos g como sendo a transformada de Fourier da magnetizacio por barra de spin,
ou sejs,

=1 iy.f; '
g=0g=N7T E (o)1 + 05,2)e'F5, (3.22)
J
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entao, C,,(t) em t = 0 estard relacionada & susceptibilidade megnética através do teorema

da flutuagao-dissipagao [3],[9] por:
CU'(Q) = KBTXf)

onde

X§ = %fizk:((“j.l +0;,2)(0k,1 + On2))e T =),

(3.23)

¢ a susceptibilidade magnética correspondente ao vetor de onda §. Se § = 0, essa expressao

¢ a mesma que calculamos no capitulo anterior.

Tomando a derivada da equagio (3.18) em t = 0 temos que:

%C,,(t) li=0= %(a}(o)ﬂz(f))eq fe=0 -

Mas, de acordo com as equagdes (3.16) e (3.22) notamos que:
oz(t) = e~ Play,

ou Beja,

d
500 (t) le=0= —{0-4Dag)e,.

Substituindo-se nesta dltima expressao a equagao (3.22) encontra-se que:

d

dt ik

Entretanto, é possivel mostrar pela defini¢do do operador D que:

D(ojs + 0j,2) = 2(0j1 + 0j,2)wj(0j,1,0j,2),

25

1 (g.(F i
Coplt) le=0= — 5 Y et (041 + 0k,2)D(0j1 + 95,2))eq-

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)



e com a ajuda da C.B.D. (3.2), a expressao (3.27) torna-se:

d 4 ircri_
5 Cee(t) li=o= —I—V-’}_;e EE =i (1 + 04,10,2)w5 (05,1, 01,2))eq
ou seja,
2oy 1) limo= — = (1 + 01.107.2)5(07.1, 952N 3.28
d‘t oy = N P I 1) ’ ' eq ( )

)

De posse desta equagio e das equagdes (3.20) e (3.28), podemos recscrever a desigualdade

(3.21) da seguinte forms:

L KeTxq

. 3.29
 Tiea (1 + 0j,105,2)w; (07,1, 05,2))eq .29

Assim, é possivel de se determinar um limite inferior para o expoente critico dinimico,
definido anteriormente através da equagio (3.10), calculando-se as expressdes no lado di-

reito da desigualdade acima na situagdo de equilibrio termodinémico.

De acordo com a expressio (3.7) da probabilidade de transi¢io, o valor
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médio no denominador da desiqualdade (3.29) pode ser escrito de seguinte forma:

1
(1 + 00100 2)wi(0:,1,0:,2))eq = %{l + (0i,10:,2) — 2" [(6-‘,10;-1,1)

+{0i10:41,1) + (0i20i-1,2) + (06,20041,2)

+{0;20i-11) + (0i20i41,1) + (6i,10i-1,2)
1 2 E
+(0:10i41,2)] + P (0i41,10:41,2)

+ (0.'+1,1 0&-1,2) + (di—1,10£+1,2) + (Gi—1,1 0:’-1,2)

+(0:10:20i41,10041,2) + {0:,10:,20i41,10i-1,2)

+{0i,10i,20-1,1 0i+1,2) + (oi1 0;,20.‘—1,10;'—1,2)] }

O vetor de onda critico para sistemas nnidimensionais ferromagnéticos

corresponde ao caso uniforme, ou seja, § = 0. A susceptibilidade magnética xy—o, como

sabemos, diverge no limite 7 — 0. Portanto, encontramos o velor médio na equagéo

acima usando as func¢des de correlacio calculadas no apéndice I no limite T — 0 e para

Ji,J2,J3 2 0. Apés algumas manipulacoes algébricas é poesivel mostrar que:

(1 + 0:,10:,2)wi (0,1, 00,2))eq = 20e™*K2,

Substituindo-se na expressao (3.29) as equacdes (3.10) e (3.31), para § = 0, obtem-se:

{, KBTXQ"=O
= QCe—tK2 '’

onde C é uma constante. Se as equagbes para o comprimento de correlacéo e para s

susceptibilidade magnética, dedas no apéndice 1 para o caso ferromagnético no Limite de
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T — 0, séo substituidas na expressiao acima, encontramos que
2212

é o limite inferior para o expoente critico dindmico a.ssociﬁdo 3 uma probabilidade de
transicio que leva em conta a inversao simultanea de dois spins de uma mesma barra. Esse
resuliado é o mesmo que o obtido para o modelo de Ising unidimensional com interagoes
entre primeiros vizinhos. Notamos que os detalhes microscépicos da Hamiltoniana, como
por exemplo, a interagib entre quatro spins, nao modifica o valor espérado de z. Se a
condicdo 2J; + 2J: + J3 > 0 for satisfeita, mesmo que consideremos algumas interagoes

como sendo antiferromagnéticas, obtemos & mesme condicao determinada ecima, ou seja,

z22

Para melhor compreendermos a dindmica do sistema em estudo, seria
interessante determinmm o expoente critico dindmico associado a outras formas de taxas
de transicdo. Uma destas poderia ser, por exemplo, a mversiio simultanea de dois spins
vizinhos pertencentes & mesma linha. Como no caso anterior, a evolﬁgiio do sistema pars
o estado de equilibrio se dé através da equagdo Mestra: |

. v
P01 1 008, i1, ON 2 E) = = Y wiloip, 0it1,8)

X P(am, ooy Oi By Tit1,By -0y ON,2y i)
(3.32)

+ Zwi(—oi,p) —0it1,8)

x P(61,1,...,—0i g, ~0i41,8, . ON,2, 1),

onde 8 = 1,2 ¢ a linha onde se encontram os spins, e w;(0;6,0:4+1,5) é a probabilidade
de transicéo, por unidade de tempo, do estsdo (01,1, ..., 0i,p, Gi41,6, -.., 0N 2) Para o estado
(61,1, Seey —-a,'.p, -—0.'+1'p, cesy ay’z).
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Com a ajuda da C.B.D. dada por:';

wi(0i,0i41,8) _ Peg(—0ip, —0i41,8) (3.33)
wi(—=0ip,~0i41,8)  Pegl0ip,0it1,p) ,

e utilizando a distribuicdo de probabilidades no equilfbrio, a seguinte expressao para &
probabilidade de transi¢éo é obtida: |

-1 1
wi(di,t, 0.'+1,1) = '2'0! [1 - 571 (0.'-1,106~1,26£,10.‘,2 + 0i+1,10.'+1,20.‘+2,10-'+2,2)] X

, [1 - %72(‘%‘—-1,1 oi1 + 0£+1,10i+2,1)1 X (3.34)

[1 - %73(0;,1 oi2+ 0i411 0(-{-1,2)]:

sendo que os spins foram escolhidos na linha f =1, e ; = tanh 2K; com 1 =1, 2, 3.
A substituigio da fungdo ®(01,.1,...,0i1,0i41,1..., ON,2,t), definida an-
teriormente, na equagao Mestra (3.32) tem como resultado a equacio (3.11) se redefinimos

o operador D como sendo:

DF(01,4,...,0:1,0i41,1...,0N,2,8) = Z wi(0:1,0i41,1)

s

3.35
X [F(Gl‘i,..., 0;,1,0;+1,1...,0N.2,t) ( )

- = F(01,1, eoey =041y —O0ig1,1-003 OTN,2, f)]

Com esta definigiio é possivel chegar ao mesmo resultado dado pels equa;ﬁo (3.16). Além
disso, o fato de D ser um operador real fag com que as propriedades (3.17) permanecam
vilidas. Desta forma, as relagdes (3.18-3.21) podem ser usadas. Se utilizamos a definigio
(3.22), as quagé')es (3.23 e (3.27) continuam vilidss. Porém, a aplicagdo do operador D

nesta dltima resulta em:

D(os, + 0i,2) = 20;1wi(0:1, 0i41,1),
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de tal forma que uma desigualdade andloga a (3.29) é obtida:

1_( KBTX¢
-2 EN 1((1 + 0j,105,2)wi (0,1, 05 41,1))eq

(3.36)

O valor médio no denominador da equacao anterior é calculado para interagdes ferro-
magnéticas no limite de baixas temperaturas (T' — 0), com o auxilio das aproximacdes
encontradas no apéndice I para as fungGes de correlagdo. Apés algumas manipulaces

algébricas é possfvel mostrar que:

((1+0j,10,2)w; (01,1, 07.41,1))eg = 16ae™4K1=4Ka=4Ks (3.37)

No caso ferromagnético o vetor de onda se anula e as expressdes da
susceptibilidade magnética e do comprimento de correla.;ﬁo, dadas no apéndice I, podem
ser substituidas na equacdo (3.36). Se utlhzarmos a relagdo de escala pam T podemos
determinar um limite inferior para o expoente critlco dinamico z, paraa ta.xa de transicdo

considerada. Levando-se em conta estas consideracoes podemos mostrar que:

K, K;
> =1, 28
z 2+K2+Kz

Surpreendentemente, observamos que este limite difere daquele obtido anteriormente. Em-
bora nio tenbamos calculado o valor exato desse expoénte, notamos que ele parece mostrar
uma dependéncia nos aspectos microscipicos. Apenas se Ky e K3 forem nulos (sistema
unidimensional) é que obtemos z > 2. Essa aparente quebra na universalidade do ex-
poente critico diné.miéo também j4 foi verificada para o modelo de Ising em uma dimenséo
quando as interagoes de intercémbio sdo ndo homogéneas [3]. Uma possivel justiﬁca.tivﬁ
para o cardter niio universal de z, para sistemas essencialmente unidimensionais, deve es-

tar relacionada com o fato desses sistemas apresentarem uma temperatura critica nula.
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Quando nos aproximamos do limite T — 0, as taxas de transi¢ao devem se anular muito
mais rapidamente que o im"erso do comprimento de correlagao.

Um outro tipo de dindmica que nido deve ser excluida de nossos estudos
é aquela proposta originalmente por Glauber, ou seja, a inversdo de um spin por vez.
Escolhemos este spin como sendo o;; e acompanhamos a evolu¢do do sistema para o
estado de equilibrio quando o spin sofre uma transigao do seu estado atual para o oposto.

Neste caso, a equaéﬁo Mestra é deda por:

d
E—P(Um, vy Oi1y ey ON2y E) = — z’: w;i(0:1)P(01,1y -y 001,y 0y ON,25 2)
(3.38)

+ E w,'(—d,‘,1)P(0‘1,1, ooy —0i 1y .y ON,2, f),
[t

onde w;(0;1) é a taxa de transigéo, por unidade de tempo, na qual o i-ésimo spin da linha
1 tem seu valor 0;; alterado para —o;;. A obtengéio de uma expressao para w;(v; 1) segue
da C.B.D. dada por:

wi(0i1) _ Peg(—0iy)
wi(—0i1)  Pegloin) '’ (3.39)

e das equagdes (3.3) e (3.4). Da mesma forma que nos casos anteriores, podemos mostrar
que:

1 1
wi(oi1) = 50'[1 - 571 (Ui,l_"i,20s'+1,1 Oi+1,2 + 0i-11 05-1,20£,10c,2)] X

1

f1- 2" (0i-110:01 + 0&,10i+1,1)] X (3.40)

[1 - 730,10:2],

onde v; = tanh2K; i=1,2 e 73 = tanh K3.
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A partir deste ponto procedemos de forma semelhante acs casos an-
teriores e determinamos uma desiguddade, anéloga 4s desigualdades (3.29) e (3.36), de

seguinte forma:

T 2 KpTxq
¢=7 EN 14010 wiloi M.,
N j=1« +"J._1"J.2)w:("i.l»eq

(3.41)

No limite de baixas temperaturas (T — 0) e considerando interagdes
ferromagnéticas, o vetor de onda ¢ se anula. Com a utilizagio das expressdes do apéndice

I, o limite inferior do expoente critico dinamico é obtido e dado por:

K, Kg
> —_— —
222+ X, +2K2

Notamos também neste caso a nao universalidade do expoente critico dindmico z.

Os casos até aqui estudados levam em consideracio somente a inversio
do sinal dos spins, de tal forma que as_>magnetiza§6es global e local nao se conservam. Eates
néo sdo, porém, os inicos casos de dinimica encontrados na literatura. Existe um tipo,
proposto por Kawasaki [2], onde a perturbaciio externa induz a uma troca de sinais enire
dois spins vizinhos mais préximos Quando o produto dessas variaveis de spin for igual a
-1. Neste caso, néo hd conservagiao da magnetizacao local, porém a magnetizaqi_io total do
sistema € conservada. Semelhantemente aos casos anteriores, é através da equagao Mestra
que podemos acompanhar a evolugdo do sistema desde o estado inicial de néo equilibrio em
diregiio 8o estado estaciondrio. No caso de trocarmos dois spins vizinhos mais préximos de
uma mesma linha, a equagio Mestra para o modelo de duas linhas de spins interagentes
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que estamos considerando, toms a seguinte forma:

d
PR Tifs Oik1,fy s ON ) = = > wivit1,8(9,8,9541,9)

X P(01,1, ey O By Oi41,85 -y ON,2s i)
(3.42)

| + z w""“"”l)p (ai"‘lop’ 0‘.}’)
'

X P(al,l’ ey 41,8304,y <3 ON,2, t))

sendo que w;..i41,6(0i,0i41,5) é a probabilidade de transicéo, por unidade de tempo,
para a troca de sinais entre os spins do par (0;,5,0:i41,5) com § = 1,2. Pera uma equagio

deste tipo, a C.B.D. tomsa & seguinte forma:

Wivei+1,6(0:,8,0i41,8) _ Peg(0i41,8,0i8) (3.43)
Wisi41,8(0i41,8,05,8)  Peq(9ip,0i41,8)

Com o auxilio das equagdes (3.3) e (3.4) é possivel identificar a probabilidade de transigao

associada a este tipo de dinamica. Apds alguns cdlculos encontramos que:
1
W£~i+1,1(0i,1, 0&+1,1) = Ea[l - ‘7:',10{1-1,1] X

1
[1 - -2"71 (0£-1,105—1-.20i,10i,2 + 0:+1,10i+1,20.‘+z,10i+2,g)] X

1

- 572(0:'—-1;1‘".1 +0i41,10i42,) ] X

[r- ';'73(0;,10.’,2 + 0i41,10i41,2)],
(3.44)
onde 7; = tanh 2K; = 1,2,3e escolhemos § = 1.
Quando a fungéo ¥(0;,1,...,0n,2,t), definida anteriormente, é intro-
duzida na equacio Mestra (3.42), uma expressio similar & equagio (3.12) é obtida se

33



o operador D é definido por:

DF(01,1, 001, Oig1, 15 ON,2:, 1) = Y Wivnig1,1 (04,1, 0i1,1)
i

| 3.45
X [F(al,l, ey 051, Oig 1 eeey oy’z,i) ( )
- F(al,l; sesy 0;.’_1'1, 05,1..., ON,2;s t)]
A sequéncia de operagGes matemdticas & partir da equaciio (3.13) é inalterada até chegar-

mos a equagao (8.27). Porém, a aplicag@o do operador D nesta iiltima resulta em:

D(o;1 + 0i2) = (0i,1 — 02,1 )Wiwnis1,1(060, Oig1,1)

(3.46)
+ (01 — i) )Wic1in(0io1,1,0:01).
Portanto, com a ajuda da C.B.D., equacio (3.43), a equagao (3.27) torna-se:
-‘-i-C'a le=0= -2 D 11— cos(@AN(L + 04,1 0,2)Wiit1,1 (001, Fix1,1))eq (3.47)
dt g = N - ’ » » 23] ’ q .

onde @ é o vetor entre os spins vizinhos mais préximos ao longo da cadeia. Desta forma

obtemos a sequinte desiqualdade para o tempo de relaxagao:

w2 KeTxg

- . 3.48
A 3N 1= cos(@DUQ + 05,104 2)Wi i p1,1(05 1, 0i41,1))eq (3.48)

Considerando-se novamente o caso ferromagnético no limite de baixas
temperaturas T — 0, podemos calcular o valor médio no denominador da express&o acima

usando a equacio (3.44) e es fungdes de correlagio encontradas no apéndice I. Apds algumas

manipulagdes algébricas é possivel mostrar que:

((A+ 00100 2)winig11(001,0i41,1))eq = Bae~1K1-8K3—4Ks (3.49)
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A desigualdade (3.48) pode ser expressa de forma um pouco diferente
com a ajuda da equagdo (3.10) e da expansio de cos(§.d) nas viginhangs de § = 0 (vetor

de onda critico do modelo ferromagnético). O resultado que se obtem é o seguinte:

T D> F(é.z(){)Xfuotz )
U= {0+ 00106 2)winsi 41,1 (04,1, 0i41,1) e

Substituindo-se nesta dltima expressao as equacdes para o comprimento de correlagao e
pare s susceptibilidade magnética, dadas no apéndice I, juntamente com & equagao (3.49),

mostramos que o expoente critico dinamico tem a seguinte forma:

K
£> 54 ok 4 28

Kz Kz )

O modelo de Ising dindmico em uma dimensdo néo tem solugio exata
para a taxa de transicio de Kawasaki. No caso do modelo de Ising em uma dimenséo
com interagao de intercambio apenas entre primeiros vizinhos é possivel de se determinar
exatamente o expoente z através da técnica da resposta linear [6],{13]. O resultado que se
obtem é z = 5. Da mesma forma que para a dinamica de Glauber, quando sdo consideradas
interacOes ndo homogéneas, o expoente critico dinamico z passa a depender dos detalhes
microscopicos da Hamiltoniana [3]. Claramente, noeso resultado para z se reduz aquele do

esperado para uma cadeia linear quando K; = K3 = 0, ou seja, z > b.
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CAPITULO IV

Modelo de Ising Bidimensional Anisotrépico

Neste capitulo estudamos o comportamento de uma rede quadrada de
spins de Ising que estd em contato com um banho térmico & temperatura T, e onde as
interagdes de troca entre os spins nas di.regﬁes horizontal e vertical sao diferentes e podem
competir entre si. Este modelo é similar 4quele estudado por Tomé, de Oliveira e Santos
[7] que levam em conta néo o contato do sistema com um \dnico banho térmico mas sim
estudam o efeito da interacio do sistema com dois banhos térmicos em temperaturas
distintas com probabilidades p € 1 — p de ocorrerem. Nossos modelos séo equivalentes
quando um dos banhos térmicos desaparece, e se tomamos interagdes de troca idénticas
nas duas diregoes consideradas da rede.

A 'representaqiic; esquematica do modelo proposto, e sua respectiva

Hamiltoniana sao dadas abaixo:
Ji
® [ ) @
A
[ J [ ) [ ]
Ja
° ° °
Ji o

Figura 3 - Diagrama das interac3es de troca do modelo de Ising em duas dimensdes

H=- ZG;J [Jlaiq}-l,j + Jzﬂi.j+1] . (41)
ij

O sistema, que estd em contato com um banho térmico & temperatura
T, € descrito pela dinamica de Glauber, e evolui para o seu estado estaciondrio de acordo
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com & equagao Mestra dada por:
p .
qFlot)=- X’: w(o,a’')P(o, i)‘ + z’: w(o’,0)P(d',1), (4.2)

onde ¢ = {0;;} representa um estado do sistema e o conjunto de varidveis o; j toma os
valores +1. Tembém, w(a, o’) representa a probabilidade de transi¢io, por unidade de
tempo, para a transigdo do estado o para 6 estado ¢, quando um spin é invertido de cada
vez. Se invertermos o spin o; ;, podemos escrever uma equagao para w(o,6’), que leve em
conta & condigio de balanceamento detalh;do:
w(oij) _ Peg(=0iy)

w(=vi) ~ Pegloi) ’ 43
onde Py(o:j) é a probabilidade do sistem# ser encontrado no sen estado de equilfbrio.’
Levando-se em conta a forma da Hamiltoniana do sistema, pddemos escoliner a séguinte
forma para a probabilidade de transicao, quando invertemos o spin o; ; , enquantio os outros

permanecem fixos:
1. .
w(oig) = {1 - oi; tanh[Ky(0io1j + 0it1,3) + Ko(0ij-1 +0ij41)]},  (44)

sendo K; = i’.—gf’ s = 1,2. As equagdes para a evolugdo temporal da magnetizacio e da
funcdo de correlacdo entre dois spins, deduzidas no capitule I, podem ser reescritas aqui

como sendo:

0 O) = ~2oisw(oig)), (45)
;—t—(c.-.,- @oui(t)) = —2oijor[w(oi;) + wlors)]) . (4.6)
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A partir de um método aproximado descrito a seguir, calcularemos as

fungoes que aparecem no lado direito das equagdes acima.
Aproximacao de Pares

Inicialmente vamos assumir que a rede quadrada seja dividida em duas

subredes conforme a figura abaixo:

: Jl

[+ 0. [+]
. J2
® [} [ ]
Ja
° ° °
A

Figurs 4 - A rede quadrada 6 dividids em duse subredes (® representando a subrede 1 e O & subreds 2),
sendo ca;da. ume delss constitufda por linhas alternadas de spins.

 Além disso, a magnetizacio dos spins localizados na subrede 1 seré designada por m; e a

da subrede 2 por m;. T@&m as fungdes de correlacdo serao de dois tipos: r, pars as

correlagdes entre subredés’ e r, pars as correlagoes na mesma subrede. Seja ¢; um spin

localizado na subrede 1 é o2 um spin na subrede 2. As probabilidades de que esses spins

assumam os valores 0; e 02 830 dadas respectivamente por:

Pyo) = %(1 + myoy), (4.7)

. ,
Pz(cz) = 5(1 + YD202) . (4.8)
A probabilidade de se encontrar um spin 01 na subrede 1 e 02 na subrede 2 é dada por:

1
Py(01,02) = z(l + my01 + maoa + r,0102). (4.9)
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Se o0s spins 0y e o3 se situam na mesma subrede, & probabilidade de se encontrar esse par

é dada por:
. ‘
Py(o1,03) = Z(l + my(01 + 02) + rhor02), (4.10)

se eles estdo na subrede 1. No caso de estarem na subrede 2, basta trocar m; por m;.
Para que possamos calcular os valores médios no lado direito das equa-

cdes (4.5) e (4.6) precisamos determinar a probabilidade de um aglomerado de spins estar

num estado especifico. Se tomarmos o; como um spin central cercado pelos seus vizinhos,

& probabilidade deste aglomerado pode ser aproximada por [7},[8]:

Py(01,0; Pi(o1,0;
Aeall },1(“,3’)121 o (41

onde o produtdrio em i(j) é realizado sobre os spins vizinhos da mesma (outra) sub-
rede. Também podemos escrever a probabilidade para um par de spins vizinhos mais pré-

Ximos 0; € 03, cercados pelos seus spins vizinhos mais préximos. Neste caso teremos:

P12(01, 0;‘) Pu(m',”z)
P12(61,02)51;[2 Pi(o g Po(os) (412)

Essa expressio deve ser particularizada para as situaces nas quais os dois spins estdo na
mesma subrede ou em subredes diferentes.

Com a divisio da rede quadrada em duas subredes podemos escrever

expressbOes para a probabilidade de transi¢ao dos spins em cada uma delas como sendo:

wi(o1) = %{l — o, tanh[K; Z:Ui-i-Kz Eaj]}, (4.18)
i i

wa(o2) = %{1 — oz tanh[K, Zd.’ + K, Zaj]} : (4.14)
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Novamente, o somatério em i( J) ¢ sobre os spins vizinhos da prépria (outra) subrede.
Com o objetivo de calcular a magnetizacdo em cada suBrede e as fun-

.goes de correlagao entre spins vizinhos na horizontal e na vertical, substituimos as ex-

pressdes (4.7)—(4.14) nas equaq&esv (4.5) e (4.6). Apés algumas manipulagoes algébricas é

possivel mostrar que elas sao dadas por:

d _ ufz? — ¢%vl = q¢%v2 — udw?

= m1+'71,[ = + " ]

qui(z® —vf) | quz(v; — w?) ]
z3 v

g’z — ufvf udv — ¢ w?
- +
] =1 W ]

+ 272
(4.15)

2 2 2 2
L ziuy — vV w — U
t 274[ ( 13 q) t (q 2)]9
x y1

1

d t%’z2 - qzvg qzvf - t%w’
oMz =-—m2+ |- +
dt [ 23 v ]

ghi(z — v}) | gt2(vf — w?)
), v

@2~ 130} - gw?
———+ ]
zy Vg

+ 2')’2
- (4.16)

"‘I’s[

[vzz(t1 q) v w(g® -i)]

z3 v
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d wiz? 4+ g2l vl + ulv?
—_—pp = — 2 -
i 2ry + 71_[ = + 7 ]

2.2 2,,2 2.2 202
gz + ulv U, v +qw
) ’273[ za_ll t 22 ]
1 yl

2 2 2 2
v z(uy + vow +u
+ 4y ( L 'I)+ (¢ 2)]’ ‘ (4.17)
z7 v
2,2 4 0242 292 + wlw? 1222 4 g2u2 2 4 4202
L PR YA ot LT B LI Gl v} + ')
dt . % y{ z, Y2

rap[Lalf i) 7“2("2:8‘*' v)) , a2 +vd) | ataled +w?),
, 1 1 z5 yg

2+ uj} | uivi+ e’ P+ | el + o

—el v = B

], (418)

sendo que as quantidades auxiliares sao dadas por:

y7 = ta.nh(ZK1 + 2K3), v2 = tanh 2K2,A

s = tanh(2K; — 2K3;), +v4 = tanh2K;,

-1 1
z1 = P(+) = -2-(1 +mi), z2=P+)= 5(1 + ma),
1 1. ;
yl = Pl(_) = ‘é‘(l — m]_)’ yz = P2(_') - 5.(l — mz),
_ 1 )
v =F+-)= Z(l tm—my—r), vy=P(-+)= Z(l —m; +my — ry),
1 1
up = Pi(+,+) = (1 +2m; + r), uz= Py(—,-)= (1= 2m1+ ),
1 1
t1 = Pp(+,+) = Z(l +2mz+ 1), t2=Pi(—,-)= Z(l - 2my + r1),

1 ) 1
z2=Py(+,4+)= z(l +m +matr,), w=P(-,-)= -4—(1 —m; — my + 7,),
e
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4= Palt, =) = Ba(=4) = 51— ma). (4.19)

Quando o sistema atinge o seu estado .estacionério, o lado direito das -
equacdes (4.15)-(4.18) se anulam. Estamos interessados em estudar a transi¢ao de fase do
estado ordenado para o desordenado (paramagnético) que € caracterizado por m; = m, =

0. Neste caso as fungdes de correlacao horizontal e vertical sio dades respectivamente por:

1
r =3 ['71(1 + r?, + r;‘: + dryry + riri)

+ys(1+ 22 + 1',2,j — dr,ry + rird) (420
+27%(1 =5+ vy = ori)],
1
ro =g [1(1+ 22 + £} + drora + #2r7)
121493 = o = ird) (421

-v(1+ r?, + r;‘: — 4r,ry + rﬁr:)]

Com a definigio das grandezas my = L'ﬂ—"zi‘-a)- em; = i'—"-’—;M também
podemos determinar as fases ferromagnética e antiferromagnética. Porém, para obtermos
equacdes diferenciais que dependam somente de m; ou de m, é predso fazer uma expansao
até primeira ordem nestas grandezas, apos a realizacio da soma e da subtracio das equagoes
(4.15) e (4.16). Préximo & transicdo de fases, podemos escrever as seguinies equagdes

Il

diferenciais para os desvios infinitesimais ém; e ém, na seguinte forma:

P .
A sy = , 4.2
) my A,Sm, ‘ ( 2)
[
9 sme = Ab (4.23)
& Mg = Ag0M,, | .
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. onde

Ay =-1+4< 11[1 + 2r,rh + (r +r2) - r.,r,, r r;,]

1
+ 572‘[1 — 2ryr — 12 + 27,70

L | (4.24)
+ 5’78['2'("3 —r3) +rori —rin]
1 2, o2
+ 574[1 —2ryrp — 1y, + 2rvrh]» .
1 1 5 2 _ 2 |
Ag = -1+ 5"71[5("9 - "n) = Fufp — "u"h}
1 2 2
- -2-72[1 + 2Pyt — i — 2707)
(4.25)

1 1 :
+ 573[1 + E(r?, + £2) ~ 2r,7h + rord — r2py]

1
+ -2'74[1 + 27,75 — 2 4 2r214),

Se Ay < 0 e A; < 0, a fase paramagnética & estdvel. Portanto, a condigéo z\; —>0
Juntamente com as equacoes (4.20) e (4.21), permite determinar a linha de tra.nsu;ao entre |
as fases ferromagnética e paramagnética. Da mesma forma a condigéo A, = 0, juntamente
com as equacOes (4.20) e (4.21) determinam a fronteira entre as fases antiferrom&gética
e paramagnétiéa. O diagrama de fases, obtido numericamente, é .apreéentado na figura 5
abaixo. |
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Quando K2 =0 (J» = 0) a temperatura crftica é nulﬁ, visto que neste
cas_o‘ teremos cadeias desacopladas, e como sabemos, a aproximagao de pares fornece s
- temperatura critica correta em uma dimens#o. |
| Se tomarmos J; = J, é fécil mostrar que nossas equaces anteriores se
reduzem aquelas do trabalho de Tomé, de Oliveira e Santos {7], quando as temperaturas
dos dois banhos térmicos sfo idénticas.

.00
Ko /¥y o e
+ !
Y -
.. 7
. ,/
\..'.A Pe
S *\ P s
200 - \ /
. \ //'
1, !/
Y /
\ /
\ /1
\ /
1.00 ~ AF _ / F
G.00 1 :
-1.00 0.00 1.00

Figura b - Diagrama de fases do modelo de Ising bidimensional com

interagdes anisotrépicas. No diagrama kl = FJ:T

[,
5

- 2
J1



CAPITULO V
Conclusao

Estudamos nestva dissertacio o comportamento de dois modelos magné-
ticos nas vizinhancas de seus respectivos pontos criticos. Em ambos os prqblemas uti-
lizamos o formalismo da equagao Meqtra, juntamente com a Condigao de Balanceamento
Detalhado, para descrver a evolugéo temporal dc;s sistemas em diregao aos seus respectivos

estados estaciondrios.

Inicialmente consideramos uma cadeia dupla de spins ;om interagGes
de quatro spins que apresenta solucdo analftica no estado de equilibrio. Embora néo
pudéssemos resolver exatamente e:ste modelo fora do estado de equilfbrio, utilizamos a
taxa de relaxacéio inicial do pardmetro de ordem para determinar um hmlte inferior para
o expoente critico dindmico z. Consideramos também duas taxas de transigio diferentes:
a de Glauber e a de Kawasaki. Mostramos que para estas duas taxas o expoente ;:ritico
dindmico depende doe detalhes microscépicos da Hamiltoniana, o que parece confirmar
um cardter nao universal. Eese mesmo tipo de comportamento também foi observado no
modelo de Ising unidimensional com interagoes de troca néo homogéneaé. Esse comporta-
mento pode ser atribufdo ao fato que a probabilidade de transi¢do converge a zero muito
mais rapidamente que o inverso do comprimento de correlagiio, nas vizinhancas da tem-
peratura critica dos sistemas essencialmente unidimensionais. Quando os parfmetros da
Hamiltoniana sdo escolhidos de tal forma que obtemos duas cadeias desacopladas, nossos

resultados se reduzem aqueles obtidos para o sistema unidimensional.

Tembém estudemos um modelo de Ising em duas dimensdes com in-
teragGes competitivas nas direcoes horizontal e vertical. Utilizando a aproximagio de
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pares para a probabilidade dos aglomerados de spins, determinamos o diegrama de fases
do. modelo, que exibe as fases antiferro, ferro e paramagnética. Quando o acoplamento em
uma das diregOes se anula, a temperatura critica val a zero, o que jé era esperado, visto
qué a aproximacao de pares fornece a temperatura critica exata para o modelo de Ising

unidimensional.
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APENDICE I

Cadeias Duplas de Spins no Limite

de Baixas Temperaturas |

No capitulo II foram calculadas as fungdes de correlagdo entre dois,

quatro e seis spins cujas expressoes finais sao dadas réspectivamente por:

s (k=i)
(0} a0kp) = E[(Of.)n(a;,)q (A.Al )], _ (1.1)

4 ” ’ ’ ' N AV E A\
("i.a"k.'r"l.#"m.p)': E (”a)lp(aq)pt(“p)tu(“p)ul(f) (X) (ﬁ) >

ptu=1
(1.2)
e
4 v
(95,2 0k, 701,u0m,p0n 0 00,4) = Z (”:x)lp(V—'y)pt("L)tu("'p)w(":,)oz(":«)cl
p,t,u,u,0=1 '
_ (1.3)
g (-A-z_)k‘_J (ﬁ)l—k(ﬁ)m—l(ﬁ)u—m ﬁ o=-—n
M AL Ay A A ’
sendo que § < k <! < m < n < 0 <. Também sabemos que:
0 0 :i:a+(l+a3_)'—!f (1+a2)7
- 0 0 ta_(1+a2)F (1+a2)7 4
;!:¢::+(1+¢;va)-3l t+a_(1+02)7 0 0 » (149)
(1+a2)%F (1+a2)7 0 0
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onde o sinal superior significa @ = 1 e o inferior a = 2. Definimos ainda que

ay = ('—-2) i,

a_ = ('\?2 ~z)e K3

z = efrtke cosh2K?,
A = (eKrtKe eK"Ka)césh 2K, + {[(e’“'”“" — eK17K3) cosh 2K,)? + 4e2K1 )3,
A2 = (eK‘+K° + eK"K’) cosh 2K, — {[(e'“'““ - eK"K‘)cc;sh 21(2]2 + 4e‘2K‘}§,
Az = 2eK1-Ks sinh2Kz,‘

e

Ay = 2eK11Ks sinh 2K,

sendo que K; = 'I?.I,:Ti 1=123.

Substituindo-se na expressio (1.1} os elementos das matrizes o, apds

a realizacdo do somatério, encontramos que:

o2

. _ Ag\k~j 1 A E-—J
(0j,a0k,p) = il +af (/\1) + 14+a} ( - (Z.5)

sendo o sinal superior pare @ = 8 e o inferior para o caso contrario. Esta mesma su- -
bstituigio nas equagdes (1.2) e (1.3) leva a expressdes mais complicadas que as atuais. Por
iss0, deixaremos como estao até tomarmos o Limite T' — 0.

Vamos considerar o caso ferromagnético Jy, Ja, Ja > 0 no limite de
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baixas temperaturas (K; — 00). Neste limite podemos escrever que:
A= (eK;+K3+2Kg + CK;+K3—2I¢3)"
A (eK;—Ka-l—ZKg + eK;-Kg—?K:)’
Ag = (ex,-x,’-;-zxz _ ex‘-xa—zkz),
Ag = (KrHKs+2Ka _ KitKa=2Ka)
e

1 -
z= _2_(er+Ka+2Kz + i1 +Ks 2K3),

o que implica em

ay =0,

o TLetKii2KatKs
A2

2.0

D

A

0

A — 1~ 2¢™ K3,

A

de tal forma que s matrizes o/, tornam-se:

0 0 0 1
o |0 010
1" to 10 0}’
1 000
0 0 0 1
|0 0 -1 0
210 -1 o0 o
1 0 0 0o
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Substituindo-se esses valores na fungao de correlag3o entre dois spins, obtemos:
A\ k—j
(oj,a0k,p) = (3 . (1.6)

Calculamos as fungoes de correlagéo entre quatro e seis spins, apenas
para os spins envolvidos nos célculos do capftulo III. Por exemplo, calculamos a fungéo de

correlacao entre o8 spins 0;-12,0i2,0i1 € 0411, 8 partir da expressao (1.2), ou seja,

_ _ .
Apy Au
(Gi—1,20i,20.‘,10i+1,1)= E (";)lp(";)p‘("{)tu(“{)ul (:\‘:‘) (;\T .

pituc=l

Efetuando-se o somatério em p, t e u, e substituindo-se os valores dos elementos das matrizes

o', obtemos, no limite de baixas temperaturas que

Ay 2
(“i—l,zﬂi,zvi,la,-“’l) = (f .

Podemos usar esse mesmo procedimento para calcular as outras fungdes de correlagao de
interesse.
Uma grandeza fisica encontrada no capitule II é a susceptibilidade

magnética por spin dada por:

Ag

1+
xr =201+ o} )"t —3+, (1.7)
1 - Al
que no limite de baixas temperaturas torna-se:
Xr = 256“‘2 . (IS)

O comprimento de correlaggo (£) é definido da seguinte forma para

sistemas essencialmente unidimensionais [3], j4 que a temperatura crftica é nula:
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(oj00) = expl L =21y

Substituindo-se o valor da funcéo de correlaqﬁo dada pela expressiao (1.8), obtemos:
Ag\k—j =1\ k—j |
— ~ (e ®
G = (H),
onde k > j. Desta forma obtemos que:

1
f 1 -2-84’(.2 . _ , (I.g)
Comparando-se as expressdes (1.8) e (1.9) notamos que:

xr o« §.
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	MARCIO SANTOS

	AGRADECIMENTOS

	CAPÍTULO I lütrodsgão: Modelo de IsIng Dlmâmico


	Ji—l Ji

	a,_i Oi íTí+i

	H =-'^Ji0{ai+i.	(1.8)

	A = 1 — tanh(lirt_-i + Ki) — ifmhi{Ki + i^í-i) +


	7/= = itmhiKi + A’._i) ± tBMh(Ki - Ki.i),

	[1 + |aí(7. <Tí_i + 7;'"’

	’ ^	(14)



	Mi)) =

	ONyi) = -	)P(ffi,..., <rjb,..., <Tí,

	í^y	{ff} «


	= -2K(<K(0> + i^íKot-iíOoiW) + ("i-ií«)®»«»

	F(\,i)=- x; A‘(»»(<)>.	(1.11)

	,-PH

	.N-i

	Zn =	53í	+ K2Íoi,ia{+i^i + Oi,2<r{+i,2)


	(2.2)


	= E n

	Z„ = Tr(F"),

	(2.6)

	0	0	0 P11-P14/

	As =	sinh2ÜT2,


	XT	- (^(ái))*.	^2.12)

	(2.14)


	(2.20)

	riw Alj ].

	0	0	±a+(l + a5.)^	il + al)^\

	1	-

	x«).«(Ar''««.)«)..(Aí'"'"'^'«..)!■

	+ 53	-<ri,2)P{aí,ly :,-tfi.U -Oi,7, ■■■> 0^2, 0,



	- Y 53(<^f,i»i,2 + <rt+i,i<^«+i.2)>

	<^í,2) = -{1 - r72<^»,l(o^.-f-l,l +	“ r72<^i,2(<yi-|-l.2 + fl^í-i.s)


	•DP(<yi,l, —, í^t.l, —, ff JV,2, 0 = 53 *"*(^‘.l» *^».2)

	x[P(ai,l,..., ffi.l, a,-,2,ffJV,2, t) -P(ffl,lí •••> —Oi,2, —, ffJV,2,í)]'


	Í9*Dg)^g > 0,

	Jo

	r, = 0,(0)-‘jT C,{*)*,

	Jo




	|c„(0 |.=„= |(.7j(0)»,(<))., I*=0 .	(3 M)

	+ <^i,2) = 2(ffj,l + <íi.2)«í;(ff;,l,<T;.2),


	„>		

	+ (ff.-,2flf.-l,l) + (‘^»,2<y.+l,l) + (‘^»,l«^í-l,2)

	{<^í+l,l‘yí+l,2)

	z>2




	X ^*(<^1,1.—	

	+ ]Çtüí(-a£j,,-<Tí+i.p)

	(3-35)

	^	KsTxf

	Ki IKi


	+ lüí^í+i,/? (ai+i,/j, )

	|t=o=	“ cos(í^]((l + ff»,lffí,2)wí—i+l,l(ffi,l,ffi+l,l))eí , (3.47)

	^	KsTxf	


	{(1 + ffi.lfft,2)tt'»-i+l,l(ff»,l, ff»-fl,l))e?


	yf

	íf íf

	+2742íííLiâ+!WizJl)i.

	y?	*f	yf ^ ^ ^

	7i = ianli(2üri + 2K2), 72 = tanh2iÍ2,


	q = A(+,-) = A(-,+) = j(l - ■■»)■	(4 19)

	+272(1+ r„^-rr-rM)

	CAPÍTULO V Condnsão



	(\-j

	(^) (è) (^)

	±Of+(l + o5.)"r	(l + a^.)^'^

	A4 = 2e^»+^» 8inh2ír2,

	Aí «

	As = (c^i-^*+2Jfa _


	a+ = 0,

	« Zle^K^+2K,+K^ 2


	« (^)‘-^ (/.6)

	f,t,u«=l	^ ^
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