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RESUMO

Consideramos um modelo para um polimero dirigido numa rede uni-
dimensional da largura 2, com interagdes atrativas entre mondémeros que ocupam sitios
primeiros vizinhos na rede sem serem consecutivos ao longo da cadeia. Mostramos que este
modelo pode ser mapeado no modelo de Ising unidimensional com interagdes de primeiros
e segundos vizinhos. Analisamos o comportamento cinético do modelo na regiao do dia-
grama de fases em que o estado fundamental nao apresenta frustragdo , a partir de uma
hipétese do tipo Glauber para a evolugdo temporal das configuragées do modelo. Para
desacoplar as equacgoes de evolugdo temporal do modelo, recorremos & aproximacao de
pares. Nesta aproximagao mostramos que o valor do expoente critico dinamico apresenta, |

uma dependéncia da razao das intensidades das interag¢bes entre spins segundos e primeiros

vizinhos.
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ABSTRACT

We consider a model for a directed polymer on a one-dimensional lat-
tice of width equal to 2, with attractive interaction between monomers which occupy
first-neighbor sites on thé lattice and are not consecutive along the chain. We show that
this model is equivalent to the one-dimensional Ising model with first- and second- neigh-
bor interactions. We study the kinetic behavior of. the model in the region of the phase
diagrém where the ground state is not frustrated, using a Glauber like ansafz fbr the evo-
lution of configurations. In order to decouple the dynamical equations, we use the pair
approximation. In this approximation, we show that the dynamical expoent depends of

the ratio between second- and first- neighbor interaction strengths.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

O estudo da Mecanica Estatistica fora do Equilibrio, apesar das grandes
dificuldades matematicas e conceituais envolvidas, tem sido de grande interesse para ten-
tarmos entender alguns modelos fisicos que mostram alguma semelhan¢a com o que ocorré
na natureza. Um trabalho cldssico nesta érea foi feito por Roy J. Glauber (1963) onde ele
formulou um modelo dindmico baseado no modelo de Ising. Este modelo pode ser resolvido

exatamente em uma dimensao .

O problema de polimeros ja foi estudado em varios trabalhos tedricos e
experimentais. O modelo mais simples ¢ aquele em que o polimero percorre os sitios da
rede aleatoriamente ( um trabalho de revisao sobre o tema foi feito por Weiss e Rubin
(1983), que incluem aplicagdo em polimeros), apesar de ser matematicamente simples, o
modelo nao é suficientemente realista pois nao consegue descrever algumas propriedades

de polimeros.

Um modelo mais usado e que se mostra mais realista, € o de cadeias auto-
e mutuamente excludentes, isto €, o polimero passa por sitios da rede aleatoriamente,
mas com a condi¢do de ndo passar por um sitio ja ocupado por outro mondomero do

préprio polimero ou de outro. Podemos citar os trabalhos realizados por Huggins (1942)

3 gre

tedri
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e Flory (1966) dando um tratamento de campo médio, e de Flory (1966), Fischer (1969)

e De Gennes (1979) usando os chamados argumentos de Flory para o célculo de um dos

expoentes criticos.

Em particular, fol mostrado por De Gennes (1972) e Des Cloiseaux(1975)
que existe uma analogia entre polimerizagao e modelos magnéticos, possibilitando o estudo
deste problema do ponto de vista da teoria de fendmenos criticos usando tratamento como

campo médio ( Wheeler e Pfeuty (1981a ,1981b)), rede de Bethe( Stilck e Wheeler (1987)),

grupo de renormaliza¢do (Shapiro (1978)), etc.

Neste trabalho nds nos concentramos no problema de polimeros dirigi-
dos! e procuramos associar a ele um conjunto de equagdes dindmicas baseadas no trabalho
de Glauber?. Nos limitaremos a uma rede unidimensional de largura 2, o que possibilitara

um mapeamento do modelo de polimeriza¢ao no modelo de Ising unidimensional.

No primeiro capitulo nés definimos o modelo de polimeros, e usando
técnicas de matriz de tranferéncia® procuramos determinar sua fungvéo parti¢do e energia
livre. Em seguida relacionamos o modelo proposto com o modelo de Ising através de sua
funcdo partigdo e mostramos que o hamiltoniano que representa o modelo de polimeros é
um hamiltoniano de Ising com interag¢bes entre primeiros e segundos vizinhos, e finalmente
calculamos o comprimento de correlagdo , necessario para podermos determinar o expoente

critico dinamico, e mostramos que ela diverge quando T se aproxima de T, = 0.

No segundo capitulo, fundamentado no trabalho de Glauber?, os spins
sao representados como fungdes estocasticas do tempo fazendo transigoes aleatérias entre
os valores +1 que dependem somente dos vizinhos mais préximos e de um agente externo.

Vamos propor inicialmente uma equagao para transi¢ao de probabilidade (w) baseada na
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condigdo de balan¢o detalhado, e mostrarmos que ela é diferente da equagdo proposta

por Glauber? e que nao leva a um estado estacionario de equilibrio termodinamico para o

‘modelo de Ising com interagoes entre primeiros e segundos vizinhos. Em seguida escrevemos

um conjunto de equagdes dindmicas (magnetizacao e a fungfo correlacdo de spins primeiros
vizinhos e spins segundos vizinhos) usando w proposto, e mostramos que quando J, — 0
as equagdes correspondem as equagdes propostas por Glauber?.

No terceiro capitulo vamos estudar as equagoes dindmicas usando para
isso uma aproximagao (aproximagao de pares), em que as probabilidades das configuragoes
de aglomerados de spins sao escritas em termos das probabilidades de pares de spins,
proposta por Mamada e Takano?, resultando num sistema de equagdes autoconsistentes.
Em seguida, usando uma expansao onde tratamos as interagbes entre segundos vizinhos
como uma perturbagio do sistema, calculamos as fun¢des correlagdo entre spins no estado
estacionario, levando em conta que no momento em Que o sistema atinge o equilibrio
termodinamico a magnetizagido espontanea numa cadeia unidimensional é nula. Finalmente
calculamos o tempo de relaxagdo e mostramos que ele diverge quando T — 0 , como
era esperado. Determinamos, também, o expoente critico dindmico (z), mostrando que
existe uma dependéncia deste expoente com a razdo das interagoes de segundos e primeiro

vizinhos no modelo de Ising.



CAPITULO II

MODELO E SOLUCAO
NO EQUILIBRIO TERMODINAMICO

Modelo

Consideremos uma cadeia de N células centradas em sitios de uma rede
unidimensional de largura 2 associadas com 2N ligagoes da rede. Cada sitio da rede poderd
conter ou ndao um monomero que deve estar ligado com dois monoémeros adjacentes, for-
mando um polimero , com condi¢des periddicas de contorno. Cada ligagio entre mondémeros
da cadeia tem fugacidade z. O problema corresponde a polimeros dirigidos e foi tratado

1

por Privman e Svarié¢', na rede quadrada.

Vamos analisar o caso em que existam interacdes atrativas (w = e~#%)
associadas a todo par de sitios primeiros vizinhos incorporados ao polimero que nao sejam

sitios consecutivos da cadeia (Fig.1).

Flg 1. O polimero acima com 10 sitios tem peso estatistico x9w2



Matriz de Transferéncia

Para um polimero auto-interagente, a fungéo partigao pode ser definida

do seguinte modo:
Yn(z) = Zw"”w"bf(np,nb,N), (2.1)

onde w é o fator de Boltzmann correspondente a interagéo atrativa a todo par de sitios
primeiros vizinhos que nao sejam sitios consecutivos do polimero, n, é o nimero de pares
de sitios primeiros vizinhos incorporados nov polimero que ndo sejam sitios consecutivos da
cadeia, z é o peso estatistico da ligagdo incorporada ao polimero, nj, é o ntimero de liga¢des
entre os mondmeros e I'(np, ng, V) é o nimero de configuracdes possiveis, com n, ligacoes
e n, pares interagentes.

Notamos que as ligacoes incidentes sobre um par vertical de sitios tém

quatro configuragoes ,

o O __O__. — O -—O 0 — 0 e
I I
0 ___ [ o [ N o J— — 0 s -—0 _ -0 __
| I
|1 > |2 > |3 > |4 >

em termos das quais definimos a matriz de transferéncia. Vemos que os elementos da

matriz T;; sdo dados por



o o___ _—

T22 = o o =, T24 = I = V2£L‘3,
- - —O e O
— O o__ meew 0. (W..0 e

T32 = I = V2£C3, T34 = l I = 2wz
— 0 comm O e e Omeremrnm O
0 e O e om0

T41 = I = V2.’E3, T43 = I I = 2w:c2,
o O (¢}

J— PSSO JN75 N o [y

assim, a matriz T pode ser escrita na seguinte forma:

Notamos que os elementos

Tz, T4, 11, T3, T51 , T33 , Tz € Ty
sao nulos, pois ndo formam um polimero. Por exemplo, vemos que:

T12 =

A equagao secular associada a matriz T é dada por:

(2.2)

det(T — ML) = XN2z? — 4z*w? — X3z + 4)w?2® + 4wzb — X3z + 4hw?2® + Xt — 4020222

—4w® — 4 wzd + dwrt — 428 =0,

At =203z + A%(2® — 4w?a?) — A(8w?2® + 8wz®) — 42 (w — 1) =0,

(2.3)



onde A sao os autovalores da matriz T. Resolvendo a equagao anterior, teremos.

) —z(\/4w?2? —dz(w — 2) + 1 — 2wz — 1)
1= )

5 (2.4)
Ny = o(/4w?a? — 4z(w 2— 2)+ 1+ 2wz + 1)’ (2.5)
N = z(\/4w?z? + dz(w ; 2)+1—-2wz+ 1), (26)

A = —z(/4w?2? + dz(w — 2) + 1 + 2wz — 1). (27)

2

Quando fizermos w — 1 (sem interagles atrativas) os autovalores se

resumein a

A=z + 222, (2.8)

Sabemos que a func¢éo partigdo é dada por Yy = Tr(T%), pois o numero de
pares verticais de monomeros ¢ igual a —Izi Yy é portanto a soma dos elementos da diagonal

N .., N .
de Tz | isto € o traco de T2z . Como o trago de uma matriz é a soma dos autovalores resulta

NlZ

Yn=> A% (2.9)

=1

No limite termodindmico N — oo a fung¢io particdo pode ser escrita como

N
2

Yy = )\l , (2.10)

com A; sendo o maior autovalor da matriz, logo A; = Ay e

Y — {x(\/4w2:1:2—4x(w—2)+1+2wx+1)}
N =

le

5 (2.11)



A energia livre de Gibbs para o sistema é dada por

G(T) _ .. -1 o
“haT = ]\}gnooN InYn = In),, (2.12)

entao

G(T) = —k2BTln{

(2.13)

z(y/4w?z? — dz(w — 2) + 1 + 2wz + 1) }
5 :

Mapeamento Modelo de Ising - Polimeros

Nosso objetivo agora € procurar um hamiltoniano efetivo que represente
o polimero ja descrito e para isto vamos relacionar o modelo apresentado anteriormente
com o modelo de Ising, através de suas fungoes particao .

Para compararmos com o modelo de Ising, vamos admitir inicialmente

que o nosso sistema possa ser descrito pelo hamiltoniano efetivo

—Ji N
H(Ui) = T Z(O’iai-}—l + 0'1'+1O','+2) — Jz ZO’iO’i+2 — JO—Z—, (214)
1 1
com condigbes periddicas de contorno (ayz_ 41 = 01), que pode ser entendida como um

hamiltoniano para o modelo de Ising, onde J; e J; sdo as constantes de interacdo entre os
spins primeiros e segundos vizinhos respectivamente. As varidveis de spin (o;) assumem
os valores £1 e J, é uma constante de energia que nos possibilita fazer o mapeamento.

A funcio particao é dada por

Zy=) e PH (2.15)
{}
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Vamos definir que o polimero ao passar pela ligagdo superior de um par
de ligagGes horizontais sera representado no modelo de Ising por ¢ = 1, e quando passar

pela ligacdo inferior por 0 = —1 (Fig.2).

~b—=p-——0¢-
Fig.2 exemplo de mapeamento polimero - Ising
Substituindo o hamiltoniano (eq. 2.14) na funcio parti¢io canonica
definida pela equagéé (2.15), podemos escrever a matriz transferéncia® para o modelo de
Ising com interacles entre primeiros e segundos vizinhos definindo os seguintes estados

| 6i0i41 > € | 0i410i42 >, que apresentam as seguintes configuragoes
[1>=|++>, [2>=-——>, [|3>=+—>, |4>=—+ >,
logo, por exemplo, o elemento de matriz My; corresponde a
My, = 61710[5%(01‘01'“ + 0it10i+2) + BJ2(0i0i42) + ﬂJo]
onde 0; = 0;41 = 0i49 = 1, resultando:
My =exp|BJi+ BJ2+ BT

e assim sucessivamente. Os elementos Mg, My4, Moy, Mas, M3y, M3z, My € My4 sao nulos,

pois os valores do spin ¢;4; néo coincidem. Agora escrevendo a matriz M, onde:

eﬂ(J1+J2+Jo) 0 e—:@(J2+Jo) 0
0 B+ T2+ T0) 0 e—B(J2—1o) :
M = 0 e—B(J2—J,) 0 e—B(h—T=1) | > (2.16)

e—ﬂ(Jz—Ja) 0 e"ﬂ(Jl-Jz-‘Jo) 0
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a qual, através das definicées wg = e/  w; = €At e wy = e#'2 _ torna-se
q 2 g b b

Wow1W2 0 wowr;l 0
. 0 Wolwiws 0 w0w2—1
M= 0 wowy 0 wowy twy |7 (2.17)
w0w2_1 0 wgwl—lwz 0
que apresenta os seguintes autovalores:
wowg(w? +1) — wowz\/wi* — 2w 4+ 4w w41
Al = , (2.18)
v 2wy
wowz(w? +1) + t.uot.uz\/w‘l1 —2w? 44w twt + 1
Ay = : , (2.19)
2(4)1
wowa(w? — 1) — wowz\/w‘ll + 202 — 4w w41
Ag = , (2.20)
2w1
" wowe(w?—1) +w0w2\/w31 + 2w} — 4w w41
A = . (2.21)

2(4)1

Agora, podemos fazer o mapeamento para os pesos estatisticos das con-
figuragoes de polimero com as do modelo de Ising, comparando elemento por elemento das

matrizes T e M. Podemos entdao concluir que:

T = Wowiwsy,
V213 = wow;
e = w0w2,

2 ~1
27°w = wow;  wa,

e resolvendo o sistema de equagOes acima teremos :
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1 ‘

w = : (2.22)
2zw

wy = wi, (2.23)

wy = Tw™ 1V 2zw. (2.24)

Substituindo os valores acima para wy,w; ews nos autovalores da matriz

M , segue-se

_ —z({/4w?z? —4dz(w —2)+ 1 - 2wz — 1)

M 5

N — z(y/4w?z? —4dz(w — 2) + 1 + 2wz + 1)
2 — ) )
e — o(/4w?z? + 4z(w — 2) + 1 — 2wz + 1)
3 = 2 ] )

\ —z({/4w?s? +4z(w — 2) + 1 + 2wz — 1)
4=

2 )
que sdo identicos ao autovalores da matriz T.

A func@o particao para o modelo de Ising com interacdes entre primeiros

e segundos vizinhos é dada por

(2.25)

N
(m(\/4zc2w +1—42(w —2)+ 2zw + 1)) ’
ZN = 2 )

a qual estd de acordo com a eq.(2.11). Com isto podemos concluir que o hamiltoniano
efetivo proposto anteriormente consegue descrever satisfatoriamente o modelo de polimero.
Podemos estudar o estado fundamental do modelo proposto (Fig. 3)

em termos das varidveis de polimero w e z. Na regido em que w > 1 (sem competicio )
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que corresponde 3 interagao atrativa entre mondmeros, teremos uma fase ferromagnética
(J; > 0e J; > 0) e uma fase antiferromagnética (J; < 0eJ; > 0) . Na regidoem que w <1
(com competigdo ), que corresponde 4 interagoes repulsivas entre monomeros, o estado
fundamental apresenta uma frustragao e sua determinagao é menos trivial. No presente
trabalho nos dedicaremos apenas & regiao sem competicdo , onde a determinagao do estado
fundamental é mais simples.O estudo do modelo de Ising unidimensional com interagoes
entre primeiros e segundos vizinhos j4 foi realizado de forma exata por Stephenson® para

as regioes com e sem competigao .

2.00
3 :
; (C)
1.50
1(4)
] Jr < 0
iJ, > 0 _
1/ > 0 J2 > 0
1.00 :
] J1'> 0
0504 J, <0
] (B)
0-00—171'11111[1l|llllll'llllllll]]ll(lllllT]llllIlTTf-
0.00 0.50 1.00 1.60 2.00 x 2.50

Figura3 J, e], sdo as interagSes entre primeiros e
segundos vizinhos. Nas regides A e D teremos uma
fase ferromagnética e nas regides B e C uma fase
antiferromagnética. A curva é dada pela equagio

® =5 fazendo J, = 0 na equagdo(2.23). A reta

o =1, ¢ obtida fazendo J, = 0 na equagdo(2.24).
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Comprimento de Correlagao

Calculemos agora o comprimento de correlagio (€) que nos sera util para
determinar posteriormente o expoente critico dinamico. Para isto comegamos escrevendo

o hamiltoniano proposto anteriormente.

—J
H(oi) = ‘—é—l- Z(Uio'i—i-l + 0i410i42) — J2 Z 0i0it2 (2.26)

onde fizemos Jy; = 0, j4 que este pardmetro nao tem influéncia sobre as propriedades

termodinamicas. Para uma cadeia linear o comprimento de correlagao ¢ pode ser calculado

- (1n<§§))‘1 , - (2.27)

onde ); e \; sdo, respectivamente, o 1° e 2° maiores autovalores da matriz M determinados

COl’l’lO6

anteriormente, o que nos leva a:
Ag \ 71
= ({In(—
( ;3 ) ,

-1
£ = (ln (\/w1w2 2wi(wj — 2) + wi + wiw] +w2)) .

Vwiws +20i(w; - 2) +wj + wiw] —w]

Podemos reescrever a equagio acima somente em termos de w; definindo

o= %—2— e com 1sto wo = w{ , 0 que nos permlte escrever:

-1
‘6 (m (Ma(wf — 207 1) + 4o + wf*(wf + 1)))

V(Wi —20f +1) — 4w +wi?(w] - 1)
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manipulando algebricamente a equacao acima, teremos

_ 1—:1:-!—1+(.ul—2 >—1
()

onde

- - ~2(2a+1
=20 ~wit — 4w (2ot ),

y = 2w 4wt — 4wy 23D,

Préximo de T' — 0, no caso de a > 0, usando série de Taylor, teremos

e rescrevendo a eq.(2.28), vemos que :

-1
£~ |In L-gtldwr”
- 1+ 4 +1—wi? ’

] - —2(20+1 -1
A\ P\ {18 _ 2GetD ’ :
+ Zwl —w .
fazendo:
1 -
T = Zw{"i + w; 2(20+1)
1 _
y = Zwl_4 — ] 2(2a+1)’
entao

1+z\\ !
e=(=(5))

é~(In(1+ :l:) —In(1+y))7".
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A equagao acima pode ser escrita de uma forma mais simples onde In(1+2) =

z para z ~ (0 , com isto

6 = (SE - y)—1,
1 4 —2(2a+1) 1 _4 —2(2a4+1)\—1
f"—"(z% +wy -z tw )7,
¢ ~ 2,22+, (2.30)

quando a = 0 teremos J; = 0, isto é, somente interacao entre primeiros vizinhos, logo o

comprimento de correlagdo se resume a :
£ ~ 22 (2.31)

Para a < 0 temos J; < 0. Logo, podemos escrever a equagio (2.28) da

seguinte forma:

-1

¢ ~ <1n (1 —wi? + 2wkt wit + 1 +w1_2>)
N T+ wi? — 2w kwyt wit +1 - w2 ’
o (m (B2 el o))
2 — 2wy kwit + Wt ’
1+w1_2w2—4+£ -
(x~|ln 4 : (2.32)

~4
-2 —4 | w
1+w; “wy, ™ + 4—4

escrevendo a equagdo acima somente em termos de w; , resulta em :

—4 -1
1+wf(—l—2a) +w1T

E~|ln

—4
1 _wf(—l—-Za) + %

=(=(:))
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onde:

Y =w; “wy
Voltando a equagédo anterior,

¢ ~(n(l+z)—In(1—1y))"", (2.33)

e expandindo os termos logaritmicos da expressdo acima em série de Taylor,
In(l+z)~z para —1<z<1,

In(l—y)-~y para —-1<y<l,

e reescrevendo a equacdo (2.34) de uma forma mais compacta, resulta:

£z +y)7,

¢ 22729 (2.34)
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CAPITULO III

EQUACOES DO MODELO DINAMICO

O modelo que nés discutiremos é um modelo estocdstico, onde as con-
figuragoes das ligagOes horizontais entre monoémeros da rede sdo representadas por spins,
que sio fungbes estocasticas do tempo o(t)(: = 1,...,n) , assumindo os valores +1 e fazendo
transigoes aleatorias entre eles.

As probabilidades de transi¢do dos spins individuais dependem somente
do valor momentaneo dos spins vizinhos e da temperatura. E por esta razdo que surgem
correlacgdes entre spins vizinhos.

As fungbes de spin dependentes do tempo formam um processo de
Markov de N varidveis aleatorias discretas e uma varidvel continua de tempo como argu-
mento. Se tomarmos w(o;) como a probabilidade por unidade de tempo de que o i-ésimo
spin mude de o; para —o;,enquanto os outros permanecem momentaneamente fixos, nds

podemos escrever a derivada da probabilidade total P(oy,...,04,t) como :

dP(o4, ...U%,t)
7 = —zi:w(ai)P(al,...,ai,...a%,t)

+3 w(=0:)P(0y, ..., =03, .., 02, E), (3.1)

le as
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isto é, o estado o1, ...,02 ¢ destruido por uma mudanca de qualquer spin g; , mas ele pode
ser criado por um spin mudado de qualquer estado 1,..., =03, ...,02. N6s nos referimos

a equagdo (3.1) como Equac@o Master pois sua solu¢ao contém a descri¢do mais cofnpleta

possivel do sistema.

Concluimos anteriormente que o hamiltoniano do nosso modelo pode
ser escrito como hamiltoniano efetivo de Ising com interacoes entre primeiros e segundos

vizinhos isto é:

H(o;)=—J1 ZUW’H—I - Js Zdi0i+2, (3.2)

onde J; é a constante de interagdo entre primeiros vizinhos e J; entre segundos vizinhos.
Usando a equagao da probabilidade de transi¢cdo w(o;) proposta por

Glauber (equacdo 115, ref.2) para o modelo de Ising com interacdes entre os primeiros n

vizinhos, teremos:

(o) 1 ) "
W \g;) = = - =0,
ol 27 L

yi(oi—i + 0i+1)}’

onde v; = tanhK; com K| = k—}‘:’—T el =1,2,.... Particularizando a equacdo acima para

n = 2, vemos que

2
1 1
w(oi) = '2‘#{1 — 50 ) o+ a,-+,)},
=1

1 1
= 5#{1 - 501‘ (’71(0i—1 + 0it1) + 72(0iz2 + 01’+2))},

que resulta em

1 1
w(a,-) = -2-/.1.{1 — 50’,‘ (tanhKl(ai_l + O’,’+1) + ta,nhI{2(0'i_2 + 0’,’+2)) } (33)
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Quando o sistema atinge o equilibrio a uma determinada temperatura

T, a probabilidade de uma configuragio € proporcional ao fator de Maxwell -Boltzmann.

_H(e)
" P(o;)xe ¥BT,

No equilibrio, a razéo entre as probabilidades P;(o;) e Pi(—o0;) , considerando

o hamiltoniano (3.2) é dada, entéo ,por

P(O’i) _ 6—ﬂ(—Ji06(06—1+0’i+1)"-]20’i(0;—2+0i+2)) (3 4)
P(—0;) T e=B(=Ji(=oi)(oi-1tois1)—Ja(—0i)(0i_2t0i42))” )
onde 8 = ?Jl?f' Podemos reescrever a equagao acima, levando em conta as seguintes
relagoes :
e*(a+8) — cosh(a + b) + sinh(a + b), (3.5)
onde

a=phioi(oi-1 +0it1) e b=pBJr0i(0i2 +0iy2),

com isto teremos que:

cosh(a + b) = cosh +8(J1(0i—1 + 0ig1) + J2(0im2 + 0iy2)),
= cosh B(J1(oi—1 + oit1) + J2(0i—2 + 0it2)), (3.6)

sinh(a 4+ b) = sinh +8(J1(0i-1 + dit1) + J2(0i—2 + 0i42)),
= oisinh B(J1(0i-1 + 0it1) + J2(0i-2 + 0it2)), (3.7)

agora, substituindo as eq.(3.6) e (3.7) em (3.5) e depois em (3.4) teremos
P(—0o;) COShﬂ(Jl(Ui—1 + 0ig1) + J2(oi—2 +0'i+2)>
P(03;) coshﬁ(J1(0i—1 +oit1) + J2(0io2 + 0i+2))

—0; Sinh5<J1(Ui—1 +0iy1) + Jo(0i2 + 0'i+2))

+0; Sinhﬁ(c]l(dz‘—l +0ip1) + Jo(0ic2 + 0'i+2)>
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P(—Uz’) B 1—o0; ta,nhﬂ(Jl(ai_l + 0','+1) + JQ(O','_;) + ai+2))
P(ai) 1+a,~tanhﬂ(]1(ai_1 +0i+1)+J2(0i—2 +Uz‘+2)>

(3.8)
Se todos os spins (menos o;) sédo considerados fixos o modelo estocéstico

descrito em (3.1) aproxima-se do equilibrio (estado estaciondrio), no qual

P(-o0i) _ w(oi)
P(a;) w(—0;)’

(3.9)

logo:

w(o;) = %,u{l — o; tanh [ﬁ«]l(a'i—l'—{— oi+1) + BJ2(0i—2 + 0i+2)] }, (3.10)

onde o parametro u que aparece na equagao acima, simplesmente descreve a escala de
tempo em que as transi¢coes se sucedem. Ele ndo tem nenhum andlogo na discussao do
modelo de Ising com interagdo entre primeiros e segundos vizinhos no equilibrio.
Comparando a equagéo (3.10) com a equagdo (3.3), observamos que elas
nao estao de acordo. Isto evidencia que a expressdo de Glauber (equagio 3.3) néo leva a
um estado estacionario de equilibrio termodinamico para o modelo de Ising com interacoes
entre primeiros e segundos vizinhos. A relagdo de Glauber € linear e permite solugao exata
da dinamica, mas é incorreta quando levamos em consideragao interacdes entre segundos

vizinhos, por isso, no presente trabalho usaremos a equagéo (3.10).



21
Analisando novamente a equagéo (3.10) podemos observar que o termo
tanh(K1(0i—1 +0i41) + K2(0i—2 + 0i42)) onde K; = IT’{;LT e K; = %, pode assumir os

seguintes valores :

p = tanh(2K; + 2K>), | . (3.11)
v = tanh(2K; — 2K3), (3.12)
6 = tanh(2K,), (3.13)
n = tanh(2K,), (3.14)

desenvolvendo tanh(Kj(0i—1 + 0i+1) + K2(0i—2 + 0it2)) , teremos

(1+0i-1)(1 +0i41)(1 + 0i2)(1 + 0442)
16

tanh{Ki(oi—1 + 0i+1) + Ka(0i—2 + 0i42)} = (

_ (1= 0im1)( = i) = 0im3)(A = giva)
16

]- +0i— 1)(1 +01+1)(1 — 04— 2)(1 - 0'z+2)
16

p+

(1 =0i-1)(1 = oi41)(1 4+ 0i—2)(1 + 0it2)
16

(1+0i—1)(1—0i—1)(1 +0i- 2)(1+01+2)
16

+

Y

(1 =0i-))( +0ig1)(1 = 0i—2)(1 — 0it2)
16

16

(14 0i-1)( + 0iq1)(1 + 0i—2)(1 ~ 0442)
16

6+

16

_(1-0i)(1 —0ig1)(1 —0i2)(1 + 0it2)
16

1 + oi— 1)(1 + Uz+1)(1 — 03— 2)(1 + Uz+2)
16

(
(
6+( L—0i-1)A +oip1)(I +0i2)(1 + 0ig2)
(
n+(

(1= 0i1)(1 ~0i41)(1 + 0i2)(1 + 0it2)
16

UE

)
)
)
__u+aFnu—aHna—aFnu—aﬁﬁ>
)
)
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manipulando a equagdo anterior, teremos
1
tamh{Kl(Ui—l + 0it1) + K2(0i—2 + 0i+2)}= 3 ((Ui—10i+10'i—2)(/’ - —26)

+ (0i—10i410i2)(p — v — 26) + (0i-10i420i-2)(p + 7 — 2n) + (Fit10i+20i2)

(p+v—2n)+o0i-1(p+v+2n)+ 0iz1(p+ v+ 2n)

+ai-2(p—7+2a)+ai+2(p—v+25)),

tanh{K1(0i—1 +0iy1) + K2(0i—2 + 0i+2)}: ((P — 7 =26)0i-10i41(0i—2 + 0it2)+

oo BN o

(p+7—2n)0i—20i42(0ic1 +0ir1) +(p+7v+2n)(0ic1 +0ig1)+ (p— 7 +26)(0i—2 + 0'i+2)> :

chamando

1

A=Z@+7+%%
.

B = 1(p—7+26),
1
1

D= (p~7~26),

vemos que

A B
tanh{K1(0i—1 +0oit1) + Ko(oi—2 + 0'i+2)}= 5(01'—1 +oip1)+ E(Ui—2 + oig2)+

D

c ‘
Eai—10i+1(0i—2 +0iy2) + Eai—20i+2(ai—l +0it1). (3.15)
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Substituindo a equacdo (3.15) na equagao (3.10), teremos a forma final da

transicao de probabilidade w(o;)

1 A B
w(o;) = 5#{1 -0 I:E(Ui—l +0oit1) + 5(01'—2 + 0it2)

D

C
+ —2“0'i—10'i+1(0' i—2 + 0it2) + ”2_0'1’—2Ui+2(0'i—1 + O'i+l)] . (3.16)

Para o limite J; — 0 , teremos
A=n, B=0 , C=0 , D=0,
com isto
1 n
w(o;) = 5#(1 —oi(g(oim1 + Oit1)))-

que é idéntica & equacdo proposta por Glauber (equacgo 30, ref 1), para o modelo de Ising

com interacées entre primeiros vizinhos ,apenas.

As probabilidades P(o71, ..., 04,t) que satisfazem a equagao Master forneéem,l
como ja citamos, a descrigdo mais completa possivel do sistema. Podemos observar,
também, que para um grande numero de spins elas contém mais informagdes que o
necessario para responder as questdes fisicas mais comuns sobre o sistema. De fato, muitas
vezes é suficiente conhecer somente a probabilidade de que os spins individuais ou pares
de spins ocupem estados especificos.

Vamos entao definir ¢;(t) como sendo o valor esperado do spin o;(t)

bl

considerado como uma fungao estocastica do tempo

6i(1) =< 0i(t) >= Y 0i P(01,.,0n, 1), (3.17)
o)
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e definiremos também um r; x(¢) como o valor esperado do produto o;(t)ok(t) .

rik(t) =< o;(t)or(t) >= Y _ 0;0kP(01,...;0n,1). (3.18)
{o} ‘

Para encontrar as .equa(;f)es dependentes do tempo satisfeitas pelos val-

ores esperados, vamos escrever a Equacdo Master(3.2) numa forma mais compacta proposta

por Glauber (equagdo 28, ref. 1).

d i ! !
P (i ey on,t) = = Zm: Tm ; ot (ol VP(a1, .00y ey Oy 1) (3.19)

Se multiplicarmos ambos os lados desta relagao por o; e somarmos sobre

todos os valores da varidvel o obteremos:

; .,
E{(Ii(t) = -2 {2} ow(0;)P(01,...,0n,1)

= —2 < o;(t)w(oi(t)) > . (2.20)

Substituindo a equagdo (3.16) na equagao (3.20) teremos
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A B ,
< oi(t) >= —2201{ [1 - Ui(_2‘(0i—1 +0oiv1) + E(Ui_z +0i42)+
{o}

D

C
5 0i=10i41(0i-2 + 0i42) + 5 0i20i42(0i-1 + 0i+1))} }P(UL :On, 1),

1 ' .
= < oi(t) >= -2 Z{ [1 -~ Uz P(Uz‘—l + Oit1 + T2 + Oiqp2 + 0i_10;_20,42
{z}

1
+ 0i410i—20i42 + 0i—10i410i—2 + 0i—10i+10i+2) — g7(~—01—1 — Oi41 + 0i—2

+ 0i42 +0i-10i410i—2 + 04—10i410i42 — Oj410;—-20442 — Ui—10i+10i—2)

1 1
+ 15(01'—2 + Oi42 — 0i_10i410i—2 — Ui—10i+10'i+2>z77(0i—1 + 0it1
— 0i_10;—20i42 — 0'i+10i—20i+2))] }P(Ula ey Oy t). (2.21)
Podemos agora escrever a equagdo (2.21) de uma forma mais compacta

1 A B
—_<Uz> <0i>+-<0i-1+0it+1 >+ < 0i—2 +0i42 >

w dt 2 2
C D
+-2— < 0','_20','+2(0','_1 + 0','+1) > +—2— < 0i—10i+1(0'i—2 + O'i+2) > . (322)

Agora se multiplicarmos ambos os lados da equacéo (3.18) por o;ok(com j #

k) e somarmos sobre todas as variaveis de spins teremos

r,, =2 ojok (w(o;) +w(0k)) P(01, ..., Tn, 1)
{o}

= =2 < 0j(t)on(t) (w(o5 (1)) + w(on(®)) > (2.23)
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Substituindo a equagdo (3.16) na equagdo acima podemos calcular as cor-

relagdes entre primeiros e segundos vizinhos, obtendo

1d 1
;E < ojof >=—-2< ojop > +§(p+fy +2n)(< ok0j41 > + < 0j0k41 >)+

1
g(P + v+ 2n) (< okojm1 >+ < 0j0k-1)+

1 1
g(p+’)’+277)(< OkGj—1 > + < 0j0k—1 > +§(p—-’y+25)(< Ok0jt2 > + < Oj0k42 > +

1 1
g(p -5+ 2(5)(( OkOj—2 >+ < 002 >) + g(p -y — 25(< Ok0;—1054105—2 > +
1 v
< 0j0k-10k+10k—2 >) + g(p — 77— 20)(< 0k0;-104+10j4+2 > 4+ < 0jOk-10k410k42 >)

1 1
g(p+7 = 20)(< 0k0j—20420j11 > + < 0j0k—20k420k41 >) + 2(p+ 7 = 27)

(K Ok0j—20j420i41 > + < 0jOk—20k420k—1 >). (3.24)
A correlacdo entre primeiros vizinhos, pode ser obtida a partir da ex-

pressdo (3.23), fazendo j =t ek =i+1

1d D c
;E <0044 >= -2 < 0,041 > +§ < 0i-10i4+10i-1(0i—2 + Ti12) > +§ < 0i410i42

A B
oi—2(0i—1 + 0i41) > +5 < 0i41(0i=1 + 0ix1) > +-2— < oit1(0i—2 + Oiya) >

D C
t35 < 0i0:0i42(0i—1 + 0i43) > +5 < 0:i0i-10i4+3(0; + 0ig) > +

A B
3 < oi(0i(0i + 0ig2) > +§ < 0i(0i—1 + 0iys) >,

logo teremos
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1d

D
;a < 0i0441 >= —2< 0041 > +E < 0i_20;-1+20;_10,42 +0i420:43 > +

C

5 < 0;—20-10i410i42 + 0;-20i4+2 + 0;—10:4+3 + 0;0;,-10i420i43 > +

B
5 < 0i—10i4+1 + 0i0i42 > +A + 5 < Oim20i41 + 0i+10i42 + 0i-10; + 0;0:43 > . (3.25)

Calculamos as correlagdes de segundos vizinhos usando a equagao (3.24),

e fazendo j =1e k =1+ 2, logo

1d

D
L < 0i0ipy >= —2 < 0042 > +E < 0i420i-10i4+1(0i—2 + 0iy2) > +

C

A
5 < Oi+20i-20i+2(0i—1 + Tit1) > +5 < Oit2(0ic1 + 0i41) > +

B D
9 < 0iq2(0i—2 + 0iq2) > +E < 0i0i+1043(05 + 0i44) > +

A
5 < 0i0:0i44(0i41 + 0ig3) > +§ < 0i(0iy1 + 0i43 >
B .
t5 < 0i(0i + Tits) >,

que pode ser escrita da seguinte forma.

1d

D
;d_t < 0i0i42 >= —-2< 0,042 > +§ < 0;-20i410:{—10i42 + 0i—10i41 + 03410:43+

C
0i0;410i430 544 > +§' < 0;-20i+1 +0;—20i41 + Oi410;44 + 0i430;44 > +
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B .
3 < 0i—10it+2 + Oi410i42 + 0i0ip1 + 0i0i43 > +-2— < 0;—20542 + 0;0,44 > +B. (3.26)

No limite J» — 0 (modelo de Glauber)*, vemos que K, = 0, logo:
p = tanh(2K; + 2K5) = tanh(2K,),
v = tanh(2K; — 2K,) = tanh(2K}),
6 = tanh(2K,) = 0,

n = tanh(2Ky),

entao, neste caso temos

A = tanh(2K,),

B =0,
C =0,
D=0

Com isto o valor médio de um spin(equagéo (3.19) ) e a fungao correlagao

de dois spins (equagéo (3.22) ) podem ser escritos como

1d n
— =<0 >2=—<0; > += < 0i—1 + 0541 >,
wdt 2
1d n
Lt < 0i0it+1 > = =2 < 00441 > +3 < 24 0i-10i41 + 0i0i32 >,

que coincidem as equagdes propostas por Glauber (equacdes 30 e 31 ref. 1).
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CAPITULO IV

EQUACOES DA DINAMICA
COM APROXIMACAO DE PARES

Inicialmente vamos reescrever as equagbes para < ¢; >,< 0i0jy] > €

< 0;0;42 > dependentes do tempo.

1d A B
—— < 0;>=<0;>+57<0i-1+0it1 >+ <0i—2 + 042 >

wdt 2 2
C D
+5 < Oi—20it2(0ic1 + 0i1) > +3 < 0i—10i4+1(0i—2 + 0iy2) >, (4.1)
1d D
;a < 0;0i41 >=—2< 0041 > +§ < 0;-20;-1+20;_10i4+2 + 0i420i43 >

+ > < 072010410542 + ;204492 + 0;—10i43 + 0;0,_10;420;43 >

+ 5 < 0i—20i4+1 + 0341042 + 0i—10; + 0043 >

A
+ A4 E < 0i—1041 + 00442 >, (42)
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1d

;—c-l_i < 00549 >=—2< 0;0;42 > +-2— < 0;-10i42 + 0410542 + 0i0i41 + 030443 >

B
+ 5 < 0i—20i42 + 00,44 > +B

+ D) < 0;—20i410;-10i42 + 0;-10i41 + 041043 + 0i0;4+10i430 ;44 >

+ 5 < 0i-20i-1 + 0i—20i41 + Oit10ita + 0ig30i44 > . (4.3)

Analisando as equages acima observamos que elas envolvem trés tipos
diferentes de fungoes de correlagio de spin. Na primeira equagao temos valores médios de
spins isolados e de produtos de trés spins escolhidos entre os primeiros e segundos vizinhos
do spin central (equagdo (4.1)).. Na segunda equag@o temos o valor médio de um par de
spins primeiros vizinhos e de produtos de dois e quatro spins, escolhidos entre os primeiros
e segundos vizinhos do par central (equagéo (4.2)) e finalmente, na terceira equacéo temos
o valor medio de um par de spins segundos vizinhos e de produtos de dois e quatro spins;
escolhidos entre os primeiros e segundos vizinhos do par central (equagéo (4.3)).

Notamos ent@o que, no caso do modelo de Ising com interagdes entre
primeiro e segundos vizinhos, a equagao de evolug@o temporal do valor esperado do produto
de n varidveis ¢ tem em seu segundo membro valores esperados dos produtos de n e n + 2
variaveis 0. Este acoplamento, que desaparece no caso J; = 0, faz com 'que as equagoes
néo sejam soliveis pelas técnicas usadas por Glauber? no caso do modelo com interagées
entre primeiros vizinhos apenas.

Para estudarmos estas equagdes , vamos usar uma aproximagao em que

as probabilidades das configuragées de aglomerados de spins sdo escritas em termos das
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probabilidades de pares de spins ¢. Para isto vamos dividir a rede unidimensional em duas
subredes A e B alternadas (Fig.4). Procuramos solugdes em que o valor médio de of* é
igual a m; para qualquer spin pertencente a subrede A, o valor médio de aﬁl é igual
a mo para qualquer spin pertencente a subrede B, o valor médio da correlagdo de spins

aflafﬂ é igual a r; para qualquer par de spins pertencente a subrede A, o valor médio da

correlagdo de spins o’ oﬁ_z é igual a ro para qualquer par de spins pertencente a subrede

B, e finalmente, o valor médio da correlagao de dois spins 0;405_1 éigual a r3 para qualquer

par de spins primeiros vizinhos.

A B A
o] 0] (0]
a; Oi+1 0i42

Flg 4 Modelo subdividido em duas subredes A e B alternadas

Vamos chamar de Py(0;,0i41) , a probabilidade de uma configuragéo
do par de spins primeiros vizinhos, de Py(0;,0+2) a mesma probabilidade para um par
de spins segundos vizinhos e de P(o;) a probabilidade de uma configuragido de um spin

individual. Temos entao que:
A 1 A
Pa(of") = 5(1 +mof), (4.4)

onde P4(c#') é a probabilidade do spin o; na subrede A. Para os outros casos teremos

1
Pp(cf,) = 51+ mao?), (4.5)

1
Pi(of',081) = {(L+miof +maofiy +rs0fiolly), (4.6)
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1

P2,A(0'1Aa0512): Z(1+m1054+m10ﬁ+2+710540ﬁ-2)» (4.7)
1 .

Pz,B(azB, af,_z) = Z(l + mzalB + mgaﬂz + 7‘205305_2), (4.8)

Vamos agora calcular as probabilidades de pares para os diferentes tipos de
aglomerados nas equagoes (4.1-4).

A) Para um aglomerado do tipo

® [ ] e} [ ]

Oi—2 0Oi—1 Oi41

a probabilidade total é dada por P(6;-2,0i-1,0i+1) . Usando a aproximacao de pares
P(Ui—z-,ai—1,0i+1) ~ P(Uz‘—l)P(Uz‘H le'—l)P(Uz'—2 | Ui—1),

onde P(c; | 0i—1) é a probabilidade condicional de obtermos o; para 0;—; dado. Usando

a identidade

{

P(oj,0i-1) = P(0;—1)P(0j | 0i_1),

teremos:

P(Ui—laai—2)P(Ui—1an+1)
P(O’,‘_l)

P(Uz’—z,dz‘—l,diﬂ) ~

B) Se o aglomerado for do tipo

® (0] (0] e] ]

Oi—2 0O;—1 O3 0Oi41 O0Oit2

podemos escrever a probabilidade total como

P(oi—2,0i42) = Z P(oi—2,0i,0i12),

g
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a probabilidade de pares é dada por
P(0i—2,0i,0i42) ~ P(0;)P(0i—2 | 05)P(0iy2 | 0i),

com P(o; | 0;) sendo a probabilidade condicional de obtermos o; para o; dado. Usando a

identidade

P(oi,05) = P(0i)P(0;j | 04),

vemos que,

P(0oi—2,0;)P(0i12,0;)

P(0i—3,0:,0i42) ~ P(o7) :

onde concluimos

P(oi—2,0:)P(0it2,0:)
P(o;) '

P(oi_2,0i42) = Z

C) Agora para um aglomerado do tipo

@ (0] O ®

Ci—2 0i—-1 Oy 0441

podemos escrever a probabilidade total como

1 1
P(oi-2,0i11) = 5 > P(0i—2,0i,0i41) + 3 > P(0i_2,0i-1,0i41),

Ti—1
a aproximagao de pares para o primeiro termo do lado direito da equacdo acima é dado
por
P(oi-2,0i,0i11) ~ P(0i)P(0i—2 | 0i)P(0i11 | 04),
onde P(o; | 0;) é a probabilidade condicional de obtermos o; para o; dado. Usando a
identidade

P(oj,0:) = P(0:)P(0; | 0:),
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teremos
P(oi—2,0;)P(0it1,0:)
P(0i—2,0i,0i41) ~ :
P(o;)
Para o outro termo da equagao , seguindo os mesmos argumentos segue-se
que

P(Uz‘—270'i—1)P(0i+1,0i—1)
P(O’z‘_l) ’

P(oi—2,0i-1,0i41) ~

que resulta em

_ _ 1 P(oi—2,0i)P(oit1,0:) 1 P(oi-2,0i-1)P(0i41,0i-1)
P(Uz—2’01+1) Z P(O’z) + 5 Z P(O'i—l) .

2
o oio1
D)Para um aglomerado do tipo

L ® (0] [ ] [ ]

Oi—2 0Oi—1 O; Oi+1 042

a probabilidade total é dado por P(ci—2,0i_1,0i+1,0i+2) . Podemos escrever a apro-

ximagado de pares como

P(Ui—z,Ui—1,Uz‘+1,Ui+2) ~ P(Ui—1,0i+1)P(0i—2 I Uz‘—l)P(Uz‘+2 | Uz’+1),
usando,
P(Ui—Z | Ui—l) =P(0i—1)P(0i—2 | U:‘—1),
P(oit2 | 0it1) =P(0i41)P(0i42 | 0it1),

teremos

P(oi_1,0i41)P(0i—2,0i-1)P(0i+2,0i41)

P(Ui—z,ai—1,0i+1,0i+2) ~ P(a- 1)P(U‘+1)
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Em ambos os casos, se fizermos a aproximagdo P(c;o;) ~ P(0;)P(c;) obte-

mos resultados de campo médio’, em que as probabilidades de qualquer aglomerado de
! g

spins sao escritas como produtos das probabilidades individuais dos spins do aglomerado.

Para o modelo de Ising com interacdo somente entre primeiros vizinhos a aproximacao de

pares, leva a um estado estacionario equivalente ao estado de equilibrio termodinamico

obtido na aproximagcao de Bethe?.

Para melhor fixarmos a idéia vamos aplicar as expressdes acima num

produto de trés spins da equacdo (4.1)

B _B _A B B _A
L Oi_10i410i—3 >= E 0i 10410, P(0i10i410i-2),

oy

representado graficamente por

A B A B

® ® (0] [ ]

O;-2 01 Oi+1

escolhendo como spin central ;_; e usando aproximagéo de pares, vemos que:

P(JBNﬁlUAz) ~ P("ﬁﬂ’f}-l)P(aiBiqaf—z).
T P(cf,)

(4.9)

(4.10)

Substituindo a eq.(4.10) na eq.(4.9) e somando para todos os valores dos

spins, teremos
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B B A 5 P(+B+B)P(+B+A) _ P(_B+B)P(_B+A) B P(+B_B)P(_|_B+A)
S POz ZE TR E) P(-?) P(+F)

P(+P4P)P(+P-4) P(-P-P)P(-FP—4) P(+"-")P(+F-4)
- P(+%) - P(=%) P(+5)

P(_B+B)P(_B_A) . P(_B_B)P(~B+A)

TRER) PRy

usando as equagdes (4.4 — 8), segue-se que

(1-r) (1 1
<O'£10'£|_10';-4;2 >z2(1——nt)/2_) Z(l—ml—m2+T3)—Z(1+m1—m2—7'3)

+ (1—-r2) (1

1
(11— —r3)— =(1
21+ ma) 4( my + mg —r3) 4( —|—m1—|—m2+r3))
(1—2m2—|—r2)
2(1—m2)

1 ’ 1
<Z(1 +my —mg —r3) — 1(1 —my —ma +r3)>

(1 —|—2m2 -+ Tz)

1 1
(Z(1+m1 +m2—|—r3)—1(1—m1 +m2—r3)),

manipulando algebricamente a equagéo acima vemos que:

B A Tz(mzrs - m1) - mz(f‘s - mlmZ)
<ol ofi0fl, >x mZ 1 .
2

(4.11)

Agora aplicando este procedimento para os outros aglomerados das equagdes

concluimos que, na aproximagao de pares, podemos escrever
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1d
——my =—my + Amy + Bm; + Cmyr3
wdt
+D (Tz(mzf‘s - m1)2— m2(7“3 - mlmz)) ’ (4.12)
mj ~ 1
1d
——mgy = —mgy + Amy + Bmg 4 Cmars
wdt
+D <T1(mlr3 - mz); m1(7“3 - mlmz)) ’ (4'13)
my —1
_l_irl — o 4 D ory — (2m2(m2 — ry) — drymymay(m? —2-7'2) —2ri(mi(r, — 2) + 1))
pdt 2 (1 -m3)?
C momg + reT3 — m§r3 — M1MaTy momy + rirs — m%rg — MiMmMaTry
+ ~ 27'3 + 9 2 :
2 (1 —m3) (1 -mj3)
A maomj + reT3 — m§T3 — M1MaT2 mom, + rir3 — m%r;; — MimMmsqry
—<2
+2{’"3+ (T—mi) ¥ (T—m))

B (2m2+2r2 —4 2
+§{ my + 2r§ r1m1}+B,

(1 —m?2) (4.14)
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1d D (2m2(m? —ry) — drymima(m? —ry) = 2r2(m?2(ry — 2)+1))
——ryg=—2r9+ —<2r; — 5
w dt 2 (1 —m?)?

C momy +rir3 — m%rg — mymaTy  MaoMmy + rar3z — m%rg — mimary
+ 5 27"3 + 1 2 1 P
(1- ml) (1- mz)
A momy +rir3 — mirs —mimaery  mamy +rers — miry — mymary
+ 5 2T3 + 2 1 2
(1- m1) (1- m2)

+§{2m%+2r%—4r2m%}+B’

D) (4.15)

pdt 2 1 —m?2 1—m?

1d D maomy + r2Ts — M3Ts — mimarey  maomy + ri7r3 — MAry — mymar;
=2+ 2 {2 +
1

2 2

c m? + 12 —2rym? B (m2(m? —r1) = 2rymima(m? — ry) — r2(m3(r; — 2) 4+ 1))
1-m (1 —mi)?

2

N m3 + 12 — 2rom2 3 (m3(m3 —ry) — 2rsmyma(m3 — r3) — ri(m3(ry — 2) + 1))
1 —mj (1- m%)2

B momy + rar3 — m%T‘g — mi1mare momy + rirz — m%?‘g — M1MaTy
(1 —mi) : (1 —mi)

A : '
+ —2—(r1 +r2) + A. (4.16)
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Outra importante quantidade a se determinar é a funcdo correlagac de
pares. Para isto vamos levar em conta que quando o sistema atinge o equilibrio ter-
modinémico (t — 00) , a magnetizagdo espontanea numa cadeia linear é zero como pode

ser verificado nas equagdes (4.12 — 13). Logo, as equagdes (4.14 — 16) assumem a forma:

1
0=—2r; +D(ry +73) + 5(C + A)(2r; + (ro +11)r3) + Br? + B, (4.17)
1
0=~2ry +D(r; +73) + 5(C + A)(2r3 + (ro +71)r3) + Bri + B, (4.18)
C 1 |
0=—2r; + E(r% + 724+ 2r2) + §(B + D)(2r3 + (r2 +71)r3)

+ —=(r1+72)+ A | (4.19)

(TN

Observando as expressbes acima vemos que para encontrarmos os valores
das funcoes de correlagdo , devemos resolver um sistema de equagdes nao lineares onde as
incognitas sdo r1,r2,rs .Fazendo inicialmente (4.17) — (4.18) teremos:

—2r1 4+ 2ry + D(ry — 1) + Br? — Bri = 0,

—2')"1 — D'f‘l + B'I‘f = —27‘2 - D'I‘z + BT‘%,

ry =To,

reduzindo o nosso sistema a somente duas equagdes e duas incognitas
0= —2ry + D(ry +72) + C(r3 + rar3) + A(rs + ror3) + Bri + B, (4.20)
0= —27‘3 + vD(T‘3 + 7‘27‘3) + C(T% + T’g) + A'I‘z + B('I‘3 + 7‘27‘3) -+ A. (421)

Resolvendo numéricamente as equagdes acima podemos fazer uma com-

paragdo com a solugdo exata encontrada por Stephenson °, através dos graficosders z= T



(fig.5a e 5¢c) e g
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¢z T (fig. 5b e 5d) para diferentes regides de a com T = (kgT)™'. Ob-

servamos que os resultados encontrados pela aproximacgdo de pares sdo satisfatérios para

um método aproximado.

] ALPHA = 0.25

—— STEPHENSON
— — APROX.PARES

[AEEE USRNSSR E IR ER NS IR RS SN NN N T T

20.00

ALPHA = —-0.25
obl LS BRI |5|'b|0[ T Ty ;b.lolol LR AL L |’5r.'0|0[ L LA L L
(4)
3 ALPHA = 1.5
]
E N
3 — STEPHENSON
] — — APROX.PARES
E
3 ALPHA = -1.5
l'll'lm'l“TTllll| rrerrrrrrT T 1T T 11
.00 5.00 10.00 15.00 20.00
(C)

R,

R,

1.20
1 ALPHA = = 0.25
1.00 3
0.80 3
E \ —— STEPHENSON.
0.60 — — APROX PA
0.40 3
E
0.20 3
.oa:rlrllll‘l LR S N L B B L T 17111t Jrrrrrrrrit
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00
(B) T
1.20 -
E ALPHA = = 0.25
1.00 3
5
0.80 3
3 \ —— STEPHENSON.
0.60 3 — — APROX PA
0.40
0.20 3
]
0-00:||||||T|| R AR LI L L B BB TrT VT3 11 T 1 Lo R L L L LR
0.00 5.00 10.00 15.00 20.00
(B) T

Figuras 5 Os graficos acima correspondem aos resultados numéricos encontrados na solugdo
das equagdes (4.20-21) usando aproximaggo de pares comparados com os resultados exatos
encontrados por Stephenson para diferentes valores de a, onde r; € a correlagio entre spins
primeiros vizinhos, r, a correlagio entre spins segundos vizinhos e T' = K T/J,.
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Estamos interessados em saber como é o comportamento do expoente
critico dindmico para a # 0. Uma forma de analisarmos e resolvermos aproximadamente
o sistema de equagdes nao lineares é tratarmos as interagoes entre segundos vizinhos Js
como uma perturbagdo do sistema de Ising de primeiros vizinhos. Para isto, verificamos
inicialmente o comportamento das funcdes p,v,6en (equagdes (3.11-14)), fazendo uma
expansao em série de Taylor até primeira ordem na varidvel @ em torno do modelo com
interagdes de primeiros vizinhos apenas (a = 0), obtemos
p=tanh {2K;(1+ a)} ~ F + oG,
v =tanh {2K;(1 — o)} ~ F — oG,
6 =tanh(2K,a) ~ 2K a,
n =tanh(2K}),
onde
F =tanh(2K7),
G =2K;sech®(2K,;) = 2K, (1 — tanh?(2K;)) = 2K, (1 — F?).

Podemos agora reescrever as constantes A, B, C, D determinadas anterior-

mente de forma aproximada mantendo termos até primeira ordem em «

A =F,

B ~K;(2 - F})a,
C ~0,

D ~— K Fa.

Substituindo as constantes A,B,C,D no sistema de equagdes nao lineares

(equacdes 4.20-21), e fazendo uma expansio em série de Taylor até primeira ordem das
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correlagoes ry e r3 na varidvel a

T9 MT90 + T21Q,
r3 ~rgo + ra1q,

podemos concluir que:

0=—2ry + F(r30 +r20730) + [—27‘21 ~ K1 F%(rq0 + r20)+

F(rs1 + ra0r31 + raorar) + (K1(2 — F?))(ra0 + 1)] a, (4.22)
0=—2rg0 + F(reo + 1)+

[—27‘31 + (2K1(1 — F2)(rso + rsora0) + Fm] @ | (4.23)

Para ordem zero em « , isto é, somente com interacdes entre primeiros viz-

inhos podemos calcular o valor de rqg € 30 , pois o sistema de equacgdes acima se reduz

a
—2r90 + F(rso + r20730) = 0, (4.24)

—2r30 + F(ry0 +1) = 0. (4.25)
Resolvendo a equacgdo (4.25) para rq , segue-se que

2
rag = —%3—"- ~1. (4.26)

Substituindo em (4.24) obtemos
Friy —2r30+ F =0, (4.27)
donde concluimos que

1++v1—F?

T30 =
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Como o valor da correlagao r3g nao pode exceder a unidade, a raiz fisicamente

correta é dada por

1-VI=-F?
F b

T30 =

r3o = tanh K. (428)
Substituindo a equagdo (4.28) em (4.26), obteremos o valor para rag
ro0 = (tanh K )2, (4.29)

que coincidem com os resultados exatos, que podem ser vistos, por exemplo, no artigo de
Stephenson’. |
Para primeira ordem em « , teremos
0 =—2ry — K1 F?(rog +r3) + F(ra1(1 4 r90) + r3ora1) + Ki(2 — F2)(r2y + 1)

0 = —2r3; + Fra1 + 2K1(1 — F?)r3o(1 + r209).

Basta substituirmos os resultados de rqg € 739, fazendo r39 = L 799 = L? , e

substituir no sistema de equagdes acima onde concluimos que

A'I‘zl A’f‘gl
€

T =R N

onde

A =4 —-2FL - F*(1 + L?)
Argy =2K, [—2F2L2 +(2 = F?)(1 + L*) + FL(1 - F2)(1 + L?)?
Ars; :K1{2L [2(1 — F2)(1 + L?) — FL(1 — F?)(1 + L?) - F*L]+

F(2— F?)(1+L%)}
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em T =0, teremos

logo, r90 =730 =1, ro1 =0, 733 =0, como esperado.

Vamos admitir que o nosso sistema esta inicialmente fora do equilibrio
e quando ¢t — oo ele alcancga o estado de equilibrio. Estamos interessados em saber como
esse sistema decai para o equilibrio. Podemos entdo definir o tempo de relaxagio (7) deste
‘fenomeéno como o tempo caracteristico que descreve o decaimento do sistema para o estado
de equilibrio. Nos sabemos que o tempo de relaxagdo diverge quando o sistema se aproxima,

do ponto critico (T, = 0)7. A forma de escala® para o tempo de relaxacio é

T E7p, (4.30)

onde ¥ é uma constante, z o expoente critico dindmico e £ o comprimento de correlacao .
Escrevendo novamente as equagoes dependentes do tempo para as mag-
netizagdes (4.12-13), e fazendo uma apfoximagéo linear nos desvios de my zery 2 3 do seu
valor estacionario, valida para tempos suficientemente grandes, definimos
my 2 =mq 2(t),

T1,2,3 =713 — Ar123(t),

obtendo as equagdes : |

1dm
o dtl =—my + Amg + Bmy + Crymy — Drirymy + Drimy + Drims, (4.31)

1 dm2
o dt

= —mg + Amy + Bmy + Crymy — Drirymy + Drime + Drimy, (4.32)
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onde A, B, C e D sdo constantes ja definidas anteriormente e r},r; erj sao as correlacgoes
no estado estaciondrio. As equacgoes acima admitem solugoes do tipo:

—t

my; = Ale_Tt e mo = AgeT, (4.33)

onde A; e A, sao constantes arbitrarias diferentes de zero e 7 o tempo de relaxacao . As

derivadas de m; e my em func¢édo de t sdo dadas por:

dm; Ay = dmy Ay - (4 34)

=——eT e ——=-——c¢€r".

dt T dt T

Substituindo as equacdes (4.45) e (4.46) em (4.43) e (4.44) , teremos:

—]_ A —t —t —t -t —-t
— ¥ =—AreT +AzAeT + A BeT + A,CrzeT
woT
~ A2 Drarse™7 + Ay Drye™ 7 + Ay Drae™ 7,
—1 A -t —t -t —t —t
— 26T =~ ApeT + A1AeT + 4yBeT + ApCrieT
# .

— A1D7"27‘36—% + A2D7'36—% + AlDrge"%,

segue-se que:

0=(w+ B+ Cry+ Dry —1)A; + (A — Dryrz + Dr3)A,,

0 =(A - DT27‘3 + DT‘3)A1 + (w + B -+ CT‘3 + DT'2 - 1)A2

1 _
onde oy =W

O determinante caracteristico do sistema acima é dado por
w+B+Cr3+Dry —1= :l:(A — Drars +Dr3),
fazendo uma expansao em série de Taylor até primeira ordem em « da fungao w,

w = wp + awy, (4.35)
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teremos, para ordem zero em « y
wg —sz-}-l—Fz =0,

donde concluimos que

wo =14 F?,

como o tempo de relaxacao diyerge em T =0 , a solugédo fisicamente correta é dada por
wo=1—F2,

em T — 0, F = tanh(2K;) ~ 1 — 2z*, logo

wo ~ 2%, (4.36)

onde z = e~ K1,

Para ordem um em «, teremos
wy = K (=24 F*(1+L* - L* + L),
analisando o comportamento assintético vemos que
L =tanh(K;) ~ 1 — 2z% + 22*,

logo,

wy ~ —16K;z*. (4.37)

Substituindo as equagdes (4.36) e (4.37) em (4.35) , teremos

w =~ z*(2 - 16K, 0).
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O tempo de relaxagéo (1) € dado por

—4
ur = ‘fz—(1 +8K;a). (4.38)

usando a relagdo (4.30) podemos agora calcular o expoente critico dindmico
onde ¢ é dado pela equagao (2.29) fazendo uma expansao até primeira ordem da varidvel

o
TR Y,

onde z = zp + 71 &, logo

4
920,270 (1 + (2, In 2 + (220 + 21) K1 )a) = %(1 +8Kya),

analisando o comportamento para T — 0e K; — oo , em ordem 0 de «, vemos que

220 _ 4
Wy o =Wy,

20 =2.

Em primeira ordem de «
a(4+ =) Ky =8K,a

Z1 =4,
Podemos entao concluir que
z=2+4+40,

de forma que notamos que, na aproximacao de pares, o expoente critico dindmico z depende

da varidvel a.
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Podemos observar que existe uma simetria no modelo, pois se trocarmos
Ji por —J; e mantendo J, idéntico (a < 0) vemos que p — v,y = —p,8 — 6,1 — —n.
Logo as constantes A e C tornam-se A — —A,C — —C, enquanto que B e D permanecem

as mesmas. As equagdes (4.12-16) permanecem invariantes sob as transformacoes
mp — my
mo — —My
rn —nr
Ty — Ty

rs — —T3

evidenciando a simetria ferro-antiferro das solu¢des . Assim o expoente critico dinamico,
para @ > 0 e « < 0 é dado por

z=24+4|a|
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CAPITULO V

CONCLUSAO

Apresentamos abaixo os principais resultados obtidos ao longo deste

trabalho e discutimos algumas perpectivas de estudos futuros.

Consideramos o modelo de polimeros auto- e mutuamente excludentes
formados por N mondémeros numa rede unidimensional de largura dois, analisamos o caso
de polimeros dirigidos, € mostramos que ele pode ser descrito por um hamiltoniano de
Ising com interagdes entre primeiros e segundos vizinhos. Mostramos também que o com-

primento de correlagdo ¢ diverge para T = 0 como era esperado.

Nos capitulos III e IV, construimos um conjunto de equagdes (4.1-3) para
o modelo dinamico. Usando uma aproximacdo em que as probabilidades dos aglomera-
dos de spins sao escritas como aproximagao de pares, obtemos equagdes auto-consistentes
e no limite J; = 0, elas sdo idénticas as equagdes propostas por Glauber para o mo-
delo com interac¢des entre primeiros vizinhos apenas. Resolvemos numéricamente o con-
junto de equagdes (4.1-3) para o estado estacionario, levando em conta que no equilibrio
termodinamico a magnetiza¢do espontanea é nula, e mostramos que a aproximacao de
pares nos da resultados satisfatérios comparados com os resultados exatos obtidos por

Stephenson®(figuras 5a,5b,5¢ e 5d).
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Fazendo uma expansao na variavel a (que é a razdo das interacoes entre
segundo e primeiros vizinhos) até primeira ordem em torno de o = 0, concluimos que na
aproximacao de pares o expoente critico dinamico z depende dessa razdo, mostrando que
o expoente critico é nao universal.

Para trabalhos futuros podemos analisar a regido com competi¢do onde
a determinacao do estado fundamental nio é trivial. Outra possibilidade de estudo é
para polimeros em redes com larguras superiores que 2, onde o mapeamento com modelos
magnéticos é possivel e se espera que a unica alteragdo que ocorra é na dimensinalidade
do spins. Podem ser feitas, também, comparag¢des com solugbes numeéricas das equagdes

de evolugao temporal e o calculo do expoente critico dindmico para « finito.
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