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RESUMO

A validade da utilizagdo do método variacional via estados coerentes q-deformados €
aqui testada, no contexto das algebras quanticas, para dois diferentes tipos de modelos,
o de .Lipkin e o de Moszkowski. O comportamento da transi¢ao de fase sob o efeito da -
deformacao é também observado nos dois modelos acima.

H3 vérias maneiras diferentes de se deformar quanticamente um sistema. Nessa dis-

sertacao duas dessas maneiras sdo estudadas em detalhe, e suas diferengas sdo apontadas.
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ABSTRACT

The validity of the variational method, via q-deformed coherent states, is tested in
the quantum algebra context for the Lipkin and the Moszkowski models. The effects of
q-deformation on the phase transition, which occurs in the above mentioned models are
investigated.

There are various ways of quantum deforming a system. In this dissertion two of them

are studied in detail and their differences are outlined.
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INTRODUCAO

O estudo das algebras quanticas vem atraindo, ultimamente, a aten¢do de muitos fisi-
cos e mateméaticos(V:(2):(3) e aplicacdes deséas algebras na solugdo de sistemas fisicos tém
sido investigadas em varias areas da fisica. Apés a introdugao do oscilador harménico g-
deformado(®) surgiram aplica¢des em outras reas, como, por exemplo, em fisica nuclear(*),
molecular® e ética quantica®. Um exemplo onde se pode ver a vantagem da utilizagdo
de uma algebra quantica, ao invés da algebra de Lie usual, é melhor discutida no fim desta
segao.

A primeira etapa deste trabalho, desenvolvida no Cap.Il, consiste no entendimento
do modelo de Lipkin(®, que satisfaz uma élgebra de Lie do tipo su(2). Logo a seguir,
estuda-se o modelo de Lipkiﬁ quando o sistema por ele descrito passa a obedecer a algebra
quantica suy(2). Nesse segundo caso, o modelo de Lipkin g-deformado é estudado por

meio de solu¢des exatas!”) e também variacionais(®).

No Cap.III é feita a exposi¢ao da segunda etapa do trabalho, que consiste em repetir
no modelo de Moszkowski(®) os mesmos passos utilizados no estudo do modelo de Lipkin.
O modelo de Moszkowski é mais complexo e, portanto, mais rico em interpretagoes fisicas
e a algebra que ele satisfaz é do tipo su(2) ® su(2). Alguns estudos sobre o modelo de
Moszkowski q-deformado ja foram desenvolvidos(!9), mas nenhum deles envolveu a solugio

por meio de um método variacional e sua comparagao com a solug¢ao exata.

H4 mais de uma forma de se introduzir deformagdes em sistemas fisicos. Na parte final

deste trabalho, o Cap.IV, é apresentada uma outra deformacio, dentre as varias formas
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possiveis. O comportamento do sistema é, assim, analisado também sob essa nova forma
de deformagao .
Discutiremos a seguir, alguns tépicos que julgamos relevantes e que serdo utilizados

no desenvolvimento deste trabalho.

2. O Principio Variacional

A existéncia de sistemas e modelos muito complexos, onde a solugao exata é impossivel
ou mesmo muito dificil, fez com que fossem desenvolvidos métodos aproximados de calculos,
dentre eles o método variacional. Quando um sistema é descrito no contexto das algebras
quanticas, muitas vezes a dificuldade de realizarmos cédlculos exatos cresce. Por isso ha a
necessidade de que seja testada a validade da utilizagao do método variacional no estudo
desses sistemas. |

Uma das aplicagdes do método variacional é o calculo de autovalores(!)). Neste caso,

tem-se que a equagao de autovalores de Schrodinger
H|9$)=E| ¥) (1.1)

é equivalente a equagao variacional

SE[¥] =0, (1.2)
onde
_(P|H|Y)

A aproximagao do método é decorrente do fato de | ¥ ) ser geralmente um conjunto de

fungdes tentativas. Dessa forma, quanto mais proximas as autofungoes exatas estiverem
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das fung¢des tentativas, menor serda o erro. QOutro fato importante é que para qualquer

funcdo de onda | ¥ ), pode-se mostrar que
E[¥] > E, (1.4)

isto é, qualquer que seja a func¢ao tentativa, a energia calculada do estado fundamental,
sempre serd maior ou igual ao valor exato do estado fundamental e correspondera a um
extremo. A igualdade na eq.(1.4) dar-se-4 somente se uma das fun¢des tentativas | ¥ )
for proporcional a autofungéo do estado fundamental | ¥4 }. O método variacional pode
ser usado para calcular, também, as energias dos estados excitados. Depois de encontrado
o estado fundamental, podemos fazer o calculo do primeiro estado excitado. Para isso
deve-se pegar um conj\unto de fungdes tentativas que seja perpendicular a | ¥q ) e com a
condicao de que ( ¥, | ¥4y )} = 0. Para o segundo estado, deve-se encontrar outro conjunto

que seja perpendicular a | ¥; )} e | ¥4 ), com as seguintes condigoes :
(‘I’z“l’x)=0; 6(‘Ilgf‘1’o>:0.

Deve-se ter em mente que partimos de um estado fundamental aproximado e os outros
estados calculados carregarao essa aproximag¢ao . Além do que, em geral, a dificuldade
cresce rapidamente para estados mais excitados. Dentro do aqui exposto, vemos que o
método variacional é uma boa alternativa para a determinagao do estado fundamental do
‘sistema, mas, para termos uma boa precisao nos resultados, precisaremos encontrar um

adequado conjunto de fungdes tentativas.



3. Estados Coerentes

Como fungées tenfativas usaremos em nosso frabalho, os estados coerentes(!?). Entre
suas propriedades, podemos citar que eles néo séo ortogonais entre si, e formam um con-
junto super completo de estados, i e, uma base maior que a necessaria para se trabalhar.
Foram usados inicialmente por Schrodinger na descri¢ao do limite semiclassico do ros>cilador
harménico, na mecanica quantica(*®. No entani;o, suas propriedades foram formalizadas
por Schwinger e foi Glauber quem introduziu o conceito de estados coerentes para o campo
eletromagnético. Uma aplicacdo em que ele se mostra muito util é no estudo de transigoes
de fase, pois o pardmetro de ordem pode ser facilmente identificado.

Esses estados sao caracterizados por um numero complexo z. Para o Grupo SU(2), que

é de nosso interesse, os estados, na Algebra de Lie, sio definidos da seguinte maneira(!?):
| z)=e 5 —5) (1.5)

onde

" =) (Z)! (1.6)

Pelo fato dos estados coerentes serem formados por uma combinagdo de estados a-
cessiveis ao sistema, como visto acima, ele é util nas descrigdes de fenomenos relativos a

coletividade das particulas.



4. Algebras Quanticas

As algebras quanticas sdo generaliza¢oes das dlgebras de Lie usuais, onde é introduzido
um novo parametro ¢ e que possuem a propriedade de que no limite ¢ — 1 elas voltam a
ter o comportamento usual.

Como exemplo, veremos como fica a algebra de Heisenberg—Wgyl unidimensional,
quando é introduzido o novo parametro. Inicialmente, os geradores obedecem as relagoes

de comutagiao bem conhecidas:
[I,a'l=[I,a] =0, [a,a']=1T. (1.7)

Temos também o operador do ntimero de bésons, definido por N = ala, que satisfaz as
relagoes

[N,a]=a', [N,a]=-a. (1.8.)

Para a generalizagdo da algebra, temos que definir o g-comutador

[4,B), = AB - ¢BA, (1.9)
e também,
q¢c —q~*
z| = , 1.10
o= L5 | (1.10)

Note que o parametro ¢ ndo é um parametro livre, mas esta relacionado com a definigdo

acima. Fazendo ¢ = €'7, encontramos que

2] = =0T (1.11)

seny




A 3lgebra de Heisenberg-Weyl q-deformada é definida entao da seguinte forma:

[a,all, = aa' — gala =g~V
S (1.12)
ala = —7-=[N]
q9—4q

onde ¢ é chamado de parametro de deformagao da algebra.

A partir das defini¢oes acima é facil chegarmos as seguintes relagoes :
[Na at} = at ’ [Na a] =-—-a, (113)

[N,ata] = [N, aa'l =0, aa’ =[N +1] ‘ (1.14)

dentre outras.

A atuagdo dos operadores nos autovetores é dada por:

atln)=vr+1]| n+1)
al n)=+v[n}]| n-1) (1.15)

Nln)=n|n).

Com essas definigoes, podemos, por exemplo, encontrar o espectro de energia do os-
cilador harménico q-dcformado. O trabalho dc Bonatsos(®), mostra quc obtcmos resultados
tedricos mais proximos dos experimentais com o uso das algebras quanticas, do que quando
sao usadas as algebras de Lie usuais. Isso acontece porque o espagamento entre os niveis

de energia sdao modificados naturalmente no calculo deformado.



CAPITULO II

MODELO DE LIPKIN

1. O Modelo

O modelo de Lipkin-Meshkov-Glick(®) consiste de N-férmions, que se distribuem em
dois niveis N-vezes degenerados, separados por uma energia €. Os estados sdo descritos
pelos ntimeros quanticos ¢ = %1, onde +1 indica o nivel de cima e -1 o de baixo, e p, que

especifica a degenerescéncia. Uma representagao do modelo pode ser vista abaixo.

T
€
!
XN N—H—N— O = —1

Definindo a;a (apo) como os operadores de criagao (aniquilagado) para uma particula

do estado p no nivel o, temos a Hamiltoniana do sistema dada por:

1 1
H = 56 Z aa;,a,,, + EV Z a;,a;,aap:_,ap_, , (2.1)
po pr'o

onde V ¢ a intensidade de interagao entre as particulas do sistema.

Partindo das seguintes defini¢des de operadores de quase-spin:

1
Jy = Za;Ha,_l , Jo = Za;_laPH , Jy = 3 Zaa;aa,, (2.2)
P 3 po



e observando as relag¢des de comutagao
Ui, J) =20, [Ty Jal = 474, (2.3)

vemos que esses operadores satisfazem a algebra de Lie su(2), e portanto, podemos rees-

2

O operador J, d4 a metade da diferenga do niimero de particulas entre os dois niveis.

Dessa forma o valor maximo que J, pode assumir é —%N .

2. Solucao Exata

O ntmero de estados acessiveis desse sistema de dois niveis N-vezes degenerados é
igual a 2. Devido ao fato da Hamiltoniana comutar com o operador J? ela pode ser
representada por submatrizes de dimensdo 2j+1 ou N+1, que é a dimensao da base de
autovetores de J2.

Os elementos de matriz dos operadores de quase-spin na base | jm ) sdo dados por:

(2.5)

Je| jm)=v(GFm)iEtm+1)| jm=1).
Os elementos de matriz da Hamiltoniana, nessa mesma base, sao :

Hym = (jm' | H|jm) . (2.6)
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Os valores das energias dos estados, sdao facilmente encontrados através da diagonal-
izacao da matriz que representa a Hamiltoniana do modelo. Esses valores vao depender

do nimero de particulas N e da interacao V e serao simétricos em torno da energia 0.

3. O Modelo q-Deformado("-®)

Uma deformagao pode ser introduzida no modelo se considerarmos agora as seguintes

relagdes de comutagio da algebra de quase-spin deformada suy(2) ®:
[J4,J-]1=12J.), [J.,Ji]=xJg, (2.7)

onde [z] estd definido na eq. (1.10).

Os elementos de matriz dessa algebra na base | jm ) sdo dados por:

J:| gm)=m}| jm}),
(2.8)

Jr| jmy=y/[Fmlitm+1]| jm£1).

Quando ¢ — 1 vemos que as egs. (2.3) e (2.5) sdo recuperadas.
O célculo exato da energia do estado fundamental com deformacéo é, também, facil-

mente realizado de forma anéloga ao calculo sem deformagao .
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4. Solucao Variacional

O método variacional é usado aqui para o célculo do estado fundamental do modelo
de Lipkin, no contexto da dlgebra quantica su4(2). Para isso, necessitamos dos operadores

de pseudo-spin no espago de Bargmann!%) que séo :

(1 19)=Ga-iNz19) @9
(2170 19) = (~a752D, + 2ileLy-1) = %) (210)
(217-1%)=Du(2]9) (211)

onde | ¥ } é um estado arbitrario,

flgz) — f(g7'2)
(g—q7 1)z

D.f(z) = (2.12)

é a g-derivada e

Lo f(2) = f(g72). (2.13)

A energia do estado fundamental é encontrada a partir da resolugdo da seguinte ex-

pressao :

1x (21 72+72]2)
2N (z1%) ) (2:14)

Ey _ min ((le/e[z))_ min ((z|J,|z)+

e z€C (z]z) T zeC\ (z]z)

onde

(2.15)



11

Os estados coerentes q-deformados sio definidos por(14):
| z)=e*1i-37) (2.16)
onde

n=0 [n

i x— (2.17)

com [n]! = [n][n — 1]...[2][1].
Assim:

tz>=2%§|j—j>, (2.18)

n=0

que apés simples manipulagoes algébricas, realizadas com a ajuda da eq. (2.8), torna-se:

J

=3 2] | m) (2.19)

onde o coeficiente q-binomial é definido como:

[:z] - [7—“[’31‘]]'7[%? ' (2.20)

Pode-se agora calcular o médulo quadratico de | z ):

(12)= 3 ) S [E L] e i)

: gLifm}(zaﬂm. -
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Usando-se a defini¢do de g-binomial

[a(+)b)" = 2": [Z] a*onF (2.22)

=0
a norma do estado coerente fica igual a:
o 2j-1
(z]z)=[1(+)22]" = H (14 g22+1z3)y. (2.23)
k=0 . '

A partir das eqs. (2.9), (2.10), (2.11) e (2.23) e usando a seguinte propriedade da

q-derivada
Dy[a(+)by]™ = b[n}[a(+)by]* ", (2.24)

podemos reescrever a eq. (2.14). Iniciamos com:

(z|Jz|z):Z;%(Z|z)__.
(z]z) (z]z) 7

8 1724~1 2k—2j -
25 il (14 g% 727122)

2 (L )

J

- 251 —23 2j— —23 —
ZZZIJ;O q2l 2j+1 H:%21(1+q2k 2]+lzz)

(1 + g2t zz)

—J

©o2j-1 —9itl
J g2+ 3

= —= — —J
= (1+q2l 2]+lzz)

e chegamos a seguinte expressao

(z|J:]2) : 2z )
(z]z) - ; (q?1-20-1 4 23) -] (2.25)
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Como ja foi dito antes z € C entdo, por conveniéncia de calculo, podemos parame-

triza-lo da seguinte maneira:
z = tan 2¢'®, onde 6 € [0,7] e ¢ € [0,27] . (2.26)

Lembrando que j = % a eq. (2.25) torna-se:

(z]2) & (qN—2£—1 + tan? (g))

(z]J.]2) "= tan(§) = N
2

" N-1

= sen? (9)

1 N
-5 (227)

% (cos® (£) gV =21 + sent (3))
Vamos calcular agora a atuacio do operador JZ :

(21J21z) _D,D,[1(+)2z]"
(z]=2 ) 1(+) 2z|?I

£2(24][27 — 1[1(+) 22~
() =2

22(25][25 — T (1 + g2+ —2+323)
[TE5 (1 + g?4-2%122)

_2225)(25 — 1(1 4+ ¢~ P F322)(1 + g2 H522) L (1 4¢P 22)(1 + ¢ 3 22)
= (]_ + q_2j+1z§)(1 + q—2j+3z§)_“ (1 + q2j—522)(1 + q2f—3zf)(1 n q2j_1 22) .

Vemos que varios termos se cancelam, restando apenas o primeiro e ultimo termo do

divisor. A expressao fica entdo :

(217212) __ 2PilRi-1
(z12)  (+qo+iza)(1 4 g0 127)

(2.28)
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Para o cdlculo de ( z | J2 | z ), basta lembrar que:

(21T l2z)=Wz]J-|2)).

Dessa forma

(z|J31=) _ 2*[24](25 — 1)
(712)  ~ A+ ¢ )1t 0 125) (2:29)
Parametrizando e somando as egs. (2.28) e (2.29), obtemos:
(z]J3+J21z) _ tan®(§)(e?? + e ?)N]IN — 1]
(z]2) (1+q“N+1 tan? (-g—)) (1+qN_I tan? (g))
_ sen? cos 2¢ [N][N — 1] (2.30)
2(cos2 (£) + g~N+1sen? (%)) (cos2 (2) + ¢V -1sen? (-g—))
A equagdo (2.14) fica entdo reescrita nessa nova forma:
E, nmun N x .
=64 (sen2 (2) Bn(6) — 5 + Zsen20 cos2¢ CN(G)) (2.31)
onde
N-1 1
Bn(8) = (2.32)
Z (o Bavre 0o 1)
e
Cn(0) = V-1 : (2.33)
(cos? ($) +q~¥+15en? (§) ) (cos? () + gV ~1sen? (4))

O minimo da eq. (2.31) em funcdo de ¢ é facilmente encontrado, pois sabemos que

um valor é minimo se:

9(%)
99

= — %sen20 sen2¢ Cn(0) =0
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5 (E&)
_5¢_2€_. = — xsen’8 cos 2¢ Cn(6) >0

o que implica que

T

sen2¢ =0 ,1.e., ¢ = 5

Para a variavel § o minimo € calculado numericamente. 7 -

5. Resultados

As figuras 1 e 2 a seguir mostram os resultados exatos e variacionais do estado funda-
mental do modelo de Lipkin para N=40e N=100e ¢ = 1.0, 1.1, 1.2 em func¢ao da variagao
de x.

Podemos observar que o método variacional com o uso dos estados coerentes, é mais
preciso quando se aumenta o nimero de particulas do sistema e perde precisao quando se
aumenta a deformagao.

O modelo de Lipkin su(2) exibe uma transi¢do de fase relacionada com a passagem
de um estado cuja energia potencial possui apenas um minimo para um outro estado cujo
potencial apresenta dois minimos(??). Esses dois estados costumam ser identificados com
estados vibracionais e rotacionais de um nicleo. Vemos que com o aumento da deformagao

essa transigao de fase vai sendo gradativamente suprimida. Isso serd melhor discutido no

Cap. IIL
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Fig. 1. Modelo de Lipkin para N=40. As linhas cheias
dao os valores obtidos a partir do calculo exato e

as tracejadas, os valores obtidos no calculo variacional.
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Fig. 2. Modelo de Lipkin para N=100. As linhas cheias
dao os valores obtidos a partir do calculo exato e

as tracejadas, os valores obtidos no calculo variacional.
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CAPITULO III

MODELO DE MOSZKOWSKI

1. O Modelo, sua Versao Deformada e a Solugao Exata

O modelo de Moszkowski(®) representa um sistema de dois tipos de particulas dis-
tribuidas em dois niveis N-vezes degenerados, ou seja, N, particulas do tipo a distribuidas

em dois niveis e Ny particulas do tipo b distribuidas em outros dois niveis, como mostrado

abaixo.

X,

3¢

Y. S O 0'=+1
T T
€ €
! !
>3 3N 3 N o— Uz—l
N, Ny

A Hamiltoniana do modelo pode ser escrita, em termos dos operadores da algebra
su(2) ® su(2), como:

H=¢(J.(a) - 1.5) +V (2 + 72) (3.1)

onde € é a diferenga de energia entre os niveis e V é a intensidade de interagao entre as

particulas e

Ti=J@)+ Ji(d), =) J} i=zy,z. (3.2)
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Definindo os operadores de pseudo-spin como:
Ji(a) = J(a) £ iJy(a) (3.3)

onde
1
Je(@) = al ap1, J(a) =) a} _jap41, Ji(a) =3 Y oal s (34)
p 14 po

e que obedecem as seguintes relagdes de comutacao

[J+(@), J-(B)] = 2J(a)bap ,  [J:(a), Jx(B)] = £Tx(@)bap (3.5)

onde a, 3 = a ou b, podemos reescrever a Hamiltoniana em termos destes operadores:

H = ¢(J.(a) - J(8)) + %V(J+(a)J_(a) + J_(a)T4(a)+
(3.6)
T+ (B)T—(b) + J_(b)J4(b) + 2J4(a)J_(b) + 2J+(b)J_(a)).

Uma deformagio quanticall®) pode ser introduzida se considerarmos que os operadores

J+(a), J_(a) e J.(a) satisfazem as seguintes relagbes de comutagdo

[J+(a), J-(B)] = [2J(a)lbap , [J:(a), J£(B)] = £Js(a)bap - (3.7)

Obtemos assim uma Hamiltoniana que obedece a dlgebra su,(2) ® suy(2). Quando ¢ — 1
retornamos a Hamiltoniana que satisfaz é, algebra su(2) ® su(2) usual.

A solugdo exata é encontrada pela diagonalizagdo da Hamiltoniana do modelo, dada
na eq. (3.6). Seus elementos de matriz sao calculados na base | j,mq ) | joms ) us?mdo

as relagdes dadas na eq. (2.8). Eles sdo representados da seguinte forma:
Hm.’m.mb’mb = ( ja'ma' | (jblmb' ! H ljbmb ) | JaMa ) . (38)

Do mesmo modo que no modelo de Lipkin, o valor mdximo de j, é %ﬂ ede jp é %‘l



2. Solugao Variacional

O anilogo deformado dos estados coerentes da algebra su(2) @ su(2) é
| 2)=| 2)®1 2 ) =| zazp ) =€+ D2+ | o) | js—3s)

onde a g-exponencial é dada pela eq. (2.17)

Normalizando o estado coerente | z) obtemos

(zlz)=(2 |z} 2|2 )
onde ( 24 | 2o ) aparece calculado na se¢éo 4 do Cap.II e é dado por:

2ja—1
(2al2a) = [U(+)zaZal® = J] (14 ¥ 2020)
k=0

com o g-binomial definido na eq. (2.22).

O estado de minima energia (Ey) pode ser obtido através da expressdo:

el (R

20

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Comegamos o calculo de {z|H/elz ) pelos operadores J,(a) e J.(b). A atuagdo doé opera-

(z[z)

dores, que formam a Hamiltoniana, no espago de Bargmann sao também dados na secédo 4

do Cap.Il. Em analogia com a expressao (2.25), obtemos:

(z1J:(e)l2) _ (212 )(2al|J:(a)]2a)
(z]z) (zp |2 )(zalza)
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2ja—~1

‘( 2 I Jz(a) l z ) — Z (q2ja 2a2q ja . (313)
k=0

(z]|z) “h-l 4 22,)

Para a equagao que da o valor esperado do operador J,(b) basta trocar a por b na expressio
acima.
Como no Cap.Il, por conveniéncia de cédlculo, parametrizamos z, e zp da seguinte

forma:
Za = tan(g)ei‘b 2 =mta~n(1)eiﬂ
2 ’ 2
onde 8,y € [0,7] e ¢, B €[0,2n].

Assim,

(1@ 12) _ yip) = e (8) 3 1 _ M
: k

(z]2) — (cosz (£) gNe—1-2k 4 sen? (g)) 2

(3.14)

Continuando os calculos, passamos ao préximo termo da Hamiltoniana. A partir de (2.10)

e (2.11), temos que

(2| J4(a)J—(a) | z) _ (=a7%°2:D;, +[2ja]2aLg-1)Ds, [1(+)2aZa]*

(z|z) - A [1(+)2aZa]?5e
_ =g 2252 2)a](2)0 — 11[1(+)za2a123i“2 al A EZEAUCOL T PP
[1(+)za2a]e
Partindo da defini¢do da eq. (3.11) observamos que:
i) [U+)zaZa]e = (L4 g7 2020 )(1 + ¢7 7 2aZa)[L(+) 20 Za] o (3.16)

e também

i) [U(F)2aZa] = (1 + ¢ 7 2,7 [1(+)q 7 24200 ! (3.17)
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e como 23, = N, € 25, = N, reescrevemos a eq. (3.15) da seguinte maneira:

(2| J4(a)J-(a)|z) _ [Na]zzaza _ g~ Ve [Nu][Na — 1]24%22
(z]2) = T4 izm)  (+a ot nn) A+ ing) O®
que apos ser parametrizada torna-se:
(z1Je(@T-(a)[2) _ oo _ [Na]’sen? (&)
(z]z) @) (cos2 (£) + gNe~—1sen? (g))
q—N" [Na][Na - I]Sin4(g) (3.19)

(e (8 + gmtsent (9) (cost (§) + 4 Met1sent ()

Para o célculo da parcela J_(a)J+(a) , usamos a relagdo da eq. (3.7) e assim temos

que:

(21 J-(@Js(@)|z) _(z]Je(a)](a)|2) (z|[2T(a)l]z) (3.20)

(z]z) - (z]2) (z]2)

Falta, portanto, calcular apenas a ultima parcela da equagdo acima. Através da eq. (2.9)

e (1.10), obtemos que:

uuwmnuy_qﬁw“%ﬁumm%—fW”M%Mﬂ%m%
(z12) ‘{ (41— g DEH)zaze }'(&m)

Fazemos uso aqui da seguinte propriedade:

¢**% f(2) = f(g*2) . (3.22)
onde

25
f(2) = Za,.z" K

n=0
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para calcular
(z120:(a)llz) 1 {q‘z"" [1(+)q* 20 Za |’ — ¢*= [1(+)q“2zafa]2"“}
(z[z2) (¢—q¢7") [1(4+)2a 20?7
g (APt aaz) o (LT 2 E)
~(g—q7Y) { (I + g Petizz,) 1 (14122, }
(z|2JAa)l[2) [Naj(za%22 — 1) |
(zlz) O F e Mz )1t inz) (3.23)

A equagdo acima, depois de parametrizada, fica da seguinte forma:

(2RI =) _ o
(z1z) 9=

Das eq. (3.19), (3.20) e (3.24), chegamos que:

(z|J-(a)J4(a) | 2)
(zz)

= B(6) — C(6) . (3.25)

Em todos os calculos anteriores, lembramos que substituindo a por b e/ou 8 por v
temos as equagOes para as particulas do tipo b.

Por fim, temos que calcular os termos ”cruzados”. Observando que:

(2] Je(a)J-(b) |2) _ (zald—(a)]2a ) (25| T-(b) |2 )
(z]z) (zalza (25|25 )

(2] J+(B)T-(a)2z) _ (2] J-(b) |25 ) (2a|J-(a)|2a)
(z|z) (zalza M2 |28) ’

(3.26)
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chegamos que a ultima parcela da Hamiltoniana tem a seguinte forma:

(2] Je(@J-(B)|2) (2] J+(B)IAa)]z) _
(z]z) (z]z)

 [NG)Ns)(zaZs + 252a)[1(4) 20 Za ) Vo2 [1(4) 2. 25) V0 |
- [1(+)225] Vo [1(+) 20 Za| Vo . (3.27)

As g-binomiais acima, nao podem ser simplificadas. Depois de feita a parametrizacao,

temos que
(L@ 1z) | (1 LOL@Iz) _pp .
(=17} (= 12)
onde
D6, ¢, 7, 8) = I co(s — ) send semy

1es? (cos® (8) + g~ Me*3sen? (9)) TIN5 (cos? (F) + g™ Mt2sent (7))

. (3.28)
i\’zao—l (cosz (8) + g2%—Ne+isen? (%)) i":bgl (c052 (Z) + g2+~ No+1sen? (%))

A eq. (3.12) fica, entdo , reescrita da seguinte forma:

Eq min

4
=0 6. 8 {A(o) — A7) + é;{23(9) +2B(v) — C(8) — C(v) +2D(8, ¢, v, ﬂ)}} ;

onde A(8), B(6), C(8), e D(8, ¢, v, B), sdo dadas nas eqgs. (3.14), (3.19), (3.24) e (3.28)
respectivamente.
Os calculos dos minimos, foram realizados considerando N, = Ny = N. Para a

variavel (¢ — ) o minimo é facilmente encontrado, pois:

——— =—-Ksin(¢~-8)=0 e W

5% - B =—~Kcos(¢p—f)>0
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entao cos(¢ — f) = —1, onde

K = m“—g—l&lsenﬂsen'y*

125" (co (8) + %~ sea () TIEG* (oo (3) + P4 ()
*

N1 (cosz (8) + g2k—Ne+1gen? (g_)) No=1 (cos2 (2) + g2+~ No+1sen? (:21)) '

Assim, basta minimizar uma equacao de duas variaveis, 8 e v , para encontrarmos os

estados de minima energia. Essa minimizagao foi feita numericamente.

3. Resultados

Através das figuras 3 e 4 a seguir, pode-se notar que os resultados obtidos com o
método variacional aproximam-se dos resultados exatos. Essa aproximag¢ao melhora com
o aumento do nimero de particulas.

Em analogia com o modelo de Lipkin, também o modelo de Moszkowski apresenta
uma transi¢ao de fase, de um modo vibracional para um rotacional.

Na figura 5 foram tragados os resultados numéricos do parametro de ordefri T -
calculados variacionalmente como funcio de x para N = N, = Ny =20eq=112. 0O
parametro de ordem m — 8 € simétrico e por isso nao o representaremos. Observamos, a
partir das figs. 3 e 4, que a transicdo de fase é suprimida gradativamente com o aumento
do valor do parametro de deformagao . Os resultados assemelham-se, em parte, aos obtidos

para o modelo de Lipkin deformado(®, que obedece uma algebra suy(2).
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Fig. 3. Modelo de Moszkowski para N=Na=Nb=20. As linhas
cheias ddo os valores obtidos a partir do calculo exato e

as tracejadas, os valores obtidos no calculo variacional.

26



Na=50 e Nb=50

_0.75_JIllllTTllIlll'TlllTlll)IIII_TTIIIIIIlll!‘l_fm}}llllllI
—~1.00 3 .
~1.25 7 B
—~—1.50 §
D s :
W -1.75 ]
~ . ]
S-2.00 -
=] ] .
] ]

—-2.25 B
~2.50 .
~2.75 - -
—3.00—‘ljlllllll[I|IT_TTIII|IFIIIIII|]lllIlTlli[Tl71|11l|
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

X

Fig. 4. Modelo de Moszkowski para N=Na=Nb=50. As linhas
cheias ddo os valores obtidos a partir do célculo exato e

as tracejadas, os valores obtidos no célculo variacional.

27



1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

TN N N UV O 0 0 U 0 O B M A R W A | {

28

T TT LI DAL L L L L e O O R B O U AR O | rrTivi

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

X

Fig. 5. O parametro de ordem 7 — 7 obtido no calculo variacional

como fung¢io de x, para N=Na=Nb=20 e ¢ =1, 1.2.
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'CAPITULO 1V

DEFORMACAO SIMETRICA

1. A Deformacao

A deformacao vista no Cap.IIl é a mais natural de ser feita e por isso mesmo vamos
chamé-la de deformagao simples ou trivial. Mas, além desta, existem varias outras formas
de se deformar quanticamente um sistema. Dentre elas, algumas deformacdes que conser-
vam um tipo de simetria que o sistema teria antes de ser deformado. Uma discussao dessa
propriedade e o desenvolvimento de uma deformagio que conserva esse tipo de simetria,
pode ser encontrada no trabalho de Floratos sobre osciladores harménicos(*®). J4 foram
desenvolvidos outros trabalhos, inclusive para férmions, usando-se a mesma receita dada
por Floratos. Podemos citar, as refs.(!1"):(18) onde a algebra su(2) é utilizada e a ref.(1%)
onde é utilizada a algebra su(2) ®su(2). A deformagao realizada a seguir é uma adaptacao
para o nosso modelo, do processo utilizado por Chen(!®),

A Hamiltoniana da eq.(3.1), pode ser separada em duas partes. Dessa forma témos

que

H = Hy, + H , , (4.1)

onde

Ho = e(J.(a) — J.(b)) (4.2)
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inclui apenas operadores de um corpo.

Hy possui uma simetria u(2j, + 1) @ u(2j,+ 1), pois J.(a) e J,(b) comutam com todos
os geradores da algebra u(2j, + 1) @ u(25, + 1).

No contexto das algebras quanticas, vemos que a Hamiltonia do modelo com a gq-
deformagao normal tem a sua simetria u(2j, + 1) ® u(2jp + 1) quebrada. Observamos
também' que essa simetria, ao contrario do que poderiamos supor, nao é transformada em
uma simetria uq(2js + 1) ® uq(2jp +1). A pergunta que nos vem, entéo, é se existe um
meio de manter esse tipo de simetria mesmo com a introdugdo da deformagio.

Sabemos que para férmions,

{a,a'} =1, (4.3)

e a algebra quantica, com o parametro de deformacéo real dado por ¢ = €*, é definida

como:
aioal, + qal,ai, = g"iv
(4.4)
aigal, + g al aip = g7V,
o que resulta em:
azaaiff = [Nia]
(4.5)
aiaazg = [1 - Nia] ’
J.(a), definido na eq. (3.4), pode ser reescrito da seguinte maneira:
1 1
Jo(a) = 3 > > (a;lapl - apla;l)
P
1 1
T3 ) (ap-—lap"l - al"‘lap—l) ) (4.6)
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ou seja,

Jx(a) = — Nl = INgL ]+ (1= Ny ) (4.7)

Mlv—-&

%3

DN =

Com a ajuda da eq. (1.10), definindo hS, = N3 — 1 e com o = =*1, apés algumas

manipulagbes algébricas, chegamos que:
2J.(a) =) Heo, (4.8)
. o p

onde

(4.9)

Em analogia com a construcio da ref.(®) citada acima, propomos a seguinte versio

q-deformada da Hamiltoniana da eq. (4.2):

ﬁo f— % <Z qz:j(p(h;l—h;_l) (Halq—h:—l —_— q—h:‘l Ha—l) q_ Z)’)p(hgl —h;'l))

b
- :;- (Z qzxp(h;l—hﬂ“) (Hblq_h:-l - q—hP‘Hb 1) = Lisph p_l)) ,(4.10)

que resulta em:

5 -

s p LA senh(/\ Ep (h;l - h;‘,_l)) senh(/\ Zp (h;’,l - hf,_l)) a1
0= gcos (7) senh)\ senh\ (411

onde A = Inq. A Hamiltoniana acima pode ser, finalmente, reescrita como:

= —;-cosh(iz\-)([ZJz(a)] ~ [27.0)]) -  (@12)
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Observamos que quando A — 0, (¢ — 1), a eq. (4.12) tem o mesmo comportamento
descrito pela eq. (4.2) e também que ela possui agora uma simetria u4(27, +1)®@ug(275 +1)

j4 que comuta com os geradores da algebra gq-deformada.

2. Solucao Exata e Variacional

O célculo exato ¢ realizado facilmente pela diagonalizagdo da matriz
(jb,mb, | <ja'ma’ IH, Ijama ) l jbmb ) ’
onde:
H' = Hy + Hy (4.13)

conforme realizado no Cap.IIl

Para o cdlculo variacional, nessa nova deformagao, temos que minimizar uma expressao
andloga a eq. (3.12) para encontrarmos os valores da energia do estado fundamental,
de forma semelhante ao feito no Cap.IIl. A expressao que obtemos a partir do célculo

variacional para a Hamiltoniana dada em (4.13) é

0 min cosh % :
e {—2(——)(009) - 0m) + 5 (2B6) + 2B(y)+

~C(8) ~ C(7) +2D(6, 4, 7, ﬂ))} . (414)

onde B(8), C(9), e D(8, ¢, v, B), sao dadas nas eqs. (3.19), (3.24) e (3.28) respectiva-

mente.
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3. Resultados

Podemos observar, nos graficos mostrados nas figs. 6 e 7 a seguir, que os resultados
obtidos por intermédio do cilculo variacional (linha tracejada no grifico ) aproximam~
ge dos resultados exatos (linha cheia no grifico). Notamos também, que os resultados
variacionais sao melhores para baixos valores da intensidade de interagdo. Os graficos
foram tracados para valores de ¢ bem menores que os usados nas fig. 3 e 4 do Cap.IIL

Outra observagao importante é que, pa_ra; a deformaééo siméfrica, o valor da energia
do estado fundamental sem interagdo, varia com o parametro de deformagao, 1 €, o valor do
campo médio ndo se conserva mais, o que nao ocorria na deformacao trivial. A deformagao
tem um efeito qué ajuda os operadores de campo médio a contrabalangarem o valor da
intensidade de interagao.

O método variacional continua valido na deformagao simétrica.
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Fig. 6. O mesmo que a Fig.3, mas para a deformagio simétrica. As linhas
cheias dao os valores obtidos a partir do célculo exato e

as tracejadas, os valores obtidos no célculo variacional.
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Fig. 7. O mesmo que a Fig.4, mas para a deforma§56 simétrica. As linhas
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CONCLUSAO

O presente trabalho foi desenvolvido com o intuito de fornecer ferramentas para que
a descricao de sistemas fisicos, no contexto das dlgebras quanticas seja uma tarefa simples.
Um dos objetivos dessa dissertagao era testar a validade da aplicacdo do método varia-
cional, na determinac¢ido do valor da energia do estado fupdamgntal de sistemas fisicos,
usando como funcdes tentativas os estados coerentes. Além disso, foi utilizada urﬁa (;utré
forma de se introduzir deformaco6es, de modo que o sistema deformado mantivesse a sime-
tria analoga 3 existente no sistema original, i é, um sistema que possui uma simetria su(2),

quando deformado, deve possuir uma simetria do tipo su4(2).

No Cap.Il, foram reproduzidos os estudos do modelo de Lipkin, quando ele obe-
dece a dlgebra quantica suy(2). Através desse estudo, foram adquiridos os conhecimentos
- necessarios para o estudo do modelo de Moszkowski, que é mais complexo e obedece uma

algebra suy(2) ® suy(2) apés deformado, conforme foi descrito no Cap.III.

O Método Variacional, via estados coerentes, mostrou-se eficaz parao calculo da ener-
gia do estado fundamental, tanto no modelo de Lipkin, quanto no modelo de Moszkowski.
A precisao dos resultados € maior quando o sistema possui um nimero grande de particulas.
Isso é muito favoravel, ja que em sistemas com muitas particulas a solugao exata nem sem-

pre € possivel.

Mostrou-se eficaz também, o método variacional, na deformacao simétrica, como visto
no Cap.IV. Também foi constatado que o valor de campo médio do modelo depende agora

do parametro de deformagdo da &algebra. A deformagdo simétrica, como foi dito antes,
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tem um efeito que ajuda os operadores de campo médio a contrabalangarem o valor da
intensidade de interagao.

Nos graficos da energia do estado fundamental como fung¢do de x, apresentados nesse
trabalho, observou-se a existéncia de uma regiao onde existe uma transigao de fase. O
comportamento dessa regido de transi¢ao de fase foi também observado sob a influéncia
da deformagio . Em todos os casos estudados vimos que, com o aumento do valor do
parametro de deformagao, a transi¢do vai sendo gradativamente suprimida. Esse com-
portamento pode ser melhor visualizado na fig. 5, onde um dos parametro de ordem do
modelo de Moszkowski foi tragado como fun¢ao de x. Para cada valor do parametro ¢, o
parametro de ordem passa de um valor constante para valores mutaveis a partir de difer-
entes intensidades de interacao . Ainda, com o aumento do parametro de deformacao da
algebra esse salto do parametro de ordem fica cada vez mais reduzido.

Usamos em nossos estudos um parametro de deformagdo real. Observamos, nos
graficos mostrados, que o aumento do valor desse parametro produz uma interagao residual

repulsiva nos modelos, pois produz estados menos ligados.
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	J± I jm) = y/(j m)(j ± m + 1) I jm ± 1 ).

	(2.8)

	= (z^~ - j)< z\'i>) (2-9)


	r.	/(«*)-/(« lz)	/o no\

	* > = elJ+ I j-j)

	M! ’


	> = E-of i j-i)’

	[n]!



	z£nlCo\i+<i2k-2i+1™) nlto^+Q2k~w^)

	( * | J, | * ) = y.1 tan2(f)	N


	2	m r

	(í|2>	[1 (+)ZZ]2>

	z2[2j][2j - 1] ntí~o3(l + q^-^zz) n2ti“o‘(i+í2‘-2'+i«)

	(z\ ji \z >	z^mí - ii	,2 281


	(z|4U)	z2[2j][2j — 1]

	= ^sen2 (I) Bn(0) - y + ^sen20cos2<^> Cjv(0)^	(2.31)

	N=40

	N=100




	X

	CAPÍTULO III

	MODELO DE MOSZKOWSKI

	Ji — Mb) , J — ^ Ji i — z

	(z\z)	£^q (q2ja~2k~1 + ZaZa)

	—q~2jaZa2zl [2ja][2ja - 1] [l( + )zaz«]2ja ~2 + [2ja}2ZaZa [l( + )g_1 ZaZa]2ja-1

	ii)	[l{ + )zaza\2ia = {l + qlia~l ZaZa)[í( + )q~X ZaZa]2*''1	(3-17)

	. (3.19)


	( 2 I 2 ) \	(« ~ 9_l)[l(+K2«)2'"


	f(z) = Y^anZn ’

	( Z | [2 Jz{a)\ I Z )	1 f q~2ja[H + )q2ZaZa]2ja - g2ja [l( + )g~2^a^a]2jo ]

	(3.24)

	(3.26)


		(TTTj	+	(T|7)	=m


	"r = #, ™", 0 - j4(7) + tA2B(8) + 2fl(7) - C(#) - C(7) + 2D(9’ 7’ ’

	t)E	d2E

	5(0 -/?)2

	Na=20 e Nb=20


	X

	Na=50 e Nb=50


	X

	X

	CAPÍTULO IV DEFORMAÇÃO SIMÉTRICA

	Jz(a) = \ \ (aíi aPi ~ ap iQpi)

	2	(qi-q-i)




	= \	ÇHalq~har-' -q~K'Ha--l')q~^'>>^h*1~h*-1}

	-s-enhA	l	K—^rx	Ly («i)

	JÍo = 5CO«h(A)([2J,(«OI-[2J,(6)])

	f = í, Tl e {- C(7))+ s (2BW+2S(7)+

	CONCLUSÃO
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