Novo Grupo de Renormalizagao de (;ampol
Meédio com Cadeias Linear e Dupla

Déris de Andrade Paes

Dezembro de 1994



Novo Grupo de Renormalizagiao de Campo Médio com
Cadeias Linear e Dupla ’

DORIS DE ANDRADE PAES

Orientador: Prof. Joao Antonio Plascak

Dissertacao apresentada a UNIVERSIDADE FEDERAL DE
SANTA CATARINA, como requisito parcial para a obtencio
do grau de MESTRE EM FISICA.

Dezembro de 1.994



NOVO GRUPO DE RENORMALIZAGAO DE CAMPO MEDIO COM
' CADEIAS LINEAR E DUPLA

Doris de Andrade Paes

>

Esta dissertagéo foi julgada adequada para obtengio do Grau de Mestre
em Fisica, com especializagdo em Fisica Tedrica, e aprovada em sua forma final pelo
orientador e demais membros da Banca Examinadora.

® Adseo Ylnseah

F@)f Dr]l Jodo Anténio Plascak
(Orientador/lUFMG)

i 21,

P?‘f. Dr,Aiirgen Fritz Stilck
Coordenador

Banca Examinadora:

108 hubons “@MCW\

PWf Dr,JJodo Antdnio Plascak (UFMG)

U

Prof. Dr.WagnerFigueiedo - (UFSC)

R G )/)(}‘M"

Prof. Dr. Paulo Cesar T. DAJe|Io (UFSC)




Aos meus queridos pais,
a minha irma gémea Ceres

e ao Eduardo.



-,

Agradecimentos

Ao meu orientador, Prof. Jodo Anténio Plascak, pela paciéncia, incentivo a conclusdo
deste trabalho e pela grande influéncia intelectual que exerceu sobre mim.

A minha querida mae, pelo encorajamento nos momentos dificeis.
Ao meu pai, meu grande mestre.

A Sénia que com sua amizade e compreensdo tornou essa caminhada mais facil e mais
agradavel.

Ao Marcelo Stemmer pelo carinho, atencio e incentivo.

Ao Diego, J aqueliné, Waguinho e Luiz Themystoklis pela valiosa ajuda na parte compu-
tacional.

Aos professores Paulo César D’ajello e Wagner Figueiredo pela amizade, apoio e interesse

pela minha formacdo cientifica. Em particular, ao Prof. Wagner Figueiredo pela leitura

critica do manuscrito.
Ao Prof. Osiel Bonfim pelas valiosas discussdes com respeito a parte numérica.
Ao Prof. Michel Spira pela ajuda em algumas partes desse trabalho.

Agradecimento especial ao CNPq pelo apoio financeiro.



Sumario

RESUMO
ABSTRACT

1 INTRODUCAO

2 Modelo de Ising e Desigualdade de Bogoliubov
2.1 ModelodeIsing . . . . . . . . o e

2.2 Desigualdade de Bogoliubov . . . ... ... .. ... .. e e e

3 Aproximagado de campo médio para o Modelo de Ising
3.1 H,comspinslivres . . . . . . . . . . . . e e r
| 3.2 H,compares d€ SPINS . . . .« . v v v v v e e e e e e e e e
3.3 H, com cadeias lineares . .. . . S P
3.4 HO comcadeias duplas . . . .. .. ... oo L.

3.5 Resultados tipo Campo Médio . . . ... ..... ... ... ........

4 Grupos de Renormalizagdo de Campo Médio
4.1 Grupo de Renormalizacdo . . . . . .. .. ... ... ... .
4.2 Grupo de Renormalizacdo de Campo Médio . . . . .. ... ... .....

4.3 Novo Grupo de Renormalizagio de Campo Médio . . . . .. ... ... ..

vi

11
13
16

19

21



5 Grupos de Renormalizagdo de Campo Médio aplicados ao Modelo de

Ising 26
5.1 Grupo de Renormalizagao de Campo Médio . . . . . . ... o 26
51.1 Blocosdele2spins. . . . .. o o v v i v v it 26

5.1.2 Cadeias linearedupla . . ... ... ... .. ... ... ... 28

5.2 Novo Grupo de Renormalizagdo de Campo Médio . . . . . .. .. ... .. 29
52.1 Blocosdele2spins . . .. . . .. i e 29

5.2.2 Cadeias linear e dupla . . . .. B 30

5.3 Resultados e Conclusbes . . . . . ... .. ... .. oL, 31

REFERENCIAS 32

11



Lista de Figuras

1.1

3.1

5.1

5.2

(a): Esbogo do diagrama de fases de um fluido simples no plano p x T, e

(b): Diagrama de fases de um ferromagneto simples no plano Hx T . . . .~

Cadeia duplade Ising. . . ... ... ... ... ... .. .. ... .

Blocos de um e dois spins. b e b’ sdo as magnetizagdes dos spins das
fronteiras. . . . .. ... ... ... .. ... e e e e e e e e

Cadeias linear e dupla com as respectivas magnetizacoes das fronteiras
numa rede plana quadrada (condi¢bes periédicas na horizontal). . . . . . .

111



Lista de Tabelas

3.1 Valores de K. para o Modelo de Ising d-dimensional (d = 1,2,3) hipercibico. 20

5.1 Valores de K, e v para o modelo de Ising em d=2 e d=3 segundo o GRCM
e o NGRCM para diferentes blocos. . . . . .. ... .. ... ... ... .. 31

v



Resumo

O novo grupo de renormalizagdo de campo médio (NGRCM) foi recentemente proposto
para o estudo das transicoes de fases de segunda-ordem. Com o pardmetro de ordem
obtido através da teoria de campo médio para blocos finitos, bons resultados foram obtidos
quando se aplicou 0 NGRCM ao modelo de Ising d-dimensional (d=1,2,3). Neste trabalho
nés usamos 0 NGRCM no estudo do modelo de Ising calculando o parametro de ordem
para a cadeia linear e a cadeia dupla. Neste caso, resultados melhores foram obtidos
mesmo quando comparados a outros métodos.



Abstract

The new mean field renormalization group (NMFRG) has been recently proposed in the
study of second-order phase transitions. By computing the order parameter for finite
clusters through mean field theory, quite good results have been obtained when applying
the NMFRG to the Ising model in d-dimensions (d=1,2,3). In this work we use the
NMFRG to study the Ising model by computing the order parameter for linear and
double chain clusters. In this case, better results are obtained even when compared to
other approaches.

Vi



Capitulo 1

INTRODUGAO

E fato conhecido que as substancias encontradas na natureza apresentam varias fases, as
quais podem ser representadas em um diagrama. No caso de um fluido simples, como
a agua, o diagrama de fases no plano temperatura-pressao esta esquematizado na figura
1(a). As linhas grossas neste diagrama sio linhas de coexisténcia de fases sendo que, na
passagem de uma fase para outra, certas quantidades termodinamicas envolvidas (como
volume e entropia) apresentam descontinuidades [veja, por exemplo, referéncia 1].

Além das transi¢oes de fases em fluidos, um dos fendomenos mais interessantes na Fisica do
Estado Sdlido € o ferromagnetismo. Em alguns metais como o Fe e o Ni, uma fracdo finita
de spins dos atomos tornam-se espontaneamente polarizadas na mesma direcao , dando
origem a um campo magnético macroscépico [2]. Esta fase, chamada ferromagnética, a-
contece somente a baixas temperaturas. Em altas temperaturas, os spins estao orientados
desordenadamente, ndo produzindo portanto nenhum campo magnético, dando origem a
.chamada fase paramagnética. A figura 1(b) ilustra o diagrama de fases de um ferromag-
neto simples no plano H x T. A linha cheia neste diagrama é uma linha de coexisténcia de

~duasTases-ferromagnéticas-onde-numadelas-os-shins-estio-orientados—em-uma-direcio-ez
na outra, os spins possuem orientagao oposta. Ao cruzarmos esta linha observamos uma
descontinuidade na magnetizacido do sistema. '

N . . .o . . ,
Este processo de mudanga de fase ordinario, chamado transi¢ao de primeira ordem, pode
ser entendido tratando as varias fases como entidades separadas cada qual com sua prépria
energia livre de Gibbs que, na transicdo , tornam- se iguais.

Nas figuras 1(a) e 1(b) temos linhas de coexisténcia de duas fases as quais terminam
abruptamente num ponto critico, caracterizado por uma temperatura critica 7.. A tran-
sicdo neste ponto ¢ conhecida como transicdo de segunda ordem e é caracterizada por
uma variagao continua das grandezas termodindmicas como a entropia e volume (pa-
ra os fluidos) e magnetizagéo (ferromagneto). Os pontos criticos ocorrem num grande
nimero de sistemas como fluidos, mistura de fluidos, ligas, materiais ferromagnéticos e
ferroelétricos,etc.



No caso de ferromagnetos, que é o assunto do presente trabalho, a magnetizacido é o
chamado parametro de ordem do sistema, uma vez que a passagem por 7. causa ao
sistema uma mudanca em seu estado de organizacao. Neste caso, na auséncia de campo
magnético, o sistema passa da fase ferromagnética (fase ordenada para T' < T,) para a
fase paramagnética (fase desordenada para T > T).

(a) (b)
F:S
i
solido Liguido
L
I Gas E
: ) Ferro 1 - Para
I i N o >
T T T Ferro 2 Tc T
t c

Figura 1.1: (a) Esbogo do diagrama de fases de uln fluido simples no plano P x T. As
linhas grossas indicam transi¢do de primeira ordem. T; e T, designam as temperaturas
dos pontos triplo e critico, respectivamente. (b) Diagrama de fases de um ferromagneto
simples no plano H x T. -

' Nas proximidades do ponto critico, podemos descrever o comportamento de uma série de
grandezas termodinamicas através dos ’ expoentes crltlcos [3]. Assim, o expoente 3 da
magnetizagdo M é definido pela relagao: ~ = [

M =~ B|i|?, (1.1)

onde t = (T —1T,)/T. e B uma constante. O expoente 7 est4 relacionado & susceptibilidade

X = (ZA}}I)TH 0, isto é:

x ~ Cit|" T>T.,
x ~ C_|t|" T<T. (1.2)



O expoente § estd associado a isoterma critica, sendo dado pela relagao:
H=~|M(T =T, H), ' (1.3)

e o expoente ¢, que estd relacionado ao calor especifico, é definido por:

Choo ~ ALt T>T,
Choo ~ A_|t|™ T<T. - (1.4)

Q

O problema na descrigao dos fenémenos criticos € justamente a determinacao dos valores
assumidos por estes expoentes. Tais expoentes nao sdo independentes e relacionam-se
entre si através das chamadas relagbes de escala. Estas relagoes podem ser obtidas de um
esquema mais geral, conhecido como hipétese de escala, que supde que na vizinhanga do
ponto critico a parte singular da energia livre é uma funcdo homogénea generalizada de
seus parametros [4]. Dentre estas relages podemos citar:

a+284+y = 2 Rushbrooke,
a+B(l+y) = 2 Grif fiths,
vy = p(6—-1) Widom,

onde os expoentes para T > T, sdo iguais aos expoentes para T' < T,. Em geral, expoentes
criticos acurados s6 podem ser obtidos em poucos modelos estatisticos nao triviais que
podem ser resolvidos exatamente. Dal a necessidade de se elaborar métodos aproxima-

e dos.. Dentre eles estdo as_teorias de.campo médio, que foram oportunas qualitativamente,

prevendo uma série de propriedades dos diagramas de fases, entre elas a existéncia de um
ponto critico, bem como a validade das leis de escala. Contudo, falharam quantitativa-
mente, pois além de fornecer expoentes criticos em franco desacordo.com os resultados
experimentais e com os poucos resultados exatos, fornecem também os mesmos expoen-
tes independentemente da dimensdo do espaco e da dimensido do parametro de ordem.
E bem sabido que varios sistemas diferentes apresentam os mesmos expoentes criticos,
indicando a sua independéncia das caracteristicas microscépicas. Na realidade, de acordo
com a universalidade do ponto critico, somente algumas quantidades determinam o seu
comportamento como: a dimensao espacial (d); a dimensio do pardmetro de ordem (n) e
o alcance das interagoes .

A teoria do grupo de renormalizagdo (GR) [5] veio formar uma base conceitual para as
idéias de universalidade e para as relagdes de escala. Pode-se dizer que o esquema do GR
forma as bases microscopicas que estavam faltando nas teorias de escala. Além disso, ele
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proporciona uma técnica muito eficiente para calcular valores para os expoentes criticos
e nisto reside todo o seu sucesso.

Dentre os varios métodos de grupo de renormalizacio existem os chamados grupos de
renormalizacio fenomenoldgicos, onde a informacio da criticalidade de sistemas infinitos
é obtida através do conhecimento de grandezas fisicas de sistemas equivalentes finitos.
Assim, temos o grupo de renormalizacdo de campo médio (GRCM)[6] e o novo grupo
de renormalizacdo de campo médio (NGRCM)[7], que sdo os métodos de GR estudados
neste trabalho. Eles foram aplicados a varios modelos estatisticos e bons resultados foram
obtidos mesmo ao se considerar sistemas finitos bem pequenos. Em particular, o NGRCM
foi aplicado no estudo do Modelo de Ising d-dimensional considerando blocos de L? spins
(L é a aresta de cada bloco) e resultados melhores (tanto para T, quanto para os expoentes)
foram obtidos se comparados a0 GRCM utilizando blocos de mesmo tamanho [7].

O objetivo do presente trabalho é aplicar o NGRCM no estudo do Modelo de Ising utili-
zando os resultados obtidos para a cadeia linear e cadeia dupla, de forma andloga ao j4

realizado com o GRCM.



Capitulo 2

Modelo de Ising e Desigualdade de
Bogoliubov

Neste capitulo trataremos, de forma sucinta, do Modelo de Ising e da Desigualdade de
Bogoliubov, sendo esta tltima um método variacional elegante onde aproximacgdes de
campo médio, cada vez melhores, podem ser obtidas de um modo sistematico.

2.1 Modelo de Ising

O modelo de Ising tem sido generalizado e amplamente estudado. O hamiltoniano desse
modelo pode ser escrito como:

H=-J Z S5iS; — hz Si, (2.1)
<> :

onde a primeira soma se estende sobre os pares vizinhos mais préximos, sendo que cada
par entra uma sé vez na soma; J é a correspondente energia de interacio ou constante
de acoplamento; h é o campo externo e S; = 1. Em tal modelo, a disposicdo dos spins
delineia uma estrutura geométrica chamada rede. Para uma dimensio, os spins estao
uniformemente espagados e alinhados ao longo de uma reta. Em duas dimensdes, um
arranjo possivel é aquele cuja célula unitaria da rede seja quadrada, estando os vértices
ocupados por spins. No caso tridimensional uma possibilidade é a rede ser ctibica, com os
spins ocupando os seus vértices. Note que para J > 0 € h=0 os spins tendem a se alinhar
no mesmo sentido e obtemos o modelo ferromagnético. Um par de vizinhos mais préximos,
quando paralelos, contribui com -J para a energia total do sistema, proporcionando uma
grande magnetizacao .Um par de vizinhos préximos quando antiparalelos, contribui com
+J para a energia total do sistema. J4 para J < 0 h4 uma tendéncia dos spins a se
alinharem antiparalelamente de modo que obtemos o modelo antiferromagnético.
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H4 dois estados possiveis que apresentam menor energia (temperatura nula) no caso fer-
romagnético, ou todos os spins valendo +1 ou com todos os spins valendo -1. Mas se
alterarmos o sentido de alguns spins, teremos estados de maior energia, ocorrendo uma
diminui¢do na magnetizacdo espontinea (temperatura ndo nula).

Para temperaturas suficientemente baixas, esta estabiliza¢éo levara a um fenémeno coo-
perativo chamado magnetizacio espontinea. Embora cada spin interaja apenas com os
seus vizinhos mais préximos, um dado momento magnético pode influenciar o alinhamen-
to dos spins que estdo separados por distancias macroscopicas. Sendo assim, os spins
sdo ditos estarem correlacionados. A maxima distancia para a qual tal correlacdo pode
ser detectada é chamada comprimento de correlagdo . Regibes que estdo separadas por
uma distancia maior que este comprimento sdo independentes. As correlagbes de longo
alcance entre spins estdo associadas com uma ordem de longo alcance que produz uma
magnetizacao liquida na rede, mesmo na auséncia de campo magnético.

Tanto para altas, quanto para baixas temperaturas, o comprimento de correlagdo é apro-
ximadamente zero, ao passo que para T = T, quaisquer dois spins estdo correlacionados,
ndo importando a distancia entre eles.

A medida que a temperatura se eleva, a magnetizaciao espontinea decresce € a tempe-
ratura na qual nao ha mais magnetizacdo espontanea é chamada temperatura critica ou
temperatura de Curie. Com o aumento da temperatura, se T, > 0 ha uma transicao de
fase de ordem para desordem.

Resolver este modelo significa calcular a fungio parti¢io , ou seja,

7 = Zexp(—ﬂﬂ), (2.2)
{s:}

onde f = 1/kgT, kp é a constante de Boltzmann, T a temperatura e a soma se estende
sobre todas as configuracdes possiveis dos spins S;. De posse da funcao particdo obtem-se
a energia livre de Gibbs:

G = —kpTinZ (2.3)

e, por conseguinte, toda a termodinamica do sistema.

A solugdo exata da versdo unidimensional [8] obtida por Ising em 1925 nio apresenta
qualquer singularidade nas fungoes termodinamicas, resultando na inexisténcia de uma
transicao a um estado ordenado para qualquer temperatura diferente de zero, ou seja,
nenhuma transi¢cdo é observada para T' # 0. Para duas dimensdes, a solucdo analitica
exata a campo externo nulo foi encontrada por Onsager [9], apresentando uma transi¢ao
de fase de segunda ordem, cuja caracteristica é a singularidade apresentada por certas
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quantidades termodindmicas, tais como o calor especifico e a susceptibilidade, na tempe-
ratura critica. No modelo tridimensional, a dificuldade de se obter uma solucao exata,
devido as dificuldades inerentes ao préprio modelo, que leva-em conta um grande nimero
de interagoes , levou ao aprimoramento de inimeras técnicas aproximadas, as quais po-
demos citar: o campo molecular de Weiss (ou aproximagio de campo médio), que € a
mais rudimentar; de Bethe-Peierls, que reproduz o resultado exato do modelo de Ising em
uma dimensdo a campo nulo [10]; e expansdes em série de altas e baixas temperaturas,
fornecendo a localizacdo mais precisa da temperatura de transigao [11].

2.2 Desigualdade de Bogoliubov

A solucao de problemas em geral quando existe interagoes entre spins sé se conhece
para alguns poucos modelos se o campo externo é nulo. Podemos, entretanto, obter
uma solugdo aproximada usando os principios variacionais, sendo um deles baseado na
desigualdade de Bogoliubov [12]. Ilustraremos aqui o caso cldssico embora os mesmos
resultados podem ser obtidos ao se estudar modelos quanticos. Para facilitar, definimos
o operador:

V=H-H,, | (2.4)

onde H é o hamiltoniano que se quer estudar e H, é o hamiltoniano tentativa do qual
conhecemos a solugio exata. Ele é parametrizado e deve ser o mais préximo possivel de

H.

A funcdo particdo e a média térmica em relacdo ao hamiltoniano tentativa H, sio dadas,
. respectivamente por:

Z, = ZCXP(—,BHO), (25)
{8}

< A>,=(1/2,) ) Aexp(—pH,). (2.6)
{s}

Notamos que:

Z, < exp—pV >,= z exp(—BV)exp(—BH,) = Z exp(—B8H) (2.7)
{s} {s}

ou seja:

Z=2,<exp(—8V)>,. (2.8)



Usando a relagdo matematica:

2

e”’Zl-}-m-&-;—'-}-... (2.9)

e sabendo que 22 > 72, podemos escrever:

v B 132‘/2

<e >o=<1-p6V+ 51 + .. >0, (2.10)

2<Vis>,
<e PV >o=1—B<V>o+ﬂ—~2‘——~+..., (2.11)
2<V>2

e PV =1 _B< V>, + —————ﬁ 51 2+ ... (2.12)
Logo teremos:

< eV 5> P> (2.13)

Multiplicando por Z, e usando a relagio (2.8) teremos:
Z=2Z,<eP >,> Z,eP<V>e, (2.14)

' Tomando o logaritmo e multiplicando ambos os lados por —~kgT temos para a energia
livre de Gibbs:

G<Got <H—H,>,=9, (2.15)

que é conhecida como desigualdade de Bogoliubov. A energia livre de campo médio é dada
pelo lado direito desta desigualdade quando minimizada em relacio aos parametros do
hamiltoniano H,. Assim, quanto mais préximo H, estiver de H, melhor serd a aproximacao

de campo médio. Aproximacdes para o modelo de Ising com diferentes tentativas H, seréo
discutidas no préximo capitulo. ‘



Capitulo 3

Aproximacao de campo médio para
o Modelo de Ising

Neste capitulo vamos determinar, na aproximacdo de campo médio, a energia livre do
modelo de Ising dado por:

N
H=-J Z S5:iS; — hZSi, ' : (31)
=1

<1,5> T

definido numa rede hipercibica de coordenagio q. Utilizaremos o método variacional
baseado na desigualdade de Bogoliubov, descrito na secido anterior, com hamiltonianos
tentativa H, compostos por somas de spins livres, pares de spins, cadeias lineares e,
finalmente, cadeias duplas. Muitos dos calculos realizados neste capitulo serdo utiliza-
.dos posteriormente dentro do esquema dos grupos de renormalizacio de campo médio
(capitulo 5).

3.1 H, com spins livres

A escolha mais simples para o hamiltoniano tentativa consiste numa soma de spins nio
interagentes

H,= > H, . (3.2)

spins

sendo H; o hamiltoniano para um spin

H, = -5y, ‘ (3.3)



onde 7 representa o parametro variacional. Tem-se nesse caso

onde N é o nimero total de spins e

Zy = Z P51 = 9 cosh .
Sy=%+1

O valor médio < S; >,= m é dado por:

1 aanl
m = -

,5( o ) = tanh fA7.

Ng

(3.6)

Numa rede hiperciibica de N spins temos (5?) pares de spins mais préximos de modo que

podemos escrever:

N
<H-H,>=-J) <S5S8> —(h-1)) <S>,
=1

<4j>
< H—H, >,= —J—A—;gmz — Nm(h — 7).
Temos entao para o lado direito da equagio (2.15)
=G, - J%njﬁ '— Nﬁz(h -7),
onde

G, = —kgTInZ, = —NkpTn[2coshfn)].

Minimizando ® com relagio a 7, isto €, impondo que %%’— = 0, resulta em:

—Nm — Nqu((?_m) —(h ~ n)N(a—m) + Nm =0,
n dn

ou seja

n = Jgm+ h.

10
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A energia livre aproximada é obtida pelas equagdes (3.6),(3.9),(3.10) e (3.12), de onde
todas as propriedades termodinamicas podem ser calculadas. Em particular, para campo
externo nulo (h=0) as equagdes (3.6).e (3.12) fornecem uma equagdo auto-consistente
para se determinar m.

Perto da transi¢do (h=0,T < T.) a magnetizacdo m é muito pequena, e como n = Jqm
temos n ~ 0 de modo que podemos expandir (3.6) em série de Taylor para obter:

m = - +(60)° | (313

ou

m = 8Jgm — 2(8Jgm)’, (3.14)

m = [?’W—q‘ll}/ (3.15)

(BJq)®

Da equacao acima obtem-se a temperatura critica T, quando m = 0, ou seja, B.Jq = 1.
Chamando fJ = K, temos:

K.=1/q, (3.16)

e, da equagdo (3.15), vemos que o expoente critico da magnetizacao é 1/2.

3.2 _H, com pares de spins

Com o intuito de se levar em conta algumas interagdes no hamiltoniano tentativa, podemos
tomar H, como uma soma de pares desconexos de spins, isto é:

H, =Y H, (3.17)

pares

onde H; é o hamiltoniano de um par de spins,

Hg = —J5152 — 7](51 + 52), (318)
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e temos N/2 pares desconexos no hamiltoniano tentativa. Temos nesse caso (j4 utilizando

a relagdo K = J)

N
ZO = Z22 3
onde
Z2 — Z 6K5152+ﬂn(51+52)’
S1,S2=%1
Zy = 2¢7¥ 4 2" cosh 28,
e

NkgT
G, = (— 2B ) In[2e X 4 2¢X cosh 267).

A magnetizacao com relagio a H,, isto é, m =< 51 >,=< S; >, é dada por:

o _1_8an2 _ sinh 2837
28 0p  \cosh2Bp+e2K )"

Para o valor médio < H — H, >, temos:

N N
<H-H,>,= —JTqm2 + ngz — hNm 4+ nNm,
N .
<H-H,>,= ——2{(q —1)m? — hRNm +nNm,

de modo que a fungdo ® pode ser escrita como:

=G, - %i(q— 1)m? — Nhm + nNm.

Minimizando a equagdo acima com relagido ao parametro variacional 7 obtemos:

om ) -
—a%-i-Nm-FnN—m—-l-hN@%——O,

_ _ _1 =
Nm - JN(g—1)m 7 o
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(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)



ou seja,
n=Jm(g—1)+h. (3.28)

As equagdes (3.22),(3.23),(3.26) e (3.28) fornecem agora a energia livre do sistema sendo
a magnetizagdo dada pelas equagdes (3.23) e (3.28). Para h=0 e préximo da transicio
temos m ~ 0 e n ~ 0 de modo que a equagao (3.23) pode ser expandida em poténcias de
7n resultando em:

_ 1 4 (e72K - 9)
= WZKM + gm(ﬁ’?)3, (3.29)

m

e lembrando que n = Jm(g — 1) temos:

1 4 (7K —2)

2K (g —1)m + §m[K(q — 1)]Pm3. (3.30)

m=——
14+ e

A temperatura critica nesta aproximacgao é obtida quando o coeficiente de ordem m do
lado direito da equacdo acima for igual a um, isto é,

2K.(q—1) =14 e 2K, (3.31)

e uma andlise semelhante a feita nas equagées (3.14) e (3.15) mostra que o expoente critico
da magnetizagado continua sendo 1/2.

.- 3.3 —H, com cadeilas lineares

Esta aproximacao consiste em considerar o hamiltoniano tentativa como soma de cadeias
lineares paralelas [13] e fazer uso do método da matriz de tranferéncia para se obter a
solugdo exata do modo unidimensional [14]. Assim temos:

Ho= Y  H, (3.32)

cadetaslineares
sendo o hamiltoniano para uma cadeia linear dado por:

N’ N' »
HL = -JZ S,'SH_I -—n Z S,’, . (3.33)
=1

=1

13



, N PR ', . . .. .~
onde 7 é o parametro variacional, N é o numero de spins na cadeia e admitimos condigdes
periddicas de contorno S; = Sy ;.

A funcido parti¢do para Hj pode ser desenvolvida para obtermos:

Zy=Y =% K Ll SiSintpn i, i (3.34)
{5} {s:}

_ K S150+10n(S14+83) . KSsS3+18n(Sy+S KS 1514 56n(S 1 +S
L_Ze 152+ 581(51 2)6 253+ 30n(S2 3)...6 N1 S1+281(S 1), (335)

{Si}

Zr= Y T(S,82)T(SzS5)..T(SN', S1), (3.36)

{51,52,...5n"}

~onde, pelo fato de S; = *1, a matriz T(S;, Si4+1) pode ser escrita como:
T(+,+) T(+,-) eKthn K
T(Siasi«l-l) = ( T(—,+) T(—,—) = e_k’ ek’_ﬁn . (337)

A soma sobre um determinado S; equivale agora a um produto matricial de forma que a
equagdo (3.36) resulta em:

Zu =Y TN (S1,5) = TrIN =AY 42Y, (3.38)
{31} '

onde Tr é o traco da matrize A, e )\1 $30 0s autovalores de T. Sendo /\ o maior autovalor

¢ considéraiido N = o6 teirios:™

o= (14 90) 2o ‘
L — o +)\N _/\o, (3'39)

ou seja, a fungao parti¢do é dada simplesmente, no limite termodinamico, pelo maior
autovalor elevado ao mimero de spins. No caso da matriz (3.37) ¢ facil obter:

A, = e¥ cosh Bn + [e*X sinh?® By + e~ 2K]V/2, (3.40)

(o autovalor A1 é dado pela expressio acima com o sinal ”+” trocado por ”-7).
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Se no hamiltoniano H temos N spins, no hamiltoniano tentativa temos (N/¢)4-1 cadeias

lineares cada uma com N/ spins ( o que equivale também a termos (NY/4)4-1NV/d = N

pares de spins cujas interagdes foram levadas em contano H,). Assim obtemos:

G, = —NkgTln),,

<S> 1 dln,
m= )i Co0— 7, ’
NB on
sinh Gy

"= [sinh? Bn 4 e—4K]1/2’
e entao:
- N
<H—H,>,= —J7qm2 + JNm? + Nom — Nhm,

de modo que podemos escrever:

N
=G, - Zz—(q—Z)mz—l—Nnm—th.

A minimizacdo de ® em relagdo a 7 resulta em:

n=J(qg—2)m+h,

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

e a energia livre é agora dada pelas equagoes (3.40),(3.41),(3.43),(3.45) e (3.46) sendo a

. magnetizagdo dada por (3.43) e (3.46).

- Para h=0 e préximo da transi¢do podemos expandir (3.43) em poténcias de 5 para obter:

1 )
m = KBy + 6(62K —3e55)(Bn)® + ...

e como agora 1 = J(q — 2)m temos:

1
m = e K(qg—2)m + 6(62[\ — 3K (g — 2)m]?,

de onde obtemos, na aproximagéo com cadeias lineares, a temperatura critica:

KK (¢—-2)=1,

e, de (3.48) temos novamente o expoente da magnetizagio igual a 1/2.
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3.4 H, com cadeias duplas |

Uma extensdo imediata da aproximagio da secio anterior é tomar o hamiltoniano ten-
tativa como soma de cadeias duplas paralelas onde a técnica da matriz de transferéncia
pode novamente ser utilizada{13]. Temos entao:

H,= Y  Hp, (3.50)

cadetasduplas

sendo

!

N

NI
Hp = —J ) (SiSis + S!Sty + 525 —n ) (S + ), (3.51)
=1 L

=1

o hamiltoniano para uma cadeia dupla de spins (conforme a figura 3.1) consistindo de
2N’ spins (N' = N'/?) com condigbes periédicas de contorno (S% = S;],_I_l,Si’ = S}’V,H).
H, possui agora (N'/%)4~1/2 cadeias duplas, cada uma com 2N'/¢ spins sendo que as
interacdes de (N1/4)4-1/2 x 3N'/¢ = 3N/2 pares de spins sio levadas em conta no hamil-

toniano tentativa.

a a
S; - Sis1
b b
Si Si+1

Figura 3.1: Cadeia dupla de Ising.

A energia livre G,, associada a H,, pode ser obtida utilizando a técnica da matriz de
transferéncia de modo andlogo ao utilizado no caso de cadeias lineares. Obtem-se entio:

—NkgT
G, = —2—3—111 Ao, (3.52)

onde ), é o maior autovalor da matriz de transferéncia definida por:
b gb 1 b a .
T(S?, Sf’; 1 S?+1) — KISESE +52 Sty +5(S25P+S2,, St I+BL(Se+52,, +S?+5?+1),(3_53
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ou seja:

e3K+20n  Bn ePn e K

ebBn K e 3K g—Bn
T = eﬁ" C—SK CK e_ﬁn B (3.54)
e K e P =B 3K-206n

Uma diagonalizacdo parcial de T é obtida através da matriz:

01 1 0
1 10 0 1
—17-1 _
U=U"= ZAl1o o0 -1 | (3.55)
01 -1 0}/
resultando em:
M 0
-1 _
U TU = ( 0 s > , (3.56)
onde:
A = 2¢7K sinh 2K, 357

e M ¢é uma matriz 3x3 cujos elementos sdo dados por:

My, = 2¢ X cosh 2K,

M,y = ¢ K 4 3K cosh 267,

Mz = —e™F + %% cosh 207, 7 7 (3.58)
M, = My, = 2;308}1 B,

M3 = M3, = 2sinh 87,

M23 = M32 = €3K sinh Zﬂﬂ

Os trés autovalores restantes sao entéo obtidos da matriz M através da solucio de uma
equagao cubica e podem ser escritos analiticamente como:

!
2

An = 2al/2

27rn P
3

L (3.59)

§ -3/2 _

1
cos[g arccos(
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onde n=0,l ou2e

a = p? - 3s,

§ = 2p3 — 9ps + 27r,

p = —(Mn + May + Mss), (3.60)
$= (.Mllez + Moo Mas + MazMu1) — (M7, + M3y + M),

r = My M2 + My ME, + Mz M7, — My Moy Mas — 2My5 Mos M, .

Dos quatro autovalores (o, A1, A2eA3) notamos que ), é sempre o maior.

Temos entao:

<H-H,>= —J%im2 + J:jgnf + Ngm — Nhm, (3.61)
onde

m =< §; >o= %IHWA% (3.62)
-de modo que para a fun¢do ® obtemos:

&=G, - i2-1\1((1 — 3)m? + Nym — Nhm, (3.63)
cuja minimizacao com relagdo a 7 resulta em:

n=J(qg—- 3-)m- + h. (3.64)

A energia livre é entdo obtida de (3.62-64) com G, e A, dados pelas equagdes (3.52),(3.59)
e (3.60).

Podemos notar que, nesta aproximagao , ndo é possivel obter a temperatura critica de

uma maneira tao simples como nos casos anteriores, pois a equagio auto-consistente para
m é muito complicada. Podemos, entretanto, para h=0 e perto da transicio onde m =~ 0
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e 1 = 0, expandir o maior autovalor em poténcias de 7 e calcular numericamente as
derivadas de A, até a ordem desejada. Assim temos:

Ao = X+ i D2(Bn)? + 3 Da(Bn)* + (3.65)

‘ 4 . ,
onde A% = A(n =0), D2 = [3(27’\17‘3] . D4 = [5%’37‘;,-] 1m0 e as derivadas de ordem impares
para 7 = 0 sdo todas nulas. As derivadas de segunda e quarta ordem, D2 e D4, sio obtidas
numericamente (convém ressaltar que é possivel expandir a matriz (3.53) em poténcias

de 7 e obter, através da teoria de pertubagdes , o termo D2 analiticamente sem grandes
problemas [13]).

Tomando o logaritmo de (3.65) e expandindo mais uma vez obtemos:

1D2

1D D2 iy
In A, =\ + 3 X (Bn)* + [% A; - %( ) ] B+ ..., (3.66)

De (3.62) e (3.66) temos:

o _1.D2
T2t

Bn +

1D4 1 /D2
6 a2 2\ e

e lembrando que agora n = J(g — 3)m, temos finalmente:

(Bn)® + ...}, (3.‘67)

m =

613 2

522 ) [1 % 3 (IA)Z ) ] [Klg—3)mP. (3.68)

A equagao acima é analoga as anteriores, donde se obtem para a temperatura critica nesta
aproximacao :

1D2

§TZI{c(q - 3) =1. (369)

3.5 Resultados tipo Campo Médio

A tabela 3.1 abaixo ilustra os valores obtidos para K, do modelo de Ising d-dimensional
hipercibico (d=1,2,3), de acordo com as quatro aproximagdes discutidas neste capitulo,
em comparagao com os resultados exatos ou obtidos por expansdes em séries.
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Nota-se que valores cada vez melhores sdo obtidos ao se levar em conta mais interagdes
no hamiltoniano tentativa. Em particular, as aproximacdes com blocos finitos (CM e
Pares) fornecem um K, finito no modelo unidimensional em desacordo com o resultado
exato T=0. J& a aproximacio de cadeia linear (ACL) fornece o resultado exato em uma
dimensao.

Convém ressaltar que, embora haja uma melhora na obtencao da temperatura critica com
hamiltoniano tentativa que levam em conta um maior nimero de intera¢des entre pares

de spins, os expoentes criticos sdo sempre os mesmos e independem da dimensionalidade
da rede.

Tabela 3.1: Valores de K, para o Modelo de Ising d-dimensional (d = 1,2,3) hipercibico
de acordo com as aproximagdes discutidas neste capitulo. Na discriminagio dos varios
métodos denominamos: .

o CM - Campo Médio Usual, Equacio (3.16);
e Pares - Aproximacdo de Pares, Equagdo (3.31);
e ACL - Aproximagdo de Cadeia Linear, Equagio (3.49);

e ACD - Aproximagédo de Cadeia Dupla, Equagao (3.69).

K.
d=1 | d=2 d=3
M 05 0.25 0,167
PARES | 0,639 | 0,265 0,171
ACL[13 o0 0,284 0,176
ACD[T3] | - 0317 | 0.182
Exato | oo 0,441[9] | 0,222[11]
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Capitulo 4

Grupos de Renormalizacao de
Campo Médio

Este capitulo trata, em linhas gerais, do grupo de renormalizagdo , mais especificamente
do grupo de renormalizagao de campo médio (GRCM) e do novo grupo de renormalizagao
de campo médio (NGRCM). Discutiremos suas hipéteses basicas bem como suas relagdes
de recorréncia, através das quais informacoes sobre a criticalidade do sistema em estudo
podem ser obtidas.

4.1 Grupo de Renormalizagao

Devido a dificuldade de se caracterizar a transicdo de fases de segunda ordem surgiram

_varias abordagens que tentam explicar o que acontece no ponto critico. Dentre estas
destacam-se a aproximagdo de campo médio, pela sua simplicidade, e a teoria de grupo
de renormalizagdo , pelo seu éxito.

Se a teoria fornece a fungdo particdo para todas as temperaturas, muito bem, porém, o
principal € a determinacdo da funcéo particdo na regido critica, isto é, para T préximo a

T..

O grupo de renormalizagio foi introduzido por Wilson baseado na construgao de blocos
de Kadanoff [15], para solucionar problemas com muitos graus de liberdade. Essa técnica
permite reduzir, passo a passo, os graus' de liberdade ao se estudar um determinado
sistema sem a perda de identidade com o sistema original. Desta maneira, podemos obter
um problema com um menor nimero de graus de liberdade e de solucao mais facil que a
do problema original. Ao invés de se considerar todos os spins do sistema, utiliza-se da
técnica de blocos de spins por um bloco representativo com um sé spin, cujo objetivo é
eliminar do sistema flutuagdes de magnitude menor que as dimensdes do bloco de spins
considerado. Devemos conhecer todas as configuragdes dos spins em todos os blocos
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na rede original para assim termos a probabilidade da configuracdo do bloco de spin
correspondente.

Para cada transformagio , temos um sistema diferente do original e assim, um novo
acoplamento K’ em funcio de K, sendo K inversamente proporcional & temperatura (K =
J/kpT). Os pontos fixos sao associados aos pontos criticos do sistema devido a invaridncia
por escala apresentada pelo sistema na criticalidade.

Nesse processo de transformagido , o comportamento de longo alcance da nova rede é
equivalente ao comportamento que é observado na rede original para uma temperatura
diferente.

Nas proximidades do ponto critico, o comprimento de correlagio £ é muito grande, ou
em outras palavras, muito maior que a distancia minima representada pelos parametros
de rede. Isto é um indicio de que os fenémenos criticos [16] sdéo um problema de grande
distancia, que envolvem muitos graus de liberdade. Kadanoff [17], ao dividir o sistema em
blocos de ¢ spins (I < &, sendo [ um miiltiplo do espacamento de rede a e d a dimensio
do sistema) supds que cada bloco se comportava como um spin efetivo com interagdes
simples, de tal maneira que podia se escrever um hamiltoniano efetivo tipo Ising para
blocos de spin.

As idéias de Kadanoff deram origem ao chamado grupo de renormalizagdo no espago real.

4.2 Grupo de Renormalizagao de Campo Médio

O método de grupo de renormalizagio tipo campo médio [6] é uma técnica recente, simples
e eficiente que permite calcular as propriedades criticas de um sistema de spins. O método
de GRCM surgiu dentro do espirito chamado grupo de renormalizaciao fenomenolégico,
que se basela na comparacao das magnetizagdes de sistemas de diferentes tamanhos fini-
tos, onde se supde uma lei de escala entre as magnetizagoes desses sistemas. O método
consiste em comparar dois aglomerados finitos de spin de diferentes tamanhos, tratando
as interagOes entre os spins de cada aglomerado exatamente e os spins do restante da rede

sdo simulados por um campo efetivo semelhante ao que é feito na aproximacao de campo
médio.

A magnetizacao do aglomerado finito e o campo efetivo tém significado fisico de magne-
tizagOes e, portanto, ambos representam o pardmetro de ordem do sistema.

Para dois aglomerados finitos N' e N (N' < N) as magnetizagdes m s € my € 0s campos
efetivos b e b de cada aglomerado sio supostos terem a mesma relacio de escala, seme-
lhante & do grupo de renormalizagio , resultando assim numa relagio do tipo K' = f(K)
entre as constantes de acoplamento K' e K dos aglomerados de spin N’ e N, respectiva-
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mente. Assim, impondo uma relacdo de escala para as magnetizagdes temos:
ma (K, b)) = émy(K,b), (4.1)

onde 6 estd relacionado com o fator de escala e, em geral, depende de algum expoente
critico.

A lei de escala para os campos efetivos b’ e b é suposta ser a mesma, isto é:
b = éb. (4.2)

As relagdes acima devem ser validas perto da transicdo e, portanto, my e b (myyeb')
devem ser pequenos. Como para b = 0(b' = 0), my = 0(my = 0), podemos expandir as
magnetizagdes para ambos os blocos e escrever:

my (K',b) = Cyi(K)b, (4.3)
my(K,b) = Cn(K)b, (4.4)

onde Cn(K) = [QZ‘;TN]b:o e 0 mesmo para o bloco N'.

Assim das equagdes (4.1-4) obtemos:
Cy(K') = Cn(K), | (4.5)

que é independente de fator de escala e expoente critico. A equagio acima é vista como
uma relagao de recorréncia de onde se obtem o ponto fixo nao trivial (ponto critico)
K' = K = K* = K,. Estimativas do expoente critico v sio obtidas através de:

dK'

X A=
el A= LV, (4.6)

onde L é o fator de escala, o qual, para blocos finitos é dado por L = (N/N')/%. Este
método j& foi aplicado a uma variedade de sistemas e bons resultados foram obtidos
mesmo ao se considerar blocos pequenos [6].
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4.3 Novo Grupo de Renormalizagao de Campo Médio

As magnetizacdes obtidas no capitulo anterior, em suas varias aproximagoes , podem ser
escritas numa forma compacta e geral como:

my = fn(K)muy + gv(K)m3, (4.7)

onde N aqui designa o nimero de spins para blocos finitos (N=1 spins livres, N=2 pares
de spins) ou a largura da cadeia (N=1 linear, N=2 dupla). A equagio acima € equivalente
a:

1—mmqm

(K ) - (4.8)

= |

a qual pode ser reescrita na forma:

_ 1/2 _ 1/2
w(K) K—K, K

my = an(K)en?, (4.10)

onde:

_(1-fnE) K-\
(k) = (550 T wE) (1)

_K—KN

N K

(4.12)

e KN ¢é a temperatura critica de campo médio para o bloco considerado obtido de 1 —
fn(KN) = 0. Estas expressbes sio gerais e se aplicam a qualquer aproximacao de tipo
campo médio.

Com as magnetizagdes assim obtidas para dois blocos diferentes N e N’ podemos impor

uma relagao de escala dada por (4.1) e supor também que as temperaturas reduzidas 611\{2
1/
ee€

2 . X s
¢ satisfacam a mesma relagdo , isto é:

611\{,2 = den, (4.13)
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Com as equagées (4.1),(4.10) e (4.13) obtemos:
an'(K') = an(K), (4.14)

que ¢ a relagao de recorréncia segundo o novo grupo de renormalizagao de campo médio
[7], onde pontos criticos e expoentes podem ser obtidos de maneira andloga ao discutido na
secao anterior. Este esquema foi aplicado com bons resultados, ao problema de percolagio
dirigida e no modelo de Ising [7] e, mais recentemente, foi estendido ao modelo de Ising
diluido via teoria de campo efetivo [18]. O emprego destas duas técnicas de grupo de
renormalizagdo serd discutido no préximo capitulo.

25



Capitulo 5

Grupos de Renormalizacao de
Campo Médio aplicados ao Modelo
de Ising

Utilizaremos aqui alguns resultados obtidos no capitulo 3, aliados as técnicas de grupo
de renormalizagdo discutidas no capitulo anterior, no estudo das propriedades criticas do
modelo de Ising. Embora vérios dos resultados aqui discutidos ja foram relatados na
literatura, énfase deve ser dada a utiliza¢do das cadeias linear e dupla no NGRCM, que,
como dito na introdugao , é o objetivo do presente trabalho.

5.1 Grupo de Renormalizagao de Campo Médio

'Aplicaremos primeiramente o GRCM, exposto na se¢do 4.2, utilizando blocos finitos e
cadeias.

5.1.1 Blocos de 1 e 2 spins
O hamiltoniano para o ‘bloco de 1 spin, figura 5.1(a), é dado por:
H1 = —qJ,bISh (51)

o qual é idéntico ao dado pela equagdo (3.3) com 5 = ¢J'b'. Como b’ é pequeno, temos
diretamente de (3.13) a magnetizacio :

my = ey (Kb, , (5.2)
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onde:

(5.3)

a(K') =qK'
?b; ?b ob
.y i e
7 b v
{7
O————/#—S—-——o o———-,-;qfs /;.I‘é————o
P ahs! )
o : o (L o ]
5 ¢

Figura 5.1: Blocos de um e dois spins. b e b’ sdo as magnetizagtes dos spins das fronteiras

Para o bloco de 2 spins, figura 5.1(b), temos:

Hz = —JSng - (q — 1)Jb(51 + Sz), (54)

que € idéntico ao dado pela equagédo (3.18) com n = (¢ —1)Jb. Para b pequeno, a equagio
(3.29) nos fornece:

my = cy(K)b, 65) 

onde:

2(q — DK
oK) = 40

A relagao de recorréncia, de acordo com (4.5), é entdo:

. 2g—1K
¢l = 1+ e—2K
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de onde se obtem, além dos pontos fixos triviais K’ = K =0 e K' = K = oo, o ponto
critico:

) 1 :
K =K=K,= iln(q/q - 2). (5.8)

Vemos claramente que com estes blocos pequenos ja obtemos o resultado exato T, = 0
para o modelo unidimensional (q=2). Valores de K. e expoentes criticos para outras
dimensionalidades encontram-se na tabela 5.1. Em particular, para d=2 tem-se K, =
0,346, um valor bem melhor que K. = 0,25 e K. = 0,265 (veja tabela 3.1) obtidos
para cada bloco separadamente. Com relagdo aos expoentes criticos, vemos agora sua.,
dependéncia com a dimensionalidade da rede, como era de se esperar.

5.1.2 Cadeias linear e dupla

E f4cil verificar que o hamiltoniano para a cadeia linear da figura 5.2(a) é dado por (3.33)
comn = (¢g—2)J'b. '

) ? b’
? T ? I !
S
: jl | : ! (a)
—
I { f { l
| | | ' '
9 ? b
! T ! l '
l | ! I |
l | |l I I
(b)
' | { | |
', i ! l |
% | |
} é é é °y

Figura 5.2: Cadeias linear e dupla com as respectivas magnetizacdes das fronteiras numa
rede plana quadrada (condigdes periédicas na horizontal).
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Portanto, da equagdo (3.47) temos:

1

a(K) = e (¢—2)K'. | ' (5.9)

Como o hamiltoniano para a cadeia dupla, figura 5.2(b) é dado por (3.51) com n =
(¢ — 3)Jb, a equagdo (3.67) nos fornece: :

1D2
CQ(I() - 5 AO

K(q—3), (5.10)

de modo que a relagdo de recorréncia para estas cadeias é dada por:

, _1D2
29

K (¢ — 9K K(q—3), o (5.11)

cujos resultados encontram-se também na tabela 5.1. Devemos notar que agora o fator
de escala é dado por L=2 para a rede plana e que o fator de escala fica indefinido ao se
considerar a rede cibica (embora, neste caso, o valor para a temperatura critica possa ser
obtido sem restrigdes [19]).

5.2 Novo Grupo de Renormalizagao de Campo Médio

Aplicaremos agora o NGRCM, exposto na segao 4.3, no estudo da criticalidade do modelo
de Ising utilizando blocos finitos e cadeias linear e dupla.

5.2.1 Blocos de 1 e 2 spins

Para 1 spin, as equagbes (3.14),(4.7) e (4.11) nos fornecem:

' ' /2 .
N —gK) K O\

onde K] = 1/q. Por outro lado, para 2 spins temos de (3.30),(4.7) e (4.11):

_(1-f(K) K N\
az(K)—< 0 K—Kg) , (5.13)
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onde K? estd dado na tabela 3.1 (aproximagdo de Pares) e:

2(¢—-1)K

hH(K) = 1 o2k (5.14)
g:(K) = %E‘;if__m; (¢ —1)°K3. (5.15)

Da relagdo de recorréncia a;(K') = az(K) obtem-se os valores listados na tabela 5.1 para
K = K' = K. e v do modelo de Ising. Note que neste caso novamente se obtem o
resultado exato para T, no modelo unidimensional.

5.2.2 Cadeias linear e dupla

Utilizaremos agora os resultados obtidos para as cadeias linear e dupla dentro do contexto
do NGRCM. Para a cadeia linear, de acordo com as equagdes (3.48),(4,7) e (4.11) temos:

' ' /2
N (1-fH(K) K\
oK)= < a(K) K - Kg) ’ (5.16)
com K} dado no tabela 3.1 (ACL) para d=2 e d=3 e:
AKY =K (q-2), (5.17)
! 1 4 / I
a(K') = g(eﬂ{ — 38K ) (K3 (g — 2)%. (5.18)
Considerando a cadeia dupla obtemos:
_(1-HEK) K
a(K) = ( oK) K—K? ) (5.19)
com K? listado na tabela 3.1 (ACD) e:
1D2
fg(I{) = -2* o (q - 3)](, (520)
1| D4 1 /D2\?|
92(K) 21630 "2 (/\g) 5 (5.21)




onde os termos que aparecem nas equagoes (5.20) e (5.21) estdo todos definidos na segio
3.4 do capitulo 3. Lembramos que os termos D2 e D4 foram obtidos numericamente. A
tabela 5.1 contém resultados obtidos através da relagio de recorréncia a;(K') = aq(K)
pa,ra os dados acima. Novamente aqui, para d=3 temos somente K, uma vez que o fator
de escala fica indefinido ao se considerar cadeias desse tipo.

5.3 Resultados e Conclusoes

Os valores de K, e do expoente critico v, obtidos através do GRCM e do NGRCM para
os varios sistemas finitos aqui considerados, estdo sumarizados na tabela 5.1, juntamente
com os valores exatos ou de expansdes em série. Como em todos os casos se obtem o valor
esperado para T, no modelo unidimensional, a tabela contém somente os dados para d=2

e d=3.

Através de uma anélise da tabela 5.1, vemos que o uso de cadeias melhora os resultados
em ambos métodos, tanto no GRCM com no NGRCM, como era de se esperar. Vemos
também que o NGRCM apresenta sempre melhores resultados que o GRCM, se conside-
rarmos os mesmos sistemas finitos em cada um.

Em particular, o NGRCM empregando cadeias € o que produz melhores resultados, sendo
estes comparaveis aos valores obtidos utilizando-se blocos com N=16 ¢ N' = 9, donde se
obtem K, = 0,420 e v = 1,15 (veja referéncia).

Concluimos, portanto, que o uso de tiras infinitas segundo o esquema do NGRCM pode
ser promissor, inclusive no estudo de outros sistemas estatisticos onde o método da matriz
de transferéncia possa ser empregado. Ressaltamos, entretanto, que para tiras mais largas
' (por exemplo, a cadeia tripla) os resultados analiticos dificilmente podem ser obtidos e,
neste caso, devemos tratar o problema de uma forma numérica, a partir da obtencao da
matriz de transferéncia. ‘

Tabela 5.1: Valores de K, e v para o modelo de Ising em d=2 e.d=3 segundo o GRCM e
o NGRCM para diferentes blocos.

d=2 d=3
K. v K. v
GRCM - Blocos[6] 0,346 1,667 | 0,203 1,537
GRCM - Cadeias|[19] | 0,388 1,527 | 0,208 i
NGRCM - Blocos|7] 0,380 1,477 | 0,215 1,258
NGRCM - Cadeias 0,419 1,421 | 0,217 -
Exato 0,441[9] 1,0[9] | 0,222[11] | 0,637[11]
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